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Streszczenie

W niniejszej rozprawie poruszono zagadnienie uczenia modeli liniowych z regularyza-
cja, skupiajac si¢ na malych zbiorach danych (liczba atrybutéw znacznie przewyzsza liczbe
obserwacji). Przeanalizowano i zbadano wydajnos¢ istniejacych procedur uczenia na tych
zbiorach oraz réznych form regularyzacji modeli. Sprawdzono aspekty numeryczne al-
gorytméw, m.in. wplyw typu zmiennoprzecinkowego pojedynczej i podwdjnej precyzji
oraz rodzaju minimalizacji kierunkowej na szybkoS¢ uczenia oraz sposoby reprezentacji
danych uczacych. Wykazano teoretycznie i empirycznie, ze w pewnym zakresie para-
metow wykorzystanie formuly Woodbury’ego badZz rozktadu QR znacznie skraca czas
uczenia modeli z regularyzacjg £2 — sprawdzono analogiczne rozwigzanie dla modeli
wyposazonych w rzadkie funkcje kary. Eksperymenty wykonano w §rodowisku Python
wraz z fragmentami zaimplementowanymi w jezyku C++, biorac za punkt odniesienia
istniejace biblioteki uczenia maszynowego, jak scikit-learn czy liblinear. Przete-
stowano dzialanie proponowanych rozwigzan w zadaniach klasyfikacji na rzeczywistych
i syntetycznych zbiorach danych oraz wskazano potencjalne zastosowania uczenia regula-

ryzowanych modeli liniowych w problemach nieliniowych.

stowa kluczowe: uczenie maszynowe, modele liniowe, regularyzacja, optymalizacja, me-

toda Newtona,



Abstract

This PhD thesis deals with the issue of training regularized linear models on small data-
sets (i.e. datasets containing much less observations than features). Existing optimization
algorithms were analysed and their behaviour on those datasets was examined. Some nu-
merical issues were checked, such as influence of single precision or double precision
floating-point type or line-search procedure on training speed. It was proved theoretically
and empirically, that in some configurations use of Woodbury’s formula or QR factori-
zation leads to shorter time of training £?-regularized models — the same approach was
checked for sparsity-inducing penalizers. Experiments were conducted mainly in Python
environment, with some parts written in C++, taking as a reference point existing machine
learning libraries, i.e. scikit-learn or 1iblinear. Performance of proposed solutions
were tested in the classification task for some real and sythetic datasets. Moreover, some

potential use of training penalized linear models in non-linear problems was highlighted.

keywords: machine learning, linear models, regularization, optimization, Newton’s me-
thod
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Lista symboli

A, B, C' oznaczaja macierze.

a.; oznaczaja j-ta kolumn¢ macierzy A
b;.  oznaczajg i-ty wiersz macierzy B
T, Yy, z oznaczaja wektory.

(-,-) oznacza iloczyn skalarny

D = {(x;,yi)}, dane uczgce, gdzie x; € R? oraz y; € {-1,+1} w przypadku klasyfi-
kacji binarnej lub y; € R w przypadku regresji.

a, b, ¢ oznaczajg skalary.
n liczba prébek

P liczba atrybutéw




Wprowadzenie

Zagadnienie uczenia modelu na podstawie danych mozna podzieli¢ na trzy grupy: zada-
nie uczenia, predykcji oraz testowania modelu. Zasadnicza czeS$¢ pracy dotyczy zadania
uczenia modeli, gtdwnie w spos6b nadzorowany [55]. Celem zadania uczenia jest wybor
modelu, ktéry optymalizuje pewng miare jakoSci predykcji na danych testowych. Taka
miarg w przypadku zadania klasyfikacji moze by¢ btad klasyfikacji, jednak zadanie ucze-
nia zwykle nie jest rozwigzywane poprzez bezposrednig optymalizacje tej miary jakoSci
na danych uczacych — zwykle wykorzystuje si¢ tu pewne miary, ktdre sa funkcjami
cigglymi lub gtadkimi parametréw modelu, natomiast zadanie uczenia sprowadza si¢ do
rozwigzania pewnych zadan optymalizacyjnych. Jako funkcje celu wybiera si¢ w naj-
prostszym przypadku funkcje wiarygodnoSci (zwang czasami entropig krzyzowa) lub btad
Sredniokwadratowy.

Zakres modeli analizowanych w pracy jest ograniczony do modeli liniowych. W przy-
padku dwoéch podstawowych zadan (klasyfikacji i regresji) mamy dwie stosunkowo liczne
grupy modeli, tj. klasyfikatory liniowe oraz liniowe modele regresyjne. Zasadnicza czes¢
metod przedstawionych 1 analizowanych w pracy odnosi si¢ do obu grup modeli, z za-
strzezeniem, ze niektore zadania w przypadku modeli regresyjnych sa nieco prostsze do
rozwigzania. W pracy wiekszy nacisk potozono na zadania klasyfikacji. Praca ogranicza
si¢ do technik strojenia modeli linowych, jednak to ograniczenie nie jest tak duze, jak
mogtoby si¢ wydawac. Zagadnienia optymalizacyjne, ktére pojawiaja si¢ przy strojeniu
modeli liniowych, moga by¢ wykorzystywane w réznych modelach analizy danych, jak np.
filtracja sygnatow. Przyklady pokazane w pracach [42, 62] wskazuja, Ze oméwione tech-
niki strojenia modeli liniowych moga by¢ rowniez efektywnie wykorzystane do uczenia
modeli nieliniowych.

Modele liniowe maja stosunkowo prostg strukture, tzn. wyjScie modelu jest kombinacja
liniowa zmiennych i wspéiczynnikéw modelu z ewentualnym dodaniem pewnej skalarne;j
funkcji nieliniowej. Jednak ze wzgledu na rézny sposéb uczenia (nawet dla tych samych

danych) moga prowadzi¢ do réznych modeli, znacznie rézniacych si¢ wlasno$ciami.




Mimo ze wspdlczesnie powszechne jest stosowanie znacznie bardziej ztozonych mo-
deli, to nalezy podkresli¢, ze istnieja zadania oraz zbiory danych, dla ktdrych stosowanie
takich ztozonych modeli napotyka przeszkody. Jednym z ograniczen jest ztozonoS¢ préb-
kowa! modelu [4] — potocznie méwiac, jest to minimalny rozmiar préby, przy ktorej
model moze by¢ poprawnie uczony, a ktérej zwiekszanie nie prowadzi do wzrostu jakoSci
predykcji na danych testowych. Ztozone modele maja zwykle duza ztozonos¢ probkowa,
czyli do poprawnego uczenia wymagaja duzych préb uczacych. Istniejg jednak problemy
analizy danych, w ktérych zwigkszanie rozmiaru préby jest kfopotliwe lub kosztochtonne
(np. dane mikromacierzowe).

Prezentowane w pracy podejScia sg zorientowane na przypadki, gdy proby sa mate, co
nalezy rozumie¢ jako male w relacji do liczby atrybutéw oraz gdy préba uczaca nie moze
by¢ zwigkszana w sposéb dowolny. Nalezy podkresli¢, ze w przypadku stosunkowo pro-
stych modeli liniowych ograniczenia typu Vapnika czy Rademachera [6, 80] gwarantuja,
ze przy wzroScie proby do nieskoniczonoSci wszystkie modele staja si¢ takie same.

Zachowanie modelu moze by¢ ksztaltowane poprzez dobér odpowiedniej funkcji kry-

terialnej Q, ktéra w ogdélnosci moze si¢ sktada¢ z dwéch sktadnikéw:
O (model; dane) = L(model;dane) + 1 - R(model), (1)

tj. sktadnika odpowiadajacego za dopasowanie modelu do danych L oraz sktadnika regu-
laryzujacego model (lub funkcji kary) R. Taka posta¢ funkcji kryterialnej maja gtowne
procedury uczenia modeli liniowych. Przyktadowo w modelu regres;ji liniowej jako funk-
cje L wykorzystuje si¢ btad Sredniokwadratowy, natomiast w zaleznoSci od sktadnika R
wyrézniamy model standardowy (bez regularyzacji), regresje grzbietowa? [33], gdy R jest
norma £2 wektora wag, oraz modele LASSO lub LARS [18, 75, 83], gdy R jest norma ¢ 1
wektora wag. Podobnie w przypadku modelu SVM [13] funkcja L to margines separacji
lub suma margineséw prébek, natomiast R oryginalnie jest norma ¢ wektora wag. Hi-
storycznie, w przypadku strojenia sieci neuronowych, skfadnik kary w postaci normy £2
nazywa si¢ butwieniem wag3 1 jest stosowany od lat dziewiecdziesiagtych XX wieku.
Wykorzystanie normy €2 rozwiazania jako sktadnika regularyzacyjnego historycznie
pochodzi od A. N. Tchionva [78] 1 byta ona uzyta do rozwigzywania Zle uwarunkowanych
lub osobliwych probleméw numerycznych. Podobne znaczenie ma dodanie innych sktad-

nikéw regularyzacyjnych. Piewsze uzycie regularyzacji £2 w analizie danych pojawito sig

lang. sample complexity
2ang. ridge regression
3ang. weight decay



z cytowanej pracy dot. regresji grzbietowej [33]. Na znaczenie i numeryczne trudno$ci
przy optymalizacji modeli z kara £! wskazano po raz pierwszy w pracy [83], gdzie pod-
kreslono miedzy innymi, ze w punkcie optimum cze$¢ wspotczynnikow modelu zostaje
wyzerowana. Oprécz aspektéw numerycznych w modelu liniowym uzycie regularyzacji
typu £2 odpowiada zalozeniu, ze parametry modelu majg rozktad gaussowski, natomiast
analogicznie zastosowanie regularyzacji ¢! odpowiada zatozeniu, ze parametry modelu
maja rozklad Laplace’a [75, 83, 89]. W pracach [75, 89] wskazano dodatkowo na: 1)
grupujacy efekt normy £2, tj. wspéiczynniki przy zmiennych silnie skorelowanych maja
tendencj¢ do zréwnywania si¢ (co w praktyce daje efekt uSredniania atrybutéw) oraz 2)
ponownie podkreslono fakt, ze przy regularyzacji ' wraz ze wzrostem parametru regu-
laryzacyjnego coraz wigcej wspofczynnikow jest zerowanych. Prace te zapoczatkowaty
intensywne badania r6znych form regularyzacji. Zwrécono réwniez uwage na mozliwosé
stosowania pseudonorm niewypuktych. Niezaleznie i nieco wcze$niej na geometryczny
sens regularyzacji typu £? i zwigzek z maksymalizacja marginesu zwrécil uwage V. Vap-
nik wraz ze wspétautorami [13]. Regularyzacja ¢! ze wzgledu na efekt zerowania sie
wspotczynnikéw ma zwigzek z problemem selekcji zmiennych. Nawet wspétcze$nie pro-
blem wyboru zmiennych w modelach liniowych uwazany jest za jeden z istotniejszych
w obrebie statystyki (por. [32]). Gtéwne problemy obliczeniowe zwiazane z uczeniem
modeli liniowych z regularyzacja dotycza uwarunkowania macierzy, zwlaszcza w przy-
padkach, gdy liczba atrybutéw jest znaczna oraz gdy w danych jest duzo korelacji. Drugi
problem dotyczy zadari uczenia z wykorzystaniem funkcji niegtadkich, np. zawierajacej
norme¢ ¢ 1 (np. modele lasso, fused lasso, elastic net), natomiast stosowanie pseudonorm
¢1,0 < g < 1 dodatkowo prowadzi do niewypuklych probleméw optymalizacyjnych.

Nalezy podkreslié, ze regularyzacja nie jest jedyng formg poprawy procesu uczenia
oraz wlasnosci algorytméw uczacych. Obecnie w dobie intensywnego rozwoju sieci gle-
bokich powszechnie stosowane jest wzbogacanie danych# [64, 71, 74] czy technika drop
out [72].

Cel i teza pracy

Celem badan jest poszukiwanie efektywnych metod uczenia regularyzowanych modeli
liniowych przy uwzglednieniu: rozmiaru danych (np. mafa préba w stosunku do liczby
atrybutow), zaleznoSci wystepujacych w danych oraz wlasnosci regularyzatora (funkcji

kary).

4ang. augmentation



Biorac pod uwage parametry proby uczacej (takie jak rozmiar danych, rozktad czy
korelacje), mozliwe jest opracowanie algorytmow uczacych dla wybranych probleméw
uczenia z regularyzacja dziatajacych efektywniej w stosunku do istniejacych rozwigzan.
Pod pojeciem efektywnosci rozumie si¢ uzyskanie krétszych czaséw uczenia przy zacho-
waniu wlasno$ci i parametréw modelu i referencyjnego algorytmu uczgcego lub uzyskanie

wyzszej doktadnoSci modeli przez zastosowanie odpowiednich technik regularyzacji.

Gtowne wyniki uzyskane w pracy

W pracy poruszono zagadnienie uczenia modeli liniowych z regularyzacja, skupiajgc si¢
na ,,matych” zbiorach danych, to znaczy takich, w ktérych liczba atrybutéw znacznie prze-
wyzsza liczbe obserwacji. W takich przypadkach regularyzacja jest jednym z gléwnych
narzedzi poprawy wlasnoSci numerycznych algorytmoéw, natomiast rézne formy regulary-
zacji umozliwiajg ksztalttowanie wlasnoSci maszyn uczacych pozadanych z punktu widze-
nia analizy danych. Najmocniejszy wynik prezentowany w pracy dotyczy usprawnienia
algorytmu uczenia modelu regresji z regularyzacja £2, poprzez zastosowanie rozktadu
QR, a w spos6b szczegdlny formuty Woodbury‘ego (sekcja 2.4). Pokazano formalnie
oraz w eksperymentach numerycznych, ze tablicujac macierz X X T (gdzie X jest ma-
cierzg danych) mozna — zachowujac réwnowaznos¢ algorytmow — istotnie przewyzszy¢
standardowa procedur¢ Newtona obliczania kierunku minimalizacji za pomoca metody
gradientu sprze¢zonego. Ponadto ide¢ wykorzystania rozktadu QR oraz zastosowania for-
muly Woodbury’ego zaadaptowano do uczenia modeli z rzadkimi funkcjami kary (typu
lasso, elastic net), jednak (co pokazaly eksperymenty numeryczne) zysk w tym przypadku
nie jest tak spektakularny, jak w przypadku regularyzacji £2.

Calos¢ eksperymentéw wykonano w jezyku Python, biorgc za punkt odniesienia do-
stepne biblioteki uczenia maszynowego scikit-learniliblinear oraz inne algorytmy
opisane w literaturze. Wigkszo$¢ modeli zostala samodzielnie zaimplementowana w je¢-
zyku C++ w ramach jednolitego Srodowiska testowego. W czeSci numerycznej positkowano
si¢ bibliotekami numerycznej algebry liniowej, takimi jak: LAPACK, Armadillo, Intel®
Math Kernel Library. Przeanalizowano szereg ustawiefi i wlasno$ci numerycznych
algorytméw, jak np. wplyw reprezentacji zmiennopozycyjnej, metody iteracyjnego roz-
wigzywania uktadow réwnan liniowych, sposoby realizacji minimalizacji kierunkowej,
wplyw sposobu reprezentacji macierzy danych (geste, rzadkie). W pracy przedstawiono
réwniez zastosowanie technik uczenia modeli liniowych do strojenia modeli nieliniowych.

W ramach badan przygotowano kilka prac dotyczacych wybranych aspektéw ucze-



nia modeli regularyzowanych oraz cz¢$¢ prezentowanych wynikéw zostata opublikowana.
W pracy [45] analizowano algorytmy polegajace zastapieniu niegladkiej funkcji wartosci
bezwzglednej jej gladkg aproksymacja. W pracach [43, 44] przedstawiono i przeanalizo-
wano zastosowanie niegtadkich i niewypuktych ,,norm” ¢¢ dla0 < g < 1 w zagadnieniach
uczenia modeli linowych i filtracji obrazéw. W pracy [42] przeanalizowano zastosowanie
rozktadu QR dla modeli z regularyzacja £2 oraz zaproponowano analogiczny algorytm dla
innych form regularyzacji, w tym ograniczen niegladkich. W pracy [62] przedstawiono
zastosowanie technik regularyzacyjnych przy uczeniu sieci neuronowych oraz wskazano
zastosowanie struktury sieci z regularyzacja typu ¢! do strojenie rzadkiego autoenkodera.
Proponowane rozwigzanie poréwnano z algorytmem uczenia stownikowego zaimplemen-

towanego w pakiecie scikit-learn.



1.

1.1

Modele liniowe w uczeniu maszynowym

Sformutowanie problemu

Model liniowy opiera si¢ na liniowej kombinacji atrybutéw obserwacji & oraz parametréw

modelu w, co mozna symbolicznie zapisac:

1

xTr

— oy T
Xj-wi=w -

(1.1

)4
y=wqg+

j=1
Taka posta¢ modelu wykorzystuje si¢ w zadaniach klasyfikacji i regresji (w przypadku
klasyfikacji patrzy si¢ zwykle na znak wyrazenia y).

Problem uczenia modelu najczesciej sprowadza si¢ do zadania optymalizacji pewnej
funkcji straty (przyktadowo moze nig by¢ btad), ktdra to okreSla stopiefi dopasowania
modelu do danych uczacych. Pozadana wlasnoscig funkcji straty jest jej rozniczkowalnosé,
co daje mozliwo$¢ zastosowania gradientowych metod optymalizacji.

Bezposrednia optymalizacja funkcji straty moze nie przynie$¢ oczekiwanych rezulta-
téw z kilku powodow:

— dane zwykle zawierajg szum,

— wystarczajgco ztozony model (o zbyt wielu stopniach swobody) moze si¢ dopasowaé

idealnie do préobek (tzw. przeuczenie),

— czasami liczba atrybutow przewyzsza liczbe obserwacji (np. dane mikromacie-
rzowe), co w wyniku utrudnia uzycie pochodnych drugiego rzedu (niepetny rzad
macierzy Hessego).

Jeden ze sposobdw rozwigzujacy powyzsze problemy polega na dodaniu do funkcji straty
pewnej funkcji kary — odpowiada to optymalizacji z ograniczeniami. Jej zadanie po-
lega na preferowaniu takich modeli, ktére spetniajg wskazane ograniczenia (np. mniejsza
norma kwadratowa parametréw modelu). Czasami natura danych sugeruje rodzaj ograni-
czenia, ktére warto zastosowaé, aby zwigkszy¢ jako$¢ modelu — przyktadowo w szeregu
czasowym sgsiednie wartosci sa ze sobg silnie skorelowane, zatem natozenie ograniczen

na réznice mi¢dzy nimi powinno skutkowac nie tylko prostszym, ale i lepszym modelem.



1. Modele liniowe w uczeniu maszynowym

1.2

Ostatecznie funkcja kosztu podlegajaca optymalizacji ma postac:
O(w;dane) = L(w;dane) + A - R(w), (1.2)

gdzie L(w;dane) oznacza funkcje¢ straty, R(w) oznacza funkcje kary, za$ A steruje sitg

kary. Powyzszy problem mozna takze sformutowac jako zadanie z ograniczeniami:

L(w;dane) — min
R(w) <vy . (1.3)

w € R

Migdzy parametrami A 1 y istnieje jednoznaczne odwzorowanie [29]. Wyraz wolny wg nie

powinien podlega¢ karaniu.

Przejscie z modelu liniowego na nieliniowy

Modele nieliniowe potrafig dla pewnych danych osiggna¢ duzo lepsze wyniki niz mo-
dele liniowe, jednakze sa sposoby, ktore umozliwiaja modelom liniowym uzyskiwanie
poréwnywalnych wynikdw. Literatura notuje co najmniej dwa takie sposoby.

Pierwszy z nich, stosowany powszechnie w kontekScie Support Vector Machine, polega
za zastosowaniu sztuczki z przeksztalceniem jadrowym [29]. Opiera si¢ ona na obserwacji,

ze parametry modelu mozna wyrazi¢ jako kombinacje probek:

n
w = Z T = XTa, (1.4)
i=1
a takze na niejawnym podnoszeniu wymiarowosci probek. Efektem ubocznym tego po-
dejsScia jest redukcja wymiaru przestrzeni do n, co w przypadku p > n powinno takze
skutkowa¢ skréceniem czasu uczenia.

Drugi z nich, znany jako Extreme Learning Machine [73], bazuje na dwuwarstwowe;j
sieci neuronowej, w ktorej strojeniu podlegaja jedynie wspétczynniki warstwy wyjsSciowej,
natomiast pierwsza warstwa ma ustalone wagi, a liczba neuronéw w warstwie ukrytej
jest duzo wieksza od liczby atrybutéw. Dzieki temu zabiegowi dane, po przejSciu przez
pierwszg warstwe, jawnie trafiajg do wyzszej przestrzeni, w ktdrej separacja powinna by¢

fatwiejsza.
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2.1

2.2

Uczenie modeli liniowych

n

Niech dany bedzie zbiér par uczacych {(x;, y;)}! ,, gdzie &; € R i y; € {-1,+1}
(w przypadku klasyfikacji binarnej) lub y; € R (w przypadku regresji) — przy tych
oznaczeniach p to liczba atrybutéw, a n to liczba prébek. Niech p(x) = Pr(y = 1)

oznacza prawdopodobiernistwo, zZe obserwacja x nalezy do klasy +1.

Model regresiji liniowej

W celu wyznaczenia prostej regresji dokonuje si¢ minimalizacji sumy kwadratow réznic
prawdziwej 1 szacowanej wartoSci funkcji w punktach — funkcje straty mozna wiec

zapisaé nastgpujaco:
Lw) =2 3 (- (w,)? = Ly - Xl .
2 & 2
Istnieje rozwigzanie analityczne powyzszego problemu dane wzorem:
w = (XTX)_I xTy. 2.2)

W praktyce bezpoSrednie uzycie wzoru (2.2) (nieuwzgledniajacego regularyzacji)
moze albo da¢ staby wynik (np. punkty odstajace silnie zaburzaja kierunek prostej),
albo si¢ nie powie$¢ (z uwagi na niewystarczajaca liczb¢ punktéw) — w tym drugim
przypadku naktadajac dodatkowe ograniczenie mozna znalez¢ za pomoca rozktadu QR

takie rozwigzanie, ktére ma mozliwie najmniejsza norme kwadratowa [25].

Model regresiji logistycznej

Do znalezienia postaci prawdopodobienistwa p (), aproksymowanego za pomocg kombi-

nacji liniowej, wykorzystuje si¢ logarytm szansy (logit):

—w) = (w, x). 2.3)
Xr
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Odpowiednie przeksztatcenie prowadzi do funkcji sigmoidalne;j:

elw:a) 1

P(®) = I foa) ~ T4 o)’ @4

Korzystajac z faktu, ze zmienna decyzyjna przyjmuje wartoS¢ —1 lub +1, wyrazenie na
prawdopodobienistwo przynaleznosci probki x; do klasy y; mozna zapisa¢ w jednolitej

formie:
1
1 4 e vilwa)’

P(yilx;) = (2.5)

Wspétczynniki modelu regresji logistycznej znajduje si¢ za pomocg metody najwick-
szej wiarygodno$ci. Funkcja wiarygodno$ci modelu regresji logistycznej ma postac:

fw) = [ | ———— (2.6)

L 11 4 pvilwa:)”
i=1
Jej maksymalizacja nie jest prosta, totez w praktyce minimalizacji podlega ujemny loga-

rytm funkcji wiarygodnoSci:

n 1 n
=— S — —yi(w,z;)
Liw) = le log (1 + e—)’i'(w,mi>) a le log (1 Te ) ' 2.7)

Jest to funkcja wypukta (kombinacja funkcji wypuktych), wiec istnieje globalne minimum.

Gradient i macierz Hessego powyzszej funkcji wzgledem w maja postac:

dL
2
L
oL =H=XTDX, (2.9)
owowT

gdzie v to wektor n-elementowy i:

e Viw.xi) 1
Vi=Yyi- =y 2.10
P= i 1+ e Vilw,zi) Vi 1 + evilwx;)’ ( )
. . . . o + . _ + ol
a macierz D oznacza macierz diagonalng i di; = T—o=s (1 o= ) Do rozwig

zania uktadu réwnan g—i = 0 (warunek konieczny istnienia ekstremum) trzeba uzy¢ metod

numerycznych, poniewaz nie istnieje analityczne rozwigzanie.
W toku obliczen trzeba uwaza¢ na przepelnienie w potegowaniu, gdy wyrazenie
—y; - (w, x;) osiaga duza dodatnig warto$¢ (dzieje si¢ to w przypadku obserwacji nie-

poprawnie klasyfikowanych w danej chwili) — wtedy nalezy skorzysta¢ z tozsamosSci:

log (1 + e-yl"“”’“’”) = —y; - (w, ;) + log (1 + e>’f'<w’mf>) . @.11)

Analogicznie w przypadku obliczania v; w zaleznoSci od znaku tego wyrazenia nalezy

wybraé pierwszg formule (gdy y; - (w, x;) > 0) lub drugg (w przeciwnym wypadku).
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2.3

2.4

Idea regularyzaciji

W trakcie uczenia modelu zazwyczaj pojawiajg si¢ pewne problemy, z ktérymi trzeba
sobie poradzi¢ — naleza do nich mi¢dzy innymi:

— szum danych — w przypadku pomiaréw wyniki zwykle obarczone sa pewnym
btedem wynikajacym z niedoskonatosci urzadzefi mierniczych badz niedoktadnego
odczytania pomiaru;

— przeuczenie — jesli model idealnie dopasuje si¢ do danych (co objawia si¢ bez-
btedna klasyfikacja probek uczacych), moze on utraci¢ zdolno$¢ generalizowania
(zwracania poprawnego wyniku dla probek, ktére nie braly udziatu w trakcie ucze-
nia);

— brak jednoznacznego rozwigzania — gdy dane s3 separowalne lub gdy nie ma
wystarczajacej liczby obserwacji, granice decyzyjna mozna poprowadzi¢ na wiele
Sposobow.

Zastosowanie regularyzacji, polegajacej na dodaniu do funkcji straty pewnej funkcji

kary, ktdra ogranicza zbidr wartosci, jakie moga przyja¢ parametry modelu, w naturalny
sposob niweluje wyzej wymienione problemy. Otrzymana funkcja nosi nazwe funkcji

kosztu 1 mozna ja zapisac nastepujaco:
O(w) = L(w) + 1 - R(w), (2.12)

gdzie L(w) to funkcja straty (zalezna od danych i parametréw modelu), R(w) to funkcja
kary (zalezna od parametréw modelu), za$ A to parametr decydujacy o sile regularyzacji
(A4 > 0). Funkcja kary moze mie¢ rozmaitg posta¢, co przedstawiono w tabeli 2.1.
Ponadto dzigki regularyzacji mozna natozy¢ pewna wiedz¢ a priori na parametry
modelu, na przyktad karzac réznice miedzy sasiednimi wartoSciami atrybutoéw, gdy spo-

dziewamy si¢, ze w jednowymiarowym sygnale wystepujg ,,obszary ptaskie”.

Ograniczenia wypukte i regularyzacja ¢>

Po raz pierwszy o regularyzacji £? wspomina si¢ w kontekscie rozwigzywania Zle uwa-
runkowanych probleméw [78]. W tym przypadku funkcja kary stanowi kwadrat normy
euklidesowej (z pomini¢ciem wyrazu wolnego wg). Optymalizowana funkcja kosztu ma

postac:

DO | &

P
Q(w) = L(w)+35 > w}. (2.13)
j=1
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Tabela 2.1: Przyktadowe funkcje kary.

nazwa kary postaé funkcji R(w)
ridge (¢2) [29, 78] w3
LASSO (£Y) [75] lwll
elastic net [89] allwll +3(1 - a)|lwl|3
Total Variation (TV) [65] ]p.zz lw; —wj_1]
uogdlniony TV [10] | Fwl|y
fused LASSO [76] allwlly + (1 -a) X7, lw; —wj-]
X, x< A4
SCAD [20] 2wy, fx) = {528 g < v < al
w, al < x

W uczeniu maszynowym ten spos6b regularyzacji, w kontekscie regresji liniowej,
funkcjonuje pod anglojezyczng nazwa ridge regression [29], a rozwigzanie dane jest

WwWZOorem:
-1
w = (XTX + u) X7y, (2.14)

gdzie I to macierz jednostkowa.

Do znalezienia minimum funkcji (2.13) w przypadku regresji logistycznej mozna po-
stuzy¢ si¢ dowolng gradientowa metoda optymalizacji, zarOwno pierwszego jak i drugiego
rzedu [54]. W metodzie Newtona w postaci macierzowej wzor na kierunek poszukiwania

minimum opisuje ponizsze rownanie:
T 1T
d= (X DX + u) (X v— /lw) , (2.15)

a nowy punkt to w*) = w® + td, gdzie  stanowi krok znaleziony w wyniku minima-

lizacji kierunkowej. Samg metode Newtona mozna przerwaé, gdy \/ -vVQ (w(k))T d<e,

gdzie VQ ('w(k))T d to pochodna kierunkowa w k-tej iteracji, a € to doktadnos¢. Jezeli
pochodna kierunkowa jest dodatnia, to kierunek d nie wskazuje kierunku minimalizacji.
W czesci eksperymentalnej powyzszy model nazwano 12_logreg_ordinary.

Krok # mozna znajdywac¢ w taki sposéb, by wyrazenie Q (w + td) osiggalo dokladne
minimum (tzw. doktadna minimalizacja kierunkowa'):

t =argmin Q (w + sd) . (2.16)

520

lang. exact linesearch
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O(w +td)

Q(w)+190 (w)"d T Q(w)+arvQ (w)' d

1 t
t=20 to

Rysunek 2.1: Wrotna minimalizacja kierunkowa. Krzywa przedstawia funkcje kosztu Q ograni-
czong do obszaru poszukiwan. Dolna przerywana linia reprezentuje liniowg ekstrapolacje funk-
cji, natomiast gérna ma wspdtczynnik nachylenia pomniejszony wprost proporcjonalnie do war-

tosci a. Krok z przedziatu [0, #y] spetnia warunek stopu wrotnej minimalizacji kierunkowej [9].

Podejscie to mozna stosowac szczeg6lnie wtedy, gdy znalezienie minimum tejze funkcji
jednej zmiennej ma niski koszt w poréwnaniu z kosztem wyznaczenia kierunku poszuki-
wan [9].

Gdy koszt obliczenia Q (w + td) jest duzy, w praktyce wystarczy jedynie przyblizona
minimalizacjaZ2. Jedng z takich metod jest wrotna minimalizacja kierunkowa3, ktéra zalezy
od dwoch statych: @ € (0;0,5) i 8 € (0,1). Nazwa wywodzi si¢ z faktu, ze zaczynajac
od kroku jednostkowego zmniejszamy go proporcjonalnie do wartoSci czynnika S, az
bedzie spetniony warunek stopu Q(w + td) < Q(w) + atVQ (w)' d. Z faktu, ze d jest

kierunkiem spadku, mamy VQ (w)'d <0, wiec dla dostatecznie matego ¢ wynika
O(w+1td) ~ Q(w) +1V0 (w)T d < Q(w) + atVQ (w) T d,

co pokazuje, ze wrotna minimalizacja kierunkowa w koncu si¢ zatrzyma [9]. PodejScie to
podsumowuje algorytm 1. Wyliczajac wczesniej warto$¢ iloczynu X d koszt obliczenia
O(w+1td) i VQ (w+1td)T d dla dowolnego ¢ ma ztozono$¢ rzedu O (n) [22]. W czesci
eksperymentalnej modele, podczas uczenia ktérych wykorzystano doktadng minimali-
zacje kierunkowa, opatrzono w nazwie symbolem e+, natomiast e- oznacza, ze uzyto
przyblizong minimalizacj¢ kierunkowa w toku optymalizacji funkcji celu.

Do znalezienia kierunku d nie trzeba w sposéb jawny odwraca¢ macierz Hessego

2ang. inexact linesearch
3ang. backtracking line search
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Algorytm 1 Wrotna minimalizacja kierunkowa.
Wejscie: kierunek spadku d, a € (0;0,5), B8 € (0, 1).
t 1
while O(w + td) > Q(w) + atVQ (w)T d do
t — [t

end while

— zamiast tego stosuje si¢ iteracyjng metode gradientu sprzezonego w celu rozwigzania

uktadu réwnan:
(XTDX + u) d=X"v - qw, 2.17)

poniewaz macierz uktadu rownan jest dodatnio okre$lona [5, 31]. Tempo zbieznoSci
metody zalezy od widma macierzy, zatem w celu zwiekszenia tempa nalezy przeksztatci¢
uktad réwnan do réwnowaznej postaci, w ktdrej poprawieniu ulegto widmo — uzyskuje
si¢ to za pomocg pewnej macierzy* M, ktéra w jakims$ stopniu aproksymuje macierz H,

za$ rozwigzac nalezy ukfad réwnan
M 'Hd=-M"g, (2.18)

majacy takie samo rozwigzanie, co Hd = —g, jednak w tym przypadku macierz M~ H
posiada korzystniejsze spektrum. Im lepiej macierz M aproksymuje macierz H, tym
wieksze tempo zbieznosci, ale koszt obliczenia M ~! wzrasta, dlatego znaleZé trzeba
kompromis miedzy doktadno$cig a ztozonoScig. W najprostszym przypadku mozna za
M przyja¢ macierz diagonalna, ktéra zawiera elementy z przekatnej macierzy H (tzw.
preconditioner Jacobiego). Bardziej wyrafinowane postaci macierzy M opieraja si¢ na
niekompletnej faktoryzacji [5, 66]. W czeSci eksperymentalnej modele uzywajace tego
udoskonalenia maja w nazwie dopisek p+, a w przypadku M = I do nazwy dopisano p-.

Szkic metody gradientu sprzezonego prezentuje algorytm 2. Metoda ta wymaga tylko
procedury obliczajacej iloczyn macierzy uktadu réwnan przez dowolny wektor s — opie-
rajac si¢ na prawie tacznosci iloczynu mozna go rozpisac jako trzy iloczyny macierzowo-

wektorowe w przypadku regresji logistycznej z regularyzacija £2:
Hs=X"(D(Xs))+1s. (2.19)

Ponadto w poczatkowych iteracjach wystarczy jedynie zgrubne wyznaczanie kierunku —

takie podejScie prowadzi do ,,truncated Newton” [52].

4W jezyku angielskim o takiej macierzy mowi si¢ preconditioner [25].
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Algorytm 2 Metoda gradientu sprzezonego [5].

Wejscie: A, b, 20 (wybrany dowolnie, np. 0), €, imax
r®  b- Az,

Rozwiaz uklad réwnai Mz = (0,

2O  (p(O_ 0

p(l) — »0)
fori=1,2,...do
. (i-1)
a/(l) — —(p(‘g,Ap(i))'

z® — 2D 4 oD pO),

r® — pi-1) _ o) Ap®,

if |7 l2 < €llbll2 Vi > imax then
Zakoncz.

end if

Rozwigz uktad réwnai Mz = r@,

o0 — (p@) Z0Y,

. (i)
Ig(l) — pﬁ__l).
p(i+1) — 20 +,3(i)p(i)-
end for

Wyjscie: rozwigzanie uktadu réwnan .

Problem mozna takze wyrazi¢ w formie wazonych najmniejszych kwadratéw, a nastep-
nie iteracyjnie rozwigzywac w celu uzyskania zbieznoSci [27]. Sprowadzenie do problemu
najmniejszych kwadratéw umozliwia tez zastosowanie sztuczki z przeksztatceniem jadro-
wym [63].

Ponadto mozna z powodzeniem stosowa¢ metody gradientowe pierwszego rzedu do
optymalizacji funkcji (2.13) [16, 68].

Wilaczajac wyraz wolny wo réwnanie okreslajace kierunek poszukiwan przybieze

nastepujacg postac:
do 1TD1 1™Dx | 1T
- . (2.20)
d XTD1 XTDX +arI XTy - aw

Ponownie iloczyn powyzszej macierzy i dowolnego wektora mozna rozpisaé jako trzy
iloczyny macierzowo-wektorowe (opierajac si¢ na prawie tacznosci iloczynu), tym samym
unikajgc jawnego formowania macierzy. W czesci eksperymentalnej modele zawierajgce

wyraz wolny maja w nazwie b+, natomiast te bez wyrazu wolnego majg b-.
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2.4.1

Zastosowanie rozktadu QR

W wyniku rozktadu QR macierzy rzeczywistej X, x, (n > p) o petnym rzgdzie powstaje

macierz ortogonalna Q,,x, i macierz gérnotréjkatna R,y ,:

R
X=QR=|Q: Q- [ Oﬂ = QIR (2.21)

ado wyznaczenia tego rozktadu mozna postuzy¢ sie np. odbiciami Householdera. Rozktad
Q1 R; bywa nazywany cienkim rozkladem z uwagi na mniejsze wymiary wynikowych
macierzy. W przypadku n < p nalezy skorzysta¢ z analogicznego rozktadu LQ badz
dokonaé rozktad QR macierzy transponowanej i1 uwzgledni¢ transpozycje w dalszych
obliczeniach. Liczba operacji zmiennoprzecinkowych wymaganych do policzeniarozktadu
QR za pomocg odbi¢ Householdera wynosi 2p? (n — £) [25].

W przypadku regresji liniowej bez regularyzacji mozemy znaleZ¢ formute na wspot-

czynniki za pomocg rozktadu QR [55]:
Ty) ! %T TAT Lo AT 1T
w:(X X) Xy:(RQQR) R"Q"y = R;'Q"y. (2.22)

Jesli n < p, mozna za pomoca rozktadu LQ znalez¢ rozwigzanie, ktére bedzie miato

mozliwie najmniejszg norme¢ [25]:
-1 -1
w = (XTX) XTy = (QTLTLQ) Q LTy = Q Ly (2.23)
Dla regresji liniowej z regularyzacjg, po podstawieniu LQ w miejsce X w (2.14) uzy-

skamy:

w=(QTLTLQ+ A1) Q L y= QT (L'L+aI) LTy=
@rraen) ara-

LTLi+AI 0
0 AT

T AT LlTy T(7T T
:[Ql QQ] 0 =Qq (L1L1+/U)L1y-

Bazujac na fakcie, ze regresja logistyczna z karg £? jest obrotowo niezmiennicza3
[57], mozna w przypadku p > n macierz danych X podda¢ rozktadowi LQ (badz
réwnowaznie macierz X ' rozktadowi QR) i tym samym zredukowa¢ wymiar problemu
do n — powrét do pierwotnej przestrzeni uzyskuje si¢ mnozac wynik przez macierz QT
(badz Q w przypadku rozkiadu QR) [28].

5Algorytm nazywamy obrotowo niezmienniczym, gdy jego wynik dziatania (np. wynik klasyfikacji
czy prawdopodobieristwa posteriori) sg identyczne, zaréwno dla danych oryginalnych, jak i dla danych

obrdconych, tj. przemnozonych przez macierz ortogonalng.
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Algorytm 3 Uczenie modelu regresji logistycznej z regularyzacja £? za pomoca metody

Newtona wykorzystujacej rozktad LQ.

Dane wejSciowe: X = R y,.1 : y; € {-1,+1},n<p
Inicjalizacja: [L1, Q1] = 1q(X), %', =0
for k=0,1,..., kpax do

Oblicz wartoSci v (zgodnie z (2.10)) i D dla biezacego Wk,

Rozwiaz uktad réwnaf (LT DLy +AI) -d = LTv — A1

if \/(LTv — A6, d) < € then

Zakoricz petle i zwr6¢ wynik.
end if
w* ) — w® 4 d - argmin, Q (11)(/‘) + tci)

end for

WyjScie: w = QlT'ziJ

Podstawiajac L1 za X wréwnaniu (2.15) uzyskujemy na mocy twierdzenia pierwszego

zawartego w [28] ponizszg tozsamos¢:
-1
d=Q7 (LTDLy+aI) (LTv-1Qiw). (2.24)

Przemnozenie przez Q1 rzutuje w do mniejszej przestrzeni, w ktorej nast¢puje rozwigzanie
uktadu réwnan, po czym mnozenie przez QlT przywraca wynik do pierwotnej przestrzeni.
Nie trzeba za kazdym razem wraca¢ do oryginalnej przestrzeni — wszystkie obliczenia
mozna dokona¢ w mniejszej przestrzeni, a dopiero koficowy rezultat cofna¢ do pierwotnej
przestrzeni. Powyzsze podejScie przedstawiono w algorytmie 3.

W celu wlaczenia wyrazu wolnego wo nalezy postgpi¢ analogicznie, jak miato to
miejsce w rownaniu (2.20), z tg réznica, ze macierz X zastepujemy macierzg L:

-1
1Tv

LlTv — Aw

1'D1  1'DL,
L'D1 LTDL,+AI

dy
d

) (2.25)

Wykorzystanie rozktadu QR nie jest czyms zupetnie nowym [28, 57], jednakze zastoso-
wanie tej sztuczki wydaje si¢ by¢ mato powszechne w bibliotekach uczenia maszynowego
— przyktadowo technika ta nie jest wykorzystywana w pakiecie scikit-learn [61].
Mozemy jednak w prosty sposéb przerobié model regresji logistycznej z regularyzacija £,
rozszerzajac oryginalng klase i przecigzajac metode fit. Ilustruje to ponizszy fragment
kodu:
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2.4.2

import numpy as np
from sklearn.linear_model import LogisticRegression

class LR_with_Ilg(LogisticRegression):

4 def __init__ (self, *xkwargs):
assert kwargs|[ penalty '] = "2’
6 super().__init__ (*xkwargs)

def fit(self, X, y):
8 if X.shape[0] < X.shape[1]:
9 Q, R=np.linalg.qr(X.T, mode = 'reduced ')
10 super (). fit (R.T, y)
11 self.coef = self.coef @ Q.T
else:
13 super (). fit (X, y)

14 return self

Takie usprawnienie powinno dawac zysk przy liczbie prébek mniejszej niz liczba atrybu-
tow. Co wiecej, poniewaz transformacja R do X za pomocg macierzy Q (X = QR), jest
przeksztatceniem ortogonalnym, to moze by¢ ona wykorzystywana we wszystkich algo-
rytmach, ktére sg obrotowo niezmiennicze. Krétki eksperyment ze zbiorem danych colon
o rozmiarze 62 X 2000 pokazuje zysk ok. dwuipotkrotny w czasie uczenia, uwzgledniajac
koszt rozktadu QR.

W czedci eksperymentalnej (rodz. 4) model ten widnieje pod nazwg 12_logreg_qr
(gdy uzyto rozktadu QR) badZ 12_logreg_1lq (gdy uzyto rozktadu LQ).

Zastosowanie formuty Woodbury’ego

Dzi¢ki rozktadowi QR rozmiar rozwigzywanego problemu redukuje si¢ do liczby probek,
a takze zyskujemy stabilno$¢ numeryczng procedury uczenia, jednak w przypadku macie-
rzy rzadkich wyznaczenie rozktadu, ktéry zachowa pierwotng rzadko$¢ macierzy, wymaga
wickszego naktadu pracy. Traktowanie macierzy rzadkiej jako gestej moze rowniez nie
przynies¢ zysku obliczeniowego. Mimo to efekt redukcji wielkoS$ci problemu mozna uzy-
ska¢ po zastosowaniu formuly Woodbury’ego, pozwalajacej obliczy¢ odwrotno$¢ sumy

dwoéch macierzy [30, 84]:
1 -1
(A+UBV)'l=A"'_-A"U (B—1 + VA—lU) VAl (2.26)

Podstawiajac A = AI, U = X, B = D, V = X otrzymamy:

T -1 J 1, 1 T B
(u + X DX) —-I7-—XxT(D'+-xxT| Xx. (2.27)
A A2 A
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Macierz %X X T nie zalezy w ogéle od parametréw modelu w, wiec przed rozpoczeciem
optymalizacji nalezy ja policzy¢, by skroci¢ czas rozwiagzywania ukfadu rownafi — z uwagi
na jej symetryczno$¢ wystarczy przechowywaé goérny lub dolny tréjkat macierzy, co
pozwoli dwukrotnie zmniejszy¢ zajetoS¢ w pamieci. Koszt wyznaczenia tej macierzy
jest rzedu O (n2 p), natomiast w przypadku macierzy rzadkiej koszt ten bedzie mniejszy
proporcjonalnie do stopnia rzadkoSci. Trzeba tez uwaza¢ na wartoSci bliskie zeru na
przekatnej macierzy D, gdy prawdopodobiefistwo przynaleznosci i-tej probki do klasy
pozytywnej lub negatywnej dazy do zera lub jednoSci — mozna tego unikngé prostym
zabezpieczeniem: min (max (d,;, €) , 1 — €), przyjmujac np. € = 107 [21].

Wstawiajac (2.27) do (2.15) 1 porzadkujac wszystko otrzymamy nastepujace rownanie

okreslajace kierunek poszukiwan:
1
d= ZXT (v-2)-w, (2.28)

gdzie z stanowi rozwigzanie ponizszego uktadu réwnan:

1 1
(D—1 + ZXXT) 2z = IXXTv - Xw. (2.29)

Pomimo stosunkowo nieduzego rozmiaru macierzy, metoda dokladna rozwigzywania
ukfadu réwnan moze okazac si¢ bardziej kosztowna od metody iteracyjnej — koszt po-
liczenia rozktadu Cholesky’ego wymaga g operacji zmiennoprzecinkowych, natomiast
metoda iteracyjna wymaga w przyblizeniu kn® operacji, gdzie k oznacza liczbe iteracji.
Uzyskanie satysfakcjonujacego rozwigzania wymaga zazwyczaj mniejszej liczby iteracji
niz n. Pewien problem ze zbieznoScig metody iteracyjnej moze tutaj powodowac zte uwa-
runkowanie macierzy, wiec nieodzowne moze okazac si¢ zastosowanie preconditioningu.

Aby znaleZ¢ wzor na kierunek poszukiwan uwzgledniajacy wyraz wolny, wprowadZmy

b= XTD1, c=1"D1 i zapiszmy (2.20) w postaci ukladu réwnafi:

cdy + bld = 17w
(2.30)

bdy + (X"DX +al)d = X"w-Aw
Wyznaczajac z pierwszego réwnania dy 1 wstawiajac do drugiego réwnania otrzymamy:
do 1Tv-bTd

2.31
d (2.31)

c
(XTDX +aI - 16b") ™ (X Tv - dw - L2p)

Podobnie jak w (2.27), podstawiajagc A = A1 — %bbT 1 korzystajac z formuty Shermana-

Morrisona do policzenia A~! [70], a nastepnie z formuly Woodbury’ego do policzenia
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2.5

(XTDX + I - %bbT)_1 i wstawiajac wynik do drugiego réwnania w (2.31) ostatecznie

otrzymamy (dla czytelno$ci wprowadzono zmienne pomocnicze):

1
s = EXXTDl,
(D1,1 X XTv - Xw) -1Tv
v c—(D1,s) ’
1 . 65T -1 . (2.32)
=[D'+=XX"+ — ] [=XXTv-X :
z ( +/l +c—(D1,s>) (/l v w+7ys

_1 T <Z,S>
d_/_lX (U—Z'i'('y—m)Dl)—w.

Majac d mozna z tatwoscia policzy¢ dy zgodnie z (2.31). Nalezy pami¢taé, ze do iloczynu
X w nie dodano wg. Wiaczenie wyrazu wolnego wigze si¢ z dodatkowym kosztem policze-
nia wektora s i kilkoma iloczynami skalarnymi. Dodatkowo macierz X T DX + A1 — %bbT
moze by¢ nieokreSlona, dlatego zamiast metody gradientu sprz¢zonego do rozwigzania
powyzszego ukladu réwnan nalezy uzy¢ metode, ktéra dziala poprawnie w przypadku
macierzy nieokreSlonych, np. metoda MINRES badz SYMMLQ [60].

W czesci eksperymentalnej zbadano dwa modele — w pierwszym obliczono 1 zapa-
mietano iloczyn X X T, by wykorzystaé go w kolejnych iteracjach (ten model nazwano
12_logreg_wdbr), a w drugim nie skorzystano z tej optymalizacji (ten z kolei nazwano

12_logreg_woodbury).

Regularyzacja ¢!

Idea zastosowania normy ¢! w zadaniu regularyzacji i przycinania pojawita si¢ w latach
90. [83], a pdzniej ukuto dla niej nazwe ,lasso” w kontekScie regresji liniowej [75].

W przypadku regresji liniowej optymalizowana funkcja kosztu wyglada nastepujgco:
1 v \
Q(w) =3 ) (yi—(w.a)’+1 ) Il (2.33)
i=1 j=1
natomiast w przypadku regresji logistycznej funkcja kosztu ma postac:
n 14
O(w) = )" log 1+ 0] 423" ). (2.34)
i=1 j=1

Funkcja w punkcie w; = 0 posiada ostrze (pochodna nie istnieje), co przyczynia si¢
do powstawania rzadkich modeli (czg$¢ parametrow modelu zostaje wyzerowana). Brak
gladkosci uniemozliwia bezposSrednie zastosowanie metod gradientowych, jednakze wpro-

wadzenie pewnych modyfikacji niweluje to ograniczenie.
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2.5.1 Subgradient

Zrézniczkowanie funkcji kosztu zawierajacej kare ¢! wzgledem zmiennej w ; prowadzi do

nastepujacych przypadkow:

IL(w)

(9w1;) +/l, W >0
—agv(v’lf) —A, W <0

90 (w) _ OLw) )y o A L) (2.35)
ow; Wj ’ Wi .

AL (w) _ OL(w)

B—Wj + A, w; = 0 A W <-4
0, Wpr.

Jesli L (w) jest funkcjg kwadratowa, to pochodna funkcji Q (w) jest funkcja kawatkami
liniowg (ang. piecewise linear). Dzi¢ki tej obserwacji mozna skonstruowaé wydajny al-
gorytm znajdujagcy minimum funkcji Q (w), ktérego ztozonos¢ odpowiada zlozonosci
zwyczajnej (bez regularyzacji) metody najmniejszych kwadratéw [18]. Analogiczne po-
dejScie mozna zastosowaé w przypadku regresji logistycznej, formutujac funkcje straty
w postaci wazonej funkcji kwadratowej [49].

Wykorzystujac fakt, ze pochodna istnieje poza zerem (czyli poza osiami uktadu wspot-
rzednych), mozna znalez¢ minimum lokalnej aproksymacji kwadratowej, a nastepnie do-
kona¢ projekcji znalezionego rozwigzania na osie ukfadu wspétrzednych, aby czesS¢ pa-
rametrow, ktore majg by¢ rzeczywiscie wyzerowane, zostaly faktycznie wyzerowane [3,
26]. Alternatywne metody iteracyjnego Sciggania-progowania mozna znaleZ¢ w pracach
[7, 11].

2.5.2 Spadek wzgledem wspétrzednych

Modyfikacja polega na optymalizacji jednego parametru (lub bloku parametréw) przy
ustalonych pozostalych parametrach [21, 79]. Optymalizacji podlega albo bezposrednio
funkcja kosztu, albo jej lokalna aproksymacja kwadratowa [87]. W przypadku regresji li-

niowej optymalizacja pojedynczego parametru sprowadza si¢ do mi¢kkiego progowania®:

Sa (Zixi,j : (yi — 2k+j Wk ‘xi,k))

W : (2.36)
' i
gdzie S,(z) jest operatorem migkkiego progowania:
S (2) = sgn(z) - max (|z] - 2,0). (2.37)

6ang. soft thresholding
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W tej postaci koszt korekty pojedynczego wspoétczynnika wynosi O (np). Mozna zauwa-
zy¢é, ze:
Vi~ Z Wi Xik = Vi — (W, T;) + W - X;
k#j (2.38)

:r,-+wj “Xijs

gdzie 7 jest wektorem reszt [21]. Tym sposobem formuta (2.36) upraszcza si¢:

Sa (Zixi,j Tt w; e Zixiz,j)
W; — 5 , (2.39)
Zixi,j

redukujac ztozonos¢ do O (n). Wartosci 3, xl.% ; mozna policzy¢ raz i zapami¢taé. Korekta
i-tej wspotrzednej wektora reszt wyglada nastepujaco:

ri—ri+ (wj - w;) " Xi - (2.40)

W przypadku regresji logistycznej, aproksymowanej lokalnie funkcja kwadratowa,

formuta na koretke j-tego parametru ma postac:

Sa (Zixi,j ri+w;e Y di 'xzj)
Wwh e . 2.41)

Zi di,i . xi2,j

Na poczatku » = v (2.8), d;; to i-ty element macierzy diagonalnej D (2.9), za$ korekta

i-tej wspotrzednej wektora reszt wyglada nastepujaco:

i ik (wy = wh) - dig i (2.42)

Aby dalej usprawni¢ proces minimalizacji, nalezy na poczatku wyznaczy¢ zbior ak-
tywnych (niezerowych) parametrow, a nastepnie operowac jedynie na nich. Jesli w trakcie
obliczeni dany parametr osiggnie wartosS¢ 0, to jest on usuwany ze zbioru [21, 86]. Ponadto
mieszanie kolejnosci optymalizowania poszczeg6lnych parametréw modelu réwniez za-
zZwyczaj sprzyja skracaniu czasu uczenia [86].

Po znalezieniu minimum trzeba udac¢ si¢ do nowego punktu, obliczy¢ nowe wartoSci
wag v 1 D 1 powtdrzy¢ caly proces — podsumowuje to algorytm 4. Jako nowy punkt
mozna wzig¢ znalezione minimum w™ badZ punkt lezagcy miedzy poprzednim minimum
w'® a znalezionym, minimalizujacy wyrazenie (2.34). Eksperymenty pokazuja, ze to
drugie podejScie przewaza nad pierwszym [86].

W poczatkowych iteracjach nie trzeba dokladnie rozwigzywac problemu, totez wa-

runek stopu dla wewnetrznej petli metody spadku wzgledem wspétrzednych powinien
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Algorytm 4 Uczenie modelu regresji logistycznej z regularyzacja ¢! za pomoca metody

spadku wzgledem wspoéirzednych.

Dane wejSciowe: X = R, y,1
Inicjalizacja: w® «— 0,6 «— 1,k « 0
repeat
Oblicz wartosci g, D, r dla biezacego w®,
Wyznacz zbiér J indekséw aktywnych (niezerowych) parametréw.
w* — w®,
nit < 0.
repeat
Amax < O.
Wymieszaj kolejnos$¢ indekséw w zbiorze 7.

for all j € J do
S/I(Zi XijritW 2 di~i'xi2.j)
X diiox?, .

r<—r+(w;—w0pt) D -z ;.

Wopt <—

*_

Amax < max (Amax, j

w w Opt

)
7 Wopt.
end for
nit < Ny + 1.
until A < 0
if n;; = 1 then
0 «— %.
end if
B « argmin, Q (t'w* +(1-1) 'w(k)).
w*) = Bw* + (1 - ) w®.
k—k+1.

until |[0Q)||2 < €

sie zmienia¢ w razie potrzeby (gdy po jednym obiegu petli maksymalna zmiana |Apax|
okazuje si¢ mniejsza niz poczatkowy prég ¢, to jest on zmniejszany czterokrotnie [86]).
W czgsci eksperymentalnej przetestowano wersj¢ algorytmu znajdujaca si¢ w biblio-

tece liblinear (nazwano ja 11_logreg_liblinear).
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2.5.3

Przeksztatcenie w problem gtadkiej optymalizacji

Inne podejscie opiera sie na zastapieniu normy ¢! liniowymi ograniczeniami. Zrealizowaé
mozna to dwojako:
— zastgpujac zmienng nieograniczong w; para zmiennych ograniczonych w;f —-w;
[69]:
iz log (1 + e‘yi'<w+_w_’wi>) +4 21;21 w;f +w; — min (2.43)
w}?O, w >0, j=1,...,p
Powyzszy problem z ograniczeniami mozna rozwigza¢ np. za pomocg algorytmu
L-BFGS-B [88]. W czeSci eksperymentalnej model ten umieszczono pod nazwa
11_logreg_lbfgsb.
— wprowadzajac zmienng u; stanowigca ograniczenie zmiennej w; [46]:
" log (1 + e‘yf(w"””i)) +A X0 uj — min .44
—u; <w;<uj, j=1,...,p
Niegladkie ograniczenie —u; < w; < u;, j = 1,...,p mozna zastapi¢ gtadka
i wypukia funkcjg logarytmiczna, uzyskujac w ten sposéb problem bez ograni-
czen, ktéry nastepnie mozna rozwigza¢ za pomocg metody Newtona [46]. W czeSci

eksperymentalnej pod nazwa 11_logreg_ipm kryje si¢ ten model.

Rozbicie pierwotnego problemu na dwa podproblemy
Kolejny sposéb oparty na optymalizacji z ograniczeniami polega na sformutowaniu réw-
nowaznego problemu, w ktérym cze¢$¢ gtadka i1 niegladka sg rozdzielone — mianowicie

problemowi pierwotnemu
min L (w) + A||w]|; (2.45)
w

odpowiada problem z ograniczeniem réwnosciowym

L (w) + 1||z|[1 — min
( ) ” ”1 ’ (2.46)
w-2z=0
ktoéry mozna rozwigzac przy uzyciu algorytmu ADMM? [10, 85]:
2
w**Y — argmin (L (w)+5 Hw — 20 4 u(k)Hz) , (2.47)
w
L) g (w<k+1) +u(k)), (2.48)
P
w0 kD) _ (kD) (2.49)

7ang. alternating direction method of multipliers
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gdzie p > 0. Minimalizacja funkcjonatu wyrazonego za pomocg operatora bliskoSci® we
wzorze (2.47) odpowiada rozwigzywaniu problemu z regularyzacja €. Formuta (2.48)
minimalizuje wyrazenie A| 2|1 + gIIw(k”) —z+u® ||%. Na korncu korekcie ulega prze-
skalowana zmienna dualna w i cato$¢ powtarza si¢ az do spetnienia warunku stopu [10].
W celu rozwigzania (2.47) mozna ponownie postuzy¢ si¢ rozktadem QR lub formutg

Woodbury’ego. Dla rozktadu QR réwnanie (2.24) przybierze forme¢
-1
d= QT (LTDLy+pI) (LTv-pQi(w-2" +u®)), (2.50)

a po transformacji wektoréw w, z®) i u®) do mniejszej przestrzeni mozna je zapisaé

nastepujaco:

d=(LipL, +pI)_1 (ETv - p (w20 +a®)). @.51)
Z kolei dla formuty Woodbury’ego réwnanie (2.28) przyjmie postac

d= %XT (v—"y) - ('w — 204 u(k)) , (2.52)
gdzie « stanowi rozwigzanie ponizszego uktadu réwnan:

(D—1 + %XXT) o = %XXT’U _X (w O u(k)) . (2.53)

Z uwagi na konieczno$¢ rzutowania do pierwotnej przestrzeni, rozwigzanie oparte na
rozktadzie QR bedzie mniej satysfakcjonujgce pod wzgledem ziozonosci obliczeniowe;j
niz to oparte na formule Woodbury’ego, dlatego w czesci eksperymentalnej skupiono si¢

na tym drugim podejSciu.

Zastgpienie normy ¢! jej gérnym ograniczeniem
Jeszcze inne podejscie opiera si¢ na zastgpieniu normy ¢! jej gérnym ograniczeniem za

pomocy funkcji kwadratowej [20, 47]:

1 p
|w||1\52(

gdzie powyzsza nierownos¢ jest prawdziwa dla dowolnego w’, a réwno$¢ zachodzi wtedy

+[w’ I) (2.54)

i tylko wtedy, gdy w’ = w. Zastepujac czynnik karzacy w rownaniu (2.34) otrzymujemy:

n 2 p W?
Q(w) = le log (1 + e‘yi'<w’w">) +3 Z (|W;|

Jj=1

|w;.|) . (2.55)

8ang. proximity operator
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Kierunek poszukiwan d okresSla ponizsze rownanie:
T -1 T
d=(X"DX+E) (X"v-Ew), (2.56)

gdzie E jest macierzg diagonalng i e; ; = ﬁ (przyjmujgc, ze w’ = w). Poczatkowy
wektor w musi mie¢ niezerowe sktadowe, poniewaz raz wyzerowana sktadowa pozostanie
zerem, a jeSli w trakcie optymalizacji warto$¢ sktadowej |w ;| spadnie ponizej precyzji
maszynowej, to mozna ja bezpiecznie wyzerowac. Dobry punkt startowy stanowi rozwia-
zanie problemu (2.13) [36]. Mozna takze zacza¢ od wektora zerowego i znaleZ¢ minimum
w kierunku wskazanym przez antysubgradient, dzigki temu cz¢$¢ wspétczynnikéw moze
juz na poczatku zosta¢ wyeliminowana, co przySpieszy poczatkowe iteracje — ten sposob
inicjalizacji wykorzystano w eksperymencie.

Formuta (2.56) nie jest stabilna numerycznie, poniewaz w mianowniku moga pojawic¢
si¢ wartoSci bliskie zera, jednakze istniejg warianty formuly stabilnej numerycznie [30,
47]:

d=-E% (E—%XTDXE—% + I)_l E.00Q (2.57)
- (I _E'xT (XE-le + D‘l)_l X) : (E-lev - w) , (2.58)

gdzie Q) oznacza subgradient policzony zgodnie ze wzorem (2.35) z t3 r6znicg, ze dla
w; = 0 mamy 8QW—(jw) = 0. W przypadku (2.57) macierz uktadu réwnan ma wymiary p X p,
natomiast w przypadku (2.58) macierz uktadu réwnan ma wymiary n X n (skorzystano z

zaleznoS$ci
-1 -1
(XTDX + E) —El_-g1lxT (XE‘lXT + D—l) XE!

i macierz E~! wylaczono z prawej strony, po czym wmnozono ja w antygradient funkcji).
W obu wypadkach mamy do czynienia z macierzg dodatnio okreslona, wigc odwracanie
macierzy mozna zastapic¢ rozwigzywaniem uktadu réwnan metoda gradientu sprzezonego,
unikajgc przy tym jawnego formowania macierzy. Pochodng kierunkowga dla przypadku

(2.57) opisuje ponizsza formufa:

p
VO (w)Td=0Q,d) = (-XTv,d) + Z sgn(w;) - d;. (2.59)

Jj=1

W czesci eksperymentalnej model opierajacy si€¢ na rozwigzywaniu (2.57) nazwano

11_logreg_ordinary, natomiast ten oparty na (2.58) nazwano 11_logreg_woodbury.
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Porzadkujac wyrazy w réwnaniu (2.58) mozna je zapisa¢ w nast¢pujacej formie:
d=E'Xx" (v - (XE‘lXT + D‘l)_l (XE—lev - Xw)) —w.  (2.60)
Do rozwiazania jest uktad rownan:
(XE—1XT + D—l) 2= XE'X"w - Xw. 2.61)

Gdy w jest rzadki, nalezy ten fakt uwzgledni¢ w obliczeniach, zeby nie wykonywac
niepotrzebnych mnozefi przez 0 — iloczyn macierzowo-wektorowy X E~' X Tv mozna

rozpisaé nastepujaco:

XE X%y =

M

e}j- @ j,v) - T j, (2.62)
j=1

z kolei dzialanie @ = E~' X Tv mozna zapisaé nastepujaco:
aj = e]_.j Az j,v), (2.63)

gdzie z. ; jest j-ta kolumng macierzy X . Tym samym dla zwigkszenia wydajnosci obliczen
macierz danych powinna by¢ przechowywana w porzadku kolumnowym.
Formalnie pochodng kierunkowg funkcji Q (w) wzgledem kierunku d opisuje naste-

pujace réwnanie:

VO (w)'d =T (Xd)+(v-2)T (Xw) -2 Z wil, (2.64)
J

jednakze mozna z powodzeniem korzysta¢ z réwnania (2.59), za$ samg optymalizacje

funkcji (2.34) mozna zakoriczy¢ w momencie spelnienia ponizszego warunku:

V-VO (w)Td < e (2.65)

W przypadku uwzglednienia wyrazu wolnego wg, uktad rownaf przybierze nastepu-

jaca postac:
c bt dp B 1T (2.66)
b X"DX+E| |d| |XTw-Ew|’ '

gdzie b = X ' D1, ¢ = 17 D1. Przeksztalcajac odpowiednio otrzymamy:

do = 1Tv-b"d
) ¢ T (2.67)
(X"DX+E-1bb")d=X"v-Ew-1%b
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W tym przypadku macierz symetryczna X ' DX + E — %bbT moze by¢ nieokreslona, dla-
tego do rozwigzania powyzszego uktadu rownan nalezy postuzyc¢ sie np. metoda MINRES
badz SYMMLQ [60].

Formute stabilng numerycznie mozna uzyskaé w podobny sposéb, jak miato to miejsce

w przypadku (2.57):
-1
d=-E (E}X"(D-1D11"D) XE3 +1) E(0Q+1%b), (268)

a do rozwigzania jest ukfad rownan o wymiarach p X p. Macierz D — %DllTD jest oso-
bliwa, wiec w celu uzycia formuty Woodbury’ego wprowadZmy macierz E=E- %bbT.

Korzystajac z formuty Shermana-Morrisona obliczymy E~1[70]:

. E-'bbTE!
E—l — E—l + . 2.69
c-bTE-1p (269)
Po uporzagdkowaniu do rozwigzania jest uktad rownarn podobny do (2.61):
(XE-le + D‘l) 2= XE'X"w - Xw+yXEb. (2.70)

_ (w,XElby—(D1,Xw)-1Tv
Y= c(D1,XE1b)

rozpisa¢ analogicznie:

. Tloczyn macierzowo-wektorowy X E~1 X Ts mozna

gdzie

(s, XE'b)

XE'XTs=XE'X"s+
c— (D1, XE-b)

XE b, .71)

za$ rozwigzanie po uproszczeniu opisuje rownanie:

Y (= XE'b) _
d=FE "X ('v z+(7 c—(Dl,XE‘lb))Dl) w. 2.72)

Pochodna kierunkowa mozna policzy¢ zgodnie z rownaniem (2.59), pamigtajac o do-
daniu skfadnika go - do. Wlaczenie wyrazu wolnego wigze si¢ z dodatkowym kosztem
O (#nnz - p) obliczenia iloczynu X E~'b i kilkoma iloczynami skalarnymi, gdzie #nnz
oznacza liczb¢ niezerowych parametréw

Zysk z przechowywania macierzy X E~' X T (analogicznie jak miato to miejsce w
przypadku macierzy %X XT) wydaje si¢ watpliwy, poniewaz po kazdej zmianie pa-
rametréw trzeba wyliczy¢ korekte (zmienia si¢ przeciez macierz E~1), co wigze sie
z kosztem rzedu O (#nnz - n). Dodatkowo sama macierz moze mie¢ niepelny rzad (gdy
liczba parametréw aktywnych bedzie mniejsza niz n), zatem koszt iloczynu macierzowo-

wektorowego zapewne bedzie wigkszy niz uzycie formuly (2.62).
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2.6

2.6.1

2.6.2

Regularyzacja ,.elastic net”

Liczba niezerowych parametréw w modelu z regularyzacja £' zawsze nie przekroczy
min (n, p), a gdy w zbiorze znajdujg si¢ grupy silnie skorelowanych atrybutéw, to sposréd
nich zostanie zazwyczaj arbitralnie wybranych po jednym (z kolei regularyzacja £2 $cigga
roOwnomiernie cala grupe), co w pewnym stopniu ogranicza t¢ technike jako narzedzie
automatycznej selekcji istotnych cech. Powyzsze ograniczenia likwiduje potaczenie regu-
laryzacji €2 i €', co szerzej znane jest jako regularyzacja elastic net [89]. W przypadku

regresji liniowej optymalizowana funkcja kosztu wyglada nastepujaco:

1y & 1-a
Q(w) =5 ) (yi—(w.a@)’ +4 ) - wjl +——w}, (2.73)
i=1 j=1
natomiast w przypadku regresji logistycznej funkcja kosztu ma postac:
- < l-a
O(w) = Z log (1 + e_y"'<w’w">) +/lZ a-|w;l+ 5 w?, (2.74)
i=1 j=1

gdzie @ € (0, 1) steruje wptywem poszczegdlnych kar.

Spadek wzgledem wspoétrzednych

W przypadku regresji liniowej zmianie ulega jedynie rOwnanie (2.39) [21]:

S,m (Zl-x,-,j ritw;- Zixl.%j)

* e , 2.75
/ ﬂ-(l—a)+zixl.2’j (273)
a w przypadku regresji logistycznej rownanie (2.41) przybiera postac:
Sia (Zixi,j rit w2 di 'X,Zj)
Wi —. (2.76)
, V(1) + Sdig -2,
Przeksztatcenie w problem gtadkiej optymalizacji
Analogicznie do uktadu (2.43) mozna zapisa¢ uktad rownan w tym przypadku:
2icq log (1 + e‘yi'<w+‘w7wi>) + A5 |wt — w12 + A S wi+w; — min °77

w}f>0, w;?O,jzl,...,p

1 ponownie rozwigza¢ za pomocg algorytmu L-BFGS-B.
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2.7

S - Abs. value ’// N - - Abs. value
1.5 N — Huber func., a=0.2 L 1.5 NN — Softabs., a=5
~ — Huber func., a=1 P I~ — Softabs., a=1
1.0 N % 1.0 N
0.5 \\\ //, 0.5
0.0 S 0.0

=20 -15 -10 -05 00 05 1.0 15 2.0 =20 -15 -10 -05 0.0 05 1.0 15 2.0
1.0 .

0.5

0.0
- Abs. value | -- Abs. value deriv.
— Huber deriv., a=0.2 —0.5] N B Soft abs. deriv., a=5
— Huber deriv., a=1 1 | — Soft abs. deriv., a=1

|
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Rysunek 2.2: Funkcja Hubera [35] — gtadka  Rysunek 2.3: Funkcja soft_abs — gtadka
aproksymacja wartosci bezwzglednej oraz jej  aproksymacja wartosci bezwzglednej oraz jej
pochodng w poréwnaniu do wartosci bez-  pochodna w pordwnaniu do funkcji wartosci

wzglednej wraz z jej pochodna. bezwzglednej wraz z jej pochodna.

Zastgpienie normy /' jej gérnym ograniczeniem
Idee przedstawiona w sekcji 2.5.3 mozna z powodzeniem zastosowac przy tej regularyzaciji,

zmieniajac jedynie elementy macierzy E~':

el = i (2.78)
P e+ (1-a)|w)l '
1 rownanie opisujace pochodna kierunkowa:
P
VO (w)'d = (-XTv,d) + 1 (1 - @) (w,d) + da Z sgn(w;) - d;. (2.79)
j=1

Aproksymacija normy ¢!

Kolejny sposéb radzenia sobie z nierézniczkowalno$cia normy ¢! polega na zastapie-
niu jej gtadkg aproksymacja. Powoduje to utrate rzadkoSci rozwigzania, jednakze efekt
grupowania (Sciggania w otoczenie zera) pozostaje zachowany. Jezeli chcemy uzyskac
rozwigzanie w pelni rzadkie, musimy po strojeniu wykona¢ progowanie wspétczynnikéw
ponizej arbitralnie przyjetej wartosci.

W literaturze mozna natkna¢ si¢ na przynajmniej trzy sposoby aproksymacji:

— w pierwszym funkcje w otoczeniu [—a, @] przybliza si¢ za pomoca funkcji kwa-

dratowej (metoda Hubera [35]):

1.2
fa(x):{ 20t Rlsa (2.80)

|x| — %a, W.Dp.I.



2. Uczenie modeli liniowych

Im « blizsze zeru, tym aproksymacja staje si¢ doktadniejsza (rys. 2.2). Funkcja nie
posiada ciagtej drugiej pochodne;.

— w drugim korzysta si¢ z obserwacji, ze tangens hiperboliczny przypomina funkcje
signum, wigc jej catka przybliza warto$¢ bezwzgledng [50] (funkcja oznaczna jako

soft_abs, por. rys. 2.3):

1 —2a|x|
+e—) . 2.81)

fo(x) = élog (cosh (ax)) = |x| + élog ( 5

Zwickszenie wartoSci @ poprawia doktadnos$¢ przyblizenia. Funkcja ta jest SciSle
wypukla oraz posiada ciagle 1 gtadkie pochodne, co pozwala na uzycie gradiento-

wych metod optymalizacji:

L
g—fj =gj= aa—wj + A tanh (cij) , (2.82)
9%Q d°L

_ L E, 2.83
owow? Adwow?T (2.83)

gdzie E jest macierzg diagonalng i e;; = Aa (1 — tanh? (aw ])) W przypadku
n < p mozna skorzysta¢ z formuty Woodbury’ego w celu redukcji wymiarowosci

problemu — dla regresji logistycznej wzor na kierunek wyglada nastepujaco:
-1
d=-E'g+E'X" (XE—le + D—l) XElg. (2.84)

W analogiczny spos6b mozna dotaczy¢ wyraz wolny wy.
W przypadku tego sposobu trzeba rowniez zachowac ostrozno$¢, poniewaz na prze-
katnej macierzy 2 moga pojawic sie wartosci bliskie zera.

— w trzecim przypadku warto$¢ bezwzgledng przybliza sie¢ za pomoca pierwiastka

z funkcji kwadratowe;j:
fo(x) = Vx? +a, (2.85)

gdzie « jest pewna mata dodatnig liczba.

2.8 Regularyzacja z uzyciem pseudonorm (4,0 < g < 1,

Norma ¢! znajduje sie na granicy wypuklosci — obnizajac dalej wyktadnik uzyskamy

funkcje niewypukta. Funkcja kosztu ma postac:

p
O(w) = L(w) +/IZ ;9. (2.86)
j=1
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2.8.1

Z uwagi na niewypuklos$¢ funkcji celu znalezione minimum bedzie w ogélnosci lokalnym,
a nie globalnym minimum. W dodatku pochodna kierunkowa nie istnieje, dlatego jako
kryterium stopu mozna postuzy¢ sie réznicg wzgledna wartoSci funkcji miedzy kolejnymi

iteracjami.

Spadek wzgledem wspdétrzednych

Rozpatrzmy najpierw ogdlny przypadek jednowymiarowy:
fO) =5 (=2l 1> 0. g € (0.1). (287)

Dla pewnej wartoS$ci 4 = Agitical Warto$¢ funkcji w zerze réwna si¢ wartosci funkcji
w punkcie X itica] — 1nnymi sfowy istniejag dwa minima globalne. Aby znaleZ¢ wartosci

Acritical 1 Xcritical Nalezy rozwigza¢ ponizszy uktad réwnan:

{f(o) = f(xcritical) . (2.88)

J' (Xeritical) = 0
igzuj 229 1=q . (b1)*
Rozwigzujac otrzymamy Xcritical = 5 Vi Aeritical = M- (2 —2g) 79 - (ﬂ) . Gdy
A > Agitical, to minimum globalne funkcji (2.87) znajduje si¢ w zerze, a w przeciw-
nym razie nalezy skorzysta¢ z numerycznej metody poszukiwania minimum, poniewaz
nie istnieje analityczne rozwigzanie. W tym celu mozna uzy¢ jednowymiarowej metody

Newtona-Raphsona dzi¢ki rézniczkowalnosci funkcji dla x # 0:

{f(x)’ =p-(x—y)+ad-q-sgn(x)-|x[77 (2.89)

f) =pu+1-q-(g-1)-|x]772,

przyjmujac xo = y. W przypadku A = Aitical Nalezy arbitralnie wskaza¢ ktére§ z mini-

7z

mow.

Podstawiajac (2.1) do (2.86) i rozniczKujac po zmiennej w; otrzymamy:

80 ) 2iXij (yi — Dk xi,kwk) 9
G = 2| wi - S +2-q s (w) w17 290)

i

i (yimSej Xikwi)
Xixt; '
Ponownie mozna skorzysta¢ ze sztuczki (2.38) obnizajacej koszt obliczenia wartosci y.

Powyzsze wyrazenie przypomina (2.89): u = Zixl.z’ pX =Wy =

Z kolei dla regresji logistycznej w algorytmie 4 wystarczy jedynie podmieni¢ x = wqpt,

2 XijTi

Y= i di 'j«x2 + W;k-
i GiitAy g

dla j-tego parametru modelu.

i wprowadzi¢ u = )}; d;; - xl.2’ j» PO czym policzy¢ nowg wartoS¢ wp
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Poniewaz mamy do czynienia z problemem niewypuklym, algorytm moze nie za-
trzymac si¢ w skonczonej liczbie krokéw, a minimalizacja kierunkowa wymaga wigksze;j

uwagi, aby znaleZ¢ odpowiedni krok.

Przypadek szczegodlny ¢ = 0
Przypadek ten sprowadza si¢ do znalezienia najlepszego podzbioru atrybutéw?® [29]. Bywa
on takze nazywany twardym progowaniem przez analogi¢ do migkkiego progowania
w przypadku ¢ = 1 [20]. Funkcja (2.87) w tym przypadku traci ciggto§¢ w punkcie
x = 01 wyglada nastepujaco:

Fl) = {% (y-x)2+1, x#0,

%yQ, x=0.

(2.91)

Przyjmuje ona dwa minima: jedno w punkcie x = 0, a drugie w punkcie x = y. Warto$¢
Acritical WYHOSi %yQ'

Przypadek szczegolny ¢ = %

W pracy [44] przeanalizowano doktadnie przypadek g = 5, w ktérym minimalizacj¢

(2.87) mozna sprowadzi¢ do minimalizacji wielomianu czwartego stopnia. Niech x > 01

t=x2 (przypadek x < 0 jest symetryczny):

F) = g (y - t2)2 +ar. (2.92)

Rézniczkujac wzgledem ¢, a nastepnie dzielgc przez 2u i przyréwnujac wynik do zera
uzyskamy:
A
-yt +-—=0. (2.93)
2u
Powyzsze rOwnanie posiada trzy pierwiastki [58]:

= 2-\/2'0089
= 2 [y cos(0+%), (2.94)
= 2-\/g COS(0+4§)

gdzie

1 A
0 = — - arccos| — 3
4y (3)*

Interpretacja rozwigzan: « to lokalne minimum (2.92), z kolei y to lokalne maksimum,

(2.95)

natomiast 8 < 0. Pamigtajac o podstawieniu ¢ = x2, wartoS¢ « nalezy podnie$¢ do

kwadratu, by otrzymac x.

%ang. best subset selection



2. Uczenie modeli liniowych

2.8.2 Zastgpienie pseudonormy ¢? jej gérnym ograniczeniem

2.9

Podobnie jak miato to miejsce w przypadku normy £!, mozemy zastapi¢ pseudonorme £¢
funkcja kwadratowg [40]:

2

J _ ar
P +(2-q) W] (2.96)

q-w

p
0w) =L(w)+5 ),
£

1 zapisa¢ rozwigzanie dla regresji logistycznej w analogiczny sposob, jak w (2.56), zmie-

niajac jedynie elementy macierzy diagonalnej E, tj. e; ; = #. Dalej nalezy postgpic
J
analogicznie, jak przedstawiono to dla normy ¢1.

Uogdlniona regularyzacja

Karze nie muszg podlega¢ wylacznie pojedyncze wspétczynniki modelu — jezeli np.
podejrzewamy, ze szukany model zawiera wiele plaskich obszaréw, to mozemy nalozy¢
kare ¢! na réznice sasiednich wspétczynnikéw, co zminimalizuje ich wahanie sie. Niech

dana bedzie macierz roznicy F{,_1)x, zbudowana nast¢pujgco:

-1, Jj =1,
fij=3y1 Jj=i+l, (2.97)
0, wpr.

Powyzszg macierz nalezy umiesci¢ w funkcji kary (np. ¢! lub £?) danej w tabeli 2.1, zas

sama funkcje w (2.12). Przyjmujac nastepujaca postac¢ funkcji kosztu:
1
Q (w) = 5 llw =yl + [ Fwlh, (2.98)

otrzymamy zagadnienie odszumianial®, gdzie y to sygnal Zrédlowy, ktéry chcemy odzy-
skac [65].

Norme ¢! mozna z powodzeniem zastapi¢ norma {2, a réznice pierwszego rzedu
roznicami wyzszych rzedéw [19], np. macierz F(, 2)x, obliczajgca réznice drugiego
rzedu ma postac:

1, j=iVvj=i+2,
fij=y-2 J=i+] (2.99)
0, wpr.

W przypadku sygnatéw dwuwymiarowych (np. obrazéw) kara¢ nalezy wspétczynniki

w poszczegllnych wierszach 1 kolumnach. Posta¢ macierzy réznic F' zalezy od porzadku,

0ang. total variation denoising
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w jakim trzymano pierwotny sygnal, zanim przeksztalcono go w wektor, tagczac kolejno
wiersze lub kolumny z soba. Niech (7, p) oznacza pierwotng liczbe wierszy i kolumn
sygnalu (po wektoryzacji mamy p = np):
— W porzadku wierszowym H = I; ® ﬁ‘(ﬁ_l)xﬁ, gdzie H to macierz obliczajaca
roznice elementéw w wierszach, za$ F( 5—-1)xp to macierz obliczajaca roznice sygnatu
jednowymiarowego. Z kolei macierz V' obliczajacg réznice pierwszego rzedu w

kolumnach buduje si¢ nastepujaco:

-1,  j=i
vij=11 Jj=i+p, (2.100)
0, wpr.

— W porzgdku kolumnowym V' = I; ® F(ﬁ_l)xﬁ, natomiast macierz H definiuje si¢

nastepujaco:
-1, j=i,
hij=11, j=i+n, (2.101)
0, wpr.

Ostatecznie macierz réznic F' w przypadku dwuwymiarowym stanowi ztozenie obu ma-

cierzy réznic, co mozna symbolicznie zapisac:

r-|H (2.102)
=1y | .

Do regularyzacji ré6znic mozna dodaé jednoczesne karanie pojedynczych wspétczyn-
nikéw modelu [76], co w przypadku normy ¢! pozwoli wychwycié pojedyncze ,,piki”

tudziez réwniny.

Nang. fused lasso



3.1

Realizacja modeli nieliniowych

Uczenie sieci nheuronowych

Rozpatrzmy prosty model sieci neuronowej z pojedyncza warstwa ukryta ztozong z k

neurondéw (k < p), przedstawiony na rysunku 3.1. Wyjscie z sieci opisuje wyrazenie:
y(x) =02 (W2-0'1 (Wl-w+b1)+b2), (3.1
natomiast wyjscie z warstwy poSredniej dane jest wzorem:
v(x) =0 (W1 -+ bl) , (3.2)

gdzie o (-) to funkcja aktywacji w warstwie ukrytej, a o2 (-) to funkcja aktywacji w war-

stwie wyjsciowej oraz WL bl W2  ib?

kxp® Pt Wosi 1Dy sa odpowiednio wagami i wartosciami

progowymi dla pierwszej i drugiej warstwy. Rozwazane w pracy funkcje aktywacji o to

identyczno$¢ oraz tangens hiperboliczny.

Rysunek 3.1: Sie¢ neuronowa z jedng warstwg ukryta.
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3.2

Sie¢ o takiej architekturze moze spetnia¢ réznorodne funkcje, poczawszy od uni-
wersalnego klasyfikatora 1 regresora. W pracy przedstawione zostang dwa zagadnienia
wykorzystujace prezentowane techniki regularyzacji:
uczenie zrandomizowane — uczenie sieci wykorzystujace jedynie techniki strojenia kla-

syfikatorow/regresorow liniowych, w tym techniki opisane w poprzednich punktach.
rzadki autoenkoder — autoenkoder bazujacy na dwuwarstwowe;j sieci neuronowej z wy-
zerowang pewng liczbg wag w warstwie poSredniej 1 warstwie wyjSciowej; taki
autoenkoder jest pewng formg rzadkiego wariantu metody PCA lub pewna formag

faktoryzacji macierzy danych.

Rzadki autoenkoder

Sformutowanie zagadnienia

Niech X oznacza macierz danych. Rozwazmy procedurg PCA!:

C =cov(X)
[P, A] =eig(C),

(3.3)

gdzie P jest macierza ztozong kolumnowo z wektoréw wilasnych, a A jest wektorem

odpowiadajacych im wartosci wiasnych. Wtedy mamy:

X =PP'X

. (3.4)
X = PP X

adla k < p model ten moze by¢ traktowany jako najprostsza forma autoenkodera.

Metoda PCA nie jest jednak wolna od pewnych wad, np. minimalizacja wariancji
sktadowych jest zalezna od wartoSci odstajacych [15] oraz w standardowym podejsciu
wiegkszos$¢ zmiennych ma wptyw na kazdg gléwng sktadowa, a ich bezposrednia interpre-
tacja jest czesto ktopotliwa.

Przeciwienstwem tego podejScia sg procedury rzadkie, ktore produkuja sktadowe za-
lezne tylko od matego podzbioru zmiennych wejsciowych. Rzadko$¢ komponentéw skta-
dowych moze by¢ atrakcyjna z wielu punktéw widzenia. Przyktadowo stosujac taka re-
prezentacje sktadnikéw mozna zaoszczedzi¢ miejsce w pamigci i skrécic¢ czas obliczen.
W przypadku specjalnych typoéw sygnatéw o okreslonej strukturze zaleznosci (jak obrazy,

dzwigki lub dane chemometryczne), takie podejScie zapewnia rozwigzania, ktore czgsto

lang. principal component analysis
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mozna zinterpretowa¢ w sposob naturalny. Przyktadowo jako rozwigzanie mozna uzyskaé
oddzielne obszary w danych, np. usta i oczy w przypadku obrazéw twarzy.

Rzadko$¢ jest zazwyczaj rozumiana jako liczba wspétczynnikéw zerowych w roz-
wigzaniu lub jako wzgledna liczba wspétczynnikéw zerowych w odniesieniu do roz-
miaru danych. RzadkoS$¢ rozwigzania moze by¢ zapewniona przez dodanie do funkcji
bledu sktadnika regularyzacyjnego z karg ¢! na wspétczynniki [29, 83]. Istnieje wiele
roznych technik zapewniajacych rzadko$¢ komponentéw [15, 56]. Jednym z takich po-
dejs¢ jest uczenie stownikowe, ktére zaimplementowano w klasie SparsePCA w pakiecie
scikit-learn [39, 53].

Sie¢ o architekturze przedstawionej na rysunku 3.1, gdy p = g moze petni¢ funkcje

autoenkodera, tj. struktury, ktorej celem jest odtwarzanie danych wejSciowych, uczone;j

n
=1’

o takiej strukturze moze by¢ rozpatrywana jako wariant rzadkiej metody PCA [8, 56].

zestawem danych {(x;, ;) }" ,, gdzie n to liczba obserwacji, a p to liczba atrybutéw. Sie¢
Przyjmijmy funkcje aktywacji identycznoSciowe, tzn. o (z) = z, 02(z) = z. Rozwazmy
funkcje kosztu zawierajacg sktadniki z karg €' na wspélczynniki warstwy posredniej i

Procedura uczenia

Wyniki przedstawione w tym rozdziale zostaly opublikowane w pracy [62]. Rozwazamy
ogdlne zadanie uczenia nadzorowanego: niech X, = {1, ..., x,} bedzie czescia wej-
Sciowa zbioru danych (obserwacje znajduja si¢ w kolumnach), a Y,x, = {y1,...,Yn}

wyjSciowa. Rozwazmy nastepujaca funkcje (cze¢s¢ dodatnia, relu, por. sekcja 2.5.3):

a;, dlaa; >0
(a;)" = max(a;,0) = :

0, wprj
podobnie mozemy zdefiniowac cze$¢ ujemng: (a;)~ = (—a;)* oraz podobnie dla wektora
a = [ai,...,ap], uzywamy notacji: a* = [(a1)",...,(ap)"]ia™ = [(a1)",...,(ap)7].
Korzystajac z definicji otrzymamy (por. sekcja 2.5.3) a = a* — a™, czyli rozbito zmienng
na réznic¢ czesci dodatniej i ujemne;j, przy czym zaréwno czeS¢ ujemna, jak i dodatnia sg
nieujemne.

Rozwazamy dwuwarstwowa sie¢ neuronowa z k neuronami w warstwie ukrytej, jak po-

kazanonarys. 3.1, wyjSciem z sieci 1 wyjSciem z warstwy poSredniej danymi wzorami (3.1)
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oraz (3.2). Celem uczenia jest optymalizacja (minimalizacja) nast¢pujacej funkcji:

2
arg min Z Ha ( (chci + bl) + b2) _ y,-H +a-(||W1||1 +IW2h), G.6)
W1 bl W2,p2 2I’l 2

gdzie a jest wspétczynnikiem regularyzacji. Ze wzgledu na nierézniczkowalno$¢ normy
|| - ||1, zamieniamy problem optymalizacyjny (3.6) na réwnowazny problem optymalizacji

funkcji gladkiej z ograniczeniami, uzywajac tozsamosci |x| = x* —x~ dlax*,x™ > 0:

: 1\ 2 1 1 2 2
arg min — E “O’(W*-O'(W*a?[+b)+b)—yi‘
Wit Wi-pl W2+ W2-p2 21 4= 2

+

- (1TW1+1 +17W1+1TW21 + 1TW2—1) ,
WH>OWE >0 WH >0, W2 >0
(3.7)

gdzie W} = Wit - Wl W2 = W2 - W2~ a operator wektorowy ,,>" jest stosowany
do kazdego elementu wektora/macierzy.

Do rozwigzania zadania (3.7) mozna uzy¢ algorytmu L-BFGS-B [88]. Podobne podej-
Scie rozwazano np. w [52, 69] w przypadku uczenia regresji logistycznej z karg ¢! (por.
sekcja 2.5.3).

Wykorzystujac procedure L-BFGS-B sie¢ mozna uczy¢ globalnie lub uzy¢ nastepuja-
cej metody krokowej: zaczynajac od jednego neuronu w warstwie ukrytej (k = 1) sie¢
neuronowa jest trenowana, a nast¢pnie poszerzeniu ulega biezgce rozwigzanie poprzez
dodanie kolejnej jednostki — ta operacja wstawia do macierzy W '* nowy wiersz i nowa
kolumne do macierzy W?2* oraz nowy element do wektora b!, podobnie nalezy zrobi¢
z macierzami W'~ i W2~ Wartosci nowych wspétczynnikéw mozna zainicjalizowaé
losowo. Po dodaniu neuronu procedura uczenia jest ponawiana.

Poczatkowe wagi sieci neuronowej moga by¢ ustawione losowo, jednak w pracy ini-
cjalizowano wagi W' macierza transformacji wyznaczona za pomoca procedury PCA,
a wagi W2 macierza transponowana, z kolei wektory b! i b? wykluczono z modelu.

Przedstawione rozwigzanie jest rozwigzaniem ogélnym, ktére mozna wykorzysta¢ do
uczenia dowolnych sieci neuronowych z rzadkimi ograniczeniami typy £'. Chcac uzyé
takg sie¢ jako rzadki autokoder rownowazny procedurze PCA, ustawiamy o jako funkcje
identycznoSciowg (co oznacza liniowg funkcje aktywacji) oraz dane wejSciowe ustawiamy
jako cel predykciji. k-ty wiersz W' mozna interpretowaé jako k-ta gléwna sktadowa, a W2

jest macierzg odwrotnej transformacji do wymiaru p.
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Proponowane rozwigzanie moze by¢ poréwnane z procedurg SparsePCA z pakietu
scikit-learn [39, 53], wykorzystujaca uczenie stownikowe. Podejscie to rozwiazuje
nastepujacy problem optymalizacji:

1
(U*,V*) = argmin = || X - VU3 + ||V
vy 2 (3.8)

przy ograniczeniach: ||u; .o =1dlal < j <k

Patrzac na (3.6) oraz (3.4) mamy || X — W2W1X||%, gdzie W2 odpowiada V i jest
traktowane jako stownik, a W' X odpowiada macierzy U i jest czgscig kodujaca (zako-
dowang reprezentacja). W prezentowanym rzadkim autoenkoderze wymaga si¢, aby obie
macierze wag byly rzadkie oraz bardziej naturalne jest uzycie W jako macierzy transfor-
macji i W2 jako transformacji odwrotnej. W uczeniu stownikowym wymagane jest, aby

stownik byt rzadki (ograniczenia z normg 1)

Uczenie zrandomizowane, uczenie ekstremalne

Sie¢ neuronowa z jedna warstwa ukryta 1 nieliniowa funkcja aktywacji umozliwia wyge-
nerowanie nieliniowej granicy decyzyjnej. Istnieje caly szereg wariantow strojenia takich
struktur, gtéwnie bazujacych na idei wstecznej propagacji biedu.

Alternatywne podejscie do uczenia polega na ustaleniu wag warstwy wejsciowej w spo-
sOb losowy. Przepuszczenie proby uczacej przez te warstwe skutkowac bedzie podniesie-
niem wymiarowosci, o ile liczba neuronéw bedzie duzo wigksza od liczby atrybutéw
w danych uczacych. Z kolei w przestrzeni o wyzszym wymiarze duzo tatwiej znalez¢
hiperptaszczyzne dobrze separujaca klasy decyzyjne (por. np. [80]). Przy zamrozonych
losowych wagach warstwy ukrytej problem uczenia sprowadza si¢ do strojenia tylko war-
stwy wyjSciowej. Dzieki temu zabiegowi otrzymujemy liniowy klasyfikator wraz z losowa
warstwg transformujgca, ktory generuje nieliniowg granice decyzyjng w oryginalnej prze-
strzeni.

Uczenie takie wspotczesnie spotykane jest pod nazwa uczenia ekstremalnego (ang.
extreme learning) [17, 73, 90], jednak idea losowego wyboru parametréw warstw posred-
nich sieci jest znana od lat dziewigédziesigtych np. pod nazwami RVFL (Random Vector
Functional Link) lub RFHNs (Randomly Fixed Hidden Neurons) [34, 37]2. Wykorzystujac
techniki regularyzacji mozemy bardzo efektywnie nastroi¢ sieé, a korzystajac z rzadkich
regularyzacji mozemy rowniez znacznie zredukowac rozmiar sieci i ustali¢ optymalng

liczbe neuronéw w warstwie posrednie;.

2por. ciekawy komentarz [82] zawierajacy histori¢ rozwoju tej koncepcji.
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Uczenie zrandomizowane wymaga jedynie prostego kroku losowania wag warstwy
posredniej, ktére ustala losowe odwzorowanie pomigdzy wejSciem X a wyjSciem z war-
stwy posredniej V' oraz nastrojenia warstwy wyjsciowej na danych {(v;, y;)}_, zamiast
na parach {(x;, y;)}!,. Dobér wag warstwy posredniej najlepiej zrealizowac rozmiesz-
czajac je na tle danych wejSciowych lub wybrac z danych wejSciowych, biorac pod uwage
geometryczng interpretacje neuronu sktadajacego si¢ z czeSci liniowej oraz nieliniowej
funkcji aktywacji. Na podobnej idei bazujg przeksztalcenia jadrowe (kernel trick), gdzie

standardowo jako parametry przeksztalcenia wykorzystuje si¢ caty zbidr uczacy [80].
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Czesc eksperymentalna

Srodowisko testowe i szczegéty numeryczne

Na Srodowisko testowe sktada si¢ komputer z procesorem Intel® Core™ 17-10700 i pa-
migcig operacyjng o pojemnosci 128 GiB, pracujacy pod kontrolg systemu operacyjnego
Ubuntu 22.04.4 LTS. Zasadniczo eksperymenty przygotowano w jezyku Python, z po-
ziomu ktérego wywolywane sa fragmenty kodu zwigzane z uczeniem modeli, napisane
w C++ dla zachowania maksymalnej wydajnosci. Wszystkie programy skompilowano przy
uzyciu narzedzi dostepnych w systemie Ubuntu, tj. g++ lub gfortran (dla tych napisanych
w jezyku Fortran) w wersji 11.4, z wlaczong optymalizacja trzeciego stopnia za pomocag
przetacznika -03.

Wykorzystano biblioteke Armadillo v14.0 [67] do realizacji obliczen numerycznych
w C++, poniewaz dostarcza jednolity interfejs dla macierzy gestej (w porzadku kolumno-
wym) i macierzy rzadkiej (w formacie skompresowanym kolumnowym CSC).

Implementacje niskopoziomowe procedur BLAS 1 LAPACK zaczerpni¢to z biblioteki
Intel® Math Kernel Library [38], ktéra zainstalowano za pomocg narze¢dzia apt.
Bibliteka ta dla zwigkszenia wydajnosci obliczen korzysta z wielu rdzeni procesora,
dlatego podczas eksperymentéw wymuszono korzystanie tylko z jednego rdzenia, aby
umozliwi¢ uczciwe poréwnanie algorytmow.

Z biblioteki liblinear v2.47, ktéra oryginalnie operuje na macierzach rzadkich
w formacie skompresowanym wierszowym CSR, wzi¢to implementacje przycietej metody
Newtona [23], do ktdérej dodano obstuge macierzy gestej oraz typu zmiennoprzecinkowego
pojedynczej precyzji. Z tej samem biblioteki wybrano implementacje metody spadku
wzgledem wsp6trzednych dla regresji logistycznej z regularyzacja £' [86], dodajac réwniez
obstuge macierzy gestych oraz typu zmiennoprzecinkowego pojedynczej precyzji.

Klasg bazowa kazdego modelu jest klasa abstrakcyjna function reprezentujaca funk-
cje celu, zawierajaca interfejs metod obliczajacych np. gradient funkcji celu badz iloczyn

macierzy Hessego funkcji celu przez dany wektor. Przygotowano takze klas¢ functionf,
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w ktérej podmieniono typ zmiennoprzecinkowy podwdéjnej precyzji na typ zmiennoprze-
cinkowy pojedynczej precyzji. W pierwotnej implementacji metody Newtona z biblioteki
liblinear nalezy do funkcji przekaza¢ wskaznik na obiekt klasy function, chcac
znaleZ¢ optimum danej funkcji celu — korzystajac z mechanizmu szablonéw w C++
umozliwiono przekazywanie obiektow obu klas.

Wiasciwos$ci modelu regresji logistycznej (spdjrz na ponizszy listing) nalezy ustawié

za pomocg parametrow szablonu:

pierwszy parametr wlgcza wyraz wolny (jesli ustawiono go na true),

drugi parametr aktywuje preconditioning,

trzeci parametr umozliwia uzycie doktadnej minimalizacji kierunkowe;,

czwarty parametr okreSla typ macierzy (albo arma: :Mat<> dla macierzy gestej,
albo arma: : SpMat<> dla macierzy rzadkiej).

Na podstawie uzytego typu zmiennoprzecinkowego kompilator decyduje, ktéra wersje
interfejsu odziedziczy¢:

I | template <
2 bool use_intercept ,

bool use_precon,

4 bool use_exact_Is ,

5 typename matrix_class ,

6 typename el_type = std::remove_cvref_t<matrix_class>::elem_type
7>

8 | class logistic_regression : public std::conditional_t<

9 std::is_same_v<double, el_type >,

10 function ,

1 std::conditional_t <

12 std::is_same_v<float, el_type >,
13 functionf ,

14 void >>

15 1 {

16 | //

7 h

Nastepnie w klasie logistic_regression dostarczono implementacje abstrakcyjnych
metod, tak by reprezentowata podstawowy model regresji logistycznej bez regularyzacji.
W kolejnych krokach wykorzystano za poSrednictwem dziedziczenia te klas¢ do utworze-
nia pozostatych klas reprezentujacych poszczegdlne modele.

Dokonano modyfikacji procedury SYMMLQ!, dodajac wsparcie dla typu zmiennoprze-
cinkowego pojedynczej precyzji oraz usuwajac ograniczenie zwigzane z procedurami

Aprod i Msolve (przyjmowaly one tylko trzy parametry: rozmiar macierzy n, wektor

1Kod 7Zrédtowy pochodzi z https://web.stanford.edu/group/SOL/software/symmlq/
symmlq-£77.zip


https://web.stanford.edu/group/SOL/software/symmlq/symmlq-f77.zip
https://web.stanford.edu/group/SOL/software/symmlq/symmlq-f77.zip
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wejSciowy x 1 wektor wynikowy y), aby méc przekazywac obiekty reprezentujace funk-
cje celu w analogiczny sposob, jak miato to miejsce w implementacji metody Newtona
w bibliotece 1iblinear.

W implementacji algorytmu L-BFGS-B v3.02 [88] pozbyto si¢ zaleznoSci od biblioteki
LINPACK na rzecz jej nastepcy, tj. biblioteki LAPACK, tzn. zastapiono procedury DPOFA i
DTRSL odpowiednio procedurami DPOTRF i DTRTRS [2] — w ten sposéb cato$¢ obliczen
oparto na bibliotece Intel® Math Kernel Library. Istniejaca implementacje niskim
kosztem przerobiono w ten sposob, by dziatala rowniez dla typu zmiennoprzecinkowego
pojedynczej precyzji.

W implementacji metody wewn¢trznego punktu® dodano opcje logowania postepu
do pliku zgodnie z przyjetym schematem. Autorzy implementacji przyjeli wierszowy
porzadek macierzy danych, dlatego do pomiaru wlgczono czas potrzebny na transpozycje
macierzy (transpozycja nie jest dokonywana w miejscu). Porzucono pomyst adaptacji
metody do typu pojedynczej precyzji, poniewaz wigzato si¢ to ze zmianami w wielu
plikach.

Obliczanie iloczynu XX T w przypadku macierzy rzadkiej

W modelu regresji logistycznej z regularyzacja £ po zastosowaniu formuty Woodbury’ego
w celu obliczenia macierzy odwrotnej do macierzy Hessego pojawit sie sktadnik X X T
o wymiarach n X n. Intuicyjnie w pewnym zakresie powinna pojawic si¢ korzys¢ z jed-
norazowego obliczenia tego iloczynu, by p6Zniej méc si¢ do niego odwotywac podczas
rozwigzywania ukfadu réwnan. Dla macierzy gestej iloczyn ten oblicza procedura ?SYRK
z biblioteki BLAS, gdzie ,,?” nalezy zastapi¢ literag D dla podwdjnej precyzji lub S dla
pojedynczej precyzji, a w wyniku powstaje macierz dolno- badZz gérnotréjkatna (ma-
cierz kwadratowa z wypelnionym dolnym badZz gérnym tréjkatem), poniewaz mamy do
czynienia z macierza symetryczng, wigc nie ma potrzeby obliczania catej macierzy. By
maksymalnie wykorzysta¢ pami¢¢ podreczng autorzy procedury# budujg wynik kolumna
po kolumnie.

W przypadku macierzy rzadkiej sposéb obliczania si¢ komplikuje z uwagi na rézne

2Kod Zrédtowy pochodzi z https://users.iems.northwestern.edu/~nocedal/Software/

Lbfgsb.3.0.tar.gz

3Kod Zrédlowy pochodzi z https://web.stanford.edu/~boyd/11_logreg/download/11_
logreg-0.8.2.tar.gz

4Kod Zrédlowy znajduje si¢ pod adresem https://www.netlib.org/lapack/explore-html/dc/

d05/dsyrk_8f_source.html


https://users.iems.northwestern.edu/~nocedal/Software/Lbfgsb.3.0.tar.gz
https://users.iems.northwestern.edu/~nocedal/Software/Lbfgsb.3.0.tar.gz
https://web.stanford.edu/~boyd/l1_logreg/download/l1_logreg-0.8.2.tar.gz
https://web.stanford.edu/~boyd/l1_logreg/download/l1_logreg-0.8.2.tar.gz
https://www.netlib.org/lapack/explore-html/dc/d05/dsyrk_8f_source.html
https://www.netlib.org/lapack/explore-html/dc/d05/dsyrk_8f_source.html
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sposoby przechowywania macierzy, dlatego przetestowano dwa podejscia dla kilku lo-
sowych macierzy rzadkich w porzadku kolumnowym o réznym stopniu wypetnienias,
przyjawszy wynik jako macierz gesta dolnotrdjkatna:

— w pierwszym przypadku wykorzystano ,,naiwny” sposéb obliczenia wyniku, po-

legajacy na sumowaniu iloczynéw zewnetrznych® kolejnych kolumn macierzy X:

xxT= Zm]mT 4.1)

a podsumowuje to ponizszy kod (XXT to tablica o dlugos$¢ n - n):

1 for (arma::uword i = 0; i < X.n_cols; ++i)

2 for (auto it = X.begin_col(i); it != X.end_col(i); ++it)
3 for (auto jt = it; jt != X.end_col(i); ++jt)

4 XXT[it.row ()*X.n_rows + jt.row()] += *xit = xjt;

Dla wysokiego stopnia wypelnienia macierzy X czas obliczenn moze si¢ wydtuzy¢
z powodu wielokrotnego przechodzenia po macierzy wynikowej. W tabeli wyniko-
wej temu sposobowi przypisano nr 1.

— w drugim przypadku zaadaptowano procedur¢ ?SYRK zapisujaca wynik w dolnym
tréjkacie, gdzie wynik liczony jest kolumna po kolumnie (col_it to alias dla typu
iteratora pozwalajacego przejs¢ po kolumnie macierzy):

I |auto cmp = [](const auto &a, const auto &b) {

2 if (a.row() == b.row())

3 return a.col() > b.col();

4 return a.row() > b.row();

50

6 | std::priority_queue <col_it, std::vector<col_it>, decltype(cmp)> nzi(cmp);
7 | for (arma::uword j = 0; j < X.n_cols; j++)

8 if (X.begin_col(j).col() == j)

9 nzi.push(X.begin_col(j));

10 | while (!nzi.empty()) {

1 auto col = nzi.top();

12 nzi.pop();

13 auto j = col.row(), k = col.col();

14 for (auto it = col; it != X.end_col(k); ++it)
15 XXT[it.row() + j#*X.n_rows] += xcol =x (xit);
16 ++col ;

17 if (col != X.end_col(k))

18 nzi.push(col);

19 |}

W tabeli wynikowej temu sposobowi przypisano nr 2.

5Stopiert wypelnienia to iloraz liczby niezerowych elementéw i iloczynu wymiar6w macierzy # - p.
6Dziatanie to w bibliotece BLAS realizuje procedura ?SYR.
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Tabela 4.1: Czas wyznaczania iloczynu X X T dla macierzy rzadkiej w podwdjnej precyzji dla
trzech opisanych sposobdw (nr), przy zadanym wypetnieniu (sp), n — . wierszy, p — I. kolumn.

p=100000 p=1000000

sp nr n=100 n=1000 n=10000 n=100 n=1000 | n=10000
1 || 0,001246 | 0,005947 | 0,444052 || 0,011596 | 0,036657 | 2,44171

1072 2 || 0,002971 | 0,045212 1,50472 0,039607 1,1049 18,1561
3 || 0,000806 | 0,010594 | 0,895082 || 0,010979 | 0,233275 | 7,56482

1 || 0,001857 | 0,045611 | 13,3153 || 0,017567 | 0,417533 | 134,202

1072 2 || 0,026391 | 0,633123 13,8742 0,567729 11,1309 181,413
3 0,0046 0,215629 13,7634 0,113054 | 2,49794 | 100,096

1| 0,019872 | 2,67712 395,156 0,199497 23,97 4053,38

10°1 2 | 0389611 8,9242 292,341 5,07064 101,59 3181,89
3 || 0,112088 | 6,10633 311,866 1,48863 62,9627 | 2946,42

Tabela 4.2: Czas wyznaczania iloczynu X X T dla macierzy rzadkiej w pojedynczej precyzji dla
trzech opisanych sposobdw (nr), przy zadanym wypetnieniu (sp), n — |. wierszy, p — I. kolumn.

p=100000 p=1000000

sp nr n=100 n=1000 n=10000 n=100 n=1000 | n=10000
1 || 0,001206 | 0,004404 | 0,301092 | 0,011767 | 0,033401 | 2,01659

1072 2 || 0,002877 | 0,042853 1,22071 0,039498 1,08033 16,8522
3 || 0,000741 | 0,007922 | 0,71066 0,010352 | 0,234735 | 6,96401

1 || 0,001849 | 0,03921 12,8991 0,017701 | 0,362959 | 130,754

1072 2 || 0,026887 | 0,616852 13,1467 0,56545 10,8668 179,486
3 || 0,004169 | 0,191002 12,63 0,088646 | 2,41417 | 94,5575

1 || 0,020864 | 1,89437 | 243,705 || 0,206076 | 17,9507 | 2477,67

10t 2 | 0,380083 8,25811 275,335 5,05641 97,327 3002,67
3 || 0,095689 5,5231 263,007 1,32293 55,2086 | 2566,24

— sprawdzono tez czas obliczenia wyrazenia X*X. t (), cho¢ iloczyn macierzy rzadkich
biblioteka Armadillo traktuje jako macierz rzadka. W tabeli wynikowej temu
sposobowi przypisano nr 3.

W eksperymencie zmierzono czas (w sekundach) jednokrotnego policzenia wyniku
dla losowo wygenerowanej macierzy liczb z przedzialu [0, 1) o podanych wymiarach
1 stopniu wypelnienia. Wynik eksperymentu przedstawiajg tabele 4.1 1 4.2.

W wigkszosci przypadkéw sposéb pierwszy (,,naiwny’’) przewyzsza pozostate sposoby

pod katem czasu obliczed. Mimo zaadaptowania kodu z biblioteki BLAS na potrzeby
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macierzy rzadkiej, tylko w jednym przypadku (n=10000, p=100000, sp=10~", podwéjna
precyzja) udalo si¢ przewyzszy¢ pozostale sposoby — testowane macierze okazaly si¢
zbyt rzadkie, by wykorzysta¢ potencjatl proponowanego algorytmu.

Na podstawie wynikdw powyzszego eksperymentu wybrano sposéb pierwszy do re-

alizacji iloczynu X X T w przypadku macierzy rzadkiej.

Poréwnanie implementacji metody gradientu sprzezonego

W pakiecie scikit-learnznajduje si¢ klasa LogisticRegression, ktora trenuje model
regresji logistycznej z regularyzacja £2 (odpowiada on modelowi 12_logreg_ordinary,
por. tab. 4.5) m.in. za pomocg metody Newtona, w ktdrej kierunek poszukiwan wyznacza
algorytm gradientu sprze¢zonego bez preconditioningu (parametr solver=’"newton-cg’
w konstruktorze klasy). Analiza kodu Zrédtowego metody Newtona uzytej do uczenia mo-
delu LogisticRegression wykazata nastepujgce réznice w stosunku do implementacji
metody Newtona znajdujacej si¢ w bibliotece 1iblinear:

— warunek stopu metody Newtona to ||g|l. < €, gdzie g to gradient funkcji kosztu
w biezacej iteracji, a € to zadana przez uzytkownika doktadno$¢ — w pracy ob-
serwowano warto$¢ pochodnej kierunkowej, natomiast pierwotnie w liblinear
optymalizacja koniczy si¢ w momencie wystapienia warunku ||g|l2 < tol - ||go||2,
gdzie gg to gradient funkcji kosztu w punkcie O,

— warunek stopu metody gradientu sprzezonego to |7 ||; < min (%, | g||1) “Ngll1,
gdzie # to wektor réznic zdefiniowany tak samo, jak w algorytmie 2 — w
liblinear warunek stopu opiera si¢ na badaniu stosunku redukcji wartoSci funkcji
kwadratowej (aproksymujacej funkcje celu) w biezacym kroku do Sredniej redukc;i,
a prég wynosi min (ecg, m) [23], gdzie €, to zadana przez uzytkownika
dokladnos¢,

— w minimalizacji kierunkowej, oprécz kryterium dostatecznej redukcji wartoSci funk-
cji” (tak jak w algorytmie 1), autorzy skorzystali dodatkowo z kryterium wystarcza-
jacej krzywizny?8, a procedure minimalizacji zaczerpneli z implementacji algorytmu
L-BFGS-B w jezyku Fortran — w liblinear uzyto natomiast wrotnej minimali-
zacji kierunkowej ze wspétczynnikami o = 0,011 8 = 0,5.

W celach poréwnawczych obu implementacji przygotowano eksperyment, w ktérym

trenowano dwa modele regresji logistyczne;j:

7znanego réwniez jako kryterium Armijo [59]
8w pofaczeniu z kryterium Armijo sg to tzw. (silne) kryteria Wolfe’a [59]
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4.4

— LogisticRegression wykorzystujacy do uczenia implementacje metody New-

tona z pakietu scikit-learn (w tabeli oznaczono ja newton-cg),

— 12_logreg_ordinary wykorzystujacy do uczenia implementacje¢ metody New-

tona z biblioteki 1iblinear (w tabeli oznaczono ja 1iblinear),

a uczenia dokonano na zbiorach danych wymienionych w tabeli 4.4 przy ustalonej war-
tosci A = 107*. Jako$ciowo obie procedury uczenia i oba modele s3 matematycznie réw-
nowazne, tzn. zbiegaja do tego samego optimum. Przetestowano dwa ustawienia modeli:
uwzgledniajacy wyraz wolny (b+) i bez wyrazu wolnego (b-). Sprawdzono zachowanie
obu metod dla dwdch precyzji typu zmiennoprzecinkowego: podwdjnej (oznaczono jg li-
terg d) i pojedynczej (oznaczono ja litera s). Dla typu podwéjnej precyzji uzyto € = 1075,
natomiast dla typu pojedynczej precyzji wybrano € = 107, We wlasnej implementacji
modelu (12_logreg_ordinary) wylaczono preconditioning. Wyniki przedstawiono w
tabeli 4.3.

Na pierwszy rzut oka widacd, ze dla zbioréw rzadkich metoda newton-cg z pakietu
scikit-learn pod wzgledem czasu wykonania dzialala znacznie szybciej od metody
Newtona z biblioteki 1iblinear, cho¢ w wigkszoSci przypadkéw wykonata wiecej itera-
cji. Przyczyna tego stanu rzeczy sa prawdopodobnie réznice w obstudze macierzy rzadkie;j,
a takze roznice wymienione wczesniej. Z kolei dla macierzy gestych widac¢ uderzajaca
roznice na korzy$¢ implementacji wzietej z biblioteki 1iblinear. Zauwazono réwniez
skrécenie czasu uczenia po przejSciu na pojedyncza precyzje, jednak w przypadku me-
tody newton-cg dla testowanych macierzy rzadkich nie zaobserwowano dwukrotnego

przyspieszenia.

Przebieg eksperymentu dla modeli z regularyzacja ¢ oraz ¢!

Na podstawie zaprezentowanych wynikéw, w dalszym toku badan, jako punkt referen-
cyjny przy poréwnywaniu modeli regresji logistycznej z regularyzacja £? przyjeto model
12_logreg_ordinary. Dzieki temu uzyskano jednolity szkielet petli uczacej z jedno-
litym warunkiem stopu oraz z jednolitymi bibliotekami numerycznej algebry liniowe;.
W petli tej wygodnie mozna podmieniaé i bada¢ poszczegdlne elementy majace wptyw
na zbiezno$¢, np. sposéb minimalizacji kierunkowej, dodanie preconditioningu czy pod-
miane metody optymalizacji. W przypadku modeli z regularyzacja ¢! réznice pomiedzy
modelami sg znaczne, totez kazdy model stanowi osobng klas¢.

Do przetestowania algorytméw wykorzystano cztery zbiory testowe: dwa zestawy da-

nych gestych (extreme i PCam16k) oraz dwa zestawy danych w postaci rzadkiej (RCV1
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Tabela 4.3: Porédwnanie czasdéw optymalizacji dla wybranych zbioréw danych. k oznacza liczbe
iteracji metody Newtona, n., to skumulowana liczba iteracji algorytmu gradientu sprzgzonego,
S to koricowa wartos¢ funkcji, a r to czas wyrazony w sekundach.

zbior model metoda k  neg fr t

RCV1 b+d liblinear 10 41  7059,81 2,68
newton-cg 15 51 7059,81 1,22

b+s liblinear 7 27  7059,75 1,34
newton-cg 10 30  7059,81 0,99

b-d liblinear 9 31  7070,56 2,18
newton-cg 16 48 7070,56 0,83

b-s liblinear 9 28  7070,50 1,26
newton-cg 10 28  7070,56 0,84

news20  b+d liblinear 11 66  6482,03 6,76
newton-cg 17 94  6482,03 2,23

b+s liblinear 12 57 6481,78 3,95
newton-cg 11 65 6482,02 2,71

b-d liblinear 13 62  6493,09 6,59
newton-cg 17 87  6493,09 2,03

b-s liblinear 10 51 649283 3,80
newton-cg 10 47  6493,08 1,88

extreme b+d liblinear 13 88 1970,53 12,92
newton-cg 18 129 1970,53 16,19

b+s liblinear 17 89  1970,53 7,77
newton-cg 13 89 1970,53 10,10

b-d liblinear 12 80 1970,53 11,82
newton-cg 17 101 1970,53 12,95

b-s liblinear 7 38 1970,53 3,24
newton-cg 14 75 1970,53 11,27

PCaml6k b+d liblinear 6 31 9678,65 60,27
newton-cg 16 56 9678,65 103,15

b+s liblinear 11 42 9678,63 20,53
newton-cg 13 52  9678,65 46,27

b-d liblinear 8 33 10419,44 30,30
newton-cg 12 42 10419,44 109,83

b-s liblinear 7 28 10419,43 13,36
newton-cg 7 25 10419,44 45,08
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Tabela 4.4: Zestawy danych wykorzystane w eksperymentach.

Dane Opis Rozmiar n X p Typ

extreme | Dane syntetyczne, losowo wygenerowane 10000 x 10000 geste
10000 cech w problemie dwdéch spiral

PCaml6k | Dane rzeczywiste pobrane z repo- 16000 X 27649  geste
zytorium  OpenML  komenda: X, y

= fetch_openml (data_id=42811,

return_X_y= True)

RCV1 Baza textminingowa Reuters RCV1 [51] po 23149 x 47236  rzadkie
wektoryzacji, wybrana klasa ,,33”

news20 | dane textminingowe po  wektoryzacji 18846 x 130107 rzadkie
zebrane z 20 grup dyskusyjnych zawie-

rajace ponad 18000 wpisow, pobrane ko-

menda: data = fetch_20newsgroups_
vectorized(subset="all’,

return_X_y= False,

normalize=True) wybrana klasa ,,1”

1 news20). Charakterystyka zestawow danych wykorzystywanych w eksperymentach zo-
stata przedstawiona w tabeli 4.4. W trakcie eksperymentu pokazany bedzie wptyw liczby
prébek n oraz wartosci parametru regularyzacyjnego A na przebieg procesu uczenia. Na
wykresach 1 w tabelach liczba probek przedstawiona bedzie w sposob znormalizowany,
tj. w odniesieniu do liczby atrybutéw (n/p). Wszystkie algorytmy zaprojektowane sg pod
przypadek n < p, natomiast zysk z proponowanych podej$¢ widoczny jest dla mniejszych
licznosci préob n < p. W eksperymentach przyjeto minimalng liczno$¢ n = 20 prébek,
natomiast wartoS¢ konicowg uzalezniono od rozmiaru dost¢pnych danych lub ograniczen
pami¢ciowych. Eksperymenty wykonano dla 10 wartoSci n/p rozmieszczonych w skali
logarytmicznej. Oprécz liczby probek na przebieg procesu uczenia ma wpltyw parametr
regularyzacyjny A. Cze$¢ eksperymentow wykonano przy arbitralnie ustalonej wartosci
A = 107 przy zmianie parametru n. Przedstawiono réwniez eksperyment ukazujacy
wplyw parametru A na przebieg procesu uczenia.

W eksperymentach wykorzystano algorytmy opisane szczegdélowo w rozdziale 2.

W przypadku regularyzacji £2 gléwny model referencyjny to 12_logreg_ordinary, zas
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Tabela 4.5: Modele wykorzystane w eksperymentach wraz z szacowang ztozonoscig oblicze-

niowg pojedynczej iteracji metody Newtona dla przypadku gestego w wariancie optymistycznym

i pesymistycznym; n — liczba prébek, p — liczba atrybutdw, k; — liczba iteracji procedury gra-

dientu sprzezonego (zwykle mniejsza od liczby wierszy/kolumn macierzy uktadu).

Model

Opis

ZYozonosé

iteracji

12_logreg_ordinary

12_logreg_woodbury

12_logreg_wdbr

12_logreg_qr

12_logreg_1lq

metoda Newtona wraz liniowym gradien-
tem sprz¢zonym, odpowiednik procedury
newton-cg pakietu scikit-learn
odwrotno$é macierzy AI + XTDX wyzna-
czana jest w kazdej iteracji za pomocg formuty
Woodbury’ego, por. sekcja 2.4.2

odwrotno$¢ macierzy AI + X" DX wyzna-
czana jest w kazdej iteracji za pomocg formuty
Woodbury’ego, przy wczeSniejszym stablico-
waniu macierzy X X T, por. sekcja 2.4.2; koszt
stablicowania iloczynu O (n?p)

transformacja macierzy X' za pomocy roz-
ktadu QR, por. sekcja 2.4.1; sposéb bardziej
naturalny uwzgledniajac porzadek kolumnowy
macierzy X '; koszt wyznaczenia rozkladu
O(n*p)

transformacja macierzy X za pomoca rozktadu
LQ, por. sekcja 2.4.1; spos6b bardziej naturalny,
biorgc pod uwage rozmiar macierzy (n < p);

koszt wyznaczenia rozkladu O (n?p)

O(npky),
O(np?)

O(npks),
O(n’p)

O(n2k3)

O (n’ky)

O (n°ks)

pozostale to wlasne implementacje autora: 12_logreg_woodbury, 12_logreg_wdbr,

12_logreg_qr, 12_logreg_lq, podsumowane w tabeli 4.5. Wszystkie procedury maja

podobng strukture: zewnetrzna petla (kroki algorytmu uczenia) i wewnetrzna (iteracyjne

rozwigzywanie odpowiedniego uktadu réwnan do wyznaczenia kolejnego kierunku) oraz

skalarna optymalizacja kierunkowa. Wszystkie poréwnywane algorytmy maja ustawione

identycznie warunek zatrzymania pétli iteracyjnej rozwigzujacej uktad réwnan liniowych
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oraz petli zewnetrznej zatrzymujacej algorytm uczenia. Kazdy algorytm zaczynat opty-
malizacje z punktu poczatkowego w = 0.
Od strony formalno-teoretycznej wszystkie te procedury powinny mie¢ réwnowazne
iteracje petli zewnetrznej w tym sensie, ze w kazdym kroku spadek wartoSci funkcji celu
powinien nastgpowac o te samg warto$¢. Rozwigzywane w kazdym kroku uktady réwnan
s rozne, stad liczby iteracji algorytmow rozwiazujacych uktad réwnan liniowych moga
od siebie odbiegac, bo inne s3 takze wymiarowosci macierzy ukfadéw roéwnan, jednakze
wektory wag w kazdej iteracji mogg by¢ sprowadzone do postaci réwnowaznej (wspolne;j
przestrzeni oryginalnej), np. w przypadku metody z rozktadem QR/LQ konieczne jest
przemnozenie wag w przestrzeni transformowanej przez macierz Q.
Przed uruchomieniem eksperymentéw zweryfikowano empirycznie poprawnos¢ algo-
rytmOéw na mniejszych zbiorach danych i wszystkie algorytmy dawaly identyczne wyniki,
zar6éwno jezeli idzie o liczbe iteracji petli zewnetrznej, jak i wartosci funkcji celu w ko-
lejnych iteracjach oraz wynik koficowy w postacji wag.
Od strony numerycznej na wykonanie algorytmu maja wplyw nastepujace elementy
(por. sekcja 2.4):
procedura rozwigzywania uktadu réwnan liniowych: wykorzystywane sg gradient sprzg-
zony wraz z przycieta metoda Newtona [23] oraz SYMMLAQ [60];

bias uzycie wyrazu wolnego (b+) lub model bez wyrazu wolnego (b-);

uzycie dokladnej minimalizacji kierunkowej (e+) lub przyblizonej (e-);

preconditioner wykorzystanie tzw. preconditioningu (macierzy Sciskajacej) celem po-
prawy uwarunkowania macierzy uktadu i zbieznoSci procedury iteracyjnej rozwia-
zujacej uktad réwnan; mozliwe wartoSci: p+ (uzycie preconditionera), p- (brak,
uktad oryginalny);

typ zmiennopozycyjny d (podwdjna precyzja, 64 bity), s (pojedyncza precyzja, 32
bity) [14].

Jeden z eksperymentéw pordwnawczych przedstawiono w tabeli 4.6. Tabela zawiera
wyniki uzyskane na zbiorze 1svt (por. repozytorium OpenML, zbiér id=1484) o roz-
miarze n X p = 126 x 309 przy ustawieniach 4 = 107 oraz identycznych pozostatych
ustawieniach numerycznych. Jak mozna zauwazy¢, w pierwszej iteracji wyniki wszyst-
kich algorytméw zgadzaja si¢ z doktadnosciag do wySwietlanej precyzji. W kolejnych
iteracjach widaé, ze identyczne numerycznie sg algorytmy 12_logreg_ordinary oraz
12_logreg_QR, mimo ze drugi z algorytmow pracuje w przetransformowanej przestrzeni,
tj. na danych macierzy R z rozkltadu QR. Dla obu algorytméw bazujacych na formule

Woodbury’ego wida¢ drobng rozbiezno$¢ numeryczng wzgledem dwdch pozostalych algo-
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4.5

Tabela 4.6: Poréwnanie zbieznosci testowanych algorytméw na zbiorze 1svt (por. repozyto-
rium OpenML zbidr id=1484) o rozmiarze n X p = 126 x 309 przy ustawieniach A = 10~ oraz
ustawieniach: b-p-e-d (bez wyrazu wolnego, bez preconditioningu, bez doktadnej minimali-
zacji kierunkowej w typie podwdjnej precyzji); it oznacza numer iteracji, gTd rzut gradientu
na nowy kierunek (pochodna kierunkowa), £ wartos¢ funkcji celu, cg liczba iteracji procedury

rozwigzujgcej uktad réwnan liniowych.

12_logreg_ordinary 12_logreg_woodbury 12_logreg_wdbr 12_logreg_gr
it ¢Td f cg ¢Td f cg gTd f cg ¢Td f cg

-15,7842 79,1355 -15,7842 79,1355 -15,7842 79,1355
-0,286014 78,9779 -0,287309 78,9778 -0,287993 78,9777
-8,449¢-03 78,9737 -7,731e-03 78,9738 -7,879¢-03 78,9737
-7,944e-05 78,9737 -2,655e-04 78,9737 -6,324e-06 78,9737
-6,309e-08 78,9737 -7,165e-07 78,9737 -3,981e-12 78,9737
-1,811e-13 78,9737 -6,599¢-14 78,9737

-15,7842 79,1355
-0,287993 78,9777
-7,879¢-03 78,9737
-6,324e-06 78,9737
-3,981e-12 78,9737

ST O O N
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rytméw, zwlaszcza w pochodnej kierunkowej g1 d (wyrazZniejsza poczawszy od czwartej
iteracji), oraz oba algorytmy wykonaly o jedng iteracje wigcej, gdyz warunek stopu byt
ustalony na |g"d| < 1078. Algorytmy bazujace na formule Woodbury’ego maja do rozwia-
zania nieco inny uktad réwnar liniowych, stad liczby iteracji rozwigzujacych dany uktad
(kolumna cg) moga by¢ rézne. Ponadto eksperymenty prezentowane w dalszych sekcjach
wskazuja, ze oba algorytmy dziatajg nieco stabilniej przy wiaczonym preconditioningu.
Patrzac na wartos$¢ funkcji celu (f) wszystkie algorytmu zachowuja si¢ identycznie z

doktadnos$cia do wySwietlanej precyzji.

Wyniki eksperymentéw dla regularyzacji £>

W kolejnych tabelach i na wykresach przedstawiono 8 (tylko double) lub 16 wariantéw
algorytmu uczenia kodowanych odpowiednia konfiguracja parametrow. Przyktadowo wy-
razenie b+p-e-d oznacza model z wyrazem wolnym, bez uzycia preconditioningu, bez
doktadnej minimalizacji kierunkowej, a obliczenia w typie podwdjnej precyzji. Podstawo-
wym typem numerycznym jest 64 bitowy typ zmiennopozycyjny (double) [14]. Wszyst-
kie eksperymenty wykonano réwniez dla typu 32 bitowego (single), giéwnie po to, aby
przebada¢ zachowanie algorytméw przy obnizonej precyzji, gdzie problemy numeryczne
réznych wariantéw sg bardziej widoczne.

Tabele 4.7, 4.8, 4.9, 4.10 przedstawiajg podsumowanie wynikéw eksperymentéw dla
roznej liczby probek uczacych (n) oraz wskazuja obszary parametrow z przewaga propo-

nowanego algorytmu 12_logreg_wdbr nad pozostaltymi algorytmami.
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Tabela 4.7: Podsumowanie wynikéw dla danych extreme, dla réznych rozmiardw zbioru danych
(n). Przewage algorytmu 12_logreg_wdbr nad pozostatymi oznaczono przez ,+”. Typ zmien-
nopozycyjny (d/s), b (+/-) model z/bez wyrazu wolnego, p (+/-) model z/bez preconditionerem,

e (+/-) model z/bez doktadnej minimalizacji kierunkowe;j.

n|20 36 68 125 232 429 793 1465 2707 4999
type |b|p|e
d + |+ |+ - - + o+ + + + + + +
- - -+ o+ + + + + + +
-+ - -+ 4+ + + + + + +
-l - -+ o+ + + + + + +
-+ |+ - - -+ + + + + + +
- - - -+ + + + + + +
-+ - - -+ + + + + + +
- - - -+ + + + + + +
S + |+ [(+]- - - 4+ + + + + + +
- - - -+ + + + + + +
-+ - - -+ + + + + + +
- - - -+ + + + + + +
S e O = + + + + + +
- - - -+ + + + + + +
-+ - - - - + + + + + +
- - - -+ + + + + + +

Na rysunkach 4.1, 4.3, 4.5, 4.7 przedstawiono czasy wykonania poszczeg6lnych algo-
rytméw wraz ze wzrostem liczby prébek, usrednione po dziesi¢ciu powtérzeniach z loso-
wym wyborem zestawu uczacego. Na wykresach wasami zaznaczono réwniez odchylenia
standardowe wynikoéw. Na wykresach na osi OX przedstawiono unormowang liczbe pro-
bek n/p. Wyniki przedstawiono tylko dla typu double. Ponadto dla danych rzadkich nie
wykonano algorytméw z rozktadami QR/LQ, gdyz nie gwarantuja one rzadkich macierzy
Q i R, a zastgpienie rzadkiej macierzy danych X przez geste macierze R i QQ wydaje si¢
dalece nieefektywne pamigciowo.

Na rysunkach 4.2, 4.4, 4.6, 4.8 zwizualizowano tempo zbieznos$ci algorytméw dla
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Tabela 4.8: Podsumowanie wynikéw dla danych PCam16k, dla réznych rozmiardw zbioru danych
(n). Przewage algorytmu 12_logreg_wdbr nad pozostatymi oznaczono przez ,+”. Typ zmien-
nopozycyjny (d/s), b (+/-) model z/bez wyrazu wolnego, p (+/-) model z/bez preconditionerem,

e (+/-) model z/bez doktadnej minimalizacji kierunkowe;j.

n|20 38 75 147 286 557 1085 2112 4111 8000
typ|b|p|e
d + |+ |+ - - + o+ + + + + + -
-+ -+ o+ + + + + + -
-+ 4+ + o+ + + + + + -
-+ o+ + o+ + + + + + -
-+ |+ [+ -+ o+ + + + + + +
-+ o+ o+ o+ + + + + + +
-+ - -+ o+ + + + + + -
-+ -+ o+ + + + + + -
S + |+ [+]- - - + + + + + + -
- - - -+ + + + + + -
-+ - -+ o+ + + + + + -
- - -+ o+ + + + + + +
S e . = + + + + + -
- - - -+ + + + + + -
-+ - - -+ + + + + + -
e e + + + + + -

wybranych rozmiaréw danych uczacych (n). Wyniki przedstawiono dla wszystkich 16
wariantéw algorytméw. Mimo ze wszystkie algorytmy powinny mieé zblizone iteracje,
wida¢ pewne odstepstwa spowodowane btedami numerycznymi oraz uwarunkowaniem
macierzy. Wida¢ przyktadowo, ze wptyw preconditionera Jacobiego jest niekorzystny
dla algorytmu 12_logreg_ordinary, natomiast korzystnie wptywa na czas wykonania
pozostalych algorytméw (por. 4.4). Implementacja 12_logreg_ordinary znacznie le-
piej zachowuje sie dla modelu bez wyrazu wolnego. Ogélnie zgodnie z oczekiwaniami
wida¢ zysk zar6wno z zastosowania rozktadu QR, jak i formuty Woodbury’ego z tabli-

cowaniem macierzy X X T w stosunku do algorytmu referencyjnego. Ponadto patrzac
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Tabela 4.9: Podsumowanie wynikdéw dla danych news20, dla réznych rozmiaréw zbioru danych
(n). Przewage algorytmu 12_logreg_wdbr nad pozostatymi oznaczono przez ,+”. Typ zmien-
nopozycyjny (d/s), b (+/-) model z/bez wyrazu wolnego, p (+/-) model z/bez preconditionerem,

e (+/-) model z/bez doktadnej minimalizacji kierunkowe;j.

n|20 42 91 196 419 898 1922 4114 8805 18846
typ|(b|p|e

d + |+ |+ ]+ + + o+ + + + - - -
-+ o+ 4+ o+ + + + - - -
-+ |+ + + 4+ + + + - - -
-+ o+ + o+ + + + - - -
-+ 4+ ]+ + o+ + + - - - -
-+ o+ 4+ o+ + + + - - -
- + | - - - - - - - - - -
S + |+ |+ + + + + - - -
-+ o+ 4+ o+ + + + - - -
- + | - - - - - - - - - -
- + | + | - - - - - - - - - -
- + | - - - - - - - - - -

na tabele i wykresy mozna zobaczy¢, ze dla matych préb procedura 12_logreg_wdbr
dziatata najkorzystniej, z wyjatkiem pojedynczych przypadkéw bardzo matych préb, gdzie
korzystniejszy byt algorytm z rozktadem QR. Dla danych gestych wida¢ przewage propo-
nowanej procedury praktycznie w calym badanym zakresie (don/p = 0,3 lubn/p = 0,5).
Zgodnie z oczekiwaniami, rozktad QR byt korzystniejszy niz rozktad LQ, poniewaz jest
lepiej dostosowany do porzadku kolumnowego, w jakim przechowywane byly dane po
transpozycji. Dla danych rzadkich zysk nie jest tak wyrazny, jak dla danych gestych. Do-
ktadna analiza ztozonoSci obliczeniowej jest w tym przypadku zagadnieniem ztozonym,

gdyz zalezy ona nie tylko od stopnia wypelnienia macierzy, ale i od stopnia wypelnienia
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Tabela 4.10: Podsumowanie wynikéw dla danych RCV1, dla réznych rozmiaréw zbioru danych
(n). Przewage algorytmu 12_logreg_wdbr nad pozostatymi oznaczono przez ,+”. Typ zmien-
nopozycyjny (d/s), b (+/-) model z/bez wyrazu wolnego, p (+/-) model z/bez preconditionerem,

e (+/-) model z/bez doktadnej minimalizacji kierunkowe;j.

n| 19 42 95 210 462 1017 2233 4902 10760 23617
typ|b|p|e
d + |+ |+ ]+ + + o+ + + - - - -
-+ o+ o+ o+ + + - - - -
-+ |+ + o+ 4+ + + - - - -
- -+ o+ o+ + + - - - -
-+ |+ + + + o+ + + - - - -
-+ o+ o+ o+ + + - - - -
-+ |+ + o+ 4+ + + - - - -
-+ o+ o+ o+ + + - - - -
S + |+ |+ ]+ + + + + + + - - -
-+ o+ o+ o+ + + + - - -
T - + - - - -
S - + - - - -
-+ |+ ]+ + - - + + - - -
- -+ o+ o+ - + + - - -
T - + - - - -
S - + - - - -

kolumn/wierszy oraz rzadkoSci wyniku (por. [1]).

Kolejny eksperyment pokazuje wplyw parametru A na przebieg procesu uczenia. Eks-
peryment przeprowadzono zaczynajac od duzej wartoSci parametru regularyzacyjnego
i zmniejszajac go kolejno A = 103,102, ...,107%. Eksperyment byl prowadzony w ten
sposéb, ze wagi z poprzednio wyuczonego modelu stanowily punkt startowy dla kolej-
nego modelu®.

Dla duzych wartosci A w funkcji celu Q (w; dane) = L(w; dane) + R(w) dominuje

sktadnik kwadratowy R, dzigki czemu optymalizowana funkcja jest dobrze przyblizana za

%ang. warm start
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pomocy lokalnej aproksymacji kwadratowej, co prowadzi do szybkiej zbieznosci. Wraz
ze spadkiem wartoSci A zaczyna dominowac¢ sktadnik zwiazany z funkcja wiarygodnosci
L 1 problem optymalizacyjny staje si¢ bardziej ztozony. Poniewaz koszt iteracji w propo-
nowanych algorytmach 12_logreg_wdbr oraz 12_logreg_qr jest mniejszy, wiec zysk z
zastosowaniarozktadu QR badz formuty Woodbury’ego z tablicowaniem macierzy X X ©
bedzie bardziej widoczny, zwlaszcza w sytuacji, gdy algorytm uczenia do zbieznoSci wy-
maga wickszej liczby iteracji. Nalezy podkresli¢, ze oba algorytmy przed wejSciem do
petli algorytmu uczenia majg pewien narzut zwigzany z policzeniem rozktadu QR lub
wyznaczeniem macierzy X X T.

Na rysunkach 4.9, 4.10, 4.11 4.12 przedstawiono wyniki eksperymentu wyznaczania
rodziny modeli dla parametru regularyzacyjnego zmieniajacego si¢ od duzych wartoSci do
malych: A = 103,102, ...,107*. Rysunki przedstawiaja skumulowany czas eksperymentu
w funkcji malejacej 4. Widaé, ze dla duzych warto$ci A zgodnie z oczekiwaniami prze-
waga algorytméw 12_logreg_wdbr oraz 12_logreg_qr jest mniejsza, natomiast staje
si¢ ona wyrazniejsza dla coraz mniejszych wartosci A. Ponadto wida¢ w wiekszoSci obsza-
réw parametru A przewage proponowanego algorytmu wykorzystujagcego formute Wood-
bury’ego. Na gestych danych przewaga obu algorytméw (zwlaszcza dla matych préb) jest
wyrazna — algorytm bazujacy na rozkladzie QR ma nieznaczng przewage tylko dla bar-
dzo matych préb oraz duzej wartosci A. Jedynie na rzadkim zborze RCV1 wida¢ przewage
referencyjnego modelu 12_logreg_ordinary, ktéra maleje wraz ze spadkiem wartosci
A. Wida¢ réwniez, ze przewaga proponowanych algorytméw maleje wraz z podnosze-
niem rozmiaru proby. Mozna rowniez zauwazyc, ze dla coraz wiekszych préb na zbiorach
gestych zauwazalna jest nieznaczna przewaga algorytmu 12_logreg_woodbury nad algo-
rytmem 12_logreg_ordinary iréwniez pozostatymi. Patrzac na ztozonosc¢ obliczeniowg
kroku iteracji wewnetrznej (rozwiazywanie uktadu réwnafi liniowych przy wyznaczaniu
nowego kierunku) trudno wyttumaczy¢ jednoznacznie to zachowanie. Oba kroki maja po-
dobng ztozonos¢ obliczeniowg ze wskazaniem na korzyS¢ modelu 12_logreg_ordinary
— jedyna réznica jest taka, ze w przypadku formuty Woodbury’ego rozwigzywany jest
uktad o mniejszej wymiarowosSci (n X n zamiast p X p), co moze przelozyc si¢ na mniejsza
liczbe iteracji procedury iteracyjnej rozwiazujacej uktad réwnan.

Na rysunkach 4.13, 4.14, 4.15 4.16 przedstawiono wyniki eksperymentu wyznaczania
rodziny modeli dla parametru regularyzacyjnego zmieniajgcego si¢ od duzych wartosci
do matych: A = 103,102,...,107*. W odréznieniu od poprzedniego eksperymentu, ten
byl prowadzony w ten sposéb, ze kolejny model startowat zawsze od wag w = 0. Rysunki

przedstawiajg czas usredniony jednorazowego uczenia modelu dla zadanej wartosci A.
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Tak jak w poprzednim przypadku, dla duzych warto$ci A przewaga algorytméw
12_logreg_wdbr oraz 12_logreg_qr jest mniejsza, a staje si¢ ona wyrazniejsza dla
coraz mniejszych wartosci A. Ponadto mozna zaobserwowaé w wiekszos$ci obszar6w para-
metru A przewage proponowanego algorytmu wykorzystujacego formute Woodbury’ego.
Dla gestych danych przewaga obu algorytméw jest wyraZniejsza — algorytm bazujacy
na rozktadzie QR ma nieznaczng przewagg jedynie dla bardzo matych prob. Dla rzadkich
zbioréw danych pewien zysk byt widoczny dla matych préb na zbiorze news20, zas na
zbiorze RCV1 za kazdym razem krécej trwato uczenie modelu referencyjnego. Pokazuje
to, ze rodzaj rzadkosci danych ma istotny wptyw na zachowanie algorytméw.

Przyktadowe zagregowane wyniki iloSciowe przedstawiono w tabelach 4.11 i 4.12.
W tabeli 4.11 umieszczono wyniki podsumowujace eksperyment dla zbioru PCaml6k
(por. wykres 4.14). Wyniki dotycza przypadku modelu z wyrazem wolnym (b+): dla
kazdego z modeli wybrano najlepsze ustawienia parametréw p i e, po czym usredniono
czasy z dziesieciu powtdrzen eksperymentu. Analogiczne wyniki dla przypadku rzadkiego
zbioru news20 (por. wykres 4.15) przedstawia tabela 4.12.

Na podstawie przedstawionych wynikéw widaé réwniez, ze przewaga algorytmow
12_logreg_wdbr oraz 12_logreg_qr maleje wraz z podnoszeniem rozmiaru préby,
natomiast dla duzych prob na zbiorze gestym obserwowana jest pewna drobna przewaga
algorytmu 12_logreg_woodbury wzgledem 12_logreg_ordinary. Poréwnujac roz-

wigzywane ukfady réwnari dla modelu 12_logreg_ordinary:
(XTDX + u) d=X"v - Aw, 4.2)
oraz proponowanego modelu 12_logreg_woodbury (wersja bez tablicowania):
4 T 1 T
D +/—1XX z:/—lXX v— Xw. 4.3)

widaé, ze zlozonos¢ obliczeniowa jest podobna O (np), z przewagg dla formuly klasycznej
— jedyne nasuwajace si¢ wyjasnienie jest takie, ze uktady r6znig si¢ wymiarowoscig na
korzys¢ obliczen z uzyciem formuty Woodbury’ego, tj. macierz uktadu ma wymiar n X n
zamiast p X p, jak w przypadku standardowym.

W eksperymentach przebadano réwniez wplyw typu zmiennopozycyjnego na doktad-
no$¢ i czas obliczen. Eksperymenty pokazuja, ze wszystkie algorytmy przy odpowiednich
ustawieniach zachowujg si¢ generalnie stabilnie przy obnizonej precyzji, czasami wyma-
gajac wickszej liczby iteracji dla uzyskania zbiezno$ci. Widoczny jest rowniez krotszy czas

obliczer. Wniosek ten moze mieé znaczenie przy wykonywaniu obliczeri z uzyciem kart
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Tabela 4.11: Podsumowanie wynikéw dla zbioru danych PCam16k — tabela przedstawia czas

obliczen dla najlepszych ustawiert modelu, zagregowane po n, A oraz rodzaju modelu.

Pl 1074 1073 1072 1071 100 10! 102 103

n model

20 12_logreg_ordinary  0,0987 0,068 0,0471 0,0407 0,0298 0,0233 0,0169 0,0091
12_logreg_qr 0,0149 0,0191 0,0171 0,0188 0,0201 0,02 0,0181 0,0182
12_logreg_wdbr 0,0165 0,00979  0,00729  0,00756  0,00452 0,00373  0,00273 0,0019
12_logreg_woodbury  0,0975 0,0607 0,0401 0,0312 0,0245 0,0186 0,0135  0,00796

38 12_logreg_ordinary 0,195 0,134 0,0856 0,0745 0,0525 0,0436 0,0311 0,0161
12_logreg_qr 0,0331 0,0279 0,0378 0,0352 0,0325 0,0402 0,0212 0,0339
12_logreg_wdbr 0,0746 0,0449 0,0507 0,034 0,0345 0,017 0,0148  0,00941
12_logreg_woodbury 0,509 0,262 0,194 0,142 0,111 0,0856 0,0612 0,0361

75 12_logreg_ordinary 0,458 0,318 0,214 0,178 0,122 0,0964 0,0696 0,0364

12_logreg_qr 0,075 0,0826 0,0906 0,0913 0,0837 0,0871 0,0777 0,0942
12_logreg_wdbr 0,0934 0,0501 0,0618 0,0345 0,0237 0,0282 0,0177 0,0145
12_logreg_woodbury 0,596 0,335 0,291 0,218 0,165 0,126 0,0931 0,0479
147 12_logreg_ordinary 1,17 0,738 0,51 0,453 0,297 0,224 0,161 0,0808
12_logreg_qr 0,18 0,254 0,253 0,262 0,264 0,262 0,264 0,264
12_logreg_wdbr 0,165 0,124 0,1 0,0797 0,0648 0,0505 0,0432 0,0284
12_logreg_woodbury 1,16 0,664 0,568 0,426 0,298 0,227 0,159 0,092
286 12_logreg_ordinary 3,25 2,19 1,43 1,04 0,891 0,649 0,453 0,211
12_logreg_qr 0,666 0,693 0,678 0,695 0,679 0,688 0,692 0,688
12_logreg_wdbr 0,269 0,212 0,181 0,143 0,132 0,113 0,0901 0,0681
12_logreg_woodbury 2,93 1,67 1,35 0,881 0,706 0,551 0,384 0,211
557 12_logreg_ordinary 4,96 3,41 2,25 1,76 1,26 0,934 0,659 0,335
12_logreg_qr 1,26 1,35 1,32 1,35 1,43 1,45 1,52 1,54
12_logreg_wdbr 0,566 0,392 0,391 0,276 0,296 0,269 0,235 0,197
12_logreg_woodbury 4,08 2,44 2,07 1,58 1,05 0,898 0,611 0,336
1085 12_logreg_ordinary 9,96 5,99 4.4 3,84 2,67 1,92 1,32 0,647
12_logreg_qr 2,78 3,48 3,37 3,54 3,6 3,73 3,78 3,77
12_logreg_wdbr 1,56 1,02 1,1 1,05 0,906 0,899 0,781 0,704
12_logreg_woodbury 7,47 3,76 4,09 2,17 2,07 1,68 1,23 0,666
2112 12_logreg_ordinary 20 12,8 8,59 6,59 4,93 34 2,53 1,31
12_logreg_gr 10 9,6 9,54 9,48 9,52 9,58 9,57 9,49
12_logreg_wdbr 4,67 4,01 3,71 3,49 3,26 3,13 2,76 2,62
12_logreg_woodbury 11,8 9,08 6,47 5,17 4,55 3,53 2,34 1,31
4111 12_logreg_ordinary 41,6 27,7 17,7 13,9 11 7,74 5,46 2,64
12_logreg_gqr 29,9 28,7 28,4 28,1 27,9 27,9 27,9 27,8
12_logreg_wdbr 15,8 13,4 13,4 12 11,9 11,1 11 10,6
12_logreg_woodbury 29,7 17 12,6 11,5 8,29 6,64 4,45 2,68
8000 12_logreg_ordinary 87,2 524 36,3 31,3 20,9 154 11 5,33
12_logreg_gr 94,8 89,7 87,7 86,6 86,8 86,2 85,9 84,8
12_logreg_wdbr 459 447 44,1 41,7 42 40,4 40,8 39,4
12_logreg_woodbury 76,3 32,4 30,8 21 14,2 12,3 8,78 5,38

graficznych GP-GPU. W obliczeniach na kartach chetnie korzysta si¢ z typéw obnizone;j

precyzji, gdyz oszczedzamy na narzutach zwiazanych z przesylaniem danych, przesylajac
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Tabela 4.12: Podsumowanie wynikdéw dla zbioru danych news20 — tabela przedstawia czas

obliczen dla najlepszych ustawiert modelu, zagregowane po n, A oraz rodzaju modelu.

pl 1074 1003 1072 107! 100 10! 102 103
n model
20 12_logreg_ordinary | 0,586 0,406 0,303 0,217 0,168 0,12 0,0968 0,0478
12_logreg_wdbr 0,321 0271 0211 01155 0,122 0,0927 0,071 0,0419
12_logreg_woodbury | 1,97 148 0998 0622 0439 0342 0246 0,149
42 12_logreg_ordinary | 0,546 0443 0369 0274 0,198 0,129 00955 0,054
12_logreg_wdbr 0,322 0262 0201 0,157 0,119 0,0927 00668 0,041
12_logreg_woodbury | 2,22 1,66 00998 0,63 0444 0346 0246 0,142
91 12_logreg_ordinary | 0,625 046 0315 0227 0,173 0,121 00832 0,0468
12_logreg_wdbr 0,33 0256 0,192 01151 0,112 00855 0,0598 0,0343

12_logreg_woodbury 2,35 1,63 0,947 0,583 0426 0,319 0,22 0,114
196 12_logreg_ordinary 0,74 0,516 0,358 0,26 0,193 0,127  0,0833  0,0452
12_logreg_wdbr 0,334 0,259 0,198 0,156 0,116 0,0882 0,0621  0,0355
12_logreg_woodbury 2,7 1,65 0953 0,637 0433 0,327 0,22 0,112
419 12_logreg_ordinary | 0,795 0,549 0,375 0,269 0,196 0,13 0,0847  0,0458
12_logreg_wdbr 0,37 0,276 0,214 0,168 0,127 0,098  0,0696  0,0421
12_logreg_woodbury 2,92 1,72 0,95 0,654 0447 0,321 0,214 0,108
898 12_logreg_ordinary | 0912 0,604 0405 0,284 0,207 0,134  0,0899 0,049
12_logreg_wdbr 0432 0,328 0,258 0,208 0,163 0,132 0,102 0,0722
12_logreg_woodbury 3,15 1,79 1,03 0,696 0,478 0,35 0,234 0,122
1922 12_logreg_ordinary 1,12 0,72 0,491 0,35 0,254 0,163 0,105  0,0527

12_logreg_wdbr 0,793 0,6 0495 0422 0,36 0,319 0,282 0,24
12_logreg_woodbury 3,72 2,01 1,14 0,769 0,53 0,393 0,261 0,131
4114 12_logreg_ordinary 1,54 1 0,708 0,523 0,392 0,263 0,161  0,0995
12_logreg_wdbr 3,67 2,86 2,45 2,19 2,04 1,95 1,85 1,76

12_logreg_woodbury 4,58 2,48 1,41 0951 0,668 0,509 0,351 0,19
8805 12_logreg_ordinary 2,75 1,81 1,26 0,936 0,698 0,468 0,321 0,143
12_logreg_wdbr 21,4 17,6 15 13 12,1 11,3 10,9 10,1
12_logreg_woodbury 6,25 3,27 1,89 1,33 0,962 0,733 0,503 0,266
18846 12_logreg_ordinary 5,88 4,03 2,81 2,11 1,57 1,05 0,698 0,37
12_logreg_wdbr 106 84,6 67,3 57,8 53 50,4 47.8 453
12_logreg_woodbury 11,2 5,82 3,5 2,45 1,73 1,32 0,895 0,453

na kart¢ dane o mniejszym rozmiarze.
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Poréwnanie czasdw strojenia modeli w funkcji n/p. Dane geste: extreme.
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Rysunek 4.2: Poréwnanie zbieznosci procedur dla réznej liczby probek. Dane: extreme.
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Rysunek 4.3: Poréwnanie czasdw strojenia modeli w funkcji n/p. Dane geste: PCam16k.
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Rysunek 4.4: Poréwnanie zbieznosci procedur dla réznej liczby prébek.
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Dane: PCam16k.
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Rysunek 4.5: Poréwnanie czaséw strojenia modeli w funkcji n/p. Dane rzadkie: news20.
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Rysunek 4.6: Poréwnanie zbieznosci procedur dla réznej liczby prébek. Dane: news20.
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Rysunek 4.7: Poréwnanie czaséw strojenia modeli w funkcji n/p. Dane rzadkie: RCV1.
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Rysunek 4.8: Poréwnanie zbieznosci procedur dla réznej liczby prébek. Dane: RCV1.
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Rysunek 4.9: Poréwnanie czaséw wyznaczania $ciezki dla A = 103,102, ..., 107%; kolejny mo-

del startuje od wag modelu poprzedniego. Liczba prébek kolejno od goéry: n = 68, 429, 2707.

Wykres przedstawia skumulowany czas obliczen. Dane: extreme.
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Rysunek 4.10: Poréwnanie czaséw wyznaczania $ciezki dla 2 = 103,102, ...,107%; kolejny
model startuje od wag modelu poprzedniego. Liczba prébek kolejno od géry: n = 147, 557,4111.
Wykres przedstawia skumulowany czas obliczen. Dane: PCam16k.
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Rysunek 4.11: Poréwnanie czaséw wyznaczania $ciezki dla 1 = 103,102, ...,107%; kolejny

model startuje od wag modelu poprzedniego. Liczba prdbek kolejno od gory: n = 42,419, 1922.
Wykres przedstawia skumulowany czas obliczeri. Dane: news20.
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Rysunek 4.12: Poréwnanie czaséw wyznaczania $ciezki dla 2 = 103,102, ...,107%; kolejny

model startuje od wag modelu poprzedniego. Liczba prdbek kolejno od gory: n = 42, 210, 1922.
Wykres przedstawia skumulowany czas obliczeri. Dane: RCV1.
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Rysunek 4.13: Poréwnanie czaséw wyznaczania $ciezki dla 2 = 103,102,...,107%; kolejny

model startuje od w = 0. Liczba prdbek kolejno od goéry: n = 68,429, 2707. Dane: extreme.
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Rysunek 4.14: Poréwnanie czaséw wyznaczania $ciezki dla 2 = 103,102, ...,107%; kolejny

model startuje od w = 0. Liczba prébek kolejno od goéry: n = 147,557,4111. Dane: PCam16k.
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Rysunek 4.15: Poréwnanie czaséw wyznaczania $ciezki dla 2 = 103,102, ...,107%; kolejny

model startuje od w = 0. Liczba prébek kolejno od gory: n = 42,419, 1922. Dane: news20.
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Rysunek 4.16: Poréwnanie czaséw wyznaczania $ciezki dla 2 = 103,102, ...,107%; kolejny

model startuje od w = 0. Liczba prdbek kolejno od gory: n = 95,210, 1922. Dane: RCV1.
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4.6

Wyniki eksperymentéw dla regularyzacji ¢!

Eksperymenty z modelami z regularyzacjg £* wykonano w identycznym ukfadzie, jak
w przypadku opisanym we wcze$niejszej sekcji. W eksperymentach porownywano wy-

brane procedury opisane w rozdziale 2 w sekcji 2.5, skrétowo podsumowane w tabeli 4.13

oraz wykorzystano te same zbiory danych.

Tabela 4.13: Procedury wykorzystane w eksperymentach z uczeniem modeli regresji logistycz-

nej z regularyzacjg ¢*.

Procedura

Opis

11_logreg_ipm

11_logreg_liblinear

11_logreg_cd

11_logreg_lbfgsb

11_logreg_ordinary

11_logreg_woodbury

elnet_lr_lbfgsb

metoda Newtona z ograniczeniami, rozwigzy-
wany za pomocg metody wewnetrznego punktu
(por. sekcja 2.5.3)

metoda spadku wzgledem wspétrzednych, pro-
cedura zaczerpnigta z pakietu 1iblinear (por.
sekcja 2.5.2)

metoda spadku wzgledem wspétrzednych, wia-
sna implementacja w C++, nieznaczne roznice
wzgledem liblinear (por. sekcja 2.5.2)
metoda z wykorzystaniem gladkiej optymali-
zacji z ograniczeniami za pomocg algorytmu
L-BFGS-B (por. sekcja 2.5.3)

metoda wykorzystujaca goérne ograniczenie
normy ¢! przez norme £, kierunek znajdowany
przez rozwigzywanie uktadu (2.57)

podobnie jak wyzej, kierunek znajdowany przez
rozwiazywanie uktadu (2.58)
zaimplementowana metoda elastic net z wyko-
rzystaniem gladkiej optymalizacji z ogranicze-
niami za pomocg algorytmu L-BFGS-B (por.
sekcja 2.6), w eksperymentach z wyzerowana
karg typu £ — przy tych ustawieniach model

rownowazny modelowi 11_logreg_lbfgsb
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Tabela 4.14: Poréwnanie zbieznosci testowanych algorytméw dla regularyzacji ¢! na zbiorze

1svt (por. repozytorium OpenML zbidér id=1484) o rozmiarze n X p = 126 x 309 przy usta-
wieniach 1 = 10~* oraz ustawieniach: b-p-e-d (bez wyrazu wolnego, bez preconditioningu,
bez doktadnej minimalizacji kierunkowej w typie double); it onzacza numer iteracji, gTd rzut
gradienu na nowy kierunek (pochodna kierunkowa), £ wartos¢ funkcji celu, cg liczba iteraciji

procedury rozwigzujacej uktad réwnan liniowych.

11_logreg_ordinary

11_logreg_woodbury

(@]
«Q

i | gTd f gTd f cg |
1 -0.170364  84.1824 1 20170364 84.1824 2
2 0.0719646  84.1045 1| 00719593  84.1045 |
3 -0.0189374  84.0836 1| 00189363 84.0836 2
4 -0.0167302  84.0731 1| 00167284 84.0731 2
5 -0.00174617  84.0713 1| 000174603 84.0713 2
6 -0.00162302  84.0703 1| 000162284 84.0703 2
7 || -0.000161771  84.0701 1| -0.000161757 84.0701 2
8 | -670121e-05  84.07 1| -6.70074e-05  84.07 2
9 5.8941e-05  84.07 1| -5.89344e-05  84.07 2
10 -6.1486e-06  84.07 1| -6.14812e-06  84.07 2
11 || -5.74207¢-06  84.07 1| -574141e06  84.07 2
12 || -5.70253¢-07  84.07 1| -5.70205e-07  84.07 2
13 || -2.35855¢-07  84.07 1| 235838¢-07  84.07 2
14 || 2.08508¢-07  84.07 1| 2.08484e-07  84.07 2
15 || 2.16595¢-08  84.07 1| -2.16578¢-08  84.07 2
16 2.0317e-08  84.07 1| 2.03147e-08  84.07 2
17 || 2.01045¢-09  84.07 1| 2.01028e-09  84.07 2

Wagi || Wiss = 2.73-10710, Wigy = 2.82-10710, | Wigg = 2.73-10710, Wigy = 2.82-10710,
Wiss = 0.569745 Wiss = 0.569745

11_logreg_lbfsgb 11_logreg_liblinear 11_logreg_cd
it gTd f cg gld f cg gTd f cg
1 -0.0932117 84.4821 3 -4.58855 - 1 -5.00323  85.5457 1
2 -0.114826 84.3672 1 -1.89621 - 3 -1.47852 84.07 3
3 -0.290918 84.0741 1 | -1.88509e-08 - 1| -9.16914e-09 84.07 1
4 -0.00189289  84.0717 1
5 -6.23783e-06 84.07 1
| Wagi || Wiss = 0.569721 Wigs = 0.569745 Wiss = 0.569745
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Ponownie przed uruchomieniem eksperymentow zweryfikowano empirycznie popraw-
nos¢ algorytméw. Wyniki przyktadowego eksperymentu poréwnawczego przedstawiono
w tabeli 4.14. Tabela zawiera wyniki uzyskane na zbiorze 1svt (por. repozytorium
OpenML zbiér id=1484) o rozmiarze n X p = 126 x 309 przy ustawieniach A = 10~ oraz
identycznych pozostalych ustawieniach. Z prezentowanych algorytméw poréwnywalne sg
dwa algorytmy bazujace na spadku wzgledem wspotrzednych, tj. 11_logreg_liblinear
111_logreg_cd. W tym przypadku rozwigzanie posiada tylko jeden niezerowy wspot-
czynnik Wigg, pozostale zmienne sg wyzerowane. Oba algorytmy daty dokfadnie taki sam
wynik z doktadnoscig do wySwietlanej precyzji. Bardzo podobny wynik (z doktadnoscig do
4 cyfr znaczacych) oraz podobna liczbe iteracji wykonat algorytm 11_logreg_lbfgsb.
Wszystkie z nich startowaty z punktu poczatkowego w = 0.

Dwa pozostate algorytmy (11_logreg_woodbury i 11_logreg_ordinary) zatrzy-
maly si¢ na takiej samej wartoSci funkcji celu, natomiast dodatkowe dwa wspétczynniki
Wige 1 Wig7 okazaly sie niezerowe, chociaz ich wartoS¢ jest wlasciwie na poziomie zera
numerycznego rzedu 10~1Y — gdyby algorytmy dzialaly dtuze;j, to te dwa wspStczynniki
zostalyby wyzerowane. Oba algorytmy sg réwnowazne (co mozna zauwazyc¢ §ledzac itera-
cje w tabeli 4.14). Te algorytmy startowaly z punktu poczatkowego w = d-arg min, Q (td),
gdzie d to antysubgradient policzony w zerze. Dtuga Sciezka uczenia juz na wstepie dys-
kwalifikuje te dwa podejscia, gdyz dla duzo wigkszych zbioréw danych czas znaczaco si¢
wydtuzy.

Pozostate algorytmy, pomimo zbieznosci do tej samej wartoSci funkcji celu oraz da-
wania numerycznie identycznych rozwiazan, nie sg rownowazne (jezeli chodzi sposob
dziatania i iteracje).

Na rysunku 4.17 przedstawiono czasy wykonania poszczegdlnych algorytméw wraz
ze wzrostem liczby prébek, usrednione po dziesi¢ciu powtdrzeniach z losowym wyborem
zestawu uczacego. Na wykresach wasami zaznaczono rowniez odchylenia standardowe
wynikéw. Na wykresach na osi OX przedstawiono unormowang liczbe prébek n/p. Wy-
niki przedstawiono tylko dla typu double. Metoda 11_logreg_ipm wspiera jedynie
konfiguracje b+p+e-d, natomiast dwie pozostate metody mogg uczy¢ modele z wyrazem
wolnym lub bez niego, korzystajac z przyblizonej minimalizacji kierunkowej (b-) 1 bez
mozliwosci wykorzystania preconditioningu (p-).

Na rysunkach 4.18, 4.19, 4.20, 4.21 zwizualizowano tempo zbiezno$ci algorytméw
dla wybranych rozmiaréw danych uczacych (n) i parametru A = 1072 - Ay, gdzie Ayax to
najmniejsza wartos¢, dla ktérej wagi w modelu wynikowym wynoszg zero (z wyjatkiem

wyrazu wolnego, ktéry nie podlega regularyzacji). Wyniki przedstawiono dla wszyst-
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kich dwéch wariantéw algorytméw (z wyrazem wolnym i bez wyrazu wolnego). Kazda
z metod inaczej podchodzi do rozwigzania problemu, zatem maja rézny koszt zwigzany
z wyznaczaniem nowego punktu. Kroki w metodzie spadku wzgledem wsp6trzednych sg
szybkie, jednak trzeba ich wykona¢ wigcej, by uzyskaé satysfakcjonujacy wynik. Z kolei
pojedyncza iteracja w metodzie wewngtrznego punktu wymaga wiekszego nakfadu pracy,
jednakze prowadzi to do szybszej zbieznoSci. Metoda oparta na algorytmie L-BFGS-B
balansuje miedzy tymi dwiema metodami pod katem kosztu pojedynczej iteracji.

Patrzac narysunki 4.18, 4.19, 4.20, 4.21 widaé, ze dla dostatecznie matolicznych zbio-
row 11_logreg_ipm moze by¢ konkurencyjny w stosunku do 11_logreg_liblinear.
Ogodlnie r6znica migdzy tymi algorytmami (zwlaszcza na zbiorach rzadkich) nie jest duza
(nieznacznie na korzy$¢ 11_logreg_liblinear), natomiast dla wigkszych wartosci n/p
na zbiorach gestych staje si¢ ona wyrazniejsza. Rysunek 4.17 nie oddaje doktadnie réz-
nic miedzy algorytmami, poniewaz poréwnywane metody réznie definiuja warunek stopu
1 zatrzymanie wspomnianych algorytmow nastepuje czgsto pozniej (blizej optimum, przy
nizszej wartoSci funkcji celu), natomiast dla algorytmu 11_logreg_liblinear usta-
wiony jest on domySlnie wezesniej. Skutkuje to rowniez tym, ze algorytmy te zatrzymujg
sie czasami w roznigcych si¢ nieznacznie punktach korficowych (jezeli chodzi o rzadkos¢
modeli).

Patrzac na rysunek 4.17 mozna zauwazy¢, ze dla zbioru gestego PCaml6k uczenie
modelu z wyrazem wolnym oparte na algorytmie L-BFGS-B okazalo si¢ efektywniejsze
dla wigkszej proby (przy stosunku liczby prébek do liczby atrybutéw na poziomie 10%).
Zysk wyttumaczy¢ mozna nastepujaco — przy wiekszej liczbie probek zaleznoSci mieg-
dzy atrybutami (korelacje) w tym zbiorze zaczynajq si¢ ujawniaé, przez co optymalizacja
parametréw pojedynczo nie prowadzi do szybkiej zbieznosci. Obnizajagc mocniej wspot-
czynnik A spodziewaé nalezy si¢ wydluzenia czasu uczenia w metodzie opartej na spadku
wzgledem wspolrzednych

Z rysunku mozna odczytac€ takze, ze dla rzadkich zbioréw danych metoda IPM radzi
sobie nieznacznie gorzej wzgledem metody spadku wzgledem wspéirzednych — przy
mniejszej warto$ci A powinien by¢ obserwowany zysk w stosunku do metody spadku

wzgledem wspoirzednych.
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Rysunek 4.17: Poréwnanie czaséw strojenia modeli w funkcji n/p. Kolejno$¢ zbioréw danych
od gory: extreme, PCam16k, news20, RCV1.
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Rysunek 4.18: Poréwnanie zbieznosci modeli na zbiorze extreme dla réznych rozmiaréw da-
nych. Lewa kolumna to model z wyrazem wolnym, a prawa kolumna to model bez wyrazu wol-

nego.
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Rysunek 4.19: Poréwnanie zbieznosci modeli na zbiorze PCam16k. Lewa kolumna to model z

wyrazem wolnym, a prawa kolumna to model bez wyrazu wolnego.
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Rysunek 4.20: Poréwnanie zbieznosci modeli na zbiorze news20. Lewa kolumna to model z

wyrazem wolnym, a prawa kolumna to model bez wyrazu wolnego.
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Rysunek 4.21: Poréwnanie zbieznosci modeli na zbiorze RCV1. Lewa kolumna to model z wy-

razem wolnym, a prawa kolumna to model bez wyrazu wolnego.




5. Zastosowanie regularyzacji w modelach

nieliniowych

5.1 Rzadki autoenkoder

5.1.1 Przygotowanie i opis eksperymentu

Model dwuwarstwowej sieci neuronowej uczonej z regularyzacja £ o strukturze autoen-
kodera opisany w sekcji 3.2 przetestowano na zbiorach: Gasoline, MNIST oraz Olivetti
faces. Eksperymenty przeprowadzono w Srodowisku Python/scikit-learn.

GIéwnym modelem odniesienia jest procedura SparsePCA z pakietu scikit-learn[61]
w jezyku Python. Wtlasna oryginalna struktura rzadkiego autoenkodera w eksperymen-
tach oznaczona jako neural_network zostala zaimplementowana w jezyku C++ i pod-
pieta do Srodowiska Python, w ktérym przeprowadzono cato$¢ eksperymentéw. Jako
druga metode referencyjng wykorzystano metode PCA, ktora jest oczywiscie najszybsza
z rozwazanych metod, jednak generuje rozwigzania jakoSciowo znacznie odbiegajace od
pozostatych.

W eksperymencie poréwnywano czas obliczer i jako$¢ uzyskiwanych wynikow (gléw-
nie rzadkosS¢ rozwigzania oraz doktadno$¢ odtworzenia) dla réznych parametrow regula-
ryzacji . W tym eksperymencie liczba dopasowanych komponentéw (w przypadku sieci
— neuronéw warstwy ukrytej) zostala ustawiona arbitralnie na 50 dla faces i MNIST

oraz na 10 dla gasoline. Metoda SparsePCA wykorzystuje odmienng technike uczenia

Tabela 5.1: Podsumowanie parametréw zbioréw danych wykorzystanych w eksperymentach.

Dane l. probek (n) liczba atrbutéw (p) Rozstep atrybutéw
Gasoline 60 401 [-0.084, 1.33]
MNIST 60000 784 [0, 255]
Olivetti faces 400 4096 [0, 1]
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(uczenie stownikowe), przez co znaczenie parametru regularyzacyjnego « jest inne niz w
proponowanej procedurze, stad zamiast wartoSci parametru regularyzacyjnego punktem
odniesienia w poréwnaniu wynikéw bedzie rzadko$¢ rozwigzania.

W eksperymentach poréwnawczych wykorzystano nast¢pujace zestawy danych:

1. gasoline — ten zestaw danych pochodzi z pakietu pls [41] jezyka R i zawiera 60
sygnaléw widmowych bliskiej podczerwieni dla probek benzyny, opisanych przez
401 atrybutéw, odpowiadajacych dtugosciom fal od 900 nm do 1700 nm. W zbiorze
tym celem jest predykcja liczby oktanowej paliwa.

2. MNIST — zestaw danych MNIST [48] zawierajacy odrecznie pisane cyfry 0-9, ktéry
zawiera 60 000 obrazéw treningowych 1 10000 obrazéw testowych zapisanych na
matrycach 28 X 28, co daje tacznie 784 atrybuty.

3. Olivetti faces — zestaw danych [12] pobrany z pakietu scikit-learn [61]
zawiera 400 obrazéw twarzy — 10 réznych obrazéw dla kazdej klasy. Obrazy
znajduja si¢ w macierzach o wymiarach 64 X 64, co daje facznie 4096 atrybutow.
Obrazy zostaty wykonane w r6znych warunkach, przy r6znym o$wietleniu, mimice
i szczegotach twarzy (np. obecno$¢ okularéw).

Dla wszystkich modeli przy walidacji wynikéw uzyto osobnych zestawéw testowych.
Zbior MNIST zawiera oryginalny zestaw testowy, pozostale zestawy danych podzielono
na czg$¢ uczacy 1 testowg w sposob losowy za pomoca funkcji train_test_split
(z pakietu scikit-learn) w proporcji 1:1. Liczba iteracji i tolerancja dla algorytméw
uczacych zostaly ustawione arbitralnie odpowiednio jako 1000 oraz 1073,

Obarozwiazania byty testowane w tych samych warunkach w modelu jednowatkowym.
Jedyng réwnolegly czeScia byta n-krotna walidacja z jednym watkiem na iteracja. Ekspe-
rymenty zostaly przeprowadzone na maszynie z procesorem Xeon E5-2699 v4 2,20 GHz

1 128 GB pamigci RAM. Wykorzystano nastepujaca procedure testowania dopasowania:

for trial_num in [1, ..., number_of_trials]:
X_train, x_test = train_test_split(X, test_size=0.5)
for model in [SparsePCA, neural_network]:
4 for alpha in list_of_alphas:

model . fit (x_train)

6 mse_train[trial_num] = score(model, x_train)
mse_test[trial_num]| = score(model, x_test)
s score_train = mean(mse_train)

9 score_test = mean(mse_test)
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5.1.2

Tabela 5.2: Szczegdétowe poréwnanie proponowanego autoenkodera (neural_network) z pro-
cedurg SparsePCA/scikit-learn oraz standardowg procedurg PCA. Rzadkos¢ oznacza sred-

nig liczbe zerowych elementéw na komponent.

o neural -network SparsePCA/scikit-learn PCA
= MSE MSE spar- MSE MSE spar- MSE MSE
A a ‘ train test time sity a ‘ train ‘ test ‘ time | sity train ‘ test ‘ time
lde—-5|44e-6|73e-6| 0073 | 0.09 || 23e—4|1.2e—-6 | 1l.le-5 | 10.57 | 65.65
_% 2.7e—5|4.5¢—-6 | 7.3¢e-6| 0.071 | 0.62 || 5.2e—4 | 1.3e—6 | 1.2e—5 | 11.08 | 86.63
§ 52e—5|74e—-6|12e-5| 0469 | 115.1 | 0.001 | 1.6e—6|1.3e—5| 7915 | 121.3 | 0.016 0.016 | 0.064
8 | 1.0e—4|1.7e—=5 2.4e—5| 1.205 | 339.7 | 0.003 |24e—6 | 1.4e—5  8.058 | 174.5
1.9e—4|23e—-5|3.0e-5| 1.268 | 3748 || 0.006 | 4.6e—6 | 2.1e—5 | 7.459 | 2259
§ 1.0e—4 | 2.0e-3 | 3.8e—3 | 392.6 | 564.8 | 0.014 | 2.0e—-3 | 3.9e—3 | 163.5 | 344.0
& | 370-4]20e-3]39e-3|281.5 | 2212 0.032 | 2.3e—-3 | 3.8e—3| 2699 | 1332
E 72e—-4|21e—-3|4.0e-3 | 2683 | 2927 0.072 | 28c—-3|39e—-3 | 1542 | 2190 || 6.4e—3 | 8.2¢ -3 | 2.118
_% l4e—-3|23e-3|4.1le-3| 2484 | 3371 0.164 | 33e—-3|4.2e—-3|4854 | 2817
S| 27e-3 |29 -3 44c-3|2289 | 3375 0373 | 4.3e—-3|52e—-3 | 180.5 | 3347
0.019 766.1 7709 | 2969 | 204.4 | 5.179 766.1 771.0 | 46.83 | 191.2
e 2.683 766.3 771.0 1271 | 362.5 13.89 766.3 771.1 | 46.08 | 230.7
E 19.31 769.2 773.7 1264 | 521.9 100.0 775.7 780.3 | 85.00 | 351.9 | 7789 783.7 | 0.864
= 138.9 825.9 829.5 1268 | 746.1 268.3 831.7 8352 | 755.6 | 616.8
372.8 901.9 904.4 1250 | 770.7 1931 1118 1119 | 127.7 | 762.6 ||

Wyniki prezentuja odpowiednie miary jakoSci modeli (czas strojenia 1 jakoS¢ rekon-
strukcji) w odniesieniu do rzadkoSci rozwigzan. Oznacza to, ze dwa modele o tej samej
rzadkosci zostaty poréwnane pod wzgledem czaséw obliczeni i jakoSci rekonstrukcji. Jako
miare jakoSci zastosowano standardowy Sredni btad kwadratowy rekonstrukcji (mse).
Rzadko$¢ w czesci eksperymentalnej oznacza Srednig liczbe zerowych wspotczynnikéw

na komponent.

Wyniki

Tabela 5.2 przedstawia poréwnanie proponowanego autoenkodera (neural_network)
z procedurg SparsePCA/scikit-learn oraz standardowg procedurg PCA (tez z pakietu
scikit-learn). Na rysunku 5.1 przedstawiono czasy obliczen, jako$¢ rekonstrukeji (tj.
btad MSE na danych uczacych i testowych) oraz warto$¢ parametru regularyzacyjnego o
przy uzyskanej rzadkosci.

Jak mozna zauwazy¢ na rysunku 5.1, pomimo ze SparsePCA jest szybsze dla wigksze;j
rzadkos$ci, proponowane rozwigzanie (neural_network) zachowuje wyzsza doktadnos¢
rekonstrukcji dla wiekszej rzadkosci, zaréwno na zbiorze treningowym, jak i testowym.
Ponadto istnieja obszary rzadkosci, dla ktérych proponowana procedura dziata szybciej.

Poréwnanie komponentéw (wspotczynnikéw neurondéw warstwy ukrytej) w zesta-

wie danych faces jest przedstawione na rysunku: 5.6. Rézne kolory czerwony/niebie-
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Rysunek 5.1: Pordwnanie proponowanego podejscia neural_network =z procedurg
SparsePCA/scikit-learn. Rzadkos¢ oznacza $rednig liczbe zerowych wspétczynni-
kéw na sktadnik, a (alpha) jest parametrem regularyzacji. Od géry czas uczenia, btad
rekonstrukcji na danych uczacych i testowych, parametr regularyzacyjny «.

ski oznaczajg wspélczynniki ujemne/dodatnie, a kolor bialy oznacza doktadng wartos$¢
réwng zero. Dodatkowo, dla poréwnania przedstawiono wyniki dla zwyklej procedury
PCA oraz macierze kowariancji dla komponentéw. Ortogonalno$¢ komponentow zwyktej
procedury PCA jest gwarantowana teoretycznie, co potwierdzaja réwniez eksperymenty.
Patrzac na wizualizacje macierzy kowariancji widzimy, ze komponenty znalezione przez

neural_network sa bliskie ortogonalnym (wyraZniejsza przekatna), znacznie bardziej
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Rysunek 5.2: Poréwnanie 10 komponentdw wyznaczonych na zbiorze gasoline. Niebieski ko-
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histograms

lor oznacza komponenty (W'!), czerwony to wektory uzywane do rekonstrukeji (W?2). W dole po
lewej sktadowe gtdwne wyznaczone za pomoca procedury PCA. W dole po prawej wizualizacja
macierzy kowariancji komponentéw, a ponizej histogram wag dla poszczegdlnych modeli; uzy-
skana rzadkos¢: neural_network (93,47%), SparsePCA/scikit-learn (56,33%), PCA (0%).
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Rysunek 5.3: Doktadnos¢ rekonstrukcji dla zbioru gasoline — porédwnano modele
neural_network, SparsePCA oraz model PCA. Oryginalne sygnaty zaznaczono linig przery-
wang, a rekonstrukcije linig ciagta.
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Rysunek 5.4: Poréwnanie jakosci rekonstrukcji na zbiorze MNIST. Pierwszy wiersz zawiera ory-

ginalne obrazy, ponizej rekonstrukcja przy uzyciu kolejno modeli: neural_network, SparsePCA

i PCA.
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Rysunek 5.5: Poréwnanie jakosci rekonstrukciji na zbiorze Olivetti faces. Pierwszy wiersz
zawiera oryginalne obrazy, ponizej rekonstrukcja przy uzyciu kolejno modeli: neural_network,
SparsePCA i PCA.
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Rysunek 5.6: Przyktadowe 16 komponentéw (sposrdd wszystkich 50) w zbiorze danych
Olivetti faces. Kolor czerwony oznacza wartosci ujemne, niebieski dodatnie, biaty jest do-
ktadnym zerem; lewy dolny rdg: wyniki zwyktej procedury PCA; prawy dolny rég: macierze
kowariancji dla komponentéw oraz histogramy wspdétczynnikdw modeli. Uzyskana rzadkosc:
neural_network (82,39%), SparsePCA/scikit-learn (81,71%), PCA (0%).

niz te znalezione przez SparsePCA. Wyniki takie obserwowane sg dla wszystkich trzech
zbioréw: gasoline, MNIST i Olivetti faces.

Jako$¢ rekonstrukcji dla danych widmowych gasoline jest przedstawiona na ry-
sunku 5.3 (uzyto 10 komponentéw). Z kolei dla obrazow (dane MNIST i Olivetti
faces) jakos¢ rekonstrukcji przedstawiono na rysunkach 5.4 1 5.5 (w tym przypadku
uzyto 50 komponentéw). Jak widac, nawet dla tak wzglednie matej liczby komponen-
tow jakoS¢ jest catkiem dobra. Przy bardzo zblizonej rzadkoSci proponowane podejscie
daje lepsza jakos¢ rekonstrukcji w stosunku do metody SparsePCA. W przypadku faces

patrzac na komponenty mozna zaobserwowaé nieco wyrazniejsze szczegOly, takie jak
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Rysunek 5.7: Przyktadowe 16 komponentdw (sposréd wszystkich 50) w zbiorze danych MNIST.
Kolor czerwony oznacza wartosci ujemne, niebieski dodatnie, biaty jest doktadnym zerem.
Lewy dolny rég: wyniki zwyktej procedury PCA, a w prawym dolnym rogu: macierze ko-
wariancji dla komponentéw oraz histogramy wspdtczynnikéw modeli. Uzyskana rzadkos¢:
neural_network (98.3%), SparsePCA/scikit-learn (97.27%), PCA (0%).

okulary lub wasy, broda czy obrys twarzy. W przypadku danych gasoline przy tej
samej rzadkosci (okoto 80%, tj. 320 wyzerowanych wspétczynnikach) jako$¢ proponowa-
nego podejScia neural_network jest znacznie lepsza. W przypadku zestawéw danych
gasoline i faces, posiadajacych stosunkowo mato prébek (ok. 10% liczby atrybutéw),
jakos¢ rekonstrukcji obu rzadkich metod jest znacznie lepsza niz w przypadku standar-
dowej procedury PCA, a przy wigkszym zbiorze danych (jak MNIST) wptyw rzadkoSci na

jakos¢ rekonstrukcji jest mniejszy.
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5.2 Klasyfikacja nieliniowa — uczenie zrandomizowane

Wyniki opisane w tej sekcji zostaty opublikowane w pracy [42].

Zgodnie z opisem w sekcji 3.3 w tym eksperymencie wybieramy losowo wspéiczyn-
niki ukrytej warstwy W1 i bl, aliczbe neuronéw w warstwie ukrytej ustalono na k = 1000.
Majac ustalone wagi warstwy ukrytej wystarczy nauczy¢ wspotczynniki warstwy wyjscio-
wej W2 i b2, wykorzystujac zamiast macierzy X, » nowa macierz przeksztatconych
danych Vjx;, w ktérej nowa obserwacja v; odpowiada wynikowi tanh (W' . x; + bl).
Eksperymenty wykonano w jezyku Python. Na potrzeby eksperymentow przygotowano
klas¢ ExtremeClassifier (w paradygmacie fit-predict pakietu scikit-learn),
ktéra zalezy od liczby neuronéw w warstwie ukrytej k, rodzaju liniowego klasyfikatora
wykorzystanego do strojenia warstwy wyjSciowej i jego parametrow. W eksperymentach
wszystkie klasyfikatory liniowe maja jednakowo inicjalizowana warstwe uczaca. Wyko-
rzystano osiem modeli liniowych:

L1-Liblinear model regresji logistycznej z karg ! — klasa LogisticRegression
z ustawieniami penalty="11’ oraz solver="1iblinear’

L1-QR model z regularyzacjg ¢! opisany w sekcji 2.5.3 wykorzystujacy wczesniejszy
rozktad QR/LQ (podobnie do (2.60), por. [42])

Lg-QR model analogiczny do L1-QR wykorzystujacy wczesniejszy rozktad QR/LQ, z re-
gularyzacja w postaci pseudonormy ¢4, przy g = 0,8, por. [43, 44]

L1-QR-soft model zastepujacy niegtadka norme ¢! jej gtadkim przyblizeniem, opisany
w sekcji 2.7, por. [45].

L2-QR model regresji logistycznej z regularyzacja £? z wczesniejszym wykonaniem roz-
ktadu QR, opisany w sekcji 2.4.1.

L2-1bfgs model regresji logistycznej z kara £> — klasa LogisticRegression z usta-
wieniami penalty="12" oraz solver="1bfgs’

L2-NewtonCG model regresji logistycznej z kara £ — klasa LogisticRegression
z ustawieniami penalty="12’ oraz solver="newton-cg’

MLP-1bfgs dodatkowo dla por6wnana dodano réwniez nieliniowy model — perceptron
wielowarstwowy (klasa MLPClassifier) z dwoma warstwami oraz z k neuronami
w warstwie ukrytej. Model ten jest uczony w standardowy sposéb przy uzyciu
dostgpnego w pakiecie algorytmu L-BFGS (oznaczony jako MLP-1bfgs). Jest to
model o strukturze rownowaznej z pozostatymi modelami, z ta rdznica, ze model
ten stroi wspotczynniki obu warstw w procesie wstecznej propagacji — poprzednie

modele losujg i zamrazajg wspétczynniki warstwy poSredniej. Model ten posiada
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domysSlnie ustawiony parametr @ = 0,0001 odpowiadajacy mechanizmowi ,,weight
decay”, czyli regularyzacji £2.

Model L1-Liblinear stanowi punkt odniesiena dla modeli rzadkich, a modele
L2-1bfgs, 12-netwoncg, MLP-lbfgs stanowig punkt odniesienia dla modeli z re-
gularyzacja £2.

W przypadku rzadkich funkcji kary tylko algorytmy L1-Liblinear i L1-QR daja
iloSciowo te same wyniki, jednak L1-Liblinear moze dziata¢ kilkukrotnie szybciej.
Inne modele (L1-QR-soft, Lg-QR) daja jakoSciowo rézne wyniki. Algorytm Lq-QR dla
q = 0,8 uzyskatl najlepsza rzadkos¢ i byl réwniez nieznacznie szybszy niz L1-QR. Pakiet
scikit-learn udostepnia rozwigzania dla kar typu £? i £!, lecz nie posiada takowego
dla ogélnego przypadku 4.

Jako dane testowe wykorzystano trzy sztuczne zbiory:

1. Chessboard3 Szachownica 3 X 3

2. Chessboard4 Szachownica 4 X 4

3. Spirals Dwie zagniezdzone w sobie spirale
Eksperyment przebiegal nastepujgco: zwiekszano rozmiar proby uczacej od 20 do 300
probek, dla kazdego rozmiaru danych uczacych i dla kazdego klasyfikatora wybierano
optymalng warto$¢ parametru C = 1/4 za pomocg walidacji krzyzowej, a w trakcie
kolejnych iteracji notowano czas uczenia i testowania, bledy na zbiorze testowym oraz
liczbe niezerowych wspétczynnikéw (dotyczy modeli z karg £°<9<!). Wyniki zbiorcze
eksperymentu przedstawiono na rysunku 5.8.

Jak wida¢ w przypadku regularyzacji 2 rozwigzanie oparte na rozkladzie QR za-
wsze daje lepsze czasy dopasowania niz zwykle ,,rozwigzywacze” dostepne w pakiecie
scikit-learn. Czas dopasowania L1-QR jest 2-5 razy krétszy niz L1-Liblinear,
szczegOlnie w przypadku szachownicy 4 X 4 i dwdch spirali— wynika to z faktu niedo-
stosowania biblioteki do danych gestych. Patrzac na jakos$¢, widzimy, ze modele rzadkie sa
zblizonej jakosci i okazaly sie znacznie lepsze niz modele z regularyzacja €2, zwlaszcza
wyraznie widac to dla danych Chessborad4 i Spirals.

Dla zbioru Spirals najlepszy okazal si¢ model Lq-QR i byt to réwniez model najrzad-
szy. Model MLP-1bfgs uzyskal najgorsza jakoS¢ dopasowania oraz porownywalny czas
uczenia modeli rzadkich.

Eksperyment pokazuje, ze uzycie rozkladu QR mozna skutecznie potaczy¢ z ucze-
niem zrandomizowanym (RVFL) z ré6znymi regularyzatorami. Co wigcej, eksperymenty
potwierdzaja, ze takie uczenie dziala stabilniej niz zwykly algorytm uczenia sieci neuro-

nowych, szczegdlnie w przypadku duzej liczby ukrytych neuronéw. Przyktadowe granice
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decyzyjne, rzadko$¢ rozwiazania i wizualizacje wag neuronéw ukrytych na tle danych
wejSciowych przedstawiono na rysunku 5.9, z ktérego mozna np. odczytac, ze modele

z rzadka regularyzacja redukujg licze neuronéw w warstwie ukrytej z 1000 do ok. 20-50.

—e- L1-QR —e— L1-soft =& |2-QR == Lg-OR,q=0.8
—e— |1-liblinear - L2-NewtonCG = | 2-liblinear ===+ MLP-lbfgs
chessboard3 chessboard4 spirals
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Rysunek 5.8: Wyniki eksperymentalne dla uczenia zrandomizowanego. Poréwnanie na sztucz-

nych zbiorach danych. CV time to czas procedury walidacji krzyzowej wyboru prametru regula-
ryzacyjnego, fit time to czas dopasowania dla znalezionego 4, auc test to miara AUC (pole
pod krzywg ROC) na danych testowych, a nnz coefs to liczba niezerowych wspétczynnikdw.

Przedstawione zastosowanie rozktadu QR macierzy w celu poprawy procedury New-
tona uczenia modeli regresji logistycznej moze by¢ efektywnie wykorzystane w obu przy-
padkach, tj. w przypadku obrotowo niezmienniczym (z karg £?) oraz w przypadku modeli
obrotowo zmiennych (z rzadkimi funkcjami kary)!. Wykonane eksperymenty wskazujg, ze

uzycie rozktadu QR moze istotnie poprawi¢ klasyczny algorytm Newton-CG dla regresji

W tym drugim podejSciu zastosowanie formuty Woodbury’ego bedzie miato mniejszg ztozonos¢ ob-

liczeniowa, bo znika konieczno$¢ policzenia rozkladu. Artykul powstal zanim podjeto bezposrednia prébe
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Rysunek 5.9: Przyktadowe granice decyzyjne dla réznych funkcji sktadnikéw regularyzacyjnych

(€2, ' z gtadkg aproksymacijg funkcji wartosci bezwzglednej, £9=9-8, ¢1) dla réznych zbioréw

testowych. Na rysunku (lewa strona) pokazano wizualizacje wspdétczynnikéw pierwszej warstwy

sieci neuronowej przedstawione jako linie — intensywnos¢ i kolor reprezentujg wielkos¢ i znak

danego wspotczynnika.

z karg £? w przypadku danych o rozmiarze n < p.

zastosowania formuty Woodbury’ego do uczenia modelu regresji logistycznej z karg ¢! z géry ograniczong

przez kare £2.
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Eksperymenty pokazaly, ze stosujac rozktad QR i formule¢ Woodbury’ego mozemy
rozwiazaé problem uczenia modelu regresji roOwniez z rzadkimi funkcjami kar. Zysk nu-
meryczny z zastosowania rozkfadu QR nie w tym przypadku tak spektakularny, jak w
przypadku kary £2. W pracy [42] pokazano, ze stosujac rozklad QR uzyskujemy teore-
tyczng gérng granice lepsza niz w przypadku ogdélnej procedury Newton-CG. Ekspery-
menty numeryczne wykazaly, ze w przypadku trudniejszych i1 skorelowanych danych (np.
w przypadku uczenia ekstremalnego) oraz wiekszych wartoSci parametru A takie podejscie
moze dziata¢ efektywniej niz metoda spadku wzgledem wspétrzednych (L1-Liblinear).
Jednak nalezy przyznaé, ze w typowych i prostszych przypadkach metody oparte na spadku
wzgledem wspolrzednych (w tym biblioteka Liblinear) sa szybsze.
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W pracy przebadano rozmaite konfiguracje modelu regresji logistycznej, probujac przy-
spieszy¢ procedurg uczenia. Dla matych zbioréw danych wykazano teoretycznie i empi-
rycznie, ze w pewnym zakresie podejScie zwyczajne (12_logreg_ordinary, odpowied-
nik modelu LogisticRegression z ustawionym parametrem solver=’newton-cg’)
okazuje si¢ mniej wydajne pod wzgledem czasu uczenia od rozwigzania uzyskanego za
pomocg formuty Woodbury’ego, co szczegdlnie dobrze wida¢ dla zbioréw gestych. O ile
koncepcja wykorzystania rozktadu QR w zagadnieniu uczenia modeli liniowych (gtéwnie
w kontekscie regresji) pojawia si¢ w literaturze, o tyle analogiczne zastosowanie formuly
Woodbury’ego wydaje si¢ jeszcze niespotykane.

W przypadku rzadkich zbioréw danych analogiczny zysk dla modeli z karg £? okazuje
si¢ trudniejszy do uzyskania. W eksperymentach byto to obserwowane dla bardzo matych
zbior6éw. Doktadna analiza teoretyczna ztozonoSci procedur w przypadku danych rzadkich
wydaje si¢ trudna, gdyz bardzo to zalezy od rodzaju rzadko$ci macierzy wejsciowych, ale
réwniez od rzadkosci macierzy wynikowych powstajacych w wyniku kolejnych mnozen,
a takze sposobow ich reprezentacji [1]. W przeprowadzanych eksperymentach korzystne
okazato si¢ przechowywanie wynikow mimo wszystko w macierzach gestych.

Pewna przewaga proponowanego podejScia moze si¢ ujawnic¢ wtedy, gdy trzeba wie-
lokrotnie uczy¢ model na tym samym zbiorze danych (np. podczas walidacji krzyzowe;j
przy poszukiwaniu optymalnego parametru 1) — wtedy istotne znaczenie ma rowniez
kolejno$¢ parametrow Ay, dla ktérych chcemy nauczy¢ model. W takiej procedurze war-
toSci A powinny tworzy¢ malejacy ciag, za$ przy uczeniu kolejnego modelu rozsagdnym
zatozeniem jest skorzystanie z parametréw modelu nauczonego dla czynnika A;_1.

W ramach badar dotyczacych modeli z regularyzacja £! réwniez zaproponowano mo-
del bazujacy na rozktadzie QR oraz formule Woodbury’ego. Jednak zysk z tego podejscia,
mimo teoretycznej atrakcyjnosci, nie okazat si¢ lepszy od metod referencyjnych. W przy-
padku regresji logistycznej z regularyzacja £' uwazna implementacja metody spadku

wzgledem wspodtrzednych, korzystajaca ze wszystkich udoskonalen, radzi sobie zdecydo-
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wanie najlepiej pomimo swej prostoty. Wszystkim metodom uczacym dodatkowo pomdc
moze wykluczenie na wstepie atrybutow, ktdre przy zadanej wartoSci 4 na pewno nie
wejda do wynikowego modelu [24, 77, 81]. W przypadku metody opartej na zastgpieniu
normy ¢! przez norme £? najwickszym mankamentem jest wzglednie dtugi czas potrzebny
do uzyskania w pelni rzadkiego rozwigzania, poniewaz zerowanie wsp6tczynnikéw zmie-
rzajacych do zera powoduje chwilowe zaburzenie.

Dla czesci z procedur konieczna byta rowniez adaptacja do danych rzadkich, co ujaw-
nito w eksperymentach pewne zalety metod wyzszego rzedu (wlasnie dla danych rzadkich)
w stosunku metody bazujacej na spadku wzgledem wspétrzednych. Jednym z wnioskéw
dotyczacych adaptacji algorytméw do danych rzadkich dotyczy rozktadu QR. Rozktad ten
dla duzych danych jest problematyczny pami¢ciowo, a zwlaszcza konieczno$¢ wyznacze-
nia macierzy @, o ktérej nalezy zalozy¢, ze jest gesta, a jej rozmiar jest réwny rozmiarowi
danych. Problem ten nie wystepuje w przypadku zastosowania formuty Woodbury’ego.

W ostatnich wersjach pakietu scikit-learn (>1.2) wprowadzono dla regresji z karg
£? nowa metode strojenia newton-cholesky, jednak jest ona dostosowana do przypadku
n > p i zupelie nieprzydatna w przypadkach rozwazanych w pracy. Eksperymenty
pokazuja, ze nawet drobna modyfikacja istniejacego kodu pakietu scikit-learn (jak ta
przedstawiona na stronie 22) moze dac zysk obliczeniowy dla matych zbioréw danych.

W pracy przebadano szereg wlasnosci numerycznych algorytméw i nasuwajg si¢ tu
pewne wnioski odnos$nie ich konfiguracji. W przypadku algorytméw rozwigzujacych za-
danie uczenia w przestrzeni zredukowanej (metoda z rozktadem QR/LQ czy z formutg
Woodbury’ego) zastosowanie preconditionera ma istotne znaczenie, natomiast w przy-
padku klasycznej procedury Newton-CG nie jest to kluczowe. Z rozwazanych procedur
gradientu sprzezonego i SYMMLAQ, ta pierwsza, mimo ze w pewnych konfiguracjach bywa
szybsza, nie radzi sobie z problemami nieokre$lonymi, a takie macierze czasami pojawiaja
si¢ np. po zastosowaniu formuty Woodbury’ego uwzgledniajacego wyraz wolny.

Korzystajgc z paradygmatu extreme machine learning (zrandomizowanego ustalania
wag warstwy wejSciowej) mozna w prosty sposéb na bazie istniejgcego zbioru danych
przygotowaé nowy, z duzo wigksza liczbg cech, gdzie granica separacji bedzie fatwiej-
sza do znalezienia. W takim podejSciu rzadkie modele liniowe sg naturalnym 1 bardzo
atrakcyjnym narzedziem selekcji cech przeksztalcenia zrandomizowanego. Przeprowa-
dzone eksperymenty pokazaty duze zalety takiego podejScia w poréwnaniu do standar-
dowych algorytméw uczenia sieci wielowarstwowych (np. zwykia wsteczna propagacja
czy L-BFGS). W przypadku przewymiarowanych sieci, standardowe metody bazujace na

gradiencie prostym maja tendencje utykania w minimach lokalnych (np. cz¢$¢ neuronéw
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warstwy ukrytej nie podlega procesowi uczenia). Ponadto uczenie takiego klasyfikatora
z losowa warstwg poSrednia jest znacznie szybsze, poniewaz wymaga tylko strojenia war-
stwy wyjSciowej. Takie podejscie moze by¢ tatwo zaadaptowane do glebokiego uczenia,
np. wybierajgc parametry jader w sposob losowy i strojac warstwe wyjsciowa procedu-
rami uczenia klasyfikatorow liniowych. Podejécie to moze stanowi¢ punkt startowy przy
douczaniu sieci.

Zastosowanie metod regularyzowanych, a zwlaszcza rzadkich regularyzacji (typu lasso
czy fused lasso) moze by¢ wykorzystane do ekstrakcji cech posiadajacych pewne wtasno-
Sci, atrakcyjne z punktu widzenia interpretacji wynikow, np. wykryte piki w spektrogra-
mie czy oczy, broda, okulary na zdjeciach twarzy. Mimo ze nie jest to nowa obserwa-
cja, to w ramach pracy udalo si¢ zaimplementowac strukture rzadkiego autoenkodera,
ktéry moze stuzy¢ jako ekstraktor cech rzadkich. Opracowana implementacja okazata si¢
w pewnych przypadkach konkurencyjna w stosunku do zaimplementowanego w pakiecie
scikit-learn uczenia stownikowego.

W pracy duzy nacisk potozono na metody wyzszego rzedu, jednak nalezy mie¢ Swia-
domosé, ze wspodlczesne uczenie maszynowe opiera si¢ gfdwnie na metodach pierwszego
rzedu, tj. metodach gradientowych. Pakiety automatycznego rézniczkowania (typu Tensor-
flow czy Torch), na ktérych opieraja si¢ biblioteki gtebokiego uczenia, maja zdefiniowang
funkcje warto$ci bezwzglednej (abs) wraz z jej pochodng w postaci funkcji signum (sign).
Za pomocg tej funcji mozemy z tatwoscig zbudowaé model wyposazony w regularyzacje
typu ¢!, jednak stosujgc typowa metode gradientu prostego (bez wyrafinowanej zmiany
wspotczynnika uczenia) nie uzyskamy efektu zerowania si¢ wspétczynnikéw, a proces
zbieznosci w poblize rozwigzania jest bardzo powolny. Ogélnie bezposrednie stosowanie

rzadkich regularyzacji w pakietach wydaje si¢ ktopotliwe, cho¢ jest mozliwe.
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Zatacznik A

Do pracy zatagczono zestaw kodéw Zrodtowych w jezykach C++ 1 Python, zawiera-
jacy wszystkie metody zaimplementowane w ramach pracy oraz wigkszos$¢ eksperymen-
téw. Przed uruchomieniem nalezy zainstalowaé pakiety zalezne (m.in. MKL, Armadillo,
Python/scikit-learn) oraz zbudowaé odpowiednie biblioteki wywolujac polecenie

make.
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