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Vorbemerkungen.

Auch in diesem zweiten Teil der Aufgabensammlung zur Funk-
tionentheorie — auf den ersten Teil wird kurz mit ,, I unter An-
gabe von Kapitel, Seite oder Paragraph und Aufgabe, auf den
vorliegenden zweiten Teil nur durch Angabe von Seite oder Para-
graph und Aufgabe verwiesen — habe ich mich streng an die in
der Sammlung Goschen vorhandenen funktionentheoretischen
Bindchen gehalten. Sie werden wie bisher zitiert, doch beziehen
sich die Zitate auf die folgenden inzwischen erschienenen neuen
‘Auflagen:

Elem.= Knopp, Elemente der Funktionentheorie, 1937.

K I = Knopp, Funktionentheorie I, 5., vollstindig neu bear-
beitete Auflage, 1937.

K II = Knopp, Funktionentheorie II, 5., neubearbeitete Auf-
lage, 1941.

Bi = Bieberbach, Einfithrung in die konforme Abbildung,
3. Auflage, 1937.

Auch diesmal handelt es sich in der Hauptsache nur um Ubungs-
aufgaben, durch die der Gedankenkreis der genannten Bindchen
nicht wesentlich iiberschritten wird. Nurinnerhalb dieses Rahmens,
nicht in irgendeinem absoluten Sinne, ist die Einteilung in ele-
mentare und hohere Funktionentheorie gemeint. Die jetzigen
Aufgaben lehnen sich in der Hauptsache an die letzten Kapitel
von K T, sowie an K ITund Bi an. Fiir die Benutzung sind weiter-
hin die Vorbemerkungen zu I mafigebend. — Mit der Verteilung
der Sternchen (*) zur Bezeichnung der schwierigeren Aufgaben
ist, dem jetzigen hoheren Niveau entsprechend, etwas sparsamer
umgegangen worden.



Erster Teil.
Aufgaben.

I. Kapitel
Weitere Aufgaben zu I, Kap. 1—5.

§ 1. Grundlegende Begriffe.

1. Es seien k Punkte 2y, 2,, . . ., 2 in der Ebene der kom-
plexen Zahlen gegeben, und es seien oy, oy, . . .,&p nicht-
negative Zahlen, fiir die o¢; + o + -+ + o = 1 ist. Dann

sten konvexen (abgeschlossenen) Polygon, das die Punkte
21 29y « .y 2 enthilt. — Gilt dies noch fiir unendliche Folgen
(2) und (oc), falls nur 3, =1 ist und Yx,2, == existiert?
2. Haben die 2, und o, dieselbe Bedeutung wie in der
vorigen Aufgabe, so liegt auch jeder Punkt £, fiir den
o s ok
{—2 }—C~52+ %—C‘—zk ¢
ist, in dem Kkleinsten konvexen (abgeschlossenen) Polygon,
das die Punkte 2y, 2, . . ., 2, einschlieBt.

3. Das kleinste konvexe (abgeschlossene) Polygon, das
die’ Wurzeln einer ganzen rationalen Funktion G(2) ein-
schlieBt, enthalt auch alle Wurzeln ihrer Ableitung G/(2).

*4, In der Ebene der komplexen Zahlen sind n = 4
Punkte gegeben, von denen keine 4 auf einem Kreise liegen.
s sei [,(z) eine lineare Abbildung, fiir die I,(z,) = oo ist,
und das kleinste konvexe Polygon z,, das die Bilder der
iibrigen enthilt, habe a, Ecken, »=1,2,.. n Dann
gelten die folgénden Behauptungen:

a) Bs ist stets a, + ay+ -+ +a, =6 (n—2),

b) die 77, haben nicht séimtlich 6 oder mehr Keken,



6 L. Kapitel. Weitere Aufgaben zu I, Kap. 1-—b.

¢) fiir n << 12 tritt unter den 77, stets ein Dreieck oder
ein Viereck auf,

d) fehlen fiir n= 12 die Drei- und Vierecke ginzlich,
so gibt es unter den 77, mindestens 12 Iiinfecke.

5. In der Ebene der komplexen Zahlen sind n= 4
Punkte gegeben, von denen keine 4 auf einem Kreise liegen.
Sie bestimmen daher (g) verschiedene Kreise. Von diesen
Krcisen haben stets genau 2 (n-— 2) die Kigenschaft, dafs
das cine der beiden Gebiete, in die die Ibene durch sie
getcilt wird, keinen der gegebenen Punkte enthilt.

Jedes geschlossene Polygon p, das sich beliebig selbst
itherschneidet (d. h. also jeder aus beliebigen endlich vielen
aneinandergehéingten orientierten  Strecken bestehende
Linienzug, dessen letzter Punkt mit dem ersten zusammen-
tillt), 1ibt sich in eine endliche Anzahl geschlossener doppel-
punktireier Polygone und endlich viele hin und her durch-
laufene Strecken zerlegen. Jedes der ersteren wird ganz im
positiven oder ganz im negativen Sinne durchlaufen.

§ 2. Zahlenfolgen und unendliche Reihen.
1. Aus der Konvcrgenz dor beiden Reihen

S‘ u” und ] by — bnt1 |
n=0 7!"'
folgt tiir jedes positiv gom/o q die Konvergenz der Relhe
z a, be.

n=

2. Aus den beiden unendlichen Reihen 2, a, und 2] by,

n=0

bilde man durch die Festsetzung _
Cp = "Qb" i albn—l + I 1 anbo

9. .
ein dritte Reihe X ¢, Dann gelten die 3 Sifze:
n=0



§ 2. Zahlenfolgen und unendliche Reihen. 7

a) Wenn die beiden ersten Reihen absolut konvergieren
und die Summen A bzw. B haben, so konvergiert auch die
dritte und hat die Summe C = AB.

b) Kiir die Giiltigkeit des Satzes a) ist es hinreichend,
wenn von den beiden ersten Reihen nur die eine absolut,
die andere aber wenigstens bedingt konvergiert.

c¢) Kalls alle drei Reihen konvergieren (wenn auch nur
bedingt), so besteht zwischen ihren Summen A, B und ¢
jedenfalls die Beziehung AB = (.

3. Ist Za,, konvergent, so konvergieren auch stets die

heiden Rmhen
@ity - 205 4 -0 Apay,

a) a ¥
) ot n%l n(n 1)
M, n
D g (o ()4 ()]
g ow
und haben dieselbe Summe wie Sl
n=0

& / 1 §
4. Die Relho v [ iy Konvergiert fiir kein reelles .
1N

0,
Die Reihe 3

n=2 N T Jog n
a=t=il);
6. Hiir welche 2 gilt die durch formale Entwicklung von
(I 1) entstehende Gleichung

> (—1) =()?
n—n( 3 (’ﬂ)

7. Man zeige, daB fir 2| <1 die folgenden Iden-
titiiten bestehen:

A
== 1 P T ekl i 2

konvergiert fiir jedes reelle



3 I. Kapitel. Weitere Aufgaben zu I, Kap, 1—b.

l an @ o
£ et TN S e
) Anl»—z" ne1 (1 —em)?2’
; ) (_ )n— P » "
¢) X — = ¥ log (14 2,
n=1 n 11—z n=1
[e2] Zﬁ () “Zn
| (M =3 — x|
;) né‘lov 1—2n )12/1 1 — ez i
80 Tstif(e) = anz" eine Potenzreihe mit dem Kon-
n=0
vergenzradius 7 >0, ist (b,) eine Zahlenfolge, fiir die
ba
bn—l—l

strebt, und ist hierbei | 8| <Cr, so strebt
G %bn B alb_n—-l St b +anb0—>f(ﬂ)
by by
*). Es seien o und f zwei positive Zahlen mit der
Summe 1. Es werde bei gegebenem z,=5= 0
f

2 =y + —
“

und fiir n= 1 allgemein

2y = 0y_1 + ‘§~
g n—1
gesetzt. Dann strebt
zn—> + 1, falls R(e,) >0,
zy—>—1, falls R(z)) <0
war. Fiir R(z) = 0 ist die Folge divergent.

10. Tm Anschluff an § 1, Aufg. 1 und T, § 3, Aufg. G,
zeige man folgendes: Es sei (zn) eine beliebige beschrankte
Zahlenfolge und § der kleinste konvexe Bereich, der alle
ihre Haufungspunkte ¢ enthilt. Ist dann die Folge (2n)
wie in I, § 8, Aufg. 6 aus der Folge (z,) hergeleitet und smd



§ 3. Funktionen einer komplexen Verinderlichen. 3

dabei alle Transformationskoeffizienten a@,;=0, so ent-
hilt & auch alle Héufungspunkte ' der Folge (7).

§ 3. Funktionen einer komplexen Veriinderlichen.

1. a) Kann eine fiir | 2 | < 1 definierte stetige Funktion
komplexen Argumentes so beschaffen sein, daf} sie nur im
Nullpunkt differenzierbar ist? — b) Kann eine in einem
Gebiete stetige Funktion f(z) dort ausschlieBlich lings ge-
wisser Linienziige differenzierbar sein?

*2, Kann eine in einem Gebiete (5 definierte Funktion
[(2) so beschaffen sein, daf sie in iiberall dicht gelegenen
Punkten von & differenzierbar und gleichzeitig in anderen
iiberall dicht gelegenen Punkten von & nicht differenzier-
bar ist?

3. Kann eine in einem Gebiete (5 definierte und dort
differenzierbare Funktion f(z) in einem Teilgebiete ®; von
® fiiberall reell sein oder allgemeiner einen konstanten
reellen oder einen konstanten imagindren Teil oder einen
konstanten Arcus oder einen konstanten absoluten Betrag
haben?

4. Die Funktion f(z) sei in | 2| << 1 differenzierbar und
ihre Ableitung f'(z) sei dort beschrinkt. Dann nimmt f(2)
lings | z | = 1 stetige Randwerte an, und diese bilden mit
f(2) zusammen eine in |z | = 1 gleichmiBig stetige Funk-
tion. (Vgl. hierzu I, § 5, Aufg. 8 und 9.)

5. Bs ist }z + 1y

wenn fiir J/2% - 92 der nicht negative Wert genommen
wird und wenn fiir y =0 die Vorzeichen der beiden (groBen)
Wurzeln in der geschweiften Klammer so gewihlt werden,
daB das Produkt dieser Wurzelwerte dasselbe Vorzeichen
wie ¥ hat.
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6. Welche Inkonsequenz gegeniiber anderweitigen Fest-

setzungen iiber Potenzen liegt darin, dall unter e* allge-
)

mein die Summe der Reihe Y ; verstanden wird ?
n=0 N!
2 INg

7. a) Welche Grenzwerte hat die Funktion 6(1—2) , wenn
man sich aus dem Innern des Einheitskreises geradlinig

dem Punkte - 1 nihert?
g

b) Wie verhilt sich e(l—), wenn man sich lings der
Peripherie | z| =1 dem Punkte -}- 1 nihert?

8. a) Die Funktion 2% ist dann und nur dann eindeutig,
wenn ¢ eine reelle ganze Zahl ist.

b) Der Hauptwert der Funktion z¢ bleibt fiir alle 2 der
Ebene seinem Betrage nach unterhalb einer fésten Kon-
stanten.

9. Der fiir |z|< 1 regulire Zweig der Funktion f(2)
= (1 —2), der in z = 0 gleich + 1 ist, hat einen absoluten
Betrag, der fiir |z|<C1 zwischen zwei festen positiven
Zahlen liegt.

*10. Wie verhélt sich die Funktion z3e—i198*¢ in der
log z den Hauptwert bedeuten soll, wenn sich z aus der
(abgeschlossenen) rechten Halbebene her geradlinig gegen
0 bewegt?

§ 4. Integralsitze.

1. a) Kann ein rektifizierbarer Weg so beschaffen sein,
dali er in einem oder in unendlich vielen seiner Punkte
keine Tangente besitzt?

*b) Kann er in iiberall dicht auf ihm gelegenen Punkten
oder gar in allen keine Tangente besitzen ?

*2. Der rektifizierbare Weg f sei durch die Parameter-
darstellung '

r=g), y=p0), s=t=8,



§ 4. Integralsiitze. I

gegeben. Lings £ seien die Funktionen f(z) und o(z) stetig,
dle letztere iiberdies stindig positiv-reell. s sei £ das Bild
von { bei der ;\bbildunﬂ dur(*h s f(z) Wird dann

ff 2)p(e)dt =y - fg(z)dl

gesetzt, so liogt o in jedem I\Unvoxon Polygon, das die
Punkte von f* enthilt.

3. Is sei F(2) eine lings des (abgeschlossenen) Weges £
stetige Funktion von z. Man zeige, dafi der im iiblichen
Sinne verstamlone Girenzwert

im { 315,211 7 | = © 3@ |2

n—>w
stets vorhamlen IR0 (e TS B

4. Ist f(z) eine lings des Weges £ stetige Funktion von

2, s0 ist stets

| [ f@)dz | = O | f@)
wenn das rechtsstehende Integral im Sinne der vorigen
Aufgabe (mit F(z) = | f(z) |) verstanden wird.

0. Wie hiingt das in Aufg. 3 definierte Integral mit den
l\urvvnmtmrrmlen

® [ U( U z, y)ds uml ® [ V(x, y)ds
zusammen, wenn F(z) = U(L, + iV (x, y) gesetzt wird?

6. Man beweise den in I, § b, Aufg.H formulierten
Satz ohne Zerlegung in Reelles und Imaginires durch Be-
nutzung der Cauchyschen Integralformeln.

7.% Die Funktion (2, {) sei definiert, sobald z in einem
(rebiete & und zugleich ¢ auf einem Wege £ der z-Ebene liegt,
der @ mit b verbindet. Iiir alle diese Wertepaare sei uber—
dies F(z, 1) beschrankt, etwa |F(z,{)| << M. Wenn dann
dee. 1)

a) fiir jedes feste 7 auf £ ecine in & regulire Funktion
von z ist und
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b) fiir jedes feste z aus & eine lings I stetige Funktion
von ¢ ist, so wird durch

) fl F(z, tydt = f(2)

eine innerhalb & reguldre Funktion von z definiert, fiir
deren Ableitung die Darstellung gilt:
b

fi(e) = (f)f Fiz t)dl.

[Anl.: Man betrachte das Integral

12 o P D)
= f{ e } i,

[
in dem § eine kleine Peripherie um z bedeutet, und wende
die Methoden aus K I, § 16 an.]

§ 5. Reihenentwicklungen.
1. Es sei & ein abgeschlossenes, besehrinktes Gebiet.

Die Reihe f fu(2) sei gleichmifig konvergent in einer ge-
n=0

wissen Umgebung eines jeden Punktes z, von &, soweit sie
zu ® gehort. Dann ist die Reihe in & gleichmiBig kon-
vergent.

2. Man beweise den Satz K I, § 19, Satz 3, ohne Hilfe
des Satzes von Morera, etwa auf Grund der Cauchyschen
Integralformel und der Sitze K I, § 16.

3. Im AnschluB an K I, § 19, Satz 3, zeige man, daB,
wenn neben der Reihe Xf,(z) auch die Reihe 3| f,(2) | in
jedem &' gleichmiBig konvergiert, dieser Satz 3 dahin
verschirft werden kann, daB auch die Reihen 3 | f7(2) |
bei festem p in jedem &' noch gleichmiiBig konvergieren.

4. Die Funktionen fy(2), fi(2), ... seien in ® regulir

und 201 fu(2) = F(2) sei in jedem abgeschlossenen Teilgebiet
e



§ 6. Reihenentwicklungen. 13

von & gleichmifBig konvergent, aber F(z) nicht identisch
gleich 0. Dann sind die innerhalb von & gelegenen Null-
stellen von /'(z) identisch mit den dort gelegenen Haufungs-
stellen der Nullstellen der Abschnitte
Sn(z) by fO(Z) AP f’n(z)-
5. Die Potenzreihe

Vimes (1 2) 0 = AT 1 e N e . n
flo)=(1—ey= F(—1p (4 o = o
@ |

ist fiir |2z|< 1 konvergent und es ist dort |f(z)| << e
Man zeige iiberdies, dafl
i

e p—n 1)
nby, |~ ( e 7>
| by | o
1

6. Der Hauptwert der Funktion (1 - 2)#ist in der Um-
gebung des Nullpunktes regulir. Man stelle den Anfang
der zugehorigen Potenzreihenentwicklung auf.

7. Im AnschluB an die Aufgabe I, § 10, 1a stelle man
die - vollstéindige Potenzreihenentwicklung der Funktion

Rl ®
f@)=re == X2
n=0

auf und zeige, daB fiir positive o die Vorzahlen ¢, eine
Abschitzung der Form

strebt.

Cp =€ 2)/an(1+ep)

gestatten, in der die ¢, eine Nullfolge bilden.

II. Kapitel.
Singuléire Stellen.
§ 6. Die Laurentsche Entwicklung.

1. In dem von dem geschlossenen doppelpunktfreien
Wege &, begrenzten Gebiete liege der geschlossene doppel-
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punktfreie Weg &,. In dem Ringgebiete &5 zwischen beiden
sei f(z) eindeutig und reguldr. Dann kann

f(2) = 1(2) 4 f5(2)
gesetzt werden, wenn f,(2) eine innerhalb §; und fy(2) eine
auBlerhalb §, (einschlieflich oo) regulire Funktion be-
deutet. Durch diese Zerlegung von f(z) sind iiberdies die
Funktionen f,(2) und fy(2) bis auf eine additive Konstante
eindeutig bestimmt.

2. Man erweitere den Satz der vorigen Aufgabe fiir den
Fall, daB $,; mehrere geschlossene Wege R, &, ..., {4
(m > 2) umschlieBt, die einander nicht treffen noch um-
schlieBen, und dall nun f(z) in demjenigen Gebiete als ein-
deutig und regulir vorausgesetzt wird, das innerhalb ),
aber auflerhalb eines jeden der Wege §,..... 8, liegt.

3. Man entwickle die Funktion

i
A eAe=tfiipaiia s dl
b) V(e —1) (z—2) fiir [2] >2
) |

(‘ —

(z—a) (z—0)

d) diesell(‘ Funktion fiir | 2| >,

fir 0< |a| < |2 <|b],
)10g mrlm,>l

in ihre Laurentschc Reihe.
4. Es sei

\ ol \o P .
9(z) = X a,z" eine ganze Funktion von z,
n=0

1
we) = s elne ganze Funktion von
2

Wo ist die Bunktlon 9(2) - p(2) regulir und wie lautet dort
ihre Laurentsche Entwicklung?



§ 7. Die verschiedenen Arten singulirer Stellen. 15

5 % te 0 e
5. Es seien Y a,2" und X b,2" zweiin demselben

N==—w n == — 00
Kreisringe konvergente Laurentsche Entwicklungen. Wie
lautet die Laurentsche Kntwicklung des Produktes der
durch sie dargestellten Funktionen?
6. Wie lautet die Laurentsche Entwicklung fiir die in
(< | 2| << + oo regulire KFunktion

”v(\z —l-%) 9

§ 7. Die verschiedenen Arten singulidrer Stellen.

1. Was fir eine singulire Stelle haben die folgenden
Kunktionen in z = oo:

N o :
a) - j; A b) V(e—1) (2 —2), ¢) c0s 2 — sin 2,
1
Ty 0 Mecra? 2} cto B\ prat
) ek e) ctg 2, ) eieey
k] i} ) 1—et
sin —— i —?
) \ml——z’ h) WD, i) iie
2. Was fiir eine Singularitdt hat die Funktion
1
ks : 1
a)ie ina =10, b) sin]r};zinz——— J
o) ——= in 7z =2mi, d ; Ak 4
T—e " Bk g v 4y

3. Im Punkte z, habe die Funktion f,(z) eine Nullstelle
x'er Ordnung, die Funktion fy(2) einen Pol fter Ordnung
(x >0, f >0). Was fiir eine Stelle ist 2, fiir eine der Funk-
tionen

fl f2 o

/|;1:/-:v /|f2 'f;, f1 !
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4. Man beweise die Tatsache, daB e* keine Nullstellen
besitzt, mit Hilfe des Satzes 2 in K I, § 33.
H. Welche wesentliche Verschiedenheit besteht zwischen
dem Verhalten der reellen Funktion
1
y=1e = fir 220,
0 50 0l )
1
und der Funktion komplexen Arguments w=¢ # in der
Nihe des Nullpunktes?

6. Die Funktion f(z) habe in #, einen Pol gt Ordnung
(= 1) und sei sonst in dem Kreise & um z, regulir. Unter
welchen Bedingungen sind die Funktionen

Fy(e)=® f f(z)dz und Fy(z) = ® f f(z)dz,
2y
{und.z, == 2, in &),
in der Umgebung von z, eindeutig und regulir, und wie
verhalten sie sich in solchem Falle in z,?

7. Es sei f ein beliebiger beschriinkter Weg (geschlossen
oder offen) und ¢(2) eine lings f definierte und dort stetige
Funktion. Dann ist (s. K1, § 16)

=g | 2

auBlerhalb eines hinreichend groBen Kreises & um 0 ein-
deutig und regulir. Wie verhilt sich f(2) in 2 =o0 ?

8. Es sei f(2) fiir |2z| > R eindeutig und, von 2z == oo
etwa abgesehen, auch regulir. Unter welchen Bedingungen
ist dort auch die Funktion

F@&) =07 1(0)a
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eindeutig und reguléir, wenn 2, und f in |2z | > I liegen?
Und was folgt aus dem Verhalten von f(2) in oo iiber das-
jenige von F(z) in oco?

9. Man beweise den Riemannschen Satz K1, § 32,
Satz 3 ohne Benutzung der Laurentschen Entwicklung
direkt mit Hilfe der Darstellung

/(8 1 &) [ (¢
Teeil T RRGRR T 4
271 —z 2 [—z
in der ®, und &, zwei passende Kreise um z, bedeuten und
z im Ringgebiete zwischen beiden liegt.

10. Man beweise den Casorati-WeierstraBschen Satz
W [@)—c|<e (s. KI, §28, Satz 5), indem man die
A LT R R Ml s 4
entgegengesetzte Annahme ”\f(z) i lé _é& mit Hilfe
des nach der vorigen Aufgabe bewiesenen Riemannschen
Satzes als unzulissig dartut.

*11. Die Funktion w == f(z) habe in z, eine wesentlich
singuléire Stelle; dann gibt es in jéder Nihe jeder kom-
plexen Zahl ¢ eine andre Zahl a, so daB f(z) in der Um-
gebung von z, unendlich viele a-Stellen hat.

§ 8. Residuensatz, Nullstellen und Pole

1. Mit Hilfe des Satzes von Rouché in K 11, § 11, S. 97,
beweise man den Fundamentalsatz der Algebra, indem man
99(2) =0 e ayz R i ”‘n—lzn—l und f(Z) i anzn: (an:*: 0)7
setzt und fiir € einen Kreis mit hinlinglich groBem Radius
wihlt.

2. Der Satz ,,Wenn die ganze rationale Funktion
¢(2) lauter reelle Wurzeln hat, so hat auch ihre Ableitung
¢'(2) lauter reelle Wurzeln (vgl. § 1, Aufg. 3) gilt nicht
fiif gaitmg transzendente Funktionen. Man belege diese

‘ ' durch ein Beispiel.
. A nopp, § Funktionentheorie. 1II. 2
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3. Man bestimme die Residuen von
1
a) ~— inz=kr, b=0,+1,42,...,
) sin z \ 2 +1x

A
&

b) (z—1)(z—2)2 inz=+1 und 2=+ 2,
¢) (e Zl)rg’(z i éz) i einnds g =iz ) (0 ek 0 et
ganz),

1
; T !
d)'tg'2 inde =gy = 5 + ke, e) e? in g=0,

1
ise! | ?
B es i g s ) b 2= 2k,

4. Die Funktion f(z) habe in 2, eine Nullstelle at¢* Ord-
nung. Welches iS't das Residuum von

10 @
Ty " PO,

in z,, wenn ¢(z) eine beliebige in z, reguldre Funktion be-
deutet? Wie lautet die Antwort, wenn f(2) in 2, einen Pol
A Ordnung hat?

b. Im Anschluff an die vorige Aufgabe bestimme man
den Wert und die Bedeutung der Integrale

1) 1@ f'@)
2m' f( dz und f( f()dz

~wenn beziiglich f(z) und € die Vordussetzungen des Satzes 2
oder die des Satzes 3 aus K I, § 33, gemacht werden.

6. In 2, seien f(2) und ¢(z) regulir, es sei f(z,)=F 0.

withrend g(2) in z, von der zweiten Ordnung verschwindet,

)

Welches Residuum hat --¢ im Punkte %,? Wie lautet die

: 9(2)
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Antwort, wenn ¢(z) in z, von der dritten Ordnung ver-
schwindet ?

7. Man hbestimme mit Hilfe des Residuensatzes die
Integrale

@) [t g !
a) / de, falls € der Kreis |z | =1 ist,
z

h) (@)ftgmdz, falls € der Kreis '|2z|=mn, n=1, 2,
ks aRt

(©)
j Z) < de
G—2)(c—2g)...(6—2)

falls € der Kreis | z | = R ist und unter der Annahme, dal
die z, voneinander verschieden und alle | z, | << R sind und
daf} f(z) in | z| = R eindeutig und regulér ist.

BN el () = fﬁf o G
+ bl i "‘I‘ bk
nale Funktion mit reellen Vormhlen, deren Nenner fir
keinen reellen Wert von z verschwindet, wéihrend der Grad
des Nenners den des Zihlers um mindestens zwei Ein-
heiten iibertrifft (a,, =0, by==0, k= m -} 2). Dann ist
das reelle Integral

- cine ratio-

}7f(w) dw

konvergent und gleich 2777 mal der Summe S der Residuen
der in der oberen Halbebene gelegenen Pole von R(z).

0. Im Anschlub an I, § 7, Aufg. 5 und 6 zeige man, dal

J = de = —

o ”m <
O 2

ist. |Anl: Das erste und dritte der dortigen Integrale er-

Fsin 2 7

geben zusammen
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v g
e8I

2 f d:c.\
S0

*10. Unter Verwertung des reellen Integrals f e—dt
0

=} fe~*u"tdu=3I'@=14Vn ¢ K11, §86, 3.
o :
Beispl., (6)) berechne man die Fresnelschen Integrale

.fcos (#)dt = fsin ()dt = i l/” o
0 0 2y 2

indem man die ganze Funktion e~ iiber den geschlossenen
Weg € integriert, der von 0 geradlinig nach + R, von hier

lings | 2 | = R zum Punkte 2, = Re * und von hier gerad-
linig zuriick mach 0 fihrt. (Man liBt dann RB— -+ oo
streben.)

III. Kapitel.
(ranze und meromorphe Funktionen.

§ 9. Unendliche Produkte. WeierstraBscher
Produktsatz.

1. Es soll die Konvergenz und der Wert der folgenden
Produkte mit konstanten Kaktoren festgestellt werden:

o 1 ® /[ 9
W (14 736{?2“)) v J1(1— Tl
% anil 2.0 ok
O oL wo7 B g e

2. Die reellen Zahlen 9, sollen fiir jedes n == 1,2,3,. ..
der Bedingung 0 < 4, <C 1 geniigen, sonst aber ganz be-
liehig sein. Dann ist die Reihe
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’b\l _l_ [192 (1 i ﬂl)] '*— 4— [071(1 e 7)1 (] ST ")n—l)] +

stets konvergent.

3. Der Satz 4 in K II, § 2, soll a) mit, b) ohne Benutzung
der Exponentialfunktion bewiesen werden.

4, Es sei Y | a,|* konvergent. Dann sind die beiden
Reihen Ya, und X log (1 - a,), bei denen alle a,= —1
angenommen sind und unter log der Hauptwert verstanden
werden soll, entweder beide konvergent oder beide diver-
gent. Im ersten Falle ist die Konvergenz entweder bei
beiden eine absolute oder bei beiden eine bedingte.

b. s soll das Gebiet der absoluten Konvergenz der
folgenden Produkte mit verinderlichen Gliedern festgestellt
werden:

a) 11(1 _2): b) ﬁ'(.l LY

n=1

) H (1 4 ¢y2), wenn A | ¢, | konvergiert;
n=

n=0
1
Q) H(1 i ) 0 n(l« -
n=1 e
wenn hierin p allt, Primzahlen durchléunft.
oy B el < 1Rt
) L+ A+ AA 4=y

1—z
1

b G-
(Vel. K 1L, § 2, Satz 0.)
7. Die Funktionen f,(2), n=1,2, ..., seien im Kreise
| 2| < r reguliir und ' | f,(2) | sei in jedem kleineren Kreise
| 2| = o<1 gleichmiiBig konvergent, so da (nach K II,
§ 2, Satz 7)
F(z) = II (1 + (@) = ZA;Z’

n=1

= (L2421 +2). . ..
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eine fiir |z |<Cr regulire Funktion ist. Setzt man nun

fi(2) = Y‘a(,"’z, also

If‘(z) = 5] Ayt f[ (1 4 af” + afMz +- - - 4,
4=1 n=1 :

so wird behauptet, dalf die Reihe 3 4;2* auch durch glied-
weises Ausmultiplizieren des letzten Produktes gewonnen
werden kann, d. h., daB, wenn

(*) Py(z) = I[ 1+ 1) = 2 AP2

eesetzt wird, fiir J(‘d(‘b Areage (] L 2
lim A" = 4

]

p
ist.
8. Auf Grund des Satzes der vorigen Aufgabe multipli-
ziere man das Produkt
(o) 22
sinmz=mz: Il (1 - 2)
n=1 n
gliedweise aus und vergleiche das Ergebnis mit der Potenz-
reihe fiir sinzrz, — wenigstens hinsichtlich der Koeffizienten
von 23 und 25,
9. Auf Grund des Satzes in Aufgabe 7 entwickle man
die folgenden Produkte in eine Potenzreihe:

a) IwI (1 + ¢y2) = s C,z’, falls 3| c,| konvergiert;
n=1 y=0

k) (2 == .ﬁ1 (1 4= g?r—1g) = za]‘) Ay, Talle | geli=<aihs

Anl.: Es ist f(2) = (1 -+ ¢2) f(¢®2), woraus sich durch
Koeffizientenvergleich Rekursionsformeln ergeben.

L R0 Cn - »
c) ”111(1. + ¢,2) (1 + é) = D2,
falls 3 | ¢, | konvergiert;
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2n—1 4 o0
W) e = 11 1+ 19 (140 ) = B,

;Llls [igale=ills
Anl.: Es ist F(z) = gzF(¢*z), woraus sich durch Koeffi-
zientenvergleich wieder Rekursionsformeln fiir die B, er-
geben, vermége deren By, By, ... sich durch B, ausdriicken
lassen. Es wird B, = ¢"* - By. ' Aus ¢* - By= A4, + 4; 4,1
-+« -, was wie bei ¢) erhalten wird, ergibt sich schlieBlich
A4,

By durch By = lim .
P 00 ]l

1ol

*e) ﬁ1 (1—2"). Anl: Man ersetze in d) z durch -— z*
n=

und ¢ durch z, Pl
10. Aus dem sin-Produkt leite man her:
V2=t 444001
D YB=2-g-4-530 01 -
11. Man stelle Produktentwicklungen fiir die folgenden
ganzen Funktionen auf:
a) e¢—1; b) e — e#; ) COSTTZ;

s

0. .

{i'y

=

|

14
13
P S ST
Th

P ope

d) sinzz — sin 7wz} @) COS 712 — C0S 712

#12. Man beweise die folgende Ubertragung des Weier-
straBschen Produktsatzes auf das Gebiet des Kinheits-
kreises:

2y Zgy -« s Zny + - - SeL eine beliebige Folge verschiedener
innerhalb des Einheitskreises gelegener Punkte, die inner-
halb des Kinheitskreises keinen Hiufungspunkt haben
(sondern also nur auf dessen Peripherie), und es sei oy,
Kgy « + + Oy « + - €i00 Folge beliebiger positiver ganzer Zahlen.
Dann 1éBt sich stets eine Funktion f(2) konstruieren -
und zwar in einer dem Weierstrafischen Produkt genau ana-
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logen Form —, die im Einheitskreise regular ist und die
dort genau an den Stellen 2z, (und keinen andern) Nullstellen
der Ordnung «,, hat.

Wegen weiterer Verallgemeinerung auf behdnge Gebiete
an Stelle des Einheitskreises vgl. § 11, Aufg. 7.

13. Man bilde mit Hilfe des in der vorigen Aufgabe for-
mulierten Satzes Funktionen, die den Einheitskreis zur
natiirlichen Grenze haben, aber im Innern desselben reguléir
sind.

§ 10. Ganze Funktionen.

1. Eine ganze Funktion, die jeden Wert ein und nur
einmal annimmt, ist eine ganze lineare Funktion.

2. Die inverse Funktion zu einer ganzen Funktion kann
nicht wieder eine ganze Funktion sein, auBer wenn es sich
um eine lineare Funktion handelt.

3. Der Liouvillesche Satz, daB eine beschriinkte ganze
Funktion g(z) eine Konstante ist, soll ausschlieBlich mit
Hilfe der Potenzreihenentwicklung der ganzen Funktionen
(also ohne Benutzung der Cauchyschen Integralformel, wie
sie in K I, § 28 herangezogen wurde) bewiesen werden.

9(2) — 9(z0)

Anl.: Man betrachte den Quotienten ¢,(2) = o
kg
fiir groffe z und verwende den Satz 5 in K I, § 20.

4. Gibt es ganze transzendente Funktionen g(z), fiir die
auf jedem Halbstrahl aus dem Nullpunkt | g(z) |- 400
strebt?

5. Die Funktion f(2) sei in z, regulir. Wenn dann die

Reihe ,Z,’ [™)(z,) konvergiert, so ist f(2) eine ganze Funk-

tion und die Reihe 2 f™(2) konvergiert fiir jedes z.

n=0
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6. Es lassen sich ganze Funktionen angeben, die an
gegebenen Stellen 2;,2,,...,2,,..., wofern diese sich
nirgends im Endlichen hédufen, gegebene Werte wy, w,, . . .,
Wy, . . . annehmen.

7. Es seien x == 0 und f beliebig gegebene reelle Zahlen.

4
Dann gibt es stets eine ganze Funktion ¢(z) = 2:) a4y 2" mit
n=

reellen, rationalen Vorzahlen a,, so dal g(x) =g ist.

8. Die in der vorigen Aufgabe ausgesprochene Behaup-
tung bleibt auch richtig, wenn das Wort ,,reell an beiden
Stellen gestrichen wird.

9. Das Maximum des Betrages | g(2) | einer ganzen Funk-
tion g(¢) im Kreise |2z | = r wird nach K1, § 20, Satz 5,
in gewissen Punkten des Randes | z| = r erreicht. Dieses
Maximum werde mit M(r) bezeichnet. Man zeige, dal
M(r) nicht nur eine monotone, sondern auch eine stetige
Funktion der reellen Verdnderlichen r ist.

10. Man stelle die in der vorigen Aufgabe definierte Funk-
tion M(r) fiir die ganzen transzendenten Funktionen 2,

? 2
sin 2, cos 2, her.

sin
Vz
*11. Man zeige an Beispielen, daf} die in der zweitletzten
Aufgabe definierte Funktion M(r) keine analytische Funk-
tion der reellen Veréinderlichen » zu sein braucht.

§ 11. Teilbruchreihen. Mittag-Lefflerscher Satz.

1. Man stelle die Mittag-Lefflersche Teilbruchzerlegung
fiir die folgenden meromorphen Funktionen auf:
T e
a) tg 2 oder etwas bequemer 5 tg 5
7 7

Lo
BlESe" oder s e s
sin 2 sin 71z COS 712
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| 7
d) — ) i,
‘el €08 712 — SIN 72

2. Man fiihre die in K I1, § 6, S. 44/45 angedeutete Her-
leitung des WeierstraBschen aus dem Mittag-Lefflerschen
Satze vollstindig durch.

3. Gilt der Mittag-Lefflersche Satz in der KI1I, §4,
5. 37, formulierten Gestalt auch dann noch, wenn die vor-
geschriebenen Hauptteile 4,(z) unendlich viele negative
Potenzen von (z-—2z,) enthalten diirfen? Ks wiirde sich
dann nm Funktionen handeln, die in der ganzen Ebene nur
isolierte singuldre Stellen haben, und um die Frage, ob an
jeder dieser Stellen der absteigende Ast der zugehérigen
Laurent-Entwicklung vorgeschrieben werden kann, und ob
bzw. inwieweit eine solche Funktion dadurch bestimmt ist.

4. Darf — bei der Fragestellung der vorigen Autgahe —
auch an allen oder einigen oder einer der Stellen ein An-
fangsstiick des aufsteigenden Astes oder gar der ganze auf-
steigende Ast der Laurent-Entwicklung vorgeschrieben
werden ?

5. Man iibertrage den Mittag-Leftlerschen Satz (ihn-
lich wie in § 9, Aufg. 12, den WeierstraBschen) auf den Ein-
heitskreis, beweise also den Satz: Sind 2g, 25, ...,2,. ..
irgendwelche Punkte, fiir die |z, |<< 1, aber |z, |1 gilt,
sind die h,(2) irgendwelche Hauptteile (mit endlich oder
unendlich ' vielen negativen Potenzen), so gibt es stets eine
Funktion M(z), die fiir |z| <1 eindeutig und, auBer an
den Stellen z,, auch regulir ist und die an den Stellen z,
selbst isolierte singulire Stellen mit &,(z) als absteigendem
Ast der Laurent-Entwicklung hat.

6. In Verallgemeinerung des Mittag-Letflerschen Satzes
und desjenigen der vorigen Aufgabe beweise man den folgen-
den Satz: Ks sei It eine unendliche Punktmenge, die nur
aus isolierten Punkten besteht und daher abzihlbar ist
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(Beweis?). Es seien &, 2y, .. ., 2,,. .. ihre Punkte und "
die Menge der Hiufungspunkte von . Jedem Punkte z,
sei ferner ein Hauptteil 4,(z) zugeordnet. Dann liBit sich
dhnlich wie beim Mittag-Lefflerschen Satz und bei dem der
vorigen Aufgabe eine unendliche Reihe aufstellen, die fiir
jedes 2z, das weder zu It noch zu M’ gehort, konvergiert.
Diese stellt iiberdies in jedem Gebiete & der z-Ebene, das
keinen Punkt von I’ enthilt, eine eindeutige analytische
Funktion dar, die in & iiberall regulir ist, auffer in den dort
gelegenen Stellen z,, wo die Funktion singulire Stellen mit
den Hauptteilen %,(z) besitzt.

*7. Aus dem Satz der vorigen Aufgabe leite man eine
analoge Erweiterung des Weierstraschen Produktsatzes
her und formuliere den dadurch gewonnenen Satz.

8. Haben 9t und I dieselbe Bedeutung wie in Aufg. 6
und sind w,, w,, . . . irgendwelche komplexe Zahlen, so 1t
sich stets ein Ausdruck hinschreiben, der in jedem nicht zu
M und MM’ gehorigen Punkte z einen bestimmten Wert hat
und der in jedem Gebiete (5 der Ebene, das keinen Punkt
von MM’ enthilt, eine reguldre analytische Funktion dar-
stellt, die in den zu & gehorigen Punkten 2, den Wert w,
hat.

9. In Erweiterung des in der vorigen Aufgabe genannten
Satzes beweise man den (in gewissem Sinne diesen ganzen
Fragenkreis abschlieBenden) Satz, dafl der in Aufg. 6 for-
mulierte Satz auch dann noch gilt, wenn die dort vorge-
schriebenen Hauptteile /,(2) noch je eine bestimmte Anzahl
Glieder mit nicht-negativen Potenzen enthalten und also
die Form

By

3 ), )

H,(2) 2 (e 2)
k=0

haben diirfen, bei der die 8, gegebene nicht-negative ganze

Zahlen sind,
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§ 12. Meromorphe Funktionen.
1. Die Folge der Funktionen

n!n?

e+ 1)@ +2)- (24 n)
ist in jedem beschriinkten abgeschlossenen Gebiete, das
keinen der Punkte 0, — 1, — 2, ... enthiilt, gleichmadBig
konvergent (natiirlich gegen I7(2)).

2. Es seien 2, und 2, zwei beliebige von 0, — 1, —2, ...
verschiedene Zahlen und 2 == 2,. Unter welchen Bedin-
gungen ist

gn)i= s U

lim ale + 1) (zl+ 5
—>® 22(2‘2 + 1) (22 i '"/)
vorhanden und welchen Wert hat dann der Grenzwert?
3. Die sogen. Fakultdtenreihe

n!an
M= 2 s T
ist in genau denselben Punkten der z-Ebene konvergent
wie die Dirichletsche Reihe

0= 2%

wofern die Punkte 0, — 1, — 2, ... auBer Betracht gelassen
werden.

4. Die beiden in der vorigen Aufgabe genannten Reihen
sind auch in genau denselben Gebieten der z-Ebene gleich-
miBig konvergent, wofern diese abgeschlossen sind und
keinen der Punkte 0, —1, —2, ... enthalten.

5. Die in den vorangehenden Aufgaben genannten beiden
Reihen sind auch in genau denselben (von 0, —1, —2, ...
verschiedenen) Punkten der z-Ebene absolut konvergent.

6. Bedeutet py, Py, . - +, P, - . - €ine ganz beliehige Folge
positiver ganzer Zahlen, so ist der Grenzwert

’
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,}Lﬂ;{(l e + 1) (1 i ;~2> (1 i + p;)}

P
dann und nur dann = 1, wenn “"— 0 strebt.
n

7. Geniigt 2 = @ + vy der Bedihgung z=—1,y=2,
s0 ist
|

K
pacy
wobei A eine feste (von z unabhingige) positive Konstante
bedeutet.
*8. Man entwickle die Riemannsche -Funktion fiir die
Umgebung der Stelle -2 in eine Potenzreihe

() = 3 (—rbale— 2

und beweise die Beziehung b, — 1. Was folgt hieraus iiber
den Charakter der Stelle 4 1 fiir die {-Funktion?

9. Man zeige, daB fiir die in der vorigen Aufgabe de-
finierten Vorzahlen b, die Abschitzung

A
|bn—1l<‘2n

< Alog|z],

gilt, in der A eine von n unabhingige Konstante bedeutet.
Was folgt hieraus iiber die genauere Natur der Stelle - 1
fiir die {-Funktion?

IV. Kapitel.
Periodische Funktionen.

13. Einfach-periodische Funktionen.
*1. Bine (nicht konstante) eindeutige analytische Funk-
tion kann nicht die Perioden 1 und J/2 haben.

2. Eine (nicht konstante) rationale Funktion kann nicht
periodisch sein.
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3. Hat f(z) die primitive Periode 1 (es ist f(z) dann
sicher keine Konstante) und zeigt f(z) ein gewisse; Ver-
halten, wenn z so — oo riickt, da} dabei J(2)-» - co (oder
- — oo) strebt, so sagt man kurz, daB f(z) jenes Verhalten
am oberen (bzw. unteren) Ende des Periodenstreifens
zeige. Kiir die Funktionen f(z) der in K II, §8, S. 65,
definierten Klasse gilt dann der Satz:

Ist f(z) im Periodenstreifen reguldr, so kann es nicht an
beiden Enden beschrinkt bleiben.

4. Bleibt eine der in der vorigen Aufgabe genannten
Funktionen f(z) am oberen (unteren) Ende des Perioden-
streifens beschriinkt, so strebt f(z) dort sogar einem be-
stimmten Grenzwerte zu. Ks ist dann sinngemaf zu sagen,
daB f(z) an jenem Ende des Streifens diesen Wert annehme.
Wie ist unter diesen Umstinden die Ordnung zn definieren,
mit der f(z) an einem Streifenende den Wert ¢« annimmt?

0. Bleibt eine der in Aufg. 3 genannten Funtionen f(2)
am oberen (unteren) Knde des Streifens nicht beschrinkt,
so strebt f(z) dort — co. Es ist dann sinngemil zu sagen,
daB f(z) an jenem Ende einen Pol besitze. Wie ist unter
diesen Umstinden die Ordnung eines solchen Poles zu
definieren? y

6. Eine jede der in Aufg. 3 genannten Funktionen f(z)
nimmt im Streifen (einschlieflich seiner Knden) jeden Wert,
auch den Wert oo, bei richtiger Zihlung gleich oft an.

7. Eine Funktion mit der primitiven Periode -- 1 gehort
dann und nur dann zu der in Aufg. 3 genannten Klasse von
Tunktionen, wenn sie im Streifen, einschlieBlich seiner
Enden, keine andern Singularititen als Pole besitzt.

§ 14. Doppelt-periodische Funktionen.

1. Es sei das durch das primitive Periodenpaar w, o’
bestimmte Periodengitter einer doppelt-periodischen Funk-
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tion vorgelegt. Man gebe simtliche primitiven Perioden-
paare an.

2. Sind 2,2, ...,2, die Nullstellen oder allgemeiner
die ¢-Stellen einer elliptischen Funktion f(z) im Perioden-
parallelogramm, cine jede so oft gesetzt, wie es ihre Viel-
fachheit verlangt; sind &y, &y, . . ., &1 ebenso die Pole, so ist
Xz, — 3¢, gleich einer Periode der Funktion.

3. Ist f(2) eine ungerade elliptische Funktion und o
eine ihrer Perioden, so ist $@ entweder eine Nullstelle oder
ein Pol von f(z), und zwar notwendig von ungerader
Ordnung.

4. Auf welches Gebiet der w-Ebene wird das Fundamen-
talparallelogramm eines durch (w, ') bestimmten Parallelo-

2mi
grammnetzes der z-Ebene durch w==¢® g abgebildet ?
Und auf welches Gebiet der Streifen, der aus dem Funda-
mentalparallelogramm durch die Translationen (k' ')
entsteht ?

0. Jede eindeutige Ifunktion f(z) mit der primitiven
Periode & kann nach K 11, § 8, Satz 1, als eindeutige Funk-

2ni
tion (&) von ¢ =e w’ aufgefaBlt werden. Was bedeutet
es dann fiir ¢(¢), wenn f(z) eine doppelt-periodische Funk-
tion mit dem primitiven Periodenpaar (w, ') ist?

6. Ist e¥® eine elliptische Funktion ?

7. Ist @ positiv-reell und o’ positiv-imagindr, so ist
#| 3o, o) aut dem Rande des Fundamentalparallelo-
gramms und auf dessen Mittellinien reell. Auf welches Ge-
biet der w-Ebene wird in diesem Falle das Fundamental-
parallelogramm  durch w = @(z | jo, lo')  abgebildet?
Anl.: Man untersuche den Werteverlauf von p(z) auf dem
Rande des bei 0 liegenden Viertels des Fundamentalparallelo-
gramms.

8. Fiir die Summen
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i
fy= I p=3,4,5,
" /.,zk (kow+EwHm X i
beweise man die Relationen

) Bo e () SRS S ) D

b) 83 = %s3.

9. Die Funktion w = p(z| o, $o’) geniigt (s. KII,
§ 9, Satz 9) der Differentialgleichung

w2 = dwd — ggw — g,
mit ¢, = 60 s;, g3 = 140 55, wenn s, die in Aufg. 8 ange-
gebene Bedeutung hat. Man zeige, daff die Wurzeln der
kubischen Gleichung

4P — gt — g3 == 0
die Werte p(iw), pGo’), p(i(@ + o) haben und von-
einander verschieden sind.

10. Im Anschluf an K II, § 9, Satz 10, und an Aufg. 2
zeige man, daf sich jede elliptische Funktion f(z) als ,,0-
Quotient™, d.h. mit Hilfe der zum gleichen Perioden-
parallelogramm gehdrigen o-Funktion in der Form

{ oz—2z)a(z— 2) - -+ oz —21)
" oe—C)ole—Cy) - ale—La)
darstellen 1aft.

V. Kapitel.
Analytiseche Fortsetzung.

§ 15. Verhalten von Potenzreihen auf dem Rande
des Konvergenzkreises

L. Die Potenzreihe h(z) = 2 byz"habe den Radius 7==1,

es sei b, >0 und b, dlvergent und sie stehe zu der Potenz-

reihe f(2) = Zanz" in der Beziehung, daB-—*q strebt.

n=0
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Dann gilt die Behauptung: Ya,2" hat einen Radius »" = 1,
und wenn z radial — -~ 1 strebt, so ist auch

- @)

lim W q.

*2. Gilt bzw. unter welchen zusitzlichen Bedingungen
gilt der in der vorigen Aufgabe formulierte Satz auch noch,
wenn sich die Variable wie bei I, § 11, Aufg. 9, in einem
Dreieck 2,2,1 bleibend, gegen -+ 1 bewegt?

3. Mit Hilfe des in Aufg. 1 und 2 formulierten Satzes
beweise man noch einmal den Abelschen Grenzwertsatz

aus I, § 11, Aufg. 10, indem man h(z) : -ii——- und

1
@) = T 724‘%2" = 282", Sp= Gg+ Oyt -+ g,

setzt.

4. Mit Hilfe des in Aufg. 1 und 2 formulierten Satzes
beweise man die folgende Erweiterung des Abelschen Grenz-
Wertsatzes Haben die Vorzahlen @, der 'Potenzreihe
P(z) s Z‘anz" die Eigenschaft, dal, wenn ay+a, 4« 4 a,,

n=0
= 8, gesetzt wird,
M S AN B Y
n+41

strebt, so strebt auch F(z)—s, falls z in einem Dreieck
%21 (vgl. Aufg. 2) gegen -+ 1 riickt.

5. Wenn 2 radial (oder, wie bei Aufg. 2, innerhalb eines
Dreiecks 2,2,1) gegen - 1 strebt, so strebt dabei

a) (1 —z4A—2 4216 — 4 .. 1
b) Yl—z(+2+A+2 4. )} Vn
g) = 1 (24 20 4 o2#* 4 20" - )
b L log v
°1—z (p= 2, ganzzahlig),

Knopp, Funktionentheorie. II. 3
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d) (1 —2z)pt+l (242722 4 3222 - - - )= 1'(p -+ 1)
(p > —1, beliebig).

o
6. Die Potenzreihe f(2)= 3 a,2" habe den Radius 1 und
n=0

sei in z= 41 konvergent: ay~ da; + - -+ dp =8~ 8
Ist diese Konvergenz so stark, daB noch J/n - (s, — s)—0
strebt, so strebt (vgl. Aufg.3) auch dann noch f(z)—- s,
wenn z innerhalb der Ellipse

y2
#+==1 O<a<l),
(54

bleibend gegen - 1 riickt.
7. Die beiden Reihen
i iy S z8++
f1(z)"z+§——§+g+*7*—4 ¥
i N R s
fz(z)—5+§—é+g+7*z++'- "
von denen die erste eine gewéhnliche Potenzreihe, die zweite
dagegen eine Umordnung einer solchen ist, sind offenbar
fiir | 2| <1 und fiir z= -+ 1 konvergent. Welche Werte
haben die Reihen in z = - 1 und welche Grenzwerte haben
die fiir |z | << 1-dargestellten Funktionen, wenn z radial
- - 1 strebt?

i
8. Die Funktion (1-—2)-sin (log léz)’ bei der der

log den Hauptwert bedeuten soll, liit sich fiir | 2| << 1 in
eine Potenzreihe entwickeln. Man zeige, dafi diese Reihe
fiir | z| =1 noch absolut konvergiert.

§ 16. Analytische Fortsetzung von Pdtenzreihen.
1. Es soll die Mehrdeutigkeit der durch die Potenzreihe
® N
Be) = 2 —

n=1MN
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definierten Funktion dadurch festgestellt werden, dafi man
die Reihe im negativen Sinne um den Punkt -1 herum
bis zur Riickkehr nach 0 gemiff K I, § 24, analytisch fort-
setzt — und zwar ohne irgendwelche Kigenschaften der
durch ‘P(z) definierten Iunktion als bekannt vorauszu-
setzen. (Vgl. K1, S.101, Fig.8.) — Anl.: Die Punkte
2, 2y, ... wahle man auf dem Kreise |2—1|=1, und
zwar in den Icken des ihm einbeschriebenen reguliren
p-Ecks (p > 6), dessen eine Ecke in 0 liegt. Es ist dann
2"7"‘:

z,=1—2z P »=1,2,... p, und die nach p Schritten
gewonnene 1 ntwwklung um z, = 0 unterscheidet sich nur
dadurch von 9B(z), daff eine Konstante additiv hinzuge-
kommen ist. Dal diese = 274 ist, findet man sofort, 'indem
man p - -- co streben liaBt.

2. Von der Potenzreihe [(2) = Xa,z" weill man, dafl die
durch sie dargestellte Funktion f(z) auf dem Rande des
Konvergenzkreises nur eine singulire Stelle z, hat, und
daff diese ein Pol erster Ordnung ist. s soll gezeigt werden,
dafi dann

U [

n
—2, und also | —— -7,
Upt1 [ Apt1

den Radius der Potenzreihe, strebt.

[}
3. Die Potenzreihe P(z) = 3 a,2" ! habe den Radius 1.
n=0
Man setze 2:1 5 R entwickle jedes Glied a,z7+! nach
Potenzen von £ und ordne die entstehende Doppelreihe
nach Potenzen von £ zu der Potenzreihe $B,(5). Wie lauten
die Koeffizienten von ,(&) und welehen Wert hat dem-
gemdB, d. h. nach dem Cauchy-Hadamardschen Satze, der
Radius derselben? (Vgl. hierzu § 2, Aufe.3b.) Wie liBt
sich andrerseits der Radivs von 9%,(£) aus den analytischen
3*
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Eigenschatten von f(z) ablesen? Welchen Wert hat er da-
her mindestens und welchen Wert hochstens?

4. Wie lautet unter den Bedingungen der vorigen Auf-
gabe die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
daB die durch ®(z) in |z | <1 dargestellte Funktion f(z)
in 4 1 reguldr ist?

5. Man zeige mit Hilte der Betrachtungen der beiden
vorangehenden Aufgaben, dali die durch die Reihen

o» o0 zn,»}' 1
2 (=gt und ¥ (—1)»
n=10 n=0 n —+- 1

dargestellten Funktionen in - 1 regulir sind.

6. Mit Hilfe des nach Aufg. 4 aufzustellenden Kriteriums
beweise man noch einmal den Satz aus I, § 11, Aufg. 3.

7. Man erweitere den in der vorangehenden Aufgabe
nochmals behandelten Satz aus I, § 11, Aufg.3 zu dem
folgenden Satz: Hat die Potenzreihe f(z) = Xa,z" den
Radus 1 und gilt das Gleiche von der Potenzreihe ¢(2)
= Y, 2", fiir die o, = N(a,) ist, und ist stets «, = 0, so
ist -+ 1 eine singulére Stelle der durch X'a,z" dargestellten
Funktion f(2).

§ 17. Analytische Fortsetzung beliebig gegebener
Funktionen.

1. Ist die reelle, in —oo << @ << - 0o definierte Funk-
tion F(z) = J/a* = | | ins Komplexe fortsetzbar?

2. Ist die reelle in — 1 << z<C + 1 durch

e
f(z) :ic " fiir x==0
0 gy L= 0} i

definierte Funktion ins Komplexe fortsetzbar? (Man be-
achte, daf} f(z) in jedem Punkte des Definitionsintervalles
stetige Ableitungen aller Ordnungen besitzt! Vgl. § 7,
Aufg. 5.)
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3. Bedeutet ¢y, ¢4, ..., gy ... eine HKolge positiver
ganzer Zahlen, die séimtlich = 2 sind, so stellt die Reihe
o 241 On

i
=0l — 20001+ 0n
eine fiir | z | << L regulire,aber iiber den Einheitskreis hinaus
nicht fortsetzbare Funktion f(2) dar. (Vgl. I, § 11, Aufg. 4
und b.) :

4. Die Funktion f(z) sei in einer Umgebung des Null-
punktes reguléir und es sei dort

(*) [(22) = 2 f(2) - ['(2)-

Dann ist f(z) iiber die ganze Ebene fortsetzbar, also eine
ganze Iunktion. (Vgl. f(z) =sinz.) — Welche KEigen-
schaft der rechten Seite von (*) ist bei dieser Behauptung
allein wesentlich ?

b. Die Funktion f(2) sei fiir $H(z) > 0 regulir und geniige
dort der Beziehung

(t) [z +1) =2 {(2);
und es sei f(1)== 0. Dann ist f(2) eine meromorphe Funk-
tion, deren einzige Pole in 0, —1, —2, .. . liegen und von
der ersten Ordnung sind. — Welche Residuen hat dort
f(z)? (Vel. die Funktion 1'(z).)

*6. Man beweise folgende Ergianzung des Riemannschen
Satzes (K I, § 32, Satz 3): Ist f(2) in @ stetig und, von den
Punktes eines in & gelegenen Streckenzuges w etwa ab-
gesehen, auch differenzierbar, so ist f(z) notwendig auch
in diesen Punkten regulir. (Die Endpunkte von v diirfen
atioh auf dem Rande von (5 gelegen sein.)

7. Die beiden Gebiete ¢ und &, migen lings des
Streckenzuges v zusammenstofen, d.h. die Punkte von
v seien fiir beide Gebiete Randpunkte, im iibrigen aber
®, und &, ohne gemeinsamen Punkt. f,(2) sei in ®;, f,(2) in
®, reguliir. Wenn dann (vgl. 1, § 5, Aufg. 8) f, und f, liings
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iv dieselben Randwerte annehmen, so sind sie voneinander
analytische Fortsetzungen.

n
8. Das durch die Potenzreihe 2% dargestellte Funk-

tionselement f(z) liBt sich, im Sinne des Monodromiesatzes
(K I, § 2b) lings jedes Weges in dem Gebiete 1<<|z2—2 | <3
fortsetzen. Trotzdem erzeugt es keine eindeutige Funktion
in diesem Gebiete. Bedeutet dies einen Widerspruch zum
Monodromiesatz?

9. Man zeige durch ein Beispiel: Wenn, unter den all-
gemeinen Voraussetzungen des Monodromiesatzes (K I,
§ 2D), f(2) zwar nach jedem andern Punkte 2, von ¢ fort-
gesetzt werden kann, jedoch nicht lings jedes, sondern
nur lings geeigneter Wege, so braucht die dadurch er-
zeugte Funktion in & nicht eindeutig und regulir zu sein.

10. Man erweitere den Monodromiesatz (K1, §25),
indem man zeigt: Wenn f(z) bei beliebiger Fortsetzung
innerhalb & keine andern Singularititen als Pole aufweist,
so erzeugt f(z) eine in ® eindeutige und bis auf Pole dort
regulire Funktion.

11. Man erweitere den Monodromiesatz (K I, § 25) end-
lich noch derart, daf man zeigt: Wenn f(z) bis in beliebige
Niihe jedes Punktes ¢ in & fortgesetzt werden kann und
wenn die gewonnene Fortsetzung fiir ein 6 = 0 () >0 in
0<|2—(| <6 eindeutig und reguldr ist, so erzeugt
f(2) eine in & eindeutige und bis auf isolierte Stellen regulire
Funktion.

VI. Kapitel.
Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flichen.
§ 18. Mehrdeutige Funktionen im allgemeinen.

1. Kann eine Funktion in einem Gebiete iiberall reguliir
und doch nicht eindeutig sein? (Man beantworte die Frage
fiir ein- und mehrfach zusammenhiingende CGebiete.)
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2. Kann eine mehrdeutige Funktion in zwei iiberein-
anderliegenden Punkten ihrer Riemannschen Fliche den-
selben Wert haben? Kann sie es in unendlich vielen solchen
Punkten? Kann sie in allen Punkten der Umgebung zweier
solcher Punkte dieselben Werte haben?

3. Was fiir Funktionen (eindeutige oder mehrdeutige)
- werden durch die foleenden Formeln definiert:

a) ]/('; b) ]/(fos 2 ¢) L/l <= gin? z;
d) I/p(z)r —pom); e) Vple); f) log e
h) s !/P ?

e

20, dg
4. Welche Werte kann das Integral f ] o = haben,
0 dir==-5%

g) log sin #;

wenn der in der schlichten z-Ebene verlaufende Weg in
beliebiger Weise vom Punkte 0 unter Vermeidung der
Punkte |- 1 zu einem bestimmten Punkte z, (5= - 1) fithrt?
Dabei soll als Anfangswert der Wurzel (d. h. als ihr Wert
im Anfangspunkte 0 des Weges) der Wert - 1 genommen
werden. — Haben diese Integrale noch fiir z, = -+ 1 oder
fiir 2y = oo einen Sinn? (Anl.: Man benutze § 1, Aufg. G,
um die Wege auf einfachere zuriickzufiihren.)
b. Welchen Wert konnen die Integrale

Z.I)dz Zy

/;f_' und /logz dz
i ]/z 1

bei beliebigem Weg haben, falls dieser vom Punkte - 1
eines bestimmten Blattes unter Vermeidung des Null-
punktes zum Punkte z, eines gewissen Blattes fiithrt?
(p=1, ganz.)

6. Es sei — vgl. hierzu I, § 11, Aufg. 4d —
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'IL|~)

) =2+ H (2n @ +1)@2"+2)

und

Fyp) = Vf@), Iye)=1og[(2).
Man konstruiere die Riemannschen Klichen dieser Funk-
tionen. (Anl.: Man beweise vorerst, daB in |z|<C1 fiir
z== 0 auch f(z) == 0 ist.)
7. s bedeute f(2) dlesglbe Funktion wie in der vorigen
Aufgabe. Man konstruiere die Riemannschen Flichen der
beiden Funktionen

G.(2) = log f(%) +log f (21})

und
(ye) = log <—;*)”“ log f (21,) :

§19. Mehrdeutige, insbesondere algebraische
Funktionen.

1. Man konstruiere die Riemannschen Flichen fiir die
folgenden Funktionen:

3 f 3 : (& ==
a) Ve —ua; b) Ve — a); o) V"' b’

d) V(z—a) z—b); e) ](” -a) (z—0) (z—¢);

1/(7 — al) (z—ay) - (z—ap), k>3;

g) I/(Z a)+l/z 1)V e—a)—he—0n>3.

2. Man konstrulere die Riemannschen Ilichen fiir die
folgenden Funktionen:
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a) log (z — a); b) log (z—a) (2 — b);

c) logi_ Z; d). log (1 + 2%

e) arctg 2. '

3. Man veranschauliche sich die Riemannschen Flichen
der Funktionen

2 und 2% (« beliehig komplex).

4, Man mache sich in allen Einzelheiten den Bau der
Riemannschen Flichen (kritische Punkte, Zusammenhang
der Blitter daselbst, Verhalten der Funktion in ihnen,
Verteilung des Wertevorrats usw.) der durch die folgenden
- Gleichungen definierten algebraischen Funktionen w von

z Klar:

1
a) wP—z—1=0; b) 7,0—|—;L;—z::0;

1 by :
c) w4 el 0; d) w?—3w—z=0;

e) w® -+ 3w —z == 0.

VIL Kapitel.
Konforme Abbildung.
§ 20. Begriff und allgemeine Theorie.

1 Es sei f(2) fiir | 2— 2,| << rreguliir; es sei | 2,—z, | <71,
2, =F 20, [(20) == w,, f(2) =w;. Um welchen Winkel er-
scheint die Strecke w,w; gegen die Strecke z,z, gedreht?
In welchem Verhiiltnis erscheint sie gestreckt?

2. Es habe f(z) in 2z, einen Pol. Wann kann die Ab-
bildung der Umgebung von z, (einschlieBlich dieses Punktes)
durch w = f(z) auf die Umgebung des Punktes w,= oo
konform genannt werden? Wie liegen die Dinge, wenn auch
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2y= o0 ist? Und wie, wenn 2, = oo, aber w, im Endlichen
gelegen ist?

*3. Die Funktion f(2) sei lings des geschlossenen doppel-
punktfreien Weges € und in dem von © umschlossenen
Gebiete @ reguldr. Durch w = f(z) werde € auf den ge-
schlossenen doppelpunktfreien Weg €' ein-eindeutig ab-
gebildet (so dafl, wenn z den Weg € einmal im' positiven
Sinne durchwandert, der Bildpunkt w den Weg €’ auch ein-
mal in bestimmtem Sinne durchliuft). Dann wird das ab-
geschlossene Gebiet ¢ ein-eindeutig auf das abgeschlossene,
von € umschlossene Gebiet &’ abgebildet, und die Ab-
bildung der Innengebiete aufeinander ist konform.

4. Gilt der in der vorigen Aufgabe ausgesprochene Satz
auch noch, falls die Kurve € durch co hindurchgeht? Wie
hat man dabei die bisher vorausgesetzte Regularitéit von
f(z) lings € zu formulieren? Gilt der Satz schlieBlich auch
noch, falls € ebenfalls durch oo hindurchgeht?

b. Der beschréinkte Weg f liege einschlieBlich seiner End-
punkte in einem Regularititsbereich der Funktion w ==
f(2); es seit’ das Bild von f in der w-Ebene. Ist ' wieder
ein Weg? Welche Linge hat §'?

6. Essei f(z) fiir | 2 | << r regulir und 0 << o << r. Welchen
Flicheninhalt J(o) hat das Bild &’ der Kreisscheibe
§t mit o um 0? Gilt die herzuleitende Formel auch noch,
falls die Abbildung von & auf & keine umkehrbar ein-
deutige ist, falls also f’(z) auf § Nullstellen besitzt und &’
somit mehrblattrig ist?

7. Welchen Grenzwert hat unter den Bedingungen der
vorigen Aufgabe das Verhiltnis der Flichen & und & fiir
0—>07? Bleibt die Antwort auch richtig, falls ['(0)= 0
ist? (Flachenhaftes VergroBerungsverhiiltnis.)

8. Die Funktion w = f(2) sei in | z| < r reguldr. Man
bestimme

a) die Linge der Bildkurve der Peripheric |z| = 7;
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b) die Fliche des Bildes der Kreisscheibe |z | = 7;

¢) die Richtung der Tangente der Bildkurve von | 2| == »
in einem Punkte w = f(z), fiir den f'(2) == 0 ist;

d) die Kriimmung der Bildkurve von | z| = 7 in einem
Punkte w = f(2), fiir den ['(z)== 0 ist.

9. Wie édndern sich die Antworten auf die Fragen a)
bis d) der vorigen Aufgabe, wenn f(z) fir |z|=r, cin-
schlieBlich z = oo, reguldr ist?

*10. Es sei w = @(C) eine fiir |{|<1 regulam Funk-
tion, die das Innere dieses Einheitskreises ein-eindeutig auf
das Gebiet & der w-Ebene abbildet. s sei ¢(0) = w, und
¢, das Bild des Kreises | { | = o << 1. Ist dann w = f(2) eine
in |z|<<1 regulire Funktion, deren dortige Werte w in
® liegen und ist insbesondere f(0) = w,, so liegt fiir | 2| = o
der Punkt f(z) = w in &, und sogar sicher im Innern dieses
Giebietes, es sei denn, daB f(2) = ¢(¢*2), & fest, ist. [Anl.:
Ist ¢ =®(w) die zu w = @(¢) inverse Funktion, so wende
man das Schwarzsche Lemma, Bi 8. 32, auf @(f(2)) an.|

11. Wenn f(2) in |2z| << 1 reguldr ist und wenn dort
Nf(z) >0 ist, so ist, wenn noch f(0) = wy = uy 4 W, ge-
setzt wird, in | 2| = g <<1 sogar

i Ry i 3,
by T O g DS

[Anl.: Man nehme in der vorigen Aufgabe fiir & die
rechte Halbebene $i(w) > 0.]

12. Was lift sich unter den Bedingungen der vorigen
Autgabe iiber Jf(z) und | f(z) | aussagen?

13. Die im Einheitskreis regulire Funktion f(2)
= g+ 0,2 + 2% + - -+ ist dort sicher schlicht, falls

2lay| +3lag| 4+ = |0y
ist. Vgl. § 18, Aufg. 6.

€ < Rf(e) < up
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*14. Der Limessatz iiber schlichte Abbildungen (Bi,
§ 17) lautet: Eine jede der Funktionen der Folge f,(2),
fo(2)y .o oy [a(2), ... sei in dem Gebiete & eindeutig und
regulir und vermittle eine schlichte Abbildung dieses Ge-

bietes. Tn jedem abgeschlossenen Teilbereich & von @
mogen die f,(2) gleichmifBig gegen eine Grenzfunktion f(z)
konvergieren, die nicht identisch konstant ist. Dann ver-
mittelt auch die (im ganzen Gebiet (5 regulire) Funktion
f(¢) eine schlichte Abbildung von .

Man beweise diesen Satz ohne nochmalige Benutzung
der Cauchyschen Integralformel mit Hilfe des in § 5, Aufg. 4,
formulierten Satzes iiber Nullstellen.

15. Die in Bi, S. 116, bewiesene Ungleichung

AP LY
A+iep=T01= a5
liBt sich, falls von f(2) noch vorausgesetzt wird, dal es
eine ungerade Funktion ist (f(2) = — f(-—#)) dadurch ver-
schiirfen, dall die Nenner links und rechts durch (1 4 | 2 |2)
bzw. (1-—|z[?) ersetzt werden. [Anl.: Man zeige, dal
(f(2))* eine schlichte Funktion von 22 = ist und wende
auf diese die obige Ungleichung an.]

16. Wenn ein Gebiet & der z-Ebene ein-eindeutig, kon-
form und so auf einen Kreis um 0 in der w-Iibene abgebildet
werden soll, daB dabei ein bestimmter Punkt @ von ¢ nach
w =0 kommt und daf in diesem Punkte das lineare Ver-
groBerungsyerhiltnis = - 1 ist, so ist hierdurch der Radius
7 =1(®; a) des Bildkreises in der w-Ebene eindeutig be-
stimmt,.

§ 21. Besondere Abbildungsaufgaben.

1. Im AnschluB an I, § 12, Aufg. 20 erértere man das
folgende SchlieBungsproblem: Es seien f,, f,, f;, . . . Kreise,
die im Zwischengebiet von &; und &, liegen, d. h. im Durch-
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schnitt der AuBengebiete beider Kreise, falls man als AuBeres
eines jeden der Kreise den Teil der Ebene bezeichnet, in
dem der andere Kreis liegt. Dabei ist £, dort beliebig ge-
wihlt, doch so, daff &, und &, von f; beriihrt werden und
in ein und demselben der durch f; bestimmten Gebiete
liegen, welches wir wieder als das AuBere von f, ansehen.
Die folgenden Kreise f,, » =2, 3, seien dann dadurch
festgelegt, daB f, die Kreise &, &, und f,_ beriihrt und
daff diese drei Kreise in ein und demselben der durch f,
bestimmten Gebiete (seinem ,,AuBeren*) liegen. Hierbei
bestehen fiir £, noch zwei Moglichkeiten; fir »= 3 ist f,
durch die Forderung, von f,_, verschieden zu sein, ein-
deutig festgelegt. Es wird behauptet, dal man dabei immer
(d. h. wie man auch erst f, und dann f, wihlen moge) oder
niemals auf unendlich viele verschiedene Kreise f, gefiihrt
wird. Und im letzteren Falle , schlieft sich die Kette der
Kreise f, stets nach derselben Anzahl von Gliedern.

2. Der in der vorigen Aufgabe genannte Kreis &, habe

8
5 und

1L ;
den Mittelpunkt z, = 5~——~7L- und den Radius 7, = i

e (o} R 1 ;
§t, habe den Mittelpunkt z, = 9)) + 951, und den Radius

24 4 : ]
ry= = Man unterscheide, ob sich hier, und evtl. nach
wieviel Gliedern, die in der vorigen Aufgabe genannte Kette
schlieBt oder nicht.
3. Wird auf 2 mehrmals dieselbe (nicht konstante) lineare
Transformation angewendet, setzt man also
LA LRl DU 0 K

111

T =@ et 2 AT A PR
gl el d e s - d ;

S0 ist jedes 2™ eine lineare Funktion von ¢:
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n) . Mn? + b
(L) S a2 +dy
Man zeige, dafi fiir jedes n
bn ) Cn K lp —~ ((n
B e e
ist und charakterisiere die durch (L,) vermittelte Abbildung.
4. Man zeige, daB die in I, § 12, Aufg. 6—9 und Elem.
§ 14 behandelte stereographische Projektion eine konforme
Abbildung von Ebene und Kugel aufeinander vermittelt.
b. Die sog. Mercator-Projektion ordnet dem Punkte P
der (Erd-)Kugel mit den geographischen Koordinaten A
(Liinge) und B (Breite) den Punkt P’ einer zy-Ebene mit den

(kartesischen) Koordinaten z = RA, 5 = R log tg ( i -+ /2])

my; —a < AE +m, ——g</3< —}-g. Man zeige, dall diese

Mercator-Projektion eine konforme Abbildung der Kugel
auf die Ebene vermittelt (R Radius der Kugel).

6. Es soll die von — 4 léings der negativ-reellen Achse
nach — oo aufgeschnittcne Ebene so auf das Innere des
Einheitskreises abgebildet werden, dafi der Nullpunkt und
die von ihm ausgehenden Rlchtungen fest bleiben.

7. Man untersuche die Abbildung, welche die durch

aw? +bw-+ec=2 (as0),
definierte Funktion w = f(z) von der z-IEbene vermittelt.

8. Das einfach zusammenhidngende Gebiet, das alle
Punkte der Ebene (einschlieflich oo) enthéilt mit Ausnahme
der reellen Punkte z in — 2 < 2= + 2, soll auf das Innere
des Kinheitskreises abgebildet werden.

0. Das AuBengebiet der Kardioide

{ 2 = 2a (1 — cos t) cost,

015, 0,
y=2a (1 — cost)sint, T
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soll konform auf das Innere des Kinheitskreises abgebildet
werden. [Anl.: Man spiegele die Kardioide am Einheits-
kreise. |

10. Das Rechteck, dessen Ecken in den Punkten - 2 - 4
liegen, soll auf den Einheitskreis abgebildet werden. (Vgl.
hierzu § 14, Aufg. 7.)

*11. Das gleichseitige Dreieck, dessen Kcken in den

1 0
Punkten 0, .l.,5—+—%]/3 liegen, soll auf die obere Halb-

ebene abgebildet werden. [Anl.: Man fithre fiir das Inte-

A
gral f {
0

in Bi, §14.]
*12. Die Integrale
& tdt AR
w = fy(2) = f & und fy(2) = f TR
0 1 0

sind unendlich vieldeutig. s soll durch geeignete Zer-
schneidung der Ebene ein eindeutiger Zweig abgetrennt
werden und die Abbildung untersucht werden, die dann von
der aufgeschnittenen Ebene durch diesen Zweig vermittelt
wird. Die Zerschneidung ist so einzurichten, daf} das Bild
einen schlichten (einblédttrigen) Bereich ergibt.

13. Der Radius r = #(®; @) soll im Anschluf an § 20,
Aufg. 16, bestimmt werden, wenn 9 das Gebiet ist, das
zwischen der Hyperbel 2y =1, 2>0, y >0 und den
positiven Koordinatenachsen gelegen ist, und wenn

9 9

4, (L — t,)_ Yt Betrachtungen durch analog denen

o = 0(,-{—2%6, CV>O, ]St

14. Im Anschlul an § 20, Aufg. 16, denke man sich in
jedem Punkte @ von & ein Lot von der Liinge »(®; a) er-
richtet. Was fiir eine Fliche bilden die Endpunkte dieser
Lote, wenn ©
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a) der Kreis |z—z,| < R,

b) die Halbebene (2) > 0.

¢) der Streifen 0<C J(2) <,

d) das in der vorigen Aufgabe genannte Gebiet ist?

Zweiter Teil.
Losungen.

I. Kapitel.
Weitere Aufgaben zu I, Kap. 1—5.
§ 1. Grundlegende Begriffe.

1. Die Behauptung besagt, dafl jede (abgeschlossene)
Halbebene $, die #, 2y, . . ., 2, enthilt, auch £ enthalt. Tst
$ die Halbebene R(z) = 0, s0 ist R(z,) = 0, v=1,2,...,k,
und also auch R(f)= 0, die Behauptung also richtig. Jede
andre Halbebene $ kann durch eine Translation und eine
Drehung zur rechten Halbebene gemacht werden, d. h. es
kann @ und « (x reell) so gewdhlt werden, daff Re'(z, — a)
=0 ist, v=1,2,.. .,k Dann ist nach dem, vorigen, da
S, =1, auch Re*({ —a) = 0, so dab ¢ selbst in §’ liegen
muf. — Die Erweiterung auf unendliche Folgen ist evident.

1 2 ’ ’
2. Setzt man vl 2y, 80 ist o 2y + ¢+ + - + aper= 0.
y 1R
Dies besagt, daB M(z,) und also auch R (;) filr v = 1, Ry e

entweder positive und negative Werte hat. oder dauernd
= 0 ist. Multipliziert man die obige Gleichung mit e™
(¢ reell), so erkennt man: Jede Gerade durch O trennt ent-

A 4 : i
weder die Punkte — oder enthilt sie simtlich. Fiihrt man

v
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noch die Translation ({) aus, so sieht man: Jede Gerade

durch ¢ enthilt entweder alle Punkte 2z, oder hat zu ihren

beiden Seiten mindestens je einen liegen. Also kann (

nicht auferhalb des in Rede stehenden Polygons liegen.
3. Ist G'() = 0, so ist auch

| r"({)_l( oy e G [xk).¥0
n GE) n\—e (—z A
Hierbei ist G(2) = ¢ (e—2)* (2—2))* - - - (2 —2p)’F,
&+ 0tg 4 + -+ o =m gesetzt. Nach Aufg. 2 vollendet
sich nun der Beweis. ;

4. a) Da sich zwei verschiedene lineare Transforma-
tionen, die beide z, nach oo werfen, nur um eine Ahnlich-
keitstransformation unterscheiden, die an der Kckenzahl a,
nichts éndert, so diirfen besondere Transformationen be-
nutzt werden. Dazu gehe man durch stereographische Pro-
jektion zur Zahlenkugel iiber und bringe 2z, durch eine
Drehung nach oo, Das Polygon sz, wird nun ersichtlich aus
oo durch eine a,-kantige korperliche Ecke projiziert. Da
die Drehung an den gestaltlichen Verhiltnissen nichts éndert,
so erkennt man, daf a, 4 ay -+ -+ a, die doppelte
Kantenanzahl des durch die Punkte 2, (auf der Kugel) be-
stimmten n-eckigen konvexen Polyeders ist. Bezeichnet
man mit & die Anzahl seiner Kanten, mit f die seiner Flachen,
s0 ist 2k == 3f, weil alle Seitentlichen Dreiecke sind (denn
keine 4 der z, liegen auf einem Kreise). Nach dem Euler-
schen Polyedersatz ist n - f =k - 2. Aus beidem folgt
die Behauptung 2k =.a; + - - - + a, = 6 (n — 2).

b) Mit a) ist es nicht vertriglich, daB jedes a, = 6 ist.

¢) und d) Bezeichnet z, die Anzahl der p-Ecke unter
den 7, so ist neben

&g = Ly -0 00 A Bplig =10

nach a) noch
Knopp, Funktionentheorie. II. |
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By + 4oy + - - - 4 b (n— 1),y = 6(n—2).

Durch Substraktion der mit 6 multiplizierten ersten (lei-
chung von der zweiten folgt, dal

3y + 22, + 25 = 12
ist, woraus beide Behauptungen abzulesen sind.
5. Von den (g) Ebenen, die durch je 3 Ecken des bei der

vorigen Aufgabe besprochenen Polyeders bestimmt sind,
haben die f==2(n—2) Seitenflichen und nur diese die
Eigenschatt, daB die » — 3 iibrigen Ecken séimtlich in nur
einer der beiden durch die Ebene bestimmten Kugelkalotten
liegen. Ubertriigt man dies in die Zahlenebene, so ergibt
sich die Behauptung.

6. Man beginne die Durchlaufung von p bei einem be-
liehigen Punkte A, desselben, bis man zum ersten Male an
einen schon durchlaufenen Punkt 4; kommt, der = A,
oder davon verschieden sein kann. Der dabei von 4, bis
zuriick nach 4; durchlaufene Streckenzug bildet ein erstes
doppelpunktfreies geschlossenes Polygon p,, das ganz im
positiven oder negativen Sinne durchlaufen wird. Dieses
denke man sich ausgeloscht. Mit den restierenden Strecken-
ziigen (es kann ein Zerfall eingetreten sein) wiederhole man
dieselbe Operation usw. Da an jedem Punkte, in dem sich
Streckenziige schneiden, ebenso viele Wege einmiinden,
wie fortfiihren, so kann das Verfahren nur aufhoren, wenn
p in lauter doppelpunktireie, geschlossene Polygone j,
aufgeteilt ist. Wenn in p einige Strecken oder Teile der-
selben mehrfahch durchlaufen wurden, so sind sie ent-
sprechend mehrfach zu zihlen und die hin und her durch-
laufenen Strecken (als ausgeartete geschlossene Polygone)
vorher auszuldschen.



§ 2. Zahlenfolgen und unendliche Reihen. a1l
§ 2. Zahlenfolgen und unendliche Reihen.
lpamw—m—f@—mmmmmomm

n—>
existiert, ist (b,) beq(hl(mkt Ist etwa stets |b,|<< K,
80 ist

| b —bw—{-—l! I bn n -1 1 [ bg‘—l +bq_~bn+1 + +bn+11
=q- A’l Lo by —bgy |

also ist X' | b2 — b, | konvergent. Nach I, § 3, Aufg. 12

vollendet sich jetzt der Beweis.

2. a) und b). Es sei Ya, absolut und ¥b, wenigstens
bedingt konvergent. Die Teilsummen der drei Reihen
seien Ay, By, Oy, ihre Summen A, B und, falls vorhanden,
C. Dann ist Cp= ayBy + a0y By-q+ -+ + a, By Setzt
man nun B, = B + f,, so daB £, 0, so ist

= Ay B+ (0P + 01fn—+ - - + anfo),
was nach I, § 3, Aufg. 9, gegen A - B strebt.
c) I ist
B Ci ot ot Ce . Aol £yl b T

n—+1 n-1

Nach I, § 8, Aufg. 2 strebt die linke Seite — C, nach
I, § 3, Aufg. 7b die rechte —~ AB. Also ist AB = C.

3. Da ay+a,+ -+ a,=8,—~s strebt, so strebt
nach T, § 3, Aufg. 2 bzw. 8 auch

3 M30"|“S1+"'+5n

a) fme n-1

und

R e n+1 n-41
B bn = 2”;1[( ) °+< ) 1+m+(n+1>8"

~>

8.

Das gind aber genau die Behauptungen?).

RN

1) Es ist
b | v 1 o
B i) e (O () (),
4
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4. Die Folge (n—) ist offenbar fiir jedes reelle x == 0
@
divergent; also divergiert auch die Reihe Ya, mit a; = 1,

1
Gy =n—" —(n—1)—" fiir n=2. Nun ist aber

—ix ey — p—ix L n
(s =2 [1—-{1 — ;1/> ] ) {v«; —1—1—1/2

wobei 7, eine beschrinkte Zahlenfolge bedeutet (denn es

’

strebt 7‘,,—>——(_2wc)>. Es ist also
il Ty

o SR o = n2tia’

woraus die Behauptung abgelesen werden kann.
H. Die Losung der vorigen Aufgabe hat gezeigt, dafl

1
fir x==0 die Reihe X i jedenfalls beschriinkte Teil-
summen hat. Nach I, §3, Aufg. 13a ist die nene Reihe
dann sicher konvergent.
6. Es ist
g 2 z et 1) I z)
(D) + (=1 Vi

&

und allgemein

1 ()= + 0= 3«[3

}—;:e FOF mit (bei festem z) be-
schriankten A4, gesetzt werden. Von einem konvergenten
Faktor mit von 0 verschiedenem Grenzwerte abgesehen
verhilt sich also die Folge der Teilsummen unserer Reihe
wie die Folge der Zahlen

Nun kann 1 —
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iy 1
ik G R g
(]
und ist also fiir ein z== 0 dann und nur dann konvergent,
und zwar mit dem Grenzwerte 0, wenn R(z) > 0 ist.
L e &R ®
7. Wird ' > a, R f(¢) und X a,2"=g(2) gesetzt,
n=1 ook @ n=1
271.
80 1st wegen 1 — == Zh-en f2kn o gu-
1—z

o
niichst f(z) = X ¢g(z¥). Setzt man der Reihe nach
F=1

R L
O == (_ 1)”—1" = :( 73/» -y =
so ergeben sich die Identititen a) bis d). — Dall die in

Rede stehenden Reihen fiir | 2| = p << L gleichmifBig kon-
vergieren, folgt aus I, §9, Aufg. 1f., dafl die vollzogenen
Umordnungen erlaubt sind, aus dem Weierstrafischen
Doppelreihensatz (K1, 8. 80).

8. Man dart =1, » >1 annechmen (Beweis?). Setat
man dann by/b,., = 1 - &,, so strebt &,— 0. Ferner wird
;,c'%.fl_f(l)?

'bn"‘l |
§Ia18n|+[azl{(l+[57z D@+ |en—y |)—1}+
4| Gy | {(1 + ligg )nn e (1+|60I)_1} +V:=‘7‘3|_2| y |

Wird nun 7, in 1 <C 7 < r fest gewiihlt und m 50 festgelegt,
daB 1+ | & |<<ry fiir » >m, so ist der obige Ausdruck
fiir n >p >m

< Bt {L+]ea)) o L F]eany]) =1}

FA+{g) -+ el 2 |a] 7
y=p+42
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Ist nun & >0 gegeben, so kann man zunéchst p so be-
stimmen, daf hier der zweite Summand < §e ist, und
hieraut n > p so, daff auch der erste Summand << & aus-
fallt.

9. Da die Gleichung ¢ = ol —l—g nur die Losungen - 1
hat, so kommen als etwaige Grenzwerte nur diese beiden
Punkte in Betracht. Ist nun zuniichst M(z,) = 0, so ist

1
auch N (z—)un(l also auch NM(z) = 0. Die Punkte z,, 2, ...
0

bleiben also auf der Achse des Imaginéren, konnen daher
nicht — -- 1 streben, so daf die Folge (2,) divergieren muf.

Da fiir R(z) <0 die Verhéltnisse ebenso liegen wie
fiir M(z) >0, so geniigt es, weiterhin R(z,) >0 voraus-
zusetzen. Wir fiihren dann die Schar © der Kreise ein,
deren Mittelpunkte auf der positiven Achse, des Reellen
liegen und den Einheitskreis orthogonal schneiden. Liegt
z auf dem Rande des Kreises & von &, so liegt dort auch

p

1 S0 ; ! .
= und folglich liegt 2" = 2z - , In seinem Innern. Liegt

also ¢, in &, so liegen dort auch alle iibrigen Punkte der
Folge (2,). Wir zeigen nun, dal ein von -- 1 verschiedener
Punkt ¢ der rechten Halbebene nicht Héaufungspunkt der

p

Folge (z,) sein kann. Denn strebt 2— £, so strebt 2’ = xz -

gegen §' = xf + —’g Man kinnte daher um ¢ einen so kleinen
Kreis £ beschreiben, dafl er -+ 1 nicht enthélt und daf fiir
alle z desselben das zugehorige 2’ in demjenigen Kreis &
der Schar © liegt, der von f auBen beriihrt wird. Liegt
also z, in ®, so liegt 2,4, und folglich auch 2p+2 Zptgs - - .
in & Daher kann  nicht Haufungspunkt von (z,) sein.
Also strebt z,— - 1.
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10. Es geniigt, zu zeigen, dall jede abgeschlossene Halb-
ebene ), die alle £ enthiilt, auch alle ¢’ enthilt. Dazu be-
trachte man noch die Halbebenen $;, 9, und $,, die um
Parallelstreifen von der Breite e, 2¢ und 3¢ (¢ > 0) iiber
$ hinausragen. Man wihle p so, daB fiir » > p die 2, in
£, liegen, und setze fiir n > p

//
Zn = Oppyrpsr + 0 a2,
S0 (laﬁ Z;I—«”;f/ -0 Strebt. Nil(ill §I, A“fg- Jv ll(’gt
Z”
n o A 11
. ebenfalls in , fir » > .
” it l
Unp+1 ~}" e Ann

Da der Nenner — + 1 strebt, so liegt 2, fiir n > p, >p
in §,, also z,, wegen z, — 2z, —>0 tiir n>N in ;. Also
kann aufBerhalb @3 kein ¢ liegen. Also auch nicht aufer-
halb §, da ein solcher Punkt fiir hinreichend kleines & auch
aulBerhalb $g lige.

§ 3. Funktionen einer komplexon Veriinderlichen.

1. a) Ja. Beispiel: f(z) =|z|% f() f(O) =|2z[->0.
In den Punkten z 5= 0 ist |z|? offcnbar nicht diffe-
renzierbar.
b) Ja. Beispiel: f(2) = (§(2))>. Denn ist z =z - uy
und ist z, = z, reell, so strebt fiir 22,
| f(&) —fleo) | _ Y
e | e—e)+ iy
In nicht-reellen Punkten ist f(z) offenbar nicht differen-
zierbar.
2. Ja. Beispiel: f(2) = f(z 4 1y)
0, falls  irrational, = 1, falls y = 0 ist,

‘_>[y1~»()

o qla, falls 9 = 7’— (p,q ganz und teilerfremd, p== 0, ¢ >>0).
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In den Punkten mit rationaler Ordinate ist f(z) unstetig,
also gewill micht differenzierbar. Hat aber z,== z, + 1y,
eine irrationale Ordinate, so ist

f(zz__z‘()zu)" 13 ~ B T
e

je nachdem $(¢) = y gleich E oder irrational ist. Ist nun

Yy Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen

Beiwerten, so ist bekanntlich?) fiir jedes g stets

P & (¢>0 nur von y,
g Yo l = @ abhiingig).
Also strebt fiir z— 2, der Differenzenquotient — 0. Die
Punkte 2, mit einem y, der betrachteten Art liegen aber
tiberall dicht in der Ebene (Beweis?).

3. Nein, aufler wenn die Funktion sich auf eine Kon-
stante reduziert. Denn ist in f(2) = u + i etwa v in G,
konstant, so muf dort nach den Cauchy-Riemannschen
Ditferentialgleichungen auch w konstant sein. Also ist f(z)
tiberhaupt konstant. Analog fiir . — Durch Betrachtung
von log f(2) filhrt man die weiteren Fragen auf die eben
behandelte zuriick.

4. Ist M eine Schranke fir |f'(2)| in |2|<<1 und
& >0, so ist fiir zwei innere Punkte 2’ und 2"’ des Einheits-

') Hat @(y) = ky* + my + n (k, m,n ganzzahlig, reell) die irrationalen
(reellen) Wurzeln 7, und %, so ist zuniichst
& 1

()] = ¥ =) (5—n)| = 5

Hieraus folgt (Beweis?), daB fiir ein passendes, nur von %, 7,7 abhiingiges
¢>0

il
» ¢
| TRy

ist.



§ 8. Funktionen einer komplexen Verinderlichen. D
kreises, die von einem Punkte ¢ mit || = 1 um weniger

als é?l/l entfernt sind,

1) — 1) | =| Jrede| sy —2 | <

Damit sind die Voraussetzungen von I, § 5, Aufg.8, er-
tiillt. Das Weitere ist daher durch I, § 5, Aufe.8 und 9
beantwortet.

H. Setzt man [/a, + @y = u - W, so ist
Al _é:; z Z}, also u? + v® = 1/:02 + 42 (=0 m nehmen!).
Hiernach ist w = -|- 1/%(‘/%2' + 4+ @) und v gleich dem-
jenigen der beiden Werte - l/% (/a2 + o2 — @), fiir den
uv das Vorzeichen von y hat (wegen 2uv = ). Fiir y =0 er-
gibt die Formel + V2 baw. - 4)/| z|, je nachdem z >0
oder << 0 ist, und fiir =y =0 eindeutig den Wert 0.

6. Fiir nicht ganzzahlig-reclle Exponenten ist ¢# durch
die Reihensumme eindeutig definiert, wihrend fiir o == ¢
die Potenz «* mehrdeutig ist. Z. B. ist o eindeutig,
(———e)& zweideutig.

7. a) Setzt man 2z —1=p (cos@ -+ ising) mit

%<](p[§n, so ist

b N 1
(I;z) 5 (082 p —isin2q)
] A gq

o) =

3 )
Istalso Zﬂ< @] = 7, s0 strebt f(2) - oo, ist —;—E< | (p]<213-w,
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3
so strebt f(2)—0. Kiir ¢ = U hat man unbestimmte
Divergenz.

“ o {
) == - | 1 - ctg?

| i
Tl Jsin t s =
b) Riir 2= cost -4 usint ist (l 1 Pl | 9

+ 2 ctg—;— ; t=F 2km. Also strebt f(z)— 0.

8. a) Mit z=1¢?, —n < @< 47 ist
20— L, eiatp«}Zl;am" k= 0, :|: 17 :t 2’ oL bl
Hier steht dann und nur dann ein eindeutig bestimmter
Wert, wenn ka fiir k=0, 4~ 1, ... ganzzahlig ist, was er-
sichtlich nur fiir ganzzahlige « der Fall ist.
b) Fir 2z =re"?, —g<< = +x ist der Hauptwert
g g—PHiI08T | | ol | = g—P < o7,
9. Es ist der in Rede stehende Zweig von
(1 AN Z)i e eilog(l—z), ! (1 sl Z)i I — ¢— nrc(l—.g).
wenn fiir den log bzw. den arc der Hauptwert genommen
wird. Fiir diesen gilt aber in |2z| << 1

iy )
o <are(l—z)< + 7

10. Liegt z = r¢'? in der rechten Halbebene, so ist

: : T 7
log z = log 7 -- % mit ———2—__<__(p§ +,2,_
und

log? z = (2 log r)i — 9, mit reellem 9.

Also ist
o—ilogiz — 420 a0,

zse—ilop,“z — 3420 . gi(0+39)
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Also strebt die Funktion — 0, wenn das konstante ¢ in

L 3 <p= Zliegt ;siewird unendlich, wenn — 7; =p< ——g—

ist, und ist unbestimmt divergent, bleibt aber beschrinkt,
wenn z auf dem Strahle ¢ = — § gegen 0 riickt. (Figur!)

§ 4. Integralsiitze

1. a) Da ein rektifizierbarer Weg eine oder auch un-
endlich viele Ecken haben kann, so sind die beiden ersten
Fragen mit Ja zu beantworten. b) Aber auch die dritte!
Denn es gibt (im Reellen) monotone stetige Funktionen
y = f(z), die an iiberall dicht gelegenen a-Stellen nicht
differenzierbar sind. Das bekannteste Beispiel dafiir ist
die von H. A. Schwarz angegebene Funktion

@ 1
f= 3 oo @),

in der ¢(x) die Funktion [¢] + }/# — [#] und hierin [«] die
grofte ganze Zahl = x bedeuten soll (H. A. Schwarz,
Ges. Abhandlungen, Bd. I, S.269). Ihr Bild in der xy-
Ebene liefert einen rektifizierbaren Weg (weil f(z) stetig und
monoton), der an iiberall dicht gelegenen Stellen keine Tan-
gente besitzt. — An allen Stellen kann dies dagegen nicht
eintreten. Der Beweis erfordert tiefere Sitze aus der Theorie
der reellen Funktionen: 1. 2= a(f), y = y({) liefert nur
dann einen rektifizierbaren Weg, wenn die Funktionen x(f)
und y(f) stetig und von beschrinkter Schwankung sind.
2. Eine stetige Funktion von beschrinkter Schwankung
LBt sich als Summe zweier stetiger und monotoner Funk-
tionen darstellen. 3. Kine stetige und monotone Funktion
[(2) ist fiir alle 2 differenzierbar, auBer etwa an solchen
Stellen, deren Menge den (Lebesgueschen) Inhalt 0 hat.
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2. Es geniigt zu zeigen, daB jede Halbebene £, die T
enthilt, auch den Quotienten g der beiden Integrale ent-
hilt. Dieser ist aber der Grenzwert von

Z(t ~—tu_1)9(Cﬂ e,

A A ::u*‘;ow f(z.:l)
27('5 et 1)9( ») K
Da die Werte f(¢,) in $ liegen, da &, >0 und ﬁ‘oc, ==l
ye=1

ist, so liegt nach §1, Aufg. 1, auch der Wert dieses Aus-
drucks in § — und zwar fiir jedes n. Also auch der Grenz-

wert .
3. Der Existenzbeweis aus K I, §9, ist fast ohne An-

derung auch hier giiltig. Nur im Beweis des Hilfssatzes 1.

sind die Differenzen (b — a), (2, —a), ..., (b —a,-;) von
vornherein mit Absolutzeichen zu umgcbeu — Man priife
die Einzelheiten genau durch!

4. Es ist

(z,,——zi—1)f(é‘v IS leu“‘ZV—l] [ &) 1

woraus durch (xrenzubergang die ' Behauptung folgt.

5. Setzt man’ U(a(f), y(t)) = U(f) und analog V(t), 80
ist bei Benutzung der Bezeichnungen aus K I, § 10

"
-‘{' 2y~ 2y | - F())
e

= Zb—b) V@@ + @) U) + iV(w)

Dies strebt
- ﬁf (Ut + V)Y (1) + (v @)2dl

g PR J: 45 Dl
= [UWV 2> + y2di + i [ V@) a' + o/2dl
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= ® [Uds + i® [Vds = O [(U + iV)ds.

105 sei §¢ ein Kreis um ¢ mit dem Radius g, << . Ist
dann m so groB, dab fiir » > m sowohl 2, als 2}, in & Iiegt
50 ist

ko (z) & f(’)
=g ok fed=o [0
(Zn) f(zn) PN !<ﬁ : 71 7 1
ot “Q“Z' s i

Genau wie K I, § 16, beim Beweis der Integralformeln fiir
die Ableitungen folgt hieraus, daB die linke Seite — Ostrebt;
wenn 2z, ¢ und gleichzeitig 2, — ¢ riickt.

7. Da bei festem ¢ auf £ F(z, {) in ¢ regulir ist, so ist

IRCN ()
: d F(z
2701 ¢ — g e
Das in der Anleitung zur Losung angegebene iterierte Inte-
gral ist also = f(z). Ebenso ist
2 J‘ (‘“) ‘F(C7 t)
Fe) =5 Jg—op’

Aus dieser Dmatcllung liest man insbesondere ab, daf}
auch FJ(z, t) bei festem z in & eine lings § stetlge Funktmn j
von £ ist. Daher ist, wenn z, in ¢ liegt,  einen noch in ¢
gelegenen Kreis um 2, und 2 == 2, einen andern Punkt inner-

halb & bedeutet,
f(Z) f(zo (‘)fFI(Z i)dt

z——zo
1 i .
ol [ M ,]
f{f() —aC—a  E—wpl %
Genau wie K I, § 16, folgt hieraus, daB fiir z— z, der Aus-
druck — 0 strebt. Also existiert f/(z,) und hat den ange-
gebenen” Wert,
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§ 5. Reihenentwicklungen.

1. Nach Voraussetzung liBit sich um jeden Punkt 2z
von & ein Kreis &, beschreiben, so daB die Reihe in &, (bzw.
dem zu & gehorigen Teil von §&,) gleichmiibig konverglert
Nach dem Heine-Borelschen Satz (K I, § 3, Satz 3) geniigen
endlich viele dieser Kreise, etwa &, Ry, ..., &p, um @ zu
iiberdecken. Ist also & >0 gegeben, so 1}iBt sich zundchst
ny (v=1,2,...,p), so wihlen, daB fiir alle n > n,, alle
k= und alle z in &,

| fnﬂ(z) o fn+2(z) Kl fn+k(z) I <e¢
ist. Ist dann N groBer als jede der Zahlen ny, ..., ny, $0
ist diese Ungleichung offenbar fiir alle z in & erfiillt, sobald
n >N und k=1 ist. Das ist aber die Behauptung.
2. Ist z in & gegeben, so beschreibe man einen Kreis §t
um z, dessen Peripherie ebenfalls noch ganz innerhalb

o2
liegt. Dann ist nach Voraussetzung 3 f,(&) auf der ab-
n=0

geschlossenen  Kreisscheibe § gleichm;tﬁig konvergent.

fn(C)

Auf der Peripherie von & ist dann auch 2

0 ;
Nach K1, § 19, S;; 2, ist dann
R 5y A iy B R N

i C—zdé s o2m Z_,‘—#zdc _n%ofn(z)_f(”) j

Nach K I, § 16, definiert aber das linksstehende Integral
eine innerhalb &, also speziell in 2 regulire Funktion. Also
ist f(z) in & reguléir. Und weiter ist nach diesem § 16

i ()
foyg) = PL 10 gl ™ ] full) :
2mi & —2)pt #0271 i~ z)p+
— letzteres, weil die benutzte Reihe aut der Peripherie von

glelchmaﬁlg

konvergent und =

dar,




)
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§t bczuglich ¢ gleichmifBig konvergiert. Also konvergiert
i f(” (2) und ist = f®)(z). DaB diese letzte Reihe sogar in

n=

]edem ®" gleichmifBig konvergiert, folgt dann ebenso wie
in'K 1, S, 75.

3. Es sei &' gegeben und € wie in K I, 8. 75, gewiihlt.
Ist dann e > 0 gegeben, so liBt sich n, so bestimmen, daf
fir n >mny, k=1, £ aut €

* @+ fara@) [+ F [ far@) | < e
ausfillt. Dann ist aber auch fiir alle z in &'

g pl® 1)
LACTERRET NI ,z'“gﬁa’d“
— die Integrale rechterhand im Sinne von § 4, Aufg. 3,
verstanden. Wegen (*) ist, wenn die (sicher positive) untere
Grenze des Abstandes | —z| eines Punktes von © und
eines Punktes von ¢’ mit o und die Lénge von € mit 7 be-
zeichnet wird, die letzte Summe
pl &
27 'éﬂ;l ;
woraus die Behauptung folgt.

4. Liegt ¢ innerhalb ®, so 146t sich um ¢ ein so kleiner
Kreis § mit'dem Radius o beschreiben, daf seine Peripherie
auch noch ganz innerhalb ® liegt und dafB in ihm und auf
seinem Rande F(z) = 0 ist, auBler etwa in ¢ selbst. Nach
K1, § 33, Satz 2, ist dann

18 LF'(2)

(a) S ) T )d =0 oder =,
je machdem F($)==0 oder aber von der Ordnung o ver-
schwindet. Von diesem Integral unterscheidet sich aber

das Integral e
L n@) .,
b v
®) o f P

’
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um beliebig wenig, wenn nur » grob genug ist. Denn be-
zeichnen wir mit g >>0 die untere Grenze von | F(2) | auf
dem Rande von & und wiihlen ein positives & <C §u, so
kann man n, so bestimmen, daf fiir » > ny und alle 2z auf §
stets | su(¢) —F(¢) | << e und nach K I, § 19 gleichzeitig
auch | 8y(2) — F'(2) | < & ist. Dann ist erstlich lings &
| $u(2) | > %u, das Integral (b) also vorhanden, und weiter
die Differenz von (a) und (b) ihrem Betrage nach

1 FQ) )|

L Gl l o R

R el B Py €
das Maximum auf dem Rande von § genommen; also
2Me

e
wenn M eine obere Schranke von | F'(z) | und | £'(2) | auf §
bedeutet. Da hier ¢ beliebig klein sein durfte und andrer-
seits die Differenz von (a) und (b) eine ganze Zahl ist, so
muf sie gleich 0 sein. Also hat s,(2) fiir alle hinreichend
groBen n innerhalb & genau so viele Nullstellen wie 7'(2)
Damit sind die Behauptungen des Satzes bewiesen, ein-
schlieflich einer genaueren Angabe iiber die Anzahl der-
Nullstellen von s,(2) in der Néhe von .

b. Beziiglich des ersten Teiles der Behauptungen vgl.
§ 3, Aufg. 9. — Ferner ist
W BEE A e h 1)

12285 oy

Wy = n

n—1|

oy [(ES (AR
0 '+IZ +§“ ‘L‘}“(n—l)2 e
Dies strebt nach K II, § 3, 1. Beisp.,

O | .
| =.

b =122

b
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Gl

6. Es ist
1

g .8 2
—;log(lsz) ]—’é‘+‘7;—+"' R hes

(l }‘Z) =0 # =eie e
1— + + ]

g

2|22 3'23Jr
AT g

Jpte]e

" 3 A 2147 900 8 i
:e[l_'§2+ﬂz T 16Z3 Gl L P Lt g

4'24 ’)!25

[H— +-

vl s=0 !

:1+2{ n—1 }

n=1

o 2 v w  ® x i [t
-l - e

Es ist also ¢g=1 und fur ne= il
nn—1\«
=3 (M) =) )+ )
E=1\k BT

Ist nun & >0, so wachsen bei festem »n die Glieder y(n),
k=12,...,n, dieser Summe, solange yi(n)=< y;4y(n)

oder ;
kggz-?‘_;r 1+‘/(fx ik 1) P

ist. Bezeichnet man also das Maximalglied mit p,, so wird
es in der Summe fiir einen Index k= p errelcht fiir den
die Abschitzung

Knopp, Aufgabensammlung 11* 5
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p=V an+0(1)
gilt!). Wegen u, =< ¢, = hlun ist nun
log ¢, = log wy + O(log n).
Ferner ist
n' P of
pln—p)! n p!’
Da nach der Stirlingschen Formel log m! = mlog m — m
+ O(log m) ist, so folgt schlieBlich
log ¢, =mnlogn—n—plogp+p—©n—plg@m—p)
+n—p+ploga—plog p+ p - O(logm)

logn -+ log (1 - z:) }
)

log py = log —

2
= nlogn-—plog % +p-=(n—7p)

+ O(log n)
= 2p 4 O(log n) = ) an + O(log n),
womit die Behauptung bewiesen ist. — Bei den letzten
Zwischenrechnungen hat man nur zu hbeachten, dal
log (1~z) +2

—fiir z— 0 einen Grenzwert hat.

1L Kapitel.
Singulire Stellen.

§ 6. Die Laurentsche Entwicklung.

1. Es sei ¢ irgendein abgeschlossenes Gebiet, das ein-
schlieBlich seines Randes im Ringgebiet ® liegt. Dann
kann man — der Beweis schlieBt sich ganz eng an K I, § 29,
an — die geschlossenen Wege €, und €, in & so wihlen
daB €, sowohl & als R, umschlieBt, wihrend €, nur &,
umschlieBt, dagegen @’ in seinem AuBern liegen liBt. Dann
ist fiir z in &

T) Ist (pp) eine Folge mit positiven Gliedern, so bezeichnet O(py) irgend-
eine Folge, deren Glieder, durch py dividiert, beschrinkte Betrige haben.
Insbesondere hedeutet O(1) eine Folge, die selbst beschriinkt ist.
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(©,) ©
it / 0 4 L >/ 1) 4
271

Nach K1, § ](), stellt Jede.s der Integrale eine in der Um-
gebung eines jeden nicht auf €, bzw. €, gelegenen Punktes
regulire Funktion dar. Insbesondere stellt das erste Inte-
gral eine innerhalb €, also (!) sogar innerhalb $,, regulire
Funktion f;(z), das zweite ebenso eine auBerhalb &, (ein-
schlieBlich o) regulire Funktion — f,(2) dar. Da in & beide
reguldr sind, hat man dort

f(2) == fi(2) + fo().
Hat man analog

(@) = p1(2) + py(2),
$0 ist

f1(2) — @u(2) = @y(2) — ().

Diese Funktion ist also innerhalb &, und auBerhalb $,
(einschlieBlich oo), also in der ganzen Ebene (einschlieBlich
oo) regulir und ist folglich eine Konstante.

2. Der ganz analog wie bei der vorigen Aufgabe zu
machende Ansatz, bei dem das Regularititsgebiet von f(z)
wie in K I, S. 58, Fig. 4, zu zerschneiden ist, fithrt zu der
Darstellung

f(2) = fi(e) + f3(2) + - - - + fm(2),
in der f,(z) eine innerhalb &, die iibrigen f,(z) je eine aufer-
halb &, und auch in oo reguldre Funktion bezeichnen
(v=2,...,m). Hat man nun analog

() = @1(2) + @a(@) + - - - + Pu(2),
so folgt aus
fi(e) — @,(2) = (a8) — fo(2)) + /- + (Pmle) — fm(2))
wieder, daff hier beiderseits eine Konstante ¢ steht. Aus
12(8) — @y2) = (po(2) — f32) + + - + (pm(d) — () — ¢
folgt dann analog, daB [.(2) - qu¢) konstant ist, usw.

5*



68 I1. Kapitel. Singuldre Stellen.

1 fa
3. a) Setzt man -;:z', soiRt Hir | 2| > 1, 2t el

1 2
:’1 1‘_721 o0 w® cn
&= = et = 3=,
n=0 n=02"

wenn die Koeffizienten ¢, die Bedeutung aus § b, Aufg. 7
(mit « = 1), haben.

‘ e e i

b)Fm1d>ﬂmtV@~&xm~m=ﬁt4L_;)(__3)

Werden hier die Binomialentwicklungen genommen, so
ist fiir | 2| > 2 unsere Funktion also

e

=:]:[coz—cl+%2__§g+_..},

wenn

Sl e [ [ B

gesetzt wird. ‘
c) g,a,_lﬂ_. = _.1_[ s b e 1 N
(¢—a)e—b) a—blz—a b—z

1 on [ tedt Drichiine

:a:b ; a i b 5
1—— "1—=
A 2 b
1 a2 a 1 1 g 22
_,:5[ e Goler g 7+r}~)—+b—2~+ﬁ+...'
), ke U lb—a g2 BP—a?
(t—a)(e—b) b—al 2 ' 2 P Jrl

') Des bequemeren Druckes wegen ist § = & gesetzt worden,
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1
e) log 10 gestattet fiir |2z|>1 keine Laurent-Ent-
wicklung, da die Funktion dort nicht eindeutig ist. Setzt

1 ' .
man—==2', 8o ist
4

—2 / 1
log 1_;2,:108 (—#) + log WD
1 1 1 1
b o G e s e 2L AR
0g< z)+z+222+3z3'

ein Ersatz fiir die fehlende Entwicklung. )
4. In 0< | 2| << o0 ist g(2) - p(2) regulir und wird dort
durch die Reihe

-+
82 AL
N=—00
dargestellt, in der fiir alle n =0
4 oo
Cn = 2 Opk—n
k=—o

gesetzt ist. Hierbei sind alle @, und o, mit negativem Index
= 0 zu setzen. (Wodurch ist die Konvergenz dieser Reihen
gesichert? Vgl. hierzu die niichste Losung.)

w o2} \
b, Sind Yo, und 3 f, irgend zwei absolut konver-
n=0 n=1

gente Reihen (vgl. § 2, Aufg. 2a), so ist jede Reihe zz)y,,

n=
konvergent, in der die y, irgendwelche der Produkte Xl
jedoch fiir verschiedene » nicht dasselbe dieser Produkte,
bedeuten. Enthélt Xy, alle Produkte «,8,, so ist ihr
Wert =, 2fu. Fiir ein z im Innern des Konvergenz-
ringes sind nun die gegebenen Reihen absolut konvergent,
also nach der eben gemachten Bemerkung nicht nur die
Reihen
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s IR L

sondern auch die mit diesen ¢, als Koetfizienten angesetzte
Reihe
+ o
A gty
nN=—0w
die somit die Laurent-Entwicklung des Produktes liefert.
(DaB die Reihen nach beiden Seiten unendlich sind,
macht keinen sachlichen Unterschied, da man ja auch jedes
Glied mit negativem Index sich hinter das entsprechende
mit positivem Index gestellt denken kann.)
1 ¢
il ( i 2)::8"z-el
i e ol Al
== (1+cz+2722+v-' 1—|— —[—— o

2le2

2 (PRALEC R ch(z" 21)’

N=— P

Wenn c,=oc_, =3 -—- — . — pn= 0 gesetzt wird.

§ 7. Die verschiedenen Arten singulirer Stellen.
1. a) = (2 + 4) e*; wesentlich singulir.

b) —-i2(1~'~-)](1*—§-‘)§fo Lt B g )

in jedem der beiden, in co und Umgebung getrennt ver-
laufenden Blatter liegt ein Pol erster Ordnung.

i

¢) 1— —{— + -+ +; wesentlich singulér.
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d) und e) haben in oo keine isolierte singulire Stelle,
fallen daher nicht unter die Klassifikation von KT, § 31.
Der Punkt oo ist hier Héufungspunkt von Polen erster
Ordnung.

) ¢ .
1) 1—;—{-2!24——}— -+ +;reguldr und = 4 1 in co
g) Setzt man 1:z=2', so wird fiir |2|>1, |2 |< 1
S L s A i 1 ( Z’, )3 |
g e T Cr e z’+3‘ § i )
also (vel. I, § 10, 1b)
' 9 1 /12
=2 +(lzz"+"' ::ﬁ._;__}_.‘o_l_..._
AR

Die Funktion ist also in oo reguldr und hat dort eine
Nullstelle erster Ordnung.

h) und i) Hier ist co wieder Haufungsstelle von Polen
erster Ordnung

a) =1 + —f— + - - +; wesentlich singulér.
2'z2
1 1 . wesentlich
b) = — (z R, 1) i 3!(2”_ 1)3 sy ’ singulir.
1
)= i
Y ‘1 + (2 + 5 (e — 2ai)? - - - ’
(o ek B v 5+ ta(e— 2) + -
I A "

Pol erster Ordnung mit dem Residuum — 1.

. ropy T
d) SIHZACOSZ:VQ s]n(g_,_z)=
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L o

Pol erster Ordnung mit dem Residuum »%-]/ 2.

3. Es hat f; 4 f, wieder einen Pol f'* Ordnung; f;f,
einen Pol ( — w)** Ordnung oder eine Nullstelle (v — f)ter
Ordnung oder eine regulire Stelle mit von 0 verschiedenem
Funktionswert, je nachdem f >, <& oder =« ist;

h eine .Nullstelle (x + )t Ordnung; ;:% einen Pol («x - f)ter

2 1
Ordnung. Beweise durch Ansetzen der Potenzreihen.

4. Da ¢# eine ganze Funktion, so gibt es beliebig grofie
Kreise ® um 0, fiir die die Voraussetzungen des Satzes 2
in K1, §33, erfilllt sind. Die Anzahl der im Innern von
® liegenden Nullstellen 1st

(“)fdz~0

b. Die reelle Funktlon bes1tzt in =0 eine Nullstelle,
sie ist dort differenzierbar, besitzt dort sogar Ableitungen
jeder Ordnung, die alle den Wert 0 haben. Das Kurven-
bild weist keinerlei irreguldres Verhalten bei z = 0 auf und
ist hochstens dadurch bemerkenswert, daf die Beriihrung
der Kurve und der z-Achse in 2 = 0 eine bessere ist als die
jeder Parabel y= 27 Die Funktion komplexen Argu-

1

mentes w=¢ ° hat dagegen eine wesentlich singuliire
Stelle in z =0, ist dort also weder stetig noch differen-
zierbar und die Funktion kommt in jeder Umgebung
von 0 jedem Werte beliebig nahe.

6. Fy(2) besitzt iiberhaupt kein Definitionsgebiet, da
das bei z, uneigentliche Integral wegen g=1 diver-
gent ist.

Da zur Bildung von F,(2) die Laurent-Entwicklung von
f(2) gliedweis integriert werden darf, so erkennt man sofort,
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dal Fy(z) dann und nur dann in der Umgebung von z, ein-
deutig ist, wenn das Residuum von f(¢) in ¢, gleich 0, ins-
besondere also f= 2 ist. F,(2) hat dann in 2, einen Pol
(B —1)ter Ordnung. Ist das genannte Residuum = ¢ == 0,
$0 hat I7,(2) in z, eine logarithmische Singularitiit; genauer:
F\(z) — clog (¢ —2) ist eindeutig in der Umgebung von
2o und hat in 2, einen Pol (8 — 1)t Ordnung (bzw. ist dort
regulir, falls g =1 ist).
7. Da die Entwicklung

C‘P(_ L) L) — 5 ) — -

bei festem hinreichend grofem z beziiglich ¢ ldngs f gleich-
méBig konvergiert, so hat die aufierhalb & giiltige Laurent-

Entwicklung von f(z) die Form%—}— %2 4+, f(e) ist in
oo reguldr und hat dort eine Nullstelle.
+
8. Fiir [2| > Rseif(e) = X a2 Da diese Entwick-

lung lings £ gliedweis in’cegrie?tw werden darf und hierbei
alle Summanden einen eindeutigen (d. h. von f unabhéingigen)

Wert liefern, aufier
2z
® rar
Ay / 2
RIS

80 ist F(z) dann und nur dann eindeutig, wenn a_, =0
ist. Ist diese Bedingung erfiillt und hat f(z) in oo einen Pol
Bter Ordnung, so hat F(2) einen solchen (£ +- 1)tr Ordnung;
speziell einen Pol erster Ordnung, falls f(2) in co reguliir
und == 0 ist. Hat f(2) in co eine Nullstelle o'** Ordnung
(o = 2 wegen a_y = 0), so hat F(2) eine Nullstelle (o — 1)ter
Ordnung. — Ist a_;==0, so bleibt F(z) —a_, - logz fiir
| 2| > R regulir und weist in oo wiederum ein leicht an-
zugebendes Verhalten auf.
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. 9. Es sel 2, co und f(2) in der Umgebung von z, be-
schrimkt. Da das zweite der in der Aufgabe hingeschrie-
benen Integrale fiir alle hinreichend kleinen Kreise $,
denselben Wert hat (vgl. K I, S.115, oben), so kann man
zur Ermittlung dieses Wertes den Radius o von §, zu Null
abnehmen lassen. Nun ist aber, wenn nur o << |z—z|
ist und M eine Schranke fiir | f(0)| bedeutet,

ki jf@)rdcé__<_~1 T LR LA

| 27v0 —e | T 2n " |z—2|—0
was mit p zu 0 abnimmt. Daher ist dieses zweite Integral
= (0 und f(z) gleich dem ersten Integral. Dieses definiert
aber nach K I, § 16 eine innerhalb &, also speziell in z,
reguldre Funktion. Da diese fiir 2= 2, mit f(z) iiberein-
stimmt, so ist f(2) in ¢, regulir. Da umgekehrt eine in 2,
regulire Funktion in einer Umgebung von z, beschriinkt
ist, so ist der erste Teil des Riemannschen Satzes fiir 2, == oo
bewiesen. Der Fall z,= oo wird durch die Transformation

1 )
e auf den Fall z, = 0 zuriickgefiihrt. Die beiden andern

Teile des Riemannschen Satzes ergeben sich nun wieder
unmittelbar aus der Definition eines Poles bzw. einer wesent-
lich singuldren Stelle als einer Stelle, bei deren Annéherung
die Funktion bestimmt unendlich bzw. vollig unbestimmt
wird.

10. Gesetzt, es gibe eine Stelle z;, eine Zahl ¢ und ein
& >>0, so daB in einer Umgebung von 2, (von 2, selbst ab-
gesehen) f(2) eindeutig und regulé’mr aber stets | f(z) —c¢ | = ¢

wiire, so wére dort auch — eindeutig und reguldr und

f();

bliebe dort beschrinkt. Nach dem Riemannschen Satz
miiBte dann z, eine reguldre Stelle dieser Funktion sein.
Daher hitte dort f(z) entgegen der Annahme eine regulire
Stelle oder einen Pol,
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11. Da die Beweise fiir z, = oo und z,== oo ganz analog
verlaufen, geniigt es, den ersten Fall zu betrachten. s
sei dann ¢ eine beliebige komplexe, ¢ eine beliebig kleine
und R eine beliebig grofie positive Zahl. Der Kreis mit &
um ¢ heiBe €, der mit R um 0 heiBe §. Dann gibt es nach
Casorati-Weierstra} ein 2z, auBerhalb R, so daB f(z) = ¢,
innerhalb € liegt. Um 2, konnen wir einen Kreis §; und um
¢, einen Kreis €; derart beschreiben, daf alle Werte in €,
von f(z) innerhalb &, angenommen werden (vgl. Bi, S. 6,
sowie K I, § 34). €, denken wir uns dabei so klein, daf
er ganz innerhalb © liegt und &, so, daB er ganz auBerhalb
§ liegt. Nun gibt es ein | z, | > 2R, so daB f(2,) = ¢, inner-
halb €, liegt. Um 2, beschreiben wir $, und um ¢, den
Kreis €,, so daBl alle Werte in €, von f(2) in &, angenommen
werden. Uberdies liege €, ganz innerhalb @Zl und &, ganz
auBerhalb & und §,. Nun gibt es ein | z;| > 3R, so daB}
f(z;) = ¢; innérhalb @2 liegt, usw. Ks gibt mindestens einen
Punkt @, der allen Kreisen €, €,, €,, €, ... gemeinsam ist.
Die Gleichung f(z) = @ hat dann mindestens je eine Losung
in &, K, ..., also unendlich viele Losungen aufBerhalb
R, w.z. b.w. (Die Kreise ®, &, ... zeichne man in der
z-Ebene, die Kreise €, €,, ... in einer w-Ebene).

§8. Residuensatz, Nullstellen und Pole.

1. Bs ist q)() +n_+ +"1,wenn— b,
fe) o 2 (U

gesetzt wird, (v = 0, 1, voon—1). Fir |2{|>1 ist daher
(@) \ 1Bl Byl koot | Buy |
fe) | |2
wofern R > 1 groB genug gewihlt wird. Dies R kann nach
K I, § 28, Satz 2, iiberdies so grof gewithlt werden, dab
auBerhalb des Kreises | z | = R und auf seinem Rande das

yalso<< 1 fir | 2| = R
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Polynom a4 a2+ - - -+ a,2" sicher keine Nullstelle
mehr hat. Auf die Kreislinie | 2| = R ist nun der in der
Aufgabe genannte Satz anwendbar. Da f(2) = a,2" in
| 2| < R offenbar nur die n-fache Nullstelle 0 hat, so hat
f(e) + p(@) =ayg+ azz+ - -+ ape® in |2|< R auch
genau 7 Nullstellen und sonst keine weiteren.

2. z¢** oder (22 —1) ¢%2, falls ¢ nicht reell.

3. Hat f(2) in z, einen Pol erster Ordnung, so ist das
dortige Residuum = lim (2 — z,) f(2). Andernfalls mu man

2=>2y

die Laurent-Entwicklung aufstellen, um das Residuum zu
erhalten. ‘

‘*,(z kn)(l) I
2) _zl_l,l,,, sin 2 08 2 z:z.,,ﬁ( L
W
1 24e—9)
b) 6= P o5 T =D
2
— s .,,_z,;—2+co—|—cl(z.—2)+
Residuum = — 1.
L T L e (f:ﬁ)a ‘
i (e— )m 6—2 Gy My 2 i
e
Beonl it v S
esiduum P
¢,) = lim —— 4 2

2y (2 —2)™ (z2 — 7™

3 2—2g)8nz
d) = lim (, f«l‘zu.m S
z—>zf CoS 2
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e) e :]+T“}‘9;~z+'”‘ Residuum = 1.
oy 1 J

) ¢ Bk e g , " : e Residuum = 1

2 T - ki ( L ) il

% l_,],.___; PSR S ) e

4, Aus

o
[p(z0) + ¢'(20) - (2—29) + - JL__ZO%—“‘!

abzulesen. Residuum = ag, bzw. xg(z,). Analog fiir die
zweite Frage: — Bz, bzw. — f - p(z).

5. Nach K I, § 33, Satz 3, und nach der vorigen Auf-
gabe ist unter den Voraussetzungen des genannten Satzes
das erste Integral

i 2‘?1 _A‘:Z/Z
erstreckt iiber die innerhalb € gelegenen Nullstellen z, bzw.
die dort gelegenen Pole 2, ein jedes so oft genommen, wie
die zugehorige Ordnungszahl Kinheiten hat. Analog ist

das zweite Integral
= Xp(z,) — ().

6. Setzt man

1 1
o f“)gy) = ay, e g zg) = by o w=10,1,2,

80 ist
g(z) A+ g (2 —2) + u2(z L zo) e, 7. =
‘ f(z)_ by(2 — 2p)* —{—b(gﬁzo)s i @0, by==0.

1 ’ b‘ ’ ’
=b2‘z,g[ao+(hz -F---Hl—-iz + o5 2= (e —2p);
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byt qa i,
Residuum = 22 0 207

Fiir die zweite Frage hat man a‘nalog bei by == 0

f(z)_ 1 ; is b ( ) /)5\ A
0 ot o a1 (s
Residuum = %D} — agdsbs Z; ’11 1) 30y + azb—
1. a) = 2.

b) Da alle Pole (die in den ungeraden Vielfachen von
} / 1
4 liegen) das Residuum iy haben (vgl. Aufg. 3d), ist das

Integral = — 4ni.

ALk f(z) fiz) i
iy ((31“"2) (e~-21) }_( Z—2) - (52"2k)+
f [(zx) * . )
(2 —2) <« (x — Zk—l))
8. Aus den Voraussetzungen folgt sofort, dab », so grof
gewdhlt werden kann, daB fiir | z| > r, Zihler und Nenner
von R(z) keine Nullstelle mehr haben und daf fiir ein passen-

des o >0 dort | R(z) | < I?“Tz bleibt. Daraus folgt zu-
nichst die Konvergenz des Integrals. Ist dann r > 7, und
€ der geschlossene Weg, der von — 7 liings der reellen Achse

nach -+ 7 und von dort langs der oberen Hélfte § des Kreises
| 2| = r zuriick nach —r fiihrt, so ist

+1
©[R@)dz = [ R@)dz + © [ R(z)dz = 2miS.

Hierbei ist aber

| ® [ Ride | < % am =T
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Riir r— 4~ oo ergibt sich hieraus die Béhauptung (und
nochmals die Konvergenz des Integrals).

9. Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist

dy Fdg 4 Tyt Fg=0,
also
r
J, - Jy oder also mf ?";“” S T
0

Nach I, § 7, Aufg. 6a und b strebt J,— 0 fiir r - - co

und J,——mi fir p—~0. Also ist

10. Es ist @ [e=#*dz = 0, also

1
T 0

(s fe_“dt +fe_Rz(co~sZ¢-| isin2¢) , %Reupd(p 2ty fe_zidz

wenn das letzte lntegral wieder geradlinig genommen wird.

Riir R 4- co hat das erste Integral den Grenzwert «}I/y—t
und das zweite den (xren7wert 0, denn es ist absolut ge-
nommen

T

4 i ? ; 7
§ Rfe—li’(',o,\'Ze)d(p s ‘2*Rf3"Rle"wdl/), ( g }_%)
0 0

1
=@, also das Inte-

Nun ist in 0. . .gbekanntlich sin ¢ > 5

gral auch

n

2 i
' %R- feiFedp < %ﬂ, strebt also gegen 0.
0
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Das dritte unserer Integrale ist fiir z = »IAV—%@ t
o R e e ( s bdu )
=—— e Wdt=———-—| [cos (2)df — ¢ sin ({*)dt).
i e

Daher strebt fiir R co
R R /5 Wi
T {02 S RN g LW ,
2 St 2 e EAEL ) 3 s
Ofcos (2)dt zofsm (®)dt T3 sin =31/ 4 (1 —q).

Trennung in Reelles und Imagindres liefert die beiden
Formeln.

III. Kapitel.
Ganze und meromorphe Funktionen.

§ 9. Unendliche Produkte. Weierstrascher Produkt-
satz.
1. Nach K II, § 2, Satz 4 und 5 sind die Produkte ab-
solut konvergent. Weiter hat man

= a1

vt a=11(n + 2)
i 2:2 8.3 .(n—f—l(n%—l) S
e LT 0t B i
b o 3 =D+
n=2 n(n+1)
i Lede 30000 i ee i 4 8)0 01
g9 8o 4 wn+1) 3
.k é(?l—l)((n+1) —~{n+1)+1)

(n = 1) (n® —n +1)
lim 1749 n2+n+1~2
ateresg W Tk 1 ag
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o) 1 1 T ____ p—T
4 11 (1+ W): R B 1 g ey e e
n=1 n? Y77 2
(Vgl. § .5, Aufg.b.)

2. Subtrahiert man die n'¢ Teilsumme der Reihe von 1,

so ergibt sich durch schrittweises Zusammenfassen

A=) A =Dy - (1 — D)

Da dies >0, so sind die Teilsummen << 1, die Reihe also
konvergent. Genauer: Ist X9, divergent, so ist die vor-
gelegte Reihe konvergent mit der Summe 1. Ist X4, kon-
vergent, so ist es nach K II, § 2, Satz b, auch [I(1 — 9,,),
und die vorgelegte Reihe konvergiert mit der Summe
1—1I(1 — By).

3. a)in 0 a<1ist "< 14 2=<e? vgl I, § 6,
Aufg. 3. Also ist, da unter jeder der Voraussetzungen
py+ 0 streben muB, fiir alle 4 von einer Stelle an und alle
k=1

e%(*/;,wm.1+--~+>').+1;)§ Aﬁi(l ) §0(71+V1+1+“‘+7’).+k)'

Nach der rechten Halfte dieser Ungleichung folgt aus der
Beschrinktheit der Teilsummen von Xy, die der Teil»
produkte von /Z(1 4 y,) und nach der linken Hilfte das
Umgekehrte.
b) Es ist
Vit yet o F e <@ty)L+pe) - L+ pa)
Aus der Beschrinktheit der Teilprodukte folgt also die der
Teilsummen. Wihlt man andererseits, wenn Yy, konver-
giert, m 80, daB VYm+1 e Vm+o + 4 Vmtk < % fiir alle
k=1, so folgt, dal
1+ ‘}/m+1) coo (Lt Y <14 (g F2 4 VYm+k)
i (Vm+1 SRS +'Vm+k)2 “Patahin
also < 2 ist fiir alle k= 1. Also ist auch IT (1 +7,)
konvergent.
Knopp, Aufgabensammlung II, 6
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4. Aus der Voraussetzung folgt zundchst, daB a,—0
strebt. Nun . ist fiir |2| <<% offenbar |log (14 2)—z]|

2
gl%ld(1_|_[z|+]z|2+~~)<]z|2. Wird also m so

gewdhlt, dal fiir n >m stets | a, | << & ist, so ist fiir alle
n>m und alle k=1

| n4-k n+k | n+-k }
2 lg(lt+a)— 3 o= 3 ol
| v=n+1 v=n-+1 v=n-+41

was — 0 strebt fiir n—oo. Daraus kann die Behauptung
log (1 ‘ /
abgelesen werden. — Aus Og(a+ ), -+ 1 ergibt sich

weiter sofort die Behauptung beziiglich der absoluten Kon-
vergenz der Reihen.
B apumdib) i es]= 1
¢) die ganze Ebene;
d) und e) die Halbebene Nf(z) > 1. Beweis jedes-
mal nach K II, § 2, Satz b.
6. a) Es st (1—2) - (142142 (422"

=1—22""1 was 1 strebt.
f i s y
b) Nach a) ist R ]] (1 4 2"@+D),  Die

Exponenten 272y + 1) liefern aber B le=s 0, LA 20
v=0,1,2,... jede natiirliche Zahl ein- und nur einmal.

7. Da man endlich viele Potenzreihen miteinander nach
den elementaren Regeln multiplizieren darf, so ist der An-
satz (*) der Aufgabe jedenfalls erlaubt, d. h. A$Y wird (bei
festem n und 1) gewonnen, indem man links alle hoheren
Potenzen 2*+1, z2+2 | unterdriickt, das endliche Produkt

gewdhnlicher Summen y]:]l A +a) + aP2 + -+ 40

ausmultipliziert und die Glieder mit 2* sammelt. Nach
dem WeierstraBschen Doppelreihensatz (K I, § 20, Satz 3) ist
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nun, weil nach K II, 8. 17/18 die Reihe P; + (Py— P;) +
coein [ 2] = o << r gleichmifig konvergiert, bei festem A
auch die Reihe
AP + (AP — APy 4 o =Tlim AP
Nn—» 0
konvergent und hat zum Werte den Koeffizienten A,
sin 7wz B o Ak F d
— 7:74_.__ - . N (SINGRGEU BSRPUR i 11]1
74 6 120

B Hsl ) List

andererseits durch Ausmultiplizieren des Produkts nach

der vorigen Aufgabe
w1 ® @ 1
= —_— — 2 L ——— Z4
: (2 2>z ) Aé;(n;%:nkzn?)

VR _{_ A
n=1MN
o 1 2
lis ist also 3 — :n{ und

n=1MN 6

w 1 ® 1) ® 1(7:,—11) Tt

—_— Yy = —_— )=

ké; k2 (n=ﬂ-l n2 nﬁ—s; n2 L=Z; k2 120

Addiert man die beiden letzten Reihen gliedweise, so erhilt
SN T
Hiernach ist "é"z ﬁl‘i = %% ;i; = gg.

0 4) Cye=l 0y :v,éﬁw G, :1s7iacucA’

03 vy Z CyuCpCuy « v o

1S x<A<p

1 1 e 3 2p1 (]
b) ‘40: 4 11——”)1:‘1(1 :l—“q‘l’
D e
Ty
G*
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Ay und 4, findet man direkt nach a), die allgemeine Form
von A, bequemer so: Es ist

H(1 + ¢?*=12) = f(e) = (1 + ¢2)f(¢*2),
also
14424 4,2+ = (14-ge) (1 4 4,2+ Ayg*22+ - ).

Dies liefert

q21’—1 ql"'
n et R T A R e
zur Folge hat.
® ® o ( !
¢) Nach a) ist 3 D= 30,2 3 ;:' Also ist
P=—00 y=0 v==()
Dy=0C3+Ci+ C3+ -+ und allgemein fiir alle »=0
By Dy 0 b 00, L D s e

wicklung kann daher auch in der Form D, D, (z—]—%)

{ ;
+ D, (22 -+ £é> + + -+ geschrieben werden. (Vgl. hierzu
§ 6, Aufg. 5.)

d) B,=B_,= 434, + 4;4,.,4+--, v=0, nach
b) und ¢). Geschlossene Werte erhiilt man so: Wegen
F(2) = gz - F(g%2) ist

1 B
By B](Z o ;)+ s OQZ—f—(qu%z _Jf_,,q,1>_|_ 2

Der Vergleich liefert B,= ¢*—'B,_,, »=1,2, ..., und
somit B, = ¢"*- B,. Es ist also

1 FaRr
F(z):Bo'[1+Q(Z+—z)+""l‘_‘l" (Z""l“é;:)-%"']
B, bestimmt sich aus B, = ¢ - By= 4, + Ay Ayyy + - - .

Denn hiernach ist, wenn zur Abkiirzung (1 — ¢2)(1 — ¢*) . ..
(1 — ¢*) = p, gesetzt wird,
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" . gl +1)?
qv”. Bozg_.‘i_giq,ﬁ“%_ kb

Py~ D1 Pria
g e o Y o <o |q,
[@—TgEL~Te. ]
wenn ¢ eine geeignete positive Zahl bedeutet. Also strebt

also | p,By—1|=

i AN L ¢ :
PyBy—1, d.h. es ist By = JI iy Hiernach ist nun

=1 1—
q2n~1
u(l—qﬂn) T e9 ()
i 1
“i4 Selerd)
r=1 4
die gesuchte Entwicklung

e) Ersetzt man ¢z in d) durch —z* und gleichzeitig ¢
durch zi, so ist fiir [z | << 1 die linke Seite

= ﬂ(l——z‘”‘) I](l—«z‘”‘“l) H(l—zgn 2),

n=1

Da,her ist

N=1]1
:l—z—z2+z°+z7 2 —g® .
(Euler-Legendrescher Pentagonalzahlsatz.)

. sinmz 28 i
10. a) Setzt man in g H(l _ﬁ) erst 2 = 5 dann
=1 und dividiert das zweite durch das erste, so hat man

1 1 ik
g 111 “(‘éﬁ{z) T (1 i (‘411:‘2?) ¢ —@jz') i
ittelbar die Behauptung.
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b) Analog fiir 2=} und 2= 1.
%

b N 2
% o G = o ol
11.8) ¢—1=2+e" - 9 = 2i¢” - sin %
z
5 22
B Sl nIIl< +4n2n2)
b) Wegen a) darf z,5=2kmi, k=0,41,..., ange-

nommen werden. Dann ist zunéichst nach a)
€ — %0 = ¢hofe?~% — 1)

2—2,

ki 2o . 2. & e ( 2'0) )

e, (1ﬁzo)n=ﬂ1(1+ 4n2r?
eine Produktdarstellung der gegebenen Funktion, die das
vom WeierstraBschen Produkt Geforderte leistet. KEs hat
aber nicht genau die Form eines Weierstraschen Produktes
(s. K II, §2, S.22). Um sie zu gewinnen, hat man das
Produkt in der letzten Formel noch folgendermafBen um-
zuformen:

= f{{rs ot
AU

¥y { (1 ‘zo—fz“m;) (1 % zo‘;zén—ni)} :

Will man die geschweiften Klammern fortlassen, so hat
man noch die konvergenzerzeugenden Kaktoren hinzu-
zufiigen.
o s sin 2z < 422 )
?  2sinmiz =i (@n—1)2)"

|
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d) und e) sind wegen

" § 4ot R ey
SNz — SNz, = 2 co8 7w 5 smm & und
. o2rtey . 22—z
COS 712 — CO8 T2y = — 2 8in 7w X %sin g 5 0
—

nach ¢) sofort hinzuschreiben:

(1 Gt (=)

8illve —sinmz, =mn(e—ep) IT |1

‘n=-'1 (2n 1) (2%)
! 2 (1w, (—2)
C0Sqr2— cosTTe, = —§n2(22~z%)1 L=III (1 g ) 1— g
doch gilt auch hier das bei b) iiber die Form des Produktes

(Gresagte.

12. Bei geeigneter Wahl der £, leistet das in K II, § 2,
S. 22, hingeschriebene Produkt wieder das Verlangte.
Und zwar geniigt es, die k, so zu wihlen, daf die Reihe (3)
auf K1II, S.21, jetzt wenigstens fiir alle|z| < 1 konvergiert.
Das ist z. B. fiir k, = » -+ «, der Fall. Denn ist z fest mit
2| =p<1und 1st 0 << 0y << 1, so ist fiir alle hinreichend

S
ol
ist dies < K -}, wenn K eine Schranke der Folge ngl
bedeutet.
Der Beweis der Behauptung verlduft nun genau wie
K II, §2,2. Es ist die gleichmiBige Konvergenz der
dortlgen Reihe (4) in | 2| = o << 1, p fest, zu zeigen. Germge
Anderungen der Abschiitzungen in K II §2,2 —in (5
I8t g, statt § zu setzen — lehren, da jetzt, wenn K, eine
Passende posmve Zahl bedeutet, fiir alle |2z | = o und alle
hinreichend groBen »
™
1) S Ky &

el
v

<07. Wegen np}—0

grofen » offenbar

I8t, womit alles bewiesen ist.

|
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13. Man hat die z, nur so zu wihlen, daf sie sich lings
des ganzen Randes des Einheitskreises haufen. Das kann
z. B. so geschehen, dal man auf der Peripherie des Kreises

i e X ) .
i um 0 die Ecken eines einbeschriebenen regu-
o

laren k-Ecks markiert (k= 3,4,...) und diese Punkte
zur Folge 2, 2y, ... anordnet.

mit (1 —

§ 10. Ganze Funktionen.

1. Nach § 7, Aufg. 11, aber auch schon nach dem Caso-
rati-Weierstralschen Satze selbst, kann die Funktion nur
eine ganze rationale Funktion sein. Nach dem Funda-
mentalsatz der Algebra muf sie vom ersten Grade sein.

2. Ist w = ¢(z) ganz und die inverse Funktion z = g,(w)
wieder ganz, so nimmt ¢(2) jeden Wert ein- und nur einmal
an; also ist g(z) nach Aufg. 1 linear.

3. Die Funktion ¢,(2) ist wieder eine ganze Funktion,
speziell ¢,(zy) = ¢'(2,). Wiire nun stets | g(2) | << K, so wiire

2K
fiir |2—2)| = R stets | g,() | < "
Satz 5, gilt dies auch fiir alle | z—z,| << R, speziell in 2.

Nach K I, § 20,

-~ 2K N g
Also ist | g'(zp) | << 7’ also, da R beliebig grof sein darf,
9'(2) = 0. Da z, beliehig war, ist ¢(z) konstant.
4. Ja! Beispiel: g(2) = ¢? 4 2. Ist nimlich in z = rei?
zunichst | ¢ | <§, so ist | g(&)|= erc? —r, was bei
. ) 7 3n
festem ¢ mit  gegen + oo wichst. Ist aber - Eé p=- 91
s0 bleibt e# beschrinkt und | g(2) | = r — e 052 strebt wieder
mit 7 gegen - oo.
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b. Da f™(zy) > 0 strebt, ist die Entwicklung

fe)= ST

.n=o !
bestindig konvergent, also f(z) ganz. Ist damn & >0 be-
liehig und F, so gewihlt, daB | f&+1(z,) - - - - o fE+(z)) |
< ¢ ist fiir k >ky, p=1, so ist fiir irgendein 2
| f<7"'+1)(zl) SIS /(k+p)(zl) ‘
| (n-+k+1) W n+k4p |
B8 Rk Kokt il PP
11=O ’)L! ‘
also < ¢ elanl fir k> ko, p=1. Also konvergiert
2 [0z,

6. Es sei W(z) die nach dem Weierstrafschen Produkt-
satz zu konstruierende Funktion, die in den 2, je eine Null-
stelle erster Ordnung’ hat. Dann ist W'(z,)==0. Es sei
M(z) die nach dem Mittag-Lefflerschen Satz zu bildende
Funktion, die in den z, Pole erster Ordnung mit dem Re-
siduum w,: W’(z,) hat. Dann ist g(2) = W(z) - M(z) offen-
bar eine ganze Funktion, die das Verlangte leistet.

7. Man wihle die reellen rationalen Zahlen @, der Reihe
nach so, daB 1) [ ay— B | <1, 2) | ap+ a — Bl <1,...,

n—1 1
n) [ g+ ayo + - -+ + Apqox ’“ﬂ[<( 1)'7"'-
Dann ist jedenfalls a, + ayo0 ++ ago® + - - - = . Ferner ist
g il n-41
n . e V)
[T o e

Woraus hervorgeht, daff Ja,z" bestindig konvergiert.

8. Da man in beliehiger Nihe einer komplexen Zah
Stets eine rationale komplexe Zahl angeben kann, so bleibt
der vorige Beweis unveriindert giiltig.
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9. Ist #" >r, so kann das Maximum von |g(2)|in
| 2| < 1" nicht kleiner sein als in |z| =7 Also wichst
M(r) monoton. Ist nun B > 7, soist g(z) in | 2| = R gleich-
méBig stetig. Ist also & > 0 gegeben, so kann man § >0
so klein wihlen, daff fiir alle ' in r—0 < <r -9 die
Differenz | g(2') — g(e) | < € ist, wenn |z|=7r, |2'| =1
und arcz=arcez ist. Daher ist fiir diese ' auch
M(@r)—e<< M(r') << M(r) +e. M(r) ist also stetig.

10. Kann man in ¢(z) == z ae™ aut [z | = r den Punkt

2 =12, so wiahlen, daf} alle Gheder anzy denselben arc
haben (soweit sie == 0 sind), so ist fiir dies » offenbar
M(r) = | g(#,) |- Daher ist

a) fiir e?: M(r)=¢; b) fiir sinz: M(r) = §(¢" — e ");

¢) fiir cosz: M(r) = }(e" + e7);

sm Vz ey o5 i \ X
i AR SR R e I e B Ca it
A Ve R T ey 'M(r)_zl/}(”y it
11. Es geniigt das Beispiel f(z) = 22 4 2iz + 1. Riir
2 =1 (cos g - 1 sin @) wird
| f(2) |2 = 1% + 4r* 4 1 + 2r2 cos 2 — 4r(1 — 2) sin .
Bei festem r in 0<7r<}/2—1 wird diese Funktion

von ¢ zu einem Maximum fiir (p=-§, dagegen fiir
1 — g2 2
sin g = — ,‘,2;1 in J/2—1<r<1. Daher ist

M(r)={1+2r—i~ fiir (_)grgl/z—l,
A+)2 fir J2—1<r< 1

Diese Funktion ist an der Stelle r = ]/2——1 zwar  stetig,
aber nicht analytisch, da sie dort zwar eine erste, aber keine
zweite Ableitung besitzt.
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§ 11. Teilbruchreihen. Mittag-Lefflerscher Satz.
1. a) Aus der ctg-Entwicklung (K II, §6, 1. Beispl.)
folgt, da
w tg f’;z:n ctg%z—Qn ctg 7z

ist, sofort die gesuchte Entwicklung

4 4z
ntg2 %0(210—}—1)2 g z2==-4-1, 4 3,...

Diese Formel gilt zundchst nur fiir 2= 0, 1y 82
+ 3, ...; doch priift man nachtriglich direkt, da sie fiir
=0, 4- 2, 4- 4, ... noch giiltig ist.

1 z
b) Wegen " Tentap ctg z | tg 5 hat man

4 1 ® 2z
AU A | I.:——l' LS
siimme'l 2 +zé;( ) k2 — 22
2z ik 1

¢) Nach b) hat man, indem W ad P e
und hierauf 2z durch § — 2 ersetzt wird, ,
4 2 (2 2 ) 2 2
el
Hier darf man die runden Klammern fortlassen und je zwei
Glieder gleichen Vorzeichens zusammenfassen (warum?);
dies liefert

7 4.1 4.3 4.5
o g D Rl e Wl
’ 1 1 U 2
d) Es ist 1 IO Y -+ ) ctg 5 also
| ¢ 1 | o 2z
) i 2
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e) Wegen cos sz — sin 7z = - )/2 - sinzw (! — 2) erhilt man
nach b)
7T O R 24 —#) }
Yok sl : EIBRRN, T S R o 1 3
cosmz—sinmz /9 11 —z Ic%l e B o ()t
wenn

2. Es wird M) :‘120 L - e =00,
1 ——

—g,(2) ein geeignet langes Anfangsstu(k der Reihe

() n .
Xy Zgni—l bedeutet. Ist nun R >0 fest gewihlt, so 1Bt

n=02,
sich nach K II, S.40, m so bestimmen, dall die Glieder
jener Reihe fiir » >>m in |z| = R reguldr sind und daf}
die bei » = m -+ 1 begonnene Reihe dort gleichmifBig kon-
vergiert. Daher darf man gliedweis integrieren (etwa gerad-
linig von 0 bis z) und in den Exponenten von e setzen. Nach
Anfiigung der Anfangsglieder folgt somit, daff das Produkt

2% IT (l ~—> Gy(2)

p=]
bei dem G,(z) die Form - I i(-f) Bt e 1( z) '
i\ n,\2,
hat, eine ganze Funktion mit den im WeierstraBschen Satz
verlangten Eigenschaften darstellt.

3. An Satz und Beweis dndert sich nicht das geringste,
wenn die Punkte z, nicht Pole, sondern (samthch oder teil-
weis) auch wesentlich singulére Stellen sein diirfen.

4. Wird auch nur an einer einzigen Stelle z, neben dem
absteigenden Ast auch der ganze aufsteigende Ast vor-
geschrieben, so ist damit die Funktion selbst vollstindig
gegeben, die bei z, diese Entwicklung besitzt. Man kann
ihr also keine weiteren Bedingungen auferlegen. Dagegen
darf an jeder Stelle 2, ein (beliehig langes) Anfangsstiick
des aufsteigenden Astes vorgeschrieben werden. Is sei also
i gl E-al )15 1

&y
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& o
H,(2) :ﬂ_éw (2 — 2,)",

wobei f, By, . . . irgendwelche nicht negative ganze Zahlen
bedeuten. Dann gibt es eine eindeutige Funktion F(z), die
in der ganzen Ebene bis auf die Stellen 2, regulir ist und
die in jedem der Punkte , sich so verhilt, da F(z) — H,(2)
dort regulir ist und eine Nullstelle von mindestens (8, 1)ter
Ordnung besitzt. Der Beweis liBt sich durch Fortfithrung
des Gedankens aus § 10, Aufg. 6, sofort erbringen. Es sei
W(z) eine ganze Funktion, die in den 2, je eine Nullstelle
(B, -+ 1)ter Ordnung hat, sonst == 0 ist. Es sei h,(2) der
Hauptteil der Laurent-Entwicklung von H,(z): W(z) an
der Stelle z,. Jetzt bilde man eine Funktion M(z), die in
den z, die Hauptteile h,(¢) hat, sonst eindeutig und reguléir
ist. Dann leistet F(z) = W(z) - M(z) das Verlangte, denn
in der Umgebung von z, ist

ﬁ;’((:)) + fu(2), (fi(2) reguldr in z,).

Also hat W(2) - M(2) — H,(2) = W(2) - f,(¢) in 2, eine Null-
stelle von mindestens (8, -+ 1)* Ordnung.
b. Der Beweis ist ganz analog wie in K II, §5. Die

Entwicklung h,(2) = af’ + a2+ -+, (v =1,2,...), ist
jetzt fiir | 2| =< | 2, |? gleichméBig konvergent und g,(2) kann

M) =

1
so gewihlt werden, daB | hy(2) — gu(2) | < glir|z| =]z |2

Dann leistet M(z) = hy(2) + ‘_22 [7(2) — g,(2)] wieder das

Verlangte. Denn ist o in 0 << o << 1 gegeben, so kann man
m so wihlen, daB |z, |2>p fir »>m. Daher hat

ii 1[h,,(,z) — g,(?)] Glieder, die in | 2| = p reguliir sind,
Ve=sp,

und ist in |z | = p gleichmiBig konvergent, stellt also eine
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dort regulire Funktion dar. Daher hat M(z)in |z | < g,
also, da o beliebig war, in | z|<C 1 die verlangten Eigen-
schaften. :

6. Der Beweis beruht auf denselben Gedanken wie der
zur vorigen Aufgabe gegebene. Wir fithren ihn nur fiir den
Fall durch, daf oo weder zu It noch zu N’ gehort. Um
jeden Punkt 2, legen wir den kleinsten Kreis — sein Radius
heife g, —, der auf dem Rande mindestens einen Punkt
z, von M, aber im Innern keinen Punkt von I
enthalt. Da " abgeschlossen ist (warum?), ist ein solcher
Kreis stets vorhanden und es strebt g,— 0. Die Entwick-
lung von h,(2) fir das AuBengebiet |z-—2z,|>p, sei

(v)
hile) == bf)”) R ;- Zﬁmz, +4---. Da sie fir |z—2z,|= 2,

gleichmiBig konvergiert, konnen wir einen so langen An-
fang der Reihe (er werde wieder mit g,(z) bezeichnet) wihlen,

1
daB | hy—g¢, | < % bleibt fiir | 2 — 2, | = 20,. Dann leistet

F& = S ) — 2]

das Verlangte. Denn ist & ein abgeschlossenes Gebiet, das
einschlieflich seines Randes keinen Punkt von I enthilt,
so ist die kleinste IEntfernung eines Punktes von ¢ und
eines Punktes von 3t noch positiv. Sie heifie p. Wir wihlen
nun m so groB, daB o, << 4p ist fir » >m. Dann sind die

Glieder der Reihe F,,(z) = zw‘ (hy, — g,) in @ regulir und
y=m+1

ihrem Betrage nach < 1:2". Also ist F,, in ® regulir und
I leistet in & das Verlangte. Da nun & beliebig war, o
geniigt /7 den Bedingungen der Aufgabe.

Zusatz: Gehort co zu M oder PW’, so hat man einen
Punkt ¢ einzufiihren, der weder zu M noch zu M’ gehort,
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und die £,(2) nach Potenzen von (A v,-) zu entwickeln.

v

7. Der Satz wird lauten: Ist 9t eine beliebige isolierte
Punktmenge, deren Punkte 2, 2, . . . sind, ist I’ die Menge
der Haufungspunkte und ist jedem z, eine natiirliche Zahl
o, zugeordnet, so kann man ein unendliches Produkt auf-
stellen, das in jedem abgeschlossenen Gebiete (9, das keinen
Punkt von %’ enthilt, gleichmiBig konvergiert und dort
 eine regulire Funktion darstellt, die in den zu & gehorigen
Punkten 2, je eine Nullstelle der Ordnung o, hat, sonst in
& aber == 0 ist. — Der Beweis ergibt sich, genau wie bei
Aufg. 2, indem man den Satz der vorigen Aufgabe mit

o ; ;
hy(z) = "~ heranzieht und das von einem festen Punkt
oy’ zv

2, in ® bis z genommene Integral der konstruierten Funk-
tion in den Exponenten von e setzt. Man erhélt

’

W () m=t ﬁ [(1 ey Z",_“_z,‘:) (@)
n==1 :

Z2—2,

oy

wobei (,(z) die Form
(Z‘f Mz:) A i (z" =y z;)z AL LS l,<z” ~~‘zf,)”r
z2—2, 2 \z—2, Ny \ 2 —2,
hat.

8. Die Losung ergibt sich unter Benutzung der in den
beiden vorangehenden Aufgaben gegebenen Verallgemeine-
rungen des WeierstraBschen Produktsatzes und des Mittag-
Lefflerschen Teilbruchsatzes genau wie die von § 10, Aufg. 6.

9. Die Losung ergibt sich unter Benutzung der in den
Aufg. 6 und 7 gegebenen Verallgemeinerungen des Weier-
StraBschen Produktsatzes und des Mittag-Lefflerschen
Teilbruchsatzes genau wie die der Aufg. 4.
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§ 12. Meromorphe Funktionen.
1. Wir zeigen zundchst, daB die Folge der Funktionen
1 it B e n)

UL e (et B R
gn(7) n(

n?ml
fiir jedes B >0 in |z|= F gleichmiBig konvergiert. In
der Tat ist (s. K 11, S. 33) g,(2) = %% . P,(2), wenn

g 1 n 2 —=

gesetzt wird. Nach K II, S. 16/18 und dem Beweis des Weier-
straBschen Produktsatzes st die Folge der Py(2)in |z | < R
gleichmiBig konvergent. Wegen d,— C gilt dies offenbar
auch von der Folge ¢’22, Daraus erschlieBt man leicht die
Behauptung.

Doch fahren wir so fort: Nach dem Gesagten gibt es
jedenfalls eine Konstante 4, so daB fiir alle » und alle
|z| = R stets | g,(2) | << 4 bleibt. Dann ist aber fiir alle
diese n und z (vgl. § 2, Aufg. 4)

=t 54 [+ 21— <2,

wenn B eine geeignete neue Konstante bedeutet. Also ist
2 Gnra—gn), Ja s0gar 3| Gusy —{a | in | 2| < B gleich-
n= ol

miBig konvergent. Also gilt das gleiche von lim g,(2).
N—>®

Ist nun G ein Gebiet der in der Aufgabe genannten Art,

so sind alle Glieder der Folge ¢,(2) in G von 0 verschieden

und ebenso der Grenzwert. Also gibt es eine positive Zahl

o, 80 daB fiir alle 2z in G und alle n stets §,(z) = o bleibt.

Dann ist aber mit §,(2) auch g—l(ES = ga(2) In G gleich-
n
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mifig konvergent, wie aus der dort giiltigen Abschitzung

lgnir— o | = (xz | Gn+r—Insy| zu ersehen ist.
1
Die Abschitzung | gpiq— 9. | = < | Jn+1— Gn | lehrt

zugleich, dal auch die Reihe 2 | gn+1— Gn | gleichmiBig

in & konvergiert.
2. Hat g,(2) die Bedeutung ‘aus Aufg. 1, so handelt es

sich um lim L (& %) -mA—#, Da ¢,(2) fiir jedes in Betracht

n-—» o n( 1 4 §
kommende z einen endlichen und von 0 verschiedenen Grenz-

wert hat, ist dieser Limes dann und nur dann vorhanden,
wenn R(z,) > NR(z,) ist. Er ist dann = 0.
. 8. Es sei f(¢) fiir ein bestimmtes z==0, —1, —2, ...
konvergent. Dann ist, wenn g,(2) die Bedeutung aus Aufg. 1
hat,
nla, (09
de+1)-(z2+mn) n? gale)-
Nach 1, § 3, Aufg. 12 ist also auch die Reihe I'(z) konvergent.
Denn die Bedingungen jener Aufgabe sind gewil erfiillt,
wenn die dortigen Reihen Xa, und X' | b, — by | kon-
vergieren. Dafl aber die letztere in unserm Falle (d. h. fiir
by = g,(2)) konvergiert, ist bei Aufg.1 dieses Paragraphen
gezeigt worden.
nla,

T det+1) (e + ) 9nl2)
genau ebenso, da auch X | gy — gn4q | als konvergent er-
Wiesen ist.

4. Dies folgt genau ebenso, wie bei der vorigen Aufgabe,
unter Heranziehung von I, § 9, Aufg. 4. Denn die beiden
Reihen 3 | gy (2) —ga(2) | und 3|11 () — gale) | sind

Knopp, Aufgabensammlung 11 )

Das Umgekehrte folgt wegen o
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in jedem Gebiete der jetzt in Betracht kommenden Art
nach Aufg. 1 gleichmifig konvergent.

5. Dies folgt genau wie bei Aufg. 3, da aus der Kon-
vergenz von X | ¢, — gn+y| erst recht diejenige von
2 “ 9o | — | n+1 H folgt, — und analog fiir g,.

6. Hat g¢,(2) dieselbe Bedeutung wie in Aufg. 1, so
handelt es sich um den Grenzwert von

9@ (1 i p_)

gﬂ"‘?n(z) "
Da hier der erste Faktor —1 strebt (offenbar bei sinn-
geméBer Deutung auch fir z=0, —1, —2, ...), so ist
der Grenzwert des ganzen Ausdrucks dann und nur dann
=1, wenn p,:n— 0 strebt.
7. Aus der Produktdarstellung von 1:1'(z) = K(2z) in

K II, §3,3 folgt durch logarithmische Differentiation

I"(z) 1 Gl g

T o e e
Da nun (Figur!) fiir alle in Betracht kommenden z und »
1) 2122, 2 etv|Z|e+1], ) [e+v[Zr—1
ist, so folgt hieraus

F"(z)\ tlz n 1 ® 1
1+ g1l & + |2 lv=[|22”+w'(;—:1)

e |~ v-[e+1]
1
<24 +——(log|2z|+1)+ |2 ~—<A-lo 2
|+1l(gll)|[|l gzl
n

8. Nach I, § 10, Aufg. 3a ist b, = l' z( g oAt

handelt sich also um den Beweis der Beziehung
(] n
™ z(ﬁﬂ itk

e N
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da (lo g;v)‘ £l

Nun lehrt Differentiation, fiir 2=e" ein

Maximum erreicht, vorher monoton steigt, dann monoton

n
fillt. Das Maximum selbst ist =217 (2:—) , was wegen

n
1 ek
R0 << 1Y), < 5% n! ist. Setzen wir nun [e 2] +1=m
80 ist zunéchst fiir &= m
log"(k + 1) Efllogng log™k
g R e o ok
Schreibt man dies fiir k= m, m 4 1,... an und addiert,

80 folgt, wenn wir die Summe unserer Reihe in (*) mit 9,
bezeichnen

“log™
So—dn< [ = "b S T By B
1
hierbei soll 4, die pte Teilsumme unserer Reihe und J,,
das Integral von 1 bis m bedeuten. Nun ist (z= ¢
flog €T
1 2

- dz = n! und folglich

el m— Ay —
Tn—dn_y 1o In—dn
| N n:

Hier ist aber wegen des oben berechneten Maximums die
linke wie die rechte Seite ihrem Betrage nach

<Zm e <l

Da dies —0 strebt, ist unsere Behauptung S,:n!—1
bewiesen. Sie lehrt, daB -1 eine singuliire Stelle der

L

I\
) Dies ergibt sich, indem man die bekannten Ungleichungen (1 + ;) <e
filry = 1,2, ..., mit einander multipliziert.
¥
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{-Funktion ist. Unsere Abschitzung lehrt aber weiter,

» 1
daB () — 2 (—1)"(z—2)" = {(z) — { mindestens
n=0 & e

2
im Kreise |2—2| < l/— reguldr ist, dafl also {(2) in + 1
e

nur einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum - 1 besitzt.

Vgl. hierzu die Bemerkung am SchluB der Lisung der
nichsten Aufgabe.

9. Macht man eine analoge Abschitzung derjenigen Glieder
der Reihe in (*), s. vorige Aufgabe, fiir die k < m ist,
wie wir sie eben fiir die Glieder mit k= m durchgefiihrt
haben, so findet man genauer, da S, und das Integral

21
f og L dw=n! sich um weniger als 2 Glieder der Reihe
untersehelden, d. h. daB
- a0 b2
| Sp—ml!| <22~n, ')—“ Sp—11 e

ist. Dies lehrt, daB ((z), von dem festgestellten Pol ab-
gesehen, sogar in |2z — 2| <C 2 reguldr ist.

Die Summe der Reihe in (*) bei der Losung der vorigen
Aufgabe 1Bt sich iibrigens mit Hilfe der sogen. Eulerschen
Summentormel noch wesentlich genauer abschitzen und
dadurch kann in etwas anderer Weise als in K II, § 6, Bei-

1
spiel 4, direkt gezeigt werden, dal {(2) g eine ganze

Funktion ist.

IV. Kapitel.
Periodische Funktionen.
§ 13. Einfach-periodische Funktionen.

1. Denn sonst hiitte sic auch alle Zahlen n - n’]/é Al
Perioden (n, n' =0, 41, 4-2,"...). Diese Zahlen liegen
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aber auf der reellen Achse iiberall dicht, d. h. jeder dortige
Punkt ist Haufungspunkt der genannten Zahlen. Nach
K II, § 7, Satz 2 kann das nicht eintreten.

2. Eine periodische Funktion nimmt jeden Wert, den
sie {iberhaupt annimmt, unendlich oft an, eine rationale
Funktion dagegen nicht.

Vorbemerkung zu den Losungen 3 bis 7: Die Aufgaben
3 bis 7 erledigen sich sehr einfach durch die Bemerkung,
daB bei der K II, S.62 ff. durchgefiihrten Transformation
der Funktionen f(z) in die rationalen Funktionen (&) dem
»oberen Ende“ des Periodenstreifens vermoge ( = ¢>%2
offenbar eine Anniherung an =0 und dem ,unteren
Ende** ebenso eine Anniherung an = co entspricht.

3. (Vgl. die Vorbemerkung.) Ist f(z) im Streifen ein-
deutig und regulir, so ist ¢({) in der ganzen Ebene, auBer
etwa in 0 und oo, eindeutig und regulér. Soll (C) iiberdies
bei Annéiherung an 0 und an oo beschriinkt bleiben, so wire
®(¢) nach dem Riemannschen Satz, K I, § 32, Satz 3, auch
n 0 und oo reguliir. Eine nichtkonstante Funktion kann
aber nicht in der ganzen Ebene einschlieBlich oo regulir
Sein,

4. (Vgl. die Vorbemerkung zu Aufg.3 und die Losung
von Aufg. 3.) Bleibt ¢({) bei {— 0 beschréinkt, so ist ¢(¢)
nach dem Riemannschen Satz in £ = 0 regulr, also lim ¢(()
fiir ¢ — 0 vorhanden. Also hat f(z) einen Grenzwert, wenn
2 sich gegen das obere Ende des Streifens bewegt. Analog
fiir das untere Ende. Als Ordnung, mit der dabei f(z) den
Wert ¢ annimmt, wird man die Ordnung der Nullstelle
von ¢(¢) —a in 0 bzw. oo ansehen.

b. (Vgl. die Vorbemerkung zu Aufg. 3 und die voran-
gehenden Losungen.) Bleibt ¢(¢) bei £ — 0 nicht beschriinkt,
0 muf ¢(¢), da es eine rationale Funktion ist, bestimmt
Unendlich werden (d.h. |@()|>G fir |{]|<6) und
also einen Pol in ¢ = 0 besitzen. Die Ordnung dieses Poles
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wird man als Ordnung des am oberen Ende des Streifens
gelegenen Poles von f(2) ansehen. Analog fiir das untere
Ende.

6. (Vgl. die Vorbemerkung zu Aufg. 3 und die voran-
gehenden Losungen.) Denn eine rationale Funktion nimmt
jeden Wert (einschlieBlich oo) gleich oft an, wofern man
eine a-Stelle der Ordnung « wie iiblich x-mal als a-Stelle
zihlt., (Ein Pol gilt hierbei als co-Stelle.)

7. (Vgl. die Vorbemerkung zu Aufg. 3 und die voran-
gehenden Losungen.) Denn (&) soll eine rationale Funk-
tion sein (s. K I, § 35, Satz 1 und 2).

§ 14. Doppelt-periodische Funktionen.

1. Alle Perioden haben die Form nw - n'w’. Damit nun
zwei Perioden, etwa @ = kw -4 F'w’ und &' = lo + l'e’
wieder ein primitives Paar bilden (&, [, n, K, ... bedeuten
hier reelle ganze Zahlen), ist es notwendig und hinreichend,
daB sich alle Perioden auch in der Form nw - n'®’ dar-
stellen lassen. Aus der Definition von o und @’ folgt nun

o e | Coii
- (o —Fa), o= T (—Ilo + kw").
Damit die Vorzahlen von @ und @’ wieder ganze Zahlen
sind, muB kI’ —k'l=¢0 ein Teiler von k, &', 1,1', also &2
ein Teiler von ¢, ¢ selbst ein Teiler von 1, also 6 =1
sein. Dies reicht auch hin; denn, wenn ¢ = -~ 1, lassen
sich @ und o’ und folglich iiberhaupt alle Perioden in der
Form no + n'®’ darstellen. Man erhilt also alle primitiven
Periodenpaare @, @', wenn k, k',[,1’ alle ganzen Zahlen
durchlaufen, fiir die k' — &'l = - 1'ist (geom. Bedeutung ?),

2. Die gesuchte Differenz ist (vgl. Aufg. 5 in § 8 und den
Beweis zu K II, § 9, Satz 4) gleich dem iiber den Rand eines
geeigneten Periodenparallelogramms erstreckten Integral

L)) =2y =t
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‘ f ( ) 1 [t( o adoto’ ato' ft l
A f wkt ;
"‘T”’ f(Z) C)nL l j zt—f:[;:) a+w+w a -}-w'J
Fiihrt man im dritten Integral 2/ =z — @’ als neue Varia-
ble ein, so ist es mit dem ersten zusammen

= — ”}wf( de=—a'-[log f(Z)]’H_w: 27 - o
f@) e ’
letzteres, well f(2) in @ und @ 4« denselben Wert hat, die
Logarithmen sich also nur um ein Vielfaches von 27 unter-
Scheiden. Ebenso gibt das zweite und vierte Integral zu-
Sammen 2kmiow, so dal unsere Differenz = kw -4 ke’ ist.
3. Aus f(w—2)=f(—2)=—f(e) folgt fiir z= i,
daB f(}®) = —f(@) ist, was fiir nur f(}@)=0 oder
= oo moglich ist. Da sich f(z) auch als ungerade Funktion
Von z'=gz—3%w erweist, hat die Laurent-Entwicklung
von f(z) an der Stelle Y@ nur ungerade Potenzen.
4. a) Durch 2’ = i z wird das Fundamentalparallelo-
© ;
gramm zundchst auf dasjenige Parallelogramm abgebildet,
das durch die Vektoren von 0 nach 27 und nach 27 %
aufgespannt wird. Durch o = ¢# wird dieses dann auf
den Kreisring 1= |'w|> e~ ahgebildet, wenn 7, den
Imaginiiren Teil von w’: w bedeutet, der nach K II, S. 59,
Positiv angenommen werden darf. b) Der Translation
(@) entspricht in der w-Ebene eine Streckung im
Verhiiltnis 1:¢2. Den aufeinanderfolgenden Parallelo-
grammen entsprechen also Kreisringe, deren Radien eine
geometrische Ifolge bilden und die die punktierte Ebene
0< [w| <+ oo genau einmal erfiillen.

. Ist f(z2) = @(0), so ist auch f(z + o) = @(), aber
fe+ o) = p(pl) mit g = ezm;; Hat also f(2) die Peri-
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ode w’, so ist @(ul) = @({), d.h. @(¢) hat eine , multi-
plikative Periode®.

6. e#® ist doppelt-periodisch, aber nicht elliptisch;
denn die Gitterpunkte des Periodennetzes sind wesentlich
singuldre Stellen der Funktion, wihrend eine elliptische
Funktion im Endlichen nur Pole hat.

7. Wir setzen v =2x >0 und —iw’'=2>0. In
der Entw1cklung (s K1II, 8. 44)

i 1
pE) = +2 (¢ — kor — 2WiB)  (hox + 2KAB)
benennen wir dle Summanden nach dem Gitterpunkt
(k, k) in einem kk'-Achsensystem und bezeichnen fiir ein
festes z die beiden Summanden in der eckigen Klammer
mit (k, k'), bzw. (k, k'),, beide zusammen mit [k, &']. Ver-

1
abredungsgemil ist dabei (0, 0), = 0, [0,0] = 0 setzen.

Nun sind (k, &'), und (k,~— &) offenbar konjugiert komplex
(bzw. beide reell, falls & = 0 oder k' = 0 ist).

a) Ist nun 2 = 2 > 0 reell, so sind auch (&, k'), und
(k,—"), und folglich auch [k, k'] und [k, —Fk'] fiir &' =0
konjugiert komplex, fiir &' =0 beide reell. Die Glieder
unserer Reihe sind also fiir &' = 0 reell, fiir &' = 0 zu je
zweien konjugiert komplex. Ihre Summe @(z) ist also reell.

b) Ist z=w vy, soist(k, k'), = (« + ty—2ko—2Kk'if)—>
= (¢ — 1y + 2(k — 1)ov 4 2k'if)—2 konjugiert zu

(¢ + 1y + 2(k — D)ox — 2k'4f) 2 = (— b + 1, k').
Die vier Summanden

[, ]+ [k 4 1, 8] [, — K] [ b+ 1, —F]
(zusammenfallende nur einmal gerechnet) ergeben also eine
reelle Summe. Daher ist auch @(oc + 17) reell.

¢) Ist 2= z - i, so stellt man in ganz éhnlicher Weise
fest, daBl die vier Summanden
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[k, B']+ [k, —K + 1] 4 [k, —F'] + [k, &' —1]

stets eine reelle Summe ergeben. Also ist auch @(z - if)
reell,

d) Ist schlieBlich z = 7y, so ist
(e, '), = (ty —2kox— 2k'if)—2 = (— 1y —2(—Fk)x4-2k'i8)—2
konjugiert zu (iy — 2(— k)x — 2K'if)—2 = (—k, k'), und
man sieht, dafl jetzt die vier Summanden

[ B 4 [— b, ] 4 [, —K T+ [— b, — ']

(zusammenfallende wieder nur einmal gerechnet) stets eine
reelle Summe ergeben. Auch @(vy) ist reell.

Umléiuft also 2, bei 0 beginnend, das dort liegende Viertel
des Fundamentalparallelogramms (0...x...x~+4f...
8. ..0) im positiven Sinne bis zuriick nach 0, so ist g(z)
stets reell, und zwar (wegen des Gliedes z—2) erst positiv
groB, zuletzt negativ groB. Also durchliuft w = @(2) die
reelle Achse von rechts nach links. Jeder dieser reellen
Werte wird auch nur einmal angenommen, denn die in
0...x angenommenen Werte werden auch (in umgekehrter
Reihenfolge) wegen @(2) = @(w —2) auf der Strecke
%...2x (= w) angenommen, — und analog fiir die iibrigen
drei Strecken. Jeder Wert w wird aber (s. K II, § 9, Satz 7)
von @(z) nur genau zweimal angenommen. (Kin jeder
librigens an zwei getrennten Stellen je von der ersten Ord-
nung; nur die Werte @(x), @(ov + if), #(1f) und oo werden
an genau einer Stelle, dafiir aber von der zweiten Ordnung
angenommen.) Daher wird das betrachtete Viertel des
Rechtecks (vgl. Aufg. 3 u. 4 in § 20 und Bi, § 9) ein-ein-
deutig auf die untere w-Halbebene (warum die untere?)
abgebildet. Durch Spiegelung (Bi, § 10) ergibt sich endlich,
dal das ganze Fundamentalrechteck auf eine zweiblittrige
I den Punkten @(x), @(x + if), p(if) und oo zusammen-
hingende w-Ebene abgebildet wird. (Vgl. hierzu Bi, § 14
und § 15, 8.)
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8. a) Siehe K II, S. 76, FuBnote 1. b) Nach K II, S. 76,
oben, und nach a) ist

#(2) =$+3s4z2 + Bsgeh -+ Tsge® + - - -,
also
p”(z):;%‘*‘?"2'1'34+5-4~3-3622+7-6-_5-ssz4+..._

Andererseits fol,/gt aus "% =4p% —60s,  — 1405, (s.
K II, §.76) durch Differentiation und Division durch
2, daB "' =6 p*—30s,, also

#'(2)=6 :—4—l— 8y + 108522 -+ (952 + 14sg)e* - - } -

Hiernach ist 9s3 + 14sg = 8bsg oder 7sg= 3s%. — Durch
Koeffizientenvergleich bei den hoheren Potenzen lassen
sich auch alle weiteren sy, durch s, und sg, also durch g,
und g, ganz und rational mit rationalen Koeffizienten aus-
driicken.

9. 9'(2) ist eine ungerade elliptische Funktion und ver-
schwindet daher (s. Aufg. 3) fiir die Halbperioden jw, o’
und $(w 4+ ’). Daher sind w = p(iw), pGRw"), PE(w+w’))
jedenfalls Wurzeln von 4w® — g,w — g;. Die drei genannten
Werte sind auch voneinander verschieden, denn jeder der
Werte wird von der 2. Ordnung angenommen (da die zu-
gehorige Ableitung verschwindet), und mehr als zweimal
wird kein Wert angenommen.

10. Sind die Nullstellen , . . ., 5 und die Pole {j, . . ., {3
von f(2) so bezeichnet wie in Aufg. 2, so ist 3z, —3C,
einer Periode @ gleich. Ersetzen wir {; durch den kongru-
enten, aber evtl. auferhalb des zuerst gewihlten Perioden-
parallelogramms gelegenen Punkt, &, - @ und bezeichnen
diesen wieder mit ¢;, so ist jetzt Xz, =3¢, Der in der
Aufgabe angeschriebene o-Quotient, erweist sich nun nach
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K II, § 9, 8. 79 (2) als doppelt-periodisch mit den Perioden
w und '. Durch f(z) dividiert ist er dann eine doppelt-
periodische ganze Funktion, also konstant.

V. Kapitel.
Analytische Fortsetzung.

§ 15. Verhalten von Potenzreihen auf dem Rande
des Konvergenzkreises.

1. Nach I, § 11, Aufg.7 strebt h(e)— -+ co, wenn z
sich radial — -1 bewegt. Wird nun a, = ¢ - by + &30,
gesetzt, so strebt e,—0; daher hat Xa,z" mindestens
denselben Radius wie 3b,2% Wird jetzt ¢ >0 gegeben,
80 wihle man m so, daB | e, | << %e fiir » >m. Dann ist
lir'2 — ¢ in 0<< o<1

f(z) ‘ | eobo |+ <+ 4 | embm | | €

{h(m) Al () Ty
Nach der Vorbemerkung kann jetzt 6 >0 so angegeben
werden, daB in 1—0 < z<C1 die rechte Seite <Ce ist.

2. Er gilt nicht mehr allgemein. Denn ist z. B.
1

h(z)_—_g('l—z> = 200‘ b,2", so ist b, >0, Xb, divergent
n=10

(warum?), aber nach § 3, Aufg. 7a strebt A(z) nicht — oo,
sondern gegen 0, wenn z sich z B. so -1 bewegt,
daB arc (1—-z)=2§ dist. Man zeigt nun leicht, dafl

16) = 1e) + = Zane" = 20y + e oin Gogon

beispiel gegen die geplante Erweiterung des Satzes der
Vorigen Aufgabe bildet. Ist aber h(z) so beschaffen, dal
es nach Wahl des Dreiecks z,2,1 eine Konstantey >0 gibt,
80 daf fiir alle von -+ 1 verschiedenen Punkte 2 dieses Drei-
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ecks | h(z) | : h(| z|) = y bleibt, so bleibt der Satz richtig.
Denn es ist jetzt fiir die genannten z

f@) | [lebg|+ -+ lembul | &) B(2])
16 ={ ) + }l_h(z)l

< l - ¢ fiir alle z des Dreiecks,
Y
fir die 1 —0 < |2|<<1 ist (0 =d(e)). Da p fest, & >0
beliebig, liegt hierin der Beweis.
i .
3. hz)= . 22" erfiillt: nach I, § 1, Aufg. 13

die in der vorigen Losung formulierte Bedingung
| h(z) | :h(]z])=y. Also strebt bei Annidherung an -+ 1,
sofern 2z in einem festen Dreieck zlzzl bleibt,

i) ( ZWQ > lim %= 3,

II/(Z) n=0 N> 0 ]
4. Aus F(2) = 2 a,z" folgt i rrsz(z) o 2 $p 2" und
n= n==0
1
d—ap Flep=tif(2)= 2,; (8g+ 8y« -+ 8n)2™ Wendet man
n=

2
auf diese Funktion f(z) und auf h(z) = ( 17_{—5') den Satz

aus Aufg. 2 an, 50 folgt bei einer im Innern des Dreiecks
verlaufenden Anndherung von z an 1:

1) So AR ¢ LR gt

—- = F(2)—

e EEALE ST

Denn es ist h(z) = 2 (n + 1)z und dies h(z) erfiillt nach
n=0
I, § 1, Aufg.13 die Bedingung h(|z[):|h(z) | = K2 fiir
alle z== -+ 1 des Dreiecks.

:
4
|
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b. a) Beweis nach Aufg. 4. Es ist s, = 1 fiir (2m — 2)2
=< (2m — 1) und 8, = 0 fiir (2m —1)2=< n < (2m)?,
m=1,2,... Daher strebt, wie man leicht nachrechnet.

1
% ﬂhil——: i 15, % ) womit der Beweis schon vollendet.
n

b) Erweitert man mit (1 — z)—1, so kann die Funktion

80 geschrieben werden:

{{i »” 1)zn
SN 16 Zne
LT 3 hg), i Xbaet
Nach Aufg. 1 und 2 geniigt es, b, >0, die Divergenz von

R T lh() :
Dby, = /m und zu  beweisen. Nun ist
w17l g =y
gewill b, >0 und
drene fn!ni" Lt ‘7+n 1 T3,
bn ﬁﬁz‘(é gt DR (5_3‘+”) n—’i [/n

1 g
80 daB Xb, divergiert und - —>F<2) = F(—): ZVn

2
h(| ) (
strebt, Uberdies st —
| 1) |
beschriinkt.
¢) Erweitert man noch mit (1 —2)—1, so handelt es sich

0% - azz e o anz" —{-

um——— ———— Wenn

2+(1+ )22+"'+(1+§+“'+?—2~)€ i

ay, abzihlt, wie viele der Zahlen p° p', ... < nsind. Esist

+ 1 und daher i vl Sk lvowlw’
kgl ko EBE

| 1—

3
AT # |) nachl, §1, Aufg. 13
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womit nach Aufg. 1 und 2 der Beweis schon vollendet ist.
Denn b,=1- % + o4 % ist >0, Xb, divergiert,
und es ist (s. I, § 1, Aufg. 13)

lo I—(
anlzl"_ i ] 100(1 ‘Zl)<](._.%£
| Sbue”| I——[?‘ []00‘(]—2)f— 10gl’

wenn 1 — z= g (cos ¢ + 7 sin @) gesetzt wird. Der Quo-
tient bleibt also fiir alle z==1, die hinreichend nahe an
-+ 1 im Dreieck 22,1 liegen, unter einer festen Schranke.

d) Beweis nach Aufg. 1 und 2. Wird ¢, = 0 und n? = a,

@
fiir’ m=1,2, /.~ gowie 1 (1 —2)~F71 =3 b,e", 7 also;
n=1

by = (" j; p) gesetzt, so ist b, >0, Xb, divergent und es

nlnptl jirte p+1+n
by (1) (p+1+n) n

— |\ Pt
Endlich ist Zb [ s \ 2b z"‘_ (1‘1?[%) < Krt1,

strebt - I(p-1),

6. Es ist

o @ o]
Saget=(1—2) Fsper =5+ 1—2) 3 (s, — s)e™
n=0 n=0 n=0

Wird also J/n (s, — §) = &, mit e, 0 gesetzt (n== 1), so
geniigt es, zu zeigen, dafl

O et Vﬁ
(*) (1——2) . e IR =0
| = 11/ Vl—IZI TR
n=1

strebt. Hierbei wurde
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ﬁ,l, = zb |z|" also b, =(—1)* ( %>
Vijel o=
gesetzt. Nach K II, § 6, 3. Beispiel, (6), ist b, >0, und
by, = : , also b, divergent. Nach Aufg. 1 strebt also

an
der zweite Faktor in (*) gegen 0. Ks bleibt also zu zeigen,

daB ,1 | .l | tiir alle z=F 1 in der in der Aufgabe genannten
o
Ellipse beschriinkt bleibt. Es ist aber fiir diese 2 = z -+ 1y
1=z (1—a+4*_(L—o)2+at(l—aY)

1—e] 1——1/xz+y 1—]/x2+oc2 1—902)
2
Fir z— -+ 1 strebt dies — '1”721072' Also bleibt der Aus-
druck beschrinkt fiir die genannten 2.

An Stelle der in der Aufgabe genannten Ellipse kann
natiirlich auch ein Kreis genommen werden, dessen Radius
<< 1 ist und der den Einheitskreis in - 1 von innen beriihrt.

Wegen einer Vertiefung dieser Aufgabe vgl. F. Losch,
Mathemat. Zeitschrift 87 (1933), S. 85—89 und W. Meyer-
Konig, Mathemat. Zeitschrift 46 (1940), S. 571—590.

7. a) f;(2) ist eine gewdhnliche Potenzreihe mit dem
Radius 1, die in 2z = - 1 konvergiert. Also ist nach dem
Abelschen Grenzwertsatz (I, § 11, Aufg. 10)

limfe) =1+ =4+ 4+ +—t++— ==
(Bekanntlich ist s= % log 2; Beweis?) Der Limes der
Funktion fiir z— 4 1 stimmt also mit dem Werte der dar-
stellenden Reihe fiir z = - 1 iiberein.

b) Fiir | z | < 1ist die Reihe fiir f,(2) absolut konvergent,
darf also umgeordnet werden:

WO = 3112 = log (1 42
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Daher ist lim f,(2) = log 2. Der Wert der Reihe fiir z = - 1
ist aber wieder =s=§log2, also von dem Limes der
Funktion fiir z— -~ 1 verschieden.

8. Die vorgelegte Funktion ist

el 21@ [l =gt FL L (f gt

Der Entwicklungskoeffizient von z» ist gleich dem imagi-

néren Teil von (— 1)” (._ ln+ - , also seinem Betrage nach

kleiner als der Betrag dieses Binomialkoeffizienten. Dieser
Betrag ist aber (vgl. § b, Aufg. b) fiir n > 2

T 1)l/l+12 ”92>"'( Jf(o1-;lz))

Da fiir n— co die Wurzel einem endlichen Grenzwert zu-
strebt (s. K II, § 2, Satz 4), so folgt hieraus die Behauptung.

§ 16. Analytische Fortsetzung von Potenzreihen.

1. Wogn () = Sort =i = 1=

Demnach lautet die Entwicklung an der Stelle z;:
LR R s';(z f.,‘.zl)
peo+ E3 () - e+ 922

Wegen | 1 —z, | = 1 ist der Radius wieder = 1, so daB ins-
besondere z, in das Innere des neuen Kreises fillt. — Wegen

d (¢ — zl) A w (g — zl> BHd LN
déSB 1— 2 oL 1— 2 1121 (l -~ &y i 1—z2
2 “’1) (k—

d dz* SB (1 Y e )* i
Stelle z, lautet

und die Entwicklung an der
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o+ 5(275) s 125

Z
Nach p Schritten findet man an der Stelle z, = z,= 0 die
Entwicklung

2—2 / Zp—2p— 1) ( )
Be) + B(E 2+ ) =2
Da die neu aufgetretene Potenzrelhe == (2) ist, so hat sich
ergeben, daB ®B(¢) um 1 herum fortgesetzt werden kann,
und bei der Riickkehr ist nur die additive Konstante

e + B2 S + (% ::‘11)

hinzugetreten. Nun rechnet man sofort nach, daB hier
alle p Argumente einander gleich, also alle = z; sind. Die
Konstante ist also

[ V_'.L‘ll" 2 22
= pPe) = p (l oy A0 ){1 R ‘

Da dieser Wert micht von p abhingt, so kann man ihn
bestimmen, indem man p — co streben 1dBt; dann strebt
2~ 0, also die eckige Klammer — 1, das davorstehende
Produkt aber offenbar — 2.

2. Ist ¢ das Residuum des Poles, so ist f(z) — p _L : auch

n 2, regulir und somit in einem Kreise |z | < R, dessen

Radius R >| ¢, | = 1 ist. Setzen wuf(z)~ , 'z - Shen
% n=0
80 strebt insbesondere b,z 0. Nun ist aber
¢ o

e 2( nil)z” gl B T A SR

Z‘-Zo n=0

Nun sieht man, daf
Knopp, Aufgabensammlung IT. 8

n nt1'
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Uy b+l —e

— = ———— 2o 2, Strebt.
1+2 0 0
Unty  Dn1?) ¢

W C )n+1
3. Wegen (i:—é' s

®
2
p=()

(n—{—k

) Ck +n+1 iSt
n

Thr Radius p ist gegeben durch

Vi@ Bt 4 ]

i iy /
— == lim sup
st
|

Betrachtet man nun die Kreisschar | { | = \ ;_—f_—l ‘ =y 2=l
so liegen diese fiir o« =< § ganz im Einhei‘tskreise, wihrend
sie fiir oc >} iiber diesen hinausragen. Es sei nun f(2) die
durch die Reihe $(2) und ihre (vom Nullpunkt aus) gerad-
linigen Fortsetzungen definierte Funktion. Dann liefert
der grofite jener Kreise (d.h. derjenige, der dem groBten
x-Wert entspricht; als sein Inneres ist der den Nullpunkt
enthaltende Teil der Ebene anzusehen, welches fiir o« > 1
auch den Punkt oo enthilt), der noch frei von singuléren
Stellen der Funktion f(2) ist, durch seinen x-Wert gleich-
falls den Radius p von $B;(¢). Also ist $ = o= + oo.

4. Der Punkt + 1 ist offenbar dann und nur dann singu-
lar, wenn der Kreis o =% der groBte der in der vorigen
Aufgabe genannten Kreise ist; also dann und nur dann,

wenn
L n
R |
limsupl/‘ (g)%+ 2 _{_(Z)an =2

ist. Und der Punkt ist also dann und nur dann regulér,
wenn dieser lim sup << 2 ist (da er ja nicht > 2 sein kann).
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0. a) Hier handelt es sich um

n

imue |/ 5)- 3]+ ().

Da der Radikand = (1 — 1)» = 0 ist, ist der lim sup = 0
<< 2, also die Stelle - 1 regulir. (Die dargestellte Funk-

tion ist ja = —— = (, also eine ganze Funktion von ).

142
b) Hier handelt es sich um

n

3

! ’- 1Ln 1n (— 1 (m

lim & \(”)_N(> ()_ Nl

lmsup‘/wo 21—|—32 +n+1(
Der Radikand ist hier die nte Differenz der Folge 1, Ly

1 : :
also (wie man leicht nachpriift) = xdv g Der lim sup ist

also = 1. Die durch die Reihe dargestellte Funktion ist
also in dem zur Schar gehérigen Kreise R(z) >— 4, spe-
ziell in - 1 reguléir. Die ,griferen* Kreise enthalten den
Punkt o0, 50 daf die Funktion in ihnen nicht mehr regulir
18t,

6. Wir diirfen annehmen, daf alle @, =0 sind und
der Radius von Ya,z" gleich 1 ist; dann ist fiir gegebenes
€ >0 unendlich oft @, > (1 —¢&)*. Ist n=m ein solcher
Index, so ist
2m 2m

l/(zg@) P gv(in) P,

/2?’)@ 22m
Wegen ( )N -
m l/mn
Wurzel als lim sup einen Wert = 2, also ist er = 2.
8‘

(vgl. K II, S. 46/47) hat also unsere
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7. Nach dem zu I, § 11, Aufg. 3 bewiesenen Satz ist
-1 eine singuliire Stelle fiir die Funktion ¢(z). Also ist
die Taylorsche Entwicklung von ¢(z) um die Stelle - 4,
d. h. die Reihe

pig e e
p=0 . Vi

fiir die reellen z > 1 divergent. Wegen p®)(%) = R(f®)(}))
ist also auch die Reihe

300y

fiir alle reellen z >1 divergent. Also ist f(z) in 4 1 sin-
gulir,

§ 17. Analytische Fortsetzung beliebig gegebener
Funktionen.

1. Offenbar nicht, denn sie ist in z = 0 nicht differen-
zierhar. Oder: Fir z >0 ist F(z) = z, also fortsetzbar
und F(z) = z ist die Fortsetzung. Analog ist F(z) auch fiir
2 < 0 fortsetzbar, und die Fortsetzung ist F(z) = — 2.
Eine Funktion kann aber nicht auf zwei verschiedene
Arten fortsetzbar sein (s. K I, § 22, Satz 2).

2. Nicht im Sinne von K I, S.92, dal es also ein die
Strecke —1 <2<+ 1 in seinem Innern enthaltendes
(Giebiet 5 und eine dort regulire Funktion f(z) gibe, deren
Werte lings der genannten Strecke mit den dort gegebenen
Werten iibereinstimmen. Denn als Fortsetzung kime, wie
der Werteverlauf auf 0 << << - 1 lehrt, nur e—1:#' in Be-
tracht; diese Funktion ist aber in 0 wesentlich singulir.

(e | LN

3. Nach I, § 9, Aufg. 1. oder aus‘1_2n|§1_g 0
fiir | 2| =< p sieht man zunichst, daB f(z).in |z|<C 1 re-
guldr ist. Ist nun ¢ eine primitive Einheitswurzel des Grades
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Jo' Gy " 99 (0= 0 fest), so ist fiir 0< o<1, 2=09(,

Jo'oo W
il 200 In [ vl 00; In

nepl—ghoton yEpl < ghos in’
Fiir o> 41 wiichst dies (positiv bleibend) iiber alle
Grenzen. Der fortgelassene Anfang der Reihe ist eine in
g regulire rationale Funktion, bleibt also bei z— be-
sehrinkt. Also ist ¢ fiir f(2) eine singuléire Stelle. Da die
Punkte ¢ iiberall dicht auf |z|= 1 liegen, ist f(z) nicht
liber den Kinheitskreis hinaus fortsetzbar.

4. Es sei f(z) fiir | 2| <<r, r >0, regulir. Dann lehrt
(*); daB auch f(22) fiir | 2 | << r, also f(2) fiir | 2 | << 2r regulir
ist; also auch fiir |z | < 4r, << 8r,..., also in der ganzen
Ebene. — Bei der rechten Seite von (*) ist offenbar nur
Wesentlich, daf hier eine ganze rationale Funktion von f(2)
und seinen Ableitungen steht.

b. Fiir R(z) > 0 folgt aus (})

() fe+r+D=@C+BE+E—1)- @+ 1z f),
k=0 ganz.

Nun ist f(z + k 4+ 1) tiir R(z) > — k — 1 regulir, also auch

die rechte Seite. Also hat f(z) fiir R(z) >—Fk— 1 keine

andern singuléren Stellen als Pole 1. Ordnung in 0, —1,

—2, ..., — k. Fir die Umgebung von —k hat f(z) die

Form ‘?l'_“k + [1(2), wenn 7, das Residuum in z=—Fk und
2

i(z) eine in — k regulire Funktion bedeutet. Aus (1)
folgt nun fiir z—— k:

)= (— 1)k klry, 1= (_k‘!l)k f(1).

. 6. s sei z, ein Punkt von 1. € sei ein Kreis um z,, der
M ¢ liegt und w genau zweimal trifft. Das von € um-
Schlossene (rebiet wird dann durch tw in zwei Teile 5, und

5, zerschnitten, deren Rinder €, und @, heilen mogen.
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Nun gilt, wie man sich ohne Schwierigkeit zurechtlegt,
die Cauchysche Integralformel (K I, § 16) auch in diesem
Fall, in dem man von f(2) nur weif, daf es innerhalb der
(aus einem Kreishogen und endlich vielen Strecken be-
stehenden) Randkurve reguldr ist und lings derselben
stetige Randwerte annimmt. Danach ist fiir_ein z aus &,

o [ Kff)zdc & g / .:f Bap

2m 2710
¢ R (T 4
Also ist f(2) = o f Cf(—g)zd(:' Analog zeigt man, dal

diese letzte Formel auch fiir jedes z aus @, gilt. Nach K I,
§ 16 definiert das Integral aber eine in jedem Punkt des
von € umschlossenen Gebietes regulire Funktion. Also ist
f(z) auch in 2, regulér. (Gilt die Behauptung auch fiir all-
gemeinere Wege 10?)

7. Nach I, § b, Aufg. 9, bei der statt des Einheitskreises
natiirlich auch ein Streckenzug als Randkurve betrachtet
werden konnte, bilden die Randwerte eine lings v stetige
Funktion. Der Satz der vorigen Aufgabe vollendet nun un-
mittelbar den Beweis.

8. Nein! Denn das in Betracht gezogene Gebiet ist
nicht einfach, sondern zweifach zusammenhiéngend. Vgl.
hierzu § 18, Aufg. 7.

9. Die durch w® — 3w = 2 definierte algebraische Funk-
tion (vgl. § 19, Aufg. 4d) ist dreideutig und hat in + 2, — 2,
oo Verzweigungspunkte. In - 2 héingen nur das 1. und
3. Blatt zusammen, das zweite liegt schlicht; in — 2 da-
gegen hiingt das 1. und 2. Blatt zusammen, wihrend das
dritte schlicht verlduft. Wahlt man fiir & den Kreis | z | << 4
und fiir f(z) einen der drei in der Umgebung von z,= 0
reguldren Zweige dieser Funktion, dann kann f(2) auch
nach -2 und —2 fortgesetzt werden. Denn liegt der
gegebene Zweig f(z) im 1. Blatt, so fiihrt eine Umkreis%ng
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von — 2 in das 2. Blatt, in welchem man nun ungehindert
nach -+ 2 gelangen kann. Liegt f(2) im 3. Blatt, so fiihren
aufeinanderfolgende Umkreisungen von <2 und —2
wieder in das 2. Blatt, in dem man wieder nach - 2 gehen
kann. Liegt f(2) im 2. Blatt, so kann man sofort nach - 2
gehen. Analog fiir — 2. Nach jedem andern Punkt von
® gelangt man auf jedem Wege, der - 2 vermeidet.

10. Der Beweis verlauft genau wie der des Monodromie-
satzes selbst (s. K I, § 25). Nur hat man jetzt einen Punkt
erst dann als ,,singulir, d. h. als Hindernis fiir die Fort-
setzung anzusehen, wenn weder die Funktion noch auch
die zu ihr reziproke in den betreffenden Punkt hinein fort-
gesetzt werden kann.

11. Der Beweis geht wieder ebenso, nur hat man, wenn
ein Punkt ¢ die Fortsetzung hindert, denin 0 << [2—¢ | << 0
sich ergebenden Wertevorrat durch eine TLaurent-Ent-
wicklung darzustellen.

VI. Kapitel.
Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flichen.

§ 18. Mehrdeutige Funktionen im allgemeinen.

1. Offenbar ja: z. B. logzin 1< | 2| << 2. — In einem
einfach-zusammenhiingenden Gebiete dagegen nicht, wie
dies ja gerade die Behauptung des Monodromiesatzes ist
(K1, § 25).

2. a) (z— 1) J/z hat in dem Punkte -+ 1 eines jeden der
beiden Blitter den Wert 0. b) (ez — 1) l/ #z hat in den Punk-
ten 2= 2kmi, k=0, &1, 4~ 2, ... beider Blitter den
Wert 0. ¢) In allen Punkten zweier iibereinanderliegender
Gebiete mnatiirlich nicht, weil dann die auf den beiden
Bliittern ausgebreiteten Funktionszweige iiberhaupt iden-
tisch wiiren, diese Blitter also nicht als zwei verschiedene
Bliitter hiitten konstruiert werden diirfen.
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& kA

3. a) Zwei eindeutige Funktionen, namlich ¢ und —e¢?2,

deren Wertevorrite also auf zwei vollig getrennt verlaufen-
den Blittern auszubreiten sind.

b) Eine zweideutige Funktion, deren Wertevorrat also

auf einer zweibldttrigen Flidche auszubreiten ist. Diese ist

in den Punkten (2k 4 l)g, (k=0,+1,4 2, ...), verzweigt.

Eine Umlaufung eines dieser Punkte fithrt stets von dem
einen in das andre Blatt.

¢) Zwei eindeutige Funktionen, néimlich - cosz und
—co8 2. (Grund: Alle Nullstellen des Radikanden sind
Nullstellen 2. Ordnung.)

d) Zwei eindeutige Funktionen; denn alle Pole und alle
Nullstellen des Radikanden sind von der 2. Ordnung (letz-
tere wegen @'(3w) = 0). Die Wurzel liefert also in der Um-
gebung jedes Punktes der Ebene zwei eindeutige Funk-
tionen. Nach § 17, Aufg. 10 haben wir also fiir die ganze
Ebene zwei eindeutige Funktionen.

¢) Wenn die beiden Nullstellen von @(z) ~— iiber deren
Lage man im allgemeinen nicht viel aussagen kann — ge-
trennt liegen, so erhalten wir eine zweideutige Funktion.
Hat aber p(2) nur eine Nullstelle 2. Ordnung im Parallelo-
gramm (was nur eintreten kann, wenn @(z) fiir 4o oder
o’ oder ¥(w + w’) verschwindet), so erhalten wir, wie
bei d), zwei eindeutige Funktionen.

f) Unendlich viele eindeutige Iunktionen, némlich
24 2kmi, k=0, 41, 4+ 2, ...

g) Eine unendlich vieldeutige Funktion mit Verzwei-
gungspunkten in 0, 47, -4 27, ...

h) Eine eindeutige Funktion, wie die Potenzreihenent-
wicklung zeigt.

4. Man wiihle einen bestimmten Weg £, von 0 nach z,
Der erhaltene Integralwert sei J,.
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Jeder andre in der schlichten z-Ebene verlautende Weg
f von 0 nach z, kann in der Form (f — ;) +- £, geschrieben
werden, d. h. als geschlossener Weg von 0 nach 0 und von
hier lings f, nach z,, Es handelt sich also nur darum, das
Integral lings geschlossener Wege auszuwerten. Ein solcher
Weg kann nun (wofern er 4 1 vermeidet), ohne daB der
Integralwert. sich dndert, zunichst durch eine Aufeinander-
folge von ,,Schleifen* ersetzt werden, d. h. durch Wege, die
von 0 bis in die Néhe von - 1 (bzw. — 1) fithren, diesen
Punkt einmal umlaufen und zuriick nach 0 gehen. (Durch
Betrachtungen analog denen in § 1, Aufg. 6 1Bt sich dies
in aller Strenge zeigen.) Beachtet man, daB nach Um-
laufung von -4~ 1 die Wurzel ihr Zeichen iindert, daff das

1
»Schleifenintegral um -1 den Wert 2 f jdw,2 el
A e

. dagjenige um — 1 den Wert — v hat, und zwar gleichgiiltig,
ob man die Schleife positiv oder negativ durchliuft (1),
80 sieht man, daf zwei nacheinander durchlaufene Schleifen
entweder 2 oder 0 oder— 27 liefern. Haben wir also eine
gerade Anzahl Schleifen, so ist das Integral iiber die ganze
geschlossene Kurve = 2kmw, k=0, 41, 4+ 2, ... Ist die
Anzahl ungerade, so ist es gleich 2kz -}-ov. Im ersten Falle
kehren wir nach 0 mit dem Ausgangswert der Wurzel zuriick,
Im zweiten mit dem entgegengesetzten. Daher ist der Wert
des lings ¥ genommenen Integrals

=2k 4 Jy bzw. 2km 7 —J,.
Fiir z)— 4 1 wird, wenn f, geradlinig genommen wird,

J o= iz:—; fiir 2y = oo wird das Integral divergent.

~ 4 sy

% dz P 2 h L !
e falls hier die dem Blatt ent-
i

%0
1
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» r
sprechenden Werte von }/z, bzw. /1 genommen werden.

b) flog ¢dz =[z (log z—1)]*, wenn logz, und log I
1

analog wie bei a) genommen werden.

6. a) Nach I, § 11, Aufg. 4d ist f(2) in | 2z | << 1 regulir,
aber iiber den Rand | z | = 1 nicht fortsetzbar. Nach § 20,
Aufg. 13 nimmt f(2) in | 2| << 1 keinen Wert mehr als ein-
mal an. Da f(0) = 0, ist also im iibrigen f(2) == 0. Daher

ist f(z) in | 2| < 1 reguldr und == 0, und folglich werden

durchvf(:) zwel in | z| << 1 eindeutige und regulire Funk-

tionen dargestellt. 7'(z) = 1/;.. f@) st also eine in
z

| 2| << 1 zweideutige Funktion, deren Riemannsche Fliche

dasjenige Stiick der Fliche fiir J/z ist, dessen Punkte im
Innern des Einheitskreises liegen.

b) Man erkennt ganz analog, daf die Riemannsche
Fliiche fiir I'y(z) dasjenige Stiick der Fliche fiir log z ist,
dessen Punkte im Innern des Einheitskreises liegen.

7. log f(4 2) ist in 0 <C | 2 | < 2 reguléir und verhalt sich
heziiglich der Vieldeutigkeit wie logz; logf (21;) ist in

()<i22i<1, d.h. in $ < |2| < + oo reguldr und ver-

hilt sich beziiglich der Vieldeutigkeit wie log % Also ist

(4(2), die Summe beider, in } < |z|< 2 eindeutig und
regulir. (Genauer: Der Ausdruck fiir (y(z) definiert un-g
endliche viele eindeutige regulire Funktionen, die sich
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aber nur um additive Konstanten der Form 2kss unter-
scheiden.) Sie ist iiberdies iiber die Rénder des Ringes
nicht fortsetzbar. Auch Gy(z) ist in demselben Ringe re-
guliir, iiber dessen Riénder nicht fortsetzbar, éndert sich
aber, wenn innerhalb des Ringes einmal um die innere Kreis-
scheibe | z | = % herum im positiven Sinne fortgesetzt wird,
um 4zs. (Vgl. hierzu Aufe. 1 und § 17, Aufg. 8.) Die Rie-
mannsche Fliche fiir Gy(2) ist also derjenige Teil der Fliche
fiir log 2, fiir dessen Punkte 2z die Beziehung § << |z|<C2
gilt.

§ 19. Mehrdeutige, insbhesondere algebraische
Funktionen.

Vorbemerkung zu Aufg.1 und 2. Die Aufgaben
lagsen sich ganz einheitlich und einfach behandeln. Bei
allen Funktionen ist sofort zu iibersehen, wieviel-deutig
die Funktion ist, wieviel Blitter also die Riemannsche
Bliche hat, wie sich die verschiedenen Werte der Funktion
tiir dasselbe z unterscheiden (so daf mit Hilfe eines der
Werte sofort alle hingeschrieben werden konnen), und
welche Punkte a,b,... als etwaige Verzweigungspunkte
allein in Betracht kommen. Man nimmt nun eine der Viel-
deutigkeit entsprechende Anzahl von Exemplaren der z-
Ebene, markiert in ihnen die als Verzweigungspunkte in
Betracht kommenden Punkte (zu denen auch co zu rechnen
ist) und verbindet sie in irgendeiner Reihenfolge, den letzten
mit oo, Alle Verbindungen etwa geradlinig, doch so, daf
sie einander nicht schneiden, was durch Anderung der
Reihenfolge oder der Verbindungslinie stets moglich ist.
Liings dieser Verbindungen schneidet man die Exemplare
auf, Auf einem ersten Exemplar wihlt man nun einen
nicht auf dem Schnitt gelegenen Punkt z,, entwickelt einen
Zweig der Funktion (die sich dann in 2, reguliir verhiilt) fiir
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die Umgebung von 2, und setzt dieses Funktionselement
iiber die Ebene fort, ohme den Schnitt zu iiberschreiten.
Dadurch wird allen Punkten des Blattes ein Funktionswert
zugeordnet; lings der Schnittriinder erhiilt man noch stetige
Randwerte, — aber an beiden Ufern im allgemeinen ver-
schiedene. Die Belegung der iibrigen Blitter ist nach der
oben gemachten Bemerkung von selbst gegeben. KEbenso
sieht man, wie sich die Belegungen der beiden Ufer des-
selben Schnittes unterscheiden. Man legt nun die Blatter
in bestimmter Reihenfolge iibereinander und heftet die
gleichbelegten Schnittriinder zusammen.

Das = geschieht im einzelnen so: Die Vieldeutigkeit
der Funktion kommt in den folgenden Aufgaben ausschliel3-
lich durch das Verhalten von arc(z— a), arc (z-—Db),...
zustande. Dies Verhalten ist aber sofort zu iiberschauen,
wenn man mit z Kurven durchliuft, die in der Nahe der
Schnittrander bleiben und bestimmte der Punkte a, b, . ..
umschlieffen, die andern drauBen lassen. Dann wird sofort
klar, wie sich die Funktionswerte an beiden Schnittrindern
unterscheiden; denn allgemein vermehrt sich arc (z— z,)
um - 277, wenn z; im positiven Sinne umlaufen wird. Hier-
nach sind die Schnittrinder der verschiedenen Bléitter an-
einanderzuheften.

Iiir die Bezeichnung dieses Zusammenheftens setzen wir
noch folgendes fest: Uberschreitet man in der Nihe von
einen bestimmten von @ ausgehenden Schnitt in solcher
Richtung, daf @ zur Linken liegt, und ist dabei Blatt 1 an
Blatt «,, Blatt 2. an Blatt o, . . . zu heften, so driicken wir
dies durch die diesem Schnitt zuzuordnende Symbolik

(1 2 )

oy 0tg % olg
aus. Geben wir so die Art des Zusammenheftens an allen
Schnittrindern an, so ist die Fliche fertig.
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1. a) Drei Blitter. Je ein dreiblittriger Verzweigungs-
punkt in @ und co. Ubereinanderliegende Funktionswerte
unterscheiden sich nur um den Faktor w® mit k=0, 1, 2

270

und o = ¢ 3 . Ist im ersten Blatt w, im zweiten ww, im

“dritten w?w angeheftet, so sind die Blitter gemif (é g i’)
a

zusammenzufiigen.

_ b) Drei Blitter. Je ein dreiblttriger Verzweigungspunkt

In @ und oo. Einmaliger Umlauf um @ bringt den Faktor c?

hinzu. Heften wir demnach im ersten Blatt w, im zweiten

w?w, im dritten wiw = ww an, so ist wieder geméil (2 g ;)

zusammenzufigen. Die Fliche ist dann mit der vorigen
identisch. Aber man darf auch ww im zweiten, w2w im

dritten anheften; dann ist gemiB (i?g) Zusammenzu-

heften. ]

¢) Drei Blitter. Etwaige Verzweigungspunkte a, b, co.
Ubereinanderliegende Funktionswerte unterscheiden sich
hur um ¥, Heften wir im 1., 2., 3. Blatt bzw. w, ow, w*w

an, so ist lings des Schnittes « ... gemil s Zu-
231), .

sammenzufiigen; denn bei Umkreisung von « vermehrt sich
arc (z — a) um -+ 27, wahrend arc (z —— b) sich nicht éndert.
Umkreist man « und b gleichzeitig, so vermehren sich
are (z — a) und arc (2 — b) um - 27, ihre Differenz bleibt
also ungeiindert. In jedem einzelnen Blatt ist der Schnitt
tiir gich zu schliefen, der Schnitt ... oo fillt also fort,
50 gt kein Verzweigungspunkt, die Blitter liegen dort ge-
trennt iibereinander. (Man veranschauliche sich dies bei
der Zahlenkugel.) Wir haben also eine dreiblittrige Fliche
Wit zwei dreiblittrigen Verzweigungen in a und b.



126 VI. Kap. Mehrdeutige Funktionen u. Riemannsche Flichen.

d) Wir beginnen genau wie bei ¢). Léngs a...b ist

312
zusammenzuheften. Wir erhalten eine dreiblittrige Fldche
mit drei dreibldttrigen Verzweigungen in a, b, co.

e) Genan wie bei d), wenn man statt oo den Punkt ¢
einfithrt. In co verlaufen die Blitter getrennt, oo ist jetzt
kein Verzweigungspunkt.

f) Dreibléttrige Flache. Mogliche Verzweigungen in ay,
Uy, « . ., @z und co. Analoge Erwigungen wie bei ¢) und d)

wieder gemi @ 2 3) , lings b ... oo aber gemaB (1 ¢ 3>b

lehren, daB lings a,,...a, die Blitter gemi (123) :
\ i

231
i L2 i 2
lings @, ...a; gemi , lings ay...a, gemiB
312/,

Ggg) zusammenzuheften sind. Dieser dritte Schnitt

fallt also fort. Léngs ay,...a; ist wieder gemif (; g i’)
Sy

zusammenzufiigen usw. Der Punkt oo ist dann und nur
dann Verzweigungspunkt (der Schnitt ;... oo also nicht
fortzulassen), wenn & nicht durch 3 teilbar ist.

) Sechs Blatter. Mogliche Verzweigungen in a, b, ¢, co.
Die 6 Funktionswerte an einer reguliren Stelle z unter-
scheiden sich dadurch, dafl bei der Kubikwurzel w”, bei
der Quadratwurzel (— 1) als Faktor hinzutreten kann. Ist
also w, ein Wert der Kubikwurzel, w, ein solcher der Quadrat-
wurzel, so heften wir an das 1. bis 6. Blatt der Reihe nach
die Werte w; + w,, ww; 4wy, 2wy + wy, Wy — Wy,
Wy — Wy, w2wy; — w,. Umkreist man « allein, so dndert
123456
23156 4),,
zusammenzufiigen. (Man sieht, daB die drei ersten und
die drei letzten Blitter je in einem ,,dreigliedrigen Zyklus®
zusammenhéingen, d.h. durch alleiniges Umkreisen von @

sich nur arc (z—a); man hat lings a...b gemiB (
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- bleibt man stets in der einen oder stets in der andern der
beiden Bléittergruppen.) Umkreist man @ und b gleichzeitig,
80 vermindert sich der arc des Radikanden der Kubikwurzel
- um 275 lings b . . . ¢ ist also gemaB (1 ot 6) Zusammen-
{ 312645),
zufiigen, was wieder 2 dreigliedrige Zyklen ergibt. Um-
liuft man alle 3 Punkte gleichzeitig, so verhiilt sich die
Kubikwurzel wie eben, aber die Quadratwurzel #ndert
123456
; 64531 2)(.
zusammenzufiigen. Wir haben also eine sechsblittrige
Fliiche mit 4 Verzweigungen in @, b, ¢, oo. Indem man auch
b,e und oo einzeln umkreist, ergibt sich noch genauer,
daB in o und b je 2 dreiblittrige Verzweigungspunkte iiber-
einanderliegen; die ersten 3 und die letzten 3 Blitter bilden
Je einen Zyklus. In ¢ liegen 3 zweiblittrige Verzweigungs-
Punkte iibereinander; das 1. und 4., das 2. und 5. sowie
das 3. und 6. Blatt bilden je einen zweiblittrigen Zyklus.
In oo hiingen alle 6 Blitter zusammen und bilden dort einen
einzigen sechsgliedrigen Zyklus.

h) Eine n-blittrige Fliche. Die Funktionswerte unter-
Scheiden sich um Potenzen von w = e” als Faktoren.
Heften wir demgemd w an das 1. Blatt, cow an das 2.,
co o™y an das nt, so lehren die gleichen Erwigungen
L2, ...,n—1,n
Pl N 1)“’
langs b...c gemiB (éz ’ i X 2, 7 5 g)b und lings

€., 0o gemil (i’ ?’ Rt g) zusammenzuheften ist. Wir

noch das Zeichen. Alsoistlingsc. .. oo gemif (

Wie bisher, daB lings @...b gemiB (

Crhalten also 4 n-blittrige Verzweigungspunkte in a, b,
¢, 00, — Tine positive Umkreisung von « oder b oder ¢
fiihrt jedesmal in das folgende Blatt (auf das m'e | folgt*
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natiirlich das 1%¢), eine positive Umkreisung von co (d. h.
eine solche, die oo zur Linken liRt) fithrt vom Aten Blatt
ins (k— 3)te.

2. a) Unendlich viele Blitter. Verzweigungen in «
und co. Breiten wir in einem ,nullten* Blatt gemil der
Vorbemerkung einen Zweig der Funktion aus, den wir mit
w bezeichnen, so ist in den andern Blittern w - 2k,
k=+41, 4+ 2, ... anzuheften. Die Blitter lassen wir
durch den Wert von k numeriert sein und legen die mit
groferem £ iiber die mit kleinerem k. Die Blitter sind dann

gemif Kk _’f_ 1) zusammenzuheften. Die Fliche ist offen-
a

bar wie die von log z gebaut, nur daf die Verzweigungen

in @ und oo statt in 0 und oo liegen.

b) Unendlich viele Blitter. Etwaige Verzweigungen in
a,b und oo. Funktionswerte wieder w - 2kmi, k=0,
+ 1, + 2, ..., die entsprechend im k'e» Blatt angeheftet

werden. Dann ist lings «...b wieder gemiB (k 4 1)a’

lings b ... oco aber gemil ( ) zusammenzufiigen, da
v

ke
k+2
sich bei gleichzeitiger Umkreisung von « und b sowohl
arc (z — a) als arc (2—b) um 27 vermehren.

¢) Ahnlich wie bei b). Da aber bei gleichzeitiger Um-

! ¢ @ Qi Gl e ;
kreisung von @ und b sich arc( b) nicht dndert, sind

lings b . .. oo in jedem einzelnen Blatt fiir sich die Réinder
zusammenzufiigen. In oo liegt kein Verzweigungspunkt,
alle Blitter verlaufen dort getrennt.

d) log (1 + 22) = log (z — 4) (2 -+ 7) nach b) zu erledigen.

e) arctgz= %log g nach c¢) zu erledigen.
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3. a) Wegen 2= ¢ilogz genau die Fliche fiir log 2.
Kinmalige positive Umlaufung des Nullpunktes versieht
den Funktionswert mit dem Faktor e—2%7,

b) Ebenso. Der hinzutretende Faktor ist e—2/7+2ai
wenn @ = o - zﬂ gesetzt wird.

4. a) w= V?+1 Die Fliche ist nach Aufg. la zu

konstruleren
nach K II § 12 ome zweibldttrige I lache mit Verzwei-
gungen in + 2 und —2. Einmalige Umkreisung genau

eines dieser Punkte fiihrt von w zu — w + z = —, zwei-
w

malige also zuriick nach w.
An Stelle dieser direkten Behandlung kann auch die
folgende treten: Die (implizit) vorgelegte Funktion ist

I8 Al
invers zu z = z(w)=w - —, diein Bi, § 12, genau untersucht
w

ist (mit vertauschten Buchstaben). Liuft w geradlinig von
— o0 nach — 1, so liduft z ebenso von — co nach — 2.
(reht w weiter von — 1 lings der oberen Hélfte des Kin-
heitskreises nach - 1, so geht z von — 2 geradlinig weiter
nach - 2. Geht w endlich von -+ 1 geradlinig nach + oo,
s0 geht z ebenso von + 2 nach +- co. Hiernach (vgl. § 20,
Aufg. 3 u. 4, und Bi, § 9) wird das Gebiet |w | >1 der
oberen Halbebene auf die obere z-Halbebene abgebildet.
Ebenso erkennt man (oder einfacher nach dem Spiegelungs-
prinzip Bi, § 10), daBl das Gebiet | w | < 1 der oberen Halb-
ehene auf die untere z-Halbebene abgebildet wird. Wir
denken uns nun an jeden Punkt z der z-Ebene denjenigen
Wert w angeheftet, fiir den dies z erhalten wurde. Es ist
dies einer der beiden Werte der vorgelegten Funktion
W = y(z), und zwar derjenige, fiir den {(w)= 0 ist. Die
Knopp, Aufgabensammlung I, 9
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beiden Strecken — oo « -+ — 2 und 4 2 - - - -+ oo erscheinen
dann doppelt belegt. Wir schneiden demgemaf die z-IEbene
lings dieser Strecken auf und belegen beide Rander. (Oder
man belegt die beiden z-Halbebenen einzeln und heftet sie
lings der allein gleichbelegten Randstrecke —2 .. .- 2
aneinander.)

Genau ebenso (oder wieder durch Spiegelung an der
reellen w-Achse) erkennt man, dal auch die untere w-Halb-
ebene auf ein ebensolches z-Blatt abgebildet wird. Nur wird
jetzt der innere Halbkreis des w-Einheitskreises auf die
obere und der dulere auf die untere z-Halbebene abge-

“bildet. Auch in diesem z-Blatt heften wir an jede Stelle 2
denjenigen Wert w, fiir den dies 2 erhalten wurde.

Beide z-Blétter legen wir iibereinander und heften sie
mit den gleichbelegten Schnittréindern, also einfach ,,iiber
Kreuz*, aneinander, was die Fliche vollendet. — Ist an
einem Punkte z des einen Blattes der Wert w angeheftet,
so erhilt man den am gleichen Punkt 2z des andern Blattes
angehefteten Wert, indem man w erst am Einheitskreise,
dann den erhaltenen Punkt an der reellen Achse spiegelt.

; il
Es ist also der Wert o

¢) Wir verfahren wie bei der vorigen Aufgabe, unter-
suchen also zuerst dieinverse Funktion z=z(w) = w" -+ w—"
Nach den Erorterungen zur vorigen Aufgabe ist sofort klar:
Betrachtet man (man mache sich wieder ausfiihrliche.

Skizzen) den Sektor 0 = arc w§g und durchliuft w den

Rand des auBerhalb |w|=1 gelegenen Teiles desselben,
in oo beginnend und so, dafl das Innere dieses Gebietes
zur Linken bleibt, so durchliuft z die reelle Achse von links
nach rechts. Durchlduft w ebenso, bei 0 beginnend, den
Rand des innerhalb | w | = 1 gelegenen Teiles des Sektors

b
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g0 durchliuft w die reelle Achse von rechts mach links.
Also wird — die Begriindung ist genau die gleiche wie bei
b) — der ganze Sektor ein-eindeutig auf ein genau solches
z-Blatt abgebildet, wie es bei b) betrachtet wurde. In genau

7
—< arcw

gleicher Weise werden die Sektoren (k— 1) =
' )

) Z—j, k=1,2,...,2n auf ebensolche z-Blitter abge-

bildet, die wir nach dem Werte von k numerieren. In jedem
Punkt z jedes Blattes denken wir uns nun wieder den Wert
w angeheftet, fiir den dies z erhalten wurde. Diese 2n
Blétter legen wir iibereinander (das erste etwa zu unterst)
und heften sie mit den gleichbelegten Riéindern aneinander.
Die Figur in der w-Ebene, in der die Halbstrahlen arcw

= (k—1) f, k=1,2,... 2, abwechselnd die beiden
n

Strecken +2...+4oc0 und —2...— oo liefern (jede
doppelt), lehrt nun sofort, dall das erste z-Blatt lings
— o0 ...—2 mit dem zweiten Blatt, lings + 2...+ oo
mit dem (2n)te» Blatt aneinander zu heften ist. Allgemein
ist jedes Blatt mit ungerader Nummer lings — oco...—2
mit dem folgenden, lings + 2 ...+ co mit dem voran-
gehenden aneinanderzuheften. Bei gerader Nummer ist
es umgekehrt zu machen. Nach der in den Vorbemerkungen
s Aufg. 1 und 2 angegebenen Bezeichnungsweise sind also
lings der Schnitte —2...—o0 bzw. +2...4 oo die
9n Blitter gemil
1120 e MRS e el IS
(2,1; AR SR D A ,l,)(*.,
hzw.
(1; 2,8; ... 2m—2,2n—1; 2n
203:8,2; 1.0y 2m—1,20—2; 1 )(+z)
aneinanderzuheften. Kine gleichzeitige positive Umkreisung
9‘



182 VI. Kap. Mehrdeutige Funktionen u, Riemannsche Flichen,

beider Punkte, oder also eine negative von oo, fithrt von
Blatt 1 nach Blatt 3, von 3 nach b, . . ., von 2n — 1 nach 1,
und ebenso von 2 nach 4, .. ., von 2n — 2 nach 2n, von 2n
wieder nach 2. Wihrend in + 2 und — 2 je n zweiblittrige
Verzweigungspunkte (n zweigliedrige Zyklen) iibereinander-
liegen, liegen in oo umgekehrt zwei n-blittrige Verzwei-
gungspunkte (zwei n-gliedrige Zyklen) iibereinander. (Dal}
sich diese Zyklen in der beschriebenen Weise durchsetzen,
stort natiirlich gar nicht. Vgl. K II, S.91, Fubnote.)

d) Wir betrachten dhnlich wie bei den beiden voran-
gehenden Aufgaben zuniichst die inverse Funktion z = z(w)
= — 3w. Um zu erkennen, welche Gebiete der w-Ebene
auf die obere und untere z-Halbebene abgebildet werden,
setzen wir w = u - w, was

NRE) = w2 —31*—3) und §(e) = v(B u®—v2—3)

liefert. 2 wird also reell fiir v =0 und fiir u2— o2 =1,
Die reelle Achse und diese Hyperbel zerschneiden nun die
w-Ebene in 6 Gebiete, die wir folgendermafien numerieren:
Zwischen den Hyperbeldsten unten 1, oben 1’; in der
rechten Hyperbel oben 2, unten 2'; in der linken oben 3,
unten 3’. (Man mache sich wieder eine ausfiihrliche Skizze!)
LBt man nun w den Rand dieser Gebiete durchwandern,
stets in oo beginnend und so, daf das umlaufene Gebiet
jedesmal zur linken liegt, so findet man, dafi die unge-
strichenen Gebiete die obere, die gestrichenen Gebiete die
untere z-Halbebene liefern. Wir nehmen demgemal drei
z-Blitter, zerschneiden sie lings der reellen Achse und nennen
die oberen Halbebenen 1,2, 3, die unteren 1,2, 8. An
jeden Punkt 2 jeder dieser Halbebenen heften wir denjenigen
Wert w an, dessen Bild er bei der beschriebenen Abbildung
ist. (Kiir jedes 2 ist dies eine bestimmte der 3 Wurzeln von
w? —3w—z=10.) Die Blitter 1, 1’ sind dann, wie die
Figur in der w-Ebene sofort zeigt, lings der Randstrecke
~2... -+ 2gleichbelegt und werden demgemif zusammen-
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geheftet, so daB also' —o0...—2 und +2...4+
Schnitte bleiben. 2 und 2’ sind lings derjenigen Randstrecke
gleichbelegt, die fir 1< w= <4 co erhalten wird, also
lings —2...0...+ oo, und werden demgemils dort zu-
sammengeheftet; —oco...—2 bleibt Schnitt. Ebenso
sind 3,3" lings —oo...0...- 2 zusammenzuheften;
+2...+ oo bleibt Schnitt. Die Figur in der w-Ebene
lehrt nun sofort weiter, wie noch diese drei z-Blitter zu-
sammenzufiigen sind. Das 1. und 2. Blatt iiber Kreuz lings

—o00...—2, das 1. und 3. Blatt lings +2... -+ oo,
sonst michts. In der bisherigen Bezeichnungsweise héngen
also die Blatter lings — oo ... — 2 bzw. +2... 4 oo gemil

123 B 123)
218J g \821),y

zusammen. Je ein Blatt verliuft also glatt. Umkreist
man beide Punkte gleichzeitig im positiven Sinne (oder
also oo allein im negativen Sinne), so geht das 1. ins 2.,
das 2. ins 3., das 3. ins 1. Blatt iiber; in oo héingen also alle
3 Blitter in einem einzigen Zyklus zusammen.

¢) Ersetzt man w durch 2w und zugleich z durch — z,
s0 geht der vorgelegte Zusammenhang zwischen z und w
in w® — 3w -—z=0, also in den in d) besprochenen iiber.
Man hat also gegeniiber d) nur in der z- und w-Ebene je
eine Drehung um - 47z auszufithren, um die jetzige Lage
zu tiberblicken.

VIL Kapitel.
Konforme Abbildung.
§ 20. Begriff und allgemeine Theorie.

et )
1 ;
0, d. h. der Vektor von 2y nach 2

il 0
ist im positiven Sinne'um diesen Winkel zu drehen, um

, w
1. a) Um arc
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dem Vektor von w, nach w, parallel und gleichgerichtet zu
werden.

b) Im Verhéltnis | g e
2 —2,

W

2. Nach den allgemeinen Vereinbarungen K I, § 32
und Bi, § 3, dann und nur dann, wenn 1:f(2) die Umgebung
von z, konform auf die des Nullpunktés abbildet. Hat f(2)
einen Pol der Ordnung f in 2, so hat 1:f(2) dort eine Null-
stelle der Ordnung f. Konformitit findet also dann und
nur dann statt, wenn der Pol von f(2) in 2, von der 1. Ord-
nung ist. b) Hier haben wir ].:f(;) bei 2’ = 0 zu priifen.
Hat aber f(z) in z= co einen Pol der Ordnung f, so hat
diese neue Funktion in 2’ =0 eine Nullstelle der Ord-
nung #. Konformitit findet also dann und nur dann statt,
wenn der Pol von der 1. Ordnung ist. ¢) Konformitit findet
dann und nur dann statt, wenn z = oo eine w,-Stelle der
1. Ordnung ist. /

3. Satz und Beweis sind sehr ihnlich den in Bi, § 9
gegebenen. Es sei ¢ die Menge der Werte w == f(2) fiir die
zaus @ und auf €. Ks sei » ein Randpunkt dieser Menge.
Dann gibt es eine Punktfolge (w,) in ¢, die — o strebt.
Es seien die 2z, so gewiihlt, da f(z,) == w,. Sie liegen in
® oder aut © und haben daher dort mindestens einen
Haufungspunkt ¢. Ks mufl f({) = o sein. Daher kann
¢ nicht innerhalb ($ liegen, da sonst eine volle Umgebung
von { auf eine volle Umgebung von o abgebildet wiirdes
@ sollte aber Randpunkt sein. Also liegt ¢ auf € und folglich
o auf @'. Dann hat aber ¢ iiberhaupt keinen Punkt
auberhalb €. Denn lige etwa w, aus ' auBerhalb € und
ist p ein Polygonzug, der w,, ohne G zu treffen, mit oo
verbindet, so miiBte, da f(z) in & beschriinkt ist, auf p ein
Randpunkt von &' liegen, was unméglich, dap die Kurve
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€' nicht trifft. Also liegt &’ ganz innerhalb und auf ¢'.
Ist nun w, ein beliebiger Punkt innerhalb ¢, so ist
Lifeges oL re)

270 / W — Wy 27n fie) — w,

d. h. w, wird von f(z) innerhalb ¢ genau einmal ange-
nommen. &' fiillt also das Innere von € genau einmal aus.
(Der noch denkbare Fall, daB ein z innerhalb & sein
Bild w auf dem Rande € von (& hiitte, ist durch den Satz
von der Gebietstreue [Bi, § 1] ausgeschlossen.)

4. Man erledigt diese Erweiterungen des vorigen Satzes
durch geeignete Transformationen mittels reziproker Ra-
dien. — a) Ks gehe zunéichst nur € durch oco. Auch dann
teilt €' die Ebene in zwei Gebiete und &’ liegt wieder nur
in dem einen der beiden. Sei w, ein Punkt im Innern des

andern und R >0 so gewiihlt, daf &" und € ganz auBer-
R2

halb | w-—uw, | = R liegen. Setzt man nun o = g

B §

80 erhilt man statt € eine ganz im Endlichen liegende

Kurve 77, auf die nun der Satz der vorigen Aufgabe ange-

wendet werden kann. — War z, der Punkt von €, der nach
2

o geworfen wurde, so soll jetzt f(z)—ﬁl in 2, regulir und

= () gein. Das bedeutet aber, daB f(z) in 2z, nur einen Pol
haben durfte. — b) Geht auch © durch oo, so fiihrt eine
2

r : y )
Transformation der Form (= —— auf den bisherigen
‘ 2—2 :

Fall suriick. Die Voraussetzung der Regularitit in dem
auf © gelegenen Punkt oo ist also gemaﬁ K I, § 32 zu ver-
Stehen, Spielt co jetzt die Rolle des in a) benutzten Punktes
“p 80 darf f(z) in co nur einen Pol haben.

b. s sei 2, 2, - - -» 2y eine Einteilung von  wie in K I,
§ 8, es sei f(2,) = w, und also wy, 1wy, . . ., wy, eine Einteilung
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der stetigen Kurve f’, endlich sei M eine Schranke von
f'(2) | lings . Dann ist wegen

| 2
fwy —wyy | = ; ff,(z)dz ’g |2y —2p_q|"
2w, —w,_4 | zuglemh mit ¥ |2,—2,_,| beschrinkt.
Da man sich leicht iiberzeugt, daf jede Einteilung von
f" auf diese Art erhalten werden kann, so ist £" rektifizierbar,
also ein Weg. — Nach § 4, Aufg. 2, kann genauer w, — w, 4
= (2,—2y—y) * ['(C)) gesetzt werden, wo (), einen Punkt
bedeutet, der bei Verfeinerung der Einteilung sich gleich-
maBig fiir alle » dem Punkte z, ndhert. Bezeichnet also
¢, irgendeinen Punkt auf dem Stiick 2, 4, .. ., z, des Weges
£, so ist

lim “?lwu Wy— 1!*11111 lew 1| [

n—>w V= —> o0 ¥=1

und folglich im Sinne von § 4, Aufg. 3
V=0f 1) | del.

B i = riselfi(e) == 2:) a,z". Fihrt man die fiir
n=

eine Reihe z + a,2% + - - - in Bi, § 19, 5. 94/95 angegebene
Rechnung fiir den jetzigen Fall durch, so erhilt man ganz
analog
J@)=(a?e®+2|a g+ +n|an[? - ).

Die etwaigen Nullstellen von f'(z) bedeuten fiir die Trans-
formationsdeterminante des Doppelintegrals (Bi, S.94)
nur, daf sie an (endlich vielen) isolierten Punkten 0, sonst
stets >0 ist. Man kann daher den Kreis in endlich viele
Teilbereiche so zerlegen, dal fiir jeden einzelnen Teil die
Abbildung schlicht und also die Transformation des Doppel-
lntegrals nach den klassischen Sitzen der Integralrechnung
erlaubt ist. — Gilt die Formel bzw. inwieweit gilt die Formel
auch noch fiir g = r?
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(@)

7. Das Verhéltnis ist = ->* und strebt also — | a; |2

Nach den Ausfiihrungen zur vorlgen Aufgabe gilt dies auch
fiir a; = 0.
8. a) Nach Aufg. b gleich dem lings |2z | =1 genom-

menen Integral [ |f'(z)]|dz|.

b) Nach Aufg. 6 und Bi, § 19, gleich dem iiber die Kreis-
scheibe |z | = r der zy-Ebene erstreckten Flidchenintegral
[11G) [*dndy.

¢) == Rmhtungswmkd der Tangente an den Kreis - Ver-

drehung = arc z + —}— are f'(2) = are (12f(2)).

d) l)efmltlonsgemdﬁ ist, wenn 2= re? gesetzt wird,
die Kriimmung gleich der Ableitung der Tangentenrich-
tung nach ¢, dividiert durch die Ableitung der Bildbogen-
linge nach (p Die Tangentenrichtung ist nach c)

— arc (¢ 2 f'(2) = J(log 12 ' (2)).
Thre Ableitung nach ¢ ist also
d : dz) ( () + @) )
— [ 2 oo 12 F(2)) - =
= ay (dz (10{., (& f (Z)) d N 2 f (Z) %
f”(Z))
@)
Die Ableitung der Bildbogenlinge nach ¢ ist nach a)
=|f'()]|:]|2| (Beweis?).
Also ist die gesuchte Kriimmung
f "(2))
ALY
21 @]
9. Da bei den Fragen a), ¢) und d) nur die Regularitéit
fiir | 2 | = 7 in Betracht kam, so éindert sich hier gar nichts.

9‘(1+7

?){(l +z
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b)edst fiz) = u0+ + + fir [ 2] = 7, so ist das

Bild dieses Gebietes identisch mit dem Bilde von | 2’ | = %

durch die Funktion @(2) = ay + a,2" + a,2'% - - - .. Nach
Aufg. 6 ist also der Inhalt des Bildes
| ay [? | ay |? | an |
:( = 2L pr _+_...+n,r:‘n,,+... 7.

10. Da @(&) eine ein-eindeutige Abbildung vermitteln
soll, ist @'(£)==0 in || << 1, also die inverse Funktion
@(w) innerhalb © regulir und ihre dortigen Funktions-
werte sind dem Betrage nach << 1. Daher ist @(f(z)) = F(z)
in | 2| < 1 reguldr, und es ist dort | F(z) | << 1. Endlich ist
F(0) =®(w,) = 0. Die Anwendung des Schwarzschen
Lemmas auf F(2) liefert, daB | F(z) | < | 2| ist in | 2| < 1,
und daB das Gleichheitszeichen nur eintreten kann, falls
F(2) tiir ein festes x die Form ez hat. Ist nun|z| = p < 1,
so ist dort auch | F(z) < | 2 | = o und folglich liegt ¢(F(2))
= f(¢) in &, und zwar in seinem Innern, auffer wenn
F(2) = ¢*z, also f(z) = gp(e™*2) ist.

11. Durch w= @(2) = R Z)Oj__; . ; PGS Uy i PG | + We
wird | z | < Lauf @, d. h. auf R(w) >0 so abgebildet, dal 0
nach w, kommt. Der Kreis | z | = < g geht dabei in eiuen Kreis
@50 iiber, der iiber der Strecke uo [ —l—wo uo1 +£ + Wy
als Durchmesser steht. Ist also f(z) einein | 2| << 1 regulale
Funktion, deren dortige Werte in & liegen, so liegen sie
sogar in (353, falls |2]|= p ist. Wegen der angegebenen
Lage von (&, ist die Behauptung damit schon bewiesen.
Das Gle1chhe1ts7e1(hen kann nur bei f(z) = g(ez) giiltig
sein.
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'12. Da der Radius des Kreises (&, gleich 1—-@{92 ist, so
i 0a i)

ist offenbar

20u , 20u
to— s S Y M) S vy + s

und !
@)= |y + vy | + :_Q_Lg;
13. Es sei'|z | <1, [2|<1 und 2 = 2, Dann ist
f(zf) :— f(ZI) =ty + ty@ +2) + - -
A +oan(ey T e e T e

Also ff(gz)_f(gl)f >layg | —2|ay|—8| @]~ 20
[ ap—2y |

und somit f(z;) == f(z,). — Die Funktion f(z) aus § 18, Aufg. 6

bietet ein Beispiel zu diesem Satz. ‘

14. Ist lim f,,(2) = [(2), so ist f(2) jedenfalls innerhalb ¢
reguléir. s seien ¢, und 2z, in ¢ gelegen und 2 == 2,. Die
Folge der Funktionen f,(2) — fu(2;) konvergiert, und zwar
gleichmiBig in jedem Teilgebiet %', gegen die Funktion -
() — f(z;). Nach dem Satz aus § 5, Aufg. 4, hat diese
Funktion keine andern Nullstellen in & als die dortigen
Hé;ufungsstellen von Nullstellen von f,(2) — fu(2;). Diese
Funktionen verschwinden aber wegen der Schlichtheit
der £,(2) nur tiir 2 = 2. Also ist f(z,) — f(2,) == 0.

15. Ist f(2) ungerade, so ist (f(2))? eine gerade Funktion,
also eine in | ¢ | < 1 regulire Funktion von £ = 2% Es sei

- (f(2))2 = @(¢). Diese Funktion ist wieder schlicht. Denn
igt [6al<1, | Ly <1, & == &y, s0 ist, wenn 2, und 2, je
* eme Quadratwurzel aus &, und &, bedeutet, auch z, == |- 2,
S0 f(ey) -t f(zz) und folglieh (Z;) = ¢(¢y). Wendet
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man nun auf ¢(¢) die Bi, S.116 bewiesene Ungleichung
an, so folgt fiir || <1

Sl e L
(A1 Eh =1 c)
Fiihrt man wieder z und f(z) ein, so steht die Behaup-
tung da.

16. Sind w = f(z) und w = @(z) zwei Funktionen, die
beide die in der Aufgabe beschriebene Abbildung leisten,
und ist z = ¢(w) die zu w = ¢(2) inverse Funktion, so bildet
[(p(w)) einen Kreis um 0 so auf einen andern Kreis um 0
ab, daff der Mittelpunkt fest bleibt. Daher ist nach Bi,
§ 5, 4

f(@w)) =c-w, d.h. f(z) = ¢ @(2).
Der Vergleich der Ableitungen in z = a zeigt, dall ¢ = 4- 1
ist. Die Abbildungen sind also identisch; die GroBe des
Bildkreises liegt eindeutig fest.

§ 21. Besondere Abbildungsaufgaben.

1. Bildet man nach I, § 12, Aufg.20 &, und &, auf
konzentrische Kreise §t{ und &3 ab, so gehen die k, in kon-
gruente Kreise iiber, deren Kreisscheiben in dem Ringgebiet
zwischen ] und §t5 liegen und diese bheiden Kreise beriihren.
Je nachdem nun der konstante Winkel, unter dem diese
Bilder der f, vom Nullpunkt aus erscheinen, zu 27 in ra-
tionalem Verhiltnis steht oder nicht, wird sich die Kette
schlieBen oder nicht. Ist das genannte Verhiltnis = p:q
(p, ¢ ganz und teilerfremd), so schlieBt sich die Kette mit
dem Kreise f,. — Wie man sieht, ist die Losung wesentlich
leichter als die priizise Formulierung der Aufgabe.

2. Durch eine Translation bringe man zunichst z; nach
0 und durch eine nachfolgende Drehung um 0 den Mittel-
punkt von &, auf die positiv-reelle Achse, d. h. man bilde
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b \ By — & i .
die z-Ebene durch ¢ = £ lind. (2 — %) zuniichst auf eine
2

2 1
Hilfsebene ab. Die zu den Schnittpunkten beider Kreise
mit der reellen Achse simultan konjugierten Punkte £, und

o berechnen sich nun als (o= — <% und {o=—32

Bringt man diese durch w = i C‘,) nach 0 und oo, s0
" 5 60

erhiilt man als Bilder von &; und §, zwei Kreise um 0 mit

Ry — B,

v 1
den Radien R, = } und Ry = . Nun muf} — are sin R, R,

gl : I i ;
eine rationale Zahl P sein. Da sich g ok ergibt, so schlief3t
q j

sich die Kette der f, stets mit dem sechsten Kreise, wie
man auch mit f; und f, anfangen mag.

3. Wegen der Gruppeneigenschaft der linearen Funk-
tionen (Elem., § 19) ist jedes 2" eine lineare Funktion
von z Diese haben offenbar fiir jedes n wieder dieselben
Fixpunkte. Die quadratischen Gleichungen (Elem., §20)
Cn2? +F (dy — ay)2 — by = 0 haben also fir jedes n die-
selben Wurzeln wie ¢22 + (d — @)z — b = 0. Daraus folgt
die Behauptung. — Bringt man nach I, § 12, Aufg. 21 die
Abbildung auf die Fixpunktnormaltorm, so 1aBt die zu dieser
Aufgabe gegebene ausfithrliche Losung (s. auch Elem.,
§ 20) sofort erkennen, wie eine n-malige Wiederholung der-
selben Abbildung wirkt.

4, Wir legen ein riaumliches &#¢-Koordinatensystem
s0, daB die & und die #-Achse bzw. mit der z- und der
y-Achse der z-Ebene zusammenfallen und dafl die {-Achse
in 0 senkrecht auf der z-Ebene steht. Dann lautet die
Gleichung der Zahlenkugel &2 4 %2+ {({—1) =0 und
die (leichungen der Geraden vom Nordpol durch den
Kugelpunkt  &y70(, lauten in  Parameterdarstellung
=& +1), n=mnll+8 =8+ {—1  Fir
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t = Co:(1— &) wird £ = 0 und folglich ist, wenn wir noch
den Index 0 unterdriicken,

S Ul
_1_:a ."/"'-’-.] R

PR A —&)dé + i;‘dC. (1 —&)dn + ndl
£ TR il sglt

Die Konformitat der Abbildung verlangt nun, daff die
vom Punkte z = = - iy der z-Ebene und vom Punkte &7
der Kugel ausgehenden Linienelemente in den beiden
Flichen in einem Verhéltnis zueinander stehen, das nur von
der Lage des Punktepaares und nicht von der Richtung
des Linienelementes abhingt. KEs ist aber, wenn noch die
Kugelgleichung beriicksichtigt wird.

da? 4 dy? == (@2 4 dog? + d22):(1 — O,
worin der Beweis der Behauptung liegt.

5. Benutzen wir 2 und f als Parameter, so ist, wenn wir
noch den gemeinsamen Faktor R tiberall fortlassen,

E='cosfoosd, m=cosfsind, {=sing
die Gleichung der Kugel. Hiernach ist
d&? 4 dn? + dC? = df? 4 cos? § dA>

Und ganz direkt ergibt sich
dﬂ2 4 ds2 _+_ dnz _+_ dc2
costf cos?f
was die Konformitit beweist. :

6. Durch 2’ =4z 41 wird der Beginn des Schnittes
nach 0 und der bisherige Nullpunkt nach -+ L verlegt.
#' =)z = )/4z + 1 macht aus dem neuen Gebiete die
rechte Halbebene, falls wir den Hauptwert der Wurzel

2

nehmen. Durch w = 7;;1} wird diese Halbebene auf

L=

dy =

dx? —}- dy? = dA® +
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. den Einheitskreis der w-Ebene abgebildet. Also leistet die
Funktion
4z + 11 0

VZ i deny fznss a :

1 —w)?
- das Verlangte, da sie iiberdies in z = 0 verschwindet und

ihre Ableitung dort = 1 ist. — Es ist dies diejenige Ab-
bildung, der bei vielen Fragen (Bi, § 22) eine Sonderrolle
zukommt.

7. Die Gleichung kann in der Form

b \? b2 — duc
| w 4 2&) =2 ——

W=

4a

geschrieben werden. Setzt man also
2— dae

B W b
]/a,(w 4 2’@)* i g

] ;’/

4a
s0 ist einfach w'2 = 2/, w' = ]/z’ zu untersuchen. Wir haben
also eine zweiblittrige Fliche mit den Verzweigungen in
b2 —4ac . L ;
b und co. Geht zin den ersten dieser Punkte, so
a
b ey . ik )
geht w nach — 50 umliuft ihn 2z einmal, so geht w’ in — w’,
a

' B, ] o
. h. w in — w — — iiber, also in denjenigen Punkt, der zu
a

b
w spiegelbildlich in bezug auf den Punkt — 5% gelegen ist.

8. Durchz' = +g wird der Schnitt in die negativ-reelle

Achse gebracht, 2’ = )/ macht daraus die rechte Halb-
ebene, w :%’77?}51 aus ihr den Einheitskreis. Es ist also
2



144 VIL. Kapitel. Konforme Abbildung.

I/? +a
. z_2 oder 2z=w - ;
u

G el )’
I/z;__g"*“‘

Dabei ist der Hauptwert der Wurzel zu nehmen; mit dem
andern Wurzelwert wird die Abbildung des gegebenen Be-
reiches auf das AuBere des Einheitskreises geleistet. (Vgl.
Bi, § 12.)

9. Ist 2’ = &’ 4 vy Spiegelbild von ¢ = 2 4- 7y am Kin-
heitskreis, so liefert
T cos t ] Y sin ¢

2yt 2l —cost) ¥ T byt 2a(1—cost)

J
.

oder

1

' l ctg? t el ctg? l
F AR e — S —_— ) - o
B areg YTl

oder endlich y'* = %(T’ + 4]((> das Spiegelbild der Kar-
dioide. Dies ist also eine Parabel mit dem Brennpunkt in 0,
dem Scheitel in — -1[— Dem AuBern der Kardioide ent-
spricht das Tnnere der Parabel, das —- wenn wir die Akzente
wieder weglassen — durch S(V%) o 2:/“, 1/ a >0, definiert

werden kann. Dieses Parabelinnere wird nach I, § 13,

T
Aufg. 14 durch tgz(nzlif l/z> auf das Innere eines KEin-

heitskreises abgebildet. Daher werden das AuBere der Kar-
dioide in der z-Ibene und das Innere des Einheitskreises
in der w-Ebene durch ‘
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w = tg? ({l;/.a ‘/{) bzW. .5 — “.”2 3
; : log® (z_[_ Vw)

71— ]/w
aufeinander abgebildet.

10. Sind @ = 20 und — i’ = 2f positiv, so wird durch
@(z| x, 1) nach § 14, Aufg. 7 das Rechteck 0 = z=«,
0= y= B auf die untere Halbebene abgebildet. Nehmen
wir also o = 4, ﬁ == 2,080 bildet:g.)(z + 2+ 7] 4,2) das
vorgelegte Rechteck auf die untere Halbebene ab. Also
wird es durch

L b heeR s
Y e+ 2+i4,2)—
auf den Einheitskreis der w-Ebene abgebildet.
11. Wir werden zeigen, daB durch das Integral

w == f bl e Y dt bei geeigneter Wahl der Bestimmung

des I(r)ltegmnden die obere z-Halbebene auf ein gleichseitiges
Dreieck der w-Ebene abgebildet wird. Dazu haben wir nur
arc ¢ und arc (1 —1) s0 festzulegen, daf sie eindeutig und
stetig bleiben, solange J(f)= 0 bleibt (bei ¢ =0 und + 1
natiirlich nur als Grenzwerte). Das ist offenbar der Fall,
wenn wir festsetzen, dal stets
0<arct< 47 und —asarc(l—)=0

genommen werden goll. — Ist nun zunichst 2 = z, 0 << 2 <1,
so ist, geradlinig genommen,

. .9 )
w :.: [t_ 3(1 i t) 3dt.
0
Es bewegt sich w also, wenn @ von 0 bis 1 wiichst, von 0 an

monoton nach rechts bis zum Punkte
Knopp. Aufgabensammlung 1T 10
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w—~-3~ft o (e

dt.

[Der Wert dieses Lulerschen Integrales erster Gattung
liBt sich bekanntlich durch die /™-Funktion geschlossen
angeben. Esist s=(I'(})2: I(3).] — Ist jetzt z=a,
1< 2<< -+ o0, s0 setzen wir, da die Integrale bei 0 und
1 stetig bleiben,

w=8 -4 f !

2
3

(=9 San.
Jetzt 1st aber arc(l_t)— —ug, und also (1—t)

(t i 5‘, so daB wir

217. @ 9

w=s+e3 ft J(t-—l) 3
erhalten. Das neue Integral ist wieder positiv und wiichst,
wenn 2 von - 1 nach - oo geht, monoton von 0 bis zum
g LR 1
Werte f { 3(t—1)" 3dt, der sich durch L= wieder als

1
= s zu erkennen gibt. Also bewegt sich w von -+ s aus auf
dem Strahle mit der Richtung §zv um die Strecke s, gelangt

Bt 7l
also bis zum Punkte s(l -+ eim) = ge®, — Ist endlich
z=—gund z >0, so ist auf dem geradlinigen Wege von
0 nach z jetzt arct=um, arc (1 —1) =0 zu setzen. Setzt
man noch | t| =7, so wird jetzt

9 .

— T

8 f.,;
0

Geht also 2 von 0 nach - oo, so ist auch dies neue Inte-
gral positiv und wichst monoton von 0 bis zum Werte

wire

(1-{—1)
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e LR t 3
f v S(+47)y °dr, fir den sich durch 7= sy wieder
0 y 2l

der Wert s ergibt. Also bewegt sich, wenn 2z von 0 nach

2l 7l

— oo lduft, w von 0 in der Richtung von —e 2 =¢3
7ol

_um die Strecke s, gelangt also wieder zum Punkte se®.

Durchliuft also z im positiven Sinne die ganze reelle
Achse, so umliuft w im positiven Sinne das gleichseitige

b2

Dreieck mit den Ecken 0, s, se3. Also umliuft

W= :}ft‘ S(1—1)" 3dt = f(2)
0
das vorgelegte Dreieck. Die durch dies Integral in der ab-
geschlossenen. oberen Halbebene eindeutig definierte Funk-
tion f(z) bildet also diese Halbebene auf das vorgelegte
Dreieck ein-eindeutig und, von den Stellen 0, 1, oo abge-
sehen, auch konform ab. Die inverse Funktion leistet also
die in der Aufgabe verlangte Abbildung.

12. a) Die Vieldeutigkeit kommt durch die Pole des

2

2
e

Integranden in 1, w, w? zustande (w ol ), in denen die

1 w? (17 R 3 \ ;
Residuen = S und 3 sind. Die Ableitung fi(2) ver-

schwindet im Endlichen nur in 0 und von der 1. Ordnung;
die Umgebung des Nullpunktes wird also nicht schlicht ab-
gebildet, die dortigen Winkel werden verdoppelt. In der
Umgebung von oo ist f,(2), da der Integrand dort von der
2. Ordnung verschwindet, eindeutig und in oo selbst reguliir
(vgl. § 7, Aufg. 8). Wir zerschneiden daher die Ebene nur
lings der drei Strecken von 0 nach 1, von 0 nach  und von
0 nach w2 Wir lassen nun z die sechs Schnittrinder so
durchlaufen, dal die Ebene zur Linken liegt. Lassen wir
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1) z Jings des oberen Schnittrandes von 0 nach 1 laufen,
so diirfen wir w mit 0 beginnen lassen; es geht dann auf der
negativ-reellen Achse nach — co. Da man zu den gegen-
iiberliegenden Punkten desselben Schnittes durch einmalige
negative Umlaufung des Poles 4 1 mit dem Residuum
1 gelangt, so sind die dortigen Werte w je um — 2 -}
grofer. Geht also 2) z von - 1 lings des unteren Randes

A 7 ; 270
zuriick nach 0, so durchlduft w die um — 5 verschobene

: X : 2m
negativ-reelle Achse zuriick bis zum Punkte — v, Geht

jetzt 3) z von 0 nach w?, so hat die Bahn von z in 0 den

¢

o
Winkel —27; die von w muf} daher in — ;n den Winkel

— 4 haben. w geht also jetzt in der Richtung - Agund

wieder geradlinig (warum ?) nach co. Kehrt 4) z nach nega-
tiver Umlaufung des Poles w? mit dem Residuum {g nach
0 zuriick, so durchliuft w dieselben Werte, wie eben, in
umgekehrter Reihenfolge und um — 2m%) vermehrt, durch-

liuft also die Parallele zur letzten Geraden durch
el : . w? : ! ;

— 270 - §~2m-%)-:2m-c§ und bis zu diesem Punkte hin.
(reht jetzt 5) z von 0 nach w, so hat die Bahn von z in 0 wieder
einen Winkel von — 27, die von  also einen solchen von

~— v, und somit geht w von dem zuletzt genannten Punkte

in der Richtung —{—g wieder nach oo und kehrt, nachdem
2
z den Pol o mit dem Residuum a; negativ umlaufen hat
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. g®
und 6) nach 0 zuriickgeht, mit den um — 2 -- L e

mehrten Werten zuriick, also parallel zur vorigen Richtung
2 2
und bis zum Punkte 27 " 5T Zma:; = (. Die Bahn von
w ist geschlossen. Unsere aufgeschnittene z-Ebene wird
also durch w = f,(2) ein-eindeutig und, von den Punkten
0,1, w,w? abgeschen, konform auf das zur Linken der
beschriehenen w-Bahn gelegene Gebiet abgebildet. Dies
besteht aus dem gleichseitigen Dreieck mit den Ecken
)2

0, —2m - 3 + 20 - 3 und drei an: seine Seiten nach
aulien scnkrecht angesetzten Halbstreifen.

b) Durch die Substitution z = l LaBt sich fy(2) auf f,(2)

A

)~{— const.

13. Liegt 2z in ®, so hegt ?' = fme® in dem Streifen
it

zuriickfithren. Is ist fy(2) = f; |-

0 < J(@') <m, also 2" — ¢®™ in der oberen 2’-Halb-

. , 1 qa®
ebene. Aus o wird erst ¢’ = Ina?, dann o' =¥ =e?

welch letzterer Wert positivimaginér ist. Durchz”’ = -

7' —a

erhalten wir den KEinheitskreis in der 2z'”-Ebene; a'' ge-
langt nach 0. Es ist

dzllf dz/ll dzl/ all_a//

"

’

= . S L 2! vz,
B de ke @ =g
Riir 2 — o ist dies wegen @'’ = — a'’ gleich Jza. Also bildet
9 eém“ Rud e%na” ‘
we= - das gegebene Gebiet so auf einen Kreis
T S Lo
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um w = 0 ab, daB  nach 0 kommt und dort die Ableitung
2

= 1 ist. Der Radius dieses Kreises ist = #(®; a) ;o s
14. a) Ist |a —2,| = o < R, so liefert
: z—a
R By et L
"hshe Q)Rz—(a——zu)(z—'zo)
die notwendige Abbildung; 2=z, R licfert »(®;a)
B e 9
sk
das durch die Peripherie | z—z,|= R hindurchgeht und

seinen Scheitel iiber z, zu liegen hat.

. Die Fliche ist also ein Rotationsparaboloid,

b) Ist (@) >0, so leistet w = (2 — a) Z 712 die nétige

Abbildung; z = 0 liefert #(&; a) = | d— @ | = 2 J (a). Die
Fléche ist also eine Ebene, die die z-Ebene lings der reellen
Achse schneidet.

¢) Ist 0 << {(a) <, so leistet (vgl. Aufg. 13)
0% — p%
— p—A(p% . g
w=e (e e )e’ 1
die notige Abbildung; 2= 0 liefert »(®, @) = |1 — e*—¢|
= 2sin B, wenn a = & 4 i gesetzt wird. Die Ildche ‘ist
eine Zylinderfliche, deren Erzeugende parallel zur reellen
Achse sind. -

d) Die Rechnungen in ¢) und in Aufg. 13 lehren, dafl

1 _".(ﬂﬂ_u?) e%nz' gl e%na,a ‘
jetzt w=—\1—¢? 0 die. notige Ab-
7 % B

bildung leistet. Fiir z== 0 findet man jetzt

"ot

- .
S | W 2 sin vfirw

’((5;“)=7ﬂ1*ﬂ'l1_
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wenn @ = « -+ 1ff gesetzt wird. Damit ist in den Variablen
, f die Gleichung der Fliche gegeben.

Man beachte, daB in allen 4 Beispielen die Ordinaten
der in Rede stehenden Fliche den Grenzwert 0 haben,
wenn ¢ an den Rand von @ riickt.
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