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Vorbemerkungen. 
Auch in diesem zweiten Teil der AufgabensanunlunR zur Funk 

tionentheorie - auf den ersten Teil wird kurz mit „I' unter An 
gabe von Kapitel, Seite oder Paragraph und Aufgabe, auf den 
vorliegenden zweiten Teil nur durch Angabe von Seite oder Para 
graph und Aufgabe verwiesen - habe ich mich streng an die in 
der Sammlung Göschen vorhandenen funktionentheoretischen 
Bändchen gehalten. Sie werden wie bisher zitiert, doch beziehen 
sich die Zitate auf die folgenden inzwischen erschienenen neuen 
'Auflagen: 
Elem. = Knopp, Elemente der Funktionentheorie, 1937. 
K I = Knopp, Funktionentheorie I, 5., vollständig neu bear 

beitete Auflage, 1937. 
K II = Knopp, Funktionentheorie II, 5., neubearbeitcte Auf 

lage, 1941. 
Bi = Bieherbach, Einführung in die konforme Abbildung, 

3. Auflage, 1937. 
Auch diesmal handelt es sich in der Hauptsache nur um Übungs 

aufgaben, durch die der Gedankenkreis der genannten Bändchen 
nicht wesentlich überschritten wird. Nur innerhalb dieses Rahmens, 
nicht in irgendeinem absoluten Sinne, ist die Einteilung in ele 
mentare und höhere Funktionentheorie gemeint. Die jetzigen 
Aufgaben lehnen sich in der Hauptsache an die letzten Kapitel 
von K I, sowie an K II und Bi an. Für die Benutzung sind weiter 
hin die Vorbemerkungen zu I maßgebend. - Mit der Verteilung 
der Sternchen (*) zur Bezeichnung der schwierigeren Aufgaben 
ist, dem jetzigen höheren Niveau entsprechend, etwas sparsamer 
umgegangen worden. 



Erster Teil. 
Aufgaben. 
I. Kapitel 

W eitere Aufgaben zu I, Kap. 1-5. 
§ l. Grundlegende ßegriff e. 

1.. Es seien k Punkte z1, z2, ••• , z1c in der Ebene der kom 
plexen Zahlen gegeben, und es seien 1X1, 1X2, ••• , 1X1.; nicht 
negative Zahlen, für die cx,1 + iX2 + · · · + 1X1,; = 1 ist. Dann 
liegt die Zahl C -= 1X1z1 + 1X2z2 + · · · + 1X1cZ1.; in dem klein 
sten konvexen (abgeschlossenen) Polygon, das die Punkte 
.z1, z2, ••. , z1c enthält. - Gilt dies noch für unendliche Folgen 
(zn) und ( 1Xn), falls nur.2'1Xn = l ist und.2'1XnZn _:_ C existierte 

2. Haben die e, und iXv dieselbe Bedeutung wie in der 
vorigen Aufgabe, so liegt auch jeder Punkt C, für den 

' (\'.] + iX2 + ... t- iXk, = 0 
S -- Z1 ( - Z2 ( - Z7,; 

ist, in dem kleinsten konvexen (abgeschlossenen) Polygon, 
das die Punkte z1, z2, ••• , z1c einschließt. 

3. Das kleinste konvexe (abgeschlossene) Polygon, das 
die Wurzeln einer ganzen rationalen Funktion · G(z) ein 
schließt, enthält auch alle Wurzeln ihrer Ableitung G'(z). 

*4. In der Ebene der komplexen Zahlen sind n > 4 
Punkte gegeben, von denen keine 4 auf einem Kreise liegen. 
Es sei lv(z) eine lineare Abbildung, für die lv(z1,) = ex: ist, 
und das kleinste konvexe Polygon nv, das die Bilder der 
übrigen enthält, habe a, Ecken, v = 1, 2, ... , n. Dann 
gelten die folgenden Behauptungen: 

a) Es ist stets a1 + a2 + · · · +an= G (n - 2), 
b) die nv haben nicht sämtlich 6 oder mehr Ecken, 



6 l. Kapitel. Weitere Aulgalicn zu r, Kap. 1. -5. 

(') für n < J 2 tritt unter den n; stets ein Dreieck oder 
ein Viereck auf, 

d) fehlen für n> 12 die Drei- und Vierecke gänzlieh, 
so gibt es unter den si, mindestens 12 Fünfecke, 

*5. In der Ebene der komplexen Zahlen sind n 2 4 
Punkte gegeben, von denen keine 4 auf einem Kreise liegen. 
Sie bestimmen daher (;) verschiedene Kreise. V 011 diesen 
Kr. isen haben stets genau 2 (n -- 2) die Eigenschaft, daß 
das eine der beiden Gebiete, in die die Ebene durch sie 
gctdt wird, keinen der gegebenen Punkte enthält. 

:i. Jedes geschlossene Polygon .\J, das sich beliebig selbst 
überschneidet (d. h. also jeder aus beliebigen endlich vielen 
anoinandergohängten orientierten Strecken bestehende 
Linienzug, dessen letzter Punkt mit dem ersten zusammen 
fällt), läßt sich in eine endliche Anzahl geschlossener doppel 
punktfreicr Polygone und endlich viele hin und her durch 
laufene Strecken zerlegen. Jedes der ersteren wird ganz im 
positiven oder ganz im negativen Sinne durchlaufen. 

§ 2. Zahlenfolgen und unendliche Reihen. 
1. Aus der Konvergenz der beiden Reihen 

00 00 

2J an und ~ 1 bn - bn+ 1 1 

n=O n=O 
folgt für jedes positiv-ganze q die Konvergenz der Reihe 

00 

2J anb~. n~o 
(/J 00 

2. Aus den beiden unendlichen Reihen 2,; a11 und ..!: bn 
'II O 11 () 

bilde man durch die Festsetzung 
c; = a0bn + a1bn-l ·+ · · · + rl,JJo 

1 ' 

(/) 

Pin dritte Reihe ,,J,; c.; Dann gelten die :1 SätzP: 
'lt () 



~ :2. ~ahlcnfolgl'n nud unendliche Rcilir,11. 7 

a) Wenn die beiden ersten Reihen absolut konvergieren 
und die Summen .il bzw . .B haben, so konvergiert auch die 
dritte und hat die Summe C -.: AB. 

b) Für die Gültigkeit des Satzes a) ist es hinreichend, 
wenn von den beiden ersten Reihen nur die eine absolut, 
die andere aber wenigstens bedingt konvergiert. 

<') l1'alls alle drei Reihen konvergieren (wenn auch nur 
bedingt), so besteht zwischen ihren Summen A, B unrl C 
jedenfalls die Beziehung :1 B - C. 

00 

;{_ Ist .lJ n11 konvergent, so konvergieren auch stets die 
n o 

beiden l{eihen 

) 
oo l/,1 + 2a2 + · · . -+- ntf 11 

a, flo + ,::; 
11 , n(n + 1) 

b) 
1
~1 2n\ 1 1 ('~) ad- (>I) cid- · · · -+- (~) f/11 l 

00 

lind haben dieselbe Summe wie 2J an. 
'//, 0 

oo l 
4. Die Roiho .lJ 1 . konvergiert für k c i 11 reelles /\. 

II, 1 ?'I -,-1, 
os l 

5. Die Reihe 2) , . konvergiert für j e d es reelle 
n--=•in1 ,·<' log n 

ix. t 0. 
G. Für welche z gilt die durch formale Entwicklung von 

( l 1 i entstehende ClrieJnmg 
i: ( - nn ( z) = 0 ? 
n O n 

*7. Man zeige, daß für I z 1 < l die folgenden Iden 
titäten bestehen: 

C/J z11, 
n) .2J ( . l)n-1 

n 1. ] ·- z" 
r/) z11 

- .,l; l+ n' n 1 . Z 



8 T. Kapitel. W eitere Aufgaben zu J, Kap. 1-6. 
(h zn 

b) ,2;'n-- / 
n=l 1-zn 
i» (- l)n-1 zn 

c) Z - 
n=l ri l-zn 

ex, zn 
.,c ,!;--- 
-· n=l (l - zn)2' 

00 

,!; log (l +- zn), 
n=J 

o: ()(,Zn 
.:..: Z---, jcx.j< l. 

n-1 l.-0<,zn 
00 

*8. Ist f(z) = Z anzn eine Potenzreihe mit dem Kon- 
n=O 

vergenzradius r > 0, ist (bn) eine Zahlenfolge, für die 
~-►ß 
bn+i 

strebt, und ist hierbei I ß 1 < r, so strebt 
~ = ~0bn + a1 bn-1 + · · · -1- a'nbo _► f(ß). 
bn bn 

*9. Es seien 0<, und ß zwei positive Zahlen mit der 
Summe J. Es werde bei gegebenem z0 =l= 0 

Z1 =0<,zo+ ~ 
Zo 

und für n > J. allgemein 
- ß Zn - <'.XZn-1 ·+ -- 

Zn-1 
gesetzt. Dann strebt 

Zn-+ -1- l, falls ~t(z0) > 0, 
Zn-►-1, falls ffi(z0) < 0 

war. Für ffi(z0) = 0 ist d10 Folge divergent. 
10. Im Anschluß an § 1, Aufg. 1 und I, § 3, Aufg. G, 

zeige man folgendes: Es sei (zn) eine beliebige beschränkte 
Zahlenfolge und Sr der kleinste konvexe Bereich, der alle 
ihre Häufungspunkte ( enthält. Ist dann die Folge (z;) 
wie in I, § 3, Aufg. 6 aus der Folge (z11) hcrzeleitet und sind 



§ 3. Fu11 ktionen einer komplexen Veränderlichen. U 
dabei alle Transformationskoeffizienten axi :2:: .0, so ent 
hält St: auch alle Häufungspunkte t der Folge (z;i)- 

§ 3 . Funktionen einer komplexen V eränderliehen, 
1. a) Kann eine für I z 1 < 1 definierte stetige Funktion 

komplexen Argumentes so beschaffen sein, daß sie nur im 
Nullpunkt differenzierbar ist? - b) Kann eine in einem 
Gebiete stetige Funktion f(z) dort ausschließlich längs ge 
wisser Linienzüge differenzierbar sein? 

*2. Kann eine in einem Gebiete @ definierte Funktion 
f(z) so beschaffen sein, daß sie in überall dicht gelegenen 
Punkten von @ differenzierbar und gleichzeitig in anderen 
überall dicht gelegenen Punkten von @ nicht differenzier- 
bar ist? · 

3. Kann. eine in einem Gebiete @ definierte und dort 
differenzierbare Funktion f(z) in einem Teilgebiete @1 von 
@ überall reell sein oder allgemeiner einen konstanten 
reellen oder einen konstanten imaginären Teil oder einen 
konstanten Arcus oder einen konstanten absoluten Betrag 
haben? 

4. Die Funktion f(z) sei in I z 1 < l differenzierbar und 
ihre Ableitung f'(z) sei dort beschränkt. Dann nimmt f(z) 
längs I z 1 = 1 stetige Randwerte an, und diese bilden mit 
f(z) zusammen eine in I z 1 < 1 gleichmäßig stetige Funk 
tion. (Vgl. hierzu I, § 5, Aufg. 8 und 9.) 

5. Es ist V x + -iy 
= ± {V-~ ( V xi + y2 + x) + i V}( V x2 + y2 - x) } 

wenn für Vx2 + '{j2 der nicht negative Wert genommen 
wird und wenn für y ~ 0 die Vorzeichen der beiden (großen) 
Wurzeln in der geschweiften Klammer so gewählt werden, 
daß das Produkt dieser Wurzelwerte dasselbe Vorzeichen 
wie y hat. 



]() J. Kapitel. Weitere Aufgaben zu I, Kap. 1-5. 

G. Welche Inkonsequenz gegenüber anderweitigen Fest 
setzungen über Potenzen liegt darin, daß unter ez allgo 

oo zn 
m ein die Summe der Reihe 2) 

1 
verstanden wird? 

n=on. 

7. a) Welche Grenzwerte hat die Funktion /1~J, wenn 
man sich aus dem Innern des Einheitskreises geradlinig 
dem Punkte + 1 nähert? 

( 
1 )2. 

b) Wie verhält sich e 1-z , wenn man sich längs der 
Peripherie I z 1 = 1 dem Punkte + 1 nähert? 
' 8. a) Die Funktion za ist dann und nur da,1111 eindeutig, 
wenn a eine reelle ganze Zahl ist. 

b) Der Hauptwert der 'Funktion zi bleibt für alle z der 
Ebene seinem Betrage nach unterhalb einer festen Kon 
stanten. 

9. Der für I z 1 < 1 'reguläre Zweig der Funktion f(z) 
= (1- z)i'., der in z = 0 gleich + 1 ist, hat einen absoluten 
Betrag, der für I z 1 < 1 zwischen zwei festen positiven 
Zahlen liegt. 

*JO. Wie verhält sich die Funktion z3 e-i 10f-l
2 i, in der 

log z den Hauptwert bedeuten soll, wenn sich z aus der 
(abgeschlossenen) rechten Halbebene her geradlinig gegen 
0 bewegt? 

§ 4. Intcgralsätzc. 
1. a) Kann ein rektifizierbarer Weg so beschaffen sein, 

daß· er in einem oder ü1 unendlich vielen seiner Punkte 
keine Tangente besitzt? 

*b) Kann er in überall dicht auf ihm gelegenen Punkten 
oder gar in allen keine Tangente besitzen? 

*2. Der rektifizierbare Weg t sei durch die Parameter 
( 1 arstellung 

X c:. (/(t), Jj -_ 1p(t), (). · l · (J, 



1 L 

gegebeu . Längs f seien die Funktionen f(z) und e(z) stetig, 
die letztere überdies ständig positiv-reell. Es sei !' das Bild 
von f bei der Abbildung durch w = f(z). Wird dann 

ß ß J f(z) e(z)dt = r J e(z)dt 
(\'.. ~ 't 

gesetzt, so liegt /l in jedem konvexen Polygon, das die 
Punkte von f' enthält. 

:>. Es sei. F(z) eine längs des (abgeschlossenen) Wcgt-8 r 
stetige Funktion von z. Man zcigo, daß der im üblichen 
Sinne verstandene Grenzwort 

lim f J: 1 Z,, -Zv-1 1 ·F((v)Jl = Ulf F(z) 1 iz 1 
n-:,.r:,, \. v - L 

stets vorhanden ist (s. K I, § 9). 
4. Ist f(z) eine längR des W egcs i stetige Funktion von 

z, 80 ist stets 
1 ( n f f ( z) dz I < (f) f I f (z) 1 1 dz 1, 

wenn das reehtsstchondc Integral im Sinne der vorigen 
Aufgabe (mit F(z) = 1 /(z) 1) vorstanden wird. 

5. Wie hängt das in Autg. 3 definierte Integral mit den 
Kurvenintegralen 

(f) J U(x, y)ds und (tlf V(:r, y)d~ 
zusammen, wenn P(z) = U(x, v) + iV(x;, y) gesetzt wird'? 

n. Man beweise den in I, § 5, Anfg. 1B Ionuulierton 
Satz ohne Zerlegung in Reelles und Imaginäres durch Bc' 
nntzung der Cauchyschen lntegralformeln. 

7. * Die F1mktion F'(z, l) sei definiert, sobald z in einem 
Gebiete ßJ und zugleirh t au] einem Wege r der e-Ebene liegt, 
der a mit b verbindet. Für alle diese W ertopaare sei über 
dies P(z, t) beschränkt, etwa, \ F(z, t) ! < M. Wenn dann 
f?(z, t) 

a,) für jedes frRto /, auf 1 eine in ß.5 reguläre Funktion 
von z ist und 



12 I. Ka.pitol. Weitere Aufgaben zu r, Kap. 1-o. 
b) für jedes feste z aus @ eine längs ! stetige Funkti 011 

von t ist, so wird durch 
b (f)J F(z, t)dt = f(z) 

a 
eine innerhalb @ reguläre Funktion von z definiert, Iür 
deren Ableitung die Darstellung gilt: 

b 
f'(z) = (f) f F;(z, t)dl. 

II 

[Anl.: Man betrachte das Integral 

l . (f>] { (S1) f 1!_(I_,_t2 d(} dt, 
2m n C-z 

in dem Sr eine kleine Peripherie um z bedeutet, und wende 
die Methoden ans K I, § 1 G an. l 

§ 5. lteihenentwicklungon. 
l. Es sei ® ein abgeschlossenes, beschränktes Gebiet. 

CYJ 

Die Reihe _,!; fn(z) sei gleichmäßig konvergent in einer ge- 
n=O 

wissen Umgebung eines jeden Punktes z0 von @, soweit sie 
zu @ gehört. Dann ist die Reihe in @ gleichmäßig kon 
vergent. 

2. Man beweise den Satz K I, § 19, Satz 3, ohne Hilfe 
des Satzes von Morera, etwa auf Grund der Cauchyschen 
Integralformel und der Sätze K I, § 16. 

3. Im Anschluß an K I, § 19, Satz 3, zeige man, daß, 
wenn neben der Reihe,!;fn(z) auch die Reihe,!; 1 f n(z) 1 in 
jedem @' gleichmäßig konvergiert, dieser Satz 3 dahin 
verschärft werden kann, daß auch die Reihen_,!; 1 f}f>(z) 1 

bei festem p in jedem @' noch gleichmäßig konvergieren. 
4. Die Funktionen f0(z), fi(z), . . . seien in @ regulär 

CYJ 

und _,!; f n(z) = F(z) sei in jedem abgeschlossenen Teilgebiet 
n=O 



§ 5. Reihenentwicklungen. 13 
von @ gleichmäßig konvergent, aber F(z) nicht identisch 
gleich 0. Dann sind die innerhalb von @ gelegenen Null 
stellen von F(z) identisch mit den dort gelegenen Häufungs 
stellen der Nullstellen der Abschnitte 

Sn(z) = {0(z) + · · · + fn(z). 
5. Die Potenzreihe 

CIJ ( ') Cl) f(z) = (1 - z)--i = ..2 (-- 1r - i zn == ..2 bnzn 
n-0 n n=O 

11 1 

ist für I z 1 < 1 konvergent und es ist dort / f(z) 1 < e2• 
Man zeige überdies, daß 

· (e:rr. e-n)½ 1 nbn 1-,. --2n-- 

strebt. 
1 

ü. Der Hauptwert der Funktion (1 +'zfi ist in der Um 
gebung des Nullpunktes regulär. Man stelle den Anfang 
der zugehörigen Potenzreihenentwicklung auf. 

*7. Im Anschluß an die Aufgabe I, § 10, la stelle man 
die vollständige Potenzreihenentwicklung der Funktion 

o; - z - . Cl) 

f(z) = e l-z = ...2 Cnzn 
n=O 

auf und zeige, daß für positive ex die Vorzahlen cn eine 
Abschätzung der Form 

2v;;,:;:i(l+en) Cn = e 
gestatten, in der die Bn eine Nullfolge bilden. 

II. Kapitel. 
Singuläre Stellen. 

§ 6. Die Laurentsche Entwicklung. 
1. In dem von dem geschlossenen doppelpunktfreien 

Wege St'1 begrenzten Gebiete liege der geschlossene doppel- 



14 11. Kapitel. Singuläre Stellen. 

punktireie Weg S'r2• In dem Ringgebiete @ zwischen beiden 
sei f(z) eindeutig und regulär. Dann kann 

f(z) = f 1(z) + '2(z) 
gesetzt werden, wenn fi(z) eine innerhalb St1 un<l '2(z) eine 
außerhalb Sr2 ( einschließlich oo) reguläre Funktion be 
deutet. Durch diese Zerlegung von f(z) sind überdies di« 
Funktionen f1(z) und '2(z) bis auf eine additive Konstante 
eindeutig bestimmt. 

2. Man erweitere den Satz der vorigen Aufgabe für den 
Fall, daß ~1 mehrere geschlossene Wege St'2, Sf3, ... , Sf111 
(m > 2) umschließt, die einander nicht treffen noch um 
schließen, und daß nun f(z) in demjenigen Gebiete als ein 
deutig und regulär vorausgesetzt wird, das innerhalb ~l\. 
aber außerhalb eines jeden der Wege $1\, ... , Sf111 liegt. 

3. Man entwickle die Funktion 
1 

a) ez-l für I z 1 > J, 
b) V(z-1)-(z- ~) für lz! >2, 

1 

c) ·(- ( b) für O < 1 n i < 1 z 1 < 1 h 1, z-a)z-- 
d) diesellc Funktion für I z 1 > b, 

1 
e) 1 og - für I z ; > 1 J -.z 

in ihre Laurentsche Reihe. 
4. Es sei 

00 

g(z) -= ..J,; anzn eine ganze Funktion von z, 
n=O 

( ) ~ cxn . l' 1 . l y z -::- ,.;., eme ganze i un d1011 von . n=O zn z 
Wo ist die Funktion g(z) · y(z) regulär und wie lautet dor: 
ihre Laurentscho Entwicklung? 



~ 7. Dir verschiedenen Arten singulärer Stellen. J5 
-1 00 1 00 

:>. EH seien .,J;. anz11 und .,J; bnzn zwei in demselben 
11 -00 

Kreisriugc konvergente Laurentscho Entwicklungen. Wie 
lautet die Laurcntscho Entwicklung des Produktes der 
durch Rio dargestellten Funktionen? 

G. Wie lautet die Laurcntsche Entwicklung für die i» 
0 < 1 z 1 < + oo reguläre Funktion 

c(z+]:__) 
z ? e . 

§ 7. Die verschiedenen Arten singulärer Stellen. 

J. Was für eine singuläre Stelle haben die folgenden 
Funktionen in z = oo : 

z?. + 4 
a) b) V(z-1Hz-2), c) cos z - sin z, 

] 

<l) c) ctgz, f) e - z' cos z' ' 

g) sin 
1 

1 J i) 
1-ez 

' 11) 1-ez' ? 
-z 1 + ez 

2. Was für eine Singularität hat die Funktion 
1 

a) e z in z = 0, b) . 1 . sm 1 m z = 1, 
-z 

c) 1 
1 

in z =- 2ni, d) . 
1 

- - - in z = ~? - ez sm z - cos z 4 
:3. Im Punkte z0 habe die Funktion fi(z) eine Nullstelle 

iXLer Ordnung, die Funktion f2(z) einen Pol ßter Ordnung 
(iX > 0, ß > 0). Was für eine Stolle ist z0 für eine der Funk 
tionen 
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4. Man beweise die Tatsache, daß ez keine Nullstellen 
besitzt, mit Hilfe des Satzes 2 in K I, § 33. 

5. Welche wesentliche Verschiedenheit besteht zwischen 
dem Verhalten der reellen Funktion 

y = { e --1 für x =l= 0, 
Ü für X= 0 

1 
und der Funktion komplexen Arguments w = e--;, in der 
Nähe des Nullpunktes? 

6. Die Funktion f(z) habe in z0 einen Pol ßtcr Ordnung 
(ß :2: 1) und sei sonst in dem Kreise sr um z0 regulär. Unter 
welchen Bedingungen sind die Funktionen 

z z 
F0(z) = (fJ J f(z)dz und Fi(z) = <f) J f(z)dz, 

ZJ Z1 

(f und z1 =l= z0 in St), 
in der Umgebung von z0 eindeutig und regulär, und wie 
verhalten sie sich in solchem Falle in z0? 

7. Es sei f ein beliebiger beschränkter Weg (geschlossen 
oder offen) und <p(z) eine längs f definierte und dort stetige 
Funktion. Dann __ ist (s. K I, § 16) 

f(z) = L. (f)j_p_(Sl s; 
2m C-z 

außerhalb eines hinreichend großen Kreises ß:r um O ein 
deutig und regulär. Wie verhält sich f(z) in z =oo ? 

8. Es sei f(z) für I z 1 > R eindeutig und, von z = oo 
etwa abgesehen, auch regulär. Unter welchen Bedingungen 
ist dort auch die Funktion 

z 

F(z) =m f f(l)dC 
Zo 
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eindeutig und regulär, wenn z0 und f in I z 1 > R liegen? 
Und was folgt aus dem V erhalten von f(z) in oo über das 
jenige von F(z) in oo? 

9. Man beweise den Riemannschen Satz K I, § 32, 
Satz 3 ohne Benutzung der Laurontschen Entwicklung 
direkt mit Hilfe der Darstellung 

f(z) = _:!:_. (,re,)f _f (() d( - __1- . (St2) ( J_(()_ d(' 
2m ( - z 2m J C - z 

in der St'1 und S"t2 zwei passende Kreise un~ z0 bedeuten und 
z im Ringgebiete zwischen beiden liegt. 

10. Man beweise den Casorati-W eierstraßschcn Satz 
„J f(z)- c 1 < c" (s. K I, § 28, Satz 5), indem man die 

entgegengesetzte Annahm c , , 1 ---~~- 
1

1 

< -~ " mit Hilfe 
1 f(z)- C 8 

des nach der vorigen Aufgabe bewiesenen Riemannschen 
Satzes als unzulässig dartut. 

*11. Die Funktion iv = f (z) habe in z0 eine wesentlich 
singuläre Stelle; dann gibt es in jeder Nähe jeder kom 
plexen Zahl c eine andre Zahl a, so daß f(z) in der Um 
gebung von z0 unendlich viele a-Stellen hat. 

§ 8. Residuonsatz, Nullstellen und Polo 
1. Mit Hilfe des Satzes von Rouche in K ll, § 11, S. 97, 

beweise man den Fundamentalsatz der Algebra, indem man 
cp(z) = a0 + a1 z + · · · + an-1zn-l und f(z) = anzn, (an=!= 0), 
setzt und für~ einen Kreis mit hinlänglich großem Radius 
wählt. 

2. Der Satz „Wenn die ganze rationale Funktion 
g(z) lauter reelle Wurzeln hat, so hat auch ihre Ableitung 
g'(z) lauter reelle Wurzeln" (vgl. § 1, Aufg. 3) gilt nicht 
für gan~e transzendente Funktionen. Man belege diese 
Behauptt\~ durch ein Beispiel. 

Knopp, Funktionentheorie. II. ~ 
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3. Man bestimme die Residuen von 
1 . 

a) ·. ·· 111 z = kn, k = 0, ± 1, ± 2, ... , sm z 

b) z _ 2)2 in z - + 1 und z - + 2, (z - -1) (z - 
a 

<:) in z1 und z2=t= z1, (ci4 0, m > J (z - z1)m (z - z2) 
ga11z), 

d) tg z in z n 
Z1,- = 2 + Jen, e) e z in z 0, 

l 1 
J) ez-I in z-= + 1, g) -· in z ·- 2kni. 1-ez 
4. Die Funktion f(z) habe in z0 eine Nullstelle a1er Ord 

nung. Welches ist das Residuum von 
· f'(z) f'(z) 
z f(z) und rp(z) f(z) 

in z0, wenn cp(z) eine beliebige in z0 reguläre Funktion be 
deutet? Wie lautet die Antwort, wenn f(z) in z0 einen Pol ßter Ordnung hat? 

5. Im Anschluß an die vorige Aufgabe bestimme man 
den Wert und die Bedeutung der Integrale 

1 (CT)J f'(z) 1 (G:)f ' f'(z) 
2ni z f (z) dz und 2n'i cp(z) f(zf dz' 

wenn bezüglich f(z) und~ die Voraussetzungen des Satzes 2 
oder die des Satzes 3 aus K I, § 33, gemacht werden. 

6. In z0 seien f(z) und g(z) regulär, es sei f(z0) =l= 0. 
während g(z) in z0 von der zweiten Ordnung verschwindet, 

W l "h 1) 'd. h f(z) . }l 1 ., w· l t t J' e c es tcsi uum at g(zj 1m un de 'z0 r 1e au c rno 
/ 
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Antwort, wenn g(z) in z0 von der. dritten Ordnung ver 
schwindet? 

7. Man bestimme mit Hilfe des Residuonsatzcs die 
Integrale 

(Cl':)! ez 
11) z de, fallR ~ der Kreis I z 1 -= 1 ist, 

b) (0:) J tgnzdz, falls [ der Kreis I z 1 = n, n-= 1, 2, 
g' ... , ist, 

(@:)! f(z) 
<·) -- · · . de, 

( z - z1) (z - z2) • • • (z - z ,r.) 
falls [ der Kreis I z 1 = R ist und unter der Annahme, daß 
die z,, voneinander verschieden und alle I s, 1 < R sind und 
daß f(z) in I z I S: R eindeutig und regulär ist. 

E . R( ) a,0 + a1 X + · · · + am xm . . 8. s sei x = b b b -k eme ratio- 
o + 1X+· .. + ]cX 

nalo Funktion mit reellen Vorzahlen, deren Nenner für 
keinen reellen Wert von x verschwindet, während der Grad 
des Nenners den des Zählers um mindestens zwei Ein 
heiten übertrifft (am =t= 0, bk =!= 0, 7c > m + 2). Dann ist 
das reelle Integral 

·I C1J J R(x)dx 
-CIJ 

konvergent und gleich 2n'i mal der Summe S der Residuen 
der in der oberen Halbebene gelegenen Pole von R(z). 

0. Im Anschluß an l, § 7, Aufg. 5 und G zeige man, daß 

J-= J~in ~ dx = !:. 
u X 2 

ist. j Anl.: Das erste und dritte der dortigen Integrale er 
gehen zusammen 

2* 
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2i j sin, x d.x.·1 
/J X 

00 

* 1.0. Unter Verwertung des reellen Integrals J e-t2dt 
0 

00 

:: :: i- f e - it 'u, - } du = } I' m = ½ v; (s. K 1T, § 6, 3. 
ö ' 

Beispl., (6)) berechne man die Fr csn el schen Integrale 

-

00 00 1v J cos (t2)dt = J sin (t2)dt = -- n , 
ü O 2 2 

indem man die ganze Funktion e-z• über den geschlossenen 
Weg a: integriert, der von O geradlinig nach + R, von hier 

.n 
i 

längs I z 1 ~ R zum Punkte z1 = Re 4 und von hier gerad- 
linig zurück nach O führt. (Man läßt dann R- + oo 
streben.) 

III. Kapitel. 
Ganze und meromorphe Funktionen. 

§ 9. Unendliche Produkte. Woierstraßseher 
Produktsatz. 

1. Es soll die Konvergenz und der Wert der folgenden 
Produkte mit konstanten Faktoren festgestellt werden: 

a) l!i ( l + n(n ~ 2)) ; b) it ( l -- n(n ~-1)); 
00 n3 - 1 2 5 n2 + l C) ll --- . d) -1 . -4 . . . . . ?'2 -· ..... 

n=2n3 + l' " 
2. Die reellen Zahlen ,&n sollen für jedes n = 1, 2, 3, ... 

der Bedingung O < ,{}n < 1 genügen, sonst aber ganz be 
liebig sein. Dann ist die Reihe 
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,{}1 + [ ff2 (l-{}1)] + · · · + [ ffn(l-f}1) · · • (J - 19'ri-1)] + · · · 
stets konvergent. 

3. Der Satz 4 in K II, § 2, soll a) mit, b) ohne Benutzung 
der Exponentialfunktion bewiesen werden. 

4. Es sei ,l; j an 12 konvergent. Dann sind die beiden 
Reihen 27 an und 27 log ( 1 + an), bei denen alle an =!= - 1 
angenommen sind und unter log der Hauptwort verstanden 
worden soll, entweder beide konvergent oder beide diver 
gent. Im ersten Falle ist die Konvergenz entweder bei 
beiden eine absolute oder bei beiden eine bedingte. 

6. Es soll das Gebiet der absoluten Konvergenz der 
folgenden Produkte mit veränderlichen Gliedern festgestellt 
werden: 

00 

a) II (1- z11
); 

n=l 

00 

b) II (l + z211); 
n 0 

00 00 

c·) II (1. + cnz), wenn Z I Cn I konvergiert; 
n=O n=O 

d) II (1 - : ) ; e) n ( l - lz) , 
1i=I n TJ 

wenn hierin p alle Primzahlen durchläuft. 
G. Für I z 1 < 1 ist 

l 
a) (l + z) (l ~ z2) ( 1 ~ z4) ( l f- z8) · · · = 1 _ z; 

h) (1 - z) (1 ~z3)(1-z5) ... 7_ (1. + z) (1 + z2)(J + z3) .... 
(Vgl. K II, § 2, Satz G.) 

7. Die Funktionen fn(z), n = l, 2, ... , seien im Kreise 
1 z 1 < r regulär und.2;' 1 fn(z) 1 sei in jedem kleineren Kreise 
1 z 1 < e < r gleichmäßig konvergent, so daß (nach K II, 
§ 2, Satz 7) 

00 00 

P(,z) = II (1 + fn(z)) = ,J;A;.z,1. 
n-1 1=0 
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eine für I z 1 < r reguläre Funktion ist. Setzt man nun 

f1, (z) = J; a~n)z", also 
}. 0 

F(z) = j, A.1zl. = II (l -t ri[;i> + a)11l,z + · • •), 
.1 J n=l 

so wird behauptet, daß die Reihc...EA.1z?. auch durch glicd 
weises Ausm ultiplizieren des letzten Produktes gewonnen 
werden kann, d. h., daß, wenn 

n eo 
(*) Pn(z) = 11 (1 + fi,(z)) c...:: .27 A~11) /- 

p 1 2=0 
gesetzt wird, für jedes ). ---= 0, :l, 2, ... 

lim j~YI) - - ,I;, 

ist. 
8. Auf Grund des Satzes der vorigen Aufgabe multipli 

ziere man das Pro du kt 
o: ( z2) si 11 nz = nz · 1.l l - - ? 

n~l n~ 
gliedweise aus und vergleiche das Ergebnis mit der Potenz 
reihe für sinzre, -wenigstens hinsichtlich der Koeffizienten 
von z3 und z5• 

9. Auf Grund des Satzes in Aufgabe 7 entwickle man 
die folgenden: Produkte in eine Potenzreihe: 

00 (7.J 

a) rr (1 + CnZ) = 2J Cvz\ falls .271 Cn I konvergiert; 
n l 1•=0 

C,J 00 

*b) f(z)-= II (l + q211-1z) = ,2 A11zv, falls i q 1 < J; 
'II J V =1 

Anl.: Es ist f(z) = (1 + qz) f(q2z), woraus sich durch 
Koeffizientenvorgloich Rekursionsformeln ergeben. 

c) II (l + cnz) (1 + Cn) =- 1~ D,»; 
n=l Z 1· -oo 

falls..,E 1 ('.n I konvergiert; 
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oo ( q2n-l) + oo *d) P(z) -~ II (l + q2·11-1 z) J. + -- - = ,.E 13,.z", 

'll=l Z V -00 ' 

falls I q I < J. ; 
Anl.: Es ist F(z) = qzF(q2z), woraus sich durch Koeffi 

zicntenvergleich wieder Rekursionstormeln für die B,, er 
geben, vermöge deren Bi, B2, •.• sieh durch B0 ausdrücken 
lassen. Es wird B, = qv• · B0. Aus q"2 • B0 = A,, + A1Av+1 
+ • • ·, was wie bei c) erhalten wird, ergibt sich schließlich 

B 1
. Jl,, 

/Jo durch o = im v•. 
1'->0'J (f 

00 1 
*e) ll (1. - z11). Anl.: Man ersetze in d) z durch -- z~ 

n=l 
:1 

und q durch z :Y., 1 z 1 < 1. 
10. Aus dem sin-Produkt leite man her: 
a) V2 = 2 . :1 • G . _o • 1..Q. • l o_ • 1 4 ••••• 

1 :J :; 7 \J 1 1 1 :i ' 

b) V3 = 2 . 2 • 4 • R • 1 Q • _1 4-_ • J ö •••• a :l o 1J t ö I 5 · 
11. Man stelle Produktentwicklungen für die folgenden 

ganzen Funktionen auf: 
a) ez -1; b) ez - ez0; c) cos as; 
d) sinnz-sinnz0; e) cosnz-cosnz9. 
* J 2. Man beweise die folgende Übertragung des W eior 

straßschen Produktsatzes auf das Gebiet des Einheits 
kreises: 

Zi, z2, •.. , Zn, ••• sei eine beliebige Folge verschiedener 
innerhalb des Einheitskreises gelegener Punkte, die inner 
h a 1 b des Einheitskreises keinen Häufungspunkt haben 
(sondern also nur auf dessen Peripherie), und es sei a1, 

iX2, ••• , CXn, ••• eine Folge beliebiger positiver ganzer Zahlen. 
Dann läßt sich stets eine Funktion f(z) konstruieren - 
und zwar in einer dem Weicrstraßsohen Produkt genau ana- 
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logen Form -, die im Einheitskreise regulär ist und die 
dort genau an den Stellen Zn (und keinen andern) Nullstellen 
der Ordnung CXn hat. 

Wegen weiterer Verallgemeinerung auf beliebige Gebiete 
an Stelle des Einheitskreises vgl. § 11, Aufg. 7. 

13. Man bilde mit Hilfe des in der vorigen Aufgabe for 
mulierten Satzes Funktionen, die den Einheitskreis zur 
natürlichen Grenze haben, aber im Innern desselben regulär 
sind. 

§ 10. Ganze Funktionen. 
1. Eine ganze Funktion, die jeden Wert ein und nur 

einmal annimmt, ist eine ganze lineare Funktion. 
2. Die inverse Funktion zu einer ganzen Funktion kann 

nicht wieder eine ganze Funktion sein, außer wenn es sich 
um eine lineare Funktion handelt. 

3. Der Liouvillesche Satz, daß eine beschränkte ganze 
Funktion g(z) eine Konstante ist, soll ausschließlich mit 
Hilfe der Potenzreihenentwicklung der ganzen Funktionen 
(also ohne Benutzung der Cauchyschen Integralformel, wie 
sie in K I, § 28 herangezogen wurde) bewiesen werden. 

Anl.: Man betrachte den Quotienten gi(z) = gSz) -- g(zo) 
z-z0 

für große z und verwende den Satz 5 in K I, § 20. 
4. Gibt es ganze transzendente Funktionen g(z), für die 

auf jedem Halbstrahl aus dem Nullpunkt I g(z) j ->- + o: 
strebt? 

5. Die Funktion f(z) sei in z0 regulär. Wenn dann die 
00 

Reihe Z t<n>(z0) konvergiert, so ist f(z) eine ganze Funk- 
n=o 

00 

tion und die Reihe z fCn>(z) konvergiert für j e d es z. 
n=O 
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U. Es lassen sich ganze Funktionen angeben, die an 

gegebenen Stellen z1, z2, ..• , Zn, ••• , wofern diese sich 
nirgends im Endlichen häufen, gegebene Werte w1, w2, ••• , 

Wn, • • • annehmen. 
7. Es seien a =t= 0 und ß beliebig gegebene reelle Zahlen. 

(X) 

J)a1111 gibt es stets eine ganze Funktion g(z) = .,J; a.nzn mit 
n=O 

reellen, rationalen Vorzahlen an, so daß g(a) = ß ist. 
8. Die in der vorigen Aufgabe_ ausgesprochene Behaup 

tung bleibt auch richtig, wenn das Wort „reell" an beiden 
Stellen gestrichen wird. 

9. Das Maximum des Betrages / g(z) / einer ganzen Funk 
tion g(z) im Kreise / z / < r wird nach K I, § 20, Satz 5, 
in gewissen Punkten des Randes / z 1 = r erreicht. Dieses 
Maximum werde mit M(r) bezeichnet. Man zeige, daß 
M(r) nicht nur eine monotone, sondern auch eine stetige 
Funktion der reellen Veränderlichen r ist. 

10. Man stelle die in der vorigen Aufgabe definierte Funk 
tion M(r) für die ganzen transzendenten Funktionen ez, 
. sin Vz 
sm z, cos z, V- her. 

z 
* J l. Man zeige an Beispielen, daß die in der zweitletzten 

Aufgabe definierte Funktion M(r) keine analytische Funk 
tion der reellen V eränderlichen r zu sein braucht. 

§ 11. 'l'eilbruehroihen. Mittag-Lefflerscher Satz. 
1. Man stelle die Mittag-Lefflersche Teilbruchzerlegung 

für die folgenden meromorphen Funktionen anf: 

l n nz a) tg z oc er etwas bequemer -- tg ; 
2 2 

l n b) . - oder 
sm z sin JTZ <') 

n 
' <'ORJT,Z 
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n 
<l) ez -1' e) cosnz - si11nz · 
2. Man führe die in K 11, § ß, S. 44/45 angedeutete Her 

leitung des W oierstraßschen aus dem Mittag-Lcfflerschen 
Satze vollständig durch. 

3. Gilt der Mittag-Lelflerschc Satz in der K II, § 4, 
S. 37, formulierten Gestalt auch dann noch, wenn die vor 
geschriebenen Hauptteile hlz) unendlich viele negative 
Potenzen von (z - zv) enthalten dürfen 'r Es würde sich 
dann um Funktionen handeln, die in der ganzen Ebene nur 
isolierte singuläre Stellen haben, und um die Frage, ob an 
jeder dieser Stellen der absteigende Ast der zugehörigen 
Laurent-Entwicklung vorgeschrieben werden kann, und ob 
bzw. inwieweit eine solche Funktion dadurch bestimmt ist. 

4. Darf - bei der Fragestellung der vorigen Aufgabe - 
auch an allen oder einigen oder einer der Stellen ein An 
fangsstück des aufsteigenden Astes oder gar der ganze auf 
steigende Ast der Laurent-Entwicklung vorgeschrieben 
werden r 

*:). Man übertrage den Mittag-Lefflerschen Satz (ähu 
lieh wie in§ 9, Aufg.12, den Weierstraßschen) auf den Ein 
heitskreis, beweise also den Satz: Sind z0, z1, ... , e., ... 
irgendwelche Punkte, für die I z,, 1 < 1, aber I e, l ->-1 gilt, 
sind die hlz) irgendwelche Hauptteile (mit endlich oder 
unendlich vielen negativen Potenzen), so gibt es stets eine 
Funktion Mo(z), die für / z / < 1 eindeutig und, außer an 
den Stellen e., auch regulär ist und die an den Stellen z„ 
selbst isolierte singuläre Stollen mit hµ(z) als absteigendem 
Ast der Laurent-Entwicklung hat. 

*G. In Verallgemeinerung des Mittag-Lefflerschen Satzes 
und desjenigen der vorigen Aufgabe beweise man den folgen 
den Satz: Es sei ill1 eine unendliche Punktmenge, die nur 
aus isolierten Punkten besteht und daher abzählbar ist 
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(Beweis?). Es seien z1, z2, •.• , Z1,, ..• ihn' Punkte und WY 
die Menge der Häufuugspunkte von Wc. Jedem Punkte z, 
aei ferner ein Hauptteil hi,(z) zugeordnet. Dann läßt sich 
ähnlich wie beim Mittag-Lelflcrschen Satz und bei dem der 
vorigen Aufgabe eine unendliche Reihe aufstellen, die für 
jedes z, das weder zu Wc noch zu Wc' gehört, konvergiert . 
Diese stellt überdies in jedem Gebiete @ der e-Ebene, das 
keinen Punkt von 9",R' enthält, eine eindeutige analytische 
Funktion dar, die in @ überall regulär ist, außer in den dort 
gelegenen Stellen z., wo die Funktion singuläre Stellen mit 
den Hauptteilen hv(z) besitzt. 

*7. Aus dem Satz der vorigen Aufgabe leite man eine 
analoge Erweiterung des W oiorstraßschen Produktsatzes 
her und formuliere den dadurch gewonnenen Satz. 

8. Haben Wc und Wc' dieselbe Bedeutung wie in Aufg. (\ 
und sind w1, w2, •.• irgendwelche komplexe Zahlen, so läßt 
sich stets ein Ausdruck hinschreiben, der in jedem nicht zu 
W1 und ffic' gehörigen Punkte z einen bestimmten Wert hat 
und der in jedem Gebiete ~5 der Ebene, das keinen Punkt 
von Wc' enthält, eine reguläre analytische Funktion dar 
stellt, die in den zu @ gehörigen Punkten z,, den Wert ui; 
hat. 

H. In Erweiterung des in der vorigen Aufgabe genannten 
Satzes beweise man den (in gewissem Sinne diesen ganzen 
Fragenkreis abschließenden) Satz, daß der ü1 Aufg. G for 
mulierte Satz auch dann noch gilt, wenn die dort vorge 
schriebenen Hauptteile hv(z) noch je eine bestimmte Anzahl 
Glieder mit nicht-negativen Potenzen enthalten und also 
die Form 

ffl' 
Hv(z) -- Z aj;\z - .z,,)"" 

k--r:,:, 

haben dürfen, bei der die ß,. gegebene nicht-negative ganze 
Zahlen sind. , 
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§ 12. Meromorphe Funktionen. 
1. Die Folge der Funktionen 

n! nz 
Un(z) = z(z + l)(z + 2) • • • (z + n)' n-=: l, 2' · · ., 

ist in jedem beschränkten abgeschlossenen Gebiete, das 
keinen der Punkte 0, -1, - 2, ... enthält, gleichmäßig 
konvergent (natürlich gegen T(z)). 

2. Es seien z1 und z2 zwei beliebige von 0, - J, - 2, ... 
verschiedene Zahlen und z1 =l= z2• Unter welchen Bedin- 
gungen ist 

. zi( z1 + 1) · · · ( z1 + n) . lim --- - -- 
n-►oo ziz2 + 1) · · · (z2 + n) 

vorhanden und welchen Wert hat dann der Grenzwert? 
3. Die sogen. Fakultätenreihe 

00 n! an 
F(z) = n~ z(z + 1) ~- • (z-+ n) 

ist in genau denselben Punkten der z-Ebenc konvergent 
wie die Dirichletsche Reihe 

f (z) = Z a,,~, 
n=l n 

wofern die Punkte 0, - l, - 2, ... außer Betracht gelassen 
werden. 

4. Die beiden in der vorigen Aufgabe genannten Reihen 
sind auch in genau denselben Gebieten der z-Ebene gleich 
mäßig konvergent, wofern diese abgeschlossen sind und 
keinen der Punkte 0, -1, - 2, . . . enthalten. 

5. Die in den vorangehenden Aufgaben genannten beiden 
Reihen sind auch in genau denselben (von 0, -1, - 2, ... 
verschiedenen) Punkten der z-Ebene ab so 1 u t konvergent. 

G. Bedeutet p1, p2, ••• , Pn, ... eine ganz beliebige Folge 
positiver ganzer Zahlen, so ist der Grenzwert 
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lim ~ (1 + z --) (1 + z - ) ... (1 + _ z -)} 
,H-~ 1 n + 11 n + 2 n + Pn 

dann und nur dann = 1, wenn "<: 0 strebt. 
n 

7. Genügt z =- x + iy der Bedingung x > -1, y 2 2, 
so ist 

I

T'(z) [ 
I'(z) [ < A log I z 1 , 

wobei A eine feste (von z unabhängige) positive Konstante 
bedeutet. 

*8. Man entwickle die Riemannsche ,-Funktion für die 
Umgebung der Stelle + 2 in eine Potenzreihe 

~ 
,(z) = ..JJ (- lrbn(z-2)n 

n=O 

und beweise die Beziehung bn--+ 1. Was folgt hieraus über 
den Charakter der Stelle + 1 für die ,-Funktion? 

9. Man zeige, daß für die in der vorigen Aufgabe de 
finierten Vorzahlen bn die Abschätzung 

A 
1 bn-1I < 2n 

gilt, in der A eine von n unabhängige Konstante bedeutet. 
Was folgt hieraus über die genauere Natur der Stelle + 1 
für die (-Funktion? 

IV. Kapitel. 
Periodische Funktionen. 

§ 13. Einfach-periodische Funktionen. 
1. Eine (nicht konstante) eindeutige analytische Funk 

tion kann nicht die Perioden 1 und V2 haben. 
2. Eine (nicht konstante) rationale Funktion kann nicht 

periodisch sein. 
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1 Ilat f(z) die primitive Periode 1 (c~ ist f(z) da1111 
sicher keine Konstante) und zeigt f(z) ein g-cwi.3se1 \' er 
halten, wenn z so -► oo rückt, daß dabei S(z)->- + oo ( oder 
• - oo) strebt, so sagt man kurz, daß f(z) jenes Verhalten 
am oberen (bzw. un tercn) Ende des Periodenstreifens 
zeige. Für die Funktionen f(z) der in K rr, § 8, S. ß\ 
definierten Klasse gilt dann der Satz : 

Ist f(z) im Periodenstreifen regulär, so ka1111 es nicht an 
beiden Enden beschränkt bleiben. , 

4. Bleibt eine der in der vorigen Aufgabe geuanntcn 
Funktionen f(z) am oberen (unteren) Ende des Perioden 
streifens beschränkt, so strebt f(z) dort sogar einem be 
stimmten Grenzwerte zu. Es ist dann sinngemäß zu sagen, 
daß f(z) an jenem Ende des Streifens diesen Wert annehme. 
Wie ist unter diesen Umständen die Ordnung zu definieren, 
m it der f(z) an einem Streifenende den Wert a annimmt r 

5. Bleibt eine der in Aufg. 3 genannten Funtionen f (z) 
am oberen (unteren) Ende des Streifens nicht beschränkt, 
so strebt f(z) dort -► eo. Es ist dann sinngemäß zu sagen, 
daß f(z) an jenem Ende einen Pol besitze. Wie ist unter 
diesen Umständen die Ordnung eines solchen Poles zu 
definieren? 

(i. Eine jede der in Aufg. ß g<'na,unt<'n Funktionen f(z) 
nimmt im Streifen ( einschließlich seiner Enden) jeden Wert, 
auch den Wort oo, bei richtiger Zählung gleich oft an. 

7. Eine Funktion mit der primitiven Periode + 1 gehört 
dann und nur dann zu der in Aufg. 3 genannten Klasse von 
Funktionen, wenn sie im Streifen, einschließlich seiner 
Enden, keine andern Siugularitäten als Pole besitzt. 

§ 14. Doppelt-periodische Funktionen- 
t. Es sei das durch <las primitive Periodenpaar w, c,/ 

bestimmte Periodengitter einer doppelt-periodischen Funk- 
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tion vorgelegt. Man gebe sämtliche primitiven Perioden 
paare an. 

2. Sind z1, z2, .•. , zk die Nullstellen oder allgemeiner 
die t-~tellen einer elliptischen Funktion f(z) im Perioden 
parallelogramm, eine jede so oft gesetzt, wie es ihre Viel 
lachheit verlangt; sind (1, (2, •.• .t, ebenso die Pole, so ist 
..J)z,,, - Z(x gleich einer Periode der Funktion. 

:~. 1st f(z) ei;10 ungerade elliptische Funktion und t7"J 
eine ihrer Perioden, so ist }w entweder eine Nullstelle oder 
ein Pol von f(z), 1111<1. zwar notwendig von ungerader 
Ordnung. 

4. Auf welches Gebiet der w-Ebene wird das Fundamen 
tal parallelogramm eines durch (eo, w') bestimmten Parallele- 

2n1: 
z 

grammnetzes der e-Ebenc durch w = e w abgebildet? 
Und auf welches Gebiet der Streifen, der aus dem Funda 
mentalparallelogramm durch die Translationen (k' c•/) 
<'ntsteht? 

5. Jede eindeutige Funktion /(z) mit der primitiven 
l'oriode w kann nach K 11, § 8, Satz 1, als eindeutige Funk- 

2ni 

tion rp(() von C -- e w z aufgefaßt werden. Was bedeutet 
es dann für rp(C), wenn f(z) eine doppelt-periodische Funk 
tion mit dem primitiven Periodenpaar (w, w') ist? 

!). 1st e f.J(z) eine elliptische Funktion? 
·'"; • Ist w positiv-reell und w' positiv-imaginär, so ist 

f,J(z 1 ~w, ~w') auf dem Hantle des Fundamentalparallele 
gramms und auf dessen Mittellinien reell. Auf welches Ge 
biet der w-Ebcne wird in diesem Falle das Fundamental 
parallelogramm durch w = &,J(z ! }w, !w') abgebildet? 
Anl.: Man untersuche den Werteverlauf von &,J(z) auf dem 
Rande des bei O liegenden Viertels des Fundamentalparaäelo 
gramms. 

*8. Für die Summen 
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Sn= 2:' (l, : k' ') , n = 3, 4, 5, ... , 
k,k' ~ W W n 

beweise man die Relationen 
a) s2ni+i = 0 für m -= ·1, 2, :3, ... ; 
b) s3 = ~ s~. 
9. Die Funktion w = go(z 1 }w, }w') gcniigt (s, K II, 

§ 9, Satz 9) der Differentialgleichung 
w'2 = 4w3 - g2w - g3 

mit g2 = 60 s4, g3 = 140 s6, wenn Sn die in Aufg. 8 ange 
gebene Bedeutung hat. Man zeige, daß die Wurzeln der 
kubischen Gleichung 

4103 - g2w - . g3 -= 0 
die Werte go(-½w ), go(½w'), go(-Hw + w')) haben und von 
einander verschieden sind. 

10. Im Anschluß an K II, § 9, Satz 10, und an Aufg. 2 
zeige man, daß sich jede elliptische Funktion f(z) als „a 
Quotient", d. h. mit Hilfe der zum gleichen Perioden 
parallelogramm gehörigen o-Funktion in der Form 

a(z - z1) a(z - z2) • • • a(z - zk) 
C - - - ~ • 
a(z - (1) a(z - (2) • .. a(z - C k) 

darstellen läßt. 

V. Kapitel. 
Analytische Fortsetzung. 

§ 15. Verhalten von Potenzreihen auf dem Rande 
des Konvergenzkreises. 

00 . 

l. Die Potenzreihe h(z) = 2J bnzn habe den Radius r = 1 , 
n-O . 

es sei bn > 0 und2Jbn divergent und sie stehe zu der Potenz- 
oo an 

reihe f(z) = n~o anzn in der Beziehung, daß bn - g strebt, 
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Dann gilt die Behauptung:..Eanzn hat einen Radius r' > 1, 
und wenn z radial -+ + 1 strebt, so ist auch 

. f(z) 
lnn h(z) = g. 

*2. Gilt bzw. unter welchen zusätzlichen Bedingungen 
gilt der in der vorigen Aufgabe formulierte Satz auch noch, 
wenn sich die Variable wie bei I, § 11, Aufg. 9, in einem 
Dreieck z1z2l bleibend, gegen + 1 bewegt? 

3. Mit Hilfe des in Aufg. 1 und 2 formulierten Satzes 
beweise man noch einmal den Abelschen Grenzwertsatz 

aus I, § 11, Aufg. 10, indem man h(z) = 
1
-1- und 
-z 

f(z) =- 
1 

..Ean zn == ..Esnzn, Sn= a0 + a1 + · ··+an, 1--z 
setzt. 

4. Mit Hilfe des in Aufg. l und 2 formulierten Satzes 
beweise man die folgende Erweiterung des Abelschen Grenz 
wertsatzes: Haben die Vorzahlen an der Potenzreihe 

C/J 

J?(z) = ..J; anzn die Eigenschaft, daß, wenn a0+ a1 + · · · + an 
n=-0 

= Sn gesetzt wird, 
:,0 + s1 +···+Sn - -- -+ s 

n+l 
strebt, so strebt auch F(z)-+ s, falls z in einem Dreieck 
z1z2l (vgl. Aufg. 2) gegen + 1 rückt. 

5. Wenn z radial ( oder, wie bei Aufg. 2, innerhalb eines 
Dreiecks z1z21) gegen + .L strebt, so strebt dabei 

a) 0 --z+z4-z9+.z16 -+ .. ·)-+L 
b) V l --- -z ( 1 + z + z4 + z9 + • • •) -► i- V n, 

1 
c) ( 

,, 8 ) .1 .. z + zP + zv· + zP + . . . ·➔ -- 
L log p Iocr - -· - 0 1 - z (p > 2, ganzzahlig), 

K n o p p . Funktionentheorie. II. 
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d) (1- z)P+1 (z + 2Pz2 + 3Pz2 + • • •)-+ T(p f- J) 
(p > -1, beliebig). 

00 

6. Die Potenzreihe f(z) = ,.!; anzn habe den Radius 1 und 
n=O 

sei in z = + 1 konvergent: a0 + a1 + · · · + Ctn =-Sn-➔ s 
Ist diese Konvergenz so stark, daß noch v;i · (s, - s)-+ 0 
strebt, so strebt (vgl. Aufg. 3) auch dann noch f(z)-.,. s, 
wenn z inner halb der Ellipse 

2 

X2+'!L=1 (0 J) 2 ' <(X<., 
0(, 

bleibend gegen + 1 rückt. 
7. Die beiden Reihen 

z3 z4 z5 z7 zB 
fi(z)=z+3-2+5+7-4+ + 

z3 z2 z5 z7 z4 
fiz) = z + 3-2+ 5+7-4+ +- · · ·, 

von denen die erste eine gewöhnliche Potenzreihe, die zweite 
dagegen eine Umordnung einer solchen ist, sind offenbar 
für I z 1 < 1 und für z = + 1 konvergent. Welche Werk 
haben die Reihen in z = + 1 und welche Grenzwerte haben 
die für I z 1 < 1--dargestellten Funktionen. wenn z radial 
-+ + l strebt ? 

8. Die Funktion (1- z) · sin (10g 1 ~ z), bei der der 
log den Hauptwert bedeuten soll, läßt sich für I z 1 < 1 in 
eine Potenzreihe entwickeln. Man zeige, daß diese Reihe 
für I z 1 = 1 noch absolut konvergiert. 

§ 16. Analytische Fortsetzung von Potenzreihen. 
1. Es soll die Mehrdeutigkeit der durch die Potenzreihe 

00 zn 
s_r3(z) = ~- 

n=l n 
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definierten Funktion dadurch festgestellt werden, daß man 
die Reihe im negativen Sinne um den Punkt + 1 herum 
bis zur Rückkehr nach O gemäß K I, § 24, analytisch fort 
setzt - - und zwar ohne irgendwelche Eigenschaften der 
durch ~(z) definierten Funktion als bekannt vorauszu 
setzen. (Vgl. KT, S. 101, Fig. 8.) - Anl.: Die Punkte 
z1, z2, ••• wähle man auf dem Kreise I z -11 = 1, und 
zwar in den Ecken des ihm oinboschriebenen regulären 
7J-Ecks (p > 6), dessen eine Ecke in O liegt. Es ist dann 

2Ftt'i 

e, - J z v , v 1, 2, ... , p, und die nach 21 Schritten 
gewonnene Entwicklung um Zp = 0 unterscheidet sich nur 
dadurch von ~(z), daß eine Konstante additiv hinzuge 
kommen ist. Daß diese = 2ni ist, findet man sofort, indem 
man p ->- + oo streben läßt. 

2. Von der Potenzreihe f(z) =..lJanzn weiß man, daß die 
durch sie dargestellte Funktion f(z) auf dem Rande des 
Konvorgenzkrcises nur eine singuläre Stelle z0 hat, und 
daß diese ein Pol erster Ordnung ist. Es soll gezeigt werden, 
daß dann 

n,n -+ z0 und also 1- "«. 1

1

- .• r, 
rln+l a1,+ 1 

den Radius der Potenzreihe, strebt. 
r::tJ 

3. Die Potenzreihe ~(z) - Z anzn+1 habe den Radius 1. 
,1 0 

Ma,H setze z-.:. C , entwickle jedes Glied anzn+l 1{ach 
1-C 

Potenzen von C und ordne die entstehende Doppelreihe 
nach Potenzen von C zu der Potenzreihe s_ßi((). Wie lauten 
die Koeffizienten von ~i(() und welchen Wert hat dem 
gemäß, d. h. nach dem Cauehy-Hadamardschen Satze, der 
Radius derselben? (Vgl. hierzu § 2, Auf~. 3b.) Wie läßt 
sich andrerseits der Radius von ~\(() aus den analytischen 

3* 
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Eigenschaften von f(z) ablesen? Welchen Wert hat er da 
her mindestens und welchen Wert höchstem: 

4. Wie lautet unter den Bodingungen der vorigen Auf 
gabe die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß die durch ~(z) in i z 1 < 1. dargestellte Funktion f(z) 
ü1 + 1 regulär ist ? 

5. Man zeige mit Hilfe der Betrachtungen der beiden 
vorangehenden Aufgaben, daß die durch die Reihen 

<:n t» 7n + l .2J (- :J.)nzn+I und ..:E (-- l)n " 
n-0 ,,, o n + l 

dargestellten Funktionen in + 1 regulär sind. 
G. Mit Hilfe des nach Aufg. 4 aufzustellenden Kriteriums 

beweise man noch einmal den Satz aus 1, § :11, Aufg. 3. 
7. Man erweitere den in der vorangehenden Aufgabe 

nochmals behandelten Satz aus I, § 11, Aufg. 3 ,m dem 
folgenden Satz : Hat die Potenzreihe f (z) = .Ianzn den 
Radus 1 und gilt das Gleiche von der Potenzreihe cp(z) 
==.I!Xnzn, für die !Xn = TT(an) ist, und ist stets 0<n> 0, so 
ist + 1 eine singuläre Stelle der durch .Ianzn dargestellten 
Funktion f(z). 

§ 17. Analytische Fortsetzung beliebig gegebener 
Funktionen. 

1. Ist die reelle, in -Cf) < x < + Cf) definierte Funk 
tion F(x) = j/:x;2 = 1 x / ins Komplexe fortsetzbar? 

2. Ist die reelle in - 1 < x < + 1 durch 
( _2, 

f(x) = ~ e :r· für x=I-= 0 
lO " X=Ü 

definierte Funktion ins Komplexe fortsetzbar? (Man be 
achte, daß f(x) in jedem Punkte des Definitionsintervalles 
stetige Ableitungen aller Ordnungen besitzt! Vgl. § 7, 
Aufg. 5.) 
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ß. Bedeutet g0, g1, ... , gn, . . . eine Folge positiver 

g1111zer Za,h1('11, die sämtlich > 2 sind, so stellt die Reihe 
crs zY,Yl" Un ,~ 

11..-'0 l - zYoV1"'Yn 

eine für 1 .z 1 < L reguläre, aber über den Einheitskreis hinaus 
nicht Iortsotzbare Funktion f(z) dar. (Vgl. I, § 11, Aufg. 4 
und 5.) 

4. Die Funktion f(z) sei ü1 einer Umgebung des Null 
punktes regulär und es sei dort 

(*) {(2z) -- 2 f(z) · f'(z). 
Danu ist /(z) über die ganze Ebene fortsetzbar, also eine 
ganze Funktion. (Vgl. f(z) =-= sin z.) - Welche Eigen 
schalt der rechten Seite von (*) ist bei dieser Behauptung 
allein wesentlich? 

G. Die Funktion f(z) sei für m(z) > 0 regulär und genüge 
dort der Beziehung 

(t) ((z + J) =-- z f(z), 
und es sei ((1) f 0. Dann ist f(z) eine mcromorphc Funk 
tion, deren einzige Pole in 0, -1, - 2, ... liegen und von 
der ersten Ordnung sind. - Welche Residuen hat dort 
((z)? (Vgl. die Funktion r'(z).) 

*G. Man beweise folgende Ergänzung des Riemannschen 
8atzes (K I, § 32, Satz 3): Ist f(z) in @ stetig und, von den 
I 'unktes eines in Q,j gelegenen Streckenzuges rn etwa ab 
gesehen, auch differenzierbar, so ist f(z) notwendig auch 
in diesen Punkten regulär. (Die Endpunkte von tu dürfen 
auch auf dem Rande von 0J gelegen sein.) 

7. Die beiden Gebiete @1 und @2 mögen längs des 
Streckenzuges tu zusammenstoßen, d. h. die Punkte von 
\1J seien für beide Gebiete Randpunkte, im übrigen aber 
@1 und @2 ohne gemeinsamen Punkt. fi(z) sei in @1, fz(z) in 
@2 regulär. W mm dann (vgl. I, § 5, Aufg. 8) /1 und {2 längs 
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m dieselben Randwerte annehmen, so sind sie voneinander 
analytische Fortsetzungen. 

8. Das durch die Potenzreihe 27~ dargestellte Funk- n 
tionselement f(z) läßt sich, im Sinne des Monodromiesatzes 
(K I, § 25) längs jedes Weges in dem Gebiete 1 < 1 z - 2 1 < 3 
fortsetzen. Trotzdem erzeugt es keine eindeutige Funktion 
in diesem Gebiete. Bedeutet dies einen Widerspruch zum 
1\Ionodromiesatz? 

9. Man zeige durch ein Beispiel: Wenn, unter den all 
gemeinen Voraussetzungen des Monodromiesatzes (K I, 
§ 25), f(z) zwar nach jedem andern Punkte z1 von @ fort 
gesetzt werden kann, jedoch nicht längs j e des, sondern 
nur längs geeigneter Wege, so braucht die dadurch er 
zeugte Funktion in @ nicht eindeutig und regulär zu sein. 

10. Man erweitere den Monodromiesatz (K I, § 25), 
· indem man zeigt: Wenn f(z) bei beliebiger Fortsetzung 
innerhalb @ keine andern Singularitäten als Pole aufweist, 
so erzeugt f(z) eine in (M eindeutige und bis auf Polo dort 
reguläre Funktion. 

11. Man erweitere den Monodromiesatz (K I, § 25) end 
lich noch derart, daß man zeigt: Wenn f(z) bis in beliebige 
Nähe jedes Punktes C in @ fortgesetzt werden kann und 
wenn die gewonnene Fortsetzung für ein o = o ( () > 0 in 
0 < 1 z - C 1 < o eindeutig und regulär ist, so erzeugt 
f (z) eine in @ eindeutige und bis auf isolierte Stellen reguläre 
Funktion. 

VI. Kapitel. 
Mehrdeutig·e Funktionen und Riemannsche Flächen. 

§ 18. Mehrdeutige Funktionen im allgemeinen. 
1. Kann eine Funktion in einem Gebiete überall regulär 

und doch nicht eindeutig sein? (Man beantworte die Frage 
für ein- und mehrfach zusammenhängende Gebiete.) 
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2. Kann eine mehrdeutige Funktion in zwoi überein 
anderliegenden Punkten ihrer Riemannschen Fläche den 
selben Wert haben? Kann sie es in unendlich vielen solchen 
Punkten? Kann sie in allen Punkten der Umgebung zweier 
solcher Punkte dieselben Worte haben? 

3. Was für Funktionen (eindeutige oder mehrdeutige) 
worden durch die folgenden Formeln definiert: 

a,) J/!f; h) J/cos,z; (·) 1/1 -si112.~; 

g) log sin z; 

e) Vf.>(z); 

1) sin Vz ·) 
i V z . 

f) log rf; 

z" dz 
4. W olchc Worte kann das Integral f -- -· -- haben, 

u V1-z2 
wenn der in der schlichten e-Ebene verlauf ende W cg in 
beliebiger Weise vom Punkte O unter Vermeidung der 
Punkto-]- 1 zu einem bestimmten Punkte z0 ( =l= ± 1) führt? 
Dabei soll als Anfangswert der Wurzel ( d. h. als ihr Wert 
im Anfangspunkte O des W oges) der Wert + 1 genommen 
werden. - Haben diese Integrale noch für z0 = ± l oder 
für ,z0 = oo einen Sinn? (Anl.: Man benutze § 1, Au fg. G, 
um die Wege auf einfachere zurückzuführen.) 

5. Welchen W crt können die Integrale 
Z11d Zu 

/
• 1, ~ und /'log z dz . Vz . 

1. l 

bei beliebigem Weg haben, falls dieser vom Punkte + 1 
eines bestimmten Blattes unter Vermeidung des Null 
punktes zum Punkte z0 eines gewissen Blattes führt? 
(p > 1, ganz.) 

G. Es sei - vgl. hierzu I, § 11, Aufg. 4 d - 
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nnd 
F1(z) = Vt(z), Piz)= log f(z). 

Man konstruiere die Riemannschen Flächen dieser Funk 
tionen. (Anl.: Man beweise vorerst, daß in I z 1 < l für 
z =p O auch f(z) :i= 0 ist.) 

7. Es bedeute f(z) dies~lbe Funktion wie in der vorigen 
Aufgabe. Man konstruiere die Riemannschen Flächen der 
beiden Funktionen 

Gi(z) =logt( i) + log f (l) 
und 

G2(z) = log t(i)-log t(~). 
§ 19. Mehrdeutige, insbesondere algebraische 

Funktionen. 
l. Man konstruiere die Riemannschen Flächen für die 

folgenden Funktionen: 
:; 

n,) ]/z _: a; 
:.l 

b) V(z - 11)2; (') vz ·(,/),, 
z .. 

d) V (z - a) (2 -- b); 
;{ 

c) j/ (z - a) (z b) (z •- t) ; 

V'(z-a) ·11 • 

g) (z-b)2 + Vz--c; h) V(z-a)(z-b)(z--c),n>;L 

2. Man konstruiere die Riemannschen Flächrn für dif' 
folgenden Funktionen: 
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a) log (z- a); b) log (z - a) (z - b) ; 

Z- Cl 
c) log z _ b; d) log (1 + z2)~ 
e) arctg z. 
3. Man veranschauliche sich die Riemannschen Flächen 

der Funktionen 
zi und z'-', (a beliebig komplex). 

*4. Man mache sich in allen Einzelheiten den Bau der 
Riemannschen Flächen (kritische Punkte, Zusammenhang 
der Blätter daselbst, Verhalten der Funktion in ihnen, 
Verteilung des Wertevorrats usw.) der durch die folgenden 
Gleichungen definierten algebraischen Funktionen w von 
z klar: 

a) w3-z-1=0; 
1 

b) w+--z=O; 
w 

1 c) wn 1-- - z -=- 0; d) w3 - Bw - z = 0; wn 
e) w3 +- ßw - z -= 0. 

VII. Kapitel. 
Konforme Abbildung. 

§ 20. Begriff und allgemeine Theorie. 
Es sei f(z) für I z-z01 < rregulär; es seil z1-z0 i < r, 

z1 =t= Zo, f(z0) = w0, f (z1) = w1• Um welchen Winkel er- 
scheint die Strecke w0U\ gegen die Strecke z0z1 gedreht? 
In welchem Verhältnis erscheint sie gestreckt? 

2. Es habe f(z) in z0 einen Pol. Wann kann die Ab 
bildung der Umgebung von z0 (einschließlich dieses Punktes) 
durch w = f(z) auf die Umgebung des Punktes Wo= oo 
konform genannt werden? W1e liegen die Dinge, wenn mich 
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z0 = oo ist? Und wie, wenn z0 = oo, aber Wo im Endlichen 
gelegen ist? 

*3. Die Funktion f(z) sei längs des geschlossenen doppel 
punktfreicn Weges Q: und in dem von Q: umschlossenen 
Gebiete @ regulär. Durch w = f(z) werde Q: auf den ge 
schlossenen doppelpunktfreien Weg Q:' ein-eindeutig ab 
gebildet (so daß, wenn z den Weg Q: einmal im positiven 
Sinne durchwandert, der Bildpunkt w den Weg Q:' auch ein 
mal in bestimmtem Sinne durchläuft). Dann wird das ab 
geschlossene Gebiet @ ein-eindeutig auf das abgeschlossene, 
von Q:' umschlossene Gebiet @' abgebildet, und die Ab 
bildung der Innengebiete aufeinander ist konform. 

4. Gilt der in der vorigen Aufgabe ausgesprochene Satz 
auch noch, falls die Kurve Q:' durch oo hindurchgeht? Wie 
hat man dabei die bisher vorausgesetzte Regularität von 
f(z) längs Q: zu formulieren? Gilt der Satz schließlich auch 
noch, falls Q: ebenfalls durch oo hindurchgeht? 

5. Der beschränkte Weg fliege einschließlich seiner End 
punkte in einem Regularitätsbereich der Funktion w = 
f(z); es sei l' das Bild von f in der w-Ebene. 1st f' wieder 
ein Weg?, Welche Länge hat f'? 

6. Es sei f(z) für I z 1 < r regulär und O < (2 < r. Welchen 
Flächeninhalt J(e) hat das Bild St' der Kreisscheibe 
S'r mit (2 um O? Gilt die herzuleitende Formel auch noch, 
falls die Abbildung von ~ auf S'r' keine umkehrbar ein 
deutige ist, falls also f'(z) auf S"r Nullstellen besitzt und f1' 
somit mehrblättrig ist? 

7. Welchen Grenzwert hat unter den Bedingungen der 
vorigen Aufgabe das Verhältnis der Flächen 5'r' und Sr für 
(2-+ 0? Bleibt die Antwort auch richtig, falls f'(O) = 0 
ist? (Flächenhaftes Vergrößerungsverhältnis.) 

8. Die Funktion w = f(z) sei in j z 1 < r regulär. Man 
bestimme 

a) die Länge der Bildkurve der Peripherie \ z 1 ·--= r; 
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b) die Fläche des Bildes der Kreisscheibe I z 1 < r; 
c) die Richtung der Tangente der Bildkurve von I z 1 = r 

in einem Punkte w = f(z), für den f'(z) =I= 0 ist; 
d) die Krümmung der Bildkurve von I z 1 = r in einem 

Punkte w = f(z), für den f'(z) =I= 0 ist. 
9. Wie ändern sich die Antworten auf die Fragen u) 

bis d) der vorigen Aufgabe, wenn f(z) für I z 1 > r, ein 
schließlich z = m , regulär ist ? 

*.LO. Es sei w = <p(C) eine für I C 1 < 1 reguläre Funk· 
tion, die das Innere dieses Einheitskreises ein-eindeutig auf: 
das Gebiet @ der w-Ebcne abbildet. Es sei <p(O) = Wr und 
®edas Bild des Kreises I C 1 ~ e < 1. Ist dann w = f(z) eine 
in I z 1 < l reguläre Funktion, deren dortige Werte w in 
~'5 liegen und ist insbesondere f (0) = Wo, so liegt für I z 1 < (J 
der Punkt f (z) = w in <Me und sogar sicher im Innern dieses 
Gebietes, es sei denn, daß f(z) = cp(eiaz), 0<, fest, ist. [Anl.: 
1st C = (/)(w) die zu w = cp(C) inverse Funktion, so wende 
man das Schwarzsehe Lemma, Bi S. 32, auf W(f(z)) an.] 
lL Wenn f(z) in I z 1 < 1 regulär ist und wenn dort 

mf(z) > 0 ist, so ist, wenn noch f(O) = Wo = u0 + iv0 ge 
setzt wird, in I z 1 ~ (! < 1 sogar 

1-e '1 i+e u0 < füf(z) < u0 { -. 1+e --e 
[ Anl.: Man nehme in der vorigen Aufgabe für @ die 

rechte Halbebene ffi(w) > O.] 
12. Was läßt sich unter den Bedingungen der vorigen 

Aufgabe über Sf(z) und I f(z) 1 aussagen? 
13. Die im Einheitskreis reguläre Funktion f(z) 

'-- a0 + a1z + a2z2 + · · · ist dort sicher schlicht, falls 
2ia2j +3[a3[ + ... < [a11 

ist. Vgl. § 18, Aufg. 6. 
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* 14. Der Limessa tz über schlichte Ab bildungeu ( Bi, 
§ 17) lautet: Eine jede der Funktionen der Folge fi(z), 
fiz), ... , f n(z), . . . sei in dem Gebiete @ eindeutig und 
regulär und vermittle eine schlichte Abbildung iieses Ge- 
bietes. In jedem abgeschlossenen Teilbereich @' von @ 
mögen die fn(z) gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion /(z) 
konvergieren, die nicht identisch konstant ist. Dann ver 
mittelt auch die (im ganzen Gebiet @ reguläre) Funktion 
f(z) eine schlichte Abbildung von <M. 

Man beweise diesen Satz ohne nochmalige Benutzung 
der Cauchyschen lntegralformel mit Hilfe des in § 5, Aufg. 4, 
formulierten Satzes über Nullstellen. 

]5. Die in Bi, S. 116, bewiesene Ungleichung 

1 z 1 < t( ) 1 < _I z 1 
(1 + 1 z 1)2 _ _: 1 z = (1 -1 z 1)2 

läßt sich, falls von f(z) noch vorausgesetzt wird, daß es 
eine ungerade Funktion ist (f(z) = - f(- z)) dadurch ver 
schärfen, daß die Nenner links und rechts durch (1 + 1 z j 2) 
bzw. (1-1 z j2) ersetzt werden. [Anl.: Man zeige, daß 
(f(z))2 eine schlichte Funktion von z2 = ( ist und wende 
auf diese die obige Ungleichung an.] 

1G. Wenn ein Gebiet <M der a-Ebene ein-eindeutig, kon 
form und so auf einen Kreis um O in der w-Ebene abgebildet 
werden soll, daß dabei ein bestimmter Punkt a von <M nach 
w = 0 kommt und daß in diesem Punkte das lineare Ver 
größerungsverhältnis = + 1 ist, so ist hierdurch der Radius 
r = r(<M; a) des Bildkreises in der w-Ebene eindeutig be 
stimmt. 

§ 21. Besondere .Abbildungsaufgaben.,, 
1. Im Anschluß an I, § J 2, Aufg. 20 erörtere man das 

folgende Schließungsproblem: Es seien f1, f2, f3, ••• Kreise, 
die im Zwischengebiet von S'r1 und sr2 liegen, d. h. im Durch- 
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schnitt der Außengebiete beider Kreise, falls man als Äußeres 
eines jeden der Kreise den TeH der Ebene bezeichnet, in 
dem der andere Kreis liegt. Dabei ist f1 dort beliebig ge 
wählt, doch so, daß Sl'1 und Sl'2 von f1 berührt werden und 
in ein und demselben der durch f1 bestimmten Gebiete 
liegen, welches wir wieder als das Äußere von f1 ansehen. 
Die folgenden Kreise fv, v = 2, 3, , , , seien dann dadurch 
[estgelegt, daß fv die Kreise Sl'i, Sf 2 und fv -1 berührt und 
daß diese drei. Kreise in ein und demselben der durch fv 
bestimmten Gebiete (seinem „Äußeren") liegen. Hierbei 
bestehen für f2 noch zwei Möglichkeiten; für v > 3 ist fv 
durch die Forderung, von fv_2 verschieden zu sein, ein 
deutig festgelegt. Es wird behauptet, daß man dabei immer 
( d. h. wie man auch erst r1 und dann f2 wählen möge) oder 
niemals auf unendlich viele verschiedene Kreise fv geführt 
wird. Und im letzteren Falle „schließt" sich die Kette der 
Kreise fv stets nach derselben Anzahl von Gliedern. 

2. Der in der vorigen Aufgabe genannte Kreis S't'1 habe 

d M. 17 i . d . . d. , 8 l en ittelpunkt z1 = 2-[--7 und cn Ra ms r1 = 15 unr 

1ril, l b l M. l 1 G9 33 . l d R di J't2 ia e f en itte punkt z2 ---= 2:-+ 9r-i um on a us 
) ...,(.) 

24 
r2-= 7. Man unterscheide, ob sich hier, und evtl. nach 

wieviel Gliedern, die in der vorigen Aufgabe genannte Kette 
schließt oder nicht. 

3. Wird auf z mehrmals dieselbe (nicht konstante) lineare 
Transformation angewendet, setzt man also 

az+ b , 
- - --=Z 
cz + d ' 

a z' + b 11 

c z' + d = z ' 
a z" + b ____ ,,,.,,, 
c z1' + d -· ,., ' · · · 

so ist j edes z(n) eine lineare Funktion von z: 
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( ) an Z j- bn (Ln) z 11 
- • 

CnZ + d ; 
Man zeige, daß für jedes n 

b« Cn C/11 - i/11 
b c .a-d 

ist und charakterisiere die durch (Ln) vermittelte Abbildung. 
4. Man zeige, daß die in I, § 12, Aufg. 6-9 und Elem. 

§ 14 behandelte stereographische Projektion eine konforme 
Abbildung von Ebene und Kugel aufeinander vermittelt. 

5. Die sog. Mercator-Projektion ordnet dem Punkte P 
der (Erd-)Kugel mit den geographischen Koordinaten ). 
(Länge) und ß (Breite) den Punkt P' einer xy-Ebene mit den 
(kartesischen) Koordinaten x = R)., y - ·- R log tg (~ + ~) 
zu; -n < A < + n, -i < ß < + i· Man zeige, daß diese 
Mercator-Projektion eine konforme Abbildung der Kugel 
auf die Ebene vermittelt (R = Radius der Kugel). 

G. Es soll die von - ¼ längs der negativ-reellen Achse 
nach - o: aufgeschnittene Ebene so auf das Innere des 
Einheitskreises abgebildet werden, daß der Nullpunkt und 
die von ihm ausgehenden Richtungen fest bleiben. 

7. Man untersuche die Abbildung, welche die durch 
aw2 + bw + c = z, (a=p 0), 

definierte Funktion w = f(z) von der e-Ebcne vermittelt. 
8. Das einfach zusammenhängende Gebiet, das alle 

Punkte der Ebene ( einschließlich eo) enthält mit Ausnahme 
der reellen Punkte z in - 2 < z >- + 2, soll auf das Innere 
des Einheitskreises abgebildet werden. · 

9. Das Außengebiet der Kardioide 

{ 
X = 2a (1 - COS t) COS t, t = Ü 

( ) . . .. 2n, a > 0, 
y = 2a 1 - cos t sm t, 
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soll konform auf das Innere des Einheitskreises abgebildet 
werden. [Anl.: Man spiegele die Kardioide am Einheits 
kreise.] 

J 0. Das Rechteck, dessen Ecken in den Punktcn j- 2 ± i 
liegen, soll auf den Einheitskreis abgebildet werden. (Vgl. 
hierzu § 14, Aufg. 7.) 

*J 1. Das gleichseitige Dreieck, dessen Ecken in den 

Punkten 0, J, ~+;Vs liegen, soll auf die obere Halb 

ebene abgebildet werden. [ Anl.: Man führe für das Into- 
z 3 2 

gral J t :J • ( 1 - t) a dt Betrachtungen durch analog denen 
0 

in Bi, § 14.] 
*l2. Die Integrale 

z tdt z dt 
w = fi(z) = J t3 -~l und '2(z) = J t3 ~-1 0 · 0 

sind unendlich vieldeutig. Es soll durch geeignete Zer 
schneidung der Ebene ein eindeutiger Zweig abgetrennt 
werden und die Abbildung untersucht werden, die dann von 
der aufgeschnittenen Ebene durch diesen Zweig vermittelt 
wird. Die Zerschneidung ist so einzurichten, daß das Bild 
einen schlichten ( einblättrigon) Bereich ergibt. 

13. Der Radius r = r(@; a) soll im Anschluß an § 20, 
Aufg. 16, bestimmt worden, wenn @ das Gebiet ist, das 
zwischen der Hyperbel xy = 1, x > 0, y > 0 und den 
positiven Koordinatenachsen gelegen ist, und wenn 

i . 
a = ex + , ex > 0, 1st. 2cx 

14. Im Anschluß an § 20, Aufg. 16, denke man sich in 
jedem Punkte a von @ ein Lot von der Länge r(@; a) er 
richtet. Was für eine Fläche bilden die Endpunkte dieser 
Lote, wenn@ 
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a) der Kreis I z-- z0 l < R, 
b) die Halbebene ,S(z) > 0. 
c) der Streifen O < ,S(z) < n, 
d) das in der vorigen Aufgabe gouanntc Gebiet ist? 

Zweiter Teil. 
Lösungen. 

I. Kapitel. 
Weitere Aufgaben zu I, Kap. 1-5. 

§ 1. Grundlegende Begriffe. 
1. Die Behauptung besagt, daß jede (abgeschlossene) 

Halbebene ~' die Zi, z2, ••• , z1c enthält, auch ( enthält. Ist 
~ die Halbebene ffi(z) > 0, so ist ffi(z1,) > 0, v = 1, 2, ... , k, 
und also auch ffi(() > 0, die Behauptung also richtig. Jede 
andre Halbebene .~' kann durch eine Translation und eine 
Drehung zur rechten Halbebene gemacht werden, d. h. es 
kann a und iX(iX reell) so gewählt werden, daß ffiei"'(z,, - a) 
> 0 ist, v = l, 2, ... , k. Dann ist nach dem vorigen, da 
.2:lXv = 1, auch ffiei'"'((-a) > 0, so daß C selbst in SJ' liegen 
muß. - Die Erweiterung auf unendliche Folgen ist evident. 

2 S 1 1 • 1 1 . etzt man r = Zv, so 1st iX1 z1 + · · · + iX7cZ1.:-= 0. 
S -Zv 

Dies besagt, daß ffi(z;) und also auch ffi (k) für 11 = ] , 2, ... , k 
entweder positive und negative Werte hat. oder dauernd 
= 0 ist. Multipliziert man die obige Gleichung mit eh 
( iX reell), so erkennt man: J cdo Gerade durch O trennt on t- 
weder die Punkte ~ oder enthält sie sämtlich. Führt man 

e; 
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noch die 'Iranslation (n aus, so sieht mau: Jede Gerade 
durch C enthält entweder alle Punkte z,, oder hat zu ihren 
beiden Seiten· mindestens je einen liegen. Also kann C 
nicht außerhalb des in Rede stehenden Polygons liegen. 

:i. Ist O'(C) = 0, so ist auch 
1. O'(C) l ( CX1 CX2 CX7c ) 

_11. G(C) = n (--zl + C-·Z2 -/- ... + ,~~ = O. 
Hierbei ist G(z) = c (z - z1yx1 (z - z,}°'2 ••• (z - z,J'k, 
ix1 + cx2 + · · · + cx1c-= n gesetzt. Nach Aufg. 2 vollendet 
sich mm der Beweis. 

4. a) Da sich zwei verschiedene lineare Transforma 
tionen, die beide z, nach oo werfen, nur um eine Ähnlich 
keitstransformation unterscheiden, die an der Eckonzahl a,, 
nichts ändert, so dürfen besondere Transformationen be 
nutzt werden. Dazu gehe man durch stereographische Pro 
jektion zur Zahlenkugel über und bringe z,. durch eine 
Drehung nach oo. Das Polygon n1, wird nun ersichtlich ans 
oo durch eine av-kantige körperliche Ecke projiziert. Da 
dir Drehung an den gestaltlichen Verhältnissen nichts ändert, 
so erkennt man, daß ci1 + a2 + · · · + an die doppelte 
Kantenanzahl des durch dio Punkte z; (auf der Kugel) be 
stimmten n-eekigcn konvexen Polyeders ist. Bezeichnet 
man mit 7c die Anzahl seiner Kanten, mit f die seiner Flächen, 
so ist 27c =-== 3f, weil alle Seitenflächen Dreiecke sind ( denn 
keine 4 der z,, liegen auf einem Kreise). Nach dem Euler 
schen Polyedorsatz ist, n + f = k + 2. Aus beidem folgt 
die Behauptung 27c == a1 + · · · +an= 6 (n - 2). 

b) Mit a) ist es nicht verträglich, daß jedes a,1, -:C. 6 ist. 
e) und d) Bezeichnet Xp die Anzahl der p-Ecke unter 

den n,,, 80 ist neben 
X3 + X4 + · · ' + Xn-1 - lt 

1 nach u.) noch 
I< n o p p, Funktionentheorie. J L 
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3x3 + 4x,1 + · · · + (n - l)xn-t = 6(n- 2). 

Durch Substraktion der mit 6 multiplizierten ersten Glei 
chung von der zweiten folgt, daß 

ist, woraus beide Behauptungen abzulesen sind. 

5. Von den(;) Ebenen, die durch je 3 Ecken des bei der 

vorigen Aufgabe besprochenen Polyeders bestimmt sind, 
haben die f = 2(n - 2) Seitenflächen und nur diese die 
Eigenschaft, daß die n - 3 übrigen Ecken sämtlich in nur 
einer der beiden durch die Ebene bestimmten Kugelkalotten 
liegen. Überträgt man dies in die Zahlenebene, so ergibt 
sich die Behauptung. 

6. Man beginne die Durch.laufung von ,p bei einem be 
liebigen Punkte A0 desselben, bis man zum ersten Male an 
einen schon durchlaufenen Punkt A1 kommt, der = .!10 
oder davon verschieden sein kann. Der dabei von A1 bis 
zurück nach A1 durchlaufene Streckenzug bildet ein erstes 
doppelpunktfreies geschlossenes Polygon µ1, das ganz im 
positiven oder negativen Sinne durchlaufen wird. Dieses 
denke man sich ausgelöscht. Mit den restierenden Strecken 
zügen ( es kann ein Zerfall eingetreten sein) wiederhole man 
dieselbe Operation usw. Da an jedem Punkte, in dem sich 
Streckenzüge schneiden, ebenso viele Wege einmünden, 
wie fortführen, so kann das Verfahren nur aufhören, wenn 
.p in lauter doppelpunktfreie, geschlossene Polygone .\)v 
aufgeteilt ist. Wenn in ,µ einige Strecken oder Teile der 
selben mehrfahch durchlaufen wurden, so sind sie ent 
sprechend mehrfach zu zählen und die hin und her durch 
laufenen Strecken (als ausgeartete geschlossene Polygone) 
vorher auszulöschen. 
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§ 2. Zahlenfolgen und unendliche Reihen. 

00 

1 . Da lim (b0 - bn) = Z (bn - bn 1 1) und also lim bn 
n-'>-cxi Jt=O 

existiert, ist (bn) beschränkt. Ist etwa stets \ b« \ < K, 
so ist 
\ bii,-b~,+11 = / bn-b11 1-1 1 · 1 b~:-1 + b~-2bn+l. + .. · + b~+il 

< q · J(.q-1. · \ bn - bn +L \; 
also istZ I b~ - b~+1 1 konvergent. Nach I, § :3, Aufg. 12 
vollendet sich jetzt der Beweis. 

2. a) und b ). Es seiZan absolut und Ibn wenigstens 
bedingt konvergent. Die Teilsummen der drei Reihen 
seien An, Bn, On, ihre Summen A, B und, falls vorhanden, 
C. Dann ist On= a0Bn + a1Bn--i + · · · + anB0• Setzt 
man nun Bn ::---:: B + ßn, so daß ßn _,,. 0, so ist 

On= An· B + (aoßn + a1ßn-1 + · · · + anßo), 
was nach I, § 3, Aufg. 9, gegen .f1 · B strebt. 

c) Es ist 
00 + 01 +···+On A0Bn + A~n-i_+ · · · +_AnB0 

n+l n+l 
Nach I, § 3, Aufg. 2 strebt die linke Seite _,,. C, nach 

I, § 3, Aufg. 7b die rechte -AB. Also ist .AB= C. 
3. Da a0 + a1 + · · · + an = Sn_,,. s strebt, so strebt 

nach I, § 3, Aufg. 2 bzw. 8 auch 
1 So + S1 + ' .. + Sn 

S11 °-,-- - ->-S 
n+1 

1111<1 

,, 1 r: 1) (n+ 1) (n+ 1) 1 • b) Sn =2n+l 1 So+ 2 S1 + .. ·+ n+l Sn -+S. 
Das sind aber genau die Behauptungen1). 

1) 1•:s ist 
l (l') 1. (v+l) 1 (n) 1 ((n+l) (n+l)) 

21,-jl ,, -~2v+2 " +·"+2~+1 1• =2n+1 v+I +··•+ n+1 · 
et' 
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4. Die Folge (n-fo) ist offenbar für jedes reelle cX =t-= 0 
Cl) 

divergent; also divergiert auch die Reihe 2Jan mit a1 = L, 
1 

an = n-'ic. -- (n -1 )-·ia für n > 2. Nun ist aber 

Cln = n-i" [1- -(1- !·)-ial ==-= n-'1:a [- icX + !.!1',, 
n , n n.,2 

wobei r n eine beschränkte Zahlenfolge bedeutet ( denn es 

strebt rn-+ -(-2icX)). Es ist also 

. J 1'n 
an = - '/,(X , + ' . ' 11,l+i•x n,2,?,l\ 

woraus die Behauptung abgelesen werden kann. 
5. Die Lösung der vorigen Aufgabe hat gezeigt, daß 

l 
für cc =t-= -0 die Reihe Z 1---f-··-: jedenfalls beschränkte Teil- n - ic~ 
summen hat. Nach I, § 3, Aufg. 13a ist die neue Reihe 
dann sicher konvergent. 

G. Es ist 
z(z l ) ( z} z -+ · .= ( 1 - z) J -- - -- 

1 -2 · 2 
und allgemein 

1-(:)+(;)-+ +H{:)=(I zJ(t i) (1 .,',) 
z Ak z -y. +·i2 

Nun kann 1 - k = e • mit (bei festem z) be- 

schränkten A1c, gesetzt werden. Von einem konvergenten 
Faktor mit von O verschiedenem Grenzwerte abgesehen 
verhält sich also die Folge der Teilsummen unserer Reihe 
wie die Folge der Zahlen 
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-z(1-+ ~+-··+!._) 2 1l 
C 

und ist a1so Iür ein z ::j= 0 dann und nur dann konvergent, 
und zwar mit dem Grenzwerte 0, wenn ffi(z) > 0 ist. 

00 zn 00 

7. Wird 2J on l n = f(z) und .Ianzn=g(z) gesetzt, 
II 1 -Z 11, 1 

so ist wcgcu 
zn 

=--= zn + z2n -1 , . , + zkn +- . . . zu- 1 - zn 
00 

nächst f(z)-= 2J g(z7•} Setzt man der Reihe nach 
!.: 1 

(-l)n-1 
O,n == ( - l)n-\ = n, =:== ' = cc"; n 

so ergeben sich die Identitäten a) bis d). - Daß die in 
Rede stehenden Reihen für \ z [ < e < 1 gleichmäßig kon 
vergieren, folgt aus I, § 9, Aufg. lf., daß die vollzogenen 
Urnordnungen erlaubt sind, aus dem W cierstraßschen 
Doppelreihensatz (K T, S. 80). 

8. Man darf ß = J, r > 1 annehmen (Beweis?). Setzt 
man dann bn/bn+i = 1 + sn, so strebt cn - 0. Ferner wird 
i Cn+I_rcd 
bn+1 \ 

s;; 1 a1 Sn 1 + [ a2 [ { (1 + [ fn [) ( 1 + l Sn-1 [) - 1} + · · · 
00 + [ an+1 / {(.l + [ Sn[) · .. (1 + [ So[) -1} + .I [ a; \. 

, ·P=n-j-2 

Wird nun r1 in 1 < r1 < r .fest gewählt und 1n so festgelegt, 
daß l + [ Sv l < r1 für v > m, so ist der obige Ausdruck 
für n >11 >m 

71 
< 2J I av+I 1 {(1 + 1 Sn 1) · • · (l + 1 Bn-v 1) --1} 

v- 0 
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Ist nun c > 0 gegeben, so kann man zunächst p so be 
stimmen, daß hier der zweite Summand < l s ist, und 
hierauf n > p so, daß auch der erste Summand < -~ s aus 
fällt. 

9. Da die Gleichung C = cx.C + ~ nur die Lösungen± l 
hat, so kommen als etwaige Grenzwerte nur diese beiden 
Punkte in Betracht. Ist nun zunächst ffi(z0) = 0, so ist 

auch m (}.) und also auch ffi(z1) = 0. .Die Punkte z0, zv ... 

bleiben also auf der Achse des Imaginären, können daher 
nicht->-± 1 streben, so <laß die Folge (zn) divergieren muß. 

Da für ffi(z0) < 0 die Verhältnisse ebenso liegen wie 
für ~1(z0) > 0, so genügt es, weiterhin ffi(z0) > 0 voraus 
zusetzen. Wir führen dann die Schar ® der Kreise ein, 
deren Mittelpunkte auf der positiven Achse, des Reellen 
liegen und den Einheitskreis orthogonal schneiden. Liegt 
z auf dem Rande des Kreises sr von ®, so liegt dort auch 
~ und folglich liegt z' = oz + ß in seinem Innern. Liegt 
i z 
also z0 in St0, so liegen dort auch alle übrigen Punkte der 
Folge (zn). Wir zeigen nun, daß ein von + 1 verschiedener 
Punkt C der rechten Halbebene nicht Häufungspunkt der 
Folge (zn) sein kann. Denn strebt Z-+ C, so strebt z' = cce + i 

z 

gegen t = ex( + f Man könnte daher um C einen so kleinen 
Kreis f beschreiben, daß er + 1 nicht enthält und daß für 
alle z desselben das zugehörige z' in demjenigen Kreis ~ 
der Schar ~ liegt, der von f außen berührt wird. Liegt 
also Zp in Sr, so liegt Zp+1 und folglich auch Zp+2, Zp+3, ••• 
in sr. Daher kann C nicht Häufungspunkt von (zn) sein. 
Also strebt Zn--+ + 1. 
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10. Es genügt, zu zeigen, daß jede abgeschlossene Halb 
ebene .p, die alle C enthält, auch alle t enthält. Dazu be 
trachte man noch die Halbebenen .Pv .p2 und S'j3, die um 
Parallelstreifen von der Breite c, 2c und 3r: (c > 0) über 
.p hinausragen. Man wähle p so, daß für 1) > p die e, in 
.p1 liegen, und setze für n > p 

z;; = Clnp 1.1Zp+1 + · · · !- linnZn, 
so daß z;, - z;: , 0 strebt. Nach § 1, Anfg. 1, liegt 

z" 
--n - ebenfalls in ~1 für n > JJ. 

llnp+i + · · · + ann 
Da der Nenner -> t l strebt, so liegt z~: für n > Pi > p 

in .p2, also z;i, wegen z;, - z;; -> 0, für n > N in .p3• Also 
kann außerhalb .p3 kein t liegen. Also auch nicht außer 
halb .p, da ein solcher Punkt für hinreichend kleines c auch 
außerhalb .p3 läge. 

§ 3. Funktionen einer komplexen V eränderliehen. 

J. a) Ja. Beispiel: f(z) = 1 z I'; 1 [~) ~ /
02 I = 1 z [-,0. 

In den Punkten .z: =!= 0 ist I z 1
2 offenbar nicht diffe 

renzierbar. 
b) Ja. Beispiel: f(z) = (fj(z))2. Denn ist z = x + 'l'.IJ 

u nd ist z0 = Xo reell, so strebt für z-> z0 
1 f(z) - f(zo) 1 Y2 
1 Z - Zo =-- j (x - Xo) + iy I S"; 1 y 1 -r Ü. 

In nicht-reellen Punkten ist f(z) offenbar nicht differen 
zierbar. 

2. Ja. Beispiel: f(z) = f(x + iy) 

{

O, falls y irrational, = 1, falls y = 0 ist, 
.;: 1 p 
-3, falls ?/ = - (1J, q ganz und teilerfremd, p=!= 0, q >0). q q . 
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ln den Punkten mit rationaler Ordinate ist f(z) unstetig, 
also gewiß nicht differenzierbar. Hat aber z0 = x0 + iy0 
eine irrationale Ordinate, so ist 

. • f (z) - ((zo)I I s ~ . 1 oder = 0 
z - Zo - q3 1 p 1 ' q-YoJ . 

je nachdem ,S(z) = y gleich f oder irrational ist. Ist nun 
q 

?Jo Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen 

Beiwerten, so ist bekanntlich 1) für jedes p_ stets 
q 

I E _ 11 I > !!._ ( c > 0 nur von y0 
1 q uo = q2' abhängig). 

Also strebt für z- z0 der Differenzenquotient -+ 0. Die 
Punkte z0 mit einem y0 der betrachteten Art liegen aber 
überall dicht in der Ebene (Beweis?). 

3. Nein, außer wenn die Funktion sich auf eine Kon 
stante reduziert. Denn ist in f(z) = u + iv etwa v in G1 
konstant, so muß dort nach den Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen auch u konstant sein. Also ist f(z) 
überhaupt konstant. Analog für u. - Durch Betrachtung 

· von log f(z) führt man die weiteren Fragen auf die eben 
behandelte zurück. 

4. Ist M eine Schranke für I f'(z) 1 in I z 1 < 1 und 

1
E > 0, so ist für zwei innere Punkte z' und z" des Einheits- 

l) lfat <p(y) = ky2 + my + n (k, in, n ganzzahlig, reell) dio irrationalen 
(reellen) Wurzeln y0 und y,, so ist zunächst 

1 <p ( % ) 1 = Hf - Yo) ( %- Y1) 1 G ?" 
Hieraus folgt (Beweis?), daß für ein passendes,' nur von k, m, n alJhiingigcs 
c>O 

ist. 
1 

}!__Yo 1 ~ -; . 
I] q· 
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kreises, die von einem Punkte C mit ) C 1 ~ 1 um weniger 

c 
als 2M entfernt sind, 

z" 

1 f(z") -f(z') 1 = [jf'(z)dz ! < M. · 1 z" - z' 1 < s. 

Damit sind die Voraussetzungen von I, § 5, Aufg. 8, er 
füllt. Das Weitere ist daher durch J, § 5, Anfg. 8 und 9 
beantwortet. 

5. Setzt man V x + iy •°" u + 1:v, so ist 
u2-v2 = x l . . 

2 J' also u2 + v2 = V x2 + y2 (:2:: 0 zu nehmen!). 
UV= y 

Hiernach ist u = ± VHV x2 + y2 + x) und v gleich dem 
jenigen der beiden Werte ± VHVx2 + y2 - x), für den 
uv das Vorzeichen von y hat (wegen 2uv = y). Für y = 0 er- 
gibt die Formel ± Vx bzw. ± iVI x 1, je nachdem x > O 
oder < 0 ist, und für x = y = 0 eindeutig den Wert 0. 

ß. Für nicht ganzzahlig-reelle Exponenten ist ez durch 
die Reihensumme eindeutig definiert, während für a =I= P 

l,. 
die Potenz ciz mehrdeutig ist. Z.B. ist e2 eindeutig, 

.1. 
(-e)2 zweideutig. 

7. a) Setzt man z -1 = e (cos <p + ,,; sin rp) mit 
n < . 
2 < 1 rp 1 = n, so 1st 

1 : 1 
(1 ) :i (cos2<p-iSill2<p) 

f(z) = e -z = ee 
3 n 3 

Ist also 4n< !rpl < n, so strebt f(z)--+ oo, ist 2 < 1 rp 1 < 41r, 
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3 
so strebt f(z)- 0. Für cp = ± 4n hat man unbestimmte 

Divergenz. 

( 
J )~ l r l 

b) Für z = cos t + i sin t ist . __ =- - --- / ·1 -- ctg2 
9 l -~ 4 . w 

+ 2i ctg { j ; t i= 27cn. Also strebt f(z)- 0. 

8. a) Mit z = rei(f), -n < cp < + n ist 
z(t = 1•(t. eia<p f 2kani, k = 0, ± J, ± 2, ... 

Hier steht dann und nur dann ein eindeutig bestimmter 
Wort, wenn ka für k = 0, ± 1, ... ganzzahlig ist, was er 
sichtlich nur fiir ganzzahlige a der Fall ist. 

b) Für z = rei<fJ, -n < cp :S +n ist der Hauptwert 
zi = e-qi+ilogr, 1 zi 1 = e-<p < e: 

0. Es ist der in Rede stehende Zweig von 
(1- z)i = eilog(l-z), l (1--z)i 1 = e-arc_;(J-z), 

wenn für den log bzw. den arc der Hauptwert g·enomme11 
wird. Für diesen gilt aber ü1 1 z 1 < 1 

n n - 2 < arc (1 -- z) < + 2. 

J 0. Liegt z = rei'P in der rechten Halbebene, so ist 

log z = log r + up mit - '§" ~ cp < + ; 
lll1cl 

log2 z = (2cp log r)i - {}, mit reellem {}. 
Also ist 

e-ilog2z = r2<p. eil>, 
z3e-1'.iog2z = r'.J+2rp. ei(1>+3rp)_ 
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Also strebt die Funktion -+ 0, wenn das konstante cp in 

3 < n 1· . . d dli l n < 3 
2 < rp= 2- icgt; ste wir unen IC 1, wenn- 2• = (p< --If 

ist, und ist unbestimmt divergent, bleibt aber beschränkt, 
wenn z auf dem Strahle ip = - ½ gegen O rückt. (Figur!) 

§ 4. lntegralsätze 

1. a) Da ein rektifizierbarer Weg eine oder auch un 
endlich viele Ecken haben kann, so sind die beiden ersten 
Fragen mit Ja zu beantworten. b) Aber auch die dritte! 
Denn es gibt (im Reellen) monotone stetige Funktionen 
y = f(x), die an überall dicht gelegenen x-Stellen nicht 
difforenzierbar sind. Das bekannteste Beispiel dafür ist 
die von H. A. Schwarz angegebene Funktion 

ex, 1 
f(:x:) = ..2 -4 cp (2n x), 

n=O n 

in der cp(x) die Funktion [ x] + Vx-=tx] und hierin [X] die 
größte ganze Zahl < x bedeuten soll (H. A. Schwarz, 
Ges. Abhandlungen, Bd. II, S. 269). Ihr Bild in der xy 
Ebene liefert einen rektifizierbaren Weg ( weil f ( x) stetig und 
monoton), der an überall dicht gelegenen Stellen keine Tan 
gente besitzt. - An allen Stellen kann dies dagegen nicht 
eintreten. Der Beweis erfordert tiefere Sätze aus der Theorie 
der reellen Funktionen: 1. x = x(t), y = y(t) liefert nur 
dann einen rektifizierbaren Weg, wenn die Funktionen x( t) 
und y(t) stetig und von beschränkter Schwankung sind. 
2. Eine stetige Funktion von beschränkter Schwankung 
läßt sich als Summe zweier stetiger und monotoner Funk 
tionen darstellen. 3. Eine stetige und monotone Funktion 
f(x) ist für alle x differenzierbar, außer etwa an solchen 
Stellen, deren Menge den (Lebosgueschen) Inhalt O hat. 
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2. Es genügt zu zeigen, daß jede Halbebene .\), die f' 
enthält, auch den Quotienten µ der beiden Integrale ent 
hält. Dieser ist aber der Grenzwert von 

n 
Da die Werte f(Cv) in .\) liegen, da (Xv > 0 und Z (X11 = 1 

i,=l 

ist, so liegt nach § 1, Aufg. 1, auch der Wert dieses Aus 
drucks in Sj - und zwar für jedes n. Also auch der Grenz- 
Wfilt µ. . 

3. Der Existenzbeweis aus K I, § 9, ist fast ohne Än 
derung auch hier gültig. Nur im Beweis des Hilfssatzes 1 
sind die Differenzen (b -.a), (a1 - a), ... , (b - ap_1) von 
vornherein mit Absolutzeichen zu umgeben. - Man prüfe 
die Einzelheiten genau durch! 

4. Es ist 
1 n I n 
1
11
~ (e, - Z,,-1)f(Cv) ~ v~ 1 e; - e, -I 1 · J f(Cv) 1, 

woraus durch Grenzübergang die Behauptung folgt. 
5. Setzt man· U(x(t), y(t)) = U(t) und analog V(t), so 

ist bei Benutzung der Bezeichnungen aus K I, § 10, 
'II 

.1..' 1 e, - Zv-1 1 · F(Cv) 
)' ·J. 

= l (tv - tv-1) V ( x'(-rv) )2 + (y'(i-;))2 ( Ü(rv) + iV(i-1,)). 
v=l ' 

Dies strebt 
rY 

• >- j(U(t) + iV(t))V(x'(t))2 + (y'(t))2dt 
ß 

ß_ ß 
= J U(t) V x'2 + y'2 dt !- i J V(t) V x'2 + y'2dt 
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:::-..:: <Y)fUds + ,imJVds = (f)f(U + iV)ds. 
G. Es sei ~ ein Kreis um C mit dem Radius (h < g. Ist 

dann m so groß, daß für n > 1n sowohl Zn als z~ in Sr liegt 
so ist 

l (Sl)f: f(z) , 1 1 (.lt)!: f (z) 
f(zn) = · : -- de, f(zn) = -~ ---- , dz, 

2ni Z-Zn 2.ni Z-Zn 

f(z~J=.f~~nz_f'(C)= :~-: (Sl')ftcz/ _1_ - ·- 1 - ---~ --l de 
Zn - Zn 2m l(z - Zn)(z- Zn) (z~()2. 
Genau wie K I, § 16, beim Beweis der Integralformeln für 
die Ableitungen folgt hieraus, daß die linke Seite -« Ostrebt; 
wenn Zn-+ C und gleichzeitig z~ - C rückt. 

7. Da bei festem t auf f F(z, t) in @ regulär ist, so ist 

l /5t')f!!_!S_,_t)d( = F(z, t). 
2m C-z 

Das in der Anleitung zur Lösung angegebene iterierte Inte 
gral ist also = f (z). Ebenso ist 

71 1 (Sl') r F(t,.t) 
E z(Z, t) = 2;:a J (C --zf dC. 

Aus dieser Darstellung liest man insbesondere ab, daß 
auch F;(z, t) bei festem z in @ eine längs f stetige Funktion · 
von t ist. Daher ist, wenn z0 in @ liegt, S'r einen noch in G 
gelogenen Kreis· um z0 und z =i= z0 einen andern Punkt inner 
halb S'r bedeutet, 

f(z) ~f(zo) - (f) JP~(zo, t)dt 
z-z0 u 

::.:::: l cr)J{<Sr>JF(( t)[-- -~ -•· - --~---] d(I 
2ni a. ' ((-z)((-z0) ((-z0)2 f 

Genau wie K I, § 16, folgt hieraus, daß für z-+ z0 der Aus 
druck -+ 0 strebt. Also existiert f'(z0) und hat den ange 
gebenen~ Wert. 
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§ 5. Reihenentwicklungen. 
1. Nach Voraussetzung läßt sich um jeden Punkt z 

von @ ein Kreis ß'tz beschreiben, so daß die Reihe in ~z (bzw. 
dem zu @ gehörigen Teil von Srz) gleichmäßig konvergiert. 
Nach dem Heine-Borelsehen Satz (K I, § 3, Satz 3) genügen 
endlich viele dieser Kreise, etwa S'f1, Sr2, ••• , 5r p, um @ zu 
überdecken, Ist also s > 0 gegeben, so läßt sich zunächst 
nv, (v = 1, 2, ... , p), so wählen, daß für alle n > nv, alle 
k > 1 und alle z in ~v 

1 f n+/z) + fn+zCz) + · · · + fn+iz) 1 < e 
ist. Ist dann N größer als jede der Zahlen n1, ••• , np, so 
ist diese Ungleichung offenbar für alle z in @ erfüllt, sobald 
n > N und 7c ~ 1 ist. Das ist aber die Behauptung. 

2. Ist z in @ gegeben, so beschreibe man einen Kreis ~l 
um z, dessen Peripherie ebenfalls noch ganz innerhalb @ 

(1) 

liegt. Dann ist nach Voraussetzung Z fn(C) auf der ab- 
n c, 0 

geschlossenen Kreisscheibe sr gleichmäßig konvergent. 

Auf der Peripherie von ß'r ist dann auch n!o{n(C)z gleichmäßig 

f(C) 
konvergent und = C _;_ z· 

Nach K I, § 19, Satz 2, ist dann 

] __ (Sl')f f(i() -d( = J; 1 _<si)j'fn(C) d( = J;fn(z) = f(z). 
2m C - z n=o2m C - z n=o-0 

Nach K I, § 16, definiert aber das linksstehcnde Integral 
eine innerhalb sr, also speziell in z reguläre Funktion. Also 
ist f(z) in @ regulär. Und weiter ist nach diesem § 1G 

pi <s1>f f(C) (1) pi cmj· fn(C) ,. 
f(P)(z) = 2ni ß :-___ z)P+l d( =1,~02J'ri (C- ~)v+1 ds' 

- letzteres, weil die benutzte Reihe auf der Peripherie von 
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St bezüglich C gleichmäßig konvergiert. Also konvergiert 
00 

..2 t;?>(z) und ist = f<P>(z). Daß diese letzte Reihe sogar in 
n=O 
jedem @' gleichmäßig konvergiert, folgt dann ebenso wie 
in K I, S. 75. 

3. Es sei @' gegeben und er wie in K I, S. 75, gewählt. 
Ist dann c > 0 gegeben, so läßt sich n0 so bestimmen, daß 
für n > no, k> 1, ( auf er 

(*) 1 fn+1(() 1 + 1 fn+2(() 1 + · · · + 1 fnH(() 1 < c 
ausfällt. Dann ist aber auch für alle z in @' 

(p) (p) < n-~k p! (~)! / fv(() / 
/ fn+I(z) / + · · · + / fn+iz) 1 = 2; 2· IC !P+ildCI, 

v=n+l n -z 
- die Integrale rechterhand im Sinne von § 4, Aufg. 3, 
verstanden. Wegen(*) ist, wenn die (sicher positive) untere 
Grenze des Abstandes I C - z / eines Punktes von er und 
eines Punktes von @' mit Q und die Länge von er mit l be 
zeichnet wird, die letzte Summe 

p! c < . ----· · l 2n Qp+l ' 

woraus die Behauptung folgt. 
4. Liegt C innerhalb @, so läßt sich um C ein so kleiner 

Kreis ~ mit· dem Radius Q beschreiben, daß seine Peripherie 
auch noch ganz innerhalb @ liegt und daß in ihm und auf 
seinem Rande F(z) =t: 0 ist, außer etwa in C selbst. Nach 
K I, § 33, Satz 2, ist dann 

1 <St>f F'(z) 
(a) . F( ) de = 0 oder = lX, 2ni . , z 

je nachdem F(C) =t: 0 oder aber von der Ordnung cc ver 
schwindet. Von diesem Integral unterscheidet sich aber 
das Integral 

(b) 1 - <mfs~(z~dz 
2ni sn(z) 
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um beliebig wenig, wenn nur n groß genug ist. Denn be 
zeichnen wir mit µ > 0 die untere Grenze von I F(z) J auf 
dem Rande von ~ und wählen ein positives s < i-µ, so 
kann man n0 so bestimmen, daß für n > n0 und alle z auf Sr 
stets I sn(z) -F(z) 1 < s und nach K I, § 19 gleichzeitig 
auch I s~_(z) - F'(z) 1 < B ist. Dann ist erstlich längs St 
1 sn(z) 1 > ½µ, das Integral (b) also vorhanden, und weiter 
die Differenz von (a) und (b) ihrem Betrage nach 

::;: 2 . 2ne . Max I F'(z) - ~~z2
1

1 

- 2.n I F(z) sn(z) ' 
das Maximum auf dem Rande von St: genommen; also 

2Ms < e· -- , 
- lµ·µ 

wenn M eine obere Schranke von I F(z) 1 und I F'(z) 1 auf St 
bedeutet. Da hier s beliebig klein sein durfte und andrer 
seits die Differenz von ( a) und (b) eine ganze Zahl ist, so 
muß sie gleich O sein. Also hat sn(z) für alle hinreichend 
großen n innerhalb St genau so viele Nullstellen wie F(z) 
Damit sind die Behauptungen des Satzes bewiesen, ein 
schließlich einer genaueren Angabe über die Anzahl der 
Nullstellen von _sn(z) in der Nähe von (. 

5. Bezüglich des ersten Teiles der Behauptungen vgl. 
§ 3, Aufg. 9. - Ferner ist 

i(i + l)(i + 2) · · · (i + n-1) 
nbn = n -- J . 2 . 3 ..• n 

/nb /=ll+j_ .l1+ii ... ,·1+ i_l 
n 1 1 2' 

1 
n-1 

= l (1 + -~) (1 + -~) ... ( 1 + . ~-- -) ]½ l2 22 · (n - 1)2 • 

Dies strebt nach K II, § 3, 1. Beisp., 
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-(n (1 + 1 ))½ = (sin~i)½ = (en - e-:rr.)t. 
n=l n2 ni 2n 

6. Es ist 
1 1 z z~ z z2 
-Jog(Hz) 1- 2+3-+ ... -2 +3 

(1 + z) z = ez = e = e · e · e 

1 

z z2 z3 z4 z5 ] 
= e · l -2 + 2 ! 22 - 3 ! 23 + 4 ! 24 -5 ! 25 +- · .. 

· l 1 +~ + 2t\2 + .. ·] [ l-~ + .. i] 
-[1 +f + .. ·] [1-~ + .. -J. .. 

1 11 " 7 -"l 2147 4 959 5 + ] = e[l-2z+2i1z~- i6;:;- + 5760z -2304z ·· · · 

7. Es ist 
(X)oc.'''( z )'v (X) rx,()(.v('v+A-1) f(z) = 1 + Z- '.:'.__ = 1 + ,,J; ..l:- zvH 

11=1 'JJ! 1-z v=l }.=O'V! A 

=1+ i{i(n-1)()(.k}zn. 
n=l k=l k - 1 k 1 

Es ist also c0= 1 und für n> 1 

Cn = _l (~ -11) ~li,~ = yi(n) + rln) + · · · + Yn(n). 
lc=l tC- tC. 

Ist nun x '> 0, so wachsen bei festem n die Glieder y1c(n), 
7c = 1,2, ... , n, dieser Summe, solange y,c(n) :S:: Y1c+ln) 
oder 

v; =---.:"' t 1 + V(~-rr +"'n 
ist. Bezeichnet man also das Maximalglied mit µn, so wird 
es in der Summe für einen Index 7c = p erreicht, für den 
die Abschätzung 

Knopp, Aufgabensammlung II· 5 
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p = v;n + 0(1) 
gilt1). Wegen µn ~ Cn ~ nµn ist nun 

log Cn = log µn + O(log n). 
Ferner ist 

n! p cxP 
log µn = log-1( - ) 1 • - • 1• p. n-p. n p. 

Da nach der Stirlingschen Formel log m,! = m, log 1n -- m 
+ O(log m,) ist, so folgt schließlich 
logcn=nlogn-n-plogp+p -(n-p)l g (n-p) 

+ n - p + p log ex - p log p + p + O(log n) 
= nlogn-plog :

2 

+ p--(n-p) [1ogn+log(1 -!)/ 
+ O(log n) 

= 2p + O(log n) = 2V cxn + O(log n), 
womit die Behauptung bewiesen ist. - Bei den letzten 
Zwischenrechnungen hat man nur zu beachten, daß 
log (1-z) + z .. . , 
----·

2
-- --fur z->-0 emen Grenzwert hat. 

z 

II. Kap i t c l. 
Singuläre Stellen. 

§ 6. Die Laurentsche Entwicklung. 
1. Es sei @' irgendein abgeschlossenes Gebiet, das ein 

schließlich seines Randes im Ringgebiet @ liegt. Dann 
kann man - der Beweis schließt sich ganz eng an K I, § 29, 
an - die geschlossenen Wege !.r1 und !.r2 in @ so wählen 
daß <r1 sowohl @' als s, umschließt, während <r2 nur ßr2 
umschließt, dagegen®' in seinem Äußern liegen läßt. Dann 
ist für z in @' 
t) Ist (Pn) eine Folge mit positiven Gliedern, so bezeichnet O (Pn) irgend· 

eine Folge, deren Glieder, durch Pn dividiert, beschränkte Beträge haben. 
Insbesondere bedeutet 0(1) eine Folge, die selbst beschränkt, ist. 
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f(z)- -, 1 _cci:1)/'f(C) d(--- 1 _ccnr f'(C) d(. 
2m . ( - - z 2m . C --- z 

Nach K I, § J.G, stellt jedes der Integrale eine in der Um 
gebung eines jeden nicht auf !!1 bzw. !!2 gelegenen Punktes 
reguläre Funktion dar. Insbesondere stellt das erste Inte 
gral eine innerhalb ~1, also ( !) sogar innerhalb Sr1, reguläre 
Funktion fi(z), das zweite ebenso eine außerhalb S'r2 ( ein 
schließlich co ) reguläre Funktion - fh) dar. Da in @ beide 
regulär sind, hat man dort 

/(z) f1(z) + '2(z). 
Hat man analog 

f (z) = <P1 (z) + cr2(z), 
so ist 

f1(z) - cpi(.z) = cp2(z) - fiz). 
Diese Funktion ist also innerhalb Sr1 und außerhalb St2 
( einschließlich oo ), also in der ganzen Ebene ( einschließlich 
oo) regulär und ist folglich eine Konstante. 

2. Der g!},nz analog wie bei der vorigen Aufgabe zu 
machende Ansatz, bei dem das Regularitätsgebiet von f(z) 
wie in K I, S. 58, Fig. 4, zu zerschneiden ist, führt zu der 
Darstellung 

f(z) = f1(z) + {iz) + · · · + fm(z), 
in der fi(z) eine innerhalb S'r1, die übrigen fv(z) je eine außer 
halb $t1, und auch in oo reguläre Funktion bezeichnen 
(v = 2, ... , m). Hat man nun analog 

f(z) = cpi(z) + cpiz) + · · · + (f)m(z), 
so folgt aus 
li(z) - cpi(z) = (cplz) - '2(z)) + · · · + (cpm(z) - f m(z)) 

wieder, daß hier beiderseits eine Konstante c steht. Aus 
f2(z)-cpiz) = (cpa(z)- fa(z)) + · · · + (cpm(z)- f.m(z)) - c 
folgt dann analog, daß U ;;) •· rp2(z) konstant ist, usw. 

5* 
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3. a) Setzt man .!_ = z', so ist für I z 1 > 1, 1 z' 1 < 1 
z 

1 z' 
-- -, 00 mc e2-l = e1-z = .J:cnz'n = .,J; ~, 

n=O n=O zn 
wenn die Koeffizienten Cn die Bedeutung aus § 5, Aufg. 7 
(mit 1X = 1), haben. 

. ,_____ 1)½( 2)1 b) Für lzl>2ist V(z-l)(z-2)=±z(l-; 1-; . 

Werden hier die· Binomialentwicklungen genommen, so 
ist für I z 1 > 2 unsere Funktion also 

= ± z( l -(~)~ + (~)1- + · · -)( l-( 7)f + (~) ~:- + · · · t 
= ± [ CoZ - C1 + ~ - ~ + - .. ·] , 
wenn 

1
) Des bequemeren Druckes wegen ist } = ~ gesetzt worden, 
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l 

c) log l-z gestattet für I z 1 > 1 keine Laurent-Ent- 
wickluug, da die Funktion dort nicht eindeutig ist. Setzt 

l 
man -• z', so ist 

z 
-z' 1 

log , = log (- z') +log----, 1-z l--z 

( 
l) l l l = log - ; + z + 2z2 + 3z:i + ... 

ein Ersatz für die fohlende Entwicklung. 
4. In O < 1 z 1 < oo ist g(z) · y(z) regulär und wird dort 

durch die Reihe 

dargestellt, in der für alle n ~ 0 
+ ex, 

Cn = ..'E ak(Xk-n 
k=-oo 

gesetzt ist. Hierbei sind alle a; und cc, mit negativem Index 
= 0 zu setzen. (Wodurch ist die Konvergenz dieser Reihen 
gesichert? Vgl. hierzu die nächste Lösung.) 

i» ex, 

5. Sind 2J 0<,n und Z ßn irgend zwei absolut konvcr- 
n=O 11=1 

C/J 

gente Reihen (vgl. § 2, Aufg. 2a), so ist jede Reihe Zyn 
n=O 

konvergent, in der die )In irgendwelche der Produkte 0<,pßq, 
jedoch für verschiedene n nicht dasselbe dieser Produkte, 
bedeuten. Enthält ..'E)ln alle Produkte 0<,pßq, so ist ihr 
Wert =..E(Xn .Zßn• Für ein z im Innern des Konvergenz 
ringos sind nun die gegebenen Reihen absolut konvergent, 
also nach der eben gemachten Bemerkung nicht nur die 
Reihen 
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+eo +co 
Cn = z akbn-k = e:» ,.J; (akzk) (bn-kzn-k), 

k=-oo k=-eo 

n= 0, ± l, 9 '-J' ... , 

sondern auch die mit diesen Cn als Koeffizienten angesetzte 
Reihe 

n=-GO 
die somit die Laurent-Entwicklung des Produktes liefert. 

(Daß die Reihen nach beiden Seiten unendlich sind, 
macht keinen sachlichen Unterschied, da man ja auch jedes 
Glied mit negativem Index sich hinter das entsprechende 
mit positivem Index gestellt denken kann.) 

c(z+.!:_) . _':_ 
G. e . z = erz . e z 

( 
c2 ) ( c c2 1 ) = 1 + cz +--z2 + • • • 1 +-+- - + • • • 2 ! z 2 ! z2 

+eo oo ( 1) = ..:fJ Cn zn = Co + I Cn zn + n ' 
n=-eo n=l Z 

oo cn ~k ck 
wenn Cn = C~n = Z -(-- 1 )! · -k 1, n > 0 gesetzt wird. 

-k=O n-j- iC_. • . 

§ 7. ])ie verschiedenen Arten singulärer Stellen. 
J. a) = (z2 + 4) e-2; wesentlich singulär. 

' 1 1 2 ½ 
b) = z(l--\ (1---) = z(J +_q_1+~'·: + .. -) ; , z) z . z z 

in jedem der beiden, in oo und Umgebung getrennt ver 
laufenden Blätter liegt ein Pol erster Ordnung. 

z2 z3 
c) 1-z-

21
+31+-· ··;wesentlich singulär. 
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d) und e) haben in oo keine isolierte singuläre Stelle, 
fallen daher nicht unter die Klassifikation von K I, § 31. 
Der Punkt oo ist ·hier Häufungspunkt von Polen erster 
Ordnung. 

l l - . 
f) = 1 - z2 + 21 z4 - + · · ·; regulär und = + 1 in oo . 

g) Setzt man 1: z = z', so wird für I z 1 > 1, 1 z' 1 < L 
. 1 . z' · z' l ( z' )3 sm = - sm = - +- - --+ •. • 1 - z l - z' 1 - z' 3 ! l - z' ' 
also (vgl. I, § 10, l b) 

, ,9 l a2 =--z +a2z"+ · · · =--+- + · · ·. z z2 
Die Funktion ist also in eo regulär und hat dort eine 

Nullstelle erster Ordnung. 
h) und i) Hier ist oo wieder Häufungsstello von Polen 

erster Ordnung. 

) 1 l . h . 1 .. 2. a = 1 +- + + • • •; wesentlic smgu ar. 
z 2lz2 

b) 1 _ l _ .... wesentlich 
- (z -1) + 3 !(z -1)3 · + ' singulär. 

L 
c) = 

1 - j 1 + (z -- 2ni) + ~A (z - 2ni)2 + · · · I 

. + ~ + a ( z - 2ni) + · · • ; z-2ni 2 1 , 

Pol erster Ordnung mit dem Residuum - J . 

d) sin z - cos z = V2 sin (z- -:J):::::;; 
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Pol erster Ordnung mit dem Residuum 1V2. 
3. Es hat f 1 ± f 2 wieder einen Pol ßier Ordnung; f1 f~ 

einen Pol (ß-ex)ter Ordnung oder eine Nullstelle (rx -ß)ter 
Ordnung oder eine reguläre Stelle mit von O verschiedenem 
Funktionswert, je nachdem ß > ex, < ex oder = ex ist; 
"& eine .Nullstelle (ex+ ß)trr Ordnung; t.J.. einen Pol (ex+ ß)tcr 
~ h 
Ordnung. Beweise durch Ansetzen der Potenzreihen. 

4. Da ez eine ganze Funktion, so gibt es beliebig große 
Kreise SV um 0, für die die Voraussetzungen des Satzes 2 
in K I, § 33, erfüllt sind. Die Anzahl der im Innern von 
SV liegenden Nullstellen ist 

1 = 2· . Ut) f dz = 0. 
ni 

5. Die reelle Funktion besitzt in x = 0 eine Nullstelle, 
sie ist dort differenzierbar, besitzt dort sogar Ableitungen 
jeder Ordnung, die alle den Wert O haben. Das Kurven 
bild weist keinerlei irreguläres Vorhalten bei x = 0 auf und 
ist höchstens dadurch bemerkenswert, daß die Berührung 
der Kurve und der x-Achse in x = 0 eine bessere ist als die 
jeder Parabel y = xn. Die Funktion komplexen Argu- 

1 

mentes w = e z
2 

hat dagegen eine wesentlich singuläre 
Stelle in z = 0, ist dort also weder stetig noch difforen 

. zierbar und die Funktion kommt in jeder Umgebung 
von O j odem Werte beliebig nahe. 

G. F0(z) besitzt überhaupt kein Definitionsgebiet, da 
das bei z0 uneigentliche Integral wogen ß > 1 diver 
gent ist. 

Da zur Bildung von Fi(z) die Laurent-Entwicklung von 
f (z) gliedweis integriert werden darf, so erkennt man sofort, 
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daß Fi(z) dann und nur dann in der Umgebung von z0 ein 
deutig ist, wenn das Residuum von f(z) in z0 gleich 0, ins 
besondere also ß "2:::. 2 ist. Fi(z) hat dann in z0 einen Pol 
(ß- ij= Ordnung. Ist das genannte Residuum = c =!= 0, 
so hat Fi(z) in z0 eine logarithmische Singularität; genauer: 
Fi(z) - clog (z - z0) ist eindeutig in der Umgebung von 
z0 und hat in z0 einen Pol (ß- l)ter Ordnung (bzw. ist dort 
regulär, falls ß = 1 ist). 

7. Da die Entwicklung 
cp(() 1 1 1 " C - z = --; cp(C) -J. (cp(C)--za. t~cp(O- ... 

bei festem hinreichend großem z bezüglich C längs f gleich 
mäßig konvergiert, so hat die außerhalb ~ gültige Laureat- 

Entwicklung von f(z) die Form~+~!+ · · ·. f(z) ist in 
z z 

oo regulär und hat dort eine Nullstelle. 
+ 00 

8. Für j z 1 > R sei f(z) = ,,J.; anzn. Da diese Entwick- 
n=-oo 

lung längs f gliedweis integriert werden darf und hierbei 
alle Summanden einen eindeutigen ( d. h. von r unabhängigen) 
Wert liefern, außer 

so ist F(z) dann und nur dann eindeutig, wenn a_1 = 0 
ist. Ist diese Bedingung erfüllt und hat f(z) in oo einen Pol s= Ordnung, so hat F(z) einen solchen (ß + l)ter Ordnung; 
speziell einen Pol erster Ordnung, falls f (z) in oo regulär 
und =!= 0 ist. Hat f(z) in oo eine Nullstelle iXter Ordnung 
(iX > 2 wegen a_1 = 0), so hat F(z) eine Nullstelle (iX - l)ter 
Ordnung. - Ist a_1 =!= 0, so bleibt F(z) - a_1 · log z für 
1 z 1 > R regulär und weist in oo wiederum ein leicht an 
zugebendes Verhalten auf. 
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/ 9. Es sei z0 i= oo und f(z) in der Umgebung von z0 be 
schränkt. Da das zweite der in der Aufgabe hingeschrie 
benen Integrale für alle hinreichend kleinen Kreise Sf2 
denselben Wert hat (vgl. K I, S. 115, oben), so kann man 
zur Ermittlung dieses Wertes den Radius e von 5112 zu Null 
abnehmen lassen. Nun ist aber, wenn nur e < 1 z - z0 [ 

ist und M eine Schranke für \ f(C) 1 bedeutet, · 

. \I _ ~- (,~,)f f(C) _ d' II<_ 1 . 2no . M - - 
2ni ' - Z , = 2n ~ J Z - Zo J - (2' 

was mit e zu O abnimmt. Daher ist dieses zweite Integral 
= 0 und f(z) gleich dem ersten Integral. Dieses definiert 
aber nach K I, § 16 eine innerhalb S'r1, also speziell in z0 
reguläre Funktion. Da diese für z i= z0 mit f(z) überein 
stimmt, so ist f(z) in z0 regulär. Da umgekehrt eine in z0 
reguläre Funktion in einer Umgebung von z0 beschränkt 
ist, so ist der erste Teil des Riemannschen Satzes für z0 i= oo 
bewiesen. Der Fall z0 = oo wird durch die Transformation 

1 . 
z = , auf den Fall z0 = 0 zurückgeführt. Die beiden andern z 
Teile des Riemannschen Satzes ergeben sich nun wieder 
unmittelbar aus der Definition eines Poles bzw. einer wesent 
lich singulären .Stelle als einer Stelle, bei deren Annäherung 
die Funktion bestimmt unendlich bzw. völlig unbestimmt 
wird. 

10. Gesetzt, es gäbe eine Stelle z0, eine Zahl c und ein 
s > 0, so daß in einer Umgebung von z0 (von z0 selbst ab 
gesehen) f(z) eindeutig und regulär, aber stets \ f(z) - c 1 > s 

1 
wäre, so wäre dort auch f(z) _ c eindeutig und regulär und 
bliebe dort beschränkt. Nach dem Riemannschen Satz 
müßte dann z0 eine reguläre Stelle dieser Funktion sein. 
Daher hätte dort f(z) entgegen der Annahme eine reguläre 
Stelle oder einen Pol. 
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11. Da die Beweise für z0 = oo und z0 =t= oo ganz analog 

verlaufen, genügt es, den ersten Fall zu betrachten. E's 
sei dann c eine beliebige komplexe, c eine beliebig kleine 
und R eine beliebig große positive Zahl. Der Kreis mit s 
um c heiße 0:, der mit R um O heiße Sr. Dann gibt es nach 
Casorati-Weierstraß ein z1 außerhalb St:, so daß f(z1) = c1 
innerhalb ([ liegt. Um z1 können wir einen Kreis S'r1 und um 
c1 einen Kreis ([1 derart beschreiben, daß alle Werte in ([1 
von f(z) innerhalb St:1 angenommen werden (vgl. Bi, S. 6, 
sowie K I, § 34). ([1 denken wir uns dabei so klein, daß 
er ganz innerhalb ([ liegt und St:1 so, daß er ganz außerhalb 
~ liegt. Nun gibt es ein I z2 1 > 2R, so daß f(z2) = c2 inner 
halb 0:1 liegt. Um z2 beschreiben wir St:2 und um c2 den 
Kreis 0:2, so daß alle Werte in ([2 von f(z) in Sr2 angenommen 
werden. Überdies liege 0:2 ganz innerhalb 0:1 und St:2 ganz 
außerhalb Sr und Sr1. Nun gibt es ein I z3 \ > 3R, so daß 
f(z3) = c3 innerhalb ([2 liegt, usw. Es gibt mindestens einen 
Punkt a, der allen Kreisen 0:, 0:11 0:2, ([3, ••• gemeinsam ist. 
Die Gleichung f(z) = a hat dann mindestens je eine Lösung 
in St:1, Sr2, •.• , also unendlich viele Lösungen außerhalb 
St, w. z. b. w. (Die Kreise Sr, Sf11 • • • zeichne man in der 
z-Ebene, die Kreise 0:, ([1, ... in einer iv-Ebene). 

§ 8. ·Residuensatz, Nullstellen und Pole. 
. cp(z) b0 b1 bn-1 a; , 

L Es ist = - + + · · · + -, wenn - = b f (z) zn zn-1 z an v 

gesetzt wird, ('V= 0, 1, ... , n -1). Für I z \ > l ist daher 

: 
cp(z) 1 \ b0J_+ 1 b1 \ + · · · + J bn-1 \ l < 1 f". \ I = R < I \ , a so ur z ,, f(z) z 
wofern R > 1 groß genug gewählt wird. Dies R kann nach 
K I, § 28, Satz 2, überdies so groß gewählt werden, daß 
außerhalb des Kreises \ z 1 =· R und auf seinem Rande das 
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Polynom a0 + a1 z + · · · + anzn sicher keine Nullstelle 
mehr hat. Auf die Kreislinie I z 1 = R ist nun der in der 
Aufgabe genannte Satz anwendbar. Da f(z) = anzn in 
1 z 1 < R offenbar nur die n-fache Nullstelle O hat, so hat 
f(z) + <p(z) = a0 + a1z + · · · + anzn in I z 1 < R auch 
genau n Nullstellen und sonst keine weiteren. 

2. zez2 oder (z2 -1) ecz, falls c nicht reell. 
3. Hat f (z) in z0 einen Pol erster Ordnung, so ist <las 

dortige Residuum= lim (z - z0) f(z). Andernfalls muß man 
Z-+Zo 

die Laurent-Entwicklung aufstellen, um das Residuum zu 
erhalten. · 

a) = lim (z . kn) = (-1-) = (- l)k. 
Z-+lcn sm z cos z Z= kn 

b1) = lim ( z 2)2 = 1. 
Z-+1 Z 

l 2 + (z-2) 
b2) f(z) = (z - 2)2 . 1 +-(z_=:=--2) 

2 1 
(z - 2)2 -- z :::_ 2 + Co+ ci(z - 2) + .... 

Residuum = - 1. 

C1) f(z) = 1~· --~ ll +!___-:.._~~+ ( Z-Z1 \2 + · .. / 
(z-z1) Z2-Z1 Z2 - Z1 Z2 - zl) . 

Residuum= -- -:--3 
(z2 -z1r 

a a c2) = lim --- = - -- -- . 
Z-+Zo (z - Z1)rn (z2 - zlr 

d) = lim (z-~~~~ = -:l. 
Z-+Zk cos z 
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1 
7 1 1 1 

e) e = J. +- + + · · ·. z 2! z'.! 
J 

f) ;, _ 1 J .l 
(' =- + +···. z-1 

Residuum = 1. 

Residuum = 1. 

g) z - 2lcni ( l ) Jim -- :-- 
,.--.,.:!.k:1.1 1 - ez - pZ Z=2km: 

]. 

4. Aus 

l . (X l 
[qJ(z0) r- cp'(z0) · (z - z0) + · · ·] 

7 
-~ + · · · 1 

,~ Zo , 

abzulesen. Residuum = <XZ0 bzw. <XqJ(z0). Analog für die 
zweite Frage: -ßz0 bzw. -ß · qJ(z0). 

5. Nach K I, § 33, Satz 3, und nach der vorigen Auf 
gabe ist unter den Voraussetzungen des genannten Satzes 
das erste Integral 

=Zzf -Zz~ 
erstreckt über die innerhalb ~ gelegenen Nullstellen e, bzw. 
die dort gelegenen Pole z~, ein jedes so oft genommen, wie 
die zugehörige Ordnungszahl Einheiten hat. Analog ist 
das zweite Integral 

== ,,J;cp(z1,) -- ,,J;cp(z;). 
G. Setzt man 

1 1 

'
f(,,)(z0) = a., 1 

g(")(z0) = b.; 'JJ = 0, 1, 2, ... , 
11. 11• 

80 ist 
g(z) a0 + a1 (z -- z0) + a2(z - z0)2 + • · ·. 
f(z) = Mz-zo)2 + b:,,(z-zo)3+... 'ao=p 0, b2=p 0. 

- bl,, /a,+a,z' + · · -Hl-- ~z' + • + z' = (z-z,); 
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. ab-ab 
Residuum= l 2 b2 ° 3. 2 . 

Für die zweite Frage hat man analog bei b3 =t 0: 
f(z) 1 l + , + ,2 + j 1·1 b4 ·+(b; b5) '') -=-,3 a0 a1z a2z · · · --z 2- - .~ ~-1 g(z) b3z b3 b3 i, 

R 'd a0b~ - a0b3b5 - a1 b3b4 + a2b~ es1 uum = --- b3 •. 
. 3 

7. a) = 2ni. 
b) Da alle Pole ( die in den ungeraden Vielfachen von 

½ liegen) das Residuum - ~ haben (vgl. Aufg. 3d), ist das 
n 

Integral = - 4ni. 
c) = 2ni ( f(z1) 

(z1 -z2) ... (z1 - 

8. Aus den Voraussetzungen folgt sofort, daß r0 so groß 
gewählt werden kann, daß für I z / > r0 Zähler und Nenner 
von R(z) keine Nullstelle mehr haben und daß für ein passen- 

des ex > 0 dort / R(z) / < ~2 bleibt. Daraus folgt zu- ! z 1 

nächst die Konvergenz des Integrals. Ist dann r > r0 und 
~ der geschlossene Weg, der von - r längs der reellen Achse 
nach + rund von dort längs der oberen Hälfte Sj des Kreises 
1 z / = r zurück nach - r führt, so ist 

+r 
(<i1)f R(z)dz = f R(x)dx + <S))f R(z)dz = 2niS. 

-r 

Hierbei ist aber 

j (,\;,) J R(z) dz ~ ~ • nr = ~>~. 
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Für r->- + oo ergibt sich hieraus die Behauptung (und 

nochmals die Konvergenz des Integrals). 
H. Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist 

s, + J2 + J3 -f- J4.'= 0, 
also 

Nach I, § 7, Aufg. 6a und b strebt J2--+ 0 für r- + oo 
und Je.,. -ni für e- 0. Also ist 

00 Jsi:!ax = i· 
0 

J.O. Es ist ((l':) J e=" dz = 0, also 
1 

R 4n O 

0 = J e=" dt + J e-R-2 ( cos 2q, + i si.n 2q,) • iRei<P dcp + J e-zz dz, 
0 0 ~ 

wenn das letzte Integral wieder geradlinig genommen wird. 
Für R->- -f- 00 hat das erste Integral den Grenzwert ½Vn 
und das zweite den Grenzwert 0, denn es ist absolut ge 
nommen 

n n 

4 1 2 ( ) :S RJe-R2cos2cpdcp~2RJe-R2sinv
1dip, cp=~-t. 

ü ü 

Nun ist in 0 ... i bekanntlich sin cp > }cp, also das Inte- 
gral auch 

n 

1 2 
l C 1 \ < -2 H, · Je- " R cp drp < -, strebt also gegen 0. 

o R 
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D dri I 1 . t f ·· 1 + i t as itte unserer ntegra e 1s ur z = V2 
l+iR l+i(B, R ) = - -Je-it2dt = ---- J cos (t2)dt- if sin (t2)dt . V2 o V2 o o 

Daher strebt für R - oo 

JB, ( ·JR . ( 2)d V2 lv- 1v; ' cos. t2) dt - i sm t t- - . · - n = - · (1 - 'L ). 
o O l+'i 2 2 2 
Trennung in Reelles und Imaginäres liefert die beiden 
Formeln. 

III. Kapitel. 
Ganze und meromorphe Funktionen. 

§ 9. Unendliche Produkte. Wcicrstraßscher Produkt 
satz. 

1. Nach K II, § 2, Satz 4 und 5 sind die Produkte ab 
solut konvergent. Weiter hat man 

a) = ll (n + 1)2 
n=l n(n + 2) 

= lim ~ ~~. 3 · 3 ..... (n + 1) (n + 1) = 2 
n-roo 1 ·• 3 2 · 4 n(n + 2) · 

b) = II (n - ~!- ( n + ~ 
n=2 n(n + 1) 

= lim 1 · 4. 2 · 5 ..... (~ -1) (n + 2) = .!_ 
2 · 3 3 · 4 n(n + 1) 3 

c) = II (n-1) (0 + 1)2- (n + _;) + 1) 
n=2 (n + 1) (n2-n +1) 
. 1 · 2 n2 + n + l 2 

=hm- ·-----= 
n-►oo 3 n(n -1) 3 · 
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00 

( 1 ) sin nz en - e-n 
d) TI 1 + -2 = - - für z =--= i, also = -- . 

n=l n nz 2n 
(Vgl. § 5, Aufg. 5.) 

2. Subtrahiert man die nto Teilsumme der Reihe von 1, 
so ergibt sich durch schrittweises Zusammenfassen 

(l - {}1) (1 - {}2) • • • (1 - {}n). 
Da dies > 0, so sind die Teilsummen < 1, die Reihe also 
konvergent. Genauer: IstZ{}n divergent, so ist die vor 
gelegte Reihe konvergent mit der Summe 1. Ist Z{}n kon 
vergent, so ist es nach K II, § 2, Satz 5, auch ll(1-1}n), 
und die vorgelegte Reihe konvergiert mit der Summe 
1-ll(l- {}n). 

3. a) in O< x< 1 ist e"ix< 1 + x< ex; vgl. I, § 6, 
Aufg. 3. Also ist, da unter jeder der Voraussetzungen 
rv~► 0 streben muß, für alle ). von einer Stelle an und alle 
k> 1 
}(Y;,+Y;.+1+···+Y;.+1c)<Ä+lc(l + ) < (Y;.+Y.~+1+ .. •+Y;.+1.) 
e = II Yv =e · 

ii=Ä 

Nach der rechten Hälfte dieser Ungleichung folgt aus der 
Beschränktheit der Teilsummen von Zrv die der Teil 
produkte von ll(l + Yv) und nach der linken Hälfte das 
Umgekehrte. 

b) Es ist 
'VJ. + Y2 + ... + Yn < (1 + Y1) (1 + Y2) ... (1 + Yn). 

Aus der Beschränktheit der Teilprodukte folgt also die der 
Teilsummen. Wählt man andererseits, wenn.2yv konver 
giert, m so, daß Ym+1 + Ym+2 + · · · + Ym+k < ½ für alle 
lc > 1, so folgt, daß 
(1 + Ym+1) ... (1 + Ym+k) < 1 + (Ym+i + ... + Ym+k) 

+ (Ym+1 + · · · + Ym+k)2 + · · ·, 
also < 2 ist für alle k ~ 1. Also ist auch II (1 + Yv) 
konvergent. 

Knopp, Aufgabensammlung IL (j 
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4. Aus der Voraussetzung folgt zunächst, daß an - 0 
strebt. Nun . ist für I z 1 < ½ offenbar j log (1 + z) - z 1 

< l!t (1 + 1 z 1 + 1 z 1
2 + · · ·) < 1 z 1

2• Wird also m so 

gewählt, daß für n > m stets I an 1 < ½ ist, so ist für alle 
n > m und alle 7c > 1 

1 

n+k n+k \ n+k 
. v~-1-1 log (1 + av) -,

1
,=..f+l a; S 

11
=.f+ll a, 12, 

was ->- 0 strebt für n - cc . Daraus kann die Behauptung 

abgelesen werden. ~ Aus l log (la~ a.) 1-1 ergibt sich 

weiter sofort die Behauptung bezüglich der absoluten Kon 
vergenz der Reihen. 

5. a) und b) 1 z 1 < 1; 
c) die ganze Ebene; 
d) und e) die Halbebene ffi(z) > 1. Beweis jedes 

mal nach K II, § 2, Satz 5. 
6. a) Es ist (1- z) • (1 + z) (1 + z2) ••• (1 + z2n) 

= 1- z2n+1, was -1 strebt. 
1 'YJ 

b) Nach a) ist - --- - = II (1 + z2n<2JJ+1>). Die 
1- z21'+1 n=O · 

Exponenten 2n(2v + 1) liefern aber für n = 0, 1, 2, ... , 
v = 0, 1, 2, ... jede natürliche Zahl ein- und nur einmal. 

7. Da man endlich viele Potenzreihen miteinander nach 
den elementaren Regeln multiplizieren darf, so ist der An 
satz (*) der Aufgabe jedenfalls erlaubt, d. h. At> wird (bei 
festem n und A) gewonnen, indem man links alle höheren 
Potenzen z.l.+1, z-H2, .•. unterdrückt, das endliche Produkt 

gewöhnlicher Summen II (1 + a~> + a1"> z + · · · + a~> i) 
v=l 

ausmultipliziert und die Glieder mit zÄ sammelt. Nach 
dem W eierstraßschen Doppelreihensatz (K I, § 20, Satz 3) ist 
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nun, weil nach K II, S. 17/18 die Reihe P1 + (P2- P1) + 
· · · in I z I s e < r gleichmäßig konvergiert, bei festem A 
auch die Reihe 

A?> + (A~2) -- Ji~)) + · · · = Jim A~i) 

konvergent und hat zum Werte den Koeffizienten A;: 

8. l~s ist sin ns n2z2 n4z4 
=l-- + -+·· nz 6 120 und 

andererseits durch Ausmultiplizieren des Produkts nach 
der vorigen Aufgabe 

= 1-( i ~) z2 + l Z ( z -1 ) / z4 - + • .. 
n=1n2 k=l n=k+1k2n2 • 

t» l n2 
Es ist also ,J; 2 = G und 

n=ln 

oo l ( o: l) oo l ( n-11) :n;4 i!i k2 n=ft1 n2 = n~ n2 k~ k2 = 120' 
Addiert man die beiden letzten Reihen gliedweise, so erhält 

( 
l 1 )2 ( l l ) n4 man 1 + 22 + 32 + . . . - l + 24 + 34 + . . . = 60. 

oo 1 :n;4 . :n;4 n4 
Hiernach ist .Z -4 = 36 - 60 = 90. n=Jn • 

00 00 

9. a) Co= J, 01 ::,_;:. :Z Cv, 02 = 2'1 
CxC;., 

11 1. 1<x<?. 

00 

03 = _2: CxC;.Cµ, .... 
l~x<i,<µ 

b) A = l A = ;, q2v-1 = q ·O ' 1 V~ 1 - q2' 
q4 

A2 = (1- q2) (1- q4)' .... 
G* 
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A1 und A2 findet man direkt nach a), die allgemeine Form 
von Av bequemer so: Es ist 

17(1 + q2n-1z) = f(z) = (1 + qz)f(q2z), 
also 
l + A1z+ A2z2 + · · · = (1 + qz) (l + A1q2z-j--- A.2q4z2 + ·. ·). 
Dies liefert 

q211-l. rfß 
Av =.Av-1. _1 2_' was Av = (-1-- 2)_(_1 4) --(1- 211) -qv -q . -q . • .. -q 

, zur Folge hat. 
ro o: i» Cv . 

c) Nach a) ist Z Dvz' = ~ O1,zv · Z--;·· Also 1st 
i•=-oo ·v=O v=O Z 

D0 = 05 + Cf + 0~ + · · · und allgemein für alle y > 0 
I), = D_11 = O0Ov + 01 Cv+1 + O2Cv+2 + · · · . Die Ent- 

wicklung kann daher auch in der Form D0 + D1 (z + ~) 
+ D2 ( z2 + 1) + · · · geschrieben werden. (Vgl. hierzu 

§ ß, Aufg. 5.) 
d) B, = Bi.; = A0Av + A1Av+i + · · ·, y> 0, nach 

b) und c ). Geschlossene Werte erhält man so: Wegen 
F(z) = qz • F(q2_z) ist 

B0 + B,(z + ~)+ · · · = B0qz +( B1q'z2 + ~•)+ ·. ·. 
Der Vergleich Iiefert B11 = q2l'-1 Bv-i, y = J, 2, ... , und 
somit B, = q"2 • B0• Es ist also 

F(z) = B0 · [ l + q( z +~ )+ · · · + r2(z11 + t) + · · ·]. 
B0 bestimmt sich aus Bv = t'2 • B0 = Av + A1 Av+1 + · · ·. 
Denn hiernach ist, wenn zur Abkürzung (1 - q2)(1 - q4) ..• 
(1 - q2") = p; gesetzt wird, 
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v• qi•2 q . q(v-j-1)2 

q ·Bo=--+---+ .. ·, 
Pv Pi· Pv+1 

1 q 1211 + j q j4v + j q 16v + ... 
also I Pv B0 - 1 1 < [ (l =-

1 
if 2) (l =-r q]4)~ -~ ]2. < c · 1 q l 2", 

wenn c eine geeignete positive Zahl bedeutet. Also strebt 

PvB0-> 1, d. h. es ist B0 = II. -1 ;_2v· Hiernach ist nun 
v=I -q 

oo oo eo ( q2n-l) /fi (1 - q2n) . n"lJi (1 + q2n-1 z) lJi 1 + z- 
= 1 + i_ qv2 (zv + ~) 

v=l Z 

die gesuchte Entwicklung 

e) Ersetzt man z in d) durch - zl und gleichzeitig q 
,3 

durch z-2, so ist für I z 1 < 1 die linke Seite 
00 00 00 = n (1- z3n) . II (1- z3n-l). II (1- z3n-2). 

n=I n=l n=l 
Daher ist 

II (l- zn) = 1 + .i(-1Y, (z
3

v:-:: + t:±~) 
n=I v=l 

= 1 _:_ z - z2 + z5 + z7 - z12 - z1s + + -- - .... 
(Euler-Legendres eher P en tagonalzahlsa tz.) 

. sinnz ( z2) 1 10. a) Setzt man 111-- = II 1-2 erst z = 2-, dann nz n 
z = -} und dividiert das zweite durch das erste, so hat man 

Wegen n( 1- (2:),) = 1I ( 1 - {4k ~ 2),) ( 1- (4!),) un- 
mittelbar die Behauptung. 
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b) Analog für z = J und z = -1- 
. z . z 

z 'l,2i -'1,2i 

11 ) 1 2. 2 e - e . a ez - = 1, • e · · 
2i 

z 

= 2ie 2 • sin !_ 
2i 

= e ; • z · II ( 1 + _z: ) . 
n=l 4n2n2 

b) Wegen a) darf z0:q= 2kni, k = 0, ± j, ... , :mge 
nommen werden. Dann ist zunächst nach a) 

ez _ eZo = eZo( eZ-Zo _ 1) 

= z0 · e20 · e
2-;_2°(1- z) II (1 + (z 

2 
z~:) 

Z0 n=l 4n n 
eine Produktdarstellung der gegebenen Funktion, die das 
vom Weierstraßschen Produkt Geforderte leistet. Es hat 
aber nicht genau die Form eines Weierstraßschen Produktes 
(s. K II, § 2, S. 22). Um sie zu gewinnen, hat man das 
Produkt in der letzten Formel noch folgendermaßen um 
zuformen: 

°"{( z-z)( z-z)} ll=ll 1+- 0 1- -0 
n = 1 2rmi enni 

00 

{ ( · Z0 ) ( Z0 ) } = ll l+-. 1- -- .. 
n~ 1 2nni 2nni 

. iI { (1- z .) (1- - -3_ -.)}. 
n= i z0• + 2nni z0 - 2nni 

Will man die geschweiften Klammern fortlassen, so hat 
man noch die konvergenzerzeugenden Faktoren hinzu 
zufügen. 

sin 2nz _00 ( 4z2 ) c) cos nz = . - = II 1 - . , 2 smnz n=1 (2n -1)2 
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d) und e) sind wegen 

. . 2 z + z0 . z - z0 smnz - smnz0 = cosn 2 - smn ---2------'- und 
. z + Zo . Z-Zo cosnz- cosnz0 = - 2 smn--- smn -- 

2 2 
nach c) sofort hinzuschreiben: 

sinnz-sinnz
0 
=n(z-z0) II (1 (z + z0)2) (1- (z - Zo)2)· 

,n=l (2n-1)2 (2n)2 

cosnz-cosnz0=-~n2(z2-zg) Tl (1_ (z+zo)
2
)(1-~~-zo)

2
); 

2 n=l 4n2 4n2 

doch gilt auch hier das bei b) über die Form des Produktes 
Gesagte. 

12. Bei geeigneter Wahl der kv leistet das in K II, § 2, 
S. 22, hingeschriebene Produkt wieder das Verlangte. 
Und zwar genügt es, die k, so zu wählen, daß die Reihe (3) 
auf K II, S. 21, jetzt wenigstens für alle I z 1 < 1 konvergiert. 
Das ist z. B. für k, = v + cxv der Fall. Denn ist z fest mit 
1 z 1 = e < 1 und ist (] < (]1 < 1, so ist für alle hinreichend 
großen v offenbar I cxv (tt 1 < cx1,e? · e~. Wegen ne~· ~ 0 
ist dies < K • (]~, wenn K eine Schranke der Folge ne~· 
bedeutet. 

Der Beweis der Behauptung verläuft nun genau wie 
K II, § 2, 2. Es ist die gleichmäßige Konvergenz der 
~ortigen Reihe ( 4) in [ z I s e < 1, e fest, zu zeigen. Geringe 
Anderungen der Abschätzungen in K II, § 2, 2 - in (5) 
ist (h statt ½ zu setzen - lehren, daß jetzt, wenn K1 eine 
passende positive Zahl bedeutet, für alle [ z [ < e und alle 
hinreichend großen v 

1 (] lkv 
. J fv(z) [ :'.:S K1 · CXv I Zv 
1st, womit alles bewiesen ist. 
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13. Man hat die Zn nur so zu wählen, daß sie sich längs 
des ganzen Randes des Einheitskreises häufen. Das kann 
z. B. so geschehen, daß man auf der Peripherie des Kreises 

mit ( 1 - ! ) um O die Ecken eines ein beschriebenen regu 

lären lc-Ecks markiert (lc = 3, 4, ... ) und diese Punkte 
zur Folge z1, z2, ••• anordnet. 

§ 1 O. Ganze Funktionen. 
l. Nach § 7, Aufg. 11, aber auch schon nach dem Caso 

rati-W eierstraßschen Satze selbst, kann die Funktion nur 
eine ganze rationale Funktion sein. Nach dem Funda 
mentalsatz der Algebra muß sie vom ersten Grade sein. 

2. Ist w = g(z) ganz und die inverse Funktion z = gi(w) 
wieder ganz, so nimmt g(z) jeden Wert ein- und nur einmal 
an; also ist g(z) nach Aufg. 1 linear. 

3. Die Funktion gi(z) ist wieder eine ganze Funktion, 
speziell g1(z0) = g'(z0). Wäre nun stets I g(z) 1 < K., so wäre 
für I z-z01 = R stets I gi(z) 1 < 2~(. Nach K I, § 20, 

Satz 5, gilt dies auch für alle I z - z0 \ < R, speziell in z0• 

Also ist \ g'(z0). 1 < 2:, also, da R beliebig groß sein darf, 

g'(z0) = 0. Da z0 beliebig war, ist g(z) konstant. 
4. Ja! Beispiel: g(z) = ez + z. Ist nämlich in z-= re1'P 

n 
zunächst I cp 1 < 2, so ist I g(z) 1 > e=» - r, was bei 

festem cp mit r gegen+ oo wächst. Ist aber + i::;: cp < 3;, 
so bleibt ez beschränkt und I g(z) 1 > r - ercosrp strebt wieder 
mit r gegen + oo. 
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5. Da t<n>(z0)- 0 strebt, ist die Entwicklung 
s» f(n)(z) 

f(z) = s --0-(z-z0)n n=O n! 
beständig konvergent, also f(z) ganz. Ist dann e > 0 be 
liebig und k0 so gewählt, daß \ f(lc+l)(z0) + · · · + ·f(k+P)(z0) 1 

< e ist für k > k0, p > 1, so ist für irgendein z1 
1 f(k+l)(z1) + · · · + f(k+v)(z1) 1 

_ j CfJ ti-J-kH) (zo) + ... + rr= (zo) - n 1 

- 1 n~ n! (z1 . Zo) I' 
also < s • e I z1-z0 1 für k > k0, p >- 1.. · Also konvergiert 

89 

6. Es sei W(z) die nach dem Weierstraßschen Produkt 
satz zu konstruierende Funktion, die in den e, je eine Null 
stelle erster Ordnung hat. Dann ist W'(zv) ==!= 0 .. Es sei 
M(z) die nach dem Mittag-Lofflerschen Satz zu bildende 
Funktion, die in den z11 Pole erster Ordnung mit dem Re 
siduum 'Wv: W'(zv) hat. Dann ist g(z) = W(z) · M(z) offen 
bar eine ganze Funktion, die das V erlangte leistet. 

7. Man wähle die reellen rationalen Zahlen a; der Reihe 
nach so, daß 1) 1 a0 - ß 1 < 1, 2) 1 a0 + a1 ex - ß 1 < 1, ... , 

1 
n) 1 a0 + a1cx + · · · + an-1cxn-J -ß 1 < (?; -:::_:-1)-! , · · · 

Dann ist jedenfalls a0 + a1a + a2 cx2 + · · · = ß. Ferner ist 
1 1 n+ l 

1 anan 1 < n! + (n =-f)f = n!--, 
woraus hervorgeht, daß.Sanzn beständig konvergiert. 

8. Da man in beliebiger Nähe einer komplexen Zah 
stets eine rationale komplexe Zahl angeben kann, so bleibt 
üer vorige Beweis unverändert gültig. 
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9. Ist r' > r, so kann das Maximum von I g(z) 1 in 
1 z 1 < r' nicht kleiner sein als in j z 1 :S r. Also wächst 
M(r) monoton. Ist nun R > r, so ist g(z) in I z 1 < R gleich 
mäßig stetig. Ist also e > 0 gegeben, so kann man o > 0 
so klein wählen, daß für alle r' in r - ö < r' < r + o die 
Differenz I g(z') - g(z) 1 < e ist, wenn I z 1 = r, 1 z' 1 = r' 
und arc z = arc z' ist. Daher ist für diese r' auch 
M(r) - 1:, < M(r') < M(r) + 1:,. M(r) ist also stetig. 

00 

10. Kann man in g(z) = Z anzn auf I z 1 = r den Punkt 
n=O 

z = z0 so wählen, daß alle Glieder anz; denselben arc 
haben (soweit sie =t= 0 sind), so ist für dies r offenbar 
M(r) = 1 g(z0) 1. Daher ist 
a) für ez: M(r) = er; b) für sin e: M(r) = ½(er-e-r); 
c) für cos z: M(r) =}-(er+ e-r); 

.. sin v; Z z2 l _ - 
d) fur-v--=--=1-3-1 +~1-+ · · -:M(r) =-v-(efr-e-Vr). 

z · o. 2 r 
11. Es genügt das Beispiel f(z) = z2 + 2iz + l. Für 

z = r (cos cp + i sin cp) wird 
/ f(z) j 2 = r4 + 4r2 + 1 + 2r2 cos 2cp -'- 4r(1 - r2) sin cp. 

Bei festem r in O < r < V2 - 1 wird diese Funktion 
n 

von ip zu einem Maximum für cp = -2, dagegen für 

1- r2 V- sin cp =- -21 in 2-1 < r< 1. Daher ist 

, M(r) = { 1 + 2r - :2 für ~ < r < V2 - 1, 
(1 + r2) V2 für V 2-1 < r :S 1. 

Diese Funktion ist an der Stelle r = V2 -1 zwar stetig, 
aber nicht analytisch, da sie dort zwar eine erste, aber keine 
zweite Ableitung besitzt. 
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§ 11. Teilbruchreihen. Mittag-Lcfflerschcr Satz. 
1. a) Aus der ctg-Entwicklung (K II, § 6, 1. Beispl.) 

folgt, da 
nz nz 

n tg 2 = n ctg 2 - 2n ctg nz 
ist, sofort die g·esuchte Entwicklung 

nz CXl 4z 
n tg 2 = k--!o(2k + 1)2--.::_ z2' z =!= ± l, ± 3, · · · 

Diese .Formel gilt zunächst nur für z =!= 0, ± 1, ± 2, 
± 3, ... ; doch prüft man nachträglich direkt, daß· sie für 
z = 0, ± 2, ± 4, . . . noch gültig ist. 

1 z 
b) Wegen . = ctg z + tg-2 hat man smz 

n 1 00 . 2z -=-+ ;E(-l)k--1 -. 
sin ze z k=1 lc2 -- z2 

c) Nach b) hat man, indem k
2 

2
z z2 

1 1 
k-z k+z 

und hierauf z durch } - z ersetzt wird, 

co:nz =1-
2 
2z +(1+\;-3~2J-(3~2z _5 _

2
2zJ+-·· ·. 

Hier darf man die runden Klammern fortlassen und je zwei 
Glieder gleichen Vorzeichens zusammenfassen (warum?); 
dies liefert 

n 4-1 4-8 4·5 
-= - +- -+··· cos iie 12 - 4z2 32 - 4z2 52 - 4z2 „ 

. 1 1 i iz 
d) Es 1st ez _ 1 = - 2- + 2 ctg 2, also 

l os 2.z 
- - !---+ .JJ 

2 z k=1z2+4n2k2 
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e) Wegen cos nz -- sin nz---= V2 · sinn ( l - - z) erhält man 
nach b) 

= i f i + i ( ~ i y.-1 2(-J- - z) l. 
cosnz-sinnz V2 H-z k="I k2 -0 -z)2J 

{X 
00

! {X 1 2: Es wird Nl.0(z) = -0 + Z _,. - gv(z) , wenn 
Z µ_l Z -- Zv 

- gv(z) ein geeignet langes Anfangsstück der Reihe 
m zn . 

cc; .I n+i bedeutet. Ist nun R > 0 fest gewählt, so läßt 
n=O~ . 

sich nach K II, S. 40, m so bestimmen, daß die Glieder 
jener Reihe für v > m in j z 1 < R regulär sind und daß 
die bei v = m + 1 begonnene Reihe dort gleichmäßig kon 
vergiert. Daher darf man gliedweis integrieren ( etwa gerad 
linig von Obis z) und in den Exponenten von e setzen. Nach 
Anfügung der Anfangsglieder folgt somit, daß das Produkt 

zrxo • rr !'(1 - ;) eG.p(z)llXv' 
·i·=l Zv 

n 

b . d G ( ) d' ·p z 1 ( z )2 1. ( z)11
v CI em v z rn .11 orm - + - -· + • • • f- - 

Zv 2 e, nv Z11 

hat, eine ganze Funktion mit den im W eierstraßschen Satz 
verlangten Eigenschaften darstellt. 

3. An Satz -~rnd Beweis ändert sich nicht das geringste, 
wenn die Punkte Zv nicht Pole, sondern (sämtlich oder teil 
weis) auch wesentlich singuläre Stellen sein dürfen. 

4. Wird auch nur an einer einzigen Stelle Zv neben dem 
absteigenden Ast auch der ganze aufsteigende Ast vor 
geschrieben, so ist damit dio Funktion selbst vollständig 
gegeben, die bei z11 diese Entwicklung besitzt. Man kann 
ihr also keine weiteren Bedingungen auferlegen. Dagegen 
darf an jeder Stelle z11 ein (beliebig langes) Anfangsstück 
des aufsteigenden Astes vorgeschrieben werden. Es sei also 
für V = 0, 1, 2, ... 
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ß.~ (v) Hv(z) = ~ an (z - Zv)n, 
n=-oo 

wobei ß0, ßv ... irgendwelche nicht negative ganze Zahlen 
bedeuten. Dann gibt es eine eindeutige Funktion F(z), die 
in der ganzen Ebene bis auf die Stellen Zv regulär ist und 
die in jedem der Punkte e, sich so verhält, daß F(z) - Hv(z) 
dort regulär ist und eine Nullstelle von mindestens (ßv+ l)ter 
Ordnung besitzt. Der Beweis läßt sich durch Fortführung 
des Gedankens aus § 10, Aufg. ß, sofort erbringen. Es sei 
VV(z) eine ganze Funktion, die in den e, je eine Nullstelle 
(ßv + l)tcr Ordnung hat, sonst =!= 0 ist. Es sei hv(z) der 
Hauptteil der Laurent-Entwicklung von Hv(z): W(z) an 
der Stelle Zv. Jetzt bilde man eine Funktion M(z), die in 
den s, die Hauptteile hv(z) hat, sonst eindeutig und regulär 
ist. Dann leistet F(z) = W(z) · M(z) das Verlangte, denn 
in der Umgebung von e, ist 

M(z) = ~i? + f v(z), (fv(z) regulär in zv)- 

Also hat W(z) · M(z) - Iiv(z) = W(z) · fv(z) in e; eine Null 
stelle von mindestens (ßv + l)t0r Ordnung. 

5. Der Beweis ist ganz analog wie in K II, § 5. Die 
Entwicklung hv(z) = ag) + a~')z + · · ·, ( 11 = l, 2, ... ), ist 
jetzt für / z 1 < / z; 1

2 gleichmäßig konvergent und gv(z) kann 
l 

so gewählt werden, daß I hv(z) - gv(z) l <~für I z 1 < / zv 12• 

00 1 

Dann leistet Mo(z) = ho(z) + Z[hv(z)-gv(z)] wieder das 
11=1 

V erlangte. Denn ist (! in O < (! < 1 gegeben, so kann man 
'IYI, so wählen, daß I e, 1

2 > e für 'JJ > m. Daher hat 
cn 
.J; [hv(z) - gv(z)] Glieder, die in / z 1 < {! regulär sind, 

v=m+I 
und ist in I z 1 ~ (2 gleichmäßig konvergent, stellt also eine 
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dort reguläre Funktion dar. Daher hat M0(z) in I z 1 < (!, 
also, da e beliebig war, in I z 1 < 1 die verlangten Eigen- 
schaften. · 

6. Der Beweis beruht auf denselben Gedanken wie der 
zur vorigen Aufgabe gegebene. Wir führen ihn nur für den 
Fall durch, daß oo weder zu filc noch zu filc' gehört. Um 
jeden Punkt Zv legen wir den kleinsten Kreis - sein Radius 
heiße ev -, der auf dem Rande mindestens einen Punkt 
z: von filc', aber im Innern keinen Punkt von filc' 
enthält. Da filc' abgeschlossen ist (warum?), ist ein solcher 
Kreis stets vorhanden und es strebt ev-► 0. Die Entwick 
lung von hv(z) für das Außengebiet I z - z:, 1 > (2v sei 

b<v> , 
hv(z) = b~) + -~ I + . . . . Da sie für I z - z:, 1 > 2ev 

Z -Zv 
gleichmäßig konvergiert, können wir einen so langen An 
fang der Reihe (er werde wieder mit gv(z) bezeichnet) wählen, 

1 
daß I hv - gv I < ~ bleibt für I z - z:, 1 > 2ev• Dann leistet 

t» 

F(z) = Z [hv(z) - gv(z)] 
v=l 

das V erlangte. Denn ist @ ein abgeschlossenes Gebiet, das 
einschließlich seines Randes keinen Punkt von filc' enthält, 
so ist die kleinste Entfernung eines Punktes von @ und 
eines Punktes von filc' noch positiv. Sie heiße p. Wir wählen 
nun m so groß, daß (!v ~ ½P ist für 'V > m. Dann sind die 

o: - 
Glieder der Reihe Fm(z) = Z (hv - gv) in @ regulär und 

v=m+I 
ihrem Betrage nach < 1: 2v. Also ist Fm in @ regulär und 
F leistet in @ das Verlangte. Da nun @ beliebig war, so 
genügt F den Bedingungen der Aufgabe. 

Zusatz: Gehört oo zu filc oder Wc', so hat man einen 
Punkt C einzuführen, der weder zu W1 noch zu filc' gehört, 
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und die hv(z) nach Potenzen von ( z -=S,) zu entwickeln. 
. Z-Zv 

7. Der Satz wird lauten: Ist Wc eine beliebige isolierte 
Punktmenge, deren Punkte z1, z2, ••• sind, ist Wc' die Menge 
der Häufungspunkte und ist jedem zv eine natürliche Zahl 
o:.v zugeordnet, so kann man ein unendliches Produkt auf- 
stellen, das in jedem abgeschlossenen Gebiete@, das keinen 
Punkt von Wc' enthält, gleichmäßig konvergiert und dort 

, eine reguläre Funktion darstellt, die in den zu @ gehörigen 
?unkten Zv je eine Nullstelle der Ordnung CXv hat, sonst in 
® aber =t= 0 ist. -- Der Beweis ergibt sich, genau wie bei 
Aufg. 2, indem man den Satz der vorigen Aufgabe mit 

hv(z) = cxv -- heranzieht und das von einem festen Punkt 
Z- Zv 

z0 in ® bis z genommene Integral der konstruierten Funk 
tion in den Exponenten von e setzt. Man erhält 

i» [(' z - z') 1C<·v W(z) = JJ 1 __ , l' _i: llv(z) , 
J'=I Z-Zv . 

wobei Gv(z) die Form 

(z -z') 1 (z ~z')2 1 (z -z')nl' "V_ - -~ + - ~ _'.' + • • • + -- V • ; 
z - Zv 2 Z - Zv nv Z - Zv 

hat. 
8. Die Lösung ergibt sich unter Benutzung der i11 den 

beiden vorangehenden Aufgaben gegebenen Verallgemeine 
rungen des W eierstraßschen Produktsatzes und des Mittag 
Lefflerschcn Teilbruchsatzes genau wie die von § 10, Aufg. 6. 

9. Die Lösung ergibt sich unter Benutzung der in den 
Aufg. 6 und 7 gegebenen Verallgemeinerungen des W eier 
straßschon Produktsatzes und des Mittag-Lefflerschen 
Teilbruchsa,tzes genau wie die der Aufg. 4. 
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§ 12. Meromorphe Funktionen. 
1. Wir zeigen zunächst, daß die Folge der Funktionen 

1 _ z( z + 1) .. · ( z + n) 
-()=gn(z)= --- 1- , n=l,2, ... , gn z n,Z · n. 

für jedes R > 0 in I z 1 < 11, gleichmäßig konvergiert. In 
der Tat ist (s. K II, S. 33) lln(z) = e0nz · P n(z), wenn 

(1+!+ · · · + ~-logn)=on, z. II /(1 +~)e-;1 = Pn(z) 2 n , 1•=1 1, 

gesetzt wird. Nach K II, S.16/18 und dem Beweis des Weicr 
straßschen Produktsatzes _ist die Folge der P n(z) in I z 1 < R 
gleichmäßig konvergent. Wegen Ön - 0 gilt dies offenbar 
auch von der Folge e6nz. Daraus erschließt man leicht die 
Behauptung. 

Doch fahren wir so fort: Nach dem Gesagten ,gibt CS 

jedenfalls eine Konstante A, so daß für alle n und alle 
1 z 1 < R stets 1 "?!n(z) 1 < A bleibt. Dann ist aber für alle 
diese n und z (vgl. § 2, Aufg. 4) 

lgn+I(z)-gn(z) 1 < A · I (1 + n:l)( 1-- n~ J-1/<
1
:!' 

wenn B eine geeignete neue Konstante bedeutet. Also ist 
~ - 00 

.I (gn+1 ·- gn), ja sogar .JJ I gn+1 - gn I in I z 1 :S R gleich- 
n=l n=l 
mäßig konvergent. Also gilt das gleiche von lim gn(z). 

n-+OO 

Ist nun G ein Gebiet der in der Aufgabe genannten Art, 
so sind alle Glieder der Folge gn(z) in G von O verschieden 
und ebenso der Grenzwert. Also gibt es eine positive Zahl 
IX, so daß für alle z in G und alle n stets gn(z) > IX bleibt. 

1 
Dann ist aber mit Un(z) auch gn(0 = gn(z) in G gleich- 
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mäßig konvergent, wie aus der dort gültigen Abschätzung 

1 
1 - . 

gn+k - gn+I 1 < -2 1 9n+k -· gn+I I zu ersehen ist. ex 
1 

D_ie Abschätzung j gn+I - g, 1 < -2 1 gn+1 - gn I lehrt ex 
Ct:J 

zugleich, daß auch die Reihe .,!; 1 gn+I - s« I gleichmäßig 
·11,=l 

in @ konvergiert. 
2. Hat gn(z) die Bedeutung aus Aufg. 1, so handelt es 

sich um lim gn((z2)) • nz1-z2• Da gn(z) für jedes in Betracht 
n---+CXJ gn Z1 

kommende z einen endlichen und von O verschiedenen Grenz 
wert hat, ist dieser Limes dann und nur dann vorhanden, 
wenn ffi(z2) > ffi(z1) ist. Er ist dann = 0. 

3. Es sei f(z) für ein bestimmtes z ==I= 0, -1, - 2, ... 
konvergent. Dann ist, wenn gn(z) die Bedeutung aus Aufg. 1 
hat, 

n!an an ------ - = - · gn(z). 
z(z + 1) · • · (z + n) 11,Z 

Nach I, § 3, Aufg. 12 ist also auch die Reihe F(z) konvergent. 
Denn die Bedingungen jener Aufgabe sind gewiß erfüllt, 
wenn die dortigen Reihen Zan und ..2' 1 b.; - bn+I I kon 
vergieren. Daß aber die letztere in unserm Falle ( d. h. für 
bn = gn(z)) konvergiert, ist bei Aufg. 1 dieses Paragraphen 
gezeigt worden. 

· an n! an _ 
DasUmgekehrtefolgtwegen~== ( l) ( -)··gn(z) n z z+ • • • z + n 

genau ebenso, da auch..2' j gn - gn+11 als konvergent er 
wiesen ist. 

4. Dies folgt genau ebenso, wie bei der vorigen Aufgabe, 
unter Heranziehung von I, § 9, Aufg. 4. Denn die beiden 
Reihen Z I gn+I (z) - gn(z) 1 und ..2' 1 gn+I (z) - gn(z) 1 sind 

Knopp, Aufgabensammlung- IT. 7 
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in jedem Gebiete der jetzt in Betracht kommenden Art 
nach Aufg. 1 gleichmäßig konvergent. 

5. Dies folgt genau wie bei Aufg. 3, da aus der Kon 
vergenz von Z I gn - gn+1 1 erst recht diejenige von 
Z II gn 1-1 gn+I 1\ folgt, - und analog für gn. · 

· 6. Hat gn(z) dieselbe Bedeutung wie in Aufg. 1, so 
handelt es sich um den Grenzwert von 

gn(z) . (l + Pn)z 
gn+pn(z) n . 

Da hier der erste Faktor -+ 1 strebt ( offenbar bei sinn 
gemäßer Deutung auch für z = 0, -1, - 2, ... ), so ist 
der Grenzwert des ganzen Ausdrucks dann und nur dann 
= 1, wenn Pn:n->- 0 strebt. 

7. Aus der Produktdarstellung von 1: I'(z) = K(z) in 
K II, § 3, 3 folgt durch logarithmische Differentiation 

I''(z) 1 00 z 
I'(z) = - C -z + j)~ v(z + v)" 

Da nun (Figur!) für alle in Betracht kommenden z und 1, 

1) 1 z 1 > 2, 2) 1 z + V 1 > 1 z + l j, 3) j z + V 1 > V - 1 
ist, so folgt hieraus 

I
I".(z) 1 1 [iz 11 1 00 1 
I'(z) (1+2.+lz[·j)~ v · [z+l!+ [e] 0

v=[~+1v(v-i) 

< 2 + I z I~ 11 I (log I z ! + 1) + 1 z 1 · I z I 
1 

i < A · log I z 1. 
. 1 ~ (log k)n 

8. Nach I, § 10, Aufg. 3a 1st i; = 1 ,2; -12-. Es n. 7c=2 ,c. 
handelt sich also um den Beweis der Beziehung 

·(*) i(logk)n,...,_,nl 
1c ... 2 k2 - 
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n 

Nun lehrt Differentiation, daß (logt)n für x = e2 ein 
~ X 

Maximum erreicht, vorher monoton steigt, dann monoton 

fällt. Das Maximum selbst ist = 
2
1
n (~) n' was wegen 

n•e-• < nl 1), < :. nl ist. Setzen wir nun [e i] + 1 = m, 
so ist zunächst für 7c > rn 

Iogn(lc + 1) k+ 1 logn x log" 7c 
(lc+ 1)2 </ xz- do:«; 7c2 . 

Schreibt man dies für 7c = m, m + 1, ... an und addiert, 
so folgt, wenn wir die Summe unserer Reihe in (*) mit Sn 
bezeichnen 

00 loz" X 
Sn-Am <J ~2- dx--Jm< Sn-Am-1; 

l X 

hierbei soll Av die v- 'I'eilsumme unserer Reihe und J m 

das Integral von 1 bis m bedeuten. Nun ist (x = et) 

f
00lognx 
-- dx = n I und folglich 

1 x2 

Jm-Am l 1 S Jm-Am-1 -< - n< - - n! n! n! 
Hier ist aber wegen des oben berechneten Maximums die 
linke wie die rechte Seite ihrem Betrage nach 

n v- < E -~- (e2 + 1) <4(__!_)n. n! 2n 2 
Da dies ->- 0 strebt, ist unsere Behauptung Sn:nl-+1 

bewiesen. Sie lehrt, daß + 1 eine singuläre Stelle der 

- 1) ;;les ergi~ sich, indem man die bekannten Ungleichungen ( 1 + 1 f < e 
für~ == 1, 2, ... , n mit einander multipliziert. 

7* 
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rFunktion ist. Unsere Abschätzung lehrt aber weiter, 
00 ] 

daß ((z) - .2.) (- l)n(z - 2)n = ((z)- · . mindestens 
n=O z-1 

2 
im Kreise I z - 2 [ < v; regulär ist, daß also C(z) in + 1 
nur einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum + 1 besitzt. 

Vgl. hierzu die Bemerkung am Schluß der Lösung der 
nächsten Aufgabe. 

9. Macht man eine analoge Abschätzung derjenigen Glieder 
der Reihe in (*), s. vorige Aufgabe, für die 7c < m ist, 
wie wir sie eben für die Glieder mit 7c;;;:::: m durchgeführt 

1 - 
haben, so findet man genauer, daß Sn und das Integral 
oo 1 n f og 

2 
x_ dx = n ! sich um weniger als 2 Glieder der Reihe 

1 X 
unterscheiden, d. h. daß 

S ' n! 1 1 S 1 I 2 r n--n.1<22n' In! n- 1<21t 
ist. Dies lehrt, daß ((z), von dem festgestellten Pol ab 
gesehen, sogar in I z - 2 1 < 2 regulär ist. 

Die Summe der Reihe in (*) bei der Lösung der vorigen 
Aufgabe läßt sich übrigens mit Hilfe der sogen. Eulerschen 
Summenformel noch wesentlich genauer abschätzen und 
dadurch kann in etwas anderer Weise als in K II, § 6, Bei- 

l 
spiel 4, direkt gezeigt werden, daß ((z) - eine ganze 

z- 
Funktion ist. 

IV. Kapitel. 
Periodische Funktionen. 

§ 13. Einfach-periodische Funktionen. 
1. Denn sonst hätte sie auch alle Zahlen n + n'V2 zu 

Perioden (n, n' = 0, ± 1, ± 2, ... ). Diese Zahlen liegen 
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aber auf der reellen Achse überall dicht, d. h. jeder dortige 
Punkt ist Häufungspunkt der genannten Zahlen. Nach 
K II, § 7, Satz 2 kann das nicht eintreten. 

2. Eine periodische Funktion nimmt jeden Wert, den 
sie überhaupt annimmt, unendlich oft an, eine rationale 
Funktion dagegen nicht. 

Vorbemerkung zu den Lösungen 3 bis 7: Die Aufgaben 
3 bis 7 erledigen sich sehr einfach durch die Bemerkung, 
daß bei der K II, S. 62 ff. durchgeführten Transformation 
der Funktionen f(z) in die rationalen Funktionen <:p(C) dem 
„oberen Ende" des Periodenstreifens vermöge C = e2ni:z 

offenbar eine Annäherung an C = 0 und dem „unteren 
Ende" ebenso eine Annäherung an C = oo entspricht. 

3. (Vgl. die Vorbemerkung.) Ist f(z) im Streifen ein 
deutig und regulär, so ist <:p(C) in der ganzen Ebene, außer 
etwa in O und =. eindeutig und regulär. Soll <:p(C) überdies 
bei Annäherung an O und an oo beschränkt bleiben, so wäre 
<:p(C) nach dem Riemannschen Satz, K I, § 32, Satz 3, auch 
in O und oo regulär. Eine nichtkonstante Funktion kann 
aber nicht in der ganzen Ebene einschließlich oo regulär 
sein. 

4. (Vgl. die Vorbemerkung zu Aufg. 3 und die Lösung 
von Aufg. 3.) Bleibt <:p(C) bei C ->- 0 beschränkt, so ist <:p(C) 
nach dem Riemannschen Satz in C = 0 regulär, also lim <:p(C) 
für C - 0 vorhanden. Also hat f(z) einen Grenzwert, wenn 
z sich gegen das obere Ende des Streifens bewegt. Analog 
für das untere Ende. Als Ordnung, mit der dabei f(z) den 
Wert a annimmt, wird man die Ordnung der Nullstelle 
von <:p(C) - a in O bzw. 90 ansehen. 

5. (Vgl. die Vorbemerkung zu Aufg. 3 und die voran 
gehenden Lösungen.) Bleibt <:p(() bei(->- 0 nicht beschränkt, 
so muß <:p((), da es eine rationale Funktion ist, bestimmt 
unendlich werden ( d. h. 1 <:p(() 1 > G für I C 1 < J) und 
also einen Pol in C = 0 besitzen. Die Ordnung dieses Poles 
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wird man als Ordnung des am oberen Ende des Streifens 
gelegenen Poles von f(z) ansehen. Analog für das untere 
Ende. 

6. (Vgl. die Vorbemerkung zu Aufg. 3 und die voran 
gehenden Lösungen.) Denn eine rationale Funktion nimmt 
jeden Wert ( einschließlich oo) gleich oft an, wofern man 
eine a-Stelle der Ordnung lX wie üblich ze-mal als a-Stelle 
zählt. (Ein Pol gilt hierbei als oo-Stelle.) 

7. (Vgl. die Vorbemerkung zu Aufg. 3 und die voran 
gehenden Lösungen.) Denn cp(C) soll eine rationale Funk 
tion sein (s. K I, § 35, Satz 1 und 2). 

§ 14. Doppelt-periodische Funktionen. 
1. Alle Perioden haben die Form nw + n' w'. Damit nun 

zwei Perioden, etwa w = kw + k' w' und w' = los + l' w' 
wieder ein primitives Paar bilden (k, l, n, k', . . . bedeuten 
hier reelle ganze Zahlen), ist es notwendig und hinreichend, 
daß sich alle Perioden auch in der Form nw + n' w' dar 
stellen lassen. Aus der Definition von w und w' folgt nun 

1 (Z'~ 7 ,~,) ' 1 ( z~ + 7 ~,) w = lcl' - k'l w - ,c w ' w = lcl' =-_ lc'l - w ,cw . 

Damit die Vorzahlen von w und w' wieder ganze Zahlen 
sind, muß lcl' ·.:_ lc'l = o ein Teiler von k, lc', l, l', also a2 
ein Teiler von o, o selbst ein Teiler von 1, also a = ± 1 
sein. Dies reicht auch hin; denn, wenn o = ± 1, lassen 
sich w und w' und folglich überhaupt alle Perioden in der 
Form nw + n'w' darstellen. Man erhält also alle primitiven 
Periodenpaare w, w', wenn lc, v, l, l' alle ganzen Zahlen 
durchlaufen, für die lcl' - k'l = ± 1 'ist (geom. Bedeutung?). 

2. Die gesuchte Differenz ist (vgl. Aufg. 5 in§ 8 und den 
Beweis zu K II, § 9, Satz 4) gleich dem über den Rand eines 
geeigneten Periodenparallelogramms erstreckten Integral 
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1 J f'(z) l r cw n •l·w·l•(I)' a I w' (.1,) 
··- z--- dz - ·· - · j + { + f -t- f l 
2ni f(z) 2ni l a a:/.u> a+w+w' a+wJ 

Führt man im dritten Integral z' = z - w' als neue Varia 
ble ein, so ist es mit dem ersten zusammen 

I a+Wtl(z) 1 • a+w 1 • 1 = -w f - - dz = -w · [log f(z)] = 27c ni · w 
· a f(z) rr, ' 

letzteres, weil f(z) in a und a + w denselben Wert hat, die 
Logarithmen sich also nur um ein Vielfaches von 2ni unter 
scheiden. Ebenso gibt das zweite und vierte Integral zu 
sammen 2kniw, so daß unsere Differenz = kco + k' w' ist. 

3. Aus f(w - z) = f(- z) = - f(z) folgt für z = ½w, 
daß f(½'w) = -f(}w) ist, was für nur f(fw) = 0 oder 
= oo möglich ist. Da sich f(z) auch als ungerade Funktion 
von z' = z - fw erweist, hat die Laurent-Entwicklung 
von f(z) an der Stelle {w nur ungerade Potenzen. 

4. a) Durch z' = 2ni z wird das Fundamentalparallele- 
w . 

gramm zunächst auf dasjenige Parallelogramm abgebildet, 

das durch die Vektoren von O nach 2ni und nach 2ni w' 
w 

aufgespannt wird. Durch w = ez' wird dieses dann auf 
~en Kreisring 1 > 1 w 1 > e-2nrl abgebildet, wenn r1 den 
imaginären Teil von w': w bedeutet, der nach K II, S. 59, 
Positiv angenommen werden darf. b) Der Translation 
(w') entspricht in der w-Ebene eine Streckung im 
Verhältnis 1 : e-2ni-1• Den aufeinanderfolgenden Parallelo 
grammen entsprechen also ... Kreisringe, deren Radien eine' 
geometrische Folge bilden und die die punktierte Ebene 
O < 1 w 1 < + c» genau einmal erfüllen. 

5. Ist f(z) = cp(C), so ist auch f(z + w) = cp((), aber 
m' 

f(z + w') = cp(µC) mit ft = e Zni ;-;_ Hat also f(z) die Peri- 



104 IV. Kapitel. Periodische Funktionen. 

ode w', so ist cp(µC) = cp(C), d. h. cp(() hat eine „multi 
plikative Periode". 

6. ef(z) ist doppelt-periodisch, aber nicht elliptisch; 
denn die Gitterpunkte des Periodennetzes sind wesentlich 
singuläre Stellen der Funktion, während eine elliptische 
Funktion im Endlichen nur Pole hat. 

7. Wir setzen w = 2lX > 0 und -io/ = 2ß > 0. In 
der Entwicklung (s. K II, S. 44) 

1 [ 1 1 J 
f,J(z) = z2 + 3/ ez-=- 2klX - 2k'i/J)2 - (2klX + 2k'iß)2 

benennen wir die Summanden nach dem Gitterpunkt 
(k, k') in einem kk'-Achsensystem und bezeichnen für ein 
festes z die beiden Summanden in der eckigen Klammer 
mit (k, k')1 bzw. (k, k')2, beide zusammen mit [k, k']. Ver- 

1 
abredungsgemäß ist dabei (0, 0)2 = 0, [O, O] = 2 zu setzen. z 
Nun sind (k, k')2 und (k,- k')2 offenbar konjugiert komplex 
(bzw. beide reell, falls k = 0 oder k' = 0 ist). 

a) Ist nun z = x > 0 reell, so sind auch (k, k')1 und 
(k,-k')1 und folglich auch [k, k' J und [Je, -k'] für k' ~ 0 
konjugiert komplex, für k' = 0 beide reell. Die Glieder 
unserer Reihe sind also für k' = 0 reell, für k' ~ 0 zu je 
zweien konjugiert komplex. Ihre Summe tP(x) ist also reell. 

b) Ist Z=lX+ iy, soist(7c,7c')1 =(lX+ iy-2klX-2k'iß)-2 
= (lX-iy + 2(k-1)lX + 27c'iß)-2 konjugiert zu 

(lX + iy + 2(k- l)lX - 2k'iß)-2 = (- k + 1, k')1. 
Die vier Summanden 

[ k, k'] + [ - k + 1, k'] + [ k, - k'] + [ - k + 1 , -- k' J 
(zusammenfallende nur einmal gerechnet) ergeben also eine 
reelle Summe. Daher ist auch f,J(lX + iy) reell. 

c) Ist z = x + iß, so stellt man in ganz ähnlicher Weise 
fest, daß die vier Summanden 
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[k, k'] + [lc, -lc' + 1] + [lc, -lc'] + [lc, lc' -1] 

stets eine reelle Summe ergeben. Also ist auch f,J(x + iß) 
reell. 

d) Ist schließlich z = iy, so ist 
(k, k')1 = (iy-2k0<,-2k'iß)-2 = (- iy-2(-k)1X+2k'iß)-2 
konjugiert zu (iy- 2(- k)0<,- 2k'iß)-2 = (- k, lc')i und 
man sieht, daß jetzt die vier Summanden 

[lc, lc'] + [- k, lc'] + [7c, -lc'] + [- k, -lc'] 
(zusammenfallende wieder nur einmal gerechnet) stets eine 
reelle Summe ergeben. Auch f,J(iy) ist reell. 

Umläuft also z, bei O beginnend, das dort liegende Viertel 
des Fundamentalparallelogramms (0 ... (X ••• IX + iß ... 
iß ... 0) im positiven Sinne bis zurück nach 0, so ist f,J(z) 
stets reell, und zwar (wegen des Gliedes z-2) erst positiv 
groß, zuletzt negativ groß. Also durchläuft w = &J(z) die 
reelle Achse von rechts nach links. Jeder dieser reellen 
Werte wird auch nur einmal angenommen, denn die in 
0 ... IX angenommenen Werte werden auch (in umgekehrter 
Reihenfolge) wegen f,J(z) = f,J(w - z) auf der Strecke 
IX ... 21X ( = w) angenommen, - und analog für die übrigen 
drei Strecken. Jeder Wert w wird aber (s. K II,§ 9, Satz 7) 
von f,J(z) nur genau zweimal angenommen. (Ein jeder 
übrigens an zwei getrennten Stellen je von der ersten Ord 
nung; nur die Werte f,J(IX), f,J(IX + iß), f,J(iß) und oo werden 
an genau einer Stelle, dafür aber von der zweiten Ordnung 
angenommen.) Daher wird das betrachtete Viertel des 
Rechtecks (vgl. Aufg. 3 u. 4 in § 20 und Bi, § 9) ein-ein 
deutig auf die untere w-Halbebene (warum die untere?) 
abgebildet. Durch Spiegelung (Bi, § 10) ergibt sich endlich, 
~aß das ganze Fundamentalrechteck auf eine zweiblättrige 
111 den Punkten f.7(0<,), f,J(0<, + iß), &o(iß) und oo zusammen 
hängende w-Ebene abgebildet wird. (Vgl. hierzu Bi, § 14 
Und § 15, 8.) 
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8. a) Siehe K II, S. 76, Fußnote 1. b) Nach K II, S. 76, 
oben, und nach a) ist 

1 
t,J(z) = 2 + 3s4z2 + 5s6z4 + 7s8z6 + · · ·, z 

also 

t,J"(z) = ~ + 3- 2-1 · s4 +5 • 4 · 3- s6z2 + 7 • G • 5 • s8z4 + .... z ' 
I 

Andererseits folgt aus t,]'2 = 4t,J3 - 60s4 t,J -:-140 s6 (s. 
K II, S. 76) durch Differentiation und Division durch 
2_ t,J', daß t,J" = 6 t,)2 - 30 s4, also 

t,J"(z) = 6 [i + s4 + 10s6z2 + (9s! + 14s8)z4 + • • •] . 

Hiernach ist 9s: + 14s8 = 35s8 oder 7s8 = 3s!, - Durch 
Koeffizientenvergleich bei den höheren Potenzen lassen 
sich auch alle weiteren s2m durch s4 und s6, also durch g2 
und g3 ganz und rational mit rationalen Koeffizienten aus 
drücken. 

9. t,J'(z) ist eine ungerade elliptische Funktion und ver 
schwindet daher (s. Aufg. 3) für die Halbperioden ½w, ½w' 
und ½(w + w'). Daher sind w = &J(½w ), t,J(½w'), t,J(Hw +w')) 
jedenfalls Wurzeln von 4w3 - g2w- g3• Die drei genannten 
Werte sind auch voneinander verschieden, denn jeder der 
Werte wird von der 2. Ordnung angenommen ( da die zu 
gehörige Ableitung verschwindet), und mehr als zweimal 
wird kein Wert angenommen. 

10. Sind die Nullstellen z1, ... , zk und die Pole (i, ... , ( k 
von f(z) so bezeichnet wie in Aufg. 2, so ist Izx -I(x 
einer Periode w gleich. Ersetzen wir (1 durch den kongru 
enten, aber evtl. außerhalb des zuerst gewählten Perioden 
parallelogramms gelegenen Punkt (1 + w und bezeichnen 
diesen wieder mit ,1, so ist jetzt,l;'zx :Z(x, Der in der 
Aufgabe angeschriebene o-Quotient, erweist sich nun nach 
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.K II, § 9, S. 79 (2) als doppelt-periodisch mit den Perioden 
c1> und w'. Durch f(z) dividiert ist er dann eine doppelt 
periodische ganze Funktion, also konstant. 

V. Kapitel. 
Analytische Fortsetzung. 

§ 15. Verhalten von Potenzreihen auf dem Rande 
des Kouvergenzkreises. 

1. Nach I, § 11, Aufg. 7 strebt h(z)->- + eo, wenn z 
sich radial - + 1 bewegt. Wird nun an= g · bn + Enbn 
gesetzt, so strebt En->- O; daher hat Zanzn mindestens 
denselben Radius wie.JJbnzn. Wird jetzt e > 0 gegeben, 
so wähle man m so, daß I en 1 < ½s für n > m. Dann ist 
für z = x in 0 < x < 1 

i[(x) _ I< 1 Eobo !' + _:__·_:__j-1 Embm I + !:_ 
1 h(x) g h(x) . 2 · 

Nach der Vorbemerkung kann jetzt ö >0 so angegeben 
werden, daß in 1 - ö < x < 1 die rechte Seite < e ist. 

2. Er gilt nicht mehr allgemein. Denn ist z.B. 
1 2 

h(z) = /1-J = J; bnzn, so ist bn > 0, zi; divergent 
n=O 

(warum?), aber nach § 3, Aufg. 7 a strebt h(z) nicht - oo, 
sondern gegen 0, wenn z sich z.B. so ->- + 1 bewegt, 

daß arc (1 ~ z) = ~n ist. Man zeigt nun leicht, daß 
3 . 

f(z) = h(z) + 1 = Ianzn = .,J;(bn + l)zn ein Gegen- 
1- z 

bcispiel gegen die geplante Erweiterung des Satzes der 
vorigen Aufgabe bildet. Ist aber h(z) so beschaffen, daß 
es nach Wahl des Dreiecks z1z21 eine Konstantey > 0 gibt, 
so daß für alle von + 1 verschiedenen Punkte z dieses Drei- 
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ecks I h(z) / : h([ z 1) > y bleibt, so bleibt der Satz richtig. 
Denn e8 ist jetzt für die genannten z 

r f(z) - 1 < {1 Sobo 1 + ... + 1 Smbm 1 ~}. h(I ~ 
1 h(z) g = _ h(I z 1) + 2 1 h(z) 1 

< ~ · s für alle z des Dreiecks, -y 

für die 1-b < / z 1 < 1 ist (b = b(s)). Da y fest, c > 0 
beliebig, liegt hierin der Beweis. 

1 
3. h(z) = 1 - = _JJzn erfüllt nach I, § 1, Aufg. 1ß 

-z 
die in der vorigen Lösung formulierte Bedingung 
1 h(z) 1 : h(I z 1) > y. Also strebt bei Annäherung an + J, 
sofern z in einem festen Dreieck z1 z21 bleibt, 

f(z) ( 00 
) 1. Sn ~ 

h-() = ..JJ anzn - 11)1 -1 = ~ an. Z n=O n->-oo 11-0 

00 1 00 

4. Aus P(z) = ..,J; anzn folgt F(z) = Z Snzn und 
1/=Ü 1- z ·11=0 

J 00 n ~ z)2 F(z) = f(z) =./~~(so+ S1 + .. · + Sn)zn. Wendet man 
1 2 

auf diese Funktion f(z) und auf h(z) = (1-~ ;) den Satz 

aus Aufg. 2 an, so folgt bei einer im Innern des Dreiecks 
verlauf enden Annäherung von z an 1: 

f(z) = F(z)- lim So + S1 + ... -t_sn = s. 
h(z) n-oo n + 1 

00 

Denn es ist h(z) = Z (n + l)zn und dies h(z) erfüllt nach 
n=O 

I, § 1, Aufg.13 die Bedingung h([ z 1): 1 h(z) 1 < K2 für 
alle z =I= + 1 des Dreiecks. 
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5. a) Beweis nach Aufg. 4. Es ist Sn= l für (2m - 2)2 

S: n < (2m -1)2 und Sn= 0 für (2m -1)2::;;: n < (2m)2, 
m = l, 2, . . . Daher strebt, wie man leicht nachrechnet. 
S0 + S + · · · + S 1 1 

- 
1 

!!'. _> -2· , womit der Beweis schon vollendet. n+ 
b) Erweitert man mit (1- z)-1, so kann die Funktion 

80 geschrieben werden: 

?1-#o ( [VriJ + 1) zn t (z) ..JJanzn 
(1 _ z) ~ = h(z) = '1:bnzn .. 

Nach Aufg.1 und 2 genügt es, bn > 0, die Divergenz von 
an l 1 r I h(z) 1 > , . s»; bn--+ 2 vn und h(i z\)= y zu beweisen. Nun ist 

gewiß bn > 0 und 
:i 

:n = 1(f + ~! -~' (;- + n)) ~ n ~ /n·I'(½), 
an ( 3 ) l ( 1 ) 1 v- so daß ..JJbn divergiert und bn - I' 2 = 2 I' 2 = 2 n 

' 3 
. h(j z 1) (11-z 1 )-~- 

strebt. Überdies ist 
1

-h(z) I = 1.=_ 1 z-j · nachI, §l, Aufg.13 
beschränkt. 

c) Erweitert man noch mit (l - z)-1, so handelt es sich 
a1z + a2z2 + · · · + anzn + · · · um - - - --- ------ wenn 

z + ( 1 + ½) z2 + • • • + ( 1 + ½ +. • • + ¼) zn + ... ' 
an abzählt, wie viele der Zahlen p0, p1, ... < n sind. Es ist 

[
log n] an l also an = - + 1 und daher - - -- . --+ - , 

log p l + ~ + ... + ~ log p 
· 2 n 
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womit nach Aufg. 1 und 2 der Beweis schon vollendet ist. 

Denn bn = 1 + ..:!:_ + · · · + ..:!:_ ist > 0, Zbn divergiert, 2 n 
und es ist (s. I, § 1, Aufg. 13) 

K log- 
si. / Z In= / J ~ Z 1 . ~~1 - 1 Z !) < .T( . _(!, 

1 Zbnzn I L - 1 r. 1 / log (1- z) 1- l 1 og- 
e 

wenn 1 - z = e ( cos cp + i sin cp) gesetzt wird. Der Quo- 
tient bleibt also für alle z =!= 1, die hinreichend nahe an 
+ 1 im Dreieck z1z21 liegen, unter einer festen Schranke. 

d) Beweis nach Aufg.1 und 2. Wird a0 = 0 und nP = an 
00 

für n = l, 2,. . . sowie (1- z)-P-1 = Z bnzn, also. 
n=l 

bn = ( n t p) gesetzt, so ist i; > 0, s»; divergent und es 
an nl nP+1 p + l + n strebt-=------- ·-- - - -+I'(p+l). 
bn (p + 1) · · · (p + 1 + n) n 

00 
1 

00 
1 (\1-zj)P+l Endlich ist Z bn / z In: _2; bnzn [ = --'------'- < l(_P+I. 

n=O · 
1 
n=O 1- J Z / 

6. Es ist 
c,:; c,:; 00 

Z anzn = (1-z) Z Snzn = s + (1- z) Z (sn - s)zn. 
n=O n=O n=O 

Wird also Vn (sn - s) = Sn mit Sn - 0 gesetzt (n> 1), so 
genügt es, zu zeigen, daß 

J; 1 c~\ 1 z 1n 
(*) 1 (1- z) J; ~~zn 1 < J 1- z 1 . n=loo tn . , 0 

n=lVn Vl-Jzl Zbn/z/n 
n=l 

strebt. Hierbei wurde 



§ 16. Verhalten von Potenzreihen usw. 111 

V
- l _ = _i bn j z In, also bn = (-1r(-½) 1-1 z I n=1 n 

gesetzt. Nach K II, § 6, 3. Beispiel, (6), ist bn > 0, und 
bn :::-' il 1 , also 2:bn divergent. Nach Aufg. 1 strebt also 

vnn 
der zweite Faktor in (*) gegen 0. Es bleibt also zu zeigen, 

daß I 1 -= ~ L für alle z =l= 1 in der in der Aufgabe genannten 
Vl-lzl 

Ellipse beschränkt bleibt. Es ist aber für diese z = x + iy 
j 1- z 1

2 (1- x)2 + y2 (1- x)2 + cX2 (1- x2) 
--=--- <--;:====- 

1 - 1 z 1 1 - v x2 +. y2 = 1 - V x2 + a2 (1 - x2j · 
Für X--++ 1 strebt dies --+ 

1 
2
cX

2 

2• .Mso bleibt der Aus 
-cX 

druck beschränkt für die genannten z. 
An Stelle der in der Aufgabe genannten Ellipse kann 

natürlich auch ein Kreis genommen werden, dessen Radius 
< 1 ist und der den Einheitskreis in + 1 von innen berührt. 

Wegen einer Vertiefung dieser Aufgabe vgl. F. Lösch, 
Mathcmat. Zeitschrift 37 (1933), S. 85-89 und W. Meyer 
König, Mathemat. Zeitschrift 46 (1940), S. 571-590. 

7. a) fi(z) ist eine gewöhnliche Potenzreihe mit dem 
Radius 1, die in z = + 1 konvergiert. Also ist nach dem 
Abelschen Grenzwertsatz (I, § 11, Aufg. 10) 

lim fi(z) = 1 + -1 - ½ + } + -~- - } + + - · · · = s. 
(Bekanntlich ist s = } log 2; Beweis?) Der Limes der 
Funktion für z--+ + 1 stimmt also mit dem Werte der dar 
stellenden Reihe für z = + 1 überein. 

b) Für I z 1 < 1 ist die Reihe für flz) absolut konvergent, 
darf also umgeordnet werden: 

00 zn 
'2(z) = 2) (- l)n-l _=log (1 + z). 

n=l n 
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Daher ist lim fh) = log 2. Der Wert der Reihe für z = + 1 
ist aber wieder = s = } log 2, also von dem Limes der 
Funktion für z- + l verschieden. 

8. Die vorgelegte Funktion ist 

= ~ [(l -z)-i+l - (t - z)H1]. 

Der Entwicklungskoeffizient von zn ist gleich dem imagi 

nären Teil von (- l)n (- in+ 1), also seinem Betrage nach 

kleiner als der Betrag dieses Binomialkoeffizienten. Dieser 
Betrag ist aber (vgl. § 5, Aufg. 5) für n > 2 

= ncff 1) V(i ~;Af(, ~ ~~) ·~·(l + (n ~2~). 
Da für n- oo die Wurzel einem endlichen Grenzwert zu 
strebt (s. K II, § 2, Satz 4), so folgt hieraus die Behauptung. 

§ 16. Analytische Fortsetzung von Potenzreihen. 

1 W ffi'() ~ 1 1 . ffi(li'() (lc-1)! . egen ·1-" z = ~zn=- = --1st-1-J c, z =--- .. 
n=I 1-z (1- z)'• 

Demnach lautet die Entwicklung an der Stelle z1: 

$(z1) + J; !_ (~-- Z1)n = ~(z1) + ~ (z -_~1). 
1,.~1n 1-z1 1-z1 

Wegen 11 - z11 = 1 ist der Radius wieder= 1, so daß ins 
besondere z2 in das Innere des neuen Kreises fällt. - Wegen 

d$(z-z1) L ~(z--z1)n-l 1 az 1 - z1 = 1 -· zl · /,..~\ , - - z1 = 1 - z 

. dk (z - z1) (k - 1) l . . . 1st - $ - - = ---- - und die Entwicklung an der dzlc 1 --- z1, (1 -- z)1·' 
Stelle z2 lautet 
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) (Z2 - Z1) (z - Z2) ~(z1 + ~ -- - + ~ -_ - . 1-z1 .l-z2 
Nach p Schritten findet man an der Stelle Zp = z0 = 0 die 
Entwicklung 

m( (Z2 -Zi) (zp- Zp 1) (z -Zp) 
,p Z1) + ~ - + ... + ~ \- - -~ + ~ ::--- . . 1 - z1 1 - Zp-l 1 - Zp 
Da die neu aufgetretene Potenzreihe == ~(z) ist, so hat sich 
ergeben, daß ~(z) um 1 herum fortgesetzt werden kann, 
und bei der Rückkehr ist nur die additive Konstante 

~(z1) + ~(Z2-Z~)+ ... + ~(zp:---Zp-1) 
1 - Z1 l-Zp-1 

hinzugetreten. Nun rechnet man sofort nach, daß hier 
alle p Argumente einander gleich, also alle = z1 sind. Die 
Konstante ist also 

= p\jl(z1) = v .(1 --e- ';') [1 + ~ + f + · ·I. 
Da dieser Wert nicht von p abhängt, so kann man ihn 
bestimmen, indem man p -+ oo streben läßt; dann strebt 
z1-+ 0, also die eckige Klammer -+ 1, das davorstehendo 
Produkt aber offenbar -+ 2ni. 

2. Ist c das Residuum des Poles, so ist f(z) - c auch 
. z-~ 
111 z0 regulär und somit in einem Kreise / z / < R, dessen 

Radius R >I z0 / = r ist. Setzen wir f(z)- - c_ = J; bnzn, Z-Zo n=O 
so strebt .insbeeondere bnz:;-+ 0. Nun ist aber 

~- = I (----c -)zn und also an= bn-_!! - . z-z0 n=O z~+l z;+i 
Nun sieht man, daß 

Knopp, Aufgabensammlung lf. 8 
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( , I" eo (n + k) 3. Wegen -- = I tk+n+I ist 1-C k=O n 

5+si(C) =n! o; (n+I mit bn = (~) a0 + (~) a1 + · · · + (:) an- 

Ihr Radius e ist gegeben durch 

i = Jim sup Vi(~f~, + (~) a, + ... + (:)a. 1· 
Betrachtet man nun die Kreisschar I C 1 = 1 z : 1 i =IX> 0, 
so liegen diese für a < ½ ganz im Einheitskreise, während 
sie für a > l über diesen hinausragen. Es sei nun f(z) die 
durch die Reihe 5-+s(z) und ihre (vom Nullpunkt aus) gerad 
linigen Fortsetzungen definierte Funktion. Dann liefert 
der größte jener Kreise (d. h. derjenige, der dem größten 
a-Wert entspricht; als sein Inneres ist der den Nullpunkt 
enthaltende Teil der Ebene anzusehen, welches für a > 1 
auch den Punkt oo enthält), der noch frei von singulären 
Stellen der Funktion f(z) ist, durch seinen a-Wert gleich 
falls den Radius e von s_isi(,). Also ist ½ < e < + oo. 

4. Der Punkt+ 1 ist offenbar dann und nur dann singu 
lär, wenn der Kreis a = ½ der größte der in der vorigen 
Aufgabe genannten Kreise ist; also dann und nur dann, 
wenn 

Jim sup VI (~) a, _; • · + (:) a.1 = 2 
ist. Und der Punkt ist also dann und nur dann regulär, 
wenn dieser lim sup < 2 ist ( da er ja nicht > 2 sein kann). 
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ü. a) Hier handelt es sich um 

n 

lim sup VI(~) t) + • · • 1 ( l)n(:) . 
Da der Radikand = (1 - l)n = 0 ist, ist der lim sup = 0 
< 2, also die Stelle + 1 regulär. (Die dargestellte Funk- 

tion ist ja = :L_! - = C, also eine ganze Funktion von C) . . +z 
h) Hier handelt es sich um 

II 

lim sup VI(~)-½(~)+ { G)- ... + ~ -:); (:) 1 · 

Der Radikand ist hier die ntc Differenz der Folge 1, -}, ~-, ... , 

also (wie man leicht nachprüft) = -1 
1
. Der lim sup ist n+ 

also -= J. Die durch die Reihe dargestellte Funktion ist 
also in dem zur Schar gehörigen Kreise m(z) >- i, spe 
ziell in + 1 regulär. Die „größeren" Kreise enthalten den 
Punkt oo, so daß die Funktion in ihnen nicht mehr regulär 
ist. · 

6. WiT dürfen annehmen, daß alle an z O sind und 
der Radius vonZanzn gleich 1 ist; dann ist für gegebenes 
c > 0 unendlich oft an > (l - s yi. Ist n = rn ein solcher 
Index, so ist 
2

vm (2rn) ( 2rn) - -(2rn) v2m (2rn) - - - 0 ao+···+ m am+···+ 2rn a~m> rn (1-s)m. 

Wogen (
2rn),...,., ·v·22m (vgl. K IJ, S. 46/4 7) hat also unsere 
m rcm 

Wurzel als lim sup einen Wert > 2, also ist er = 2. 
8* 
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7. Nach dem zu I, § 11, Aufg. 3 bewiesenen Satz ist 
+ 1 eine singuläre Stelle für die Funktion cp(z). Also ist 
die Taylorsche Entwicklung von cp(z) um die Stelle + {, 
d. h. die Reihe 

eo m(v)(1-) 
zr-~-(z-½)" 

i•=O v! 
für die reellen z > 1 divergent. Wegen cp(v)(½) = ITT(f(v)(l)) 
ist also auch die Reihe 

oo f(v) (1) 
Z ·- ~ (z-1)'' 
v=o vl 

für alle reellen z > 1 divergent. Also ist f(z) in + l sin 
gulär. 

§ 17. Analytische Fortsetzung beliebig gegebener 
Funktionen. 

1. Offenbar nicht, denn sie ist in x = 0 nicht differen 
zierbar. Oder: Für x > 0 ist F(x) = x, also fortsetzbar 
und F(z) = z ist die Fortsetzung. Analog ist F(x) auch für 
x < 0 fortsetzbar, und die Fortsetzung ist F'(z) = - z. 
Eine Funktion kann aber nicht auf zwei verschiedene 
Arten fortsetzbar sein (s. K I, § 22, Satz 2). 

2. Nicht im Sinne von K I, S. 92, daß es also ein die 
Strecke - 1 < x < + 1 in seinem Innern enthaltendes 
Gebiet @ und eine dort reguläre Funktion f(z) gäbe, deren 
Werte längs der genannten Strecke mit den dort gegebenen 
Werten übereinstimmen. Denn als Fortsetzung käme, wie 
der Werteverlauf auf O < x < + 1 lehrt, nur e-l:zl in Be 
tracht; diese Funktion ist aber in O wesentlich singulär. 

3. Nach I, § 9, Aufg. lf. oder aus 1

11 
zn -1 :-::;;; 

1 
1
- · en -zn -e 

für I z j l::: e sieht man zunächst, daß f(z) · in I z 1 < 1 re 
gulär ist. Ist nun C eine primitive Einheitswurzel des Grades 
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g0 · g1 · · • (Jp, (p :?= 0 fest), so ist für O < (! < 1, z = e(, 
eo zYo .. ·Yn eo nYo· .. Yn 
I -=Z~- .. 

11,=P 1-- zYo •.. {/n n=pl - eYo •. ·Yn 

Für (! ->- + 1 wächst dies (positiv bleibend) über alle 
Grenzen. Der fortgelassene Anfang der Reihe ist eine in 
C reguläre rationale Funktion, bleibt also bei z ->- C be 
schränkt. Also ist C für f(z) eine singuläre Stelle. Da die 
Punkte C überall dicht auf I z 1 = 1 liegen, ist f(z) nicht 
über den Einheitskreis hinaus fortsetzbar. 

4. Es sei f(z) für I z 1 < r, r > 0, regulär. Dann lehrt 
(*); daß auch f(2z) für I z 1 < r, also f(z) für I z 1 < 2r regulär 
ist; also auch für I z 1 < 4r, < 8r, ... , also in der ganzen 
Ebene. - Bei der rechten Seite von (*) ist offenbar nur 
Wesentlich, daß hier eine ganze rationale Funktion _von f(z) 
und seinen Ableitungen steht. 

5. Für ffi(z) > 0 folgt aus (t) 
(h) f(z + k + 1) = (z + k) (z + lc-1) · · · (z+ l)z · f(z), 

k> 0 ganz. 
Nun ist f(z + k + 1) für ffi(z) >- k -1 regulär, also auch 
die rechte Seite. Also hat f(z) für ffi(z) >- k-1 keine 
andern singulären Stellen als Pole 1. Ordnung in 0, -1, 
- 2, ... , -- k. Für die Umgebung von - k hat f(z) die 

Form _rk - + fk(z), wenn rk das Residuum in z=-k und 
z + 7c 

f k(z) eine in - k reguläre Funktion bedeutet. Aus (t-J-) 
folgt nun für z ->- - k: 

(-l)k 
f(l) = (- l)k k! rk, rk = kT f(l). 

. 6. Es sei z0 ein Punkt von m. ~ sei ein Kreis um z0, der 
111 @ liegt und ro genau zweimal trifft. Das von ~ um 
schlossene Gebiet wird dann durch ro in zwei Teile @1 und 
®2 zerschnitten, deren Ränder ~1 und ~2 heißen mögen. 



118 V. Kapitel. Analytische Fortsetzung. 

Nun gilt, wie man sich ohne Schwierigkeit zurechtlegt, 
die Cauchysche Integralformel (K I, § 16) auch in diesem 
Fall, in dem man von f(z) nur weiß, daß es innerhalb der 
( aus einem Kreisbogen und endlich vielen Strecken be 
stehenden) Randkurve regulär ist und längs derselben 
stetige Randwerte annimmt. Danach ist für ... ein z aus Q\ ~- (~ )f f(C) dC = f(z), l . (~,)/' f(C)_ d( =-= 0. 

2m . C - z 2n1, . C - z 
. L (l\:)f /(() 

Also ist f(z) = 
2 

. r d'- Analog zei~t man, daß ni s-z 
diese letzte Formel auch für jedes z aus <M2 gilt. Nach K I, 
§ 16 definiert das Integral aber eine in jedem Punkt des 
von ~ umschlossenen Gebietes reguläre Funktion. Also ist 
f(z) auch in z0 regulär. (Gilt die Behauptung auch für all 
gemeinere Wege m ?) 

7. Nach I, § 5, Aufg. 9, bei der statt des Einheitskreises 
natürlich auch ein Streckenzug als Randkurve betrachtet 
werden könnte, bilden die Randwerte eine längs lt> stetige 
Funktion. Der Satz der vorigen Aufgabe vollendet nun 1111- 
mittelbar den Beweis. 

8. Nein I Denn das in Betracht gezogene Gebiet ist 
nicht einfach, sondern zweifach zusammenhängend. Vgl. 
hierzu § 18, Aufg. 7. 

9. Die durch. w3 - 3w = z definierte algebraische Funk 
tion (vgl. § 19, Aufg. 4d) ist dreideutig und hat in+ 2, - 2, 
oo V erzweigungspunkte. In + 2 hängen nur das 1. und 
3. Blatt zusammen, das zweite liegt schlicht; in - 2 da 
gegen hängt das 1. und 2. Blatt zusammen, während das 
dritte schlicht verläuft. Wählt man für (M den Kreis I z 1 < 4 
und für f(z) einen der drei in der Umgebung von z0 = 0 
regulären Zweige dieser Funktion, dann kann f(z) auch 
nach + 2 und - 2 fortgesetzt werden. Denn liegt der 
gegebene Zweig f(z) im 1. Blatt, so führt eine Umkreisung 
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von - 2 in das 2. Blatt, in welchem man nun ungehindert 
nach + 2 gelangen kann. Liegt f(z) im 3. Blatt, so führen 
aufeinanderfolgende Umkreisungen von + 2 und - 2 
wieder in das 2. Blatt, in dem man wieder nach + 2 gehen 
kann. Liegt f(z) im 2. Blatt, so kann man sofort nach + 2 
gehen. Analog für - 2. Nach jedem andern Punkt von 
® gelangt man auf jedem Wege, der± 2 vermeidet. 

10. Der Beweis verläuft genau wie der des Monodromie 
satzes selbst (s. K I, § 25). Nur hat man jetzt einen Punkt 
erst dann als „singulär", d. h. als Hindernis für die Fort 
setzung anzusehen, wenn weder die Funktion noch auch 
die zu ihr reziproke in den betreffenden Punkt hinein fort 
gesetzt werden kann. 

11. Der Beweis geht wieder ebenso, nur hat man, wenn 
ein Punkt C die Fortsetzung hindert, den in O < / z - t / < ö 
sich ergebenden Wertevorrat durch eine Laurent-Ent 
wicklung darzustellen. 

VI. Kapitel. 
Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flächen. 

§ 18. Mehrdeutige Funktionen im allgemeinen. 
1. Offenbar ja: z.B. log z in 1 < / z 1 < 2. - In einem 

einfach-zusammenhängenden Gebiete dagegen nicht, wie 
dies ja gerade die Behauptung des Monodromiesatzes ist 
(R I, § 25). 

2. a) (z -1) Vz hat in dem Punkte + 1 eines jeden der 
beiden Blätter den Wert 0. b) (ez - 1) Vz hat in den Punk 
ten z = 27cni, 7c = Q, ± 1, ± 2, . . . beider Blätter den 
W ert 0. c) In allen Punkten zweier übereinanderliegender 
Gebiete natürlich nicht, weil dann die auf den beiden 
Blättern ausgebreiteten Funktionszweige überhaupt iden 
tisch wären, diese Blätter also nicht als zwei verschiedene 
Blätter hätten konstruiert werden dürfen. 
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z z 
3. a) Zwei eindeutige Funktionen, nämlich e2und-~\ 

deren Wertevorräte also auf zwei völlig getrennt verlaufen 
den Blättern auszubreiten sind. 

b) Eine zweideutige Funktion, deren Wertevorrat also 
auf einer zweiblättrigen Fläche auszubreiten ist. Diese ist 

in den Punkten (2k + l)i, (k=0,±1, ± 2, ... ), verzweigt. 

Eine Umlaufung eines dieser Punkte führt stets von dem 
einen in das andre Blatt. 

c) Zwei eindeutige Funktionen, nämlich + cos z und 
- cos z. (Grund: Alle Nullstellen des Radikanden sind 
Nullstellen 2. Ordnung.) 

d) Zwei eindeutige Funktionen; denn alle Pole und alle 
Nullstellen des Radikanden sind von der 2. Ordnung (letz 
tere wegen f.J'(½w) = 0). Die Wurzel liefert also in der Um 
gebung jedes Punktes der Ebene zwei eindeutige Funk 
tionen. Nach § 17, Aufg. 10 haben wir also für die ganze 
Ebene zwei eindeutige Funktionen. 

o) Wenn die beiden Nullstellen von f.J(z) -~- über deren 
Lage man im allgemeinen nicht viel aussagen kann - ge 
trennt liegen, so erhalten wir eine zweideutige Funktion. 
Hat aber f.J(z) nur eine Nullstelle 2. Ordnung im Parallelo 
gramm (was nur eintreten kann, wenn gJ(z) für -}w oder 
½w' oder l(w + w') verschwindet), so erhalten wir, wie 
bei d), zwei eindeutige Funktionen. 

f) Unendlich viele eindeutige Funktionen, nämlich 
z + 2kni, k = 0, ± 1, ± 2, ... 

g) Eine unendlich vieldeutige Funktion mit Vorzwei 
gungspunkten in 0, ± n, ± 2n, ... 

h) Eine eindeutige Funktion, wie die Potenzreihenent 
wicklung zeigt. 

4. Man wähle einen bestimmten Weg f0 von O nach z0• 
Der erhaltene Integralwert sei J0. 
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Jeder andre in der schlichten z-Ebene verlaufende Weg 

l von O nach z0 kann in der Form (f - f0) + f0 geschrieben 
werden, d. h. als geschlossener Wog von O nach O und von 
hier längs f0 nach z0• Es handelt sich also nur darum, das 
Integral längs geschlossener Wege auszuwerten. Ein solcher 
Weg kann nun (wofern er ± 1 vermeidet), ohne daß der 
Integralwert sich ändert, zunächst durch eine Aufeinander 
folge von „Schleifen'' ersetzt worden, d. h. durch Wege, die 
von O bis in die Nähe von + 1 (bzw. -1) führen, diesen 
Punkt einmal umlaufen und zurück nach O gehen. (Durch 
Betrachtungen analog denen in § 1, Aufg. G läßt sich dies 
in .aller Strenge zeigen.) Beachtet man, daß nach Um 
laufung von ± 1 die Wurzel ihr Zeichen ändert, daß das 

,,Schleifenintegral" um + 1 den Wert 2 J V-!~ - = n, 
u 1-x2 

, dasjenige um -1 den Wert -n hat, und zwar gleichgültig, 
ob man die Schleife positiv oder negativ durchläuft ( !), 
so sieht man, daß zwei nacheinander durchlaufene Schleifen 
entweder 2n oder O oder-2n liefern. Haben wir also eine 
gerade Anzahl Schleifen, so ist das Integral über die ganze 
geschlossene Kurve = 2kn, k = 0, ± 1, ± 2, . . . Ist die 
Anzahl ungerade, so ist es gleich 2kn + n. Im ersten Falle 
kehren wir nach O mit dem Ausgangswert der Wurzel zurück, 
im zweiten mit dem entgegengesetzten. Daher ist der Wert 
des längs f genommenen Integrals 

= 2lcn + J0 bzw. 2kn +n -J0. 

]für z0 = ± 1 wird, wenn f0 geradlinig genomm en wird, 

J 0= ±~; für z0 = oo wird das Integral divergent. 2 
z.u dz p 

:>. a,) / 11 _ = J! _ 1 
j 1/z 

z Zu 

71 - ' 
Vz 1 

falls hier die dem Blatt en t- 
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11 }' 

sprechenden werte von vz;; bzw. V l genommen werden. 
Zo 

b) flogzdz=[z(logz-L)]z~, wenn logz0 und log 1 

J 

analog wie bei a) genommen werden. 
6. a) Nach I, § 11, Aufg. 4d ist f(z) in I z 1 < 1 regulär, 

aber über den Rand I z 1 = 1 nicht fortsetzbar. Nach § 20, 
Aufg.13 nimmt f(z) in j z j < 1 keinen Wert mehr als ein 
mal an. Da f(O) = 0, ist also im übrigen f(z) =1= 0. Daher 

ist f(z) in I z 1 < 1 regulär und =j:: 0, und folglich werden 
z 

durclivl(:l zwei in I z 1 < 1 eindeutige und reguläre Funk- 

tionen dargestellt. F1(z) = VZ. vf~) ist also eine in 

/ z / < l zweideutige Funktion, deren Riemannsche Fläche 
dasjenige Stück der Fläche für Vz ist, dessen Punkte im 
Innern des Einheitskreises liegen. 

b) Man erkennt ganz analog, daß die Riemannsche 
Fläche für Fiz) dasjenige Stück der Fläche für log z ist, 
dessen Punkte im Innern des Einheitskreises liegen. 

7. log/(½ z) ist in O < j z j < 2 regulär und verhält sich 
bezüglich der Vieldeutigkeit wie log z; log f (:z) ist in 

1 
0 < 12 z 1 < 1, d. h. in l < 1 z 1 < + oo regulär und ver- 
hält sich bezüglich der Vieldeutigkeit wie log ~- Also ist 

z 
Gi(z), die Summe beider, in ~ < j z 1 < 2 eindeutig und 
regulär. (Genauer: Der Ausdruck für Gi(z) definiert un-4 
endliche viele eindeutige reguläre Funktionen, die sich 
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aber nur um additive Konstanten der Form 2kni unter 
scheiden.) Sie ist überdies über die Ränder des Ringes 
nicht fortsetzbar. Auch Gz(z) ist in demselben Ringe re 
gulär, über dessen Ränder nicht fortsetzbar, ändert sich 
aber, wenn innerhalb des Ringes einmal um die innere Kreis 
scheibe I z 1 < ½ herum im positiven Sinne fortgesetzt wird, 
um 4ni. (Vgl. hierzu Aufg.1 und§ 17, Aufg. 8.) Die Rie 
mannsche Fläche für Gz(z) ist also derjenige Teil der Fläche 
für log z, für dessen Punkte z die Beziehung ½ < 1 z 1 < 2 
gilt. 

§ 19. Mohrdeutige, insbesondere algebraische 
Funktionen. 

Vorbemerkung zu Aufg.1 und 2. Die Aufgaben 
lassen sich ganz einheitlich und einfach behandeln. Bei 
allen Funktionen ist sofort zu übersehen, wieviel-deutig 
die Funktion ist, wieviel Blätter also die Riemannsche 
Fläche hat, wie sich die verschiedenen Werte der Funktion 
für dasselbe z unterscheiden (so daß mit Hilfe eines der 
Werte sofort alle hingeschrieben werden können), und 
welche Punkte a, b, . . . als etwaige Verzweigungspunkte 
allein in Betracht kommen. Man nimmt nun eine der Viel 
deutigkeit entsprechende Anzahl von Exemplaren der z 
Ebene, markiert in ihnen die als Verzweigungspunkte in 
Betracht kommenden Punkte (zu denen auch oo zu rechnen 
ist) und verbindet sie in irgendeiner Reihenfolge, den letzten 
mit oo. Alle Verbindungen etwa geradlinig, doch so, daß 
sie einander nicht schneiden, was durch Änderung der 
Reihenfolge oder der Verbindungslinie stets möglich ist. 
Längs dieser Verbindungen schneidet man die Exemplare 
auf. Auf einem ersten Exemplar wählt man nun einen 
nicht auf dem Schnitt gelegenen Punkt z0, entwickelt einen 
Zweig der Funktion ( die sich dann in z0 regulär verhält) für 
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die Umgebung von z0 und setzt dieses Funktionselement 
über die Ebene fort, ohne den Schnitt zu überschreiten. 
Dadurch wird allen Punkten des Blattes ein Funktionswert 
zugeordnet; längs der Schnittränder erhält man noch stetige 
Randwerte, - aber an beiden Ufern im allgemeinen ver 
schiedene. Die Belegung der übrigen Blätter ist nach der 
oben gemachten Bemerkung von selbst gegeben. Ebenso 
sieht man, wie sich die Belegungen der beiden Ufer des 
selben Schnittes unterscheiden. Man legt nun die Blätter 
in bestimmter Reihenfolge übereinander und heftet die 
gleichbelegten Schnittränder zusammen. 

Das geschieht im einzelnen so: Die Vieldeutigkeit 
der Funktion kommt in den folgenden Aufgaben ausschließ 
lich durch das Verhalten von arc (z - a), arc (z - b), ... 
zustande. Dies Verhalten ist aber, sofort zu überschauen, 
wenn man mit z Kurven durchläuft, die in der Nähe der 
Schnittränder bleiben und bestimmte der Punkte a, b, ... 
umschließen, die andern draußen lassen. Dann wird sofort 
klar, wie sich die Funktionswerte an beiden Schnitträndern 
unterscheiden; denn allgemein vermehrt sich arc (z - z1) 
um + 2n, wenn z1 im positiven Sinne umlaufen wird. Hier 
nach sind die Schnittränder der verschiedenen Blätter an 
einanderzuheften. 

Für die Bezeichnung dieses Zusammcuheitens setzen wir 
noch folgendes fest: Überschreitet man in der Nähe von et 
einen bestimmten von a ausgehenden Schnitt in solcher 
Richtung, daß a zur Linken liegt, und ist dabei Blatt 1 an 
Blatt a1, Blatt 2 an Blatt a2, ..• zu heften, so drücken wir 
dies durch die diesem Schnitt zuzuordnende Symbolik 

(1 2 . ") 
,(Xl lX2 · · •' 11, , 

aus. Geben wir so die Art des Zusammenheftens an allen 
Schnitträndern an, so ist die Fläche fertig. 
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1. a) Drei Blätter. Je ein dreiblättriger Verzweigungs 
punkt in a und oo. Übereinanderliegende Funktionswerte 
unterscheiden sich nur um den Faktor wk mit 7c = 0, 1, 2 

2ni'. 

und w = e a . Ist im ersten Blatt w, im zweiten ww, im 

dritten w2w angeheftet, so sind die Blätter gemäß (~; ~t 
zusammenzufügen. 

b) Drei Blätter. Je ein dreiblättriger Verzweigungspunkt 
h1 a und oo. Einmaliger Umlauf um abringt den Faktor co2 
hinzu. Heften wir demnach im ersten Blatt w, im zweiten 

~ · d · 4 . • d „ ß (1 2 3) w w, 1m ritten w w = ono an, so 1st wie er gema 2 3 1 a 

zusammenzufügen. Die Fläche ist dann mit der vorigen 
identisch. Aber man darf auch ono im zweiten, w2w im 

dri h f d . "ß (1 2 3) itten an e ten; ann 1st gema 3 1 2 a zusammenzu - 

heften. 
c) Drei Blätter. Etwaige Verzweigungspunkte a, b, oo. 

Übereinanderliegende Funktionswerte unterscheiden sich 
nur um wk. Heften wir im 1., 2., 3. Blatt bzw. w, ono, w2w 

au, so ist längs des _Schnittes a ... b gemäß (~ : ~t zu 
sanunenzufügen; denn bei Umkreisung von a vermehrt sich 
arc (z - a) um + 2n, während arc (z - b) sich nicht ändert. 
lJ mkreist man a und b gleichzeitig, •SO vermehren sich 
arc (z - a) und arc (z - b) um + 2n, ihre Differenz bleibt 
also ungeändert. In jedem einzelnen Blatt ist der Schnitt 
für sich zu schließen, der Schnitt b ... oo fällt also fort, 
00 ist kein V erzweigungspunkt, die Blätter liegen dort ge 
trennt übereinander. (Man veranschauliche sich dies bei 
der Zahlenkugel.) Wir haben also eine dreiblättrigo Fläche 
mit zwoi dreiblättrigen Verzweigungen in a und b. 
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d) Wir beginnen genau wie bei c). Längs a ... b ist 
. d .. ß (1 2 3) 1·· b b „ß (1 2 3) wie er gema 2 3 1 n, angs ... oo a er gema 3 1 2 b 

zusammenzuheften. Wir erhalten eine dreiblättrige Fläche 
mit drei dreiblättrigen Verzweigungen in a, b, oo. 

e) Genau wie bei d), wenn man statt oo den Punkt c 
einführt. In oo verlaufen die Blätter getrennt, oo ist jetzt 
kein Verzweigungspunkt. 

f) Dreiblättrige Fläche. Mögliche Verzweigungen in ai, 
a2, ••• , ak und oo. Analoge Erwägungen wie bei c) und d) 

lehren, daß längs a1, ... a2 die Blätter gemäß G; ~L, 
1.. ..ß (1 2 3) 1·· ••ß angs a2 •.• a3 gema 3 1 2 a/ angs a3 .•. a4 gema 

'12 3) (1 2 3 a3 

zusammenzuheften sind. Dieser dritte Schnitt 

(12 3) fällt also fort. Längs a4 ••• a5 ist wieder gemäß 2 31,a, 
zusammenzufügen usw. Der Punkt oo ist dann und nur 
dann Verzweigungspunkt (der Schnitt ak ... oo also nicht 
fortzulassen), wenn 7c nicht durch 3 teilbar ist. 

g) Sechs Blätter. Mögliche Verzweigungen in a, b, c, oo. 
Die 6 Funktionswerte an einer regulären Stelle z unter 
scheiden sich dadurch, daß bei der Kubikwurzel u./", bei 
der Quadratwurzel (-1) als Faktor hinzutreten kann. Ist 
also w1 ein Wert der Kubikwurzel, w2 ein solcher der Quadrat 
wurzel, so heften wir an das 1. bis 6. Blatt der Reihe nach 
die Werte W1 + W2, WW1 + W2, W2W1 + W2, W1 -W2, 

ono; - w2, w2w1 - w2. Umkreist man a allein, so ändert 
. h ( ) l t 1·· b ·•ß (12345 6) sie nur arc z-a ; man 1a angs a... gema 2 315 6 4 a 
zusammenzufügen. (Man sieht, daß die drei ersten und 
die drei letzten Blätter je in einem „dreigliedrigen Zyklus" 
zusammenhängen, d. h. durch alleiniges Umkreisen von a 
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bleibt man stets in der einen oder stets in der andern der 
beiden Blättergruppen.) Umkreist man a und b gleichzeitig, 
so vermindert sich der arc des Radikanden der Kubikwurzel 

2 1.. b . t l .. ß (1 2 3 4 5 6) um n; angs ... c 1s a so gema 312 6 4 5 b zusammen- 
zufügen, was wieder 2 drcigliedrige Zyklen ergibt. Um 
läuft man alle 3 Punkte gleichzeitig, so verhält sich die 
Kubikwurzel wie eben, aber die Quadratwurzel ändert 

h d Z . h Al . t 1.. ..ß (1 2 3 4 5 6) noc as 010 cn. . so 1s angs c ... oo gema 6 4 5 3 1 2 c 
zusammenzufügen. Wir haben also eine sechsblättrige 
Fläche mit 4 Verzweigungen in a, b, c, oo. Indem man auch 
b, c und oo einzeln umkreist, ergibt sich noch genauer, 
daß in a und b je 2 dreiblättrige Verzweigungspunkte über 
einanderliegen; die ersten 3 und die letzten 3 Blätter bilden 
je einen Zyklus. In c liegen 3 zweiblättrige Verzweigungs 
punkte übereinander; das 1. und 4., das 2. und 5. sowie 
das 3. und 6. Blatt bilden je einen zweiblättrigen Zyklus. 
In oo hängen alle 6 Blätter zusammen und bilden dort einen 
einzigen sechsgliedrigen Zyklus. 

h) Eine n-blättrige Fläche. Die Funktionswerte unter- 
2ni 

scheiden sich um Potenzen von w = e n als Faktoren. 
Heften wir demgemäß w an das l. Blatt, ww an das 2., 
• .. , wn-1w an das nt0, so lehren die gleichen Erwägungen 
W. b. h d ß 1·· b ••ß (1' 2' ... , n - l, n) 10 1s er, a angs a . . . gcma 2 3 1 , , , ... , n, (1, 

la„ b ••ß (1, ... , n-2, n-1, n) d 1 .. ngs ... c gema un angs 3, ... , n, 1, 2 b 

c ... oo gemäß (4
1' 25' · · ., n3) zusammenzuheften ist. Wir 

' l • • ., C 

erhalten also 4 n;blättrige Verzweigungspunkte in a, b, 
c'._ eo. - Eine positive Umkreisung von a oder b oder c 
fuhrt jedesmal in das folgende Blatt (auf das nte „folgt" 
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natürlich das 1 te), eine positive Umkreisung von oo ( d. h. 
eine solche, die oo zur Linken läßt) führt vom kten Blatt 
ins (k - 3)te. 

2. a) Unendlich viele Blätter. Verzweigungen in a 
und oo. Breiten wir in einem .mullten" Blatt gemäß der 
Vorbemerkung einen Zweig der Funktion aus, den wir mit 
w bezeichnen, so ist in den andern Blättern w + 27cm:, 
k = ± 1, ± 2, ... anzuheften. Die Blätter lassen wir 
durch den Wert von k numeriert sein und legen die mit 
größerem k über die mit kleinerem k. Die Blätter sind dann 

gemäß (k ! lt zusammenzuheften. Die Fläche ist offen 

bar wie die von log z gebaut, nur daß die V erzweigungen 
in a und oo statt in O und oo liegen. 

b) Unendlich viele Blätter. Etwaige Verzweigungen in 
a, b und oo. Funktionswerte wieder w + 2kni, k = 0, 
± 1, ± 2, ... , die entsprechend im kten Blatt angeheftet 

werden. Dann ist längs a ... b wieder gemäß (1c ! 1t, 
längs b ... oo aber gemäß (k ! 2t zusammenzufügen, da 

sich bei gleichzeitiger Umkreisung von a und b sowohl 
arc (z - a) als arc (z- b) um 2n vermehren. 

c) Ähnlich wie bei b). Da aber bei gleichzeitiger Um- 

kreisung von a .und b sich arc (: ;) nicht ändert, sind 

längs b ... oo in jedem einzelnen Blatt für sich die Ränder 
zusammenzufügen. In oo liegt kein V erzweigungspunkt, 
alle Blätter verlaufen dort getrennt. 

d) log (1 + z2) = log (z - i) (z + 'i) nach b) zu erledigen. 
1 

i i+ z 
e) arc tg z = -

2 
log -. ~ nach c) zu erledigen. i-z 
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3. a) Wegen z1

: = eilogz genau die Fläche für log z. 
Einmalige positive Umlaufung des Nullpunktes versieht 
den Funktionswert mit dem Faktor e-2n:. 

b) Ebenso. Der hinzutretende Faktor ist e-2ß:rr1-2,,m·, 
wenn n = (X + iß gesetzt wird. 

!3 

4. a) w = Vz + 1. Die Fläche ist nach Aufg. 1a zu 
konstruieren. 

b) Es ist w =} (z + V(z-=--. 2) (z + 2)). Wir haben also 
nach K II, § 12, eine zweiblättrige Fläche mit Verzwei 
g1rngen in + 2 und - 2. Einmalige Umkreisung genau 

eines dieser Punkte führt von w zu - w +- z = 2:_, zwei- 
'IV 

malige also zurück nach w. 
An Stelle dieser direkten Behandlung kann auch die 

folgende treten: Die (implizit) vorgelegte Funktion ist 
] 

invers zu z=z(w)=w +.::_,die in Bi,§ 12, genau untersucht 
w 

ist (mit vertauschten Buchstaben). Läuft w geradlinig von 
-- oo nach -1, so läuft z ebenso von - oo nach - 2. 
Geht w weiter von -1 längs der oberen Hälfte des Ein 
heitskreises nach + 1, so geht z von - 2 geradlinig weiter 
nach + 2. Geht w endlich von + 1 geradlinig nach + oo , 
so geht z ebenso von + 2 nach + oo. Hiernach (vgl. § 20, 
Aufg. 3 u. 4, und Bi, § 9) wird das Gebiet I w 1 > 1 der 
oberen Halbebene auf die obere e-Halbebene abgebildet. 
Ebenso erkennt man ( oder einfacher nach dem Spiegelungs 
prinzip Bi, § 10), daß das Gebiet I w 1 < 1 der oberen Halb 
ebene auf die untere z-Halbebene abgebildet wird. Wir 
denken uns nun an jeden Punkt z der z-Ebene denjenigen 
Wert w angeheftet, für den dies z erhalten wurde. Es ist 
<lies einer der beiden Werte der vorgelegten Funktion 
w ·-= w(z), und zwar derjenige, für den ,0(w) > 0 ist. Die 

Knopp, Aufgabensammlung IT. f) 
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beiden Strecken - oo · · • - 2 und+ 2 • • · + oo erscheinen 
dann doppelt belegt. Wir schneiden demgemäß die e-Ebone 
längs dieser Strecken auf und belegen beide Ränder. (Oder 
man belegt die beiden z-Halbebenen einzeln und heftet sie 
längs der allein gleichbelegten Randstrecke - 2 · · • + 2 
aneinander.) 

Genau ebenso ( oder wieder durch Spiegelung an der 
reellen w-Achse) erkennt man, daß auch die untere w-Halb 
ebene auf ein ebensolches e-Blatt abgebildet wird. Nur wird 
jetzt der innere Halbkreis des w-Einheitskreises auf die 
obere und der äußere auf die untere z-Halbebene abge- 

. bildet. Auch in diesem z-Blatt heften wir an jede Stelle z 
denjenigen Wert w, für den dies z erhalten wurde. 

Beide z-Blätter legen wir übereinander und heften sie 
mit den gleichbelegten Schnitträndern, also einfach „über 
Kreuz", aneinander, was die Fläche vollendet. - Ist an 
einem Punkte z des einen Blattes der Wert w angeheftet, 
so erhält man den am gleichen Punkt z des andern Blattes 
angehefteten Wert, indem man w erst am Einheitskreise, 
dann den erhaltenen Punkt an der reellen Achse spiegelt. 

Es ist also der Wert \ 
w 

c) Wir verfahren wie bei der vorigen Aufgabe, unter 
suchen also zuerst die inverse Funktion z= z(w) = wn+ w-11 

Nach den Erörterungen zur vorigen Aufgabe ist sofort klar: 
Betrachtet man (man mache sich wieder ausführliche. 

S.kizzen) den Sektor O < arc w <; und durchläuft w den 
Rand des außerhalb I w 1 = 1 gelegenen Teiles desselben, 
in oo beginnend und so, daß das Innere dieses Gebietes 
zur Linken bleibt, so durchläuft z die reelle Achse von links 
nach rechts, Durchläuft w ebenso, bei O beginnend, den 
Rand des innerhalb I w 1 = 1 gelegenen Teiles des Sektors 
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RO durchläuft w die reelle Achse von rechts nach links. 
Also wird - die Begründung ist genau die gleiche wie bei 
b) - der ganze Sektor ein-eindeutig auf ein genau solches 
z-Blatt abgebildet, wie es bei b) betrachtet wurde. In genau 

gleicher Weise werden die Sektoren (lc - 1) ?!. < arc w n 
n < k -, k-= 1, 2, ... , 2n auf ebensolche e-Blätter abge- 
n 

bildet, die wir nach dem Werte von 7c numerieren. In jedem 
Punkt z jedes Blattes denken wir uns nun wieder den Wert 
w angeheftet, für den dies z erhalten wurde. Diese 2n 
Blätter legen wir übereinander ( das erste etwa zu unterst) 
und heften sie mit den gleichbelcgten Rändern aneinander. 
Die Figur in der w-Ebene, in der die Halbstrahlen arc 10 

= (k -1) ~, k = J, 2, ... , 2n, abwechselnd die beiden 
n 

Strecken + 2 ... + oo und - 2 ... - oo liefern (jede 
doppelt), lehrt nun sofort, daß das erste z-Blatt längs 
- oo ... - 2 mit dem zweiten Blatt, längs + 2 ... + oo 
mit dem (2nY,en Blatt aneinander zu heften ist. Allgemein 
ist jedes Blatt mit ungerader Nummer längs - oo ... - 2 
mit dem folgenden, längs + 2 ... + oo mit dem voran 
gehenden aneinanderzuheiten. Bei gerader Nummer ist 
es umgekehrt zu machen. Nach der in den Vorbemerkungen 
zu Aufg. 1 und 2 angegebenen Bezeichmmgsweise sind also 
längs der Schnitte - 2 ... - oo bzw. + 2 ... + oo die 
2n Blätter gemäß 

(
1, 2; 3, 4; ; 2n - J, 2n ) 
2, l; 4, 3; ; 2n, 2n - 1 (-:l) 

( 
1; 2, 3; ; · 2n - 2, 2n •-1; 2n)· 
2n; 3, 2; ; 2n-1, 2n-2; l (+2) 

a,neina,nderzuheften. Eine gleichzeitige positive Umkreisung ~· 



132 VI. Kap. Mehrdeutige Funktionen u. Riemannsche Flächen. 

beider Punkte, oder also eine negative von oo, führt von 
Blatt 1 nach Blatt 3, von 3 nach 5, ... , von 2n -1 nach J, 
und ebenso von 2 nach 4, ... , von 2n - 2 nach 2n, von 2n 
wieder nach 2. Während in + 2 und - 2 je n zweiblättrigc 
Verzweigungspunkte (n zweigliedrige Zyklen) übereinander 
liegen, liegen in oo umgekehrt zwei n-blättrigc Verzwei 
gungspunkte (zwei n-gliedrige Zyklen) übereinander. (Daß 
sich diese Zyklen in der beschriebenen Weise durchsetzen, 
stört natürlich gar nicht. Vgl. K II, S. 91, Fußnote.) 

d) Wir betrachten ähnlich wie bei den beiden voran 
gehenden Aufgaben zunächst die inverse Funktion z = z(w) 
= w3 - 3w. Um zu erkennen, welche Gebiete der w-Ebene 
auf die obere und untere e-Halbebene abgebildet werden, 
setzen wir w = u + iv, was 
ffi(z) = u(u2 - 3 v2 - 3) und 0(z) = v(3 u2 -- v2 - 3) 

liefert. z wird also reell für v = 0 und für u2 -· ;1 v2 = l. 
Die reelle Achse und diese Hyperbel zerschneiden nun die 
w-Ebene in 6 Gebiete, die wir folgendermaßen numerieren: 
Zwischen den Hyperbelästen unten 1, oben 1'; in der 
rechten Hyperbel oben 2, unten 2'; in der linken oben 3, 
unten 3'. (Man mache sich wieder eine ausführliche Skizze!) 
Läßt man nun w den Rand dieser Gebiete durchwandern, 
stets in oo beginnend und so, daß das umlaufene Gebiet 
jedesmal zur linken liegt, so findet man, daß die unge 
strichenen Gebiete die obere, die gestrichenen Gebiete die 
untere z-Halbebene liefern. Wir nehmen demgemäß drei 
z-Blätter, zerschneiden sie längs der reellen Achse und nennen 
die oberen Halbebenen 1, 2, 3, die unteren 1', 2', 3'. An 
jeden Punkt z jeder dieser Halbebenen heften wir denjenigen 
Wert w an, dessen Bild er bei der beschriebenen Abbildung 
ist. (Für jedes z ist dies eine bestimmte der 3 Wurzeln von 
w3 - 3w - z = 0.) Die Blätter 1, 1' sind dann, wie die 
Figur in der w-Ebene sofort zeigt, längs der Randstrecke 
- 2 ... + 2 gleiohbelegt und werden demgemäß znsarnrnen- 



§ 20. Begriff und allgemeine Theorie. 133 

geheftet, so daß also ~ oo ... -- 2 und + 2 ... + oo 
Schnitte bleiben. 2 und 2' sind längs derjenigen Randstrecke 
gleichbelegt, die für l < w < + oo erhalten wird, also 
längs - 2 ... 0 ... + oo, und werden demgemäß dort zu- 
sammengeheftet; - oo - 2 bleibt Schnitt. Ebenso 
sind 3, 3' längs - oo 0 ... + 2 zusammenzuheften; 
+ 2 ... + oo bleibt Schnitt. Die Figur in der w-Ebene 
lehrt nun sofort weiter, wie noch diese drei e-Blätter zu 
sammenzufügen sind. Das 1. und 2. Blatt über Kreuz längs 
- - oo ... - 2, das 1. und 3. Blatt längs + 2 ... + oo, 
sonst nichts. In der bisherigen. Bezeichmmgsweise hängen 
also die Blätter längs - oo ... - 2 bzw. + 2 ... + oo gemäß 

(1 2 3) (l 2 3) 
2 1 3 c-2) bzw. 3 2 1 (+:i) 

zusammen. Je ein Blatt verläuft also glatt. .Umkreist 
man beide Punkte gleichzeitig im positiven Sinne ( oder 
also oo allein im negativen Sinne), so geht das l. ins 2., 
<las 2. ins 3., das 3. ins 1. Blatt über; in oo hängen also alle 
3 Blätter in einem einzigen Zyklus zusammen. 

e) Ersetzt man w durch iw und zugleich z durch - ie, 
1:,9 geht der vorgelegte Zusammenhang zwischen z und w 
ü1 wa - 3w - z = 0, also in den in d) besprochenen über. 
Man hat also gegenüber d) nur in der z- und w-Ebene je 
eine Drehung um ± }n auszuführen, um die jetzige Lage 
zu überblicken. 

VII. Kapitel. 
Konforme Abbildung. 

§ 20. Begriff und allgemeine 'l'lteoric. 
W1 -Wo J. a) Um arc , d. h. der Vektor von z0 nach z1 
Z1-Zo 

ist im positiven Sinne um diesen Winkel zu drehen, um 
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dem Vektor von w0 nach w1 parallel und gleichgerichtet w 
werden. 

l
'W -W' 

b) Im Verhältnis 1 01. 
Z1 -Zo 

2. Nach den allgemeinen Vereinbarungen K l, § ;J~ 
und Bi, § 3, dann und nur dann, wenn 1: f(z) die Umgebung 
von z0 konform auf die des Nullpunktes abbildet. Hat f(z) 
einen Pol der Ordnung ß in z0, so hat 1:f(z) dort eine Null 
stelle der Ordnung ß. Konformität findet also dann und 
nur dann statt, wenn der Pol von f(z) in z0 von der J.. Ord- 

nung ist. b) Hier haben wir l: / (~) bei z' = 0 zu prüfen. 
z 

Hat aber f(z) ü1 z = oo einen Pol der Ordnung ß, so hat 
diese neue Funktion in z' = 0 eine Nullstelle der Ord 
nung ß. Konformität findet also dann und nur dann statt, 
wenn der Pol von der J. Ordnung ist. c) Konformität findet 
dann und nur dann statt, wenn z = oo eine 10o-Stelle der 
J . Ordnung ist. 

3. Satz und Beweis sind sehr ähnlich den in Bi, § 9 
gegebenen. Es sei@' die Menge der Werte w = f(z) für die 
z aus @ und auf ~- Es sei eo ein Randpunkt dieser Menge. 
Dann gibt es eine Punktfolge ( wn) in @', die ->- ü> strebt. 
Es seien die Zn so gewählt, daß f(zn) = Wn· Sie liegen in 
@ oder au] ~ und haben daher dort mindestens einen 
Häufungspunkt (. Es muß f(C) = o> sein. Daher kann 
( nicht innerhalb ® liegen, da sonst eine volle Umgebung 
von C auf eine volle Umgebung von c,> abgebildet würde; 
oJ sollte aber Randpunkt sein. Also liegt C auf~ und folglich 
o> auf ~1

• Dann hat aber @' überhaupt keinen Punkt 
außerhalb ~1

• Denn läge etwa Wo aus @' außerhalb ~' und 
ist ,p ein Polygonzug, der w0, ohne ~' zu treffen, mit oo 
verbindet, so müßte, da f (z) in @ beschränkt ist, auf ,p ein 
Randpunkt von@' liegen, was unmöglich, da µ die Kurve 
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~' nicht trifft. Also liegt @' ganz innerhalb und auf ~'. 
Ist nun w1 ein beliebiger Punkt innerhalb [', so ist 

_ 1 ((r');· dw 1 ([) ( f'(z) . 
l - 2ni w - w

1 
= 2-;;t . ) f(z) _:__ w;dz, 

d. h. io1 wird von f(z) innerhalb ~ genau einmal ange 
nommen. ®' füllt also das Innere von (f' genau einmal aus. 
(Der noch denkbare Fall, daß ein z inner halb @ sein 
Bild w auf dem Rande [' von @ hätte, ist durch den Satz 
von der Gebietstreue [Bi, § 1] ausgeschlossen.) 

4. Man erledigt diese Erweiterungen des vorigen Satzes 
durch geeignete Transformationen mittels reziproker Ra 
dien. - a,) Es gehe zunächst nur ~' durch oo. Auch dann 
teilt~' die Ebene in zwei Gebiete und @' liegt wieder nur 
in dem einen der beiden. Sei w1 ein Punkt im Innern des 
andern und B > 0 so gewählt, daß @' und lf' ganz außer- 

R2 
halb I w - w1 1 = B liegen. Setzt man nun w = --- , 

W-W1 
so erhält man statt (f' eine ganz im Endlichen liegende 
Kurve I'', auf die nun der Satz der vorigen Aufgabe ange 
wendet werden kann. - War z0 der Punkt von ~, der nach 

11 . B2 
• 1·· d oo geworfen wurde, so so J ctzt 1- - m z0 regu ar un (z)-W1 

-::: 0 .sein. Das bedeutet aber, daß f(z) in z0 nur einen Pol 
ha,bm1 durfte. - b) Geht auch [ durch oo, so führt eine 

2 

rl'ransformation der Form C = - r auf den bisherigen z-z1 · 

I,'aU zurück. Die Voraussetzung der Regularität in dem 
auf ~ gelegenen Punkt oo ist also gemäß K I, § 32 zu ver 
stehen. Spielt eo jetzt die Rolle des in a) benutzten Punktes 
.io, so darf f(z) in oo nur einen Pol haben. 
, 5. Es sei z0, Zv ••• , Zn eine Einteilung von I wie in K I, 
§ 8, es sei f(z,.,) = w11 und also w0, 11\, ... , Wn eine Einteilung 
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der stetigen Kurve r; endlich sei M eine Schranke von 
1 f'(z) [ längs f. Dann ist wegen 

1 io; - Wv-1. I = 1 f t(z)dz • < 1 e, - z11_1 1 · M 
1 Z1,-l 

z I w; - Wv-11 zugleich mit z I z; - Zv-l, 1 beschränkt. 
Da man sich leicht überzeugt, daß jede Einteilung von 
f' auf diese Art erhalten werden kann, so ist l' rektifizierbar, 
also ein Weg. - Nach§ 4, Aufg. 2, kann genauer ui; - w11_1 
= (z1, - z11_1) · f'((~) gesetzt werden, wo (:, einen Punkt 
bedeutet, der bei Verfeinerung der Einteilung sich gleich 
mäßig für alle v dem Punkte z; nähert. Bezeichnet also 
(v irgendeinen Punkt auf dem Stück z11_1, ... , z11 des Weges 
f, so ist 

n n 
lim Z \ Wv-Wv-1 I = lim s I Zv-Zv-1 l · I f'(Cv) 1 
n-+o:i v=l ,,:-+o:> 1·=·1 

und folglich im Sinne von § 4, Aufg. 3 
f' = (f) f I f' ( z) 1 · \ de . 

OJ 

G. In I z \ < r sei f(z) = Z anzn. Führt man die für 
11 0 

eine Reihe z + a2z2 + · · · in Bi, § 19, S. 94/95 angegebene 
Rechnung für den jetzigen Fall durch, so erhält man ganz 
analog 
J ((!) = ( 1 al \ 2 (! 2 + 2 1 a2 1

2 (24 + . ' ' + n I an 1
2 (! 2 n + · · · )n · 

Die etwaigen Nullstellen von f'(z) bedeuten für die Trans 
formationsdeterminante des Doppelintegrals (Bi, S. 94) 
nur, daß sie an ( endlich vielen) isolierten Punkten 0, sonst 
stets > 0 ist. Man kann daher den Kreis in endlich viele 
Teilbereiche so zerlegen, daß für jeden einzelnen Teil die 
Abbildung schlicht und also die Transformation des Doppel 
integrals nach den klassischen Sätzen der Integralrechnung 
erlaubt 1st. - Gilt die Formel bzw. inwieweit gilt die Formel 
auch noch für e = r? 
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7. Das Verhältnis ist = [(e) und strebt also ->-1 a1 12• 
. e2n 

Nach den Ausführungen zur vorigen Aufgabe gilt dies auch 
für a1 = 0. 

8. a) Nach Aufg. 5 gleich dem längs I z 1 = r genom 
menen Integral .f I f'(z) 11 dz /. 

b) Nach .L\ufg. 6 und Bi,§ 19, gleich dem über die Kreis 
scheibe I z 1 < r der xy-Ebene erstreckten Flächenintegral 
f I f'(z) l2dxdy. 

· c) == Richtungswinkel der Tangente an den Kreis+ Ver- 

drehung = arc z + i 1- arc f'(z) = arc (iz f'(z)). 
d) Definitionsgemä13 ist, wenn z = rei<V gesetzt wird, 

die Krümmung gleich der Ableitung der Tangentenrich 
tung nach tp ; dividiert durch die Ableitung der Bildbogen 
länge nach rp. Die Tangentenrichtung ist nach c) 

-= arc (i z f'(z) = 0(log ie f'(z)). 
Ihre Ableitung nach 'P ist also 

( 
d dz) (z f"(z) + f'(z) . ) =.: 1 - (log iz f'(z)) · := 0 - - · iz ~ dz · dcp z f'(z) 

( 
f"(z)) 

== ITT 1 + z f'(z)- . 

Die Ableitung der Bildbogenlänge nach rp ist nach a) 
= 1 f'(z) 1 · 1 z 1 (Beweis?). 

Also ist die gesuchte Krümmung 

( f"(z)) 
~H 1 + z f'(z) 

/zf'(z)/ 

9. Da bei den Fragen a), c) und d) nur die Regularität 
für / z ) = r in Betracht kam, so ändert sich hier gar nichts. 
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b) Ist f(z) = a0 + ~1 + ~! + · · · für I z / 2 r, so ist das z z 
Bild dieses Gebietes identisch mit dem Bilde von I z' 1 < I r 
durch die Funktion cp(z') = a0 + a1z' + a2z'2 + · · ·. Nach 
Aufg. 6 ist also der Inhalt des Bildes 

= (1a112 + 2 I a2 l2 + ... + n t u~I~ + .. ·)n. 
r2 r4 r2n 

10. Da cp(() eine ein-eindeutige Abbildung vermitteln 
soll, ist cp'(() =l= 0 in 1 ( 1 < 1, also die inverse Funktion 
{J)(w) innerhalb @ regulär und ihre dortigen Funktions 
werte sind dem Betrage nach «; 1. Daher ist {J)(f(z)) = F(z) 
in I z 1 < 1 regulär, und es ist dort I F(z) 1 < 1. Endlich ist 
F(O) =(/)(Wo)= 0. Die Anwendung des Schwarzsehen 
Lemmas auf F(z) liefert, daß I F(z) 1 < 1 z I ist in I z 1 < :1, 
und daß das Gleichheitszeichen nur eintreten kann, falls 
.P(z) für ein festee x die Form e=e hat. Ist nun I z /=Se< J, 
so ist dort auch I F(z) ~ 1 z / < e und folglich liegt cp(F(z)) 
--= f(z) in @0, und zwar in seinem Innern, außer wenn 
F(z) = eiaz, also f(z) = cp(eiaz) ist. 

] 1 D h ( ) - tÖoZ + Wo Z -1 . 
___ . urc w = cp z = z + i = - u0 z + 1 + W0 

wird j z / < Lauf @, d. h. auf ffr( w) > 0 so abgebildet, daß 0 
nach Wo kommt. Der Kreis / z 1 < e geht dabei in einen Kreis 
rd. .. b d .. b d S k l - e · l + Q · \Ve u er, er u er er trec e u01-- +'Wo· .. u0 - +'Wo · +e 1---e 
als Durchmesser steht. Ist also f(z) eine in I z [ < 1 reguläre 
Funktion, _?cren dortige Werte in @ liegen, so liegen sie 
sogar in ~\, falls I z 1 < e ist. W egcn der angegebenen 
Lage von Q\) ist die Behauptung damit schon bewiesen. 
Das Gleichheitszeichen kann nur bei f(z) = ((J(eiaz) gültig 
sein. 
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· l2. Da der Radius des Kreises @ gleich Jguo ist so 
(J 1-e2 , 

ist offenbar 
2 (! U0 2 f.2 U 'Vo-- -~< ,S f(z) < v + --0 
t--e2- - o -1 --e2 

lllld 

1 f(z) 1 < 1 U,o + i'Vo 1 + _t':l_e ~o') . . -rr 
13. Es sei I z1 1 < J1 1 z2 f < J und z1 =!= .i2• DanJJ ist 

f(z2) - f(z1) 
-· - =-= al + ui Z2 + Z1) + ... 

Z2-Z1 . 

+ un(z~-J + z~-2z1 + • • • + z1
:-

1
) + .... 

Also / f(z2) - /(zi) 1 > f a~ 1- 2 f a2 j '-- 3 / a3 / - · · · :2:: 0 
Z2-Z1 

und somit f(z1) ::p f(z2). - Die Funktion f(z) aus§ 18, Aufg. G 
bietet ein. Beispiel zu diesem Satz. 

14. Ist lim fn(z) = f(z), so ist f(z) jedenfalls innerhalb @ 
regulär. Es seien z1 und z2 in ® gelegen und z1 z2• Die 
Holge der Funktionen fn(z) - fn(z1) konvergiert, und zwar 
gleichmäßig in jedem Teilgebiet ®', gegen die Funktion 
f(z) - f(z1). Nach dem Satz aus § 5, Au:fg. 4, hat diese 
Hunktion keine andern Nullstellen in ® als die dortigen 
Jfäu:fungsstellen von Nullstellen von fn(.z) -- fn(z1). Diese 
Funktionen verschwinden aber wegen der Schlichtheit 
der fn(z) nur für z == z1. Also ist f(z2) - f(z1) ::p 0. 

15. Ist f(z) ungerade, so ist (l(z))2 eine gerade Funktion, 
also eine in / ( / < 1 reguläre Funktion von C = z2• Es sei 
~f(z))2 = cp((). Diese Funktion ist wieder schlicht. Denn 
I~t I C1 1 < 1, 1 (2 j < 1, (1 :::/= C2, so ist, wenn z1 und z2 je 

' eine. Quadratwun;cl aus (1 und (2 bedeutet, auch z1 :::/= ± z2, · 

also f(z1) :::f= ± f(z2) und folglich ·cp(C1) cp((2). Wendet 
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man nun auf cp(() die Bi, S. 11.6 bewiesene Ungleichung 
an, so folgt für I C 1 < 1 

__ LfJ - < 1 (;-) 1 < 1 c 1 

(1 + IC 1)2 = cp s = (1-1 C \)2• 
Führt man wieder z und f(z) ein, so steht die Behaup 
tung da. 

16. Sind w = f (z) und w = cp(z) zwei Funktionen, die 
beide die in der Aufgabe beschriebene Abbildung leisten, 
und ist z = q5(w) die zu w = cp(z) inverse Funktion, so bildet 
f(q5(w)) einen Kreis um O so auf einen andern Kreis um 0 

· ab, daß der Mittelpunkt fest bleibt. Daher ist nach Bi, 
§ 5, 4 

f(qj(w)) = c · w, d. h. f(z) = c · cp(z). 
Der Vergleich der Ableitungen in z = a zeigt, daß c = + 1 
ist. Die Abbildungen sind also identisch; die Größe des 
Bildkreises liegt eindeutig fest. 

§ 21. Besondere Abbildungsaufgaben. 
1. Bildet man nach I, § 12, Aufg. 20 S't:1 und ~2 auf 

konzentrische Kreise Sr; und $1'2 ab, so gehen die k; in kon 
gruente Kreise über, deren Kreisscheiben in dem Ringgebiet 
zwischen Ir] und $1'2 liegen und diese beiden Kreise berühren . 
. Je nachdem· nun der konstante Winkel, unter dem diese 
Bilder der fv vom Nullpunkt aus erscheinen, zu 2n in ra 
tionalem Verhältnis steht oder nicht, wird sich die Kette 
schließen oder nicht. Ist das genannte Verhältnis = p: q 
(p, q ganz und teilerfremd), so schließt sich die Kette mit 
<lern Kreise Iq- - Wie man sieht, ist die Lösung wesentlich 
leichter als die präzise Formulierung der Aufgabe. 

2. Durch eine Translation bringe man zunächst z1 nach 
0 und durch eine nachfolgende Drehung um O den Mittel 
punkt von ~2 auf die positiv-reelle Achse, d. h. man bilde 
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d. Eb d. 1 r I Z2 - Z1 1 1e z-.c, ene urc 1 s = - - (z - z1) zunächst auf eine z2 -z1 
Hilfsebene· ab. Die zu den Schnittpunkten beider Kreise 
mit der reellen Achse simultan konjugierten Punkte (0 und 
(/2 berechnen sich mm als Co= - i2;; und Co=__: 1 ~. 
B . - d. d } C - Co rrngt man iese urc 1 w = - - , nach O und oo, so - C-Co 
erhält man als Bilder von S'r1 und S'r2 zwei Kreise um O mit 

den Radien R1 = .1 und R2 = J. Nun muß~ arc sin R2--=- R1 

n R2 + R1 

eine rationale Zahl E sein. Da sich E = -(1, ergibt, so schließt q q ) 
sich die Kette der f1, stets mit dem sechsten Kreise, wie 
inan auch mit f1 und f2 anfangen mag. 

3. Wegen der Gmppeneigenschaft der linearen Funk 
tionen (Elom., § 19) ist jedes z(n) eine lineare Funktion 
von z. Diese haben offenbar Iür jedes n wieder dieselben 
Fixpunkte, Die quadratischen Gleichungen (Elem., § 20) 
cnz2 + (dn - an)z - bn = 0 haben also für jedes n die 
selben Wurzeln wie c z2 + (d - a)z - b = 0. Daraus folgt 
die Behauptung. - Bringt man nach I, § 12, Aufg. 21 die 
Abbildung auf die Fixpunktnormalform, so läßt die zu dieser 
Aufgabe gegebene ausführliche Lösung (s. auch Elem., 
§ 20) sofort erkennen, wie eine n-maligc Wiederholung der 
selben Abbildung wirkt. 

4. Wir legen ein räumliches r; 17(-Koordinatensystern 
so, daß die r;- und die 17-Achse bzw. mit der ::c- und der 
Y-Achse der s-Ebene zusammenfallen und daß die (-Achse 
in O senkrecht auf der e-Ebone steht. Dann lautet die 
Gleichung der Zahlenkugel ~2 + 172 + C(C - l) = 0 und 
die Gleichungen der Geraden vom Nordpol durch den 
Kugelpunkt ~0170(0 lauten in Parameterdarstellung 
~ - ~o(1 r- t), ·11 'lloU + t), ( :-c Co+ (Co - l )!. Für 
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i = (0:(1-(0) wird C = 0 uni! folglich ist, wenn wir noch 
den Index O unterdrücken, 

t 
;);= 1-(' 

d,, ~ (1_-J)_df + td( .1,- (1-()2 ' 

'lj 
'// --= ' 1-(' 

Die Konformität der Abbildung verlangt nun, daß die 
vom Punkte z = x + iy der z-Ebcne und vom Punkte ~ 17( 
der Kugel ausgehenden Linienelemente in den beiden 
Flächen in einem Verhältnis zueinander stehen, das nur von 
der Lage des Punktepaares und nicht von der Richtung 
des Linienelementes abhängt. Es ist aber, wenn noch diP 
Kugelgleichung berücksichtigt wird. 

dx2 + dy2 = (dt2 + dr;2 + d(2):(1 -()2, 
worin der Beweis der Behauptung liegt. 

5. Benutzen wir A und ß als Parameter, so ist, wenn wir 
noch den gemeinsamen Faktor R überall fortlassen, 

t = cos ß cos A, 'IJ = cos ß sin A, ( = sin ß 
die Gleichung der Kugel. Hiernach ist 

d;2 + dr12 + d(2 = dß2 + cos2 ß dJ2. 
Und ganz direkt ergibt sich 

d 2 . d 2 - dJ 2 dß2 - d;2 + dr;_~ + d(2 
x + y - + cos2 ß -- cos2 ß ' 

was die Konformität beweist. · 
ß. Durch z' = 4z + 1 wird der Beginn des Schnittes 

nach O und der bisherige Nullpunkt nach + 1. verlegt. 
z" = VI= V4z + 1 macht aus dem neuen Gebiete die 
rechte Halbebene, falls wir den Hauptwort der Wurzel 

h D l z" - l . l 1 · ·rr 1 b b 1· ne men. . urc 1 1{' = ;, Wll'c < rns0 a o enc au 
z 1-- 1 
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den Einheitskreis der w-Ebenc abgebildet. Also leistet ehr 
n'nn ktion 

oder z = io 
(1-w)2 

das Verlangte, da sie überdies in z = 0 verschwindet und 
ihre Ableitung dort = 1 ist. - Es ist dies diejenige Ab 
bildung, der bei vielen Fragen (Bi, § 22) eine Sonderrolle 
zukommt. 

7. Die Gleichung kann in der Form 

a('1,o + _2b )2 ::- z + b2 -_±ac 
a 4Q 

geschrieben werden. Setzt man also 

J!a(w + :a)= w', z + b2· 4a4ac = z', 

80 ist einfach w'2 = z', w' = ]/.i zu untersuchen. Wfr haben 
also eine zweiblättrigc Fläche mit den Verzweigungen in 

b2 -4ac - und oo. Geht z in den ersten dieser Punkte, so 4a 
geht w nach - !_; umlauft ihn z einmal, so geht w' in - w', 

2a 

d. h. w in - u• _!!__über, also in denjenigen Punkt, der zu 
a 

b 
''" spiegelbildlich in bezug auf den Punkt - -2- gelegen ist. 

((, 

8. Durch z'-= z + 2 wird der Schnitt in die negativ-reelle 
z-2 

AchHe gebracht, z" = Vt macht daraus die rechte Halb- 
ebene, w z'' - 1 . . . . , . - .. aus 1hr den Einheitskreis. Es 1st also 

z" + 1 
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V~+2_J_ 
z-2 '/{) = --- - ---- -vz}"~ + l z--2 

1 
oder z = w + 

w 

Dabei ist der Hauptwert der Wurzel zu nehmen; mit dem 
andern Wurzelwert wird die Abbildung des gegebenen Be 
reiches auf das Äußere des Einheitskreises geleistet. (Vgl. 
Bi, § 12.) 

9. Ist z' = x' + iy' Spiegelbild von z = x + 1;y am Ein 
heitskreis, so liefert 

, 1; cos t :); = - y' 
x2 + ?J-2 - 2a(l __=._ cos t)' 

oder 
, l l 

2 
t 

X + -- = -- cts - 
4a 4a O 2' 

?/ sin t 
x2 + i12 2a(f-~-~ cos l) 

1 l 
v'2 = ctg2 
·' 4a2 2 

oder endlich y'2 = ~ (x' + 1-) das Spiegelbild der Kar- 
a 4ci 

dioide. Dies ist also eine Parabel mit dem Brennpunkt in 0, 

dem Scheitel in - 
4
1 . Dom Äußern der Kardioide ont- 
a 

spricht das Innere der Parabel, das --- wenn wir die Akzente 

wieder weglassen - durch ;s(VZ) < 2~ a' va > 0, definiert 
werden kann. Dieses Parabelinnere wird nach 1, § L3, 

Aulg. 14 durch tg'( ::r_ä Vz) auf das Innere eines ~;in 

heitskreises abgebildet. Daher werden das Äußere der Kar 
dioide in der e-Ebene und das Innere des Einheitskreises 
in der 1.0-Ebenc durch 
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(nVaVT) an2 
w = tg2 2i z bzw. z = 2 (i + Vw). 

log -- _ 
i-Vw 

aufeinander abgebildet. 
10. Sind w = 2a und -iw' = 2ß positiv, so wird durch 

tJ(z I a, iß) nach § 14, Aufg. 7 das Rechteck O < x < a, 
0 < y < ß auf die untere Halbebene abgebildet. Nehmen 
wir also a = 4, ß = 2, so bildet; tJ(z + 2 + i 1 4, 2i) das 
vorgelegte Rechteck auf die untere Halbebene ab. Also 
wird es durch 

tJ(Z + 2 + i 1 4, 2i) + i w= -- -- -- tJ(Z + 2 + i 1 4, 2i) - i 

auf den Einheitskreis der w-Ebene abgebildet. 
11. Wir werden zeigen, daß durch das Integral 

Z 2 2 
w = J t- 3 (1 - t)- 3 dt bei geeigneter Wahl der Bestimmung 

0 
des Integranden die obere e-Halbebeno auf ein gleichseitiges 
Dreieck der w-Ebene abgebildet wird. Dazu haben wir nur 
arc t und arc (1 - t) so festzulegen, daß sie eindeutig und 
stetig bleiben, solange 3(t) > 0 bleibt (bei t = 0 und' + 1 
natürlich nur als Grenzwerte). Das ist offenbar der Fall, 
wenn wir festsetzen, daß stets 

0 :S: arc t :S: + n und - n < arc (1 - t) < 0 
genommen werden soll. - Ist nun zunächst z = x, 0 < x <1, 
so ist, geradlinig genommen, 

X 2 2 
w ~ ( t- 3 (l - t) - 3 dt. 

ö 

Es bewegt sich w also, wenn x von Obis 1 wächst, von O an 
monoton nach rechts bis zum Punkte 

Knopp. Aufgabensammlung IT. 10 
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1 _ 2 2 

w = s = f t :l (1 - t)- :i dt. 
u 

[Der Wert dieses Eulerschen Integrales erster Gattung 
läßt sich bekanntlich durch die I'-Funktion geschlossen 
angeben. Es ist S = (I'(-§))2: rm.J - Ist jetzt Z = X, 

1 < x < + oo~ so setzen wir, da die Integrale bei O und 
1 stetig bleiben, 

X ') •) 

w = s + f t- 3 (1 - t) - 3 dt. 
l 

') 

Jetzt ist aber arc (1- t) = -n, und also (1- t)- 3 
+ 2 · 2 =e 3:m(t-1)--3,sodaßwir 

2~~ X 2 2 
w = s + e 3 f C 3 ( t - l) - a dt 

l 

erhalten. Das neue Integral ist wieder positiv und wächst, 
wenn x von + 1 nach + _ oo geht, monoton von O bis zum 

00_2 _2 1 
Werte [ t 3 (t-1) :3 dt, der sich durch t = u wieder als 
= s zu erkennen gibt. Also bewegt sich w von + s aus auf 
dem Strahle mit der Richtung -N n um die Strecke s, gelangt 

,, . ni 
also bis zum Punkte s (1 + e 3 ni) = se3. - Ist endlich 
z = - x und x > 0, so ist auf dem geradlinigen Wege von 
0 nach z jetzt arc t = n, arc (1- t) = 0 zu setzen. Setzt 
man noch / t / = r, so wird jetzt 

<) • X 2 2 
w = - e- 3nif r - 3 (1 + r)- :i dr. 

0 

Geht also x von O nach + oo, so ist auch dies neue Inte 
gral positiv und wächst monoton von O bis zum W ertc 
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(X) ') ') t J r - 3 (1 + r )- 3 dt; für den sich durch r = . wieder 

0 1-t 
der Wert s ergibt. Also bewegt sich, wenn z von O nach 

2ni ni 

- oo läuft, w von O in der Richtung von - e -3 = e 3 
:ni 

~ um die Strecke s, gelangt also wieder zum Punkte se 3• 
Durchläuft also z im positiven Sinne die ganze reelle 

Achse, so umläuft w im positiven Sinne das gleichseitige 
m: 

Dreieck mit den Ecken 0, s, s e 3• Also umläuft 
1 z - 2 - 2. 

w = - J t :i (1- t) 3 dt = f(z) 
s ü 

das vorgelegte Dreieck. Die durch dies Integral in der ab 
geschlossenen oberen Halbebene eindeutig definierte Funk 
tion f (z) bildet also diese Halbebene auf das vorgelegte 
Dreieck ein-eindeutig und, von den Stellen 0, 1, oo abge 
sehen, auch konform ab. Die inverse Funktion leistet also 
die in der Aufgabe verlangte Ab1!ildung. 

12. a) Die Vieldeutigkeit kommt durch die Pole des 

( 2:ni) 
Integranden in :l, cv, cv2 zustande t» = e 3 , in denen die 

Residuen = }, ~
2 

und f sind. Die Ableitung f{(z) ver 

schwindet im Endlichen nur in O und von der 1. Ordnung; 
die Umgebung des Nullpunktes wird also nicht schlicht ab 
gebildet, die dortigen Winkel werden verdoppelt. In der 
[Jmgcbung von oo ist fi(z), da der Integrand dort von der 
2. Ordnung verschwindet, eindeutig und in oo selbst regulär 
(vgl. § 7, Aufg. 8). Wir zerschneiden daher die Ebene nur 
längs der drei Strecken von O nach 1, von O nach cv und von 
0 nach cv2• Wir lassen nun z die sechs Schnittränder so 
durchlaufen, daß die Ebene zur Linken liegt. Lassen wir 
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1) z längs des oberen Schnittrandes von O nach 1 laufen, 
so dürfen wir w mit O beginnen lassen; es geht dann auf der 
negativ-reellen Achse nach - eo. Da man zu den gegen 
überliegenden Punkten desselben Schnittes durch einmalige 
negative Umlaufung des Poles + 1 mit dem Residuum 
} gelangt, so sind die dortigen Werte w je um - 2ni • { 
größer. Geht also 2) z von + 1 längs des unteren Randes 
zurück nach 0, so durchläuft w die um - 2;i verschobene 
negativ-reelle Achse zurück bis zum Punkte - ~i- Geht 

jetzt 3) z von O nach w2, so hat die Bahn von z in O den 

Winkel - ~ n; die von w muß daher in - 2;'i den Winkel 

- 1n haben. w geht also jetzt in der Richtung - ; und 

wieder geradlinig (warum?) nach oo. Kehrt 4) z nach nega 

tiver Umlaufung des Poles w2 mit dem Residuum c§" nach 

0 zurück, so durchläuft w dieselben Worte, wie oben, in 

umgekehrter Reihenfolge und um - 2ni i vermehrt, durch 

läuft also die Parallele zur letzten Geraden durch 

2 · l 2 · w 2 . w
2 

d b. d. P 1 h' - m · 3- m-3= m· 3 un 1s zu iesem unkte rn. 

Geht jetzt 5) z vonO nach w, so hat die Bahn von z in O wieder 
einen Winkel von - ~n, die von w also einen solchen von 
- f n, und somit geht w von dem zuletzt genannten Punkte 

in der Richtung + ; wieder nach oo und kehrt, nachdem 
2 

z den Pol w mit dem Residuum ~ negativ umlaufen hat 
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w2 

und G) nach 0 zurückgeht, mit den um - 2 ni · - 
3 

14:9 

ver- 

mehrten Werten zurück, also parallel zur vorigen Richtung 
2 2 

und bis zum Punkte 2niw -2niw = 0. Die Bahn von 
3 3 

w ist geschlossen. Unsere aufgeschnittene z-Ebene wird 
also durch w = fi(z) ein-eindeutig und, von den Punkten 
0, 1, w, w2 abgesehen, konform auf das zur Linken der 
beschriebenen w-Bahn gelogene Gebiet abgebildet. Dies 
besteht aus dem gleichseitigen Dreieck mit den Ecken 

1 w2 
0 - 2ni · -- + 2ni · und drei an· seine Seiten nach ' 3' 3 
außen senkrecht angesetzten Halbstreifen. 

b) Durch die Substitution z = ~ läßt sich Mz) auf fi(z) 

zurückführen. Es ist Mz) = {1 ( ½) + const. 
13. Liegt z in @, so liegt z' = }nz2 in dem Streifen 

1 ,, 
0 < 0(z') < n, also z" = ez' = e2rv in der oberen z" -Halb- 

1 " 
ebene. Aus a wird erst a' = {na2, dann a" = er.1,' = /in:a·, 

II // 

welch letztererWertpositivimaginär ist. Durchz"' = z, -=--~ z '-a" 
erhalten wir den Einheitskreis in der z'"-Ebene; a" ge 
langt nach 0. Es ist 

dz''' dz''' dz'' a'' - a'' ,, 
dz dz" · -dz- = (z" ~ a")2 · z ·nz. 

Für z = a ist dies wegen ä" = - a" gleich ½na'. Also bildet 
J n:z2 1:n;a,2 1 

2 e2 - e2 
w = 1 •• - 1 -. das gegebene Gebiet so auf einen Kreis 

aia eznz· _ ez:n::i' 
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um w = 0 ab, daß a nach O kommt und dort die Ableitung 

= 1 ist. Der Radius dieses Kreises ist= r(@; a) = n 
1

2
a I 

14. a) Ist I a - z0 [ = e < R, so liefert 
- (R2 2) z- a 

w - -e Jl,2 =- (ä :___ Zu) (z _:__ Zo) 
die notwendige Abbildung; z = z0 + R liefert r(@ ; a) 

R
2-e2 D" Fl h . 1 . R . b 1 ·a = - R- . 10 1 äc e 1st a so em . otationspara o 01 , 

das durch die Peripherie I z - z0 1 = R hindurchgeht und 
seinen Scheitel über z0 zu liegen hat. 

b) Ist S{a) > 0, so leistet w = (a - ä) ~ =--a die nötige 
z-a 

Abbildung; z = 0 liefert r(@; a) = 1 a - a 1 = 2 ,S (a). Die 
Fläche ist also eine Ebene, die die z-Ebenc längs der reellen 
Achse schneidet. , 

c) Ist O < ,S(a) < n, so leistet (vgl. Aufg. 13) 
ez-e'J, 

w = e-0(e'1, - e'') - - «-:« 
die nötige Abbildung; z = 0 liefert r(@, a) = J l - eu-a 1 

= 2 sin ß, wenn a = ex + iß gesetzt wird. Die Fläche ist 
eine Zylinderfläche, deren Erzeugende parallel zur reellen 
Achse sind.: 

d) Die Rechnungen in c) und in Aufg. 13 lehren, daß 
1 ( !!.. a2-a2) ½:n:z2 - {na2 

jetzt w = - 1- e 2 ( ) ~ - - e - die nötige Ab- ,,...a 1nz" 1,:n:u2 
·" e2 - e~ 

bildung leistet. Für z = 0 findet man jetzt 
r(@; a) = _;_. \ 1 _ e-i-(ü2-a') / = _2_sincxßn, 

nJal nVcx2+ß2 
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wenn a = a + iß gesetzt wird. Damit ist in den Variablen 
a, ß die Gleichung der Fläche gegeben. 

Man beachte, daß in allen 4 Beispielen die Ordinaten 
der in Rode stehenden Fläche den Grenzwert O haben, 
wenn a an den Rand von @ rückt. 
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