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I. Die Bewegungslehre. 
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G7· 507< ' ;°� ·8O7<85ü Ö0?? °80 8? 08?0„ ä<0·?<' 50 
. pupVüu °( ' ? � 085<k 6 0„ 0·( < °08ü / ' ß / 80 2 °<·�  
? � „ 0? ' }O7 / 0? ä<0·?<' 5 8? . pVgg °( <08;0?ü ' ;°_� 
08? ' ?/ 0·0° y ' ß / 0· ä0( }?/ 0 ! 0?}<� 0? ' ;° / 80 ü ! ·8 
50? E 8°°0?°O7' 3<0?k 

y ' ? ( ' ?? / 80 0<Ö' ! 08 08?0· E 0<<3'7·< "� ? / 0? ' }3 / 0· ä<·0O( 0 
"0·<08;<0? 6 0� ! ' O7<0·? 30°<50°<0;;<0? W08<0? ?0! 0? / 0? 9 ·<°N}?(<0? 
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v85k wk 

' }3<·ä 5< nv85k Vdk T0· °� 0·7' ;<0?0 50! ·� O70?0i C8?80?� }5 507< ! 08 78? 
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Beispiel 1. 2 }° / 0? 2 ?5' ! 0? / 0· 
v85ü w 8°< / 80 v85k V 0?<°<' ?/ 0? / }·O7 c 

2 }3<·' 5}?5 / 0· W08<0? 8„ y ' ß °<' ! 0 s 
u „ 8?, gül . „ „ }?/ / 0· E 050 8„ y ' ß  
°<' ! 0 u ( „ , güw- D „ „ k T80 y ' ß °<ä ! 0ü 
/ 80 „ ' ? / 0· }?! 0=}0„ 0? 2 }3<·' 5}?5 
Ö050? ?8O7< Öä 7;0? Öü ·/ 0ü °8?/ / }·O7 
/ 80 F 0·( ;08?0·}?5 / 0· }·°N·ü ?5;8O70? v85}· 
0?<°<' ?/ 0?k 

y ' ? ! 0„ 0·(< °� 3� ·<ü / ' ß / 80 v' 7·< 8? 
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2. Die gleichförmige Bewegung. 
T0· 08?3'O7°<0 v' ;; / 0· 6 0Ö05}?5 8°< / 0·ü 

/ ' ß / 80 W08<cE 05;8?80 08?0 k J 0·' / 0 8°<k 
T80 v85k D 0·58!< / ' ?? · 

s ds 
, tgcx =V. (1) dt 
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8°< °<0<° / ' °°0;! 0k x° 708ß < / 80 J 0°O7 Ö8?/ 85c c

0
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6 0Ö05}?5 Ö8·/ · ' ;° 5;08O73ö ·„ 850 ! 0� 08O7?0<k 

Beispiel 2. x8? v}ß 5ä ?50· „ ' O7< 8? / 0· ä0( }?/ 0 ~ äO7·8<<0 "� ? 
°O7?8<<;8O7 gü. „ Cä ?50k E 80"80; ( „ ;05< 0· 8? / 0· ä<}?/ 0 � }·ü O( f 

T80 J ' ?550°O7Ö8?/ 85( 08< ! 0<·ä 5< · 
A · gü. 

v , cuc , uüp „ h°(k 

V u 
v „ h°( , uggg I wpgg ( „ h°<ü 

V= Iwüß · v ( „ h°< 
, :~,6 · uüp , Dül p ( „ h°<k 

v85k Dk 

1 }? 8°< 
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ds 

s 

" " r 
/ }·O7c 

t~z' 

l* 
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Beispiel 3. x 8? H30·/ ;05< / }·O7°O7?8<<;8O7 8„ ä O7·8<< ' „ C' °<Ö' 50? l „ h°( 
� }·ü O( ü }?<0· / 0„ ö 08<0· ;3 „ h°( ü 8„ y 8<<0;<·' ! 0<Ö' V „ h°( ü 8„ J ' ;� NN ·}?/ 
p3 „ h°(k 2 ? � }50! 0? 8°< / 80 2 ? � ' 7; ( „ ü / 80 8? )0/ 0„ v' ;; 8? uD „ 8? � }·ü O( 50;05< 
Ö0·/ 0?k 

x ° 8°< 

V „ h°( , ;RÖ9 I fo ( „ h„ 8?ü 
' ;°� 

V' , gügp · v ( „ h„ 8?k 

T ' „ 8< 0·7ä ;< „ ' ? ' }° s , v · t nv � ·„ 0; ;d 3ü · 

(3) 

ä O7·8<< ' „ C' °<Ö' 50?I 
üü }?<0· / 0„ ö 08<0·I 

y 8<<0;<·' ! I 
J ' ;� NNI 

s , uD · gügp · ; , gü- ( „ ü 
8 , gü- k Dh w , uüD üü o 
8 , gü- k \ , wüp i o 
8 , gü- k AgRw , püg üü k 

Beispiel 4. T 80 v' 7·<50°O7Ö8?/ 85( 08< 08?0° J ü <0·� }50° ! 0<·ä 5< 0<Ö' 
V= wgcIcVg ( „ h°<ü / 80 08?0° H0·°� ?0? � }50° °O7Ö' ?( < � Ö8°O70? VD ! 8° pD ( „ h°<ü 
/ 80 08?0° äO7?0;;� }50° � Ö8°O70? l g ! 8° - g ( „ h°<k 2 ? � }50! 0? 8°< / 80 J 0°O7Ö8?/ 85 

k( 08< 8? „ h°( k 
x ° 8°< 

uggg 
v , wpgg · V , güAl . · V „ h°(k nA! d 

T 0„ 50„ ä ß 8°< 3ü · / 0? 

J ü <0·� }5I v , . üw cIc uuü; „ h°( ü 
H0·°� ?0? � }5I v , uAüD cIc u. ü; 
ä O7?0;;� }5I v , u- üD cIc ADüg + 

Beispiel 5. T 80 v' 7·<50°O7Ö8?/ 85( 08< 08?0° H� °</ ' „ N30·° ! 0<·ä 5< 
F u , uAcIc uD ä00„ 08;0?h°<ü / 80 08?0° ä O7?0;;/ ' „ N30·° upcIc AV ä 00„ 08;0?h°< n/ 80 
7ö 70·0? W' 7;0? 50;<0? 3' °< ' }°°O7;80ß; 8O7 3ü · / 80 v' 7·< ?' O7 1 � ·/ ' „ 0·8( ' dk x 8? 
C8?80?°O7833 „ ' O7< up cIc AA ä 00„ 08;0?h°<ü 08? ß � ·N0/ � ! � � < wg cIc wD ä00„ 08;0?h°<k 
2 ? � }50! 0? 8°< / 80 J 0°O7Ö8?/ 85( 08< 8? „ h°(k 

x ° 8°< · 
u. DA 

v , uggg · L " , güDuV · F " „ h°( k t\ ' 

y ' ? 0·7ä ;< °� 3ü · 
H� °</ ' „ N30·I v , püA cIc l ü l „ h°( ü 
äO7?0;;/ ' „ N30·I v , . üA cIc uAüw 
C8?80?°O7833I v , . üA cIc uuüw 
ß � ·N0/ � ! � � <I v , uDüV cIc u. üg 

Beispiel 6. Ü? / 0? 3ü · / 0? 8??0·0? T 80?°< 7' }N<°ä O7;8O7 ! 0?}<� <0? � 08O7?0k 
·8°O70? v' 7·N;ä ?0? / 0· x 8°0?! ' 7?ü Ö� " � ? v85k p 08?0? ' }3 / 80 S ä ;3<0 "0·( ;08?0·<0? 
2 }°°O7?8<< 58! <ü °8?/ / 80 2 O7°0? 5050? ü ! 0· / 0· v85k D }„ - g ° 50/ ·07< / 0·' ·<ü 
/ ' ß / 80 °c2 O7°0 Ö' 50·0O7< ;805< }?/ / 80 <c2 O7°0 °0?( ·0O7< ?' O7 }?<0? 507<k T 80 
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°8?/ ü / 80 50°<·8O70;<0? C8?80? °8?/ 6 0/ ' ·3°� ü 50k Ü ! 0· / 0„ 0850?<;8O70? v' 7·N;' ? 
! 038?/ 0< °8O7 08?0 W}°' „ „ 0?°<0;;}?5 / 0· ä<' <8� ?°' ! °<ä ?/ 0 ! � Ök / 0· C' 50 / 0· 
ä<' <8� ?0? " � „ 2 ?3' ?5 / 0· 6 ' 7?°<·0O( 0 ' ? 50·0O7?0<ü 30·?0· 08? Cä ?5°N·� 38;ü 08?0 
2 ?5' ! 0 / 0· °<ä ·( 0·0?  ·ü „ „ }?50? / 0· 6 ' 7?;8?80 }?/ ä( 8� � 0? / 0· 08? � 0;?0? 
6 ' 7?7ö 30ü / 80 780·k ?8O7< Ö80/ 0·5050! 0? °8?/ k 

T 0· ! 0°°0·0? G! 0·°8O7<;8O7( 08< 7' ;! 0· ! ·8?5< / 0· 2 }°°O7?8<< / 80 1 ' O7<� 08<0? 
„ 8< 50·8?50„ F 0·( 07·k 
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Beispiel 7. 60� 08O7?0< 8? v85k l 
S / 80 ä � ??0ü / 0·  ·08° AB / 80 x·/  
! ' 7? }?/ E.F 08? ä<ü O( / 0· kÜ}N8<0· 
! ' 7?ü °� Ö0·/ 0? / 80 F � ·38?°<0·}?50? 
/ 0· z}N8<0·„ � ?/ 0 . üw„ 8? 3·ü 70· ! 0�! c A._ J ' O7<0<ü ' ;° / 80 60·0O7?}?5 ' }° / 0· 
„ 8<<;0·0? G„ ;' }3� 08< 0·58!<ü Ö0?? / 80 
x·/ 0 °8O7 8? ß ! 038?/ 0<ü / ' 5050? 
. üw „ 8? °Nä <0·ü Ö0?? / 80 x·/ 0 8? A 
°<07<k T0· „ 8<<;0·0 T}·O7„ 0°°0· AB 
/ 0· x·/ ! ' 7? ! 0<·ä 5< Vg A. g ggg 50�  
5·' N78°O70 y 08;0?k W} ! 0·0O7?0? 8°< 
780·' }° / 80 J 0°O7Ö8?/ 85( 08< / 0° C8O7c 
<0°idü 

F 

E 
v85k l k 

y ' k? 0·7ä ;< ' }° J; 08O7}?5 n ud 

, s , Vg A. g ggg k l üVAg _ wgg ggg ( 1 u V t ~ · . üw pg oco k „ ü ä·k 

Beispiel 8. x8? Agg „ ;' ?50· x8°0?! ' 7?� }5ü / 0· ' }3 / 0· 50·' / 0? ä<·0O( 0 
„ 8< / 0· J 0°O7Ö8?/ 85( 08< V , DD ( „ h°< 3ä 7·<ü "0··8?50·< 8? 08?0·  ·ü „ „ }?5 "� ? 
s , Dgg „ Cä ?50 °08?0 J 0°O7Ö8?/ 85( 08< ' }3 V' , AD ( „ h°<k W} ! 0·0O7?0? 8°< / 80 
°� 50?' ??<0 8/ 00;;0 Cä ?50 / 0·  ·ü „ „ }?5k 

2 }3 / 0? 0·°<0? Agg „ / 0·  ·ü „ „ }?5 3ä 7·< / 0· W}5 „ 8< / 0· „8<<;0·0? J 0 
°O7Ö8?/ 85( 08< 

½·(V+ V')= Vg ( „ h°<ü 
0! 0?°� ' }3 / 0? ;0<� <0? Agg „ k 

T80 � }„ T}·O73'7·0? / 0· 5' ?� 0?  ·ü „ „ }?5 0·3� ·/ 0·;8O70 W08< 8°< ' ;°� ?' O7 
v� ·„ 0; nud }?/ nA' d 

t _ wüp · Vgg A wüp · ugg _ wp A uV V _ i g V ; c Vg k AD c· o cc D ' ä 4 

x8?0 50·' / 0 ä<·0O( 0 "� ? / 0·°0;! 0? Cä ?50 / }·O7;ä }3< / 0· W}5 8? / 0· W08< 

< to , wüp k Dgg , wA l °( 
DD o k 

T80 8/ 00;;0 Cä ?50ü / 80 / 0„ v' 7·N;' ? � }5·}?/ 0 50;05< Ö0·/ 0? „ }ß ü 8°< °� „ 8< 

8' 6 s · t 6 Dgg · ]
w
Dg
A

• V ü] ll g „ k 
<° ül 

Ü? / 0·°0;! 0? E 08°0 Ö80  ·ü „ „ }?50? Ö8·( 0? ' }O7 08?� 0;?0 5·� ß 0 ä<085}?50? 
/ 0· ä<·0O( 0k 

6 08 08?0· T·07! 0Ö05}?5 }„ 08?0 ' ;° 30°< 50;<0?/ 0 2 O7°0 }?<0· 
°O708/ 0< „ ' ? / 80 G„ ;' }350°O7Ö8?/ 85( 08< 8·50?/ 08?0° H}?(<0° / 0° 
! 0<·0330?/ 0?  ö ·N0·° }?/ /80 E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< / 0° 5' ?� 0? 
 ö ·N0·°k Ü°< r / 0· 2 ! °<' ?/ 08?0° ! 0°<8„ „ <0? H}?(<0° "� ? / 0· T·07 
' O7°0 8? „ un<l n /80 2? � ' 7; / 0· G„ / ·07}?50? / 0°  ö ·N0·° 8? / 0· „ 8?ü 
°� 8°< / 80 G„ ;' }350°O7Ö8?/ 85( 08< / 0° H}?(<0° 

A? • r • n • 
v , pg „ h°( k t>' 

ud ö ö „ 0·ü upl Dk 



T80 5;08O73ö ·„ 850 6 0Ö05}?5k l 

T80 E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< 0·„ 8<<0;< °8O7ü / ' / 0· ! 08 08?0· G„  
/· 07}?5 � }·ü O( 50;05<0 6 � 50? A n 8°<ü / 0· 0! 0?°� Ö80 / 0· ä8?}° � / 0· 
 � °8?}° }°Ök 08?0 }?! 0?' ??<0 W' 7; 8°<ü � } 

2n•n 
w , l3nd uh°(k to' 

x° ! 0°<07< °� „ 8< / 0· W}°' „ „ 0?7' ?5 
V= r• W. tG' 

Beispiel 9. T ' ° äO7Ö}?5·' / 08?0· T ' „ N3„ ' °O78?0 7' < / 0? T}·O7„ 0°°0· 
D , wül D „ }?/ „ ' O7< n , uAg G„ / ·h„ 8?k 2 ? � }50! 0? 8°< °08?0 G„ 3' ?5°c }?/ 
E 8?( O;50°O7 Ö8?/ 8 5( 08<k 

y ' ? 0·7ä ;< ' }° v � ·„ 0; nDd / 80 G„ 3' ?5°50°O7Ö8?/ 85( 08< 

_ n · D · n _ n · wül D · uAg _ Aw Ma=p h ; 
v - pg c pg c ü� „ ° · 

}?/ ' }° v � ·„ 0; nl d / 80 E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< 

V AwüDp · 2 
w , r , wül D , uAüDp uh°( k 

Beispiel 10. T 0· 2 ?( 0· 08?0· T• ?' „ � „ ' °O78?0 " � ? D , l g O„ T}·O7„ 0°°0· 
°� ;; 7ö O7°<0?° v , AD „ h°( G„ 3' ?5°50°O7Ö8?/ 85( 08< 7' ! 0?k 2 ? � }50! 0? 8°< / 80 
G„ / ·07}?5°� ' 7; 8? / 0· y 8?}<0ü „ 8< / 0· 0· ;' }30? / ' ·3k 

2 }° v � ·„ 0; n >' 0·7ä ;< „ ' ? 

pg 'V pg • AD ü 
,n , -D 60=66 g l g ¼=p p. g G„ / ·h„ 8?ü 

JT, • :JC • ' 

Belspiel 11. T80 ß·08! ·ä / 0· 08?0· C� ( � „ � <8"0ü / 0·0? S ö O7°<50°O7Ö8?/ 85( 08< 
V 6aq - g (I„ h°< ! 0<·ä 5<ü 7' ! 0? D , Aüug „ T}·O7„ 0°°0·ü / 80 C' }3·ä / 0· D' , uügg „ k 
2 ? � }50! 0? 8°< / 80 2 ? � ' 7; / 0· G„ / ·h„ 8?k 

y ' ? 0?<?8„ „ < / 0„ 6 08°N80; V v , AD „ h°( ' ;° G„ 3' ?5°50°O7Ö8?/ 85( 08< / 0· 
ö ä / 0· }?/ 0·7ä ;< / ' ?? ' }° v � ·„ 0; nDd 3ü · / 80 ß·08! ·ä / 0· 

pg · v pg · AD k 
n 6 n. D 6 n. Aü;g 6 AAl G·?/ ·h„ 8?k 

v ü · / 80 C' }3·ä / 0· 0·58! < °8O7 

n' , n • D , AAl · A• u , Vll G„ / ·h„ 8? D' · uüg k 

Beispiel 12. v ü · 08?0 J ' °„ ' °O78?0 " � „  � ;! 0?/ }·O7„ 0°°0· D , wg O„ }?/ 
/ 0·?  � ;! 0?7}! s , VD O„ ü / 80 „ 8< n , Agg G„ / ·h„ 8? }„ ;ä }3<ü 8°< / 0· T}·O7 
„ 0°°0· d }?/ / 0· 5·ö ß <0 S }! h / 0° x 8?;' ß " 0?<8;° ' ? � }50! 0?k 

T80 5·ö ß <0 J 0°O7Ö8?/ 85( 08< / 0°  � ;! 0?° 8°< 5;08O7 / 0·  }·! 0;50°O7Ö8?/ 85 
( 08<ü ' ;°� 

_ n · s · n _ n · güVD · Agg _ V l A h (I 
V - pg c pg c o „ f • 

T80 S ö O7°<50°O7Ö8?/ 85( 08< / 0° J ' °c_C}3<°<·� „ 0° 8„ O 0?k<] ;·� ] ·' ?°' <� }] / ! 08„ 
T}·O7°<·ö „ 0? / }·O7 / 0? ä8<� / 0° 5;' <<0? ß 0;;0·"0?<8;° Ö8·/ u„ ' ;;50„ 0„ 0? � } 
c , DD 2G2 pg „ h°(I 30°<50°0<� <k T ' ?? 58;< / 0· W}°' „ „ 0?7' ?5 

n . 1)2 . v , n . / A • i; · c , n · d · h · c , 
4 4 

Ö� ·8? i; <'--> gü- g ! 08 „8<<;0·0? 2 }°3ü 7·}?50? ' ?58! <ü }„ Ö80"80; / 80 F 0?<8;?}ß 
/ 0? ö � 7·=}0·°O7?8<< "0·( ;08?0·<k 
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}?/ 

y ' ? 0·7ä ;< °� 

d , D . y , wg k 1/ ö,:r\5 , - üAD icco - üD O„ 

h , 3k d , � ü- � k - üAD c A g. A u V V c o C"-.J ' O„ k 

Beispiel 13. v ü · 08?0 F 0·! }?/ cT ' „ N3„ ' °O78?0 " � „ T }·O7„ 0°°0· T u , ww O„ 
/ 0° S � O7/· }O( � • ;8?/ 0·° }?/ D2 , pg O„ / 0° 1 80/ 0·/ ·}O( � • ;8?/ 0·° }?/ / 0„ S }! 
s , pp O„ ü / 80 „ 8< n , ugD G„ / ·h„ 8? }„ ;ä }3<ü °8?/ / 80 T }·O7„ 0°°0· d }?/ S ü ! 0 h 
/ 0· ä<0}0·}?5°"0?<8;0 � } ! 0·0O7?0?k k 

T 80 5·ö ß <0  � ;! 0?50°O7Ö8?/ 85( 08< °<8„ „ < „ 8< / 0· / 0·  }·! 0; ü ! 0·08?I 

6 :n: ~ s · n , =MM • güpp · ugD 6 w pw h ( 
V pg pg o „ f • 

· T ' / 80 T ·� °°0;}?5 / 0° T ' „ N30° }„ °� 070· 08k?<·8<<ü )0 / 8O7<0· 0· 8°<ü °� Öä 7;< 
„ ' ? ' ;° ü ! ;8O70 S ö O7°<50°O7Ö8?/ 85( 08<0? ! 08„ T }·O7°<·ö „ 0? / }·O7 / 80 F 0?<8;0 
3ü · 50°ä <<85<0? T ' „ N3Ad 8? / 0? 

x 8?;' ß " 0?<8;0? / 0· S � O7/ ·}O( � • ;8?/ 0· c c, wD „ h°( ü 
2 }°;' ß c üü ü ü c , wg + 
x 8?;' ß c üü 1 80/ 0·/ ·}O( � • ;8?/ 0· c , Vg + 
2 }°;' ß c c , wD + 

}?/ 3ü · ü ! 0·78<� <0? T ' „ N3 c , pg „ h°(k 2 ;;0·/ 8?5° 0·7ö 7< „ ' ? 7ä }385 50?}5 
/ 80 ' ?5050! 0?0? E 0·<0 ! 8° ' }3 / ' ° ;üD3' O70ü }„ 50·8?50·0 F 0?<8;' ! „ 0°°}?50? � } 
0·7' ;<0?ü „ }ß / ' ?? ' ! 0· ' }O7 T ·� °°0;}?5°"0·;}°<0 „ 8<?07„ 0?k 

x ° 58;< ?}? 3ü · / 80 T � NN0;°8<� " 0?<8;0 / 0· W}°' „ „ 0?7' ?5 

!!_ . TA • V= !!_. / A • <u • C , :r,;. d . 2 h. <A • C' 
4 4 

Ö� ·8? Su , güpD ccIcc gü. g / 80 F 0··8?50·}?5 / 0° ö � 7·=}0·°O7?8<<0° / }·O7 / 0? F 0?<8; 
( ö ·N0·ü / 80 1 ' ! 0 }?/ ö 8NN0? ' ?58! < }?/ n~ , gül g ccIcc gü. D / 80 F 0··8?50·}?5 / 0° 
°08<;8O70? T }·O7°<·ö „ }?5°=}0·°O7?8<<0° / }·O7 / 80 ö 8NN0? / 0° x 8?;' ß " 0?<8;( ö ·NO·°ü 
/ 80 ! 08„ 2 }°;' ß " 0?<8; ?}· 0<Ö' 7' ;! °� 5·� ß 8°<I n~ , gü. gccIcc gü- gk 

T ' „ 8< 0·58! < °8O7 

d=D--v v nu k C 
x ° 8°< °� „ 8< für / 0? S � O7/ ·}O( � • ;8?/ 0· 

}?/ 

x 8?;' ß " 0?<8;I 

2 }°;' ß " 0?<8;I 

d ww 
wüpw 

, k k gül gk wD , uAül O„ ü 

uAül gül g 
h , c · , uD O„ · 

· gül D o o 

d , ww · ]h 0}0~3 wg , uwül O„ ü 

h , uwül gül g 
. gü. g , uüD O„ R 

3ü · / 0? 1 80/ 0·/ ·}O( � • ;8?/ 0· 

x 8?;' ß " 0?<8;I d , pg · Vo:-1~~40 , Agü- O„ ü 

h Agü- gül D k , . • gü. g , AüVD O„ R 

~' Wk6k Dubbel, x ?<Ö0·30? }?/ 6 0·0O7?0? / 0· T ' „ N3„ ' °O78?0?k u- gDk 



T 80 5;08O73ö ·„ 85 "0·ä ?/ 0·<0 6 0Ö05}?5k - 

2 }°;' ß " 0?<8;I d , pg · jl gQRh
w 

wD ,c AAüw O„ ü 

I _ AAüw gül D _ + i - . k güäD c kküüVD O„ k 

T ' / 80 T ' „ N3„ ' °O78?0?"0?<8;0 � / 0· c°O780! 0· °8O7 °O7;80ß 0?ü Öä 7·0?/ / 0· 
 � ;! 0? 8? 6 0Ö05}?5 8°<ü °� 8°< 08?0 50Ö8°°0 T·� °°0;}?5 / 0° T ' „ N30° ! 08„ 2 !  
°O7;}ß }?"0·„ 08/ ;8O7k 

Beispiel 14. T80 E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< / 0· ß·� „ „ 0; 08?0· T ' „ N3<}·! 8?0 
„ 8< "0·°O780/ 0? 5·� ß 0? T}·O7„ 0°°0·? °� ;; c,> , wuV uh°( ! 0<·' 50?k y 8< Ö80"80; 
G„ / ·h„ 8? „ }ß °80 ;' }30?f 

y ' ? 0·7ä ;< ' }° v � ·„ 0; npd 

pg · C,) pg · wuV k n , c c 6¼X a

A
c , wggg G„ / ·h„ 8?k A n • Tl 

T80 v� ·„ 0; nud ;8030·< ! 08 5050! 0?0· J 0°O7Ö8?/ 85( 08< v }?/ 50 
50! 0?0· W08< t / 0? E 05 s , v • t. ß·ä 5< „ ' ? Ö80/ 0· /80 W08<0? ' }3 
08?0· 2 O7°0 ' }3 }?/ °0?( ·0O7< / ' � } / 80 5;08O7! ;08! 0?/ 0 J 0°O7Ö8?/85 
( 08< v, °� 0?<°<07< / ' ° ö 0O7<0O( / 0· v85k . ü / 0°°0? 
Ü?7' ;< / 0? E 05 s "0·' ?°O7' };8O7<k 

68°Ö08;0? 0·°0<� < „ ' ? ü ! 0·°O7;ä 585 08?0 }?5;08O7 
3ö ·„ 850 6 0Ö05}?5 / }·O7 08?0 5;08O73ö ·„ 850ü Ö80 � k6 k 
8„ v' ;; / 0· v85k Aü }?/ ·0O7?0< „ 8< 08?0· T}·O7 
°O7?8<<°c � / 0· „ 8<<;0·0? J 0°O7Ö8?/ 85( 08< Vrn ' }3 / 0„ 
! 0<·0330?/ 0? E 050k v85k . k 

Beispiel 15. x 8?0 T ' „ N3„ ' °O78?0 " � „  � ;! 0?7}! s , l D O„ „ ' O7< 
n , uAg G„ / ·h„ 8?k 2 ? � }50! 0? 8°< / 80 „ 8<<;0·0  � ;! 0?50°O7Ö8?/ 85( 08<k 

T80 2 ? � ' 7; / 0· S ü ! 0 8? / 0· y 8?}<0 8°< A · n, / 80 2 ? � ' 7; 8? / 0· ä0( }?/ 0 ]8a·ü 
' ;°� / 80 W08< � } 08?0„ S }! ] , h0n °( k T ' „ 8< 0·58! < / 80 v � ·„ 0; t" ' 

s A · n · s A · uAg · gü l D _ w g h ; 
V,n , t , ] c , pg c o „ ä C 

3. Die gleichförmig veränderte Bewegung. 
6 08 08?0· }?5;08O73ö ·„ 85 "0·;' }30?/ 0? 60Ö05}?5 8°< / 80 8? 8·50?/  

08?0„ °07· ( ;08?0? W08<<08;O70? d t " � ·7' ?/ 0?0 J 0°O7Ö8?/85( 08< 50 
50! 0? / }·O7 

ds 
v , dt „ h°( ü (1) V 

Ö0?? d s Ö80/ 0· / ' ° � }507ö ·850 E 05°<ü O( O70? 
! 0/ 0}<0<k 

T0· 08?3'O7°<0 v' ;; 8°< ?}? / 0·ü / ' ß / 80 J 0 
°O7Ö8?/ 85( 08< 5;08O73ö ·„ 85 � }c � / 0· ' ! ?8„ „ < 
nv85k - dü ' ;°� / }·O7 08?0 50?085<0 50·' / 0 C8?80 
/ ' ·50°<0;;< Ö8·/ k 2 }O7 780· 8°< / 0· E 05 Ö80/ 0· 
/ }·O7 / 0? Ü?7' ;< / 0· "� ? / 0· W08<' O7°0 }?/ / 0· 

jJ 

V 

u u · 
v85k - k 
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J 0°O7Ö8?/85( 08<°;8?80 08?50°O7;� °°0?0? v;ä O70 5050! 0?ü }?/ „ ' ? 0· 
7ä ;< °� 3� ·< 

s=t•v•t, (8) 
Ö0?? v / 80 0··08O7<0 x?/ 50°O7Ö8?/ 85( 08< ! 0/ 0}<0< }?/ t /80 " � „ 2?  
3'?5 / 0· 6 0Ö05}?5 ! 8° � } / 0„ ! 0<·0330?/ 0? 2 }50?! ;8O( 50! ·' }O7<0 W08<k 

y ' ? 0?<?8„ „ < / 0· v85k - 30·?0· 
dv 
dt , tg/1 , p „ h°( I °( ü Zn- d 

/ ' ° 8? „ h°( ~ 50„ 0°°0?0 F 0·7ä ;<?8° / 0· J 0°O7Ö8?/85( 08<°ä ?/ 0·}?5 � } 
/ 0· / ' � } 50! ·' }O7<0? W08< 8°< }?"0·ä ?/ 0·;8O7k x° 708ß < /80 60°O7;0} 
?85}?5 ! � Ök /80 F0·� ö 50·}?5ü )0 ?' O7/ 0„ / 80 J 0°O7Ö8?/85( 08< � } 
?8„ „ < � / 0· ' ! ?8„ „ <k 

äO7·08!< „ ' ? /80 J ;08O7}?5 n- d 8? / 0· v� ·„ 
dv , p. dt, 

°� ;8030·< / 80 ä}„ „ 80·}?5 � Ö8°O70? / 0? J ·0?� 0? 9 }?/ t 
V t 
(llv , p• f ai 

g g 
� / 0· V= p · t, 
/80 x?/ 50°O7Ö8?/ 85( 08< 0?<°N·8O7< / 0· � }507ö ·850? W08<k 

ä0<� < „ ' ? / 80°0? E 0·< 8? / 80 J; 08O7}?5 n. d 08?ü °� 3� ;5< 

t"° ' 

S , A • p • t2• t· z' 

T80 W08<cE 05( }·"0 8°< / 0„ ?' O7 08?0 H' ·' ! 0;k E 8·/ t ' }° J ;08O7}?5 nugd 
' }°50·0O7?0< }?/ 8? / 80 v� ·„ 0; n. d 08?50°0<� <ü °� Ö8·/ 

v2 
s , c k 2,p 

2 }° / 0·] ;0<� <0·0? J ;08O7}?5 0·7ä ;< „ ' ? }„ 50( 07·< 

V= V2 • p • S z 

t , u3q° 

t· k' 

t"° z' 

t"° k' 

ä0<� < „ ' ? 8? J; 08O7}?5 n- d /80 J ;08O7}?5 nud 08?ü °� Ö8·/ 
d rls 

<lt 
p= 

dt 

� / 0· ' ! ( ü· � }?5°Ö08°0 50°O7·80! 0? 
r1,2s 

P , dt2 • 

t+z' 

t+k' 

vü · / 80 6 0·0O7?}?5 8°< 8„ „ 0· ' }3 / 80 0·°<0 äO7·08! }?5 � }·ü O( � }5·0830?k 
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Beispiel 16. 6 08„ 3·080? v' ;; 8„ ;}3<;00·0? ö ' }„ - ' 8°< /80 / }·O7 / 80 2 ?  
� 807}?5°( ·' 3< / 0· x ·/ 0 70·" � ·50·}30?0 6 0°O7;0}?85}?5 ' }3 / 0„ Dgk 6 ·08<0?5·' / 
8? S ö 70 / 0° y 00·0°°N8050;° 

g , - ü. u „ h°(I ~( 
; · ] k kkkkk__k güugA °( ~h„ k 
g 

y 8< / 80°0? E � ·<0? Ö8·/ 8? y 8<<0;0}·� N' ' ;;50„ 08? 50·0O7?0<k J 0?' }\ ' 8°< ' }3 
/ 0· 50� 5·'N78°O70? 6 ·08<0 rp 8? / 0· S ö 70 h „ ü ! 0· / 0„ y 00·0°°N8050; 

h 
(J - · - ü. gpul · nu c güggApVV ¼n& A 'I' A gügggggl · O� °~ A ·Nd c gügggwg. p · ;ggg „ h°( ~• 

6 08 ?8O7< � } 5·� ß 0? J 0°O7Ö8?/ 85( 08<0? }?/ 8„ F 0·7ä ;<?8° � }„ J 0Ö8O7< / 0° 
 ö ·N0·° ( ;08?0· L}0·°O7?8<<°3;ä O70 58;< / 0· E 0·< ' }O7 3ü · / 0? v' ;; 8? / 0· C}3<k 
6 0<·ä 5< / 80 v' ;;7ö 70 0<Ö' s , ADüg „ ü °� Ö8·/ 50„ ä ß v � ·„ 0; n;9 ' d / 80 x?/  
50°O7Ö8?/ 85( 08< 

v , V~ - ü. u · ADüg , AAüup „ h°( 

}?/ 50„ ä ß v� ·„ 0; n ug ! d / 80 v' ;;� 08< 

" 
A · ADüg 

t , h - üä ; , AüAp °( k 

Ü°< / 8� x?/ 50°O7Ö8?/ 85( 08< v , ADüg „ h°( 5050! 0?ü °� 0·58! < v� ·„ 0; nä ! d 
/ 0? v' ;;Ö05 k 

ADüg~ 

s =66 Al Iä8 , wuü. l „ ü 

v� ·„ 0; nugd / 80 v' ;;� 08< 

ADüg t , , AümDD °(k - ü. u 

Ü°< / 80 v' ;;� 08< t , AüD °( 5050! 0?ü °� Ö8·/ ?' O7 v� ·„ � ; nä ' d / 80 v' ;;7ö 70 

s , iQ · - ü. u · AüD~ , wgüpp „ ü 
?' O7 v� ·„ 0; nugd / 80 x?/ 50°O7Ö8?/ 85( 08< 

v , - ü. u · AüD , AVüDAD „ h°( k 

J 0·8?53ü 5850 G?<0·°O780/ 0 8? / 0· W08<! 0°<8„ „ }?5 0·50! 0? °O7� ? ! 0/ 0}<0?/ 0 
2 ! Ö08O7}?50? ! 08 / 0· J 0°O7Ö8?/ 85( 08< }?/ / 0„ E 05k 

Beispiel 17. x 8?0 / ' „ N3!0<·80! 0?0 v ö ·/ 0·„ ' °O78?0 „ 8< � Ö08 � • ;8?/ ·8°O70? 
ä08;<·� „ „ 0;? 7' < 3ü · 08?0 v ö ·/ 0·}?5 / ' ° J 0°O7Ö8?/ 85( 08<°/ 8' 5·' „ „ / 0· v85k ug 
0·5� ! � ?>' ) 2 ? � }50! 0? 8°< / 80 6 0°O7;0}?85}?5 ! � Ök F 0·� ö 50·}?5 Öä 7·0?/ / 0· 
v' 7·< }?/ / 80 W08<cE 05( }·"0k 

y ' ? 0·7ä ;< ' }° v � ·„ 0; nugd / 80 

Le z« X 19,2 _ / ; ~ 6 0°O7;0}?85}?5 Nu , ti - - -AA c gü. l w „ ° · ü 

X Le z« X 19,2 , g pVg h ( m; F 0·� ö 50·}?5 P2 - t
2 
- wg ü „ ° · 

T80 v � ·„ 0; n. ' d 0·58! < ?' O7 2 ! ;' }3 / 0· 0·°<0? D °( / 0? v ö ·/ 0·Ö05 � } 

s5 , ½ · gü. l w · D~ , ugü- „ k 

- ' J ' ;8;08ü T8°O� ·°8ü upw. k 
\ ' S 0;„ 0·<ü ä 8<� ! 0·ü / 0· 2 ( ' / k / k E 8°°0?°O7ü 6 0·;8? u- guk 
i d S � 33„ ' ??ü Wk / k F k / k Ük u- gVk 
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T80 v85k ug � 085<ü / ' ß ?' O7 2 ! ;' }3 Ö08<0·0· D °( / 0· E 05 }„ / ' ° w3'O70 50°<8050? 
8°<ü / 0· ?' O7 2 ! ;' }3 / 0· 0·°<0? uD °( }„ / ' ° D3'O70ü ?' O7 2 ! ;' }3 / 0· 0·°<0? Ag °( 

}„ / ' ° l 3'O70I T80 E 050 Ö' O7°0? 8? 5;08O70? 
W08<0? 0?<°N·0O70?/ / 0? }?50·' / 0? W' 7;0?k ] ' O7 
/ 0? 0·°<0? AA °( 8°< / 0· E 05 

s22 , ½ · gü. l w · AA~ , Auu „ -o ugk 

S2SX 

v85k uuk 
24 

¼aag 
,-j 

10 c] q 

7J1 

2{7 

� }·ü O( 50;05< Ö� ·/ 0?k T' „ 8< 0·58!< °8O7 / 0· 
}?<0·0 WÖ085 / 0· W08<cE 05( }·"0 8? v85k uuk 

2 „ x?/ 0 / 0· 60Ö05}?5 8°< / 0· E 05 50 
°<8050? }„ 

s52 -- &AA , ½ · güpVg · wgA , A. . „ k 
D °( "� ·70· Ö' · / 0· E 05 ( ;08?0· }„ / 0? 60<·' 5 

s; , ½ · güpVg • D~ , . üg „ ü 
Ö08<0·0 D °( "� ·70· }„ )0 / ' ° wcü Dcü l cü - cü 
uu 3'O70k T' „ 8< 8°< / 0· x?/ N}?(< / 0· ' }° / 0· 
60°O7;0}?85}?5 ! 0·0O7?0<0? 2 ?3'?5°( }·"0 / 0· 
v85k uu 0··08O7<k 

608 5·ö ß 0·0? ß0}30? ' ·! 08<0? T' „ N33ö ·/ 0· 
„ ' °O78?0? 0<Ö' ?' O7 / 0„ J 0°O7Ö8?/ 85( 08<°/ 8'  
5·' „ „ / 0· v85k uAo' ) y ' ? 0·7ä ;< ' }° v� ·„ 0; t"° ' 
/ 80 2 ?3'?5°! 0°O7;0}?85}?5 

H8 , A] ]V , uüuA „ h°( ~ 

}?/ / 80 x?/ "0·� ö 50·}?5 
AV 

NA , u. üu , uüww „ h°( A• 

T' „ 8< 0·58!< v� ·„ 0; n. d / 0? 60°O7;0}?85}?5°Ö05 

cu 
2SSm 

ü _z 
211m 

______ ___~ 

°u , ½ k AV · AuüV , ADl „ ü 
v� ·„ 0; n ud ;8030·< / 0? E 05 / 0· 5;08O73ö ·„ 850? 60Ö05}?5 

s0 , AV · ugül , ADl „ ü 
}?/ Ö80/ 0·k v� ·„ 0; n. d / 0? F0·� ö 50·}?5°Ö05 

s2 , a" · AV · u. üu , Aul „ k 
T' ·' }° ;ä ß < °8O7 Ö80 � ! 0? / ' ° W08<cE 05/ 8' 5·' „ „ / 0· 
v85k uw � 08O7?0?k 

T80 ( ;08?0? 2 ! ·}?/ }?50? / 0· W08<cJ 0°O7Ö8?/ 85( 08<° 
;8?80 ! 08„ Ü ! 0·5' ?5 ' }° / 0· 08?0? ö8O7<}?5 8? / 80 ' ?/ 0·0 
! 0Ö8·( 0?ü / ' ß / 0· v;ä O70?8?7' ;< / 0·  }·"0 s , l AD „ Ö8·/ k 

Beispiel 18. 608 / 0· 60·;8?0· ä<' / <! ' 7? 8°< / 0· „ 8<< 
;0·0 6 ' 7?7� 3°' ! °<' ?/ s , uuwD „ ü / 80 5·ö ß <0 v' 7·<50c 

o °� 7Ö8?/ 85( 08< / 0· Wü 50 !0<·ä 5< V , Dg ( „ h°<ü / 80 „ 8< 
/ 0· ! 0?}<� <0? 6·0„ °0 5}< � } 0·� 80;0?/ 0 F0·� ö 50·}?5 ! 0 
<·ä 5< p2=0,6 „ h°( G' ) 2 ?� }50! 0? 8°< / 80 v' 7·</ ' }0· t, 
Ö0?? / 80 „ 8<<;0·0 60°O7;0}?85}?5 Nu , güwü güVü güD „ h°( A 

! 0<·ä 5<k 
" y ' ? 0·7ä ;< ' }° v� ·„ 0; nugd 8? F0·! 8?/ }?5 „ 8< v� ·c 

___ v_8_5k_uwk „ 0; nA! d / 80 2 ?3'7·� 08< 
o' E ' ;;8O7°ü Wk / k F ki / k _) u- gl k 
l d 9 ! 0·50<7„ ' ??ü Wk / k F k / k _) u- uwk 

m 
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t _ güAl . · V _ Vp w u c Hu c o o 

}?/ 0?<°N·0O70?/ / 80 6·0„ °� 08< 
güAl . · Dg 

<A , güp c AwüA °( k 

T80 � }507ö ·850? E 050 °8?/ ?' O7 v� ·„ 0; n . ! d 

. u , ngüAl . k Z.'
A 
, wwAo AVuo 

~ · Pi 

wVü. ü 

-püD 
&~ , c c , upu „ ü güp 

°� / ' ß 3ü · / 80 5;08O73ö ·„ 850 W}5! 0Ö05}?5 ü ! ·85! ;08!< 
°g , s - n°u A °Ad , pDAü l wwü 

/ 80 / 80 W08< 0·3� ·/ 0·< 

Al ü. °( 

u- w „ ü 

l . u „ ü 

f n <� , güAl . k V= Vpü-ü DAü. ü DpüA °( k 

T80 5' ?� 0 v' 7·</ ' }0· ! 0<·ä 5< / 0„ ?' O7 
t , <u A <g A <A , uupüVü uugü. ü 

/ 0· / 80 „ 8<<;0·0 v' 7·<50°O7Ö8?/ 85( 08< 0?<°N·8O7< 
ugl üA °( ü 

s 
Vrn , t , - ül pü ugüADü ugüD- „ h°( 

� / 0· 
V m , wüp · Vrn , wDüuü wpü-ü w. üu ( „ h°<k 

T' ° W08<cJ 0°O7Ö8?/ 85( 08<°/ 8' 5·' „ „ 3ü · / 80 „ 8<<;0·0 W' 7;0?·0870 °<0;;< / 0· ' }° 
50� � 50?0 C8?80?� }5 / 0· v85k uV / ' ·k 

lo 

v85k uVk 

!ffi]}cm 
" aq " 
\ 0,0227.,µ1, _ 

v85k uDk 

Beispiel 19. 2 ? 08?0· F0?<8;cT' „ N3„ ' °O78?0 n" � „ W• ;8?/ 0·/ }·O7„ 0°°0· 
D , VA � „ }?/ / 0„ S}! °, l D O„ dü / 80 „ 8< n , uug G„ /· h„ 8? ;ä }3<ü 7' < / ' ° 
! 08„ 2 ! °O7;}ß 3·08 3';;0?/ 0 T' „ N308?;' ß "0?<8; ! 08 / 0· vü ;;}?5 Vg "k S k / 0° S}! 0° 
°08?0? E 05 h , uü. O„ 8? "

"
~ 

/ 0· 3ü · / 0? S}! "0·3ü 5! ' ·0? W08< � }·ü O( � };050?k 
2 ?� }50! 0? 8°< / 80 60°O7;0}?85}?5ü / 80 0° 0·7' ;<0? „ }ß k 

T80 3ü · / 0? v' ;; "0·3ü 5! ' ·0 W08< 8°< 
u pg AüD 

t , uA k Ak n , uug , gügAAl °( ü 

}?/ / 80 J; 08O7}?5 n. ' d 0·58!< / ' „ 8< / 80 60°O7;0}?85}?5 

P 
, A · h h • ?~ X gügu. · uug~ 

X p- 6 l g h ;A 
t2 cwüuAD c wüuAD c o °° „ f S • 



uV_ T 80 6 0Ö05}?5°;07·0k 

6 08oAg " k S k v ü ;;}?5 8°< / 0· F 0?<8;7}! ?}· h' , uüVD O„ k 6 08 5;08O70· 6 0 
°O7;0}?85}?5 8°< / ' ?? / 80 v' ;;� 08< ?' O7 v � ·„ 0; nug! d 

t' 6 l / A k h' 6 y A k güguVD , gügAgV °( k 
V P p- üp 

T 80 3ü · o 08?0? S }! "0·3ü 5! ' ·0 W08< 8°< 

60 wg 
t0 , ] , ;;g , güAlw °( ü 

' ;°� 
t' u 
t0 uwüV 

ß 08;< „ ' ? / 80 8„ y ' ß °<' ! u O„ , gügu °( ' }350<·' 50?0 W08< 8? D 5;08O70 2 !  
°O7?8<<0 }?/ 0! 0?°� / 80 8? ?' <ü ·;8O70· J ·ö ß 0 ' }350<·' 50?0 v' ;;7ö 70 8? AD 5;08O70 
ß 08;0ü °� 0·58! < v85k uD / 80 W08<cE 05;8?80 / 0° F 0?<8;° ' ;° H' ·' ! 0;ü / 80 / 80 W08< 
' O7°0 <' ?580·<k 

60°8<� < / 0· ! 0<·0330?/ 0  ö ·N0· � / 0· H}?(< ! 0·08<° 08?0 ! 0°<8„ „ <0 
J 0°O7Ö8?/ 85( 08< v0, 070 0· / 80 6 0°O7;0}?85}?5 p 0·3ä 7·<ü °� 0?<°<07< 
/ 80 v85k upü }?/ „ ' ? 0?<?8„ „ < 87· 

V= Vo A p · t, 
S , v0 • t A " • p • t2 . 
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n;; ! d 
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;� <·0O7< 8? / 80 S ö 70 50Ö� ·30?k 2 ? � }50! 0? 8°< / 80 ä<0857ö 70ü °� Ö80 / 80 ä<085 
}?/ v' ;;� 08<ü 



T 80 5;08O73ö ·„ 85 "0·ä ?/ 0·<0 6 0Ö05}?5k " > 

T 0·  ö ·N0· °<085< °� ;' ?50ü ! 8° °am8?0 J 0°O7Ö8?/ 85( 08< v , g 50Ö� ·/ 0? 8°<k 
S80·? ' O7 0·58! < / 80 J ;08O7}?5 n uw k' 

V~ uD~ 
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Beispiel 21. Cä ß < „ ' ? 8? / 0„ 6 08°N80; u. / 0? x 8°0?! ' 7? � }5 ?' O7 x ··08O70? 
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' }°;' }30? · ' ( Ö80 0° / 80 50°<·8O70;<0 C8?80 / 0· v85k 14 ' ?58! <ü °� "0·( ü ·� < °8O7 / 0· 
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' ;°� / }·O7 J; 08O7°0<� 0? 
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P2 P2 
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F � 
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to , p: . u c V l A P2 - u c ° ) tq a )d� d k 
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u °( (; 08?0·0 v' 7·� 08< ' ;° ! 08 "� ;;0· v' 7·< „ 8< Dg ( „ h°< }?/ / 0· � }· W08< 50! ·ä }O7 
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dw 
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T80 ä}„ „ 80·}?5 / 0· J; 08O7}?5 nuD' d � Ö8°O70? / 0? J ·0?� 0? 9 }?/ t 
;8030·< 
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p , r- s. t" G' 

Beispiel 23. T80 E 0;;0 � 8?0· vö ·/ 0·„ ' °O78?0 „ 8< 6 � ! 8?0?ü ' }3 Ö0;O70? °8O7 
/ 80 08?� 0;?0? C' 50? / 0· 5}·<ä 7?;8O70? v;' O7°08;0 ü ! 0·08?' ?/ 0·;050?ü 7' ! 0 ! 08 
F � ;;3'7·< / 80 E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< w , D uh°( k T80 6·0„ °}?5 ! 8° � }„ ä<8;; 
°<' ?/ / ' }0·< t , Aw °( k 2 ?� }50! 0? 8°< / 80 E 8?( 0;"0·� ö 50·}?5 }?/ / 0· / ' ! 08 
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w 5 
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/ ' ° °8?/ 
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4. Die Bewegung mit veränderlicher Beschleunigung. 
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� / 0· tf , Ak b. L" . v85k u- k 
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� / 0· „ 8< 6 0?}<� }?5 " � ? J; 08O7}?5 nu. d 

Ö� ·' }° 3� ;5< 

t" +' 
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0·7' ;<0?I 
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p , ~ · _" ; • nu c t ) , H„ ' ½ · nu c t ) , 
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°80 Ö8·/ / 0„ ?' O7 8? 2 ! 7ä ?585( 08< "� ? / 0· W08< / }·O7 08?0 50?085<0 
J 0·' / 0 / ' ·50°<0;;<k 

T0· ! 8° � } 08?0· ! 0°<8„ „ <0? W08< t " � ? i ' }° � }·ü O( 50;05<0 Weg 
8°<i / 0· v;ä O70?8?7' ;< AGH, ' ;°� 
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t t 

s =fv • .u , p" ·.f ;A I
" 
a tNMg· <lt 

ü ? 
� / 0· 

s , "_q] !!_ · ( 1 -· ) · N' ( 
/ 0· 3ü · /80 5' ?� 0 2 ?3'7·� 08< t , t1 ü ! 0·507< 8? 

t~~' 

t~~z' 

Beispiel 24. T80 N' ·' ! 0;3ö ·„ 850 2 ?3'7·50°O7Ö8?/ 85( 08< <·833< 5}< � } ! 08 
0;0(<·8°O7 ' ?50<·80! 0?0? vö ·/ 0·„ ' °O78?0? „ 8<  � 0N0°O708! 0ü Öä 7·0?/ / 80 6·0„ ° 
50°O7Ö8?/ 85( 08< / }·O7 08?0 J 0·' / 0 Ö80/ 0·5050! 0? Ö8·/ mi dk v0°<50;05< °08 

<u , 29,2 °( ü t0 , wAüV °( ü t2 , u-üV °( ü v uw „ h°( ü 

' ?� }50! 0? °8?/ / 80 60°O7;0}?85}?50? ! � Ök F0·� ö 50·}?50? }?/ / 80 � }507ö ·850„ 
E 050k 
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Beispiel 25. T80 x8?c }?/ 2 }° 
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npD! d 

npDOd 

6 0Ö05< °8O7 / 0· H}?( < ' }3 08?0· ! 0;80! 85 50(· ü „ „ <0?  }·"0ü °� 
8°< 8? / 80 v� ·„ 0;? npDd / 0·  ·ü „ „ }?5°7' ;! „ 0°°0· / 0° � }507ö ·850? 
6 � 50?°<ü O( 0° 08?� }°0<� 0?ü }?/ Ö0?? / 80 J 0°O7Ö8?/ 85( 08< "0·ä ?/ 0·;8O7 
8°<ü / 80 ' }50?! ;8O( ;8O70 E 8?( 0;c � / 0· G„ 3' ?5°50°O7Ö8?/ 85( 08<k y ' ? 
7' < / 0„ ?' O7 ! 08 °� ;O70? 6 0Ö05}?50? ! � Ök 6 0°O7;0}?85}?50? � } }?<0·c 

wl d 1 0Ö < � ?ü H·8?O8N8' N78;� °� N78' 0 ?' <}·' ;8° „ ' <70„ ' <8O' ü up. l k 
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°O708/ 0? / 80 � ! 850 W0?<·' ;! 0°O7;0}?85}?5 }?/ / 80 8? / 80 ß' ?50?<0 
/ 0· 6 ' 7?( }·"0 3';;0?/ 0 ß' ?50?<8' ; !0°� 7;0 } ?85 } ?5 

Pt , r · O ü n ; l d 

Ö� ·8? O , ] I / 80 E 8?( 0;! 0°O7;0}?85}?5 / 0° H}?(<0° 8°< n"5;k äk ul dk 
6 08/ 0 6 0°O7;0}?85}?50? ;' °°0? °8O7 ;08O7< � 08O7?0·8°O7 / ' ·°<0;;0?k z °< 8? 

v85k . - kkkkVkukkkkVkA 08? °07· (; 08?0°ü 8? / 0· W08< d t / }·O7;' }30?0° ß08;O70? / 0· 6 ' 7? 
08?0° H}?( <0°ü 0 / 0· � }507ö ·850  ·ü „ „ }?5°„ 8<<0;N}?( < / 0· 6 ' 7? ngkkkkVk2 , 0dü 
v / 80 J 0°O7Ö8?/ 85( 08< 8„ H}?( <0 kkkkVku <' ?50?<8' ; � }· 6 ' 7? 50·8O7<0< }?/ v' / 80 
}„ -g° 50/ ·07<0 J 0°O7Ö8?/ 85( 08<ü 6 u6 A / ' ° � } 2 uAA 507ö ·850 ä<ü O( / 0· J 0 
°O7Ö8?/ 85( 08<°( }·"0ü °� 8°< AP / 80 ä}! ?� ·„ ' ;0 / 0· J 0°O7Ö8?/ 85( 08<°( }·"0 8? 6 uü 

}?/ / 80 ' }° O 50� � 50?0 J 0·' / 0 00 °O7?08/ 0< ' }3 / 0· 8? 6 u � } 2 u6 u 0··8O7<0<0? 
ä0?( ·0O7<0? / 80 ä<·0O( 0 6 u D = p1 ' ! k T0?? 0° 8°< 2k] A = d8 = e · (w · <lt) 
}?/ 83R6 2 , (e + "od · (w · dt), 30·?0· B2E = dv' = dv, ' ;°� 

4o" < , B2E , dv · u _ ä» e e ä» 
({J g({J 6 u6 A (e + v) '(w. dt) , f] +V. cls , f] +V. ä e 

1 }? 8°< 
- - e+v e+v 6 u D , 2 u 0 . , V • <5 ({J • -- • e e 

E 8·/ 780·8? / 0· "� ·°<070?/ 0 E 0·< "� ? <5 ({J 08?50°0<� <ü °� 3� ;5< 

- e dv dt e + v d» u 
B1D , v. f2 + v . dt . ds . --f2- , v. dt . v =r.. 

W807< „ ' ? 30·?0· ?� O7 
B1F uu OD }?/ FG uu BP, 

°� 8°< ' }° ä 7?;8O70? T·080O( 0? (B1Ap 4o" GA1F) 

A G , X F · Au
]

u 
• 

i i 2 ug 

v0·?0· 8°< n9 2 1 0 ('..) 6 1 2 1 vd 

' ;°� 
AP , 2 u 6 u ] u 0 . _Iokuu 6 u , " A , Pr . 

OA1 2ku0 f2 

Beispiel 53. T0· äO7Ö0·N}?(</ }·O7„ 0°°0· / 0° 
v85k . - k äO7Ö}?5·' /(· ' ?� 0° 08?0· J ·� ß 5' °„ ' °O78?0 ! 0<·' 50 

D , püwA „ k T' ° ö ' / ;' }30 „ 8< n , uAg G„ / ·07}?50? 
8? / 0· y 8?}<0 }„ k 2? � }50! 0? 8°< / 80 J ·ö ß 0 / 0· ' }3 )0/ 0°  ·' ?� <08;O70? 0?< 
3';;0?/ 0? 1 � ·„ ' ;! 0°O7;0}?85}?5k 

x° 8°< ?' O7 v� ·„ 0; n pD ! d 

P , püwA k n n · uAg d
2 , wüup • uAüDpp2 , Dggü. . „ h°( 2•

r A wg 

Beispiel 64.  ·08°°ä 50? ' ·! 08<0? 8? _7' ·<0„ k S � ;� „ 8< v , uD „ h°( ;ä ?5° 
}?/ =}0· � }· v' °0·ü 8? � 80„ ;8O7 Ö08O70„ S � ;� „ 8< v , wg „ h°( =}0· � }· v' °0· 
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}?/ v - pgR„ h°( ;ä ?5° / 0· v' °0··8O7<}?5w. dk 2 ?� }50! 0? 8°< / 80 60°O7;0}?85}?5ü 
/ 80 / 80 Wä 7?0 08?0° ä ä 50?! ;' <<0° " � ? D , güpg „ T}·O7„ 0°°0· 0·3'7·0?k 

x° 8°< 
pg „ h°( 

w pgg „ Ah°( A 

uA ggg „ h°( 2•

3ü · V= uD wg 
v2 , AAD -gg 
v2 

, l VA wggg p- r 

Beispiel 65. 2 ?� }50! 0? 8°< / 80 W0?<·' ;! 0°O7;0}?85}?5ü / 80 / 80 äO7' }30;? 
08?0· T' „ N3<}·! 8?0 0·3'7·0?ü / 0·0? ö ' / " � ? D , uüAV „ T}·O7„ 0°°0·?, Aggg 
G„ /· 07}?50? 8? / 0· y 8?}<0 „ ' O7<k 

y ' ? 0·7ä ;< ?' O7 v� ·„ 0; n pD ! d 
uüAV nI?Rk Agggd 2Pr , A · -W , güpA · Ag- üVVA , Apl Duü. „ h°( A• 

Beispiel 66. 2 ?� }50! 0? 8°< / 80 6 0°O7;0}?85}?5ü / 80 8·50?/ 08?  ö ·N0· 8? 
08?0„ x8°0?! ' 7?� }5 0·3ä 7·<ü Ö0?? ;0<� <0·0· 08?0  }·"0 " � ? 

r ~ wgg c Vgg c pgg „ S ' ;! „ 0°°0· 
„ 8< / 0· J 0°O7Ö8?/ 85( 08< 

V= wg VD pg l D - g ( „ h°< 
/ }·O73ä 7·<k 

1 ' O7 v� ·„ 0; nA! d 0·7ä ;<ü „ ' ? 
V , 8,333 12,500 16,667 
v2 , p- üVV uDpüAD Al l ül . 
p , güAwuD güDAg. gü- AD- 

güul pu güw- gp güp- VV 
güuuDl güApgV güVpwg 

Agü. ww 
VwVügA 

uüVVpl 
uüg. Du 
gül AwV 

ADüggg „ h°( 
pADügg „ 2h°( 

Aüg. ww „ h°( 2

uüDpAD 
uügVul 

r , wgg „ 
Vgg + 
pgg „ 

Beispiel 57. T0· y � ?/ ! 0Ö05< °8O7 ' }3 °08?0· ?' 70� } ( ·08°3ö ·„ 850? 6 ' 7? 
}„ / 80 x·/ 0ü / 0·0? S ' ;! „ 0°°0· ?' O7 <·85� ?� „ 0<·8°O70? 6 0°<8„ „ }?50?ü / 80 
5;08O7� 08<85 "� ? � Ö08 "0·°O780/0?0? ä<0;;0? / 0· x·/ � ! 0·3;ä O70 ' }° " � ·50?� „ „ 0? 
Ö}·/ 0?ü / ' ° pgüAl V3'O70 / 0° 2 =}' <� ·7' ;! „ 0°°0·° / 0· x·/ 0 " � ? r , p wll w- l „ 
! 0<·ä 5<ü 8? t , Al ß' 50? l °< :4,3 „ 8? uuüD °( 08?„ ' ; }„ / 80 x·/ 0k 2 ?� }50! 0? 
8°< / 80 J ·ö ß 0 °08?0· 1 � ·„ ' ;! 0°O7;0}?85}?5k 

T80 E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< 8°< 

1 
, 2.n , A · wüuVuD- ApD ;h ( 

u t AwpgD- uüD ° k 

T' / 80 6 0Ö05}?5 / 0° y � ?/ „ 8<<0;N}?(<0° }„ / 0? 50„ 08?°' „ 0? äO7Ö0·N}?(< 
. u " � ? x·/ 0 }?/ y � ?/ 0·3� ;5<ü / 0· / 0? 1 y 8<<0;N}?(<' ! °<' ?/ 8„ F 0·7ä ;<?8° . A 

<08;<ü °� Ö8·/ 

Pt= r. ÖA c 
. u k pg Al V • p wll w- l k nA · wouVuD- IüpDd 

2
, güggAD- D „ h°( 2•. A o AwpgD- uü� 

kk T80 6 0°O7;0}?85}?5 08?0° 3';;0?/ 0?  ö ·N0·° ' }3 / 0· x·/ � ! O·3;ä O] 0 ' uRg 
2 =}' <� · 8°< � } g , - ül . guV „ h°( 2 näk uud 50„ 0°°0? ] � ·/ 0?k 1 }? / ·07< °8O7 / 80 
x·/ 0 }„ 87·0 2 O7°0 8? t' , . p upVüu °( näk Adü }?/ / 80 / ' / }·O7 70·" � ·50! ·' O7<0 
W0?<·' ;! 0°O7;0}?85}?5 )0/ 0° ' ? / 0· Ä =}' <� ·� ! 0·3;ä O70 ! 038?/ ;8O70?  ö ·N0·° ! 0<·ä 5< 

(
2 . .r,; dA 

P, - pwll w- l k c , gügww- u „ h°( A• ük . pupVüu 

w. d "k T0?330·ü E kcßk u- uwk 
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G„ / 80°0? 60<·' 5 8°< / 80 50„ 0°°0?0 60°O7;0}?85}?5 � } "0·5·ö ß 0·? ' }3 
- ü. uVgD „ h°( 2, / ' „ 8< „ ' ? / 80 Ö' 7·0 v' ;;! 0°O7;0}?85}?5 0·7ä ;<k 

T' ° F0·7ä ;<?8° ! 08/ 0· 60°O7;0}?85}?50? 8°< / 0„ ?' O7 w- d 

]!_:._ , güggAp- D o u u 
g - ü. uVgD , wpVuüp , pgüwVD2

+ T80 ö0O7?}?5 "0·?' O7;ä °°85<ü / ' ß / 80 x! 0?0 / 0· y � ?/ ! ' 7? ?8O7< „ 8< / 0· 
2 =}' <� ·0! 0?0 / 0· x·/ 0 � }°' „ „ 0?3ä ;;<k 

T0· 2 ·„ gu gA , a / ·070 °8O7 „ 8< / 0· E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< Öu 
}„ guü °� / ' ß 0· ?' O7 08?0„ (; 08?0? W08<' ! °O7?8<< dt / 80 C' 50 gugR 
' ?50?� „ „ 0? 7' < nv]55k - g }?/ - udk G„ 0A /· 070 °8O7 8? / 0·°0;! 0? 
� / 0· 08?0· N' ·' ;;0;0? x! 0?0 / 0· 2 ·„ 02A „ 8< / 0· E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85 
( 08< w2• T0· ! 0°°0·0? Ü ! 0·°8O7< Ö050? Ö0·/ 0 "� ·' }°50°0<� <ü / ' ß / 80 

a a, 
a, a2 a a 

A u] ug 
u ccclIkcIIIckkükkku 

1 -- - rcJ;-uJ_/dl 
1cc I -----/A1 

A„ h 

v85k - gk 
Ä2 v85k - uk 

2 ?3'?5°;' 50 0u0AA 08?0 50°<·0O(<0 J 0·' / 0 8°<k 1 ' O7 2 ! ;' }3 / 0· W08< dt 
8°< / 0· H}?(< A / ' ?? 8? / 80 C' 50 A2 50( � „ „ 0?k Ü? v85k - g °8?/ ! 08/ 0 
T·07}?50? 5;08O7°8??85ü 8? v85k - u 0?<5050?50°0<� <k 

y ' ? °807< °� 5;08O7ü / ' ß / 0· H}?(< A °8O7 „ 8<ü / 0· J 0°' „ <Ö8?( 0; 
50°O7Ö8?/ 85( 08< w1 w2 50/ ·07< 7' <ü }?/ � Ö' · }„ / 0? H}?( < 0, / 0· 
' }3 / 0· F0·! 8?/ }?5°50·' / 0? / 0· ! 08/ 0? ö 0;' <8"/ ·07N}?(<0 gu }?/ gA 
;805<k T0?? / 0· 6 � 50? AA2 „ }ß °� Ö� 7; °0?( ·0O7< � } 0A2 Ö80 01A 
°<070?ü °08? y 8<<0;N}?(< °8O7 ' ;°� ' }3 ! 08/ 0? 50?' ??<0? J 0·' / 0? ! 0 
38?/ 0?k Ü„ 0·°<0·0? v' ;; <08;< O / 80 ä<·0O( 0 a 8??0?ü 8„ � Ö08<0? ' }ß 0? 
8? / 80 ! 08/ 0? 2 ! °O7?8<<0 a1 }?/ a2• 

T0„ T·080O( 00p~ Ö8·/ 0?<?� „ „ 0? 
a1 °8? (w2 • dt) 
ccRRc , °8? (w1 + w2)- .u 

� / 0·ü / ' / 80 E 8?( 0; ' ;° °07· ( ;08? "� ·' }°50°0<� < Ö0·/ 0?ü °� / ' ß / 0· 
ä8?}° 5;08O7 / 0„ 6 � 50? 50°0<� < Ö0·/ 0? ( ' ??ü 

' u c _Ö_A_ 
a - E u + W2 

v0·?0· 8°< ?' O7 / 0? v85k - g }?/ - u 
a · (wu • dt) , aA • nÖu ± E Ad • dt 

(ß6a)

� / 0· ' w, 
(66b)

w- d 1 0Ö<� ?ü up. Ak 
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E 0?? / 80 ! 08/ 0? E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08<0? wu }?/ w2 }?"0·ä ?/ 0· 
;8O7 °8?/ ü ! 07ä ;< / 0· y 8<<0;N}?(< / 0· J 0°' „ </ ·07! 0Ö05}?5 � / 0· o( }·� 
50°' 5< / 0· H� ; O °08?0 C' 50 ' }3 / 0· F 0·! 8?/ }?5°50·' / 0? � N2 / ' }0·?/ 
! 08k T80 H� ;! ' 7? 8°< / ' ?? 08?  ·08° ' }° / 0„ y 8<<0;N}?(< gu• 

Ü°< 08?0 � / 0· )0/ 0 / 0· ! 08/ 0? E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08<0? "0·ä ?/ 0·;8O7ü 
°� Ö' ?/ 0·< / 0· H� ; O ! 08 / 0· T·07}?5 ' }3 / 0· J 0·' / 0? gugA• 

ä8?/ ! 08/ 0 E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08<0? o a o A' 
5;08O7ü ' ! 0· 0?<5050?50°0<� < 50·8O7<0<ü °� gu g

] 

0·58!< / 80 v85k - u °� 3� ·<ü / ' ß / ' ?? 0~A2 ~~ ~ 

II 01A 8°<k T0· H� ; ·ü O(< 8?° }?0?/ ;8O7 v85k -Ak 
v0·?0ü / k 7k 0° 38?/ 0< 08?0 50·' / ;8?850 F 0·c 
°O780! }?5 / 0° H}?( <0° A °0?( ·0O7< � }· 
J 0·' / 0? 9H2 °<' <<k 

C805< A ' ?3ä ?5;8O7 ?8O7< ' }3 / 0· J 0·'  
/ 0? gN2 nv85k - Adü °� ( ' ?? „ ' ? „ 8< / 0„ 
2 ·„ 02A °<' ·· 08?0? � Ö08<0? 02A' "0·! 8? 
/ 0?ü / 0· / 80 � ! 850 6 0/8?5}?5 Ö80/ 0· 0·3ü ;;<k 
T' ° � ! 0? J 0°' 5<0 58;< / 0„ ?' O7 ' }O7 3ü · 
)0/ 0? H}?(<ü / 0· „ 8< / 0„ °<' ··0? T·080O( 
D2AA' 30°< "0·! }?/ 0? 8°<k 

x8?0 äO780! }?5 „ 8< / 0· J 0°O7Ö8?/85 
( 08< v }?/ 08?0 T·07}?5 }„ 08?0 � }· x! 0?0 
/ 0· äO780! }?5 °0?( ·0O7<0 2 O7°0 gu „ 8< / 0· 
E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< w 0·58!< 08?0 T·0c 
7}?5 }„ / 0? H� ; O ' }3 / 0· °0?( ·0O7< � } v 8? gu 0··8O7<0<0? J 0·' / 0?ü 

ü/ 0· / 0? 2 ! °<'?/ ' u , v " � ? v 7' < nv85k - wdk T0?? „ ' ? ( ' ?? / 80 
w 

äO780! }?5 ' ;° 08?0 T·07}?5 }„ / 0? }?0?/; 8O7 30·?0? H}?(< gA ' }3 
3'°°0? }?/ 0·7ä ;< °� ' }° J; 08O7}?5 npp ' dü Ö0?? „ ' ? Ö80/ 0· 

A 

A 

n[�·Occccluiioi 

0 1

1

1

1

1
1

v85k - wk 

k°0<� <kü 
9 kü_L2 = a , 4Ud 

V 

a V V npl d au , a. =---=
V o+w (JJ

+w a 

___________kkcoü 
a 

u güüIIIIIIIIccukkc, ,ccccccccIii] RcRüc] ~d 0 
1 b 

Ö80 ' ?5050! 0?k 
S ä }385 3ä ;;< / 0· H� ; O 8? v85k - u °07· 

Ö08< Ö05ü °� / ' ß / 80 50?' }0 2 }3� 08O7c 
?}?5 äO7Ö80·85( 08<0? „ ' O7<k y ' ? ' ·! 08<0< / ' ?? "� ·<08;7' 3< „ 8< / 0? 
}„ -g ° 5050? / 80 Ö8·( ;8O70 ö 8O7<}?5 8? / 0„ °0;! 0? ä8??0 50/· 07<0? 
J 0°O7Ö8?/ 85( 08<0?k Ü°< 8? v85k - V 0 / 0· ' }50?! ;8O( ;8O70 T·07N}?(< 08?0· 

k°8O7 „ 8< / 0· E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< w / ·070?/ 0? v;ä O70ü °� / ' ß 58;< 
vu , a . w , v; , v2 , b • w , v~ , 

c/ ' ?? 3� ;5< ' }° / 0· v85}· 
00 

v85k - Vk 

a-a• w a 
0D b-b• w 
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x° 8°< ' ;°� 
ODII AB: 

T80 x?/ N}?(<0 / 0· }„ -g ° 50/ ·07<0? J 0°O7Ö8?/ 85( 08<0? / 0· H}?(<0 
08?0· J 0·' / 0? AB ;8050? ' }3 08?0· H' ·' ;;0;0? CA � } 87·k 

Beispiel 58. T80 J 0°O7Ö8?/ 85( 08<0? vu }?/ v2 / 0· ! 08/ 0? H}?(<0 A }?/ B 
08?0° °<' ··0? F80·0O( ° ABCD nv85k -Dd °080? ?' O7 J ·ö ß 0 }?/ ö8O7<}?5 ! 0°<8„ „ <k 
v0°<� }°<0;;0? °8?/ / 80 J 0°O7Ö8?/ 85( 08<0? vw }?/ vV / 0· ! 08/ 0? H}?(<0 C }?/ D. 

y ' ? / ·07< ! 08/ 0 J 0°O7Ö8?/85( 08<0? }„ 
-g° nv85k -Dd }?/ � 807< / }·O7 / 0? °� 0· 
7' ;<°?0? x?/ N}?(< "� ? vu 08?0 H' ·' ;;0;0 
� }· ä08<0 AC }?/ / }·O7 / 0? x?/ N}?(< 
"� ? v2 08?0 H' ·' ;;0;0 � }· T8' 5� ?' ;0 BC. 
608/ 0 <·0330? °8O7 / ' ?? 8„ x?/ N}?(< / 0· 
50°}O7<0? J 0°O7Ö8?/ 85( 08< v3• 

x! 0?°� � 807< „ ' ? / }·O7 / 0? x?/ N}?(< 
"� ? v2 08?0 H' ·' ;;0;0 � }· ä08<0 BD }?/ 
/ }·O7 / 0? x?/ N}?(< "� ? vu 08?0 H' ·' ;;0;0 

2 � }· T8' 5� ?' ;0 AD. 608/ 0 °O7?08/ 0? °8O7 8„ 
x?/ N}?(< / 0· }„ -g° 50/ ·07<0? v4•

A T80 ö8O7<85( 08< / 0· W08O7?}?5 Ö8·/ 
/ ' / }·O7 50N·ü 3<ü / ' ß / 80 F0·! 8?/ }?5°;8?80 

v85k -D· / 0· x?/ N}?(<0 "� ? v3 }?/ v4 N' ·' ;;0; � }· 
ä08<0 CD °08? „ }ß k 

Beispiel 59. 2 ?� }50! 0? 8°< / 0· F0·;' }3 / 0· J 0°O7Ö8?/ 85( 08< c }?/ / 0· 60 
°O7;0}?85}?5 p / 0°  ·0}� ( � N30° B / 0° 50°O7·ä ?(<0?  }·! 0;<·80! 0° ?' O7 v85k - p 
8? 2 ! 7ä ?585( 08< "� ? / 0·  ·0}� ( � N3°<0;;}?5ü Ö0?? / 80 5;08O73ö ·„ 850 G„ ;' }3 
50°O7Ö8?/ 85( 08< / 0°  }·! 0;� ' N30?° A }„ / 80 E 0;;0 O � } v , uAüVA „ h°( 30°<c 
50;05< 8°< }?/ / ' ° äO7}! °<' ?50?"0·7ä ;<?8° ] , ¼ ! 0<·ä 5<k 

y ' ? „ ' O7< ' „ ! 0=}0„ °<0? / 80 }„ -g ° 50/ ·07<0 J 0°O7Ö8?/ 85( 08< v 5;08O7 
/ 0„ S ' ;! „ 0°°0· r, °� / ' ß ' ;°� / 0· y ' ß °<' ! uAüVA „ h°( , uD „ „ ! 0<·ä 5<k T80 

v85k -pk 

ö 8O7<}?5 / 0· }„ -g° 50/ ·07<0? J 0°O7Ö8?/ 85( 08< "� ? B 8°< 0! 0?3';;° 5050! 0?ü 
}?/ 87·0 J ·ö ß 0 Ö8·/ 3ü · 08?0 ! 0°<8„ „ <0  }·! 0;°<0;;}?5 A / }·O7 W8070? / 0· 
H' ·' ;;0;0? � } AB= l 0·7' ;<0?k y ' ? 0·7ä ;< °� / 80 ! 08/ 0? 08?' ?/ 0· 5;08O70?  }·"0? 
� ü 50 Ou }?/ OA 3ü · / 0? S8?c }?/ ö ü O( 5' ?5k T80 2 }3� 08O7?}?5 7' < )0/ � O7 / 0? 
1 ' O7<08;ü / ' ß °80 °0;! °< ! 08 5·� ß 0„ y ' ß °<' ! Ö0?85 50?' } 8°<k 

T80 60°O7;0}?85}?5°( }·"0 p Ö8·/ ' }° / 0· J 0°O7Ö8?/ 85( 08<°( }·"0 / }·O7 
W08O7?0? ] · ä}! ?� ·„ ' ;0? 50„ ä ß v85k AV 0?<Ö8O( 0;<k 

WÖ08 T·07}?50? }„ � Ö08 °8O7 °O7?08/ 0?/ 0 2 O7°0? 0u ! � Ök Oz „ 8< 
/ 0? E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08<0? wu ! � Ök wA ( ö ??0? "0·08?85< Ö0·/ 0? � } 



T 80 T ·07! 0Ö05}?5k ll 

08?0· T·07}?5 }„k 08?0 8? / 80 x! 0?0 / 0· ! 08/ 0? 5050! 0?0? 2 O7°0? 
3';;0?/ 0 2 O7°0 O, / 80 / }·O7 / 0? äO7?8<<N}?(< A / 0· ! 08/ 0? 0·°<0·0? 
507< nv85k - l dk y ' ? <·ä 5< "� „k äO7?8<<N}?( < A / 80 ! 08/ 0? E 8?( 0; 
50°O7Ö8?/ 85( 08<0? O"u }?/ ÖA ' }3 / 0? � }50 
7ö ·850? 2 O7°0? 8? 08?0„k ! 0;80! 850? Cä ?50? 
„ ' ß °<' ! ' ! ü ! 8;/ 0< / '· ' }° / ' ° J 0°O7Ö8?/ 85c ~O, 
( 08<°/ ·080O( }?/ 0·7ä ;< ' ;° äO7;}ß; 8?80 / 80 
J ·ö ß 0 }?/ / 0? T·07°8?? / 0· E 8?( 0;50°O7Ö8?c 1 

/ 85( 08< w. T0· 6 0Ö08° 3� ;5< / ' ·' }°ü / ' ß � }· 
2 }3·0O7<0·7' ;<}?5 08?0· ! 0°<8„ „ <0? E 8?( 0;c o 
50°O7Ö8?/ 85( 08< O"u 5050?ü ! 0· / 0? °8O7 0·50! 0?c 
/ 0? E 8/ 0·°<ä ?/ 0? 08? T·07„ � „ 0?< M u 0· 
3� ·/ 0·;8O7 8°<ü }?/ 0! 0?°� � }· 2 }3·0O7<0·7' ;<}?5 
" � ? w2 08? T·07„ � „ 0?< M 2• 6 08/ 0 T·07„ � c 
„ 0?<0 Ö0·/ 0? ?}? ?' O7 6 / k Üü äk . w 8? / 0· 3ü · 
/ 80 ! 08/ 0? w ' ?5050! 0?0? E 08°0 � } 08?0?8 °80 
0·°0<� 0?/ 0? T·07„ � „ 0?< M "0·08?85<ü / ' ° ' ;°� 
/ 80 E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< w 5050?ü ! 0· / 0? E 8/ 0·°<ä ?/ 0? ' }3·0O7<0·7ä ;<k 

0 

v85k - l k 

Beispiel 60. Ä ;<0·0  }50;;' 50· � }· 2 }3?' 7„ 0 5·ö ß 0·0·  ·ä 3<0 7' ! 0? / 80 
v� ·„ _/ 0· v85k - . ü / 80  }50;? ;8050? ! 08/ 0·°08<° ' ? � Ö08 ä<0;;0? ' ?k T80 E 8?( 0;c 

q +Z 

+y 

v85k - . k v85k - - k 

50°O7Ö8?/ 85( 08< wu / 0· E 0;;0?' O7°0 gu 58!< „ 8< / 0· ?>2 ] 0·  }50;? ~ID; / 80 2 O7°0 gA 

/ 80 E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< u)w }„ / 80 2 O7°0 g. ü / 80 °8O7 ' ;;0 / ·08 u„ H}?( <0 A 
°O7?08/ 0?k 

ä8?/ / ·08 E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08<0? wuü w2, ww }„k / ·08 8? / 0„  
°0;! 0? H}?(< O � }08?' ?/ 0· °0?( ·0O7< °<070?/ 0 2 O7°0? 5050! 0? nv85k - - dü 
°� 7' < 08? H}?( < A „ 8< / 0? ' }3 / 0? T·07' O7°0? 50„ 0°°0?0? 2 ! °<ä ?/ 0? 
x, y, z " � „k 2 }°5' ü?5°N}?(< O 3� ;50?/ 0 ä08<0?50°O7Ö8?/ 85( 08<0?I 

Vz , + W2 • Z - E w o Y , } 
Vy , + O"3 • X - W1. • Z , 

Vz , + W1 • X -- Wz • y 
(68)
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ä0<� < „ ' ? 8? / 0? 2 }°5' ?5°5;08O7}?50? np. d / 80 ;8?( 0? ä08<0? 5;08O7 9 ü 
°� 0·58!< °8O7 3ü · / 80 H}?(<0ü / 80 ! 08 / 0· T·07}?5 8? ö }70 ! ;08! 0?ü 
/ 80 6 0/ 8?5}?5 

W1 W2 W3 -=-=-
X y Z 

S 80·/ }·O7 Ö8·/ 08?0 J 0·' / 0ü / 80 T·07' O7°0 / 0· J 0°' „ <! 0Ö05}?5ü / ' · 
50°<0;;<ü /80 / }·O7 / 0? 2? 3'?5°N}?(< O 507<k 

T80 J 0°' „ <Ö8?( 0;50°O7Ö8?/85( 08< 3ü · / 80°0 2 O7°0 8°<ü Ö80 ?' O7 / 0„ 
F � ·70·5070?/ 0? ;08O7< 08?� }°070? 8°<ü 

ÖA , w~ + w~ + w~ . (69)
E ä 7·0?/ °8O7 / 80 J 0°O7Ö8?/ 85( 08<0? � Ö080· ö 0;' <8"/ ·07}?50? � / 0· 

08?0· T·07}?5 }?/ 08?0· äO780! }?5 ?' O7 / 0„ F � ·°<070?/ 0? ;08O7< � } 
08?0· "0·08?850? ;' °°0?ü 8°< / 80 F 0·08?85}?5 / 0· 6 0°O7;0}?85}?50? }„  

°<ä ?/ ;8O70·k x8? H}?(< B, / 0· 
8? / 0· W08O70?0! 0?0 08?0 T·0 
7}?5 }„ / 80 2 O7°0 O ' }°3ü 7·< 
nv85k uggdü 7' ! 0 � } 08?0· ! 0 
°<8„ „ <0? W08< t / 80 C' 50 B1, 

/ 80 8? H� ;' ·( � � ·/ 8?' <0? / }·O7 
/ 0? 2 ! °<' ?/ 9 6 u , ·}?/ / 0? 
E 8?( 0; AOB , 1X 5050? /80 
30°<;8050?/ 0 J 0·' / 0 OA ! 0 
°<8„ „ < 8°<k ä08?0 J 0°O7Ö8? 
/ 85( 08< °08 5050! 0? / }·O7 / 80 
! 08/ 0? ä08<0?50°O7 Ö8?/ 85( 08 
<0? Vr 8? ö 8O7<}?5 / 0° H� ; 
°<·' 7;0° r }?/ v(X, °0?( ·0O7< 
/ ' � }k 1 ' O7 / 0· ( ;08?0? W08< 
d t 7' ! 0 / 0· H}?(< / 80 C' 50 

B2, }?/ °08?0 Ö80/ 0· 8? / 80 ö 8O7<}?5 " � ? r + d.r }?/ °0?( ·0O7< / ' � } 
"0·;' }30?/ 0? ä08<0?50°O7Ö8?/85( 08<0? Ö0·/ 0? � 0·;05< ?' O7 / 0? ö 8O7 
<}?50? "� ? u; }?/ v(X, 8? /80 5·ö ß 0·0? Vr + dvr }?/ v(X, + dv(X,; / 80 
( ;08?0·0? 0·50! 0? °8O7 / ' ?? ' }° / 0? ·0O7<Ö8?(; 850? T·080O( 0? „ 8< / 0„ 
äN8<� 0?Ö8?( 0; d 1X }?<0· F 0·?' O7;ä °°85}?5 / 0· ( ;08?0? J ·ö ß 0? � Ö08<0· 
9 ·/? }?5 � } u; • d o: }?/ v(X, • d1X. 

y ' ? 0·7ä ;< 780·„ 8< / 80 6 0°O7;0}?85}?5 8? ö 8O7<}?5 " � ? r � } 
(vr + dvr - v(X, • d1X) - Vr dvr V(X, • diX 

Pr= dt- - - , dt-<i:t 

0 A 

dv; 
T+dvr)•da 

(vtX+dvaJ-da 

v85k uggk 

}?/ °0?( ·0O7< / ' � } 
_ (v(X, + dv(X, + Vr • d1X) - v(X, _ llv(X, + Vr · diX 

P(X, - dt - llt dt . 

1 }? 8°<o)' � 7?0 Ö08<0·0° 
dr 

Vr , c }?/ dt 
r · d1X 

V IX , ] o 
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}?/ / ' „ 8< Ö8·/ 
ddr 

Pr= d~t --r• ~:- ~: , ] II] c·ü (~Tr'
d (r · d{X) 
, dt a- a« a- a« d2{X dr a.« 

PIX, , c (lt-+ dt· .u , {lt. .u B r. -,lt2 B 'ai' dt 
, r, d2{X 2. dr tl{X. 

rlt2 + dt dt 
T80 ! 8° )0<� < ' ;° 30°< ' ?50°070?0? J 0·' / 0? / ·070? °8O7 ' ! 0· 0! 0? 

3';;° }„ O, }?/ 30°<0 6 0� }5°' O7°0 °08 )0<� < / 80 J 0·' / 0 OA0 / 0· v85k uggk 
T' ?? 8°< / 80 C' 50 / 0° H}?(<0° 6 u 5050! 0? / }·O7 / 0? ä<·' 7; ·}?/ / 0? 
E 8?( 0; ß + {X, }?/ „ ' ? 0·7ä ;< )0<� < ' ;° °08?0 ä08<0?50°O7Ö8?/ 85( 08<0? 

v' , dr }?"0·ä ?/ 0·< v' , r. d ({X + ß)
r dt ' ex dt 

! � Ök ' ;° ä08<0?! 0°O7;0}?85}?50? 
ü , a2r - r. (d({X + ß ddA , a2r - r. (d{X dß)2 

Pr d t2 . d t d t2 d t + d t 
, d2({X + ß) A är d({X + ß)

Pa , r . d t2 + . d t • d t 

_ r. (d2 {X d2 ß) Ak <-Zr . (d {X dß) 
- dt2 + dt2 + <lt dt + dt . 

T}·O7 2 }3;ö °0? / 0·  ;' „ „ 0·? 3� ;5<ü Ö0?? / 80 � ! 0?°<070?/ 0? v� ·„ 0;? 

! 0' O7<0< Ö0·/ 0? }?/ I] , w / 80 E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< / 0° ä<·' 7 

;0° OA }?/ / 0· / ' „ 8< "0·! }?/ 0?0? H}?(<0 5050?ü ! 0· / 0· 30°<0? J 0 

·' / 0? OA0, 0?<°N·0O70?/ ] ] , E / 80 � }507ö ·850 E 8?( 0;! 0°O7;0}?85}?5R 
' ?58!<ü t 

p; , Pr - 2 · Vcx • W - r · w2, p~ , Pa + r · E + 2 · Vr • W • 

T80°0 ! 08/ 0? °0?( ·0O7< � }08?' ?/ 0· °<070?/ 0? 6 0°O7;0}?85}?50? ( ö ??0? 
� } 08?0· "0·08?85< Ö0·/ 0? I p' , ·v p;. 2 + p~2 

• 

1 }? 0·58!< 

yp; + p! , p / 80 J 0°' „ <! 0°O7;0}?85}?5 8? / 0„ ö 0;' <8"c°• °<0„ ü 

Y(r-~ wAdA + (r. OdA , Po / 80 6 0°O7;0}?85}?5 / 0° H}?(<0° B 5050? 
ü ! 0· / 0· 30°<0? 2 O7°0ü 

Ak w. yv~ + v; , A • w. v , H8 08?0 W}°' <� ! 0°O7;0}?85}?5Vgdü 

Vgd 4 ;' 8·' }<ü y 0„ k / 0 ;o2 O' / k / 0° äO80?O0°ü H' ·8° ul VAR 4 � ·8� ;8°ü y 0„ ü 
/ 0° °' "ü 0<·' ?50·°ü u. wAR zk / 0 Üo0O� ;0 N� ;•<0O7?kü u. wAk 
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/ 80 °0?( ·0O7< � }· J 0°O7Ö8?/ 85( 08< v 8„ ö 0;' <8"°• °<0„ °<07<ü }?/ � Ö' · 
?' O7 / 0· ä08<0 78?ü / 80 / 0· T·07·8O7<}?5 / 0° ö 0;' <8"°• °<0„ ° 0?<°N·8O7< 
nv85k ugudk T80°0 / ·08 6 0°O7;0}?85}?50? 0·50! 0? ?' O7 J ·ö ß 0 }?/ ö 8O7 
<}?5 � }°' „ „ 0?50°0<� < / 80 J 0°' „ <! 0°O7;0}?85}?5 p1

• 

v' ß < „ ' ? O )0<� < ' ;° / 0? H� ; 08?0· ! 0;80! 850? T·07}?5 }?/ äO780! }?5 
8? / 0· x! 0?0 ' }3ü °� 3� ;5<ü / ' ß / 80 5050! 0?0 W}°' „ „ 0?°0<� }?5 ' ;; 
50„ 08?0 J ü ;<85( 08< 7' <k 

1 ' O7/ 0„ °� 30°<50°<0;;< 8°<ü / ' ß ?}· 08?0 W}°' <� ! 0°O7;0}?85}?5 
°0?( ·0O7< � }· ö 0;' <8"50°O7Ö8?/ 85( 08< v " � ·7' ?/ 0? 8°<ü 8°< / 0· 1 ' O7c 

0 

h 
I 
I /1,f 

2W•Va 

v.,. Ö08° 87·0· J ·ö ß 0 ;08O7< „ 8< S 8;30 / 0· v85kugA 
/
1 � } 3ü 7·0?k Ü? / 0· ä<0;;}?5 OA / 0° S ' ;!  Ilz , v I „ 0°°0·° r 7' ! 0 H}?(< A / 80 J 0°O7Ö8?/ 85c 

'-, 
1 ( 08< v 8? ö 8O7<}?5 "� ? r. x8?0? 2 }50?c 

v85k uguk ! ;8O( dt °Nä <0· 7' < °8O7 / 0· v' 7·°<·' 7; „ 8< 
/ 0· E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< w }„ d ex , 

w • d.t 50/ ·07< }?/ 8°< H}?(< A' ?' O7 B }„ dr „ 8< / 0· J 0°O7Ö8?/ 85c 

( 08< v , dr 50·ü O(<k 1 }? 7' < °8O7 ! 08 /80°0· T·07}?5 v 8? / 80 C' 50 v' 
dt 

50/ ·07<ü }?/ 0° 8°< 08?0 W}°' <� 50°O7Ö8?/ 85( 08< u , v • d cc , v · w • dt 
?ö <85ü / ' „ 8< v 8? v' ü ! 0·507<k Ü7· 0?<°N·8O7< / 80 6 0°O7;0}?85}?5 

p' , ddu , v. w. v0·?0· 7' < / 0· H}?(< B 5050?ü ! 0· A' 08?0 um 
u t 

w • dr 5·ö ß 0·0 G„ 3'?5°50°O7Ö8?/ 85( 08<R / 0· W}?' 7„ 0 0?<°N·8O7< / 80 

6 7; · i dr / o / ö o 7< 7 0°O 0}„ 5}?5 Nu , w • dt , w • v, w 0· 10 }?5 ?' O „ 8< p{ 

ü ! 0·08?°<8„ „ <k 
T80 J 0°' „ <! 0°O7;0}?85}?5 8°< ' ;°� ü Ö80 � ! 0? ' ?5050! 0?ü 

Hu , 2. w. V1. (70) 
Beispiel 61. 2 ?� }50! 0? 8°< / 80 60°O7;0}?85}?5ü / 80 / 80 äO7Ö}?5( }50; 08?0° 

 ·' 3<„ ' °O78?0?·05;0·° 0·3ä 7·<ü Ö0?? / 80 y ' °O78?0 N;ö <� ;8O7 }„ u , _m_ 87·0· 
m 2

„ 8<<;0·0? C08°<}?5 0?<;' °<0< Ö8·/ k T0· ö 05;0· „ ' O] 0 n , upg G„ / ·07}?50? 8? 
/ 0· y 8?}<0ü }?/ / 0· y 8<<0;N}?(< / 0· äO7Ö}?5( }50; °08 x , güAp „ "� ? / 0· äN8?/ 0; 
' O7°0 0?<30·?<R / 80 � }„ "� ;;0? 2 ?;' }30? / 0· y ' °O78?0 ' }° / 0· ö}70 !8° � }· ' ? 
5050! 0?0?czz„ /· 07}?5°� ' 7; 0·3� ·/ 0·;8O70 W0]< ! 0<·' 50 t , ug °(k 

T80 E 8?( 0;! 0°O7;0}?85}?5 / 0° ö 05;0·° Üä< / ' ?? ?' O7 v� ·„ 0; nupd 
l w 

B , rn,'. t' 



T80 T·07! 0Ö05}?5k 81 

' ;°� / 80 G„ 3' ?5°! 0°O7;0}?85}?5 / 0·  }50; 

X o> güAp n ' upg 
Pi , x · ° = rn · t = A · wg k ug = güAu. „ h°( 2•

T ' / 80  }50; °8O7 " � ? / 0· äN8?/ 0; „ 8< 08?0· J 0°O7Ö8?/ 85( 08< 0?<30·?<ü / 80 ! 08 
5}<0? v0/ 0··05;0·? v P güug „ h°( }?/ ! 08 5}<0? J 0Ö8O7<°·05;0·? v ·I" güAD „ h°( 
! 0<·ä 5<Vudü °� <·8<< 780·� } ? � O7 / 80 W}°' <� ! 0°O7;0}?85}?5 8? / 0·°0;! 0? ö 8O7<}?5 

N2 , 2 · w · v, 
' ;°� }?<0· 2 ??' 7„ 0 08?0° v0/ 0··05;0·° 

NA , 2 · n ~~
60 

· 0,10 , 3,352 „ h°( Aü 

/ ' ° uDüwD3' O70 / 0° 0·°<0·0? 6 0<·' 50°k 
T80 J 0°' „ <! 0°O7;0}?85}?5 k8°< °� „ 8< p , wüDl „ h°( A• 

Beispiel 62. 2 ? � }50! 0? 8°< / 80 6 0°O7;0}?85}?5 08?0° 8k y k l . „ }?<0· / 0· 
x ·/ � ! 0·3;ä O70 8? v·08! }·5 (cp =-- Dg° DDoü h ('...) Vpg „ d 3·08 3' ;;0?/ 0?  ö ·N0·°k 

T0? S ' }N<' ?<08; ! 8;/ 0< / 80 8? 6 08°N80; up 5050! 0?0 6 0°O7;0}?85}?5 ?' O7 / 0„ 
x ·/ „ 8<<0;N}?( < 

g-= - ü. gpul · (1 + güggApVV · güAgDgl + gügggggl · güAgDgl 2)

c gügggwg. p · güw. A , - ü. uD. D. „ h°( 2•

S 80·8? 8°< °O7� ? 0?<7' ;<0? / 80 8? / 80 E 8·( }?5°;8?80 " � ? g, ' ! 0· ?' O7 / 0· 0?<5050?  
50°0<� <0? ö 8O7<}?5 3' ;;0?/ 0 ä08<0?! 0°O7;0}?85}?5 nv85k ugwd 

n
g pwgVVd2

r • ÖA • O� °ON , R • ÖA • O� °ONA , npwl gA. w + w. Ad · 8
Vwpu 

, güguAA. „ h°( Aü 

Ö� ·8? w , . Iu]8u , uV] pu uh°( 08?50°0<� < 8°<ü 30·?0· / 80 8? / 0· y 0·8/ 8' ?0! 0?0 

?' O7 ä ü / 0? 50·8O7<0<0 6 0°O7;0}?85}?5 

2 • R 2 . pwl gppD · güpwgVV · güll pAw r·w • °„ ON, ·w · O� °ON· °„ ON, cc uVwpu2 güguDuA „ h°( 2,

/ 80 3·08;8O7 ?8O7< / }·O7 }?„ 8<<0;! ' ·0 y 0°°}?5 
?' O7� }Ö08°0? 8°<ü / ' / 0· v}ß N}?( < 08?0° C� <0° 
}„ / 0?°0;! 0? 6 0<·' 5 ?' O7 ä ü / 0? ' ! 50;0?( < Ö8·/ ü 
Ö80 °08? 2 }37ä ?50N}?( <k 6 08/ 0 x 8?3;ü °°0 ;' °°0? 
°8O7 / }·O7 F 0·°}O70 ?8O7< " � ? g <·0??0?k 

E � 7; ' ! 0· 8°< / 80 W}°' <� ! 0°O7;0}?85}?5 
/ }·O7 y 0°°}?5 ?' O7� }Ö08°0?k ä uk0 7' < / 0? E 0·< 
Nu , A · w · v }?/ 8°< " � ? E 0°<0? ?' O7 9 °<0? 50 
·8O7<0<k S 80·8? 8°< v , g · t · O� ° cp / 80 °0?( ·0O7< 
/ ' � }ü ' ;°� 8? / 80 x ! 0?0 / 0° H' ·' ;;0;( ·08°0° 3' ;;0?/ 0 
ä08<0?50°O7Ö8?/ 85( 08< / 0° v' ;;0° 8„ ;}3<;00·0? 
ö ' }„ k x ° Ö8·/ °� „ 8< v85ü ugwk 

H8 _ A · - ü. uD. D. · _ güpwgVV k t , güggg. pwD k t . 
uVwpu 

1 ' O7 v � ·„ � ; n- ! d ( ' ?? / ' 3ü · 50°O7·80! 0? Ö0·/ 0? 

d2x 
cA , güggg. pwD · t, dt 

Ö' ° / 80 2 ! ;0?( }?5 0·58! < 
t t <3

x , k3güggg. pwDk dt · .ft · dt , güggg. pwD · ß k 
0 0

Vud ß � ;;0ü T80 ö 050;}?5 / 0·  ·' 3<„ ' °O78?0?k u- gDk 

ä<0N7' ?ü ß0O7?8°O70 y 0O7' ?8( k ÜÜÜk 6
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1 }? 8°< k ! 08 5050! 0?0· v' ;;7ö 70 s , uD. üwg „ ?' O7 v� ·„ 0; n 10 ! d 

VFs V'2 · uD. üw t , -g- , - ü. uD. p , Düpl - g °( k 

T' „ 8< Ö8·/ / 80 2 ! ;0?( }?5 ?' O7 9 °<0?42)

X= gügApw „ k 
J 0„ 0°°0? Ö}·/ 0Vwd ' ? 08?0„  ö ·N0·ü / 0· � Ö' · ?}· 50·8?50? C}3<Ö8/ 0·°<' ?/ 

7' <<0ü / ' / }·O7 ' ! 0· / � O7 08?0 F0·� ö 50·}?5 0·3}7·ü x , gügA. w „ k 
T80 2 ! ;0?( }?5ü / 80 / ' / }·O7 0?<°<07<ü / ' ß / 0· 2 ! Ö}·3N}?(< 08?0 }„ s · O� ° 'P · w 

5·ö ß 0·0 J 0°O7Ö8?/ 85( 08< 7' < ' ;° / 80 2 }33'?50! 0?0ü ! 0<·ä 5<°cd 
ü uD. üwgk · güpwgVV · Düpl - g O gw- oio 

X , S • 4 9 ä cp • W • t , ccccuVwp3 c , ü k g „ k 

II. Die Grundlehren der Dynamik. 
Ü? / 0? "� ·70·5070?/ 0? 2 ! °O7?8<<0? Ö}·/ 0? / 80 60Ö05}?50? ' ;°k 

5050! 0? ' ?50°070? }?/ 87·0 x850?°O7' 3<0? }?/ W}°' „ „ 0?7ä ?50 / }·O7 
·08? „ ' <70„ ' <8°O70 60<·' O7<}?50? 30°<50°<0;;<k T80 S ' }N<' }35' ! 0 / 0· 
T•?' „ 8( 8°< )0/ � O7ü / 80 60Ö05}?50? / 0·  ö ·N0· ' }° / 0? ' }3 °80 08? 
Ö8·( 0?/ 0?  ·ä 3<0? 70·� };08<0? ! � Ök ' }° / 0? 0·„ 8<<0;<0? 60Ö05}?50? 
/ 80 Ö8·( 0?/ 0?  ·ä 3<0 � } ! 0°<8„ „ 0?k T' � } „ ü °°0?ü Ö80 � } 6058?? / 0· 
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aU8 

• · gIu + 0½A · 0½A c 0½; = ½ · G · l • n°8?�0 ü c °„ O½ud = G · l · O� ° A · °8? A k 

x?<°N·0O70?/ 0·58!< °8O7 3ü · / 80 C' °< Q ! 08 08?0· 08?3'O70? G?<0·3;' °O70 
d 72 , l · d cc • O� ° cc - ½ · d b , 

Ö08; ! 08„ S0! 0? }„ / 0? E 8?( 0; da / 80 ä08;;ä ?50 äb 8? / 0? v;' °O70?� }5 78?08? 
507<k T80 C' °< ! 0Ö05< °8O7 ' ;°� ' }3 08?0„ 3;' O70·0? 6 � 50? ' ;° / ' ° x850?50Ö8O7<k 
1 }? 8°< ' }° / 0„ °O7803Ö8?( ;850? T·080O( "� ? / 0? ä08<0? l, a, b „ 8< / 0„ äN8<� 0?c 
Ö8?( 0; ] c cc � } 0?<?07„ 0? 

b2 , a2 + l2 - A · a · l · O� ° n R c cx) . 

T}·O7 T8330·0?<880·0? 38?/ 0< „ ' ? 780·' }° 
A · b • d b , g + g c A · a • l · O� ° ex • d cx , 



T80 „ 0O7' ?8°O70 2 ·! 08< }?/ C08°<}?5k 121 

Ö� ·8? / ' ° ?05' <8"0 F � ·� 08O70? ' ?58! <ü / ' ß b ! 08„ S 0! 0? / 0· C' °< ( ;08?0· Ö8·/ k 
x ° 8°< „ 8<78? ü 

d b , a . l . O� ° o; • d o; , 2 · a · l · d °8? o; 
b A k Va2 + l2 - A k a . l . °8? (X 

T ' „ 8< Ö8·/ / 80 � }507ö ·850 2 ·! 08< 
0½üü lX2

A Q [ l 
- . 1 ;· d ( 2 · a · l · °8? O½d ~ , • • ä;?uU c • A V Vfa2 BcWAd c nA • a • l · °8? ½d 

Cl't

, Q · [l · n°8?O½2 - °8? �R ud + ½ · ;h'A + l2 - A · a · l · °8?O½2

c ½ · va2 B z2 -~a -:-f. °8? �R u~ 

A k Q . l • ;O� ° �R A + �R u k °8? �R A c �R u + u Vi + ( a ) 2 --~a . °8? ex 
2 2 4 l l 2

c m F u R n ] r - 2 · ~ · °8? �R ;~ k 

Ü°< 0<Ö' Q , Ag <ü G , w <ü l , AAüD „ ü a , uDüD „ ü �R u , Ag° ü �R A , l g° ü 
°� Ö8·/ / 80 J 0°' „ <' ·! 08< 

A , A1 + 2 2 , AAüD · (3 + A · Agd · gül glu · güVAAp + AA
• ] · Ag 

( V cnuDüDdc2 - uDüD v- - - - ) 
· c ; + AAüD c A · AAüD · güwVAg + u + güVl D c A · güp. - · gü- Vg 

, A. - c AAD · nuüggA c güVAVd , uD- mt,
6 08 08?0„ „ 07··� ;;850? v;' °O70? � }5 8„ S }! Ö0·( 0·7ö 7< °8O7 / 80°0· 6 0<·' 5 

? � O7 Ö08<0·ü � k6 k 8°< ! 08 08?0„ "80··� ;;850? v; ' °O70? � }5 }?<0· °� ?°< 5;08O70? F 0· 
7ä ;<?8°°0? 

uwg 
A , A. - c A , AAV „ <k 

T 80°0 0·70! ;8O70 S }! ' ·! 08< 8?k v ä ;;0?ü Ö� 08?0 ·08?0 H' ·' ;;0;" 0·°O780! }?5 
50? ü 5<0ü 8°< 08? 1 ' O7<08; / 0· T 0··8O( ( ·' ?0ü / 0? „ ' ? / }·O7 ! 0°� ?/ 0·0 2 }°5;08O7 
" � ··8O7<}?50? � } ! 070! 0? 50°_}O7< 7' <78).

Beispiel 00. 2 ? � }50! 0? 8°< / 80zC08°<}?5ü / 80 08? y ' ?? ' }3 08?0„ v' 7··' / 
0?<Ö8O( 0;<ü Ö0?? 0· „ 8< / 0· J 0°O7Ö8?/ 85( 08< V , u. ! � Ök wg ( „ h°< ' }3 5}<0· 
0! 0?0· ä<·' ß 0 ! 08 E 8?/ °<8;;0 3ä 7·<k 

1 ' O7 6 / k ÜÜü ä k - w 8°< / 0· E 8/ 0·°<' ?/ 08?0° v' 7··' / 0°;! 08 ·8O7<85 ' }350N}„ N<0? 
C}3<·0830? 5050! 0? / }·O7 

W , güpV + güg- AA · v + gügAA • "2 ( 5ü 
Ö0?? / 80 J 0°O7Ö8?/ 85( 08< v 8? „ h°( 50„ 0°°0? Ö8·/ k 

T80 C08°<}?5 8°< ?' O7 v � ·„ 0; n - . b)
N , W · v , güpV · v + gügmIzAA · "A + gügAA · "w 

„ 8< 

T 0„ ?' O7 Ö8·/ 

u. 
v , , Düg ! � Ök 

wüp 
wg 
wü6 , . üww „ h°( k 

! � Ök 
N , wüAg + Aüwg + Aül D , . üAD „ ( 5h°( 

Düww + püVg + uAü l g , AVüVw „ ( 5h°( k 

78) H· � 0 < 0k; ü T k Nk zk u- uuk 
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Beispiel 91. W} 0·„ 8<<0;? 8°< / 80 1 0??;08°<}?5 08?0· x 8? � • ;8?/ 0·cT ' „ N3 
„ ' °O78?0 " � „ W• ;8?/ 0·/ }·O7„ 0°°0· D , VA O„ ü / 0„ S }! °, l D O„ }?/ n , uuD 
G„ / ·07}?50? 8? / 0· y 8?}<0 ! 08 / 0·  0°°0;°N' ??}?5 q0 , 9 ' < Ü ! 0·/ ·}O( n� 7?0 
Ü ! 0·78<� }?5dk 

y 8< ö ü O( °8O7< ' }3 / 80 E 8/ 0·°<ä ?/ 0 8? / 0· T ' „ N3;08<}?5ü / 0? F 0?<8;0? }?/ / 0? 
ä O780! 0·( ' ? ä ;0? / 0· y ' °O78?0 °� Ö80 ! 0°� ?/ 0·° ' }3 / 80 äO7Ö' ?( }?50? / 0°  0°°0; 

/ ·}O( 0° }?<0·7' ;! / 0° ' ?5050! 0?0? S ö O7°<Ö0·<0° 
8°< / 0· x 8?°<·ö „ }?5°/· }O( " � ? O ' }° 50·0O7?0< 
7ö O7°<0?° � } qu , - üg ' < ' ? � }°0<� 0?k T 0· 2 }° 
N}33/ ·}O( ! 0<·ä 5< ' }° / 0? 0·°<0? J ·ü ?/ 0? 
0<Ö' q3 , uüuD ' <k T ' ° T ' „ N3/ 8' 5·' „ „ / 0· 
1 0??;08°<}?5 Ö8·/ 0·7' ;<0?ü Ö0?? / 80 x?/  
°N' ??}?5 / 0· 2 }°/ 07?}?5°;8?80 / 0° T ' „ N30° 
! 08 O nv85k uV- d 8„ v' ;; / 0° 2 }°N}33! 0<·80! 0° 

q2 , Aü. c fä , uü- ' < ! 0<·ä 5<k T80 2 }°c 
/ 07?}?5°;8?80 / 0· 

ä ' <</ ' „ N3„ ' °O78?0 
Ö8·/ „ 8< 50? ü 50?/ 0· 
2 ?? ä 70·}?5 / }·O7 08?0 
5;08O7°08<850 S • N0·! 0; 
/ ' ·50°<0;;<ü / 80 „ ' ? 
/ ' / }·O7 38?/ 0<ü / ' ß 
/ }·O7 / 0? 5050! 0?0? 
H}?( < O 08? C8?0' ; 50 
;05< Ö8·/ }?/ / 80 

C' ä<·0O( 0 ggo ! 8° � }· 
6 0� }5°' O7°0 / ' ·' ? " � ? 
/ 0· ' ?/ 0·0? 6 0� }5° 
' O7°0 ' ;° ß' B � }·ü O(  
50<·' 50? Ö8·/ k y ' ? 

0·7ä ;< °� / ' ° v ü ;;}?5°"0·7ä ;<?8° AB , güul k T80 
A'D' 

C' 50 / 0· °0?( ·0O7<0? 2 O7°0 OB' Ö8·/ / }·O7 / 80 J ·ö ß 0 
/ 0° °O7ä / ;8O70? ö ' }„ 0° ! 0°<8„ „ <R ! 08 v;' O7°O780! 0·c 

„ ' °O78?0? 8°< 80 , gügD cIc güugü ! 08  � ;! 0?°O780! 0·? 
8 

] , gügl cIc güuDü ! 08 F 0?<8;„ ' °O78?0? 0<Ö' gügD ccIcgüugü 
8 ! 08 T·07°O780! 0·? gügw ! 8° 

cIc gügpk T80 W}°' „ „ 0?  
/· ü O( }?5 / 0° T ' „ N30° 
! 08„ ö ü O( 5' ?5 / 0°  � ; 
! 0?° Ö8·/ ! 08 2 }°N}33 
„ ' °O78?0? " � ·<08;7' 3< ! 8° 
WG q4 , gü l k =; , ß üw ' < 
50<·80! 0?kT ' „ 8< ! 0°<8„ „ < 
°8O7 ' }° FF' , EE' / 0· 
6 058?? / 0· W}°' „ „ 0?  
/ ·ü O( }?5k T ' ° T ' „ N3 
/ 8' 5·' „ „ 8°< °� 30°<c 
50;05<ü Ö0?? ? � O7 / 80 F � · 

/ 0° S }! 0° }?/ / 80 F � ·' }°°<·ö „ }?5 ! 08 O � } 

1 

~J 

q 

0 1,4' 

So 

at A B --q 

7 

<ft .5 

.3 

%1 
0 lA'

SI 
0 

E' 
I.D' 

s 

v85k uV- k 

s 

v85k uDgk 

08?°<·ö ?·°?5 ! 08 F � } 0<Ö' u "k S k 
. cIc ug "kS k ' ?50°0<� < Ö0·/ 0?k 

6 08  � ?/ 0?°' <8� ?°„ ' °O78?0? 8°< 0<Ö' q:t , güug cIc güuD ' <ü q2 , Aüg c 8] k 
T 0· 2 ?3' ?5 E / 0· W}°' „ „ 0?/ ·ü O( }?5 Ö8·/ „ ö 5;8O7°< 3·ü 7 50;05<ü <·� <� / 0„ 8°< 
87·0 x?/ °N' ??}?5 qt1 ?}· ?80/ ·85 nv85k uDgdk 



T 80 „ 0O7' ?8°O70 2 ·! 08< }?/ C08°<}?5k uAw 

6 � 8 F 0·! }?/ cT ' „ N3„ ' °O78?0? „ 8< 2 }°N}33 58;< 0<Ö' =2 , AüDg c I] ü „ 8< 

 � ?/0?°' <8� ? qA c AügD c g~. 
E 8·/ / 0· v;ä O70?8?7' ;< / 0° T ' „ N3/ 8' 5·' „ „ ° / 0· v85k uV- ! � Ök uDg 0<Ö' 

?' O7 / 0· oÜo·' NO� ·� 50; 8? =„ „ ! 0·0O7?0< }?/ / }·O7 / 80 Cä ?50 s 8? „ „ / 8"8/ 80·<ü 
·°� 0·7ä ;< „ ' ? / 0? „ 8<<;0·0? T ·}O( q,,. , Aü- . ! 08 / 0· 2 }°N}33„ ' °O78?0 }?/ wügp 
! 08 / 0· � ?/ 0?°' <8� ?°„' °O78?0k G„ / 80°0 ö 0O7?}?5 }?/ / 80 2 }3<·' 5}?5 / 0· 
"kS kcE � ·<� ! 0=}0„ � } 7' ! 0?ü � 08O7?0< „ ' ? 3' °< °<0<° s , ugg „ „ k y ' ? ( ' ?? 
8„ T }·O7°O7?8<< ' ??07„ 0? q"' , wüg ' <k 6 08 y ' °O78?0? " � ? 5·� ß 0· C08°<}?5 
50? ü 5< Aü- ' <ü ! 08 5' ? � ( ;08?0? °<085< / 0· y 8<<0;Ö0·< ' }3 wüu ' <k 

T 0· Ü?7' ;< / 0· T 8' 5·' „ „ 3;ä O70 F =s«: s 50„ 0°°0? 8? ( 5hO„ 2 • „ °<0;;< / 80 
' }3 )0/ 0? O„ 2 / 0·  � ;! 0?3;ä O70 0?<3' ;;0?/ 0 T ' „ N3' ·! 08< / ' ·k y };<8N;8� 80·< „ ' ? 

°80 „ 8< / 0·  � ;! 0?3;ä O70 R · D2 • gü- l ! 08 ! 08/ 0·°08<° / }·O75070?/ 0·  � ;! 0?°<' ?50ü 

°� 0·7ä ;< „ ' ? / 80 2 ·! 08< 3ü · 08?0? S }! k 1 }? „ ' O7< / 80 / � NN0;<Ö8·( 0?/ 0 y ' °O78?0 

8? / 0· ä 0( }?/ 0 
A 

~O~ 2 ·! 08<°7ü ! 0ü °� / ' ß / 80 J 0°' „ <;08°<}?5 „ 8< 6 0·ü O( °8O7 

<85}?5 / 0° E 8·( }?5°5·' / 0° 17 , gü. w ! 0<·ä 5< 
Üß 2 • n 1J 

NI , V · D2 • gü- l · q,n · s · pg l D nugAd 
(cm) (m)

, 4 · VA2
• gü- l · _wüg · gül D · A · uuD · gü. w , uA. Hä k 

4 · pg · l D 
T 80 C08°<}?5 ( ' ?? / }·O7 x ·7ö 7}?5 / 0· vü ;;}?5 }?/ / 0° T ' „ N3"0·! ·' }O70° 

8„ T ' }0·! 0<·80! ' }3 / ' ° ;üD3' O7O 50°<0850·< Ö0·/ 0?I 1 „ ' ½ , u- A Hä k 
6 08 F O·! }?/ / ' „ N3„ ' °O78?0? „ 8< / 0? W• ;8?/ 0·/ }·O7„ 0°°0·? T u }?/ T A }?/ 

k/ 0„ 5;08O70?  � ;! 0?7}! s 8°< 3ü · / 0? S � O7/ ·}O( � • ;8?/ 0· / 0· „ 8<<;0·0 T ' „ N3 
/ ·}O( qin,1 }?/ 3ü · / 0? 1 80/ 0·/ ·}O( � • ;8?/ 0· =„kü2 08? � }°0<� 0?k 6 08 ! 08/ 0·°08<° 
/ }·O750! 0?/ 0·  � ;! 0?°<' ?50 8°< ' ;°� / 80 C08°<}?5 5050! 0? ' ;° 

N _ !!__· (m · qm., + m · qm,2) • gü- l · s · A · n · 17 
u c Vk pgk l D k 

E 0·/ 0? ! 08/ 0 T ' „ N3/ 8' 5·' „ „ 0 
°� ü ! 0·08?' ?/ 0· 50� 08O7?0<ü / ' ß / 80 
Cä ?50? / 80 ö ' }„ 8?7' ;<0 Ö80/ 0· 
50! 0? 70), °� 8°< )' 

Tf -· ;rr • D1 • Ü - l • 8 . 
üü u c 4 1 ' '

V2 , n · D~ · gü- l · s . k V i 

1 ' O7 v85kuDu 8°< ?}? V1 • q1 + F A · _=A 
· / 0· v;ä O70?8?7' ;< / 0· 50°' „ <0? T8'  
5·' „„ 3;ä O70ü 0?<°N·0O70?/ / 0· x 8?  
� • ;8?/ 0·„ ' °O78?0k 

x ?<?8„ „ < „ ' ? ' ;°� / 0? „ 8<<;0·0? 
T ' „ N3/ ·}O( qm / 0„ ·' ?( 8?8°80·<0? 
T ' „ N3/ 8' 5·' „ „ / 0· v85k uDuü °� 58;< 
3ü · / 80 F 0·! }?/ „ ' °O78?0 0! 0?3' ;;° / 80 
J; 08O7}?5 nugAdü Ö0?? / ' ·8? 3ü · D 
/ 0· T }·O7„ 0°°0· / 0° 1 80/ 0·/ ·}O(  

o� • ;8?/ 0·° 50? � „ „ 0? Ö8·/ k S 80·! 08 
8°< ' ;;0·/ 8?5° ? � O7 „ 8< ö ü O( °8O7< ' }3 
"0·°O780/ 0?0 v;ä O70?"0·;}°<0 n"5;k v85k Vpd „ 8< 08?0· F ö ;;85( 08<°� 8330· � } ·0O7?0?ü 

ü/ 80 ! 08 WÖ083' O7cF 0·! }?/ „ ' °O78?0? � Ö8°O70? gü. g ! 8° gü. D ! 0<·ä 5< }?/ ! 08 T ·08c 

v85k uDuk 

7?d ö 'k? ( 8 ?Ok y ' ?}' ; � 3 <70 °<0' „ 0?58?0 ' ?/ � <70· N·8„ 0 „ � " 0·°ü u. D- k 
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3' O7cF 0·! }?/ „ ' °O78?0? � Ö8°O70? güDD ! 8° güpD °O7Ö' ?( <k y 8< x 8?°O7;}ß / 80°0· 
F ö ;;85( 08<°� 8330· ! 0<·ä 5< / 0· „ 8<<;0·0 T ·}O( ! 08 / 0· 1 0??;08°<}?5 qm ·kckkü Aü. ccIc wüg ' <k 
T 0· 0·°<0·0I E 0·< 58;< ?}· 3ü · y ' °O78?0? 5·� ß 0· C08°<}?5k 

Beispiel 92. E ä 7·0?/ „ ' ? ! 08~ ;8050?/ 0? T ' „ N3„ ' °O78?0? / ' ·' }3 °807<ü 
/ ' ß / 80 ! 08 08?0„ S }! " � „ T ' „ N3 50;08°<0<0 2 ·! 08< ' }3 )0/ 0· ä 08<0 / 0°  � ;! 0?° 
Ö0?85°<0?° ' ?? ä 70·? / / 80°0;! 0 8°<ü Ö' ° ! 08 äO780! 0·„ ' °O78?0? / }·O7 08?0 0<Ö' ° 
}?°• „ „ 0<·8°O70 x 8?°<0;;}?5 / 0° ä O780! 0·° 0··08O7< Ö0·/ 0? ( ' ?? n6 08°N80; 37 ), 8°< 
! 08 °<070?/ 0? y ' °O78?0? / 80 G?5;08O7708< ! 08/ 0· 2 ·! 08<0? " � ·<08;7' 3<0·k 

Ü°< / 0· „ 8<<;0·0 T ' „ N3/ ·}O( ' }3 / 0· 9 ! 0·°08<0 / 0°  � ;! 0?° q0 ' < }?/ ' }3 
/ 0· G?<0·°08<0 q", 7' ! 0? 30·?0· / 80 78? }?/ 70· 5070?/ 0? ß 08;0 / ' ° ' }3 / 80 v;ä O70?  
08?708< / 0°  � ;! 0?° ! 0� � 50?0 J 0Ö8O7< q ' < n6 08°N80; l pdü °� 8°< / 80 ! 08„ 2 ! Öä ·<° 
7}! s / 0°  � ;! 0?° " � „ T }·O7„ 0°°0· D 50;08°<0<0 2 ·! 08< 

A1 , :rc • ?A k s . (qo + q)
4

}?/ / 80 ! 08„ 2 }3Öä ·<°7}! 50;08°<0<0 

A , 0 - . · :rc • D2 • s · (q - q)
2 ' 4 " .

v ü · / 0? 5;08O7„ ä ß 850? J ' ?5 / 0· y ' °O78?0 8°< 0° ' „ 5ü ?°<85°<0?ü Ö0?? ! 08/ 0 
2 ·! 08<0? 08?' ?/ 0· 5;08O7 °8?/ ü ' ;°� / 80 6 0/ 8?5}?5 0·3ü ;;< Ö8·/ 

qo + q , gü- . · (qu - q) , qm , 

ä � ;; 0<Ö' / 0· „ 8<<;0·0 T ' „ N3/ ·}O( qm = wüg ' < °08? }?/ 8°< 30·?0· q = güVg ' <ü 
°� 0·58! < °8O7 3ü · / 80 

22 

16 

14 

10 

6 

2 

9 ! 0·°08<0I 

G?<0·°08<0I 

q0 , IIäüg c güVg , Aüpg ' <ü 
wüg 

qu , gü- . + güVg <'.') wüVD ' <k 

u s u 

v85k uDAk 

Beispiel 98. 2 ? � }50! 0? 8°< / 80 C08°<}?5 08?0· 08?3' O7 
Ö8·( 0?/ 0? F 0·N}33}?5°5' °„ ' °O78?0 " � ? D , wD O„ W•  
;8?/ 0·/ }·O7„ 0°°0·ü s , Dp O„ S }! }?/ n , u. g G„  

/ ·07}?50? 8? / 0· y 8?}<0k 
E ä 7·0?/ ! 08 / 0· / � NN0;< 

Ö8·( 0?/ 0? T ' „ N3„ ' °O78?0 8? 
� Ö08 S ü ! 0? � Ö08 " � ;;°<ä ?/ 850 
T 8' 5·' „ „ 0 50°O7·80! 0? Ö0·/ 0?ü 
°8?/ 780· / ' � } "80· S ü ! 0 ? ö <85 
nv85k uDAdI 

1. 2 ?°' }507}! ü 
Ak H·0ß 7}! ü 
wk 2 }°/ 07?}?5°cnß ·08! cd7}! ü 
Vk 2 }°°O7}! 7}! k 

T80ü äN' ??}?50? / 0° 0·°<0·0? }?/ ;0<� <0·0? }?<0·°O708/ 0? °8O7 ?}· Ö0?85ü °� / ' ß 
! 08/ 0 C8?80? � 3< 8? 08?0 � }°' „ „ 0?3' ;;0?k T 80 x?/ °N' ??}?5 / 0· W} 
°' „ „ 0?/ ·ü O( }?5 7ä ?5< " � ? / 0„ 6 ·0?? °<� 33 ' ! ü 0! 0?°� / 80 x?/ °N' ??}?5 / 0· 
Wü ?/ }?5k x ° 8°<. gd 8k y k 3ü · 

C0}O7<5' ° 
 ·' 3<5' ° 
kSünAO7� 30?5' ° 
6 0? � 8? 
6 0? � � ; 

qc , 5--:- 8 ' <ü 
8--:- ug + 
8--:- uA + 
4--:- 6
6--:- 9 + 

qz ('.) AA ccIc AV ' <ü 
u. ccIc AA + 
AgccIc AIw + 
up ccIc AA + 
up ccIc AA + 

q111 0v DüD ' <ü 
VüAD + 
Vüg + 
Düg + 
DüD + 

80) W}„ ß 08; ?' O7 J ü ;/ ?0·ü T ' ° x ?<Ö0·30? }?/ 6 0·0O7?0? / 0· F 0·! ·0?  
?}?5°„ � <� ·0?ü u- gwk 



T 80 „ 0O7' ?8°O70 2 ·! 08< }?/ C08°<}?5k 

T}·O7 °<' ·( 0° 1 ' O7! ·0??0? / 0· 6 0? � 8?c � / 0· 6 0? � � ;/ ä „ N30 ;ä ß < °8O7 a8? / 0? 
°O7?0;;' }3� ?/ 0?  ·' 3<Ö' 50?„ � <� ·0? }°Ök qm= l üg ccIc . üg 0·� 80;0?k 6 08 J; 08O7 
/ ·}O( „ � <� ·0? ?' O7 / 0„ T 80°� ;N·� � 0ß 8°< 0<Ö' 

qc , wgccIc wD ' <ü =„ ' ½ , VgccIc VD ' <ü qm= l üD ' <k 

y ' ? 0·7ä ;< °� 3ü · / ' ° 2 ·! 08<0? „ 8< 50Öö 7?;8O70„  ·' 3<5' ° ! 08 / 0„ / }·O7c • 
°O7?8<<;8O70? E 8·( }?5°5·' / 17 , gü. g / 80 ' ! 5050! 0?0 C08°<}?5 

n ?A n i; 1 u , c k k qm . s . • 
V (cm) (ru) A • pg l D 
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T80 ;� <·0O7<0 x?/ 50°O7Ö8?/ 85( 08< 8°< ?' O7 v� ·„ 0; n;ü ' d 

Va = y2 · g-;- s = v2 · - ü. u · AüV , [Vl ügV „ h°( k 
2 ;;0 / ·08 J 0°O7Ö8?/ 85( 08<0? °<070? °0?( ·0O7< � }08?' ?/ 0· }?/ / 80 J 0°' „ <50°O7Ö8? 
/ 85( 08< 8°< °� „ 8< 

v , Yv~ B v~ B v~ , ·jl4,52 BAAA B Vl ügVk 
T' ° 2 ·! 08<°"0·„ ö 50? 8°< ' ;°� ?' O7 v� ·„ 0; (111)

A , A qqu · nAgüAD B V. V + Vl ügVd ickd wwül „ ( 5k 

T' ° J 0°' „ <' ·! 08<°"0·„ ö 50? / 0°  ö ·N0·° Ö8·/ 0·7' ;<0? / }·O7 ä}„ „ 80·}?5 / 0· 
2 ·! 08<°"0·„ ö 50?ü / 80 ! 08 / 0? 08?� 0;?0? ö 0;' <8"! 0Ö05}?50? ' }3<·0<0?87).

608„ E }·3 "� ? 08?0· / 0„ x·/ ! � / 0? 5050?ü ! 0· 30°<°<070?/ 0? ä<0;;0 ' }° 
7ä <<0 / 0·°0;! 0  ö ·N0· ?}· / ' ° 2 ·! 08<°"0·„ ö 50? 

ü uüA 
w A , Ak 9,. u · nAgüAD + Vl ügVd , ü- „ ( 5k 

Beispiel 102. 2 ?� }50! 0? 8°< / 80 � }„ 2 ?3'7·0? }?/ 5;08O7„ ä ß8 50? v' 7·0? 
0·3� ·/ 0·;8O70 2 ·! 08< 3ü · 08?0? ä<' / <! ' 7?� }5 50„ ä ß 608°N80; AAü Ö0?? / ' ° W}5 
50Ö8O7< G 4ocz AwD < ! 0<·ä 5<ü °� Ö80 / 80 ! 08„ 6·0„ °0? � } "0·?8O7<0?/ 0 2 ·! 08<k 

T80 � }„ 2 ?3'7·0? ' }3 / 80 J 0°O7Ö8?/ 85( 08< V= Dg ( „ h°< 0·3� ·/ 0·;8O70 2 ·! 08< 
! 0<·ä 5< ?' O7 v� ·„ 0; n 111) 

AwD 
A1 , Ak -ü. u k ngüAl . · Dgd2 ''--' AwAg „ <ü 

5;08O75ü ;<85ü Ö80 5·� ß / 80 60°O7;0}?85}?5 8°<k 
ä0<� < „ ' ? v , p · t, °� Ö8·/ / 80 � }„ 5;08O7„ ä ß8 50? v' 7·0? 0·3� ·/ 0·;8O70 

2 ·! 08< „ 8< / 0? W' 7;0?Ö0·<0? / 0° 608°N80;° AA 3ü · / 80 2 ?3'7·! 0°O7;0}?85}?5 
~ JJ , güw „ h°( 2

AwD 
A0 , 2 . - ü. u · ngügD · Vpü- d2 üIcckk8 pp mt,

T80 ' }3� }Ö0?/ 0?/ 0 6·0„ °' ·! 08< 8°< 0?<°N·0O70?/ 

A2 , A ] m] . u · ngüpg · AwüAdA 
4ocz AwAg „ <ü 

Ö80 ! 08„ 2 ?3'7·0?k 
Cä ß < „ ' ? / 0? W}5ü ?' O7/ 0„ 0· / 80 "� ;;0 v' 7·<50°O7Ö8?/ 85( 08< „ 8< / 0· 60 

°O7;0}?85}?5 güD „ h°( A 0·;' ?5< 7' <ü 50„ ä ß 608°N80; AA ' }°;' }30?ü °� ! ;08!< Au 
}?"0·ä ?/ 0·<k T' )0/ � O7 )0<� < 08?0 °O7Ö0·0·0 C� ( � „ � <8"0 50! ·' }O7< Ö8·/ ü °� 8°< 
/ ' ° W}550Ö8O7< ' }3 AVD < � } 0·7ö 70?ü }?/ 0° Ö8·/ / ' „ 8< 

AVD A [ , AwD k AwAg ] AVAg mt.

v0·?0·) 8°<k )0<� < AG= 9 ü 

A', , ] ] • ngüpg · ul üVd2 "-.) uwpg „ <k 
C 2 • 9,81 

Ü„ � Ö08<0? v' ;; Ö8·/ ' ;°� / 80 6·0„ °' ·! 08< -pg „ < , VuüV "kS ü / 0° 0·°<0·0? 
E 0·<0° ! 08 )0/ 0„ 2 ?7' ;<0? 50°N' ·<ü Ö' ° 3ü · / 80 x·7' ;<}?5 / 0° y ' <0·8' ;° "� ? 
Ö0°0?<;8O70· 60/ 0}<}?5 8°<k T' 5050? Ö8·/ � }· 2 ?3'7·< „ 07· 50! ·' }O7< / 80 2 ·! 08< 
wV „ < , uüV "kSk 

87)  ö ?85ü 2 O<' 0·}/ k ul Duk 



T ' ° 2 ·! 08<°"0·„ ö 50?k ü uwl 

Beispiel 108. x 8? v' ;;7' „ „ 0· " � „ 6 ä ·5� Ö8O7< Q , uDg ( 5 ?' O7 Fig, upl 
°� ;; ! � 8 " � ;;� · 2 }°?}<� }?5 / � ° S }! � ° / 80 ä O7;' 5' ·! 08< AAg „ ( 5 ' }°ü ! 0?k W} 
! � ·� O7? � ? 8°<ü Ö80"80; ä O7;ä 50 0· 8? / 0· y 8?}<0 50! 0? ( ' ??ü Ö0?? / 80 ö 08! }?5° 
·� ;;0? " � ? D , A- O„ T }·O7„ 0°°0·?, uVD G„ / ·� 7}?50? 8? / 0· y 8?}<0 „ ' O70?k 

2 }° / 0· v � ·„ 0; n- Ad 0·7ä ;< „ ' ? / 80 0·3� ·/ 0·;8O70 
S }! 7ö 70 

AAg 
8 , uDg , uüVpl „ k 

T 80 G„ ;' }350°O7Ö8?/ 85( 08< / 0· ö 08! ·� ;;0? 8°< ?' O7 
v � ·„ � ; nDd 

:ri • güA- · uVD A Ag h ; 
V= pg , ü „ äC 

T 8� 2 ?N·� °°}?5 / 0· ö 08! }?5°·ä / 0· Ö}·/ 0 8? 6 / k ÜÜü 6 08 
°N80; ugg „ 8< (5 , ;üD3' O70· ä8O70·708< ! 0·0O7?0<ü °� / ' ß 
? � O7 / 8�  ·' 3< P , güD · uDg ( 5 3ü · / 80 6 0°O7;0}?85}?5 
/ 0° 6 ä ·0? "0·3ü 5! ' · 8°<ü / 80 ?' O7 v � ·„ 0; nl Ad „ 8< 

p 
Pt , Q · g , güD · - ü. u icco Vü- g „ h°( 2 v85k upl k 

0·3� ;5<k T 80 ! 8° � }„ x ··08O70? / 0· " � ;;0? J 0°O7Ö8?/ 85( 08< 0·3� ·/ 0·;8O70 W08< 8°< 
?}? ?' O7 v � ·„ 0; nugd 

AüAg ükü 
Vü- g , güV� °( ü 

}?/ / 0· 780·8? � }·ü O( 50;05<0 E 05 ! 0<·ä 5< ?' O7 v � ·„ 0; n- d 

81 = { · V • t1 = ½ · AüAg · güVD = güV- D „ k 

2 }3 / 80°0„ E 050 „ }ß /80 ö 08! °O780?0 ' ? / 0? ö � ;;0? 5;08<0?k 
2 }° / � · J; 08O7}?5 nuuAd 8? / 0· v � ·„ 

Q. v2 , Q. 8 
2g 2

3� ;5< / 0· ' „ x ?/ 0 / 0° S }! 0° ! 08 � }·ü O( 50� � 50?0? ö 08! ·� ;;0? ? � O7 � }·ü O( 50;05<0 
E 05 

A Ag2

°2 , A ko - ü. u , güAVl „ 

}?/ / 80 / ' � } 50! ·' }O7<0 W08< 50„ ä ß ) v � ·„ 0; nugd 

AüAg t2 , - ü. u , güAAV °( k 

x ° ! ;08! < „ 8<78? 3ü · / 80 5;08<3·080 y 8<?' 7„ 0 ' ? / 0? ö � ;;0? / 0· E 05 

83 , 8 - 81 - 82 , uüVpl c güV- D c güAVl , gül AD „ ü 

}?/ / 80 / ' 3ü · ? ö <850 W08< 8°< 

°I8 c gül AD c g ww ( 
t3 , V - 2,20 - ' s •

W}„ v' ;;0? ü ! 0· / 80 ä<·0O( 0 s ! ·' }O7< / 0· 6 ä · ?' O7 v � ·„ 0; nm9! d / 80 W08< 

t4 , V2 · uüVpl · güugA , güDVl °( k 
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W}„ x 8?· ü O( 0? ?' O7 / 0„ v' ;; Ö0·/ 0 ? � O7 / 80 W08< t5 , güuA °( ' ?50°0<� <k 
T ' ?? ! ·' }O7< 08? v' ;; / 80 J 0°' „ <� 08< 

t , güVD B güAAV B güww B güDVl B gü uA nog uüpl °( k 
T 80 2 ? � ' 7; / 0· äO7;ä 50 8? / 0· y 8?}<0 Ö8·/ 

pg 
n1 , uüpl , wp k 

Beispiel 104:. 2 ? � }50! 0? 8°< / ' ° 2 ·! 08<°"0·„ ö 50? 08?0· 507ä ·<0<0? ä<' 7; 
( }50; / 0· 8? 6 08°N80; l D ! 0·0O7?0<0?  }50;„ ü 7;0k 

T ' ° J 0Ö8O7< 08?0·  }50; " � ? d , güp / „ T }·O7„ 0°°0· }?/ / 0„ x 8?708<°c 

50Ö8O7< r , l ü. p ( 5h/ „ w 8°< G , R • / w • r. 6 08„ 2 ! Ö}·3 „ 8< / 0· L0°O7Ö8?/ 85c • 

( 08< v , ·u • w 7' < / 80  }50; ?' O7 v � ·„ 0; (111) / ' ° 2 ·! 08<°"0·„ ö 50? 

n d3·y ( n )2 ngüVl · wVüVd2 l ü. p A1 , 6 ·Tg- · ·u • wg · n , n?kgüpdA• ] • 6. Ak - ü. u , güuwg „ ( 5k 

S 8? � } ( � „ „ < / 80 v' ;;' ·! 08< / 0° J 0Ö8O7<0° G ' }3 / 0· ä<·0O( 0 nv85k uuwd 

r u • °8? a + r A • °8? ß: 

A , R · / w 
• r · [ n·u • \on r • : + r2 • °8? ß j , A · 2 u + G · r2 • °8?hz 

= A · güuwg + ; · güp3 • l ü. p · güVu · g] pVw = güV- V „ ( 5ü 

°� / ' ß / ' ° J 0°' „ <' ·! 08<°"0·„ ö 50? ! 08„ 2 }3°O7;' 50? 50„ ä ß v � ·„ 0; (112) ! 0<·ä 5< 

A2 , Au + A , güpAV „ ( 5k 

T 80 " � ·°<070?/ 0 ö 0O7?}?5 58;< 3ü · / 80 ä }ß 0·°<0  }50;;' 50k v ü · / 80 / 0· ? ä O7°<0? 
kC' 50 58;< „ 8< 

rf. , cQ · nuügg c w · gügpd , güVu „ 

r; güVu k ; Af. , 2 u • ·
u 

, güuwg • güVl , güuuw „} 5 

}?/ 3ü · / 80 / ·8<<0 C' 50 0?<°N·0O70?/ 

Ay' , güuwg · ~:!~ , güg- l „ ( 5k 

v0·?0· 8°< ?' O7 / 0? 2 ?5' ! 0? 8? 6 08°N80; l D 3ü · / 80 v' ;;' ·! 08< 

A' , gü. . - · ngüVu · güVl . + güwD · gü- V- d , güVl w „ ( 5ü 
A" , gü. . - · ngüwD · güVgl + güwD · gü- l ud , güVA- „ ( 5ü 

' ;°� / ' ° J 0°' „ <' ·! 08<°"0·„ ö 50? 

A~ , güD. p „ ( 5 ! � Ök Ai' , güDVA „ ( 5k 

E ] / 0? °<' << / 0· ä<' 7;( }50;? v;8?<°<08?°<ü O( 0 " � ? ' ?? ä 70·? / 5;08O70· J ·ö ß 0 
50? � „ „ 0?ü °� 8°< · ] Aül ( 5h/ „ wü }?/ „ ' ? 0·7ä ;< 

A2 , güAuV ü Ai , güAgu ü A~' , güu. p „ ( 5k 

S 80·„ 8< ;ä ß < °8O7 ;08O7< / 80 � }„ 2 ?<·80! / 0·  }50;„ ü 7;0 0·3� ·/ 0·;8O70 C08°<}?5 
! 0·0O7?0?k T 80  }50;? ! 0Ö050? °8O7 °O7?0;;0· 70·}„ ü ' ;° / 80 G„ / ·07}?5°� ' 7; 
/ 0· ß ·� „ „ 0; ' ?58! <ü Ö08; °80 08?0? ( ü ·� 0·0? E 05 „ ' O70?ü ' ;° / 0· ß ·� „ „ 0; 
}„ 3' ?5 ! 0<·ä 5<°i dk 6 08 / ·08  }50;;' 50? 50? ü 5< 0°ü Ö0?? / 80 ö 0O7?}?5 3ü · / 80 
„ 8<<;0·0 / }·O7503ü 7·< Ö8·/ ü Ö80 / 80 � ! 850? W' 7;0?Ö0·<0 ;07·0?k 



T ' ° 2 ·! 08<°"0·„ ö 50?k ü uw- 

8 
tl , V 

T80 W08</ ' }0· / 0° 2 ?70! 0?° / 0· ·}70?/ 0?  }50;? ! 0<·ä 5< 

i · (D ·- 3 d) • - n · (3 + - g + iX)
-z u. g oi Au½ + - g + A. ¼ 

n . (D - w d) . n , uA k wVüV ] , güww- °( k 
wg 

T80 W08</ ' }0· / 0° E }·30° ! 8° ' ? / 80 7ö O7°<0 ä<0;;0 Ö8·/ 0·7' ;<0? 8?/ 0„ „ ' ? / 80 
.. (v · 4 9 ä uUdA k • • • o E }·37� 70 h , Ak g / }·O7 / 80 „ 8<<;0·0 J 0°O7Ö8?/ 85( 08< ½ • ng B v • O� ° iX) 

' }3 / 0„ E 050 / 8"8/ 80·<k x° Ö8·/ °� „ 8< v , V~ · g °„ « 

t , v. O� °�O , O� ° ½c V ·A , g . l - k 1/ u c güu. 
2 g g · °8? O o V - ü. u • güVll , g• wp. °( k 

T80 W08</ ' }0· / 0° v' ;;0° 0·58!< °8O7 0?<°N·0O70?/ ?' O7 v� ·„ 0; nug! d � } 

ta , 1/h j- r2 • °8?O½] O�°ß 
J ½ · g 
8h 2 ( gü. l - 2 gü l g d , V - ü. u · gü. A · Vk güVll + güVll + 9 üäA · gü- wg , güDwg °( k 

T0· J 0°' „ <}„ ;' }3 / ' }0·< ' ;°� 8k y k t ('.._) uüAwl °( ü Öä 7·0?/ 08?0 G„ / ·07}?5 
/ 8� W08< !·' }O7< 

pg t0 = wVüV = uül VV °(k 

T' ° F0·7ä ;<?8° / 0· ! 08/ 0? G„ ;ä }30 8°< _!_ , gül uk 
to 

1 ' O7 / 0„ � ! 850? Ö8·/ )0/ 0·  }50; "� „ J 0Ö8O7< gü. . - ( 5 ! 08 08?0„ G„ ;' }3 
/ ' ° 2 ·! 08<°"0·„ ö 50? güD. p ·?( 5 0·<08;<k 2 }3 / ' ° J 0Ö8O7< u ( 5 ( � „ „ < ' ;°� / ' ° 
2 ·! 08<°"0·„ ö 50? 

· güD. p 
A0 , gü. . - 0-.) güpp „ ( 5h( 5k 

T' „ 8< 0·58!< °8O7 / 80 2 ?<·80! °;08°<}?5 3ü · uggg ( 5 Ü?7' ;<ü Ö0?? / 80 F0·;}°<0 / }·O7 
ö 08! }?5 8? / 0? C' 50·? }°Ök °� Ö80 / 0·  }50;? }?/ / 0° y ' 7;5}<0° ' ?08?' ?/ 0· 
� } Ag "kS k 50°O7ä <� < Ö0·/ 0?ü 

A() güpp · uggg . - Häh 
1 ; , t , uüAwl · l D · gü. g nocokd o k <k 

x8?0 ß·� „ „ 0; "� ? D , uüg „ 8??0·0„ T}·O7„ 0°°0· }?/ Z , Vüg „ 8??0·0· Cä ?50ü 
/ 8� 0<Ö' Aül < x850?50Ö8O7< 7' <ü 0?<7ä ;< _! 08 / ] „ vü ;;}?5°"_0·7ä ;<?8° cp , güVg 
0<Ö' Dl gg ( 5 ä<' 7;( }50;? ! � "] k u-Dg ( 5 m;„ <°<08fc0 }?] / ' � Öu°O7] ? 0<Ö' pg] ( 5 
y ' 7;5}< "� ? / 0„ äO7ü <<50Ö8O7< u <h„ 3• T' „ 8< 0·7' ;< „ ' ? / 80 0·3� ·/ 0·;8O70 
2 ?<·80! °;08°<}?5 ! 08 ä<' 7;( }50;? � } 

1 u , nDül + güpd · . ü- gg Dp Hä 
! 08 vü ;;}?5 „ 8< v;8?<°<08?0? 

Nf , nuü- D + güpgd · . ü- c-v Aw Häk 

T80 ö 0O7?}?5 °0<� < / 80 0··08O7! ' ·0 S ö O7°<50°O7Ö8?/ 85( 08< / 0· ß·� „ „ 0; 
"� ·' }°k Cä ß < „ ' ? °80ü Ö80 / 80 H·' ½8° „ 08°< <}<ü ugcIcuD "kS k ;' ?5°' „ 0· ;' }30?ü 
°� "0··8?50·< °8O7 / 80 2 ?<·80! °c }?/ y ' 7;;08°<}?5 }„ 0<Ö' pcIc- "kS k 
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Beispiel 105. x8? x8°0?! ' 7?Ö' 50? Ö8·/ 08?0 ö ' „ N0 "� ? / 0· S ö 70 h0=2,2 „ 
}?/ / 0· Ö' 50·0O7< 50„ 0°°0?0? Cä ?50 a , VD „ „ 8< / 0· 2 ?3'?5°50°O7Ö8?/ 85( 08< 

v , wüD „ h°( 70·}?<0·50 
°<� ß 0?k 2 ?� }50! 0? 8°<ü 
Ö80 Ö08< / 0· E ' 50? ' }3 
/ 0· ' ?°O7;80ß 0?/ 0? Ö' 50 
·0O7<0? ä<·0O( 0 ?� O7 3� ·< 
·� ;;< nv85k up. dk 

y 8< 60·ü O( °8O7<85}?5 
/ 0· E 08O70? }?/  ·0} 
� }?50? ( ' ?? / 80 W8330· 

/ 0° 60Ö05}?5°Ö8/ 0·°<' ?/ 0° ' ?50°0<� < Ö0·/ 0? � } µ 00 güggwk 2 „ x?/ 0 / 0° 
E 050° s 7' < / 0· E ' 50? / ' ° 2 ·! 08<°"0·„ ö 50? gk J 0„ ä ß / 0? 2 ?5' ! 0? / 0· 
v85k up. 0·58!< / ' ?? v� ·„ 0; nuuAdI 

-~r-----_
-1e,I ----- 
+hi /3-- 
-i---- s a 

v85k up. k 

G · v2 --- + G · °8? °' · l - p, • G · � � ° a · l - µ · G · s , 0
2·g 

k � / 0· „ 8< h0 , l · °8? °' , a , l · O� ° °' 
1 ( v2 ). u n wüD2

)s , µ · 2g + h0 - a , güggw · AcIc- ü. u + AüA c VD , . - l „ k 

E 0?? / 0· E ' 50? 08?3'O7 „ 8< / 0· 2 ?3' ?5°50°O7Ö8?/ 85( 08< g ' ! ;ä }3<ü Ö8·/ 
s' , p. . „ k 

ä8?(< � / 0· °<085< / 80 ä<·0O( 0 s }„ / 0? 6 0<·' 5 h, °� <·8<< � } / 0· � ! 850? 2 }° 
5' ?5°5;08O7}?5 ?� O7 08? J; 80/ ±G · h, }?/ „ ' ? 0·7ä ;< 

s:= ,~ · (;: + h0 ± 1i) - a. 
y ' ? 0·( 0??<ü / ' ß / 0· ä' <� " � „ 2 ·! 08<°"0·„ ö 50? / 80 08?3'O7°<0 Cö °}?5 

/ 0·' ·<850· 2 }35' ! 0? ;8030·<k 
Beispiel 106. x8? °O7Ö0·0· 3'7·! ' ·0· 6 � O( ( ·' ? 7' < 08?0 H·� ! 0;' °< "� ? 

Q , wg < � } <·' 50?üq/ ' ° x850?50Ö8O7< / 0· ü ! 0· / 0? ß·' 5� ' N30? / 0· vü ß 0 ! 038?/  
;8O70? x8°0?! ' }<08;0 ! 0<·ä 5< G (""v l g <ü / ' ° / 0· 
C' }3( ' <� 0 „ 8< / 0? 2 ?<·80! °„ � <� ·0? G2 "-' Ag < 
}?/ / ' ° / 0· ß·' 5Ö' 50? G3 0..J Ag <ü °08?0 v' 7·< 
50°O7Ö8?/ 85( 08< v , wg „ h·?8?ü / 0· 2 }°;' }3Ö05 
?' O7 ' ! 50°<0;;<0„ y � <� · s "-' Aüg „ . . dk 2 ?� } 
50! 0? 8°< / 80 J ·ö ß 0 / 0° ' „ ö ' / }„ 3'?5 Ö8·( 0? 
/ 0? 6 0Ö05}?5°Ö8/ 0·°<' ?/ 0° W }?/ / 80 ä8O70· 
708< CS / 0°  ·' ?0° 5050?  8NN0?ü Ö0?? / 80 
äO7Ö0·N}?(<7ö 70 h , 12 „ }?/ / 0· ß·' 5 
� ' N30?' ! °<' ?/ " � ? / 0·  ·' ?„ 8<<0 a , 4 „ 8°< 
nv85k up- dk 

x° 8°< ?' O7 v� ·„ 0; (122)

v85k up- k 

v2 
W. 8 , (Q + J ; + G2 + G3). , 

2·g 
' ;°� „ 8< / 0? 5050! 0?0? W' 7;0?Ö0·<0? 

k wg + l g + Ag + Ag w , cAüg] . ucc k güDA 0-.) gü. - <k 

T' ° 2 ?<·80! °" � ·50;050 � Ö8°O70? / 0„ y � <� · }?/ 
/ 0? ß·08! ·ä / 0·?ü / ' ° äO7?0O( 0?·ä / 0· 0?<7ä ;<ü / ' ·3 ?' <ü ·;8O7 ?8O7< °0;! °<°NO··0?/ 
°08?ü Ö08; °� ?°< ! 08„ N;ö <� ;8O70? 2 ?7' ;<0? 60°O7ä / 85}?50? / 0° ß·80! Ö0·( 0° }?/ 
 8NN0? / 0°  ·' ?0° }?"0·„ 08/ ;8O7 Öä ·0?k 
cccc 

. . d v;� 7·R Wk / k F k / k Ük u- ggk 



T ' ° 2 ·! 08<°" 0·„ ö 50?k , 141 

' ;°� 

vü · / ' °  8NN0? 58;< n6 / k Üü äk uA. d 
W · h · aD , (Q + G1 + G,J · a, 

nD , wg + l g + Ag k V_ nokd VD 
gü. - uA k k 

E 0?? / 0·  ·' ? „ 8< 08?0· ä08<0 ' }3 08? S8?/ 0·?8° ' }3;ä }3<ü °� 38?/ 0< / � O7 
08?0 50Ö8°°0 F 0·°O780! }?5 }?/ W}°' „ „ 0?/ ·ü O( }?5 / 0° ! 0<·0330?/ 0? ä<ü O( 0° 
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E 0?? ! 08/ 0 }„ -g° 5050?08?' ?/ 0· "0·°0<� <0  }·! 0;? 
/ 80 VD° cä<0;;}?5 7' ! 0? nv85k ulu dü °� 7' < / ' ° 78? }?/ 70· 
5070?/ 0 J 0Ö8O7< ! 08/ 0· C� ( � „ � <8"°08<0? / 80 ä }ß 0·°<0 C' 50 
?' O7 " � ·?k 6 08 T·07}?5 ! 08/ 0·  }·! 0;? 8? / 80 0?<5050?c 
50°0<� <0 ä<0;;}?5 ;805< 0° ' „ Ö08<0°<0? � }·ü O( ü }?/ � Ö' · ! 0<·ä 5< / 0· G?<0· 
°O780/ A · r · O� ° VD° , gül gl · s. 

T' / 80°0 F 0·;05}?5 ?}· " � ? 8??0·0?  ·ä 3<0? 70··ü 7·<ü °� Ö8·/ / 80 6 0Ö05}?5 
/ 0° J 0°' „ <°O7Ö0·N}?(<0° / 0· C� ( � „ � <8"0 / ' " � ? ?8O7< ! 008?3;}ß <k x· Ö' ?(< 
' ;°� ! 08 )0/ 0· G„ / ·07}?5 08?„ ' ; ?' O7 "� ·? }?/ 08?„ ' ; ?' O7 78?<0? }„ / 0? 6 0<·' 5 

_ n u c cp) • J u • g k _ gü. V · DVg · gü l gl · pgg 
z - G - J u • nu c cp) gül l 8 

- . gggg c VDg A• V „ „ k 

v85k uluk 

ä < 0 N 7 ' uu ü ß 0O7?8°O70 y 0O7' ?8( k ÜÜÜk ug 
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x° °080? 8? v85k ul A A }?/ B � Ö08 ! 0?' O7! ' ·<0 H}?(<0 / 0· 6 ' 7? 
08?0· 0! 0?0? 6 0Ö05}?5ü / 0·0? 2 ! °<' ?/ AB 8? / 0· W08< d t � }·ü O( 
50;05< Ö8·/ k T80 J 0°O7Ö8?/ 85( 08< v 7' < °8O7 ' }3 / 0„ E 050 8? v + d» 
50ä ?/ 0·<ü / 80 / }·O7 W}°' „ „ 0?°0<� }?5 "� ? v „ 8< 08?0· J 0°O7Ö8?/ 85 
( 08< p • dt 0?<°<' ?/ 0? 50/ ' O7< Ö� ·/ 0? ( ' ?? n"5;k äk lu dk Ü? ! 0� }5 
' }3 / 0? ' }50?! ;8O( ;8O70? H� ; O 58;< ?}? / 80 y � „ 0?<5;08O7}?5 

v • r B (p • <lt) • a , (v • dv) • (r B d r) . 

S 80·' }° 0·58!< °8O7 ?' O7 2 }3;ö °0? / 0·  ;' „ c 
„ 0·? „ 8< F 0·?' O7;ä °°85}?5 / 0· ( ;08?0? J ·ö  
ß 0? � Ö08<0· 9 ·/ ?}?5 

d(v • r) 
JJ. a , c <lt 

� / 0· ?' O7 x·Ö08<0·}?5 „ 8< / 0· y ' °°0 G 
g 

/ 0° ! 0<·0330?/ 0?  ö ·N0·° � / 0·  ö ·N0· 
°• °<0„ ° 

d(G · v · r) 
G • p__ • a , P • a , __ g ~ . n;;. d 

g dt 
T' / 0· y � „ 0?<0?°' <� 3ü · )0/ 0? ! 0;80! 850? H}?(< 8? / 0·°0;! 0? x! 0?0 
58;< n6 / k Üü äk D- dü °� ( ' ?? „ ' ? ' }°°N·OO70?ADdI T80 Ä ?/ 0·}?5 / 0° 

] y � „ 0?<0° / 0· 6 0Ö05}?5°5·ö ß 0 ?' O7 / 0· W08< 8°< 5;08O7 / 0„ ' }50? 
! ;8O( ;8O70? y � „ 0?< / 0·  ·' 3< 3ü · )0/ 0? ! 0;80! 850? H� ;k 

6 0� 08O7?0< F /80 " � ? 08?0· ! 0;80! 850? 2? 3'?5°°<0;;0 A0 ' }° " � ? 
/ 0„ v' 7·°<·' 7; OA ! 08 /k0· 6 0Ö05}?5 ! 0°<·8O70?0 v;ä O70ü °� 8°< 

V 

r 
q 
q 

D 
v85k ul Ak 

ABO , d F , ½ · r · v · d t , 
' ;°� 

G • v • r G d F --=2· .~. 
g g a t 

T' ° y � „ 0?< / 0· 6 0Ö05}?5°5·ö ß 0 8°< 5;08O7 / 0„ / � NN0;<0? H·� / }( < 
' }° / 0· y ' °°0 }?/ / 0· v;ä O70?50°O7Ö8?/ 85( 08<k 

T' „ 8< Ö8·/ ?' O7 / 0· äk ug 0·ö ·<0·<0? äO7·08! }?5 ! 08 W}°' „ „ 0? 
Ü' °°}?5 / 0· J; 08O7}?50? n;;. d }?/ nuu- d 

nuu- d 

G d2F 
P•a=2·-• . 

g dt2 

T' ° y � „ 0?< / 0·  ·' 3< 8°< 5;08O7 / 0„ / � NN0;<0? H·� / }( < ' }° / 0· y ' °°0 
}?/ / 0· v;ä O70?! 0°O7;0}?85}?537).

nuAgd 

Beispiel UO. 608 08?0· W0?<·' ;! 0Ö05}?5 °08 / 80 08?� 850 " � ·7' ?/ 0?0  ·' 3< P 
8„ „ 0· ?' O7 / 0„ y 8<<0;N}?( < O 50·8O7<0< nH;' ?0<0?! 0Ö05}?5dk T' ?? 8°< a , 9 ü 

- d2F 
}?/ / 80 v� ·„ 0; nuAgd 0·58!< ' ;°� --t A , gk ( t 
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T80 Ü?<05·' <8� ? ;8030·< ?}? 
dF 
<lt = gu }?/ F = gu • t + gA• 

Ü? 5;08O70? W08<0? Ö0·/ 0? 5;08O70 v;ä O70? ! 0°<·8O70? 02).

T80 v;ä O70?°ä <� 0 50;<0? ?}· 3ü · °<' ··0  ö ·N0·k E 0?? ' }3 08?0? 
?' O7580! 850?  ö ·N0· ' }O7 ( 08?0 ä }ß 0·0 T·07( ·' 3< Ö8·(<ü °� ( ' ?? / � O7 
/ }·O7 8??0·0  ·ä 3<0 08?0 T·07}?5 ! 0Ö8·(< Ö0·/ 0?k 

Belspiel 111. x8?0  ' <� 0ü / 80 „ 8< / 0„ ö ü O( 0? ?' O7 }?<0? 3·08 3ä ;;<ü / ·07< 
°8O7 / }·O7 ! 0°<8„ „ <0 6 0Ö05}?50? / 0°  ö ·N0·° / � O7 Ö80/ 0· °� ü / ' ß °80 „ 8< / 0? 
6 08?0? ?' O7 }?<0? ' ?( � „ „ <kfi dk 

y };<8N;8� 80·< „ ' ? / ' ° /· 8<<0 J ;80/ / 0° ; ' „ „ 0·' }°/· }O( 0° 8? 
v� ·„ 0; n- l d „ 8< d x, °� 0·7ä ;< „ ' ? 08?0 2 ·! 08<°5·ö ß 0k G„ 50( 07·< 
( ' ?? „ ' ? °0<� 0? 

l;lk. ofk , dA 
k ox dx' 

}?/ A ( ' ?? )' ?' O7 v� ·„ 0; (lll) ' ;° 2 ·! 08<°"0·„ ö 50? / 0° ! 0<·0330?/ 0? 
ä• °<0„ <08;0° ' }3503' ß < Ö0·/ 0?k 

x! 0?°� ( ' ?? / 80 ß·ä 5708<°( ·' 3< / 0° 0·°<0?  ;' „ „ 0·5;80/ 0° ' }3 
503' ß < Ö0·/ 0? ' ;° T8330·0?<8' ;=}� <80?< 08?0· 6 0Ö05}?5°5·ö ß 0 ?' O7 / 0· 

Q. V 
d 

W08<I g 
dt 

T80 / }·O7 v� ·„ 0; n- l d " � ·50°O7·80! 0?0 ä}„ „ 80·}?5 ü ! 0· / ' ° 5' ?� 0 
ä• °<0„ 0·58!< / ' ?? / 0? 3ü · / ' ° °� 3� ·<850 __ 2? °O7·08! 0? „ ' ?O70· 2? °ä <� 0 
°07· ! 0=}0„ 0? ä' <� 76 0

): T80 � 08<;8O70 2 ?/ 0·}?5 / 0· 6 0Ö05}?5°5·ö ß 0 
08?0° ä• °<0„ ° � / 0· 08?0° ä• °<0„ <08;0° "0·„ 8?/ 0·< }„ /80 ·ä }„ ;8O70 
Ä ?/ 0·}?5 / 0° 2 ·! 08<°"0·„ ö 50?° 8°< 5;08O7 / 0· ä }ß 0·0? · ' 3<k 

uAk T80 y � „ 0?<0 � Ö08<0· 9· / ?}?5k 
x° °gu „ v85k ul w 0 08?0 ! 0;80! 850ü °0?( ·0O7< � }· W08O70?0! 0?0 

"0·;' }30?/ 0 2 O7°0 / }·O7 / 80 8? / 0· W08O70?0! 0?0 /80 ! 08/ 0? °0?( ·0O7< 
' }308?' ?/ 0· °<070?/ 0? 6 0� }5°' O7°0? / 0· x- }?/ •cö 8O7<}?5 50;05< 
°8?/ k v0·?0· 8°< dm 08? ! 0;80! 850° y ' °°0?<08;c x dm 
O70? 08?0° „ 8< / 0· 2 O7°0 O °<'·· "0·! }?/ 0?0? 
 ö ·N0·° " � ? / 0· J 0°' „ <„ ' °°0 

G 
m=-• 

g 
y ' ? ! 0� 08O7?0< / ' ?? / 80 2 }°/ ·ü O( 0 

S , f r• dm, e. =f y• dm, 

y 

0 
vu5k ul wk 

s, =f x• dm, (121)

92)  0N;0·ü 2 °<·� ?� „ 8' ?� "' ü upg- k 
93) y ' ·O • ü 4 k ö k u. - Vk 

;9 r 
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50?� „ „ 0? ü ! 0· / 0? 5' ?� 0?  ö ·N0·ü ' ;°� ' }O7 8? ' ;;0? � }· W08O70? 
0! 0?0 N' ·' ;;0;0? x! 0?0?ü ' ;° °<' <8°O70° y � „ 0 ? < / 0°  ö ·N0·° 8? 
! 0� }5 ' }3 /80 2 O7°0 O ! � Ök 8? ! 0� }5 ' }3 / 80 J ·}?/ 0! 0?0 / 0· x }?/ y. 

1 ' O7 / 0„ äO7Ö0·N}?(<°' <� 8°< 
G. ro G. Yo S=--, Sx= 

g g 
S-~~ y- 

g 
(121 a)

Ö0?? r0, x0, y0 /80 ! 0<·0330?/ 0? 2 ! °<ä ?/ 0 / 0° J 0°' „ <°O7Ö0·N}?(<0° 
" � ? / 0· 2 O7°0 ! � Ök / 0? J ·}?/ 0! 0?0? ' ?50! 0?k T' „ 8< 8°< / 80 J ·ö ß 0 
/ 0· °<' <8°O70? y � „ 0?<0 ?' O7 / 0? 2 ?5' ! 0? 8? 6 / k Üü 2 ! °O7?8<< uw ! O 
°<8„ „ <k 

y ' ? ·0O7?0< 780· c Ö0?85°<0?° 8? / 0? 2 }°5' ?5°3� ·„ 0;? c ?8O7< 
„ 8< / 0? J 0Ö8O7<0?ü °� ?/ 0·? „ 8< / 0? y ' °°0?ü Ö08; / ' ?? / 0·  ö ·N0· 
}„ / 80 2 O7°0 O ! 0;80! 85 50/ ·07< Ö0·/ 0? ( ' ??ü � 7?0 / ' ß / 80°0 y �  
„ 0?<0 0·°<0· 9 ·/ ?}?5 / ' ! 08 87·0? E 0·< ä ?/ 0·?k y ' ß / 0° °<' <8°O70? 
y � „ 0?<0° 8°< / ' ° ( 5• °( 2•

Ü? 5;08O70· E 08°0 ( ' ?? „ ' ? / 80 y � „ 0?<0 � Ö08<0· 9 ·/ ?}?5 
! 8;/ 0?I 

J , f r2 .a«, J -(y2 • dm X-. ' Jy , J ½2 .a«, (122)
/ 80 ' }O7 ' ;° ß·ä 5708<°„ � „ 0?<0 / 0° ! 0<·0330?/ 0?  ö ·N0·° 8? ! 0� }5 
' }3 / 80 2 O7°0 O ! � Ök / 80 J ·}?/ 0! 0?0? / 0· x }?/ y ! 0� 08O7?0< Ö0·/ 0?25).

ä80 Ö0·/ 0? 50„ 0°°0? 8? „ ( 5 • °( 2.

2 }° / 0· x·( ;ä ·}?5 3� ;5< � 7?0 Ö08<0·0°ü / ' ß / ' ° ß·ä 5708<°„ � „ 0?< 
i 08?0° ' }° „ 07·0·0? ß08;0? � }°' „ „ 0?50°0<� <0?  ö ·N0·° 8? ! 0� }5 ' }3 

08?0 ! 0°<8„ „ <0 2 O7°0 � / 0· x! 0?0 5;08O7 / 0· ä}„ „ 0 / 0· ß·ä 5708<° 
„ � „ 0?<0 / 0· 08?� 0;?0? ß08;08?! 0� }5 ' }3 / 80°0;! 0 2 O7°0 � / 0· x! 0?0 8°<k 

1 ' O7 / 0„ ä' <� / 0° H•<7' 5� ·' ° 8°< ?}? nv85k ulu d 
r2 , x2 + y2, 

' ;°� 

� / 0· 
J , J (x2 + • 2

) • <lm , J x2• dm + J y2 • rlm 
J , Jx + Jy. nuAwd 

J =f r~ • m. 
1 }? 8°< Ö80/ 0· ?' O7 / 0„ ä' <� / 0° H•<7' 5� ·' ° 

r; , (a + x)A + y2 , a2 + A • a • x + x2 + y2 

v85k 174. 

Ü? v85k ul V Ö8·/ / ' ° ß·ä 5708<°„ �  
„ 0?< / 0°  ö ·N0·° " � ? / 0· y ' °°0 m ! 0 
� � 50? ' }3 08?0 / }·O7 / 0? äO7Ö0·N}?(< 
S 5070?/ 0 2 O7°0I J8 , f r2 • dm. x8?0 
� Ö08<0ü � }· 0·°<0·0? N' ·' ;;0;0 2 O7°0 0 
7' ! 0 8? ö 8O7<}?5 / 0· ! 0;80! 85 50Öä 7;<0? 
½c2 O7°0 " � ? 87· / 0? 2 ! °<' ?/ a. T' ?? 
58;< 0?<°N·0O70?/ 8? ! 0� }5 ' }3 / 80°0 
2 O7°0 

� / 0· rT , a2 + A • a • x + r2 . 
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T' „ 8< Ö8·/ 
J , ' 2 • j dm B 2 • a • f x • d m. B j ·2 • <-lm . 

1 }? 8°< ?' O7 6/ k Üü äk - g 8? ! 0� ?5 ' }3 )0/ 0 äO7Ö0·' O7°0 
j x • <-lm , gü 

°� / ' ß „ ' ? 0·7ä ;< 

J , J, + kx__ • aA• 
g 

(124)

2 }° / 0· v� ·„ �; (124) 3� ;5<ü / ' ß a;' ° ß·ä 5708<°„ � „ 0?< 8? ! 0� }5 ' }3 
/ 80 äO7Ö0·' O7°0 / ' ° ( ;08?°<0 "� ? ' ;;0? 8? ! 0� }5 ' }3 N' ·' ;;0;0 2 O7°0? 
' ?50! ! ' ·0? 8°<k 

2 ;;0 / }·O7 / 0? G„ 3'?5 / 0° 8? v85k 174 50°<·8O70;<0?  ·08°0° 5070? 
/ 0? N' ·' ;;0;0? 2 O7°0? 0·50! 0? / ' °°0;! 0 ß·ä 5708<°„ � „ 0?<ü 5;08O75ü ;<85ü 
Ö0;O70 v� ·„ / 0·  ö ·N0· 7' <k 

ä8?/ Ju }?/ JA / 80 ß·ä 5708<°„ � „ 0?<0 a1 ! a2 cu 
� Ö080·  ö ·N0· 8? ! 0� }5 ' }3 87·0 N' ·c i ! ·
' ;;0;0? äO7Ö0·' O7°0? Su }?/ S2, °� 0·c„· u ·? 
58!< °8O7 / ' ° ß·ä 5708<°„ � „ 0?< / 0° ' }° c] _ __ sl i,s,
! 08/ 0? � }°' „ „ 0?50°0<� <0?  ö ·N0·? 8? ßc · c c -p2- - - 
! 0� }5 ' }3 / 80 � } / 0? ! 08/ 0? 0·°<0? N' ·c ! i
' ;;0;0 2 O7°0 S / }·O7 / 0? 50„ 08?°' „ 0? 1 1 •

äO7Ö0·N}?(< nv85k 175) � } i-...l,--a--'jf-----•1

Gl 2 J G2 I; Js , zu + · a1 + A + · aJ • g ·g 

1 }? 8°< ?' O7 / 0„ äO7Ö0·N}?(<°' <� 8? ! 0� }5 ' }3 / 80 / }·O7 Su 5070?/ 0 
2 O7°0 

1

]kkü85k ul Dk 

(Gu + G2) • au , G2 • a + Gu · 0

}?/ 0! 0?°� 8? ! 0� }5 ' }3 / 80 / }·O7 S2 5070?/ 0 2 O7°0 
(Gu + G2) · a2 , Gu • a + G2 · 0 .

S80·„ 8< 3� ;5< ;08O7< 
J uk J A a2 

J, - Jl + J2 Bc Gl + G2 g 

Betsplel 112. x?<°N·0O70?/ / ] · _6 0·0O7?}?5 / 0· °<' <8] O70? y f  
„ 0?<0 8? 6 / k Ü °� ;;0? 3ü · 08?850 08?<' O70 7� „ � 50?0  � ·N0· / 80 
ß·ä 5708<°„ � „ 0?<0 ! 0°<8„ „ < Ö0·/ 0?k _ k 

1. H·8°„ ' <8°O70· ä<' ! nv85k ul pdI Ü? ! 0� }5 ' }3 08?0 °0?(  
·0O7< � }· ä<' ! ' O7°� / }·O7 / 80 x?/ 3;ä O70 A 50;05<0 60� }5°' O7°0 
0·7ä ;< „ ' ?ü / ' � }· Cä ?50 ä» " � ? / 0· ä<' ! „ ' °°0 m / 0· 2 ?<08; 

<lx m. · l 507ö ·<ü · 

nuADd B 

dx 

l 

!( d ) in ;· m ;
3

J =u 1n • t . x2 , l . ½A k ä« , l . w 
nd ;d 

A 
v85k ul pk 
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' ;°� 
1 G J , c k k � Ak 
3 g 

nuApd 

Ü? ! O� }5 ' }3 / 80 °0?( ·0O7< � }· ä<' ! ' O7°0 "0·;' }30?/ 0 äO7Ö0·' O7°0 0·58! < 
/ 80 v� ·„ 0; nuAVd 

1 G G , l )2 1 G 
J, , 3 . g . � A cc g • ( A , uA • g • � A k nuAl d 

Ü? ! 0� }5 ' }3 08?0 5050? / 80 ä<' ! ' O7°0 }„ / 0? E 8?( 0; °' 50?085<0ü / }·O7 / 80 
x?/ 3;ä O70 A 50;05<0 2 O7°0 0·7ä ;< „ ' ? „ 8< / 0? 6 0� 08O7?}?50? / 0· v85k ull 

l 

J , Ün m • dt) · (x · °8? ½di , m • °8?Agak -1~2. d x , 
g g 

' ;°� 

J , 2_ • G · ( l · °8? °od 2 •
3 g (128) 

v85k ullk v85k ul . k v85k ul - k 

Ak T ü ??Ö' ?/ 850· ö 0830? � / 0· S � 7;� • ;8?/ 0· nv85k ul . dI Ü? ! 0� }5 ' }3 
/ 80 äO7Ö0·' O7°0 / 0° ö 0830?° � / 0· S � 7;� • ;8?/ 0·° 8°< 

J, =fr2 ·dm= ·2 ·]dm 
� / 0· 

G·D2 
Js = m. ·A = .

V· 5 
Ü? ! 0� }5 ' }3 08?0 äO7Ö0·0! 0?0 8°< ?' O7 v� ·„ 0; (123)

1 1 G · D2 

J; , JY , A · J , 2 • 4g ·

nuA- d 

(130)

wk F � ;;0·  ·08°� • ;8?/ 0· nv85k ul - d " � ? / 0· Cä ?50 ;I Ü? ! O� }5 ' }3 / 80 
äO7Ö0·' O7°0 / 0° W• ;8?/ 0·° 8°< 

' ½D 
.ls=fr2·dm, 

0

Ö� ·8? d m. / 80 y ' °°0 / 0° ! 0;80! 850? S � 7;� • ;8?/ 0·° " � „ S ' ;! „ 0°°0· r }?/ / 0· 
ä<ä ·( 0 llr 8°<k ä80 "0·7ä ;< °8O7 � }· J 0°' „ <„ ' °°0 / 0° W• ;8?/ 0·° Ö80 / 80 � }507ö ·850? 
v;ä O70? 8? / 0„ L}0·°O7?8<< / 0· v85k ul - <P 

2JT·r·dr dm=m··----= 
JT • ?A 
4

8 ·m 
D2 • r · dr. 
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T ' „ 8< Ö8·/ 

½D 
J , z· ° · m. . ·3• dr , . · m 

V
u k n D

9 
)·' • n2 n2 - 

nd 

� / 0· 
G · D2 

4g . nuwud 

v ü · 08?0? S � 7;� • ;8?/ 0· " � „ 2 }ß 0?/ }·O7„ 0°°0· D }?/ / 0„ Ü??0?/ }·O7 
„ 0°°0· d 0·58! < °8O7 °� 

u 
J. , °cI5k nJ u k ?A c J Ak / Adk 

Nun 8°< / ' ° J 0°' „ <50Ö8O7< / 0° S � 7;� • ;8?/ 0·° 

Q , J ; c J Aü 
30·?0· 58;< Ö80 " � ·70· 

J A , J u • n tr.
2 }° ! 08/ 0? J ;08O7}?50? 3� ;5< ;08O7< 

G, , ~=- (;r G, , c] c n ;r . ( ~ r.
}?/ / }·O7 x 8?°0<� 0? 8? / 80 2 }°5' ?5°5;08O7}?5 Ö8·/ 

. _ 1 ,. ( d ) A~ G. ?A 
Js - <> • u + D . V .. . . g nuwAd 

Vk  }50;k T80  }50;( ' ;� <<0 " � ? / 0· S ö 70 h nv85k u. gd Ö8·/ / }·O7 äO7?8<<0 
°0?( ·0O7< � }· äO7Ö0·' O7°0 8? °07· / ü ??0 äO708! 0? " � „ ö ' }„ 8?7' ;< :rr; • •Ak dx 
� 0·;05<k T80 y ' °°0 08?0· °� ;O70? äO708! 0 8°< / 0„ ?' O7 1i 

n · • A • d » 3 • A • d » <cccR dm=m•----= •m• l
n_. T w V ·w I 
p 1 /

11 }?/ 87· ß·ä 5708<°„ � „ 0?< 8? ! 0� }5 ' }3 / 80 äO7Ö0·c 
' O7°0 ?' O7 v � ·„ 0; nuwud c3ccBBccBc] kkIIIc __ cc,,ü k_ 

dJ8 , ¼·dm• (2 y)2 •

1 }? 0·58! < / ' ° 50°<·8O70;<0 T·080O( / 0· v85k u. g 
• A , x • (2 r - x) , 

}?/ / ' „ 8< Ö8·/ v85k u. gk 
h 

r, =(llJs , I 
()

w· „ 
i» 

h 

w m . ] V·2 • ½2 - 4r~· ½3 + x4) • dx 
4 r3 / \ 

0

n u • 7w k TA c A k 7; k D + u k h5) 
w V D 

� / 0· 
_ G. ?A Z k n h )w 

_ • n h )V 
uA k n h )D1

J, - 4 . g ' . 4 D 6 D + 5 D J '

Ö� ·8? G / ' ° J 0Ö8O7< / 0· 5' ? � 0?  }50; ' ?58! <k 

(133)
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ä0<� < „ ' ? )0<� < h , D, °� 0·7ä ;< „ ' ? / ' ° ß·ä 5708<°„ � „ 0?< / 0· 5' ?� 0?  }50; 
2 G·D2 

J , c · cc · (134)8 5 4g 
vü · / 80 S � 7;( }50; "� „ Ü??0?/ }·O7„ 0°°0· d 58;< 780·?' O7 

2 1 
J, , 5 . V5 k nJ uk n2 - J Ak / Ado 

Ö0?? J u / ' ° J 0Ö8O7< / 0· F � ;;( }50; }?/ G2 / ' ° / 0· 307;0?/ 0? 8??0·0? / ' ·°<0;;<k 
1 }? 8°< 

}?/ 

/ ' ° J 0Ö8O7< / 0· S � 7;( }50;k T' „ 8< Ö8·/ 

G · D2 u c n i rc] 5• c]cn8· 2
Js= 5 (135)

ä ä „ <;8O70 " � ·°<070?/ 0? v� ·„ 0;? ;' °°0? °8O7 � }·ü O(k3ü 7·0? ' }3 / 80 
50„ 08?°' „ 0 v� ·„ 

nuwpd 

y ' ? ( ' ?? ?}? / 0? W' 7;� ?ÖO·< �o „ 8< / 0„ J 0Ö8O7< G � }°' „ „ 0?3'°°0?ü 
Ö� ! 08 „ ' ? ' ;° D / 0? 2 }ß 0?/ }·O7„ 0°°0· / 0° ! 0<·0330?/ 0?  ö ·N0·° 
08?°0<� <ü }?/ ?0??< / ' ?? [Q • G / ' ° ' }3 / 0? G„ 3'?5 ! 0� � 50?0 
J 0Ö8O7<k x! 0?°� ( ' ?? „ ' ? ' }O7 „ 8< / 0„ "� ;;0? E 0·< / 0° J 0Ö8O7c 
<0° G ·0O7?0? }?/ [Q • TA � }°' „ „ 0?3' °°0?k y ' ? ?0??< / ' ?? D • f~, 
/ 0? ß·ä 5708<°/ }·O7 „ 0°°0· / 0°  ö ·N0·°- Vdk 

T' ° H·� / }(< ,O, • G . TA 708ß < / ' ° 8? ( 5 • „ A 50„ 0°°0?0 äO7Ö}?5 
„ � „ 0?< / 0°  ö ·N0·°k T80 2 ?5' ! 0 / 0· J ·ö ß 0 G • T 2 „ 8< / 0„ 5' ?� 0? 
J 0Ö8O7< }?/ / 0„ 2 }ß 0?/ }·O7„ 0°°0· / 0°  ö ·N0·° ' ? ä<0;;0 / 0° ß·ä 5 
708<°/ }·O7„ 0°°0·° 8°< 307;0·7' 3< }?/ Ö0·<;� °k 

x8? Ö08<0·0° y � „ 0?< � Ö08<0· 9 ·/ ?}?5ü / ' ° 8? ! 0� }5 ' }3 / 80 2 O7°0 0 
/ 0· v85k ul w 50! 8;/ 0< Ö0·/ 0? ( ' ??ü 8°< 

C, , J x · y • dm, nuwl d 
Ö0?? /80 ö 8O7<}?5 / 0· 8? v85k ul w °0?( ·0O7< � }· W08O70?0! 0?0 " � · 
;' }30?/ 0? 2 O7°0 O ' ;° / 80 � cö 8O7<}?5 ! 0� 08O7?0< Ö8·/ k x?<°N·0O70?/ 
;' °°0? °8O7 ' ?50! 0? 

Cy , J x • z • dm, Cx , f y • z • dm . 
y ' ? ?0??< / 80°0 y � „ 0?<0ü / 80 / 80 H·� / }(<0 / 0·  � � ·/ 8?' <0? ' ;;0· 
y ' °°0?<08;O70? / 0°  ö ·N0·° 8? ! 0� }5 ' }3 � Ö08 " � ? / ·08 ' }308?' ?/ 0· 
·0O7<Ö8?( ;850? J ·}?/ 0! 0?0? „ 8< / 0? y ' °°0?<08;O70? °0;! °< 0?<7' ;<0?ü 
W0?<·83}5' ;„ � „ 0?<0k · 

- Vd H� 8 ?°� <ü zk / 0 y ' <7k u. Duk 
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ä8?/ x }?/ y / 80  � � ·/ 8?' <0? 08?0° y ' °°0?<08;O70?° dm / 0°  ö ·N0·° 
8? !0� }5 ' }3 � Ö08 / 0· / ·08 °0?( ·0O7< � }08?' ?/ 0· / }·O7 / 0? äO7Ö0· 
N}?(< S 50;05<0? 6 0� }5°' O7°0? }?/ °� ;; / ' ° W0?<·83}5' ;„ � „ 0?< ! 0� � 50? 
Ö0·/ 0? ' }3 08?0 � }· / ·8<<0? äO7Ö0·' O7°0 N' ·' ;;0;0ü / 80 " � ? / 0· 0·°<0? 
/ 8� 2 ! °<ä ?/ 0 a 8? / 0· ½cö 8O7<}?5 }?/ b 8? / 0· • cö 8O7<}?5 7' <ü °� 58;< 

O, , f (a ± x) • (b ± y) • dm 
, _n (a • b ± a • y ± b • x + x • y) . dm . 

vü · / 0? äO7Ö0·N}?(< 8°< ?}? ' ! 0· 
fx •"1dm -,=fy • (lm-•=· 0 ·.

s ü_ 'II . tll 

T' „ 8< Ö8·/ 

C, , 08 + G · a · b . nuw. Q 
g 

x! 0?°� 0·58!< °8O7 ! 08 / 0· W}°' „ „ 0?°0<� }?5 08?0°  ö ·N0·° ' }° 
� Ö08 5050! 0?0? 0?<°N·0O70?/ v� ·„ 0; nuADd 

Gu • G2 a • b 
Cs , 0u + 0A + G G · -- • nuw- d 

u + 2 g 
Ü°< / 0·  ö ·N0· � } 08?0· / 0· ! 08/ 0? 

6 0� }5°0! 0?0? / 0° ! 0<·0330?/ 0? W0?<·83}5' ; 
„ � „ 0?<0° °• „ „ 0<·8°O7 nv85k u. udü °� ;ä ß < 
°8O7 � } )0/ 0„ dm 08? � Ö08<0° ' ?50! 0?ü / ' ° 
/ 80°0;! 0?  � � ·/8?' <0? x, y 7' <ü / 80 08?0 )0/ � O7ü 
� k6 k y, „ 8< / 0„ }„ 50( 07·<0? F � ·� 08O70?ü °� 
/ ' ß / 80 ä}„ „ 0 °8O7 ' }370!<k T' ° W0?<·8 
3}5' ;„ � „ 0?< 7' < ' ;°� / 0? E 0·< 9 k T' ° 58;< 
' ! 0· ?8O7< „ 07·ü Ö0?? / 80 � Ö08<0S ä ;3<0 5;08O7 
/ 0· 0·°<0? 8°<ü ' ! 0· / 80 }„ 50( 07·<0 C' 50 7' <ü 
Ö80 8? v85k 181 50°<·8O70;<k ] 

Beispiel 113. W} ! 0°<8„ „ 0? 8°< / ' ° W0?<·8 
3}5' ;„ � „ 0?< 08?0° L}' / 0·° 8? ! 0� }5 ' }3 � Ö08 
°08?0· 2 }ß 0?3;ä O70? nv85k u. Adk 

x° 8°< 

q h 
\ / 

qk 

v85k u. uk 

drn 
m. 

d» · dy · dz 
a·b·c 

b 
1 .z. 
u a 
u 

1 dm 1e /J--z 
h X 

h y 
X 

v85k u. Ak 

' ;°� 

cz 
2

� / 0· 

ab c 

oll=}~· Z • d m. =J)Ia .1~1,. C ·X' Z' d.» • dy · dz 
ggg 

b a c 

ni -J~ty jr~. d.» ·}~. d z , m . b . a2 
a·b·c a·b·c 2 

g g g 

G · a · c 
011=4g· 
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Beispiel 114:. T' ° äO7Ö}?5·' / 08?0· E ' ;� Ö0·( °cT' „ N3„ ' °O78?0 7' <c/ 80 8? 
v85k u. w ' ?5050! 0?0? 2 ! „ 0°°}?50?k 2 ?� }50! 0? 8°< °08? äO7Ö}?5„ � „ 0?< 8? 
! 0� }5 ' }3 / 80 T·07' O7°0k · 

T80 ö 0O7?}?5 0?<7ä ;< / 80 3� ;50?/ 0 W}°' „ „ 0?°<0;;}?5k 

1 ·kh ß08; Vdm3 ;( 5ü] „ ü8h J ( 5 1
,o ·DAdmA j O:·G•D2 

„ 2( 5 

1 äO7Ö}?5c !!_ . npwA c DD pdA • w w l üAD upDgg m k pwA
• Z 1 + (DIwpn , wDwA D. Al . g ·8?5 4 ' ' 

A 2· „ 0 . · AüA · güVD · nDDüp c - üAd l ü. D A. Ag ] c · nDDüp c - üAdA , Vgg. uuwgAp 
w 2· „ c A k :r,; • ( up A A c . A Ad • g pD l üAD uVDg 1 p AA Z n . üA n- AwAl °O708! 0? V o o o Ac · 1 , · u + upüA c upD 

ö 8NN0? V · güD · w · nupüA c . üAd l üAD wDg -'J • nupüAA c . üAAd , Apg - ug 

V 1 ' ! 0 !_!_ • n. A2 - V wAd k p D l üAD u. gg 
1 

k . üAA 
• l 1 + (:::nV o o o A Vu l w. 

D E 0;;0 :r,; • V wA• wD l ü. D Vggg Q k VüwA - wpg 4 '
Ap- Ag ul gguVg 

~
1

C,

-~ VIHcc,1--,l"~-111 -~ -· -9---·-• --- -·GO-~ - 

kv85k u. wk 

T80 oI2·„ 0 }?/ 1 ' ! 0 / 0° äO7Ö}?5·' / 0° � 7?0 / 80 E 0;;0 "0·5·ö ß 0·? / ' ° J 0Ö8O7< 
k AA- Ag / 0° 5·� ß 0? äO7Ö}?5·„ 50° ' }3 / ' ° 

upDgg 
, uüw- 3'O70k 

6 0·0O7?0< „ ' ? / ' ° äO7Ö}?5„ � „ 0?< / 0° ö 8?50° 08?3'O7 ?' O7 v� ·„ 0; nuA- d 
3ü · / 0? / ü ??Ö' ?/ 850? ö 0830?ü °� Ö8·/ 

k npüw + DüDpd2 g A ,fJ, • G · D2 , u · upDgg · c A cc , D. Ag „ 2 • ( 5 ü 

' ;°� ?}· }„ güVV "k S k � } ( ;08?k 
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T 80 2 ·„ 0ü 1 ' ! 0 }?/ E 0;;0 "0·5·ö ß 0·? 

/ 80°0° äO7Ö}?5„ � „ 0?< ' }3 / ' ° 

l gg uVg 
D. g AAg , uüAu 3' O70k 

T 0· 2 ?<08; / 0· E 0;;0 8°< <·� <� 87·0° 7� 70? 
J 0Ö8O7<0° "0·°O7Ö8?/ 0?/ 50·8?5k 

Beispiel 115. 2 ? � }50! 0? 8°< / ' ° ä O7Ö}?5 
„ � ·?0?< / 0° 8? v85k u. V / ' ·50°<0;;<0? J ' ° 
„ ' °O78?0?°O7Ö}?5·' / 0°ü Ö0?? 5050! 0? 8°< 

D , A. g O„ ü 
h1-= 5 O„ ü 

b , A. O„ ü ! u , AV O„ ü 
h2 , uD O„ ü 73 , D O„ ü 

' ;°� D' , ADD O„ r-...J gü- u • D, 
cl , ul O„ ü / u , wA O„ ü 

/ 2 , Dp O„ niocd güAg · D, 
l0 , wg O„ r-...J gü l D · d, l , - - O„ ü 

am= uuüA O„ 00 8o<· · D, 
b111 , uuAü O„ r:-v güpg ·an,. 

x ° 0·58! < °8O7 / 80 3� ;50?/ 0 W}°' „ „ 0?°<0;;}?5I 
kv85k u. Vk 

1 ·kh ß08; Vdrn~ {} • D2 dm2

1 / ä O7Ö}?5·8?5 n · ADüD · nAü. · uüg + AüV · uüDd , Duwüg 

A o2 ·„ 0 

w 2 ·„ ' ?°' <� 

V 1 ' ! 0 

l

i?·•V• l üAD· T 2

„ 2 ( 5 

ADüD2 , pDg wwul D 
p· n · 1 . l · 1 uA · - - - l ül z k nAwA c DüpAd , ppV Vl gw V o o o 

n • uüAI ;üD · VüV AVü- VüVA , u- wV 
n . nw AA c 1 l Adk w g ul üw Q k nwüAA + uül Ad , p l V o o o 

pDAü- wl - Ag 
G , pDAüD · l üAD üIcc" Vl wD (5k 

T 80 2 ·„ 0 }?/ 1 ' ! 0 "0·5·ö ß 0·? / ' ° J 0 
Ö8O7< / 0° °O7Ö0·0? äO7Ö}?5·8?50° " � ? ( ;08 
?0„ T }·O7„ 0°°0· }„ / ' ° 

pDAü- c , ;üAl 3' O70ü 
Duwüg 

/ ' ° ä O7Ö}?5„ � „ 0?< }„ / ' ° 

wl - Ag 
wwul D , J üAg 3' O70k 

Beispiel 116. W} ! 0·0O7?0? 8°< / ' ° 
ä O7Ö}?5„ � „ 0?< 08?0° ' }°50°N' ??<0? T ·' 7c 
<0° � / 0· ä08;0° " � ? /0 · 3·080? Cä ?50 l }?/ / 0„ T }·O77' ?5 f 8? / 0· y 8<<0 8? 
! 0� }5 ' }3 / 80 / }·O7 / 80 6 030°<85}?5°N}?( <0 50;05<0 2 O7°0 nv85k u. Ddk 

1 ' O7 / 0? 2 ?5' ! 0? 8? 6 / k Üü ä k uVw 58;< 

q · x · (l - x)
y , A ·S ' 

v85k u. Dk 

f , q. z2 
8 · S' 
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30·?0· 8°< 
½l ½ l 

{} · G. /2 , A f äq . y2 , A iq · dx) · ( / S . x · (l - xf 
0 0 

½l 
, A

k q
w 

c f~x · n½A • l2 - A½w • l + x4) 
4 · S2 

()

A · q3
• l5 ( u A u d q3

• l5 q · l · /2

, Vk °2 • wk ° c Vk up + Dk wA , uAgc°2 - uü°uD o 
„ 8<78? 

[Q , güDwwk 

nuVgdü 

13. Die Drehbewegung. 
2 }3 08?0? }„ / 80 2 O7°0 O / ·07! ' ·0?  ö ·N0· Ö8·( 0 / ' }0·?/ 8? 

5;08O70„ T·07°8?? }?/ 5;08O7! ;08! 0?/ 0· ä<ä ·( 0 / ' ° T·07„ � „ 0?< M, 
/ ' ° ' }° / 0· ' ;50! ·' 8°O70? ä}„ „ 0 / 0· <·08! 0?/ 0? }?/ Ö8/ 0·°<� 7� ?/ � ? 

x8?� 0;„ � „ 0?<0 0?<°<' ?/ 0? 8°<k T0·  ö ·N0· 
„ ' O7< / ' ?? 08?0 5;08O73ö ·„ 85 ! 0°O7;0}?85<0 
T·07! 0Ö05}?5ü }?/ ' }3 08? ! 0;80! 85 70·' }° 
505·8330?0° y ' °°0?<08;O70? dm 8„ 2 ! °<' ?/ 0 r 
" � ? / 0· 2 O7°0 nv85k u. pd Ö8·( 0? 8? 08?0„ ! 0 
°<8„ „ <0? 2 }50?! ;8O( 08?I ?' O7 ' }ß 0? 8? ö 8O7 

<}?5 " � ? r / 80 äO7;0}/ 0·( ·' 3< Z =dm• r • O� 2, °0?( ·0O7< zur 0?<5050? 
50°0<� < � }· T·07·8O7<}?5 / 80 ß·ä 5708<°( ·' 3< P , d m» r • s. S 80·8? 
58!< eo /80 ' }50?! ;8O( ;8O70 E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< }?/ s / 80 5;08O7 
! ;08! 0?/ 0 E 8?( 0;! 0°O7;0}?85}?5 ' ?k 

1 ' O7 / 0„ ä' <� " � ? / o2 ;0„ ! 0·< „ ü °°0? /80 ' „  ö ·N0· Ö8·( 0?/ 0? 
/ ·08 T·07„ � „ 0?<0 8? ! 0� }5 ' }3 /80 T·07' O7°0 � }°' „ „ 0? 9 0·50! 0?I 

+M-j P-r+Z·0=0 

p 

0~ 
dm 

v85k u. pk 

� / 0· „ 8< / 0„ � ! 850? E 0·< "� ? HI 
M , s • J dm. r2, 

' ;°� ?' O7 v� ·„ 0; nuAAd ! � Ök nuwpd 

M , O • J , _!_ • ({} · Q • D2) . 
4g 

nuVud 

2 }° /80°0„ / 0? v� ·„ 0;? nl g' d ! � Ök np- d 0?<°N·0O70?/ 0? W}°' „ „ 0? 
7' ?5 0·( ;ä ·< °8O7 / 80 6 0� 08O7?}?5 ß·ä 5708<°„ � „ 0?< ! � Ök äO7Ö}?5 
„ � „ 0]<k 

T}·O7 / 80 Ü?<05·' <8� ? / 0· J; 08O7}?5 
dco M 

s=a,:=-y 

0·7ä ;< „ ' ? / ' °· J 050?°<ü O( � }„ ä' <� " � „ 2 ?<·80! nv� ·„ 0; uuVdI 
{} · G · T A 

M-t=J:co= 4g
·CO. (142),



T80 T ·07! 0Ö05}?5k uD l 

W} / 0· W08<ü Ö� / 0·  ö ·N0· / 80 E 8?( 0;50°O7Ö8?/ 85( 08< w ! 0°8<� <ü 
! 0<·ä 5< °08? 2 ·! 08<°"0·„ ö 50? ?' O7 v� ·„ 0; n;;;d 

A =J~ •dm• (r • w)2 , ] ] I a-«. r' , 
a,lso

u u ] cJ cT 2

A , k J . ÖA , c k ccc k ÖAo 
A A Vk g 

T80 C08°<}?5 0·58!< °8O7 „ 8< v , r • w � } 
N=P•v=P•r•w 

� / 0· 
N=M•w. 

(143)

(144)
E 8·/ /80 T·07! 0Ö05}?5 70·" � ·50·}30? / }·O7 08?0 ' „ G„ 3'?5 / 0° 

0<Ö' � • ;8?/ ·8°O70?  ö ·N0·° " � „ S ' ;! „ 0°°0· r ' ?5·0830?/ 0  ·' 3< P, 
5050! 0?0?3';;° / }·O7 08? 70·}„ 50;05<0° ä08; � / 0· / 5;k nv85k u. l dü °� 58;< 
?' O7 v� ·„ 0; nuVud 

O P • r , c • n[Q • G • ·2)
g 

� / 0· „ 8< / 0· G„ 3'?5°! 0°O7;0}?85}?5 p , r • s 
p 

(145) v85k u. l k 

T' ° 8°< / 80 3ü · / 80 3� ·<°O7·08<0?/ 0 6 0Ö05}?5 50;<0?/ 0 v� ·„ 0; np- dü 
Ö0?? ?}· °<' << / 0° Ö8·( ;8O70? J 0Ö8O7<0° G / ' ° ' }3 / 0? G„ 3'?5 ! 0 
� � 50?0 ] • G 08?50°0<� < Ö8·/ k Ü? ' ;;0? vä ;;0?ü Ö� 3� ·<°O7·08<0?/ 0 }?/ 
T·07! 0Ö05}?50? 5;08O7� 08<85 "� ·( � „ „ 0?ü 0„ N3807;< °8O7 / 80 ö 0O7?}?5 
„ 8< v� ·„ 0; (145). ·

S ' < / 0· äO7Ö0·N}?(< 08?0°  ö ·N0·° " � „ J 0Ö8O7< G 8? 08?0„ ! 0 
°<8„ „ <0? 2 }50?! ;8O( / 80 3� ·<°O7·08<0?/ 0 J 0°O7Ö8?/85( 08< v }?/ 3ü 7·< 
/ 0·  ö ·N0· 5;08O7� 08<85 08?0 T·07! 0Ö05}?5 „ 8< / 0· ' }50?! ;8O( ;8O70? 
E 8?( 0;50°O7Ö8?/85( 08< w }„ 08?0 / }·O7 / 0? äO7Ö0·N}?(< 5070?/ 0ü 87·0 
ö 8O7<}?5 ?8O7< ä ?/ 0·?/ 0 2 O7°0 ' }°ü °� 8°< ?' O7 / 0„ H·8?� 8N "� ? / 0· 
ä}„ „ 80·}?5 / 0· E 8·( }?50? / ' ° 2 ·! 08<°"0·„ ö 50? 

1 G 1 {} · G · DA 
A A , _ k _k v2 + _. . • w (146a)

A g A V g 
� / 0· 

(146,b).

x8?0? }?„ 8<<0;! ' ·0? 1 ' O7Ö08° 0·58!< / 80 
v85k u. . ü Ö� ·8? / 80 ½c2 O7°0 ' ;° T·07' O7°0 
50Öä 7;< 8°<k T80 ä08<0?50°O7Ö8?/85( 08<0? 
/ 0° ! 0;80! 850? ß08;O70?° dm ?' O7 / 0? 
<l ·� 8 ·0O7<Ö8?( ;850? 2 O7°0?·8O7<}?50? °8?/ v85k u. . k 



158 T80 J ·}?/ ;07·0? / 0· T•?' „ 8( k 

Wx , -V.c, 
Wy , + Vy + r • W • COS ß , 
Wz , + Vz - r • w · °8? ß; 

' ;°� 8°< / 80 J 0°' „ <50°O7Ö8?/ 85( 08< 5050! 0? / }·O7 
w2 , v; + vf + v; + (r. w)2• nO� °2ß + °8?2ß)

+ A • Vy • r • w • O� ° ß - A • Vz • r • w • °8? ß . 
T' „ 8< Ö8·/ 

½•dm • w2 , J • v2 • dm + ; · (r • w)2 • dm 
+ 2 • w • (vy • z • d m. - u, • y · dm). 

6 08 / 0· ä}„ „ 80·}?5 ü ! 0· / 0? 5' ?� 0?  ö ·N0· 3';;0? 3ü · / 80 äO7Ö0·' O7°0ü 
' ! 0· ?}· 3ü · / 80°0ü / 80 ! 08/ 0? ;0<� <0? J; 80/ 0· Ö05 }?/ „ ' ? 0·7ä ;< / 80 
v� ·„ 0; nuVp' dk 

Beispiel 117. W} ! 0·0O7?0? 8°< / 0· G?5;08O73ö ·„ 85( 08<°5·' / / 0° 8? 6 08°N80; uuD 
' ?5050! 0?0? äO7Ö}?5·' / 0° 3ü · / 80 8? v85k uD- / ' ·50°<0;;<0 T·07( ·' 3<( }·"0 / 0· 8? 
608°N80; - D ! 0� 08O7?0<0? J; 08O7/ ·}O( cJ ' °„ ' °O78?0k 

E 0?? / 80 y ' °O78?0 08?0 T•?' „ � „ ' °O78?0 � / 0· 08?0 E 0·( °<ä <<0?cS ' }N<Ö0;;0 
' ?<·08!<ü °� 8°< / ' ° Ö8/ 0·°<070?/ 0 y � „ 0?< }?"0·ä ?/ 0·;8O7 }?/ °08? T·}O( q' 
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Ist etwa D = 70 cm, D2 = 96 cm, d2 = 20 cm,
D1 = 72 cm, d1 = 18 cm, D0 = 40 cm,

{}0 • G0 • D5 = 12 m2kg, rJ,1 • G1 • D~ = 30 m2kg, {}2 • G2 • D1 = ll0 m2 kg,
so erhält man

18 20 1 0,5 ( ll0 18 20
M = 5000 · 0,35 · 72 . 96 + -2- · 9,81 · 5000 · 0,70 + 0,7◊- · 72 · 96

30 18 96 12 72 96)+ 0,76 . 72 . 20 + 0,70 . 18 . 20
= 91,2 + 0,0255 · (3500 + 8,2 + 51,4 + 329,0) = 190,2 mkg.

Beispiel 122. Bei dem in Fig. 192 skizzierten Schneckengetriebe läuft die
Schneckenwelle mit der Winkelgeschwindigkeit w1 um; sämtliche damit ver
bundenen Schwunggewichte seien durch das eine Schwungrad vom Trägheits
moment J1 dargestellt. Die Welle des Schneckenrades läuft mit w2 = ii · w1 um;

Fig. 192.

die darauf wirkenden Schwunggewichte stellt das Schwungrad vom Trägheits
moment J2 dar. Der Trieb läuft leer und werde durch Anziehen der Bremse mit
dem Drehmoment M still gesetzt. Dann wirkt jetzt das auf der zweiten Welle
sitzende Schwungrad treibend auf die erstere zurück mit dem Moment M2-J2 • f"2•

Ist der Wirkungsgrad des Getriebes bei dieser Rückwirkung 1/, so überträgt sich
M2 auf die erste Welle als

r;' • M2 17' i/ f'l
M~ = --.-. - = .. · J2 · t"2 = .. - · J2 • .. • u u u u 

Ebenso wirkt auf die Welle 1 treibend das Drehmoment ihres Schwungrades
M1 = Jl. E1 ·

Das Bremsmoment ist also
M= M1 + Mi, 

woraus durch Einsetzen der obigen Werte die Winkelverzögerung folgt
M 

R1 = - r;'- 
Jl + J2 • ü2-

Vorausgesetzt ist dabei, daß das Getriebe einen hohen Wirkungsgrad r; hat,
bei dem die Rückübertragung von der zweiten Wolle aus möglich ist. Ist es selbst-

(151)
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sperrend, also 17 < 0,5, so wird 17' negativ, denn es 'ergibt sich, wenn vorläufig
von den Nebeneinflüssen abgesehen wird, aus (Bd. II, S. 195)

, tg (<X - e)
17 = tg<X

worin e > <X ist. Die aus Gleichung (151) berechnete Verzögerung ist dann er
heblich größer als im Fall eines hohen 17, da das zweite Glied im Nenner dann das
negative Vorzeichen hat.

Ein kritischer Sonderfall ist

17' = - JJ1_ . ü2 ' 
2

bei dem der Nenner der Gleichung (151) 0 wird, also s1 = CXJ: Das Getriebe bleibt
sofort stehen, natürlich unter starker Verdrehung der Welle undÜberbeanspruchung
der Zähne und Bremse; es tritt Stoßhemmung ein103).

Sie kann auch bei fortschreitender Bewegung auftreten (vgl. Beispiel 106).
Die ~leichung dafür lautet

Man entnimmt dem die Konstruktionsregel, daß der negative Wirkungsgrad
beim Rücktrieb weit genug von dem kritischen Wert entfernt bleiben muß.

Beispiel 123. Eine Schiffsdampfturbine werde plötzlich um-
gesteuert und erfahre dadurch bei 10 sk Zeitdauer zwischen
dem Beginn der Umsteuerung und dem Beginn des Rückwärts
laufes die Winkelverzögerung s = 15,0 1/sk2• Anzugeben ist das
Biegungsmoment, das eine Schaufel der Niederdruckseite bei
dem Trommeldurchmesser D = 2800 mm erfährt, wenn sie die
Länge Z = 465 mm und das Gewicht G = 0,40 kg hat (Fig. 193).

Ein Schaufelteilchen von der Länge dx hat das Gewicht
G • <~X; es erfährt die Umfangsbeschleunigung p = ({- + x) · s.
Seine Trägheitskraft ist demnach

G dx 
p = g- . -z- · (½D-+ x) · e 

und das Biegungsmoment für die Einspannungsstelle

j~ J~ r: " M = P · x = g • T · x · (½D + x) · dx 
0 0 

1
1
1
1

1

i
1

..L---

i 

[)
2 

Fig. 193.

oder
G s

M= z-· g 
. ( z2 . _n_ + z3__) = _G • z~ . s . (1 + 3_ . _p_) = J. s. (1 +I. D)

2 2 3 3·g 4 l 4 Z 

Mit den obigen Zahlenwerten wird 104)

·M _ 0,40 · 0,4652
• 15,0 . (l + ~ . _2_,~<2_) = o 243 k

- 9,81 · 3 4 0,465 ' m g.

Beisplel 124. Zu berechnen ist für die in Fig, 194 skizzierte Schachtförder-.
anlage mit Koepescheibe die größtmögliche Anfahrbeschleunigung. Gegeben ist5) .

das Gewicht eines zur Aufnahme von 8 Grubenwagen gebauten Förderkorbes zu
10 t, das eines leeren Förderwagens von 0,7 m3 Fassungsvermögen zu 0,3 t, das

103) Thoma, Z. d. V. d. I. 1917.
104), Sch u machor, Z. d. V. d. I. ~913.
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Gewicht des Förderseiles 8 kg/m, die gesamte Seillänge h = 760 m, die Höhe
h0 = 30 m, die Seillänge zwischen der Treibscheibe und den Seilscheiben l ~ 45 m,
das Gewicht einer Seilführungsscheibe von DI = 5 m 0 9,5 t, ihr auf den Um
fang bezogenes Gewicht {), · GI = 5,0 t, das Gewicht der Treibscheibe von
D = 7,0 m 0 20 t, ihr auf den Umfang bezogenes Gewicht {) • G ~ 10 t, das
Gewicht der Gegenseilscheibe von D2 = 3 m 0 4,0 t, ihr auf den Umfang be-
zogenes Gewicht {} · G2 = 2,2 t. '

Dann ist das Gewicht des in die Höhe gehen
den Förderkorbes einschließlich des zugehörigen
Seilendes
Q]. = 10 + 8 · (0,30 + 0,56) + 8 · 0,76 = 22,96 t
und das Gewicht des leer heruntergehenden
Förderkorbes

Q2 = 10 + 8 · 0,30 + 8 · 0,76 = 18,48 t.
Der Sehachtwiderstand jedes Korbes kann über
schlägig geschätzt werden (Bd. II, S. 46) zu
W = 0,20 t, das Gewicht der Seile zwischen der
Treibscheibe und der Seilumführungsscheibe ist je

1 , 8 · 45 ·
-2-G = 1000- = 0,36 t

bzw. das Gewicht des lotrechten Anteiles davon
an jeder Seilscheibe

1 G" 8 · 30 O
2 = iooo = ,24 t.

Fig. 194.

Bei gleichmäßiger Fahrt ist dann der größte bzw. kleinste Seilzug
S{ = Ql - ½G" + W + ½G2 = 22,96 - 0,24 + 0,20 + 2,00 = 24,92 t,
S~ = Q2 - ½ G" - W + ½G2 = 18,48 - 0,24 - 0,20 + 2,00 = 20,04 t,

und mit v = 19 m/sk Fahrtgeschwindigkeit beträgt die dafür aufzuwendende
Leistung

V 19 N'. = (S' - S1
) • - = 4 88 · 1000 · - - = 1236 PS

J 1 2 75 ' 75 .
Bei der Anfahrt mit der Beschleunigung p sind die Seilspannkräftev")

S1 = Si + (Ql + ! G' + {), • GI + {} " G2) • :

p = 24,92 + (22,96 + 0,36 + 5,0 + 2,2) · 9-81 = 24,92 + 3,113 · p, 
'

S2 = S~ - (Q2 + ! G' +·&·GI) · : 

p = 20,04 - (18,48 + 0,36 + 5,0) · 9,81 = 20,04 - 2,431 · p. 

'Damit nun mindestens 05 = l,25fache Sicherheit gegen Rutschen auf der Treib-
scheibe besteht, muß die Beziehung gelten (Bd. II, S. 231) ""- J'1

µ,. ~ 
S1 ~
-=e ' S2 

105) Ehrljch, Z. d. V. d. I. 1900; Heermann, D. p. J. 1902; Kaufhold,
D. p. J. 1907; Trefler u. Rethel, Z. d. V. d. I. 1913; Moegelin, D. p. J. 1918.
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worin einzusetzen ist die Reibungsziffer fl = 0,16, der umfaßte Bogen ex('.) 1,05 • JT, 

so daß man erhält
S 0,1~1,~
s!_ = e 1,25 = 1,530 .

2

Hiermit wird

also

24,92 + 3,113 · p 
20,04 - 2~43r-:-p = l,530,

20,04 · 1,53 - 24,92 3 /
p = ·3-ll3 2 43~1-53 = 0•87 m sk.' +' '

Im praktischen Betrieb steigen die Beschleunigungsschwankungen 66) des
Förderkorbes mindestens bis etwa 1 m/sk2, bleiben also von der Reibungsgrenze
nicht mehr weit ab. Oft sind sie, besonders bei mangelhafter Unterhaltung der
Förderkorbführungen, am Förderkorb selbst noch wesentlich größer.105a)

Die vom Antriebsmotor am Ende der Anfahrzeit abzugebende Nutzleistung
beträgt bei Berücksichtigung der Antriebsseilscheibe

[ ( 10,0) ] 19 · 1000N1 = 4,88 + 5,544 + 9 81 · 0,873 · 75 = 2700 PS.
'

Der Antrieb wird erheblich günstiger, ohne daß die Fahrzeit wesentlich ver
längert wird, wenn die Beschleunigung auf dem letzten Teil der Anfahrt bereits
abnimmt, was schon wegen des Verlaufes des Drehmomentes der für Koepescheiben
ausschließlich benutzten Elektromotoren nötig ist. Man erhält dann mit den
Formeln (21) und (22) die zu einer Zeit t erforderliche Antriebsleistung

N1 = v • !_~~~ · [ 4,88 + (5,544 + 1,020) ·
2

~
1
v1

• ( l - {)] · [ 2 t: - ( :
1
) 

2

] PS,

worin t1 die Zeitdauer der ganzen Anfahrt und v1 die dann erreichte gleichförmige
Fahrtgeschwindigkeit angibt. Die Leistung wird am größten für dd~1 = 0, also für

[4,88+6,564· 2v1 • (1- t )] · (2- 2~)-6,564 • ~~ • [2~- (~)
2
] = 0.

. t1 . tl t1 tl tl tl 

Durch Auflösen der Klammern ergibt sich leicht106)

( 
t ) 2 t ( 4,88 t1 ) 2 4,88 • 2 tl
( - 2 . t-; . l + 6,56N . -V1 + 3 + 6,564 · 6 . Vi = O •

Mit v1 = 19 m/sk und t1 = ~~;; = 43,5 sk geht diese Gleichung über in

( 
t ) 2 t - - 2 -- · 1,284 + 1,235 = 0 ,
tl tl 

woraus folgt
_ t = 1,284 ± {f,648 - 1,235 = 1,284 - 0,642 = 0,642 .
t1

Hiermit wird

N l nv = 19 • lOO_Q • (4 88 + 6,564 • 0,873 • 0,358) • (1,284 - 0,413) = 1537 PS,1 "·-~ 75 '
also nur um 24 v. H. größer als die Dauerleistung bei der gleichförmigen Fahrt.

1001•) J ahnk e und Keinath, z. f. d. Berg-, Hütten- und Salinenwesen 1921.
106) Jung, Fördertechnik 1914.
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Man hat die Anordnung dadurch vereinfacht und den umfaßten Winkel ex 
etwas vergrößert, daß man den Antrieb der Koepescheibe gleich auf den Förder
turm setzt mit einer Lenkscheibe, wie Fig. 195 zeigt. Es sind jetzt aber die beiden
Fälle zu unterscheiden: Entweder liegt die Lenkscheibe an dem Nutzlasttrum an
oder an dem Totlasttrum. · Die kleinere Höchstbeschleunigung ergibt sich für den
letzteren Fall, der also für die Berechnung maßgebend ist.

Beispiel 125. Anzugeben ist die Spannkraft im Zugseil eines Kabelkranes
nach Fig. 196 und die Beschleunigung der Last Q = 3,25 t bei Beginn des Her
unterlassens.

Q 

Fig. 195. Fig. 196.

' Das Zugseil wiegt etwa q r-.) 1 kg/m, seine Länge sei Z1 = 15 m, Z2 = 450 m
im Höchstfall und 25 m im Kleinstfall; die Umführungs- und Flaschenzugrollen
von D = 0,5 m 0 wiegen etwa G = 35 kg, ihr auf den Umfang bezogenes Ge
wicht ist etwa {), · G c-v 20 kg; die Seiltrommel mit Kupplung wiegt etwa G1 
= 2600 kg, ihr auf den Umfang bezogenes Gewicht ist etwa ff1 • G1 ('...) 1200 kg.

Wenn die Kupplung die Trommel frei läßt, wird das Seil nur durch den Träg
heitswiderstand der Trommel und der Führungsrolle gehalten:

S = .E_ · ( fJ,1 • G1 + {} · G) , 
g 

worin p die Beschleunigung des Seiles ist. Sie wird hervorgebracht durch das
Gewicht Q, das bei der dreifachen Übersetzung des Flaschenzuges nur die Be-
schleunigung ! erfährt. Man erhält so mit dem Wirkungsgrad des Flaschen

zuges 1J =:= 0,82
Q = 3 · 17 : S + J_ · (9- + g_:___li + {J, • G + ff · G + q · l1 • -

2-
g 3 3 3 3

+ q · l1 + {} · G + q · l2) • 

Durch Zusammenfassen mit der obigen Gleichung für S ergibt sich hieraus
Q 

p = g. ----------7 -Q- ' 
3 · 17 • ({}1 • G1 + {), · G) + -f · {), · G + -3 + q · (2 Z1 + Z2)

'- 9,81 · 3250

3. 0,82. 1220 + 2,33. 20 + 0,33. 3250 + 1 (30 + {~2)
= 5,96 bzw. 6,48 m/sk2•

Damit wird die Seilspannkraft

S = 0 102 . 1220 • f 5•96 =· 742 bzw. 806 kg.' · ,6,48
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Wird verlangt, daß das Seil nicht mehr als / = 2,5 m durchhängt, so. muß
es nach Formel (125) Bd. I auf

lo =VB.:. f = 11~74~. 2,5 = 122 m

Abstand durch Seiltragrollen unterstützt werden, die von der Laufkatze selbst
tätig auszuhängen und wieder ·aufzunehmen sind.

Beispiel 126. Zu berechnen ist das Drehen einer 2 B-Schnellzuglokomotive
nach Beispiel 109, deren hin- und hergehende Gewichte um den Betrag a=l,020 m
von der Hauptlängsachse der Lokomotive entfernt sind. Das Lokomotivgewicht
0 0v 41 t hat den Trägheitsarm r0 = 2,40 m entsprechend dem 0,33fachen der
ganzen Kessellänge einschließlich der Rauchkammer oder dem 0,26fachen der
Rahmenlänge 70).

Wird das hin- und hergehende Gewicht der einen Seite
aus der Stellung .l der Fig. 197 in die Stellung .l' nach
vorn gebracht, so geht das um 90° dagegen versetzte Ge
wicht der anderen Seite aus der Stellung .l.l in die Stellung
.l.l' nach hinten.

Ihr Trägheitsmoment
1

J = - [2 ( 1 - cp) • 01] • ( O,707 · s) • 2 a 
g 

muß nach dem Schwerpunktsatz ausgeglichen werden
durch eine Gegenbewegung der anderen Gewichte um das
Moment

0,7O7-s 

I 
I 
I 

\
\

1
J = - · [O - (1 - <p) • 01] • r5 ·IX, 

g 
worin cx: den Ausschlagbogen darstellt. Mit r0 • cx: = z ergibt sich durch Gleich
setzen der Ausschlag

2 · 0,84 · 540 · 0,707 · 600 ·;2 · 1020
z = (41000 - 450) · 2400 = 3,8 mm

Fig. 197.

im Abstande r0 vom Gesamtschwerpunkt. Am Rahmenende ist der Ausschlag
. ' ' z 
z = 2 . 0,26 = 7,5 mm.

In Wirklichkeit wurde z' gemessen und daraus der Trägheitsarm r0 berechnet.

Beispiel 127. Ein Drehkran von O = 40 t Eigengewicht für eine Betriebs
last Q = 5 t soll mit der Geschwindigkeit v = 3 m/sk auf einer Verladebrücke
verfahren werden. Der Fahrwiderstand (Bd. II, S. 104) beträgt dabei etwa
W = lr. • (0 + Q) 0v 700 kg. Die Antriebsm_otoren ~ind so. bemessen, daß. sie
beim Anfahren die Zugkraft P = 2400 kg liefern konnen; Jeder Anker· besitzt
das Schwungmoment ö : 01 • D2 = 65 m2 kg107),' dieUmdrehungszahl ist n = 1000
in der Minute. Anzugeben ist die Zeit, die zum Anfahren gebraucht wird.

Da nach Beispiel 121 das Arbeitsvermögen der Vorgelegewelle usw. nur von
ganz geringem Einfluß ist, so wird nach Formel (146) gerechnet:

A= 1 . 2-.fJ,·01·D2. (·~~)2+...!_·(0+Q)·_:'_:_
2 4 · g 30 2 g 

= 0,10~~. [2 ~65 . (~;ioor + 45000 . 32]

= 0,051 · (356 800 + 405 000) = 38 840 mkg.

107) Richter, Z. d. V. d. I. 1911.
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Ferner gilt ja
A=P·s=P·½·v·t 

= 2400 · ~· · 3 · t = 3600 · t mkg .
Durch Gleichsetzen findet man

38840
t = -3600 (',.) 11 sk.

Beispiel 128. An der Schlagspindelpresse nach Fig. 198 sei gegeben der
größte zur Wirkung kommende Durchmesser der Reibscheiben D1 = 0,90 m, der

der Außendurchmesser des Schwungrades
D = 1,40 m, sein mittlerer Ringdurchmesser
D2 = 1,20 m, der mittlere Spindeldurch
messer d = 0,15 m, die Gewindesteigung der
Spindel h = 3 · 0,025 m, der größte Spindel
hub l = 0,16 m, der mittlere Durchmesser
des Spindelschuhes d2 = 0,12 m, der Preßweg
s = 0,0035 m bei der höchsten Preßkraft
P = 150 t, das Gewicht der Bleieinlagen im
Schwungring G~, das Gesamtgewicht des
Schwungradee C. , dasGewichtderSchrauben
spindel G2 = 105 kg, das des Preßbärs
G3 = 100 kg, die Umdrehungszahl in der
Minute für die Welle der Reibscheiben
n1 = 160, die Reibungsziffer zwischen
Spindel und Mutter t,t1 = 0,10, die Reibungs
ziffer zwischen den Bleieinlagen und dem
Schwungring 1;.2 = 0,20. Zu berechnen ist
das erforderliche Gewicht des Schwung
rades 108).

Die größte Winkelgeschwindigkeit der
Fig. 198. Spindel beträgt

n · n1 D1 n 0,90 / k
w = -30. D = 3Ö -160. 1,40 = 10,771 s ,

und ihre größte lotrechte Geschwindigkeit wird damit
d h w 

V=-·W•--=-•h. 2 n · d 2;r.
Das größte Arbeitsvermögen des Preßbärs ist hiernach

v2 G3 • (h · w )2 .A3 = G3 • -- = -- --mkg,. 2g 774,4
das der. Spindel

v2 fJ, • G · d2 G · w2
A = G . - + 2 2 • w2 = _2 . (h2 + {)2. d2. n2)

2 2 2g 8. g 774,4

mit {)2 = 0,5 gemäß Formel (134), das des Schwungrades

' A1 = G1 • -
2
~~ + (w; D2)

2
• [{) • G~ + D1 • (G1 - GD] g ·g 

mit fJ·1 0v 0,80.
108) Sch leai nger , Z. d. V. d. I. 1909; Schmidt, Die Werkzeugmaschine

1918.
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Hiervon kommt in Abzug die Reibungsarbeit der Spindel in der Mutter und
des Spindelschuhes im Preßbär

· l . l 
A4 = (01 + 02 + 03) • /-t1 • n · d · Ji: + 03 • p1 • :rr • d2 · T

l . = f,lJ. • 'JT. • T . [d . (G1 + G2 + G3) + d2 • G3]

während des Leerganges und

A5 = µl · n · -)i- ( cl + {2
) • {- • p 

während des Pressens.
Die Summe dieser A ergibt die Preßarbeit

Z A = i · P · s mkg.

Dabei wird überschlägig angenommen, daß die Preßkraft auf dem Weges von 0
bis zum Höchstwert P nach einer Parabel ansteigt. Die Bestimmungsgleichung
für G lautet demnach

G1 • [ 1 + (D\ ?t) 2
• ( 7J1 + Z: · (1 - {)•1))} + G2 · [ 1 + {),2 • ( ij_;i n) 2 j + G3

774,4 [ l = -;;;2-:-f,,2 · !1,1 • n · },; · [d · (G1 + G2 + Ga) + d2 · G3] 

+ {- · P · 8 • ( 1 + ,u1 • n · d + t~)] · (152)

Am einfachsten wählt man etwa ~J..
Zahlenwerten 1

1 
--
3

- und berechnet mit den gegebenen

GI· (2195 - 0,67 · 0,15 · 1187) = 1187 · [0,67 · (30,75 + 12,0) + 629] - 2178 - 100,

also GI= 375 kg.

Die Bleieinlagen sind sehr bequem, um die Presse auch für leichtere Arbeiten
verwenden zu können. Eine ~ic~erun~ ~egen Überschreiten der größten Preß
kraft P bieten sie nur, wenn sie sich seitlich gegen leicht bewegliche Rollen legen
oder Kugeln dazwischenliegen. Denn die
Schwungkraft, von der die Gewichte nach A 
außen gedrängt werden, braucht beim vor- [- - -r- - - - - - - - -
zeitigen Erreichen des Höchscpreßdruckes n~r So 
noch das 4fache des Gewichtes zu sein, um sie s' - 
bei der Reibungsziffer µ2 = 0,20 Iestzubremaen.
Am meisten werden zur Sicherung Abscher
stifte in der Verbindung des Schwungrades - µJ,-'--L_._.__._._..,"'--'-._._.---'-'--L..L-"-'-'-"--Y

mit der Spindel benutzt.
Ist der Widerstand des Arbeitsstückes so P' 

groß, daß die Gesamtarbeit A schon beim
Hub s' aufgezehrt wird, so entspricht dem
bei gleichem Arbeitsvermögen der bewegten p 
Teile die senkrecht schraffierte Fläche der
Fig. 197: Fig. 199.

¾ · P' · s' = i · P · s . 
Die zulässige Höchstkraft P wird dann aber schon nach dem Wege s0 erreicht,
und es gilt für die Parabel, deren Scheitel sich am Anfangspunkt A befindet
(Bd. II, S. 98)

8 p2 ( 8' )2_o = - .
s' - P'2 s 
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Die Preßarbeit, die dann bei festliegenden Bleigewichten nur abgegeben werden
darf, ist durch die doppelt schraffierte Fläche der Fig. 199 dargestellt, sie
beträgt

9 2 ( s' ) 3Ao = ; . p . So = 3 . p . s' . s . 

Im Augenblick der Entlastung durch die rutschenden Bleieinlagen gilt für
die weitere Preßarbeit

A' = P · (s' - s0) = P · s' · ( 1 - :~) = P · s'. ( 1 - s;:) . 
Dabei war die Winkelgeschwindigkeit w bis auf den Betrag w' heruntergegangen.

Die Gleichung (152) geht demnach in die beiden folgenden über:

und

774 4 r D ( s'2 ). + G., = -- ' -- · - G' · µ · · s' 1 - · ., w'2 . h2 i 2 2 h 82 

(152b)

Rechnet man aus der zweiten den Wert -';~
4

•h\ aus und setzt ihn ·in die
w . 

erste ein, so folgt mit den gegebenen Zahlenwerten als Bestimmungsgleichung'

für
81 

8 

s 

(
')3 (:')3

-3,15-0,423
1 - .!_ + , ( ") ,8 

~ • 1 -~ . 943 - 225
8 82 

die durch Probieren leicht ergibt
s' C"-)0,845 · s = 2,96 mm.

Damit wird schließlich

(
') 2s0 = s' • ~ = 2,96 • 0,8452 = 2,12 mm.

Beispiel 129. Um einen Zylinder vom Gewicht G = 5 kg
und dem Halbmesser r = 10 cm ist eine Schnur geschlungen,
die lotrecht über der Ablaufstelle befestigt ist (Fig. 200). Die
Spannkraft S der Schnur und die Beschleunigung p des fallen
den Zylinders sind zu berechnen.

Wird S nach dem Mittelpunkt der Rolle verschoben, so greift dort die nach
unten gerichtete Kraft R = G - S an; ferner wirkt auf die Rolle das Dreh
moment M = S ·rein. Der Schwerpunkt erfährt so die lotrechte Beschleunigung
[Formel (70)]

0 

G ....
Fig. 200.

R ·( S) p = ~G-. g = 1 - G . g. 
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Außerdem erfährt der Zylinder die Winkelbeschleunigung [Formel (141)] 
M s-, 2S 

8 
- J - G · r2 - g G'· r · 

-2-:g 
Der Zylinder rollt also an der Schnur herunter. In dem dargestellten Augen

blick ist die Ablaufstelle O augenblicklicher Drehpunkt, der für diesen Zeitpunkt
die Geschwindigkeit O hat. Hieraus folgt der Zusammenhang

(p - r · 1::) • t = 0
oder

also

Hiermit wird

S 2 · S 1--'----~=0G G· r ' 

S = ½ G = ½ · 5 = 1,67 kg.

p = (l - ½) · 9,81 C'-l 6,5 m/sk2,

p 65
c: = r = o,io = 65 l/sk2.

Beispiel 130. Ein Umdrehungskörper vom Gewicht G und dem Halbmesser r 
bewegt sich eine schiefe Ebene von der Neigung tg ex herunter (Fig. 201). Die Be
wegung ist zu untersuchen.

Wären der Körper und die Bahn völlig glatt, so
wirkten auf ihn nur sein Gewicht G und die Gegen
kraft N der schiefen Ebene, die beide durch den
Schwerpunkt gehen, also keine Drehung herbei
führen können. Der Körper würde heruntergleiten.
Tatsächlich setzt sich dem Gleiten der Reibungs-

und Rollwiderstand (1-1, + -: ) · N entgegen, der bei ~~.t- _.

hinreichender Größe das Gleiten gänzlich verhindert Fig. 201.
und reine Rollbewegung hervorruft.

Nach Zerlegen von G parallel und senkrecht zur schiefen Ebene erhält
man aus der Gleichgewichtsbedingung die Gegenkraft N = G · cos o.. Die Ver
schiebung des Reibungs- und Rollwiderstandes nach dem Schwerpunkt liefert
dort die Mittelkraft in Richtung der schiefen Ebene

R = G · sin « - (ri + t ) · N, 
ferner das Drehmoment

Die geradlinige Beschleunigung des Schwerpunktes ist also

p = g. -:- = g . [ sin« - (1-1, + !.) • cos a]

und die Winkelbeschleunigung des Körpers

M (µ + : ) · G · cos ex • r (r1, + : ) • cos ex 
B = J {} • a-:;;2 -- = g • ,{} ' r 

g 
Für den Stütspunkt, der bei der Rollbewegung als augenblicklicher Dreh

punkt die Geschwindigkeit O hat, gilt dann
(p - r · e) • t = 0
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oder

. ( /.)smcx - µ + r 
,u + ( : ) • cos ex 

• cos ex = r · ---rJ-,, -. -r 
woraus folgt

(153)

als Grenze, bei der noch reines Rollen, wie angenommen, eintritt.
Die nach Zurücklegen eines bestimmten Gefälles h erreichte Geschwindigkeit

folgt aus der Arbeitsgleichung:
G · v2 ,O, • G · r2 • w2

A=G·h=--+---· 2g 2g 
Da nun bei reiner Rollbewegung die Umfangsgeschwindigkeit r · w gleich der
fortschreitenden v des Schwerpunktes ist, so erhält man hiermit

V=ll~. 
V 1+-a• (154:)

den Hohlzylinder

den Vollzylinder

die Kugel

Die Geschwindigkeit ist unabhängig vom Gewicht des Körpers, aber abhängig
von seiner Form. Es gilt für

v = l /~=-g_:_h_ = 0 707 • 1~g · h V 1 + 1 ' y ~ • 'J . II '

V~- g_·-h = 0 817. 112:-g · h 
1 + 0,5 ' r ' 

V
12·g·h ,1-- l + 0,4 = 0,845 · r 2 · g · h , 

V= 

V= 

allerdings nur, wenndie Bedingung (153) erfüllt ist. Bei reinem Gleiten ganz ohne
Reibung wäre v = v2 · g · h . 

Der Vorgang kann zum Bestimmen des Wertes f} von Radsätzen u. dgl. be
nutzt werden, wenn die Abrollzeit t genau genug gemessen wird 109).

Ist bei einem Wa.gen G das Gesamtgewicht und G1 das Gewicht der Rad-
sätze, so ist ·in Gleichung (154) statt f), einzuseteen Zi- ~1

. Für einen offenen Eisen
bahngüterwagen ist im leeren Zustand G = 7,3 t, G1 = 2 · 1,025 t, fJ, ('..; 0,55,
mithin v = 0,934 · i/2 · g · h. Entsprechend ist die Rechnung des Beispiels 105

zu verbessern.

a 1

Fig. 202.

Beispiel 131. Zu bestimmen
ist, welcher Anteil des Gewichtes
einer schwingenden Schubstange
eines geschränkten Kurbeltriebes
den hin- und hergehenden Gewich
ten zuzurechnen ist110).

Man entnimmt der Fig. 202
X2 - X1 = l • cos ß 
Y2 - Y1 = l · sinß = r · sin« - a . 

Sind die Seitengeschwindigkeiten des Schwerpunktes S nach den beiden
,t(J 

Achsenrichtungen vx und v11, ferner <JJ = -<lt- die Winkelgeschwindigkeit der

l09) Lechner, D. p. J. 1913.
110) Lorenz, Dynamik der Kurbelgetriebe, 1901.
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Drehung um den Schwerpunkt und r0 der Trägheitshalbmesser in bezug auf den
Schwerpunkt, so besitzt die Stange etwa in der gezeichneten Lage das Arbeits
vermögen

A = G . (vi + vz + r2 . w2)2. g X !J O >

Nun ist

und durch Differentiation folgt hieraus
G 

dA = · (vx · äv; + Vy • dv11 + r~ · w · dw) g 

G (v · dt · d u; + v · dt · äv; + r2 • w · clt · dw) . g x dt 1/ dt O dt 
Vx. ät = dx ... ' 

also nach dem Satz vom Potential (Beispiel 99)

X= G. "", g 
Y=G-EL 

g ' 

und das Moment der Trägheitskräfte in bezug auf den Anfangspunkt der x und y 
nach Fig. 203

M0 = +M - X· y + Y · x. 
Nach Fig. 202 ist noch

l0 l - l0 l0 
x = Xi + (x2 - x1) • T = Xi • l + Xz • T,

l - l0 l0 Y = Y1 • l + Y2 . T .
Damit erhält man leicht durch Division mit d t 

l - l0 l0 
Vx = Vxl • l - + Vx2 • T,

A 

B 

X 

Fig. 203.

also e:r
Andererseits ist nach den zuerst stehenden Gleichungen

Vxz - Vx1 = - l · sinß · W, 
vy2 - vy1 = + l · cosß · or , 

also nach Quadricrung und Addition
vr + V~ - 2. (vxi. Vxz + Vyl. Vy2) = (l · w)2•

Wird hieraus der Klammerausdruck in die Gleichung für v eingesetzt, so folgt

l - lo ,, i; z l ( l l ) v2 = v1 · -z- + v~ · T - w · o · - o ,

also
G f l-l . l ] A =- 2 g · 1 v7 · -z-0 + v~ · f - w2 

• [Z0 • (Z - Z0) - rgJ . (155)
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Für r0 = Vl0 • (l - l0) wird das letzte Glied der eckigen Klammer O. Nur in dem
Fall kann man das Gewicht der Stange wie das eines Trägers auf zwei Stützen
auf die beiden Enden verteilen 111 ). Die meisten praktischen Ausführungen weichen
davon nicht wesentlich ab.

III. Besondere Anwendungen. 

14. Der Stoß. 
Laufen zwei Körper von den Gewichten G1 und G2 mit den Geschwin

digkeiten v1 und v2 aufeinander, so erfolgt ein Stoß89), der die weitere
Bewegung der Körper in sehr kurzer Zeit erheblich ändert. An der
Berührungsstelle beider Körper treten Druckkräfte N auf, die in jedem
Augenblick einander gleich, aber entgegengesetzt gerichtet sind. Sie
rufen eine Formänderung der beiden Körper hervor, die mit steigen
dem N solange anwächst, bis beide Körper dieselbe Geschwindigkeit
angenommen haben.

Sind die Körper vollkommen unelastisch, wie etwa weiche Ton
kugeln oder schweißwarme Eisenstücke, so behalten sie die erhaltene
Formänderung bei und bewegen sich mit der erzielten gemeinsamen
Geschwindigkeit zusammen weiter. Elastische Körper haben dagegen
das Bestreben, die während dieses ersten Stoßabschnittes erlittene
Formänderung während eines zweiten Stoßabschnittes wieder mehr
oder weniger rückgängig zu machen. Die in diesem zweiten Stoß
abschnitt auftretenden Druckkräfte bewirken, daß sich die Körper
wieder trennen und mit verschiedenen Geschwindigkeiten weiter
bewegen. Bei vollkommen elastischen Körpern sind nun die in dem
zweiten Stoßabschnitt hervorgebrachten Geschwindigkeitsänderungen
gleich den im ersten Stoßabschnitt erzielten, bei unvollkommen elasti
schen Körpern sind sie kleiner.

Das Verhältnis der im zweiten Stoßabschnitt entstandenen Ge
schwindigkeitsänderungen zu denjenigen des ersten Stoßabschnittes ist
die Stoßziffer.

Sie ist im wesentlichen abhängig von dem Material der betreffenden Körper
und beträgt i. M. für

Elfenbein Glas Stahl Kork Holz
1c = 8/o 15

/10
5
/ o 5/o ½

Sie hängt ferner von der Größe der durch den Stoß hervorgebrachten Geschwindig
keitsänderung ab. Denn ist diese groß, so ist die Formänderung ebenfalls eine
erhebliche und geht oft so weit, daß die Zusammendrückung zum Teil dauernd
beapehen bleibt. Ist dagegen die Formänderung nur klein, so gleicht sie sich zum
weitaus größten Teil oder auch gänzlich wieder aus (Bd. IV). Bei kleinen Ge
schwindigkeitsänderungen kann z.B. für Elfenbein 1c = 1 gesetzt werden, d. h.
es ist dann als vollkommen elastisch anzusehen.

Die Gerade, die zur gemeinsamen Berührungsebene der beden
Körper in der Mitte der Berührungsstelle senkrecht steht, heißt die

111) Lören z , Z. d. V. ar. 1918/19.
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Stoßlinie. Befinden sich die Schwerpunkte beider Körper in dieser
Linie, so ist der Stoß ein zentrischer, andernfalls ein exzentrischer.
Sind die Bewegungen der Schwerpunkte beider Körper mit der Stoß
linie parallel, so spricht man von einem geraden Stoß im Gegensatz
zu einem schicfen.

Es werde zuerst der gerade zentrische Stoß unelastischer
Körper untersucht. Die Fig. 204 zeigt die beiden Körper mit gleich
gerichteten Geschwindigkeiten kurz vor dem Stoß und die Fig. 205 im
Verlauf .des Stoßes. Hat die Stoßkraft in einem beliebigen Augenblick
der Stoßdauer den Wert N, so wird der Körper 1 verzögert mit dem

Betrag Pi= g •: und der Körper 2 beschleunigt mit p2 = g •:, und
1 2 

es gilt
=P«: dt -dv1 G2

+p2• <lt= +dv2 = G1:

C 

2 
.

N 

Fig. 204. Fig. 205.

Die Geschwindigkeitsänderungen verhalten sich umgekehrt wie die
Gewichte der Körper, und ihr Verhältnis ist unabhängig von der Größe
der veränderlichen Stoßkraft N. 

Die Gleichung kann auch geschrieben werden
-dv1 • G1 = + dv2_- G2,

deren Integration ergibt
C C 

j(-dv1) • G1 = f dv2 • G2
V, V2 

oder aufgelöst

Hieraus folgt
(156)

Die Gleichung entspricht der Schwerpunktformel (Bd, I, S. 90). Sie
kann auch geschrieben werden

C V1 V2
(G1 + G2) • - = GI · - + G2 · - :g g g 

Die Bewegungsgröße nach dem Stoß ist gleich der Summe der Be
wegungsgrößen vor dem Stoß.

Stephan, Technische Mechanik. III. 12 
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Bewegt sich G2 gegen Gi, so ist die Geschwindigkeit v2 mit dem
negativen Vorzeichen einzusetzen.

Sind beide Körper vollkommen elastisch, so haben sie nach
Ablauf des ersten Stoßabschnittes die berechnete gemeinsame Ge
schwindigkeit c angenommen. In dem zweiten Stoßabschnitt wirken
nun die gleichen Kräfte N in umgekehrter Reihenfolge und Richtung,
so daß die Geschwindigkeit des Körpers 1 noch weiter um den gleichen
Betrag zu c1 verringert und die des Körpers 2 ebenso weiter auf c2
vergrößert wird.

Es ist also die Endgeschwindigkeit von Körper 1 
C1 = V1 - 2 · ( V1 - C) = 2 C - V1

und ebenso die Endgeschwindigkeit von Körper 2
C2 = V2 + 2 · ( C - v2) = 2 C - V2 ,

worin c aus der Gleichung (156) einzusetzen ist. Dies ergibt schließlich
(G1 - G2) • V1 + 2. G2. V2 (G2 - G1) • V2 + 2 . GI. V1

C1 = G + G ' C2 = G + G - - . ( 157)
1 2 1 2

Bewegt sich G2 gegen Gi, so ist wieder v2 mit dem negativen Vor
zeichen zu nehmen.

Beispiel 132. Anzugeben sind die Endgeschwindigkeiten c1 und c2 bei ge
gebenen Anfangsgeschwindigkeiten v1 und v2, wenn beide vollkommen elastisch
gedachten Körper das gleiche Gewicht G haben.

Die Formeln (157) ergeben sofort
c1 = v2 und c2 = v1 • 

Die Geschwindigkeiten werden beim geraden zentrischen Stoß vertauscht.
Befindet sich der gestoßene Körper in Ruhe, ist also v2 = 0, so wird hiernach

c1 = 0 und c2 = v1 : 

Der stoßende Körper bleibt stehen und der gestoßene nimmt seine Geschwindig
keit an.

Sind beide Körper unvollkommen elastisch von der Stoß
ziffer k, die hauptsächlich von dem Verhalten des weniger elastischen
Körpers beeinflußt wird, so erfährt der Körper 1 im ersten Stoßabschnitt
die Geschwindigkeitsabnahme v1 - c und im zweiten k · (v1 - c), also
insgesamt die Geschwindigkeitsabnahme (v1 - c) · (1 + lc). Ebenso er
hält der Körper 2 die Geschwindigkeitszunahme (c - v2) • (1 + k). 
Folglich ist nach dem Stoß

c1 = v1 - (v1 - c) • (1 + k) = c · (1 + lc) - v1 • k, 
C2 = V2 + (c - v2) • (1 + lc) = C • (1 + lc) - V2 • 7c . 

Hierin ist wieder c aus der Gleichung (156) einzusetzen,
GI • V1 + G2 • V2 - G2 · 7c • ( V1 - V2)

C1 = -G~+ G2 '

G1 • v1 + G2 • v2 + G1 • k · (v1 - v2) 
C2 = GI+ G-2-- -

womit folgt

(158)
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Der Verlust an Arbeitsvermögen des ersten Körpers beträgt
GI 2 2 GI . G2 VI - V2

AI = 2. g · (vt - c1) = (GI + G
2
)2 • 2. g · [2 ·GI• vI • (1 + k)

+ G2 • ( v1 + v2 + 2 · 7c • v2 - lc2 • (vI - v2))] (159a)
und die Zunahme des Arbeitsvermögens von Körper 2

G2 2 2 GI • G2 V1 - V2 
A2 = 2. g · (c2 - V2) = (GI + G

2
)2 ·~ · [2 · G2 • v2 • (1 + k)

+ GI· ( vI + V2 + 2 • 1c • VI + /c2 • (vI - v2))] • (159b)
Der durch die unelastische Formänderung der Körper entstehende
Gesamtarbeitsverlust ist nun

A = AI - A2 = Gi_:_!!-z_ · (vI - v2)
2

• (1 - lc2). (159e)
GI+ G2 2. g 

Er ist am größten für vollkommen unelastische Körpor+"), für die ja
lc = 0 ist, und ist bei vollkommen elastischen Körpern O, weil dort
k = 1 ist.

Die. vorstehende Rechnung nimmt an, daß Formänderungen der
stoßenden Körper nur an der Stoßstelle selbst stattfinden. Tatsäch
lich pflanzen sich jedoch elastische Dehnungswellen durch die Körper
bis an ihr Ende fort und kehren wieder zurück. Die obigen Ergebnisse
sind also nur erste, allerdings schon ziemlich genaue Annäherungen.

Als Stoßdauern sind ermittclts+") bei
Blei Kupfer Messing Stahl

Zeit t = 0,0054 0,00176 0,00138 0,00125
Stauchung 5,7 3,45 3,37

um 4 ~o
je nach Form des Probestückes. Die Zeiten verhalten sich ungefähr wie die
Quadratwurzeln aus den Stauchungen, gleiche Probekörper, wie in Zeile 1 der
Stauchungen, vorausgesetzt.

Beispiel 133. Der Bär eines kleinen Dampfhammers von 215 mm Zylinder
durchmesser hat G1 = 200 kg Gewicht, sein größter Hub beträgt s = 400 mm.
Beim Schlag auf ein Arbeitsstück von 11 cm Höhe beträgt demnach die reine
Fallarbeit

Nieteisen und Stahl
0,00155 sek,
4,41 mm,

A0 = G · s = 200 · 0,29 = 58 mkg.

Durch einen Dampfüberdruck von etwa 3 at über die Atmosphäre während der
31 v.H. des Hubes dauernden Einströmung wird das Arbeitsvermögen etwa ver
doppelt-!"). Gemessen wurde eine Aufschlaggeschwindigkeit v1 = 3,2 m/sk, die

A = 200. 3,22 = 104 5 mk
1 2. 9,81 ' g

ergibt. Das Gewicht von Amboß und Schabotte werde zu
G2 = 2 - 4 - 6 t

angenommen. Zu berechnen ist der Wirkungsgrad des Schlages.

112) Carnot, Reflexions sur la puissance du feu et sur les machines propres
a developper cette puissance, 1824.

113) Höniger, Z. d. V. d. I. 1912; Seehase, Z. d. V. d. I. 1914.
114) Fuchs, Z. d. V. d. I. 1911..

]2* 
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Beim Arbeiten auf weiches Schmiedeisen wird der Stoß vollkommen unelastisch,
also k = 0, und der Arbeitsverlust nach Formel (159c) mit der Geschwindigkeit
des Ambosses v2 = 0 wird zur Formänderung des Schmiedestückes aufgewandt,
ist demnach hier Nutzarbeit. Der Wirkungsgrad ist somit

A G1 • G2 vr 2 · g Ci2
'YJ = A 1 = G1 + G2 • 2 · g · G1 • vi = G1 + G2 • 

(160)

Für die drei obigen Werte von G2 folgt hieraus

'YJ = 0,910 - 0,953 - 0,968 .
Hohen Wirkungsgrad erreicht man durch schwere Ausführung der Schabotte.

Beispiel 134. Bei ziemlich abgekühltem Eisen ergab sich ein Rückprall des
Bärs des in Beispiel 133 beschriebenen Dampfhammers von 81 = 12,2 cm. An
zugeben ist die Stoßziffer 7c und der Wirkungsgrad des Schlages.

Es gelten die Gleichungen (158) mit v2 = 0. Man erhält so

Gl -k 
Gl · V1 - G2 . 7c • V1 G2

C1 = --GI + G2 (}-J + 1 . V1

G2
als die Rückprallgeschwindigkeit des Bärs, die aus dem Grunde das negative
Vorzeichen bekommt. Sie ist nach Beispiel 20 anzusetzen zu

c1 = -(2 · (J • 81 • 

Damit wird durch Gleichsetzen beider Ausdrücke

7c = G1 + V 2 " g . 81 . (Gl + ] ) .
G2. V1 G2

(161)

Für die drei Gewichte von Amboß und Schabotte in Beispiel 133 ergeben sich
hieraus die Zahlenwerte

k = 0,632 - 0,608 - 0,600 .
Der Wirkungsgrad folgt durch Verbindung der Formeln (159c) und (160) zu

'Yj1 = 'YJ • (1 - lc2) = 0,546 - 0,600 - 0,619.

Beispiel 136. Die vorstehenden beiden Beispiele lehren, daß nur hinreichend
weiche Stoßkörper den Schlag durch ihre Formänderung aufnehmen. Die gleichen
Erfahrungen gelten für Kraftwagen. Eisenbereifte Lastwagen sind mit Rück
sicht auf die Festigkeit des Wagengestells nur für Fahrtgeschwindigkeiten von
etwa 12 km/st brauchbar, Vollgummireifen höchstens für 40 krn/st. Darüber
hinaus, also für alle Personenkraftwagen, sind nur Luftreifen anwendbar+"),

Beispiel 136. Der Bär einer Dampframme bat das Gewicht G1 = 3,2 t, seine
Fallhöhe beträgt 8 = 1,24 m. Das Gewicht des Betonpfahles sei G2 = 2,2 t. An
zugeben ist der Wirkungsgrad des Rammstoßes.

Durch Aufsetzen einer Schlaghaube auf den Pfahl erreicht man einen nahezu
unelastischen Stoß. Man kann also die Gleichung (159c) mit /c = 0 zur Berech
mmg des beim Stoß verlorengehenden Arbeitsvermögens benutzen. Mit v2 = O
wird dann

vr GI . G2 8 . Gl . G2 1,24 . 3,2 . 2,2
A = - . --- - - - = --- - = l 62 mt

2 · g G1 + 02 - G1 + G2 3,2 + 2,2 '
während das gesamte Arbeitsvermögen des Bärs beträgt

A1 = 8 • G1 = 1,24 · 3,2 = 3,97 mt.

115) Bo b e th , Der Motorwagen 1916.
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Zum Eintreiben des Pfahles bleibt also nur verfügbar die Arbeit
A1 - A = 2,35 mt ,

und damit wird der Wirkungsgrad des Rammstoßes

'Y/ = A1~ A = 1 - G1 ; G2 = Gl ; G2 = 3,2 3: 2,2 = 0,593 .

Er steigt mit zunehmendem Bargewicht, das jedoch mit Rücksicht auf die Er
haltung des Pfahlkopfes nicht zu groß genommen werden darf.

Der Widerstand W des Pfahles ergibt sich durch Gleichsetzen der Eintreib
und Bewegungsarbeit. Bei s0 = 0,5 cm Anziehen unter dem letzten Schlag wird

W = A~- A = 2,35 = 470 t .
So 0,005

Beispiel 137. Die an einem Seil hängende Last 01 = 3,25 t falle die Strecke
s = 1,5 m mit der Beschleunigung Pi 0u 6,5 m/sk2 (Beispiel 125), bis die Bremse
plötzlich faßt. Das betreffende Seil habe die Länge l = 50 m und wiege qc'-.Jl kg/m.
Anzugeben ist die das Seil beanspruchende Arbeit.

Man erhält nach Formel (160) den Wirkungsgrad des Stoßes

01 3250
r; = G1 + q 7 3250 + 1 . 50 = 0,985 ·

Wenn er als unelastisch angesehen wird, was bei der großen elastischen Nach
giebigkeit des Seiles ungefähr zutrifft (Beispiel 135), so wird die vom Seil durch
Formänderung aufzunehmende Arbeit

G Pi 6,5
A = r; · 1 · g · s = 0,985 · 3250 · 9,81 · l ,5 = 3180 mkg.

Den schiefen zentrischen Stoß stellt die Fig. 206 dar. Die
Schwerpunkte der beiden Gewichte 01 und 02 haben 1m Augenblick
des Zusammentreffens die Geschwindigkeiten v1 \ 

und v2, die mit der Stoßlinie S1S2 die Winke) '"-, ·
a1 bzw. ex,2 bilden. Diese Geschwindigkeiten "
lassen sich nun zerlegen in die Seitenge
schwindigkeiten v1 • cos x. bzw. v2 • cosa2
nach der Richtung der Stoßlinie und
v; = v1 .• sin x, bzw. v; = v2 • sina2 senkrecht
dazu. Die letzteren bleiben ungeändert,
wenn man von der im allgemeinen belang- Fig. 206.
losen Reibung zwischen den beiden Körpern
absieht. Die beiden anderen Seitengeschwindigkeiten setzen sich nach
den Regeln über den geraden zentrischen Stoß zusammen zu
Ci 01 • v1 • coscX1 + 02 • v2 • cosa2 - G2 • (v1 • cooa1 - v2 • cosa2) • k 

= -- G1 + G2 (162)
, al • V1 • COSCX-1 + G2 • V2 • COSCX-2 + G1 • (v1 • COSCX-1 - V2 • COSCX-2) • 1c 

c2 = a1 + G2 •

Diese beiden Geschwindigkeiten sind nun mit den senkrecht dazu ver
laufenden v'i und v; zusammenzusetzen zu den Endgeschwindigkeiten c1
und c2•
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Die Darlegung gilt für den unvollkommen elastischen Stoß. Für
den vollkommen elastischen ist k = 1 und für den unelastischen k = 0
zu setzen.

Beispiel 138. Eine Elfenbeinkugel stoße mit der Geschwindigkeit v1 = 1,2 m/sk
auf eine gleiche ruhende unter dem Winkel 0<1 = 50 °, gegen die Stoßlinie ge
messen. Anzugeben ist die weitere Bewegung beider Kugeln.

Die Formeln (161) ergeben mit G1 = G2 und v2 0

1 V1 • COS CX:1 - V1 • COS CX:1 • /c 1 ( l 1 )
C1 = 2 -= ::? • V1 · COS (X l • - iC , 

C~ = ! · V1 • COS cX1 • ( 1 + Je) •

Die ursprünglich ruhende Kugel bewegt sich also mit der Geschwindigkeit c~ in
der Richtung der Stoßlinie oder unter dem Winkel 0<1 gegen die Bahn der stoßenden.
Die Geschwindigkeit cf dieser Kugel setzt sich mit der rechtwinklig zur Stoßlinie
verlaufenden v( = v1 · sin cx1 zusammen zu c1, deren Neigungswinkel ß gegen die
Stoßlinie sich bestimmt aus

t ß _ v( _ v1 • sin cx 
g - c' - J_ • V1 • COSCX • (1- Je) 

Mit Je = i ergibt sich hiernach
Cj = 1 · 1,2 · 0,6435 · /i = 0,0429 m/sk ,
vi - 1,2 · 0,7660 = 0,919 m/sk,

1 + Je l7ci - c; · 1 _ lc = 0,0429 · T - 0,730 m/sk,

2 • tgcx1
1 /c • 

c1 = V0,9192 + 0,04292. = 0,920 m/sk,
2 · 1,193tgß = 0,lll - 21,475, also ß ,...,__, 86° 5'.

Beim geraden exzentrischen Stoß sind die
beiden Körper um die parallelen Achsen A1 und A2
drehbar und treffen mit den an der Berührungsstelle

Fig. 207. gemessenen Umfangsgeschwindigkeiten v1 und v2 zu-
sammen. Es entsteht dann zwischen ihnen die Stoß

kraft N, die im Stoßpunkt senkrecht zur Ebene der beiden Achsen
angreift; ihr Abstand von den Achsen ist a1 bzw. a2 (Fig. 207). Nach
dem Stoß haben die Körper die in denselben Abständen gemessenen
Geschwindigkeiten c1 bzw. c2•

Der gestoßene Körper erhält durch die Stoßkraft N die Umfangs-

beschleunigung p2 = g • _u NG , worin ß2 • G2 das auf den Stoßpunkt
'U'2 • 2 

btzogene Gewicht des Körpers ist. Entsprechend erfährt der stoßende

Körper die Verzögerung Pi = g • ,.et NG Durch Division folgt
u·1 • 1

P1 {}2-G2

P2 = ,&1' Gl • 

N 

Die Gleichung entspricht der beim geraden zentrischen Stoß erhaltenen;
nur sind-jetzt die auf den Stoßpunkt bezogenen Gewichte zu nehmen.
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Durch die gleiche Rechnung wie oben erhält man die am Stoßpunkt
geltenden Umfangsgeschwindigkeiten nach dem Stoß zu

,()1 • G1 • V1 + ,,9,2 . G2 • V2 - {}2 . 02 • ( V1 - V2) • k 
C1 = '19·1 • Gl + {}2 . G2 

19·1 • G1 • v1 + {),2 · G2 • v2 + ß2 • G2 • (v1 - v2) • k 
C -- -- - - -- 

2 - ,(j,1 • Gl + {}2 ' G2 

Für den vollkommen elastischen Stoß ist hierin k = 1
und für den unelastischen k = 0 zu setzen.

Ist der stoßende Körper frei und bewegt er sich
in der Richtung der Stoßlinie vorwärts (Fig. 208), so
ist in die Gleichungen (163) sein volles Gewicht G1
einzusetzen.

Beim schiefen exzentrischen Stoß sind die
selben Zerlegungen und nachherigen Zu
sammensetzungen vorzunehmen, wie beim
schiefen zentrischen Stoß.

(163)

Beispiel 139. Zu berechnen ist der Wir
kungsgrad des in Fig. 209 skizzierten Pochstem
pels. Sein Gewicht beträgt G2 = 180 kg, das
der Daumenwelle G1 = 500 kg, die Anzahl ihrer
Umdrehungen in der Minute ist n = 40, der
Abstand a1 = a2 = 16 cm.

Der Stoß kann als unelastisch aufgefaßt
werden, wodurch der berechnete Soßverlust Fig. 208.
ein wenig größer ausfällt als in Wirklichkeit.
Er ergibt sich aus der Formel (159c) mit v2 = 0 und 7c = 0, wenn darin an Stelle
der wirklichen Gewichte die auf den Stoßpunkt bezogenen eingesetzt werden, zu

{}i · G1 z2 B~ • G2 z2

Tg · a~ · 4 · g · a~ . 2 (n · a1 • n) 2
{}f · G1 z2 fJ,~ • G2 t2 -30 '----·-+---·-4 · g at 4 · g a~ 

Fig. 209.

o ·G ,,19, ·G A = 1 1 2_ _2__ • v/ 
2 ' ( ,{}l ' Ü1 + ,ß,2 . 02)

Hierin sind ,{),' die Zahlenbeiwerte, die sich für die Schwungmomente beider Körper
in bezug auf ihre senkrecht zur Zeichenebene der Fig. 209 verlaufenden Schwer
achsen ergeben. Der Ausdruck läßt sich umformen in

,19,, • a . z2 • 19': • G . z2A = i J „ 2 n2

,,?' . a . n2 • (~)
2 + {}', · G2 • n2 • 7140 ·

J l al. • 

Die Schwungmomente seien aus den Abmessungen bestimmt zu
,,?j. Gl. D2-= 51 m2kg und '/9,~. 02. D2 = 365 m2kg;

damit wird der Arbeitsvorlust bei a2 = 1
al 

5] . 365 402
A - - · = 10,05 mkg.
- 51 + 365 7140

Das gesamte Arbeitsvermögen der Daumenwolle ist

,{) • G · D3 (JT · n) 2 51 · 402

A1 = 1. J1. w2 - 1. i,. g ___:__. 30 - 7140 = 11,44 mkg.
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Somit wird der Wirkungsgrad

= A1 - A = l _ 10,05 = O 122r; A1 11,44 ' .

Er wird wesentlich verbessert, wenn auf die Daumenwelle ein Schwungrad
gesetzt wird, dessen Schwungmoment gleich dem 19fachen des der Welle ist.
Dann ist also -0~ • G1 • D2 20 mal so groß wie oben, und es wird, wenn gleich die
Werte von A1 und A in die Formel (160) eingesetzt werden,

r;' = 1 - {}~. G2. z2 = 1 - 365 - 0,737.
{)'•G ·D2• (a2)

2
+,0,,·G .z2 1020+365

1 1 al 2 2

Der durch die Reibungsverluste bedingte statische Wirkungsgrad kann zu
etwa 0,97 angesetzt werden. Damit wird der Gesamtwirkungsgrad

r; = 0,737 · 0,97 = 0,715.

Die vorstehenden Näherungsrechnungen werden allerdings dann
ziemlich ungenau, wenn G2 gegenüber G1 klein ist oder wenn die Längen
abmessungen des gestoßenen Körpers groß sind.

15. Das Pendel. 

Als Pendel bezeichnet man jeden Körper, der regelmäßige Schwin
gungsbewegungen um eine feste Achse ausführt. Bewegt sich der
Körper derart, daß seine Hauptachse sich auf dem Mantel eines
Kegels bewegt, so nennt man den Apparat Kegelpendel im Gegen
satz zu dem ebenen Pendel, bei dem die Hauptachse des Körpers
in einer Ebene hin und her schwingt.

Besteht das Pendel nur aus einem Körper von nach jeder Richtung
kleinen Abmessungen und einem gewichtslos gedachten Faden, so
heißt es mathematisches Pendel im Gegensatz zum physischen
Pendel von beliebig großen Abmessungen auch der Verbindung mit

der Befestigungsstelle.
Das mathematische Kegelpendel stellt

die Fig. 210 dar. Auf den augenblicklich im
Punkt A befindlichen kleinen Körper, der durch
den Faden von der Länge l in O fesgehalten
wird, wirkt ein: lotrecht nach unten sein Ge
wicht G, in der Richtung AO die Fadenspann
kraft S. Da sich der Körper auf einer wage
rechten Kurve bewegt, die in·A den Krümmungs
halbmesser r hat, so erfährt er noch die nach
dem Krümmungsmittelpunkt gerichtete Be
schleunigung p = r · w2, und nach dem Satz

von d'Alembert ist also die nach außen gerichtete Schleuderkraft Z 
als dritte einzutragen. Die drei Kräfte wirken in derselben, durch die
Punkte AOM bestimmten Ebene; es ist mithin keine Kraft in tangen
tialer Richtung vorhanden und die Bewegung also eine gleichförmige
Kreisbewegung.

0 

tt

zA 1" 
M 

G 
Fig. 210.
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Das nach dem Satz von d'Alembert zu zeichnende Kräftedreieck
ist bereits als AOM in der Fig. 210 enthalten. Man entnimmt ihm 86a)

r Z r • w2

tg IX = - = - = -- , (164) 
h G g 

woraus die Winkelgeschwindigkeit folgt

w = VI. (165)

ferner
ß l vh2 + r2 V ( 2) 2- -- = °Vl + tg21X = 1 + ~gw Q = h - h2 

Die Zeitdauer eines vollen Umlaufes ergibt Formel (1) zu

(166)

2-.n•r -V; t=---=2•.n• . r • w g 

Belspiel 140. Zu bestimmen sind die Abmessungen eines Kegelpendels, das
auf dem Breitengrad von Paris und in Höhe des Meeresspiegels einen Umlauf
in t = 2 sk ausführt.

Man erhält aus Formel (167) die Pendelhöhe

( t ) 
2

( 2 ) 2 9,8060h = g · ZJT = 9,8060 · 2. n = 9,8696 = 0,9936 m

(167)

und die Winkelgeschwindigkeit zu
2 JT 2 · n 

ü> = t = -2- =' 3,l416Jl/sk.

Der Halbmesser r kann beliebig gewählt werden.
Stellt man als Bediugung, daß die Umfangsgeschwindigkeit v = 1 m/sk be-

tragen soll, so wird

r = !!_ = __l - ·= 0,3183 m.
(J) 3,1416

Die vorstehenden Darlegungen gelten
auch für das physische Kegelpendel,
wenn der Punkt A der Fig. 210 durch den
Schwerpunkt S des aus dem Pendelgewicht
und derAufhängestange zusammengesetzten
Pendelkörpers ersetzt wird. z 

Beispiel 141. Anzugeben ist die Bedingung ~~
für die Stabilität eines Tachometers, das aus '"'11:7
zwei gekreuzten Psndelsyetemen n~ch Fig. 211 ,,.
besteht, deren jedes durch eme Spiralfeder ge- ]1g. 2ll.
halten wird 116). •

Das Fliehkraftmoment beider gut ausbalanz1erter Schwungkugeln vom Gesamt-
gewicht G ist

l Z · sin e< • 2 • l • M-= 2. -G · ---- cv coscx
2 {J 

116) Wil ke, Z. d. V. d. I. 1918.



186 Besondere Anwendungen.

oder mit
n•n 

(1) = 30 und 2 · sin zx · cosc:x = sin2c:x

2
M = :rr • G · l2 • n2 • sin2c:x302• 2. g ' 

worin n die Umdrehungszahl der lotrechten Spindel in der Minute angibt.
Ist c:x0 der Pendelausschlag bei ungespanntcr Feder, so ist das gleich große

Gegenmoment der Feder gegeben durch
M = c · (c:x - c:x0),

worin c ein in mkg gemessener Festwert der betreffenden Feder ist und die Winkel
in Bogenmaß einzusetzen sind.
~,:;,0....,,,.,.----,-----,---....-----..-----.------,-----,----....-, -nnTnTTl'Tn

-~
~al~---4====+==------+--=-~:::::.:
~

10 2,1) 30 
-·- {X In Winlrel,Jrl7o'c·r1 

7t? 

Fig. 212.

Durch Gleichsetzen beider Ausdrücke ergibt sich

2 - C • (X - ~ • 302 . 2 . g = k . (X - (XQ • ( 168)
n - (J · l2 sin2c:x :rr2 sin2c:x

Das Pendel ist nun stabil, solange n mit wachsendem IX zunimmt, also für
lln > 0. Durch Differentiation erhält man nunä« 

sin2c:x · ä« - (c:x - c:x0) • cos2c:x · 2 · ä« 
2·n· dn = 7c • ------ sin2 2 c:x
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also nach Einsetzen des Wertes von n aus Formel (168)

~lncx =(2
1

-sin2cx-(cx-l\'0)·cos2cx) •V 1c ->O·" ( ex - ex0) • sin3 2 ex • 

187 

Der Apparat ist stabil, solange
tg 2 ex > 2 · ( cc - ex0) 

ist. Dabei kann l\'0 auch ein negativer Winkel sein.
Ist das Tachometer so gebaut, daß gerade bei iX = ex0 = 0, sowie n = 1000

die Grenze der Stabilität erreicht wird 116), so wird mit(~- - iXo) = _!__ nach For-
mel (ll8) sm2cx O 2

1

1-c- 1000 · n 
I a z2 = 11- = 33,42 .· 30 · y9,81

Damit erhält man

(30) 2 ·i/ ex - ex0 ~IX - ex - n = 33,42 · - • 2 • 9,81 • . - = 59 900 . -. __o •
JT sm 2 ex sm 2 ex (168a)

Für verschiedene Werte von ex 
und ex0 ist dieser Zusammenhang
in Fig. 212 aufgetragen, deren
Höhen allerdings nur das 0,7033-
fache der durch Formel (168a)
gegebenen Worte zeigen. Das
Tachometer ist labil bei nega
tivem IX0 und IX = 30 bis 40°.

Beispiel 142. Bei dem Watt
sehen Kraftmaschinenregler nach
Fig. 213 ist S der Schwerpunkt
des Gewichtes G dor Schwung
kugel, der Pendelstango Z3 und
dor halben Lenkorstange Z2• Letz
teres greift für diese Schwerpunkt
bestimmung im Zapfen B selbst
an. Die von diesem Gewicht G 
verursachte Schwungkraft Zu ist
im Gleichgewicht mit G, wenn
ihre Mittelkraft die Richtung AB 
hat, wenn also die Gleichung

Zu= G · tgcx 
erfüllt ist. Man bat demnach nur
von A aus die lotrechte Länge G 
in einem beliebigen Kräftemaß
stab aufzutragen und erhält dann
als Wagorechte durch den End
punkt bis an die Pendelstange die
Größe von Z1r Wird die Zeich
nung für mehrere Stellungen der
Pendelstango ausgeführt und Z11 jedesmal senkrecht zu dem. zugehörigen Ab
stand x des Schwerpunktes von der Spindel aufgetragen, so entsteht die unten
rechts in Fig. 213 gezeichnete Kurve Z11• 

Von dem Belastungsgewicht Q der Reglermuffe ruft die Hälfte auf die Lenker
stange Z2 die in der Richtung BO verlaufende Zugkraft S2 hervor, mit der die
Schwungkraft Zq des Kegelpendels und die natürlich durch den Tragzapfen A 

z 

X 

Fig. 213.

z 

Zq 

Zg 
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Fig. 214.

des ganzen Reglers gehende Zapfenkraft P im Gleichgewicht sein müssen. Das.
ist nur dann der Fall, wenn sich die drei Wirkungslinien in einem Punkt schneiden.
Das zugehörige Kräftedreieck wird erhalten, indem man im Abstande ~ von A 

eine Wagerechte zieht und durch A die Verlängerung von P und die Parallele
zu BO legt. Werden die so bestimmten Werte von Zq wieder über den zugehörigen

Sehwerpunktsabständen x aufgetragen, so er-
~t,,1--- gibt sich die Zq-Kurve der Fig. 213.
l ' Addiert man die zu gleichen Abständen x 

gehörigen Höhen der Z0- und Zq-Kurve, so er
hält man die Z-Kurve der ganzen Schwung
kraft 117).

Wird der Aufhängungspunkt A des Pen
dels um die Strecke ± c1 von der Spindel ab
gerückt, wie beim Porter- bzw. Kle y - Regler
(Fig. 214 und 215), so bleibt die Aufzeichnung
im übrigen unverändert. Innerhalb geringer,
durch die praktische Größe von c3 gegebener
Grenzen gelten bei gleichen sonstigen Verhält
nissen dieselben Z-Kurven für die drei Bauarten.
Es verschiebt sich nur der Anfangspunkt O der
Fig. 213.

X. ·CtJ2 
Aus der Formel Z = G • -· - - ergibt sich die Winkelgeschwindigkeit zn

g 

Fig. 215.

w=Vz .Jl. G .X' 
(169a),

nn 
oder, da w = 30 ist, die für das Gleichgewicht erforderliche Anzahl Um-
drehungen in der Minute

n = 30 . l / .L . z . __!__ = 29,9 . ,/-Z . i . V n2 G x G X 
(169b)

Zieht man von dem Schnittpunkt O der Spindelachse mit der Achse der x 
eine Gerade nach einem beliebigen Punkt der Z-Kurvo, so gilt für ihren Neigungs
winkel gegen die x-Achse

z 
tgrp =-.

X 

Man kann demnach auch schreiben:

n = 29,9 . Vtt(p . (169c)

Ist etwa die Z-Kurve eine durch den Punkt O gehende Gerade, so entspricht
jeder Reglerstellung dieselbe Umdrehungszahl, bei der er im Gleichgewicht ist.
Bei irgendeiner Abweichung davon geht die Muffe sogleich in die Grenzstellung,
die untere bei kleinerem n und die obere bei größerem. Dieser astatische Regler
findet nur beim Antrieb von Pumpen u. dgl. als sogenannter Leistungsregler
Verwendung, wo nicht die Steuerung wegen des häufig unverändert bleibenden
Gegendruckes der Pumpe oder des Verdichters verstellt werden soll, sondern je
nach Bedarf die Umdrehungszahl der Antriebsmaschine, und zwar in ziemlich
weiten Grenzen 118).

117) Tolle, Z. d. V. d. I. 1895.
118) Weiß,- Z. d. V. d. J. 1891.
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Bei den Reglern, die die Steuerung der Kraftmaschinen verstellen, gehört zu
jeder Muffenstellung eine andere Umdrehungszahl; der Regler ist statisch.
Wächst <p mit zunehmendem x, wie im Fall der Kurve I der Fig. 216, so ist der
Regler s tabi 1. Er wird als 1 abi 1 bezeichnet,
wenn er im steigenden x abnimmt, wie im
Jl'all der Kurve II der Fig. 216. Labile Z 
Anordnungen sind unbrauchbar und müssen
sorgfältig vermieden werden. Läßt sich an
die Z-Kurve von O aus eine Tangente legen,
so besitzt sie an der Stelle einen astatischen
Punkt, wie die Kurve III der Fig. 216 zeigt.
Der Regler ist in dem· Fall nur dann stabil, O 
wenn die Tangente eine Wcndetangente ist
derart, daß cp mit zunehmendem x immer
größer wird.

Weil die Z-Kurve die praktische Brauchbarkeit eines Reglers genau kenn
zeichnet, wird sie seine Charakteristik genannt. Vorteilhaft ist ein Regler, dessen
Z-Kurvo möglichst astatisch ist. Da die Zq-Kurve immer den kleineren Einfluß
bat, so muß man dafür sorgen, daß die ~!l-Kurve schon möglichst astatisch ist.
Ein solcher Regler gestattet eine beliebige Ande-

d M ~rung er uffenbelastung Q und damit der A , 
Umdrehungszahl n, ohne .,daß sich seine :
Charakteristik ändert. Die Anderung von Q 
geschieht nun schon durch den Verstellwider
stand der Steuerung, dessen wahrer Wert beim
Entwurf des Reglers gänzlich unbekannt ist, je
nach seiner Richtung in dem einen oder anderen
Sinne. Eine ausreichend astatische Zq-K.urve bei
nicht labiler Zg-Kurve gestattet somit die be
liebige Verwendung eines gegebenen Reglers.

Einfache Mittel zur Erlangung der ge
wünschten Form sind eine ziemlich weite Ver
schiebung der Spindel nach der Schwungkugel
hin, also die Bauart Kley (Fig. 215) mit großem
c

1
und die 'Knickung der Kugelarme im Punkte B nach Fig. 217. Den Verlauf

der z -Kurve in Abhängigkeit vom Pendelwinkel ex und dem Knickwinkel ß für
c3 + /1 = 0,4 • l1 zeigt _z. ;B. die Fig. 219 41). _Die umg~kehrte ~uf- 0 

hängung wie etwa bei~n Proell - Regler (F1g:_ 218) bi~tet k~men 20
0 Vorteil. Da Federn mit starker Zusammendrückung eine großere JO 

Gegenkraft ausüben als Gewichte von üblichen Abmess~ngen, so
wird durch Federbelastung der Muffe oder auch durch unmittelbares
Zusammenziehen· der Gelenke B mittels einer wagerecht liegenden
Feder eine ziemlich flach verlaufende Z rKurve erhalten, deren
Höhen zu denen der beiden anderenZq 
und Z, zu addieren sind. Hierin und
in de/bequemen Verstellbarkeit liegt
der Hauptvorteil der Federbelastung.

Der Hauptgrund, weswegen der in
der Nähe des astatischen Punktes ge
legene Teil der Z-Kurve genommen
werden muß, ist der, daß der Unter
schied der Umdrehungszahlen für die
höchste und tiefste Muffenstellung nur
eben so groß sein soll, wie es für die
Stabilität nötig ist. Es wird also eine
wenig gekrümmte und fla_ch geneigte
Z-Kurve gefordert. Bezeichnet nr:nax
die zur höchsten Muffenstellung gehö
rige Umdrehungszahl, nmin die zur

II 1/ 
-----7/ / 
/ ----

- Jß 
X 

Fig. 216.

Fig. 217. Fig 218.

40° 

+Zq 

40 eo 80° 

Fig. 219.
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niedrigsten Muffenstellung gehörige, nin die mittlere, die bei günstiger Ausfüh
rung etwa der Muffenmitte entspricht, so ist der Stabilitätsgrad des Reglers,
der meist als Ungleichförmigkeitsgrad bezeichnet wird,

-~ - nmax - nmin
Ul - --• »; 

Durch Multiplikation des Bruches mit ½ . (nm,~+ nmin) = 1 ergibt sich
n,,, 

(170a)

;',,
2 

/
/ lgtpm 
Zmax 

Fig. 220.

oder mit Benutzung der Gleichung
(169c)

r\ = tg_<pmnx - tg<pmin . (l70b)
2 · tg rp,,, 

Die zeichnerische Bestimmung von
<51 aus der Charakteristik gibt die
Fig. 220 an.

Von mehreren Z-Kurven ist die
jenige die günstigste, bei der die

Änderung von b1 mit zunehmendem
x am wenigsten schwankt. Es
empfiehlt sich desha]b, den Wcrt

doi zu berechnen. Man setzt zu dem Zweck in Formel (170b)cpm1n = CfJrn = <p 
dx 
und ((Jmax = <p + d rp. Dann ergibt sich

clo = tg(rp+~rp)-tgcp
1 2·tgrp

tg cp + d <p 
--- --tgrp 

1 - tg rp • d er~ . 
drp · (1 + tg2qJ)

(1 - 0) · tg <p 

2 · tgrp 

Nun ist ja tg <p = ! , also nach Differentiation

d <p = d, . ( 1 + t 2 ) = X • <l z - z . (l X 
cos2 cp <p g <p x2 

Werden diese beiden Werte in den vorstehenden Ausdruck eingesetzt, so geht sie
über in 119)

_<!:_j1_ = __!_ • (J... . d Z _ __!_) •
ä» 2 Z a» x (171)

Von dem Stabilitätsgrad ist der Unempfindlichkeitsgrad 02 zu unterscheiden.
Infolge der Eigenreibung des Reglers und des Widerstandes des Stellzeuges, die
zusammen P kg betragen mögen, muß die augenblickliche Umdrehungszahl n 
auf einen etwas höheren Betrag n2 steigen bzw. einen niedrigeren n1 sinken, ehe
die ~glerbewegung einsetzt:

-~ _ n2 - n1 _ Z2 - Z1 LI Z 
U2 - n - Z = -z - • 

Die Berücksichtigung von o2 ist deshalb sehr nötig, weil bei einem großen Wert
von o1 eine verhältnismäßig günstige Z-Kurve nach oben hin zu einer teilweise

(172)

119) PrölL, D. p. J. 1911.
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labilen und nach unten hin zu einer zu statischen umgewandelt werden kann,
wie die Fig. 221 zeigt. Für die genaue Untersuchung sind also die mit Hilfe von
o2 aus der Z-Kurve entwickelten Grenzkurven maßgebend. Bei guten Reglern
schwankt o2 zwischen 4-:-6 v. H. 41).

Erfährt nun der Regler an der Muffe den Muffendruck E, der bei einer be
stimmten Muffenstellung mit Z im Gleichgewicht ist, so besteht zwischen den
wirkenden Kräften die Beziehung

l1Z p 
z = E = ö2. (173)

Nach dem obigen ist E im Gleich
gewicht mit den Belastungen Q, 2 G, F, 
worin letzteres die etwaige Federbe
lastung darstellt, Außerdem gilt

E Q z = z-;- · (174) O

Besitzt also der Regler eine Gesamt- Fig. 221.
charaktoristik, die mit der statischen
Zq-Kurve übereinstimmt, so ist der Muffendruck E unveränderlich.

D~s Arbeitsvermögen des Reglers ist gegeben durch die Gleichung

A =JE· a«, 

wenn s den Muffenhub angibt. Nach dem Prinzip der gedachten Verrückungen,
die hier tatsächlich auftreten, kann man ansetzen

JE·ds=JZ·<..lx: 

Die benutzte Fläche der Z-Kurve (Fig. 221) gibt also das Arbeitsvermögen an.

Das ebene mathematische Pendel
zeigt die Fig. 222 in der äußersten Lage O A 
mit dem größten Ausschldgwinkel a0 aus der
Mittellage OB und in einer beliebigen Stellung
OC mit dem Ausschlagwinkel iX. Der Gewichts
körper G wird beschleunigt durch die in
Richtung des Kreisbogenweges verlaufende
Seitenkraft Q . sin iX. Seine Beschleunigung
berechnet sich nach den Formeln (17) und A 
(72) zu

dw . z 
p = l . c = l • d t = g · sm iX . 

Die Winkelgeschwindigkeit w wird um so Fig. 222

größer, je mehr sich .x 
- a« w· d h. d Wverkleinert; es gilt also w = dt . ir ieraus er ert von d t 

in die obige Gleichung eingesetzt, so ergibt sich

0
1

a 
1
ao 

1
1

1
1
1
1
1

1
1 A 
B 

w . d w = - 2. • sin iX • ll a , 
l 
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und die Integration zwischen den Stellen A und O liefert mit
J sin zx •da= -coscx, + C 
<p IX f w • d w = - f,f sin a • da 

0 l\'o 

oder
w2 g 
2 = +y • (coa x - cosa0). (175)

Hiermit läßt sich die Spannkraft in dem Faden bestimmen:

S =G • cos o. + Z = G • (cosa + f • w2) =G • (3cosa -2cosa0). (176)

Setzt man nochmals in die Gleichung (176) ein w = - ~a, so folgtat 
-da v2-g - - - 
~= ± l · ( cos a - cos a0)

oder

dt-1/~g= __ da . 
J Z y cos c - cosa0

Man formt den Ausdruck um durch den Übergang auf den' halben
Winkel (Bd. II, S.35)

(
a a) . a cos a = cos - + -- = l - 2 . Sln 2 - '. 2 2 < 2

was ergibt

Hierin setzt man jetzt
. a . ao . sm2 = sm2 • smcp,

deren Differentiation liefert
a a ao cos-2 • d2 = sin2 • coscp • dcp 

oder
2 • sin ao 

2
da = _ · cos cp • d cp . -v a 1 - sin2-. 2
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Damit geht die obige Gleichung über in

<lt· 
sin iX-o

'
!~=- ,-· 2 - 

l/1 · 2 iX-o · 2 · iX-o J/i · 2r - sm 2 . sm cp sm2 . - sm cp 

,it-V~ = _!!_Cf?_ - . V l - sin2 ~o • sin2,p

coscp • dcp 

oder

Für den größten Ausschlag ist i = ~0
, also sin cp = 1; für die Mittel-

cc 
stcllung ist 2 = 0, also sin cp = 0 . Die neue Veränderliche cp ist dem-

nach zwischen den Grenzeni und O zu nehmen. Man hat durch ihre

Einführung die Bewegungsgleichung auf die Normalform des elliptischen
Integrals erster Gattung zurückgeführt, und die Zeitdauer für den
Weg AA = 2 • AB (Fig. 222) ist also gegeben durch 120)

0

t-Vt = -2-f V1
2

n 
2

dcp = +2 ·J!cp. 
· 2 iX-o • cp - sm - • smcp o

2

(177)

Die Ausrechnung geschieht durch Auflösen des Ausdruckes -
1
- in

eine konvergierende Reihe. Aus dem binomischen Lehrsatz j cp 
n n • (n - 1)

(a + b)11 =an+ 1 · an-1. b + 1. 2 . an-2. b2 + ... '
der sich leicht durch den Schluß von n auf n + 1 erweisen läßt (Bd. I,
S. 105), ergibt sich

(

• 2 iX-o )- ~ 1 . iX-o • 1 . 3 . iX-o •
1 - sm 2 . sin tp 2 = 1 + 2. sm2 2. sm2 cp + 2~• sm42 • sm4 cp + ...

Damit wird

Es ist nun :r,; 

2

Illcp =;'
0

120) Euler, Mccanica sive motus scientia, 1736.
S t e p h an, Technische Mechanik. 'nr. 13
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n 
2

}
. . 1 n 
sm2cp. drp = 2. 2 [Bd. I, S. 106],

0
:ri; az 

2 2i=: • dcp =/sin2<p • llcp. (1 - cos2cp)
0 0

sr 

2

1 n j'sin22cp d2rp 
=!f·.2-. -4-· 2

0

ln 11 31n= --· . - - - . - . n - - . - . - 
2 2 8 2 4 2 2'

entsprechend

:rr. 

2

J
~. 6 d 5 3 1 n sm <p• rp=-·-·-·- 6 4 2 2 ...

Somit ist schließlich die Dauer einer einfachen Schwingung

1/T [1 (1 . cx.0) 2 (1 . 3 . 2 cx.0)
2

]t=n• g. + 2•sm2 + 2,4 -sin 2 + .. ·_
oder121) mit g = 9,81 m/sk2

t = 1,0030 · yf. l;. (177b) 
~ Die Werte von 1,0030 • C enthält die Fig. 223 in Abhängigkeit von a0

für die gebräuchlichen Größtausschläge. Bei großen Winkeln konver
giert die Reihe der Formel (177 a) sehr
langsam. Man arbeitet dann vorteilhaft
mit den elliptischen Funktionen122).

Man kann ein Pendel bauen, das bei
beliebigem Ausschlag unveränderliche
Schwingungszeit hat, indem man den oberen
Teil des Fadens von O aus (Fig. 222) sich
gegen Führungen legen läßt, die aus zwei
gemeinen Zykloiden bestehen=").

Beispiel 143. Anzugeben ist die Länge
eines mathematischen Pendels, das auf dem
Breitengrad von Paris ein~ Schwingung in t = ½
bzw. 2 sk macht, wenn kleme Ausschläge voraus

Jo O gesetzt werden.
Die Länge des Sekundenpendels ist in Paris

nach Beispiel 140
Z1 = 0,9936 m.

t,080 

1,060 

1,040 

1,020 

/
/

/
V 

V 
/

..:.....-V f,000 

'a:• 0 

;, OOJO · '( 

10 20 

Fig. 223.

121) Die für kleine Schwingungen geltende Formel ohne das Berichtigungs
glied C ist von Huygens, Horologium oscillatorium, 1673.

122) z. B. Duffing, Erzwungene Schwingungen bei veränderlicher Eigen
frequenz, 1918.
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Nach Formel ( 177 b) ist dann die Länge des Halbsekundenpendels

l_1 = Z1 • (½)2 = _0,9936 · t = 0,2484 m
2

und die Länge des Zweisekundenpendels
l2 = Z1 • (2)2 = 0,9936 · 4 = 3,9744 m.

Belsplel 144. Wenn auf den Pendelkörper keine weiteren Kräfte einwirken
als die in Fig. 222 eingetragenen, insbesondere keine Kräfte senkrecht zur Schwin
gungsebene, so bewegt sich das Pendel nach dem Satz vom Beharrungsvermögen
immer in derselben lotrechten Ebene. Unter einem am Erdpol schwingenden
Pendel würde sich also die Erde in 86 164,l sk einmal um 360° herumdrehen.
Dagegen ist am Äquator keine Drehung der Erde unter dem in beliebiger lotrechter
Ebene schwingenden Pendel zu messen. Auf dem Breitengrad cp ist die Drehungs
geschwindigkeit der Pendelebene gegenüber der Erdoberfläche gegeben durch123)

2n · sin cp 
w = 86164,( l/sk,

wie die Zerlegung der s~nkrecbt zum Erdhalbmesser verlaufenden Winkelgeschwin
digkeit in die beiden Seitengeschwindigkeiten lehrt, deren eine in die Ebene des
Parallelkreises fällt, während die andere dazu senkrecht steht (Fig. 224).

----- O'

Fig. 224. Fig. 225.

Das physische Pendel besteht aus einem festen Körper, der um
eine gewöhnlich innerhalb des Körpers gelegene Achse schwingt. Seine
Schwingungsdauer wird bestimmt, indem man die Länge eines mathe
matischen Pendels aufsucht, dessen Schwingung mit der des physischen
Pendels übereinstimmt.

Bilden beide zu Anfang denselben Winkel a0 mit der Lotrechten,
so sollen also ihre Bewegungen in jedem Augenblick dieselbe Winkel
geschwindigkeit und infolgedessen _auch_ Besc_hleunigung h~ben. Mit
den Bezeichnungen der Fig. 225 ist die Wmkelbeschleumgung des
physischen Pendels nach Formel (141) 

G • e • sin zx,
f,=- J - 

123) Foucault, C. R. 1851.
13*
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worin J das Trägheitsmoment des Pendelkörpers in bezug auf die Dreh
achse O ist. Für das entsprechende mathematische Pendel gilt ebenso

G • l • sin zx.,
c = ~. yz- 

g 
Durch Gleichsetzen beider Werte ergibt sich die gesuchte Länge des
mathematischen Pendels zu

J. g 
l = G . . e (178)

Wird diese Länge Z auf der Geraden OS von O aus bis zum Punkt J 
abgetragen, so erhält man den Schwingungspunkt 86a) des physischen
Pendels, dessen Schwingungen so vor sich gehen, als wenn das ganze
Gewicht des Körpers in ihm vereinigt wäre.

Setzt man den Abstand des Schwingungspunktes in die Gleichung
(177b) für die Schwingungsdauer ein, so wird

t = '· n · -v J - = l,0030 · ( · vg. Js + e, (179)Q. e Q. e 
worin J8 das Trägheitsmoment des Körpers in bezug auf die zur Schwin
gungsachse parallele Schwerachse ist.

Hängt man das physische Pendel im Schwingungspunkt J auf, so
wird die bisherige Drehachse O Schwingungspunkt. Denn man kann
für die erste Aufhängung nach Formel (178) schreiben

f dm, x2

l= · , (178a))dm• x 

worin x den Abstand eines beliebigen Körperteilchens dm 
von der Drehachse O angibt. Für die zweite Aufhängung
erhält man entsprechend
l'- f dm• (Z-x)2 _ 7!_:_j <lm - 2 l • f dm •_x_ + j dm -~2

- j dm· (l - x) - l · j dm - j dm· x 

Setzt man hierin aus dem vorstehenden Wert für Z ein
J dm • x2 = l • f d m. • x , 

so folgt

~Fig. 226.

z2Jdm - z. J a«. X l'- --------- = l 
- l . J dm - f dm • x ' 

wie angegeben.
Beispiel 14:5. Zu ermitteln ist die Größe der Erdbeschleunigung g an einem

bestimmten Orte.
An einem homogenen Stab mit zwei gegeneinandergekehrten verschiebbaren

Schneiden sitzen ebenfalls verschiebbar zwei gloichschwere Körper G (Fig. 226).
Man verschiebt die Schneiden und die Körper G solange, bis das Pendel in einer
genau gemessenen Zeit t1 gleichviel Schwingungen z macht, gleichgültig auf welcher
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Schneide es ruht. Dann ist der mit beliebiger Genauigkeit aufzumessende Abstand
der Schneiden die Länge l eines gleichschwingenden mathematischen Pendels,
und man kann nun aus der Formel (178) bzw. (179) mit t= 2- die Erdbeschleu-

z 
nigung g berechnen124), wenn dafür gesorgt wird, daß die Ausschläge des Pendels
während des Versuches i. M. dieselben bleiben.

Beispiel 146. Anzugeben ist ein Pendel, das bei kurzem Bau eine lange
Schwingungsdauer von z.B. 2 sk hat (Taktmesser). ,,.j

Bei kleinem Ausschlag ist dafür nach Beispiel 143 die Länge l = 3,9744 m
erforderlich. Nun macht der Taktmesser etwa einen Ausschlag von cx0 00 30°;
er braucht also nach Formel ( 177 b) und den Angaben der Fig. 223 die Länge

'>2

l = 1:;764 = 3,7161 m.

Sind J0, J1, J2 die Trägheitsmomente der drei Ge
wichte G0, G1, G2, die das Pendel nach Fig. 227 zusammen
setzen, und zwar in bezug auf die Einzelaohwerpunkte,
so ist Formel (178) zu schreiben
l = Jo · g + G0 • e~ + J1 • g + G1 • e~ + J2 • g + G2 • e~ 

+ G1 • e1 - Go . eo - G2 • e2 . 
Wenn also G1 • e1 nur wenig größer als G0 • e0 + G2 • e2 
ist, so läßt sich das gegebene l bei ganz geringen Ab
messungen verwirklichen.

Wählt man etwa
G0 = 15,
J0 = 0,05,

Gl = 120,
J1 = 0,20, J2 = 0,01 cm• g • sk2

e0 = 6, e1 = 4 cm,
so ergibt sich .Fig. 227 ·

30 · (371,61 + e2) • e2 = - 981 · (0,05 + 0,20 + 0,01) - 15 · 62 - 120 • 42
+ 371,61 · (120 · 4 - 15 · 6) 7

also 30 · e§ + 11148 e2 + 255 + 540 + 1960 - 144 928 = 0

oder e = ___:_185,5 + 1/29782,5 = 13,5 cm125).

Beispiel 147. Es ist das Schwun&moment eines ausgeführten Schwungrades
in bezug auf seine Drehachse zu bestimmen.

Man hängt das Schwungrad an einem Kran auf, mißt die Länge e von der
Aufhängungsstelle der Hängeseile bis zur Mitte und zählt die Anzahl z der Schwin
gungen, die in einer Minute gemacht werden. Wenn ferner das Gewicht G durch
eine Wägung ermittelt worden· ist, ergibt die Formel (179) bei einem Ausschlag
von etwa 10° nach jeder Seite

19· • G · D2 = 4 • G · e · [ ( 
5
~•

4
)

2

- e] .
Ist z.B. G = 4735 kg, e = 3,275 m gemessen und z = 30! gezählt worden,

so beträgt

o, · G · D2 =· 4 · 4735 · 3,275 · [ (tt:7)
2

- 3,275] = 29 800 m2 ·kg.

124) Bohnenberger u. Kater, 1818.
125) Pendel von veränderlicher Länge während der Schwingung behandelt

Bossut, Mem. de l'Acad. des sciences, Paris 1778; Foucault, C. R 1851;
Delau na y , Mecanique, 1856.
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Das Verfahren126) liefert nur bei genauestem Aufmessen von e und Zählen
der Schwingungen während mehrerer Minuten (3 7 5) ein Ergebnis, das von
dem der Berechnung aus den Abmessungen i. M. um etwa 5 v.H. abweicht (vgl.
Beispiel 115).

Beispiel 148. Ein Telegraphendraht von d = 3 mm Stärke ist über die Länge
l = 100 m mit der Spannkraft S = 156 kg ausgespannt und soll dabei den Durch
hang / = 3,40 m haben (Bd. I, Beispiel 140). Festzustellen ist, ob die vor
geschriebene Spannkraft bzw. der zugehörige Durchhang tatsächlich richtig aus
geführt wurde127).

Nach Beispiel 116 ist das Schwungmoment eines solchen Drahtes vom Ge
wicht q kg/m

{} . G . 12 = !!:'_~. f 2
1,875 '

ferner läßt sich mit Hilfe der Formeln (80b) und (113) in Bd. I leicht herleiten
G · e = q · l · 'if . 

Damit wird die Schwingungsdauer gemäß Formel (179) bei einem mittleren Aus
schlag von etwa 15 ° nach jeder Seite

l / q . l . f z • g - 
t = 1,020 · V g . 1,875 . q . l . 0,667 . f = 0,912 · Yf sk.

Vorteilhaft zählt man die Anzahl z der Schwingungen in einer Minute, die
beim Bewegen des Drahtes von einem Ende aus entstehen. Aus der Gleichung
t · z = 60 sk folgt dann der tatsächliche Durchhang

f = ( 60 )
2= (65,8)

2
•

0,912 · z z 

Ist also z = 36 gezählt worden, so ist / = (6f~8r= 3,34 m.

Die Bestimmung gilt für alle Drahtsorten, Stützenabstände und Neigungen.
Beispiel 149. Zu berechnen ist die Schwin

gungsdauer eines Wagebalkens vom Gewicht G 
und dem Schwungmoment {), · G · a2 in bezug auf
die Drehachse, der Hebellänge a und dem Ab
stand h des Schwerpunktes von der Drehachse,
der auf jeder Seite durch die Schalenlast Q belastet

Fig. 228. ist und durch ein kleines Übergewicht q auf einer
Seite in Schwingungen versetzt wird128).

Ist der größte Ausschlag des Wagebalkens aus der Wagereehten ex (Fig. 229), 
so lautet die Momentengleichung, wenn man berücksichtigt, daß die beiderseits
anhängenden Lasten mit beschleunigt werden müssen,

6 • [ J + a
2 

• ( 
2i + q)] = q • a • cos ex + G · h · sin ex .

Damit ergibt sich der Abstand des Schwingungspunktes von der Drehachse zu
(,0, · G + 2Q + q) · a 

l=-- h' 
' q · cotg ex + G • - a 

(180)

wenn wieder J · g = {), · G · a 2 in Formel ( 178) eingesetzt wird, was am besten
durch einen Schwingungsversuch mit dem unbelasteten Wagebalken bestimmt
wird.

126) Townsend, Cambridge and Dublin Math. J. 1847.
127) Dreisbach, E. T. Z. 1909.
128) Lawaczeck, D. p. J.. 1906.
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Nun ist der Schwingungs-Ausschlag doppelt so groß wie der in Bd. II, S. 18
angegebene elastische, also

q·a 
tg ex = 2 · G . h , 

da das Übergewicht q den Hebel solange beschleunigt, bis er in die eigentliche
Gleichgewichtslage kommt, worauf er um denselben Weg unter Verzögerung weiter
geht. Man erhält so als Schwingungsdauer bei naturgemäß nur kleinem Ausschlag

t = 1,003 · 1 j{}. G + 2Q i~. (181)
V 15·G·-' a 

Die Schwingungsdauer einer Wage ist demnach von der Gesamtbelastung abhängig.
Will man eine kleine Schwingungsdauer haben, um die Wägung schnell zu

erledigen, so ist, da die Größe von G und das Verhältns 7!__ durch die vorgeschriebenea 
Empfindlichkeit (Bd. II) festgelegt ist, in erster Linie die Hebellänge a klein zu
machen und nebenher {), durch die Formgebung des Wagebalkens nach Möglich
keit zu verkleinern. Ein nicht zu kleines Hebelgewicht G ist für die Verkleinerung
der Schwingungsdauer günstig.

Es ist leicht, in derselben Weise auch die Schwingungsdauer einer mehrfach
zusammengesetzten Hebelwage, etwa nach Fig. 41 in Bd. II, zu bestimmen 128).

Beispiel 150. Anzugeben ist die Belastung, die ein Glocken
stuhl durch eine schwingende Glocke erfährt120).

Bei einem beliebigen Ausschlag ex aus der Mittellage hat
jedes Glockenteilchen die Winkelgeschwindigkeit w und die
Winkelbeschleunigung s, für die die Formeln (176) und (175)
gelten. Auf irgendein Teilchen im Abstand x von der Drehachse
(x parallel zur Mittellinie der Glocke gemessen) wirken nun die p 
in Fig. 227 eingetragenen Gewichts- und Trägheitskräfte, und d 
zwar ist

X• w2
dZ = dG· , g 

d P = dG · x '_!_ • 
g 

Durch ihre Zerlegung in je eine wagerechte und eine lotrechte Fig. 229.
Seitenkraft erhält man so

G x 2 g ( ) dG x g . . . d V = d G + d . - • - • cos cx - cos cx0 • cos ex - • - • - • sm ex • sm ex , g l g l 

also nach Integration über G und x mit den Bezeichnungen der Fig. 225

V = G • [ 1 + T · ( 3 · cos 2 ex - 2 · cos ex · cos cx0 - 1)] 

und entsprechend
e . 2 . )H = G • T • ( 3 · cos ex • sm ex - sm ex · cos cx0 • 

Für die Mittellage, also ex = 0, ist H = 0 und

V max = G · [ 1 + 2
; e · ( 1 - cos cx0)] •

Den Höchstwert von H erhält man durch Differentiation nach cx: 

ä H = G. [(3 cos« - 2 cosix0) • cos« - sinx · (3 sin« - 0)] = 0.a« 
129) Schupmann, Deutsche Bauzeitung 1875; Autenrieth, Technische

Mechanik, 1900.
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Hieraus folgt die Bestimmungsgleichung
9 COSIXo

cos-zx --3- · COSIX - i = 0,

also coa x = ¼ · (costX0 + Vcos2tX0 + 18).

Ist z.B. gegeben G = 7530 kg, i:x0 = 50°, Tc--.:> 0,80 130), so ist der Ausschlag,
bei dem die wagerechte Seitenkraft H am größten wird, bestimmt durch

COSiX = t · (0,6561 + i/18,4304) = 0,8247. 
Dem entspricht

Damit wird
i:x = 34° 23' und sin.« = 0,5648.

Hmax = 7530 · 0,80 · (3 · 0,8247 - 2 · 0,6561) • 0,5648 c--.:> 3550 kg.
Die gleichzeitige lotrechte Seitenkraft ist

V= 7530 · [l + 0,80 · (0,8247 · 1,0619 - l)] ~ 6780 kg,
während die größte den Wert hat

Vmax = 7530 · (1 + 0,80 · 2 · 0,3439) C'5 11 670 kg.
Wird die Tragachse der Glocke gekröpft, so daß die Lagerstellen dem Schwin

e gungspunkt etwa um den Betrag T = 0,30 näher131) rücken, so wird

H max = 3550 · ~:!~ = 2220 kg,

V= 7530 · (1 - 0,50 · 0,124) = 7070 kg,
Vmax = 7530 · (1 + 0,50 · 0,6878) = 10 ll0 kg.

das zugehörige
das größte

Bemerkt sei, daß jedes Glied des zweigliedrigen Schwingungssystems Glocke
und Klöppel dieselbe Schwingung ausführt, wenn ihre Schwingungspunkte über-

~ einstimmen132).

16. Schwingungen fester Körper. 
Mathematisch leichter als die Pendelschwingungen sind die kleinen

seitlichen Schwingungen zu behandeln, die ein mit der überall gleichen

1 c 1A' X 1B
~ 

Fig. 230.

:öl
dcp' 

Fig. 231.

Spa:bnkraft S angespannter Faden od. dgl. um die Befestigungsachse AB 
ausführt (Fig. 230). Solange die Schwingungen klein sind, kann die
Bandlänge dl = ilx gesetzt werden, und die Kraft, die auf Zurück-

130) Köpke nach Ko fahl, .Z. d. V. d. I. 1904.
131) Bierli ng nach Schreber, D. p. J. 1908.
132) Kaiserglocke des Kölner Doms, Veltmann, D. p. ,J. 1876; Hort, Tech•

nische Schwingungslehre, 1910.



Schwingungen fester Körper. 201 

führung des kleinen Teilchens vom Gewicht q • dx in die Mittellage AB 
hinwirkt, ist die Mittelkraft der beiden an seinem Ende angreifenden
Spannkräfte S. Sie ist nach dem Kräftedreieck (vgl. Bd. II, S. 231)

Jl, = 2 · S · ~in dt = S · d cp . 

Nun ergibt die Fig. 231 ohne weiteres cp = dly, also
( X 

dy fl2y 
<l cp = rl d = z2 · d x 

X ( X 

und damit wird
<Vy 

R = S · dx2 • dx . 

Diese Kraft erteilt dem Teilchen, auf das sie wirkt, die Beschleuni
d2 y 

gung p = <lt2 und es gilt also nach Formel (70)

q • dx d2y R= - •--• 
g dt2 

Durch Gleichsetzen beider Ausdrücke erhält man die Differential
gleichung dieser Bewegung

lVy •) ,Py 
dt2 = c~ · d x2 ' 

worin abkürzungsweise gesetzt worden ist

c=-V8/m/sk.
Die Lösung 133) wird dargestellt durch

y = /1 (c · t + x) - f 2 (c · t - x) ,

(182)

(183)

(184)
worin /1 und /2 zwei ganz willkürliche Funktionen angeben. Denn es
ist, da x und. t voneinander unabhängig sind,

<ly = c. f ~ (c • t + x) - c · 1; (c · t - x),
dt 

dy = j' (c . t + x) + 1; (c · t - x), 
d.» 1 

und. hiernach

ll2y " ) •) /"( ) dt2- = c2 . /, (c. t + x - c~ · 2 c · t - x , 

:} = t:'(c • t + x) - t:'(c · t - x),

13a) d'Al.e m b ert , M6m, de l'Acad. de Berlin 1747.
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wenn beachtet wird, daß allgemein aus der Glei~hung

z = f (x) folgt dz = f' (x) • dx. 

Nun ist nach Fig. 230 immer y = 0 für x = 0 und x = l. Es gilt
also nach Formel (184)

Schreibt man

so kann man t' = t - ~ als neue Veränderliche auffassen und dem
c 

gemäß aus der vorstehenden Gleichung folgern

y = /1 (c • t + x) - /1 (c • t') = /1 (c · t + x) - /1 (c • t - x) . 

Entsprechend gilt

/1 (C • t + l) = f 2 (C • t - l) = f 1 (C • t - l) . 

Das heißt: /1 ist eine periodische Funktion von der Periode

2 · l t0 = -- sk.
C 

(185)

Mit dieser Periode schwankt also das Band um die Mittellage AB 
der Fig. 230.

Dasselbe kann auch aus der Anschauung an Fig. 230 hergeleitet
werden: Für jedes beliebige x ist y = 0, wenn sich das Band gerade
durch die Mittellage AB bewegt. Geht man nun von A aus nach B, 
dann wieder zurück nach A und von dort weiter nach C, so kommt
man auf diesem Wege 2 l + x ebendorthin wie auf dem Wege
AB + BC = 2 l - x. Es gilt also in der Mittellage AB nach For
mel (184) sogleich /1 (2 l + x) = f 2 (2 l - x) und ebenso für alle ganzen
Vielfachen von 2 l. Die Periode der Schwankungen bestimmt sich
demnach aus c • t0 = 2 l. 

Wenn ein Punkt C der ganzen Länge l festgehalten wird, dessen
Lage so gewählt ist, daß BC = i • AC oder auch umgekehrt ist, worin i 
eine ganze Zahl sein muß, so schwingt das Band oder die Saite derart,
da1'3 an jedem der i Teilpunkte ein Schwingungsknoten entsteht und
in der Mitte zwischen ihnen je ein Schwingungsbauch. Die Schwingung
der ganzen Saite liefert den Grundton, die Teilschwingungen die har
monischen Obertöne.

Beispiel 151. Ein Ledertreibriemen vom Einheitsgewicht y = 0,95 kg/dm3

habe die freie Länge l = 4,53 m und soll mit der Spannung a = 27 kg/cm2 auf
den Scheiben liegen. Es ist .festzustellen, ob er richtig gespannt ist.
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Man versetzt ihn durch einige kräftige Schläge in Querschwingungen. Bei
richtiger Anspannung ist die Schwingungsdauer zwischen zwei gleichen Lagen auf
derselben Seite der Mittcllage134) nach den Formeln (185) und (183)

4Z 2 t0 = - (186a)

1/S/
Hierin ist einzusetzen

S = b · s · a kg,
y 

q = b • s · 100 • 1OOO kg/m,

wenn beide Male die Länge 1 m, Breite b, Stärke s in cm gerechnet werden. Da
mit wird

2 t0 =. 0,404 · l · ,1: 
1/0,95= 0,404 · 4,53 • 27 = 0,343 sk,

(186b)

Es sind also in 3,4 sk 10 Doppelschwingungen zu zählen, was am besten da
durch geschieht, daß man an dem ruhenden Riemen eine ölgetränkte Federpose
befestigt und ein Blatt Papier daran nach Befehl einer die Zeit messenden Person
vorbeiführt.

Das Verfahren ergibt den wirklichen Spannungswert nur näherungsweise, und
Fehler von 10 v.H. kommen dabei leicht vor, wenn man nicht besondere Resonanz
apparate benutzt135). Sind etwa z = 10,5 Doppelschwingungen in t1 = 3,4 sk
gezählt worden, so ist 2 t0 = _!I._ , also

z 

a = o.res • y • c: · z)2 = 0,163 • 0,95 • (
10

•\4
4

•
53)2 = 30,7 at.

Die obige Berechnung trifft auch dann zu, wenn sich das Band
mit der gleichförmigen Geschwindigkeit v etwa nach dem Anfangs
punkt A der Fig. 230 ~in bewogt. Zur Zeit t ist dann die Entfernung
eines anfänglich im Abstand AC = x befindlichen Punktes x' = x - v • t, 
und die Gleichung (184) geht damit über in .

y = f 1 [(c - v) · t + x] - f 2 [(c + v) · t - x] . (187)
Entsprechend dem Obigen ergibt sich für x = 0

/1 [ (C - V) • t] = f 2 [(C + V) • t] , 

und durch eine völlig gleichartige Rechnung folgt

y=t,((e-v)-t+x)=t,((c-v)•t- :~: -x).
Da nun auch für x = l y = 0 sein muß, so gilt weiter

t,( (c - v). t+ z) = /1 ( (c - v) • t - : ~: • z) ,
134) Die Formel wurde durch Versuche gefunden von Mersenne, ca. 1600,

zuerst berechnet von Tay1 or, 1715. . . . .
1a5) Skutsch, Zwei Vorträge über die Mechamk der Riementriebe, 1915.
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d. h. /1 ist eine periodische Funktion mit der Periode
c-v 2-c•l 

l+--•l=-- 
c+v c+v 

und die Schwingungsdauer136) bestimmt sich aus
2 · c · l 

( C - V) · t0 = C + ~
zu 

2 · c · l l t =--=--+
O c2 - v2 C + V C - V 

Da v hierin nur im Quadrat auftritt, so ist die Richtung der Bewegung
des Bandes ohne Einfluß auf die Schwingungsdauer.

- g· S Für v2 > c2 = --- verschwinden diese Seitenschwingungen, was
q 

allerdings noch keinen ruhigen Lauf gewährleistet (vgl. S. 223).
Der zweite Ausdruck für t0 ist gleichzeitig die Formel :!.37) für die

in Beispiel 42 erläuterte Dopplersche Erscheinung.
Beispiel 152. Der Treibriemen des Beispiels 151 läuft mit v = 22 m/sk um;

er ist im ziehenden Trum gespannt mit a1 = 38 kg/cm 2, im losen Trum mit
a2 = 20 kg/cm2• Anzugeben ist die Zeitdauer der seitlichen Doppelschwingungen.

Man erhält aus Formel (188)

(188)

4 · Z 12 t0 = -- • ----
c 1-(:r

0,404. · l · V : 
1 - 0,0102 · v2 • -2'._ 

0 

also mit den gegebenen Zahlenwerten für das ziehende Trum

0 404 · 4 53 · i/0,95
' ' V 382t01 =

0 95
= 0,330 sk,

1 - 0 0102. 222• -'-
' 38

und für das lose Trum

0 404 · 4 53 · l /Q,95
' , V 20

2 t02 = ------- - = 0,521 sk.
1 - 0 0102 · 222 • o,95

' 20
Ist 2 t0 beobachtet, so ergibt sich

' C = : t: . l 1 + V 1 + ( 22~ .~)] . (180)

Da die Schwingungsausschläge infolge Resonanz (vgl. S. 53) an einer be
stimmten Stelle zwischen einem Größt- und einem Kleinstwert schwanken, so
kann man die mehrfach wiederholten Perioden während einer gewissen, mit der

136) Skutsch, Ann. d. Phys. u. Chemie 1897.
137) Klinkerfues, Göttinger Nachr. 1868.
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Stoppuhr ermittelten Zeit sehr genau auszählen und so die Spannung während
des Betriebes mindestens im Leertrum angeben. Die des anderen Trums läßt
sich daraus nach Bd. II, S. 240 berechnen. Wegen der Wirkung des Auspreß
winkels läßt sich aber die Länge l nicht genau genug festlegen, so daß die Ge
nauigkeit höchstens 5 v.H. beträgt.

Eine häufig vorkommende Schwingung entsteht, wenn etwa ein
Gewicht G, das an einer Feder hängt, deren Gewicht im Verhältnis zu G 
vernachlässigt werden kann, aus seiner Gleichgewichtslage im Ab-
stand x0 bis zur Entfernung Xmin von der Bezugsebene ~
angehoben und dann losgelassen wird (Fig. 232). Ist q 
die Kraft, die die Feder der Verlängerung oder Ver
kürzung um 1 cm entgegensetzt, so gilt bei der beliebigen
Entfernung x des Gewichtes, die zwischen Xmin und x0 
beträgt, nach dem Satz von d'Alembert

G d2x + G - g. dt2 + q. (xo - x) = 0 ' (190a)

worin die positive Kraftrichtung im Sinne der Zunahme

von x gerechnet ist, oder nach Division durch !!_ 
g 

+ d2 (xo - x) + LJL. (xo - x) + g = 0
dt2 G ' 

wofür abkürzungsweise geschrieben werden kann
d2x' 
dt2 + c~ · x' + c2 = 0 .

X 

G 
Fig. 232.

(190 b)

Die allgemeine Lösung dieser linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit unveränderlichem Störungsglied lautet nach S. 29

+ x' = + 01 · cos (c1 · t) + 02 • sin (c1 • t) + ·:; , (190c)

worin 01 und 02 die bei der zweimaligen Integration eintretenden Fest
werte sind. Denn die Differentiation dieser Gleichung liefert

dx' . + -- = - 01 • c1 • sm (c1 · t) + 02 • c1 • cos (c1 • t) + 0 ,
dt 
a2 , + __x_ = -C'i. c~ • cos Ic, · t) -02 • c~ · sin Ic, · t),
dt2 

und man erkennt, daß die Gleichung (190b) dadurch erfüllt wird.
Zur Bestimmung der Festwerte beachtet man, daß zur Zeit t = 0,

also im Augenblick des kleinsten Abstandes Xmin die Geschwindigkeit

~~ = O ist. Mit x' = x0 - x geht die Gleichung (190c) für diesen

Fall über in
'f C2

Xo - Xmin = + C1 · 1 + 02 · 0 + 2 ,
. Ci
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und ihr erster Differentialquotient lautet entsprechend
0 = - Cl . C1 • 0 + C2 . C1 • 1 .

Die letztere Gleichung ergibt sofort 02 = 0 und die erstere
Cz 01 = x0 - Xmin - li . Damit erhält man nach Einsetzen der Werte

für c1 und c2 c1

X= x0 - ~ - (x, - Xmin - ~)- cos (t • vg /). (190d) 

Die Schwingungsdauer, nach der sich das Spiel wiederholt, ermittelt
sich gemäß Formel (190c) durch den Ansatz c1 • t = 2 n zu

2-n 
l0 =- . (191a)

C1 

Nun ist ja c2 - q · g und damit wird
i - G ' 

to = 2 . n • l / G . V g • q (191 b)

Setzt man hierin
G = q. /g' 

worin /g die in cm gemessene Ausfederung ist, die das Gewicht G der
Feder im Ruhezustand erteilt, so folgt mit z • t0 = 1 die Schwingungs
zahl z in der Sekunde zu

z = _I_. Vi = 4,9~5 . (192)
2. n t, -Vtg 

Beispiel 153. Es sei gegeben!!_ = l cm, Xmin = 12 cm, x0 = 15 cm. Dann
wird mit g = 981 cm/sk2 q 

X= +13 - 2 · COS (31,321 · t)
und die Periode der Schwingung beträgt

2 .n 
t0 = 31,321 = 0,2006 sek.

Fig. 233.

Den Verlauf der Schwingung in Abhängigkeit von der Zeit stellt die Fig. 233
dar. Die Schwingungsausschläge sind von der Gleichgewichtslage aus nach oben
wesentlich ~rößer als nach u~ten.
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Ist das Störungsglied der Schwingungsgleichung nicht unveränder-
lich, sondern irgendeine Funktion F(t) der Zeit:

d2x 
-+c2•x=F(t) dt2 ' 

so übernimmt man die schon S. 29 gegebene Lösung der Gleichung
ohne Störungsglied und setzt nur die Unveränderlichen jener Lösung
als noch zu ermittelnde Funktionen /1(t) und /2(t) der Zeit an:

x = /1 • (t) · cos(c · t) + f 2(t) • sin(c • t) . 
Durch Differentiation erhält man hieraus leicht, wenn abkürzungsweise statt

/(t) nur / geschrieben wird,

dx = - /1 • c · sin(c · t) + cos(c · t) · d/i + /2 • c · cos(c · t) + sin(c · t) · d/2 dt dt ai ' 
d2x df d] . d2/ -- = -/i · c2

• cos(c · t) - c · sin(c · t) · -1
- c · sin(c • t) • -1 + cos(c • t) • -1

dt2 · dt ät dt2 

- /2 • c2 • sin(c · t) + 2 · c • cos(c • t) • d/2 + sin(c • t) • d
2
f2

ät dt2 • 

Setzt man diese Ausdrücke in die gegebene Gleichung (193) ein, so geht sie über in

-2 · c · sin(c · t) · dfi + cos(c · t) · d
2f1 + 2 • c • cos(c•t). d/2 

dt dt2 dt 
d2/ + sin(c · t) • dt: = F(t). 

Da zur Bestimmung der beiden Funktionen /1 und /2 zwei voneinander unab
hängige Gleichungen nötig sind, so kann man noch eine zweite willkürlich ansetzen,
am vorteilhaftesten

d/1• cosjc • t) + d/2 • sin(c · t) = 0ät dt ' 

deren Differentiation ergibt

d f d2 f 1 d f 2 ( d 2 /2 •- a/ · c · sin(c · t) + dt2 • cos(c · t) +<lt· c · cos c · t) + dt2 • sm(c · t) = O.

Subtrahiert man diesen Ausdruck von der umgewandelten Ausgangsgleichung,
so folgt

d/1 d/2-c • sin(c • t) • - + c · cos(c · t) ·-d = F(t).dt t 

Man hat so zwei einfache Gleichungen für die beiden Differentiale d/1 und d/2 
erhalten, deren Ausrechnung liefert dt d t 

df I a] 1 ·
-1 = -- • sin(c • t) • F(t), -'-2 = +- · cos(c · t) · l!'(t). 
dt C dt C 

Ihre Integration ergibt schließlich

/1 = - } •f F(t) · sin(c · t) · dt + 01,

/2 = +} •f F(t) · cos(c · t) · dt + 02•
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Damit lautet die Lösung der gegebenen Differentialgleichung (193) 

x = 01 • cos(c • t) + 02 • sin(c • t) + ¾ • [-cos(c • t) .J F(t) • sin(c • t)dt 

+ sin (c • t) .J F(t) • cos (c • t) dt] (194)

deren Festwerte 01 und 02 aus den Anfangsbedingungen bestimmt
werden müssen.

Beispiel 154. Bei der Anordnung nach Fig. 232 werde die obore Befostigungs
stelle der Feder etwa durch ein Kurbelgetriebe mit langer Schubstange auf- und ab
bewegt mit der gleichbleibenden Winkelgeschwindigkeit w, so daß der Ausschlag
beträgt y = r · sin(w • t). Zu untersuchen ist die entstehende Schwingung des
Gewichtes G. 

Es wirkt jetzt auf den angehängten Körper nicht mehr die Federkraft q · x', 
sondern q · (x' - y), worin x' hier den Ausschlag der Feder aus ihrer Gleich
gewichtslage angibt. Die Schwingungsgleichung lautet dann

G d2x' , . - · -- + q • x = q · r · sm(w · t). g dt2 

Ihre Lösung ist nach Formel (194), wenn vorläufig abkürzungsweise geschrieben
wird,

g·q 
C2 = G . r ' 

x' = + ~ · [ -cos (c1 · t) J sin(c1 • t) · sin(w · t) · dt + sin(c1 · t) }cos(c1 • t) 

· sin (w · t) · d t] + 01 • cos ( c1 · t) + 0 2 • sin (c1 · t) . 
Die beiden noch auf der rechten Seite stehenden Integrale ergeben sich leicht

durch zweimalige Anwendung der teilweisen Integration (Bd. I, Formel 100)

ju · dv = u · v - jv · du 
und es folgt so

x' = __c2- • [- cos2(c1 • t) • sin(w • t) + ~ · cos(c1 • t) · sin(c1 • t) · cos(w · t). 
w2 - cf C1

-sin2(c1 • t) · sin(o.> · t) - ~ • sin(c1 • t) · costc, · t) · cos(w · t)]
C1+ 01 • -cos(c1 • t) + 02 • sin(c1 • t) 

oder

~, = - c2 · • sin (w • t) + 01 • cos ( c1 · t) + 0 2 • sin ( c1 • t) .
w2 - c! 

, äx' 
Als Anfangsbedingungen seien gegeben für die Zeit t = 0: x = 0 und -= 0,

dt 
ferner w · t = cp , worin cp eine beliebige Anfangsstellung der Antriebskurbel ist.
Man differentiiert zunächst noch

dx' c · w . - = -2-- • cos(w · t') - 01 • c1 · sm(c1 • t) + 02 • c1 • costc, · t)
ät- w2 - c! . 
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und erhält jetzt mit den Anfangswerten

0 =~·sing; + 01 • 1 + 02 • 0,
W -C1

209

C • W 
Ü = -2

2
--Q ' COS <p - 01 ' C1 • Ü + 0 2 • C2 • 1 . w -c;: 

Damit wird schließlich der Ausschlag

x' = +--. ~ · (sin<p · cos(c1 • t) + ~ • cosg; · sin tc, · t) - sin(w · t))cf - w C1 

oder, wenn die Werte für c1 und c2 wieder eingesetzt werden,

x'--= :2. Q · lsin<p' cos (t' y'g /) + W '~- COS<p • sin (t • v·g; q) - sin(w • t)] ·
1---g·q - 

Die ersten beiden Glieder der Klammer ergeben die Eigenschwingung des an
gehängten Körpers und das letzte Glied die erzwungene Schwingung, die hier
zeitlich mit der Antriebsschwingung übereinstimmt; freilich ist ihr Ausschlag
nicht mehr r, sondern größer. Die Produkte der Zeit t heißen die Schwingungs
zahlen oder Frequenzen der Einzelschwingung, denn sie geben nach Formel (191 b)
an, wieviel ganze Schwingungen in einer Sekunde ausgeführt werden.

Wenn die Schwingungszahl w der erzwungenen Schwingung klein ist gegen-

über der der Eigenschwingung c1 = y'g; q, so verschwindet im Nenner des den

Ausschlag angebenden Ausdruckes vor der Klammer das zweite Glied gegen
über 1: Die Schwingung stimmt der Größe nach mit dem Ausschlag der An-

Fig. 234.

triebskurbel überein. Die drei Einzelschwingungen sind in Fig. 234 aufgetragen
und setzen sich zu der kräftiger ausgezogenen Gesamtschwingung durch Addition
der drei Höhen zusammen.

Wird w größer, so vergröß~rt sich auc~ der Au~schlag der Schwingungen,
insbesondere des zweiten Anteiles der freien Schwmgungen. Die Ausschläge

werden sehr groß, wenn w "-) ·vg; q ist. Den Fall der genauen Übereinstimmung

bezeichnet man als Resonanz, wo die Ausschläge rechnerisch unendlich groß
ausfallen, wenn auch der Antriebsausschlag selbst recht klein ist. Im allgemeinen
muß dieser Fall peinlich vermieden werden außer _etwa_ beim Anlaufen einer Ma
schine, wenn sie so schnell übor den Resonanzbereich hinwegkommt, daß die Zeit
zur Ausbildung der gefährlichen Schwingungen fehlt.

Beispiel 155. Beim genauen Auswuchten der Wellen und Räder von Dampf
turbinen läßt man die Welle absichtlich mit einer Winkelgeschwindigkeit w um-

s t e p h an, Technische Mechanik. III. 14
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laufen, die der nach Formel (192) berechneten Eigenschwingungszahl der die
Lager haltenden Federn entspricht, damit Resonanz auftritt und so die kleinen
Mängel der Auswuchtung sich durch die dabei auftretenden starken Vergröße
rungen der Ausschläge möglichst deutlich bemerkbar machen.

Imaginäre .Zahlen, Das Quadrat einer positiven oder negativen Zahl ist
stets eine positive Zahl:

(+a)2 = (-a)2 = a2.

Infolgedessen ergeben nur Quadratwurzeln aus positiven Zahlen reelle Werte.
Jedoch kann etwa bei der Auflösung einer quadratischen Gleichung, deren Zahlen
werte beliebig oder auch nach einem bestimmten Gesetz veränderlich sind, die
Ausrechnung von Jla2 - b2 verlangt werden, wobei b > a ist. Man setzt an

V a2 :-- b2 =:= -V-d = V +d. f-1 = C. i . '

Hierin ist c = fb2 - a2 und i = V-1.
Zahlen, die mit diesem Ausdruck i multipliziert sind, nennt man imaginäre.

Ausdrücke, die aus einer reellen und einer imaginären Zahl zusammengesetzt
sind, heißen komplexe Zahlen, wie etwa a ± b · i .

Ist die Gleichung gegeben

a+b·x=<X+ß·x, 
worin x eine beliebige feste oder auch veränderliche Zahl ist, so gilt ja a = <X 
und b = ß. Entsprechend ergeben sich aus der Gleichung

a+b:i~cx+ß·i 
die beiden

b = ß. 
Die gebräuchlichen Rechenoperationen mit komplexen Zahlen ergeben im

allgemeinen wieder eine komplexe Zahl:

(a ± b · i) ± (c ± d · i) = a ± c ± (b ± d) · i,
(a ± b · i) · (c ± d · i) = a · c - b · d ± (a · d + b · c) · i,

dagegen (a + b · i) · (a - b · i) = a2 + b 2 ,

aber wieder

(a ± b · i) (c =i= d · i) a · c + b · d b · c - a · d . 
(c ± d · i)-;-(c =F d • i) =~d2-- ± c2 + d2 'i •

Man kann hiernach umformen

(cos« ± i · ain x) · (cosß ± i · sinß)
= cos<X · cosß - sin « · sinß ± i · (sin x · cosß + coscx · sinß)
= cos i« + ß) ± i · sin(<X + ß).

Ein entsprechender Zusammenhang läßt sich für drei und mehr Winkel C\'., ß, ?' ...
angeben. Setzt man jetzt alle Winkel einander gleich zu <X, so wird

(cos« ± i · sin x)" = cos n · o: ± i ·sinn. <X. (195)
E~ läßt sich leicht zeigen, daß diese Formel auch für beliebig gebrochene und
negative Exponenten n gilt.

Entwickelt man die linke Seite der Gleichung (195) nach dem binomischen
Satz (S. 193), so ergibt sich

cos n · C\'. + i · sin n · tX = + cos" tX ± i • 73:. • cos" - 1 C\'. • sin tX 1
n · (n - 1) n · (n - 1) · (n - 2)+ (-1) • --+--- · cos"-2cx · sin2<X =i= i • - ----.· cos" ex• sin3C< -J, 1·2 1·2·3
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und man erhält daraus die beiden Gleichungen
n · (n-1)

C08 n • ex - + cosnoi - --1 _2- · cosn-2/X • sin2ex

211

n · (n - 1) · (n - 2) · (n - 3) .+ l · 2. 3. 4 • cos"-·1ex · sin-zx->

. n . n • (n - 1) • (n - 2) . . .
smn ·ex= T · cosn-1ex · smex - 1. 2. 3 • cosn-alX. sm3ex + ...

Wird jetzt ex in ~ umgewandelt und schließlich n = oo angenommen, so wirdn 
COS IX 0v 1,

n 
• ex ex 

Sln - ''--' -n n' 

und das zweite Glied der ersteren Reihe geht z. B. über in

n (n 1)
n ( n - 1) . cos" - 2 ~ • sin 2 ~ = n . ( n - 1) . 1 . (~) 2 =i . n - n . ex 2

1·2 n n 1·2 n 1·2

= ! . (1 - 0) . cx2 = ex2
1 · 2 1 · 2.

Man erhält so
. ex2 ex4

cosex = 1 - -- +----- -1·2 , 1·2·3·4 (196)

• IX ex3 ex5
sm x = I -~~ + 1 · 2 · 3

worin auf der rechten Seite ex in Bogenmaß zu nehmen ist.
Ebenso läßt sich nach dem binomischen Satz entwickeln

( 
x )n n x n · (n - 1) ( x )2

1+n =1+1·n+ 1-2 · n + ...
und wenn wieder n = oo gesetzt wird,

( l + : r = 1 + ~ + /\ + 1 . ~3. 3 + ...
oder für x = I

(197)

(198)

(198a)

(198b)

n=oo 

Die Ausrechnung der letzteren Reihe eraibt den Zahlenwert der Basis der natür
lichen Logarithmen:

(
1 ),ie = 1 + n = 2,71828 ..•

n = oo

Verwandelt man jetzt etwa n in : , so wird e = ( 1 + : ) ~ oder nach Er

hebung in die x1e Potenz

ex = ( 1 + ~) n = 1 + __:_ + ~ + xs +n 1 1·2 ~ ...

n = oo

(199)

n= oo

JJ*

~

~!!:~L ~
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Durch Vergleich dieser Reihe mit den beiden (196) und (197) erhält man
die Beziehung

oder

cos« + i · sin rx = e1•ex, l 
cos IX - i · sin a = e - i • ex , f 
COS/X = ½ • (ei•ex + e-i•ex)' 1 

l . . J sin a =
2

. i . (e' · ex _ e - , • o:) •

(200)

(201)

Man kann hiermit imaginäre Ausdrücke wieder auf reelle zurückführen. Bei
vielen Rechnungen ist der Durchgang durch das imaginäre Gebiet nur eine
Zwischenoperation.

Wird dieselbe Anordnung wie in Fig. 232 wagerecht auf einer festen
Unterlage angebracht (Fig. 235), so lautet die Ausgangsgleichung unter
sonst gleichen Umständen

G d2x 
- µ. G - g . dt2- + q. (xo - x) = 0 .

Sie unterscheidet sich von der ersten dadurch, daß. das Störungsglied
den Faktor - J,l erhalten hat, und die Lösung ist demnach

f,l•G ( p.•G) ( vn) X = x0 + -q- - x0 - Xmin + -q- · cos t • G · (202a)

Bei der Rückwärtsbewogung, nachdem der größte Abstand Xmax

erreicht ist, kehrt sich aber die Richtung von µ • G um, und in der-

q{x0-x) 7a-1\/\/\/\/\'~cJJ 
~~~ 

Fig. 235.

q-(x0-X) ~f\1\/\/\'~G.fg --/~//4
Fig. 236.

selben Stellung x wie oben gilt die Bezeichnung der Fig. 236. Denn die
jetzt auf Zusammendrücken beanspruchte Feder wirkt der Bewegung
entgegen, also in derselben Richtung wie bei Fig. 235; der Körper wird
bereits verzögert, so daß p negativ ist, und die Ergänzungskraft ist
,entgegengesetzt zur Bewegung einzutragen. Die Ausgangsgleichung
lautet somit

G d2x + /l • G - - • -d 2 + q · (x0 - x) = 0 .g t 

Es hat sich also das Vorzeichen von /l geändert, und für die Rück
wärtsbewegung gilt jetzt

x = :X• - !" /- -(x, - Xmin - \ G) · cos (t • V q /) • (202b) 
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Der Verlauf der Schwingungsausschläge in Abhängigkeit von der
Zeit stellt die Fig. 237 dar. Die Periode bleibt unverändert, aber der

Ausschlag nimmt nach jeder vollen Periode um
2

· µ · G ab, so daß die
q 

Schwingung ziemlich schnell gedämpft wird. Sie kommt zur Ruhe,

sobald der Höchstausschlag einer Periode ± x' < ± µ · G wird.
q 

r--
x.-.rmin-lf/-- 

~{l'-+----'.----- q--,--+; --:-------'',----------r----+~-~1---~

1

Xo;-xmin,+~G 
1

1
--l------------

1 Jio !lo 

Fig. 237.

Im allgemeinen versteht man jedoch unter g e d ä m p f t e n Schwin
gungen solche, bei denen die die Bewegung hindernde Kraft der Ge
schwindigkeit entspricht, etwa dadurch, daß der bewegte Körper oder
ein Teil davon sich in einer mehr oder weniger zähen Flüssigkeit be
findet. Die Normalform der Schwingungsgleichung für diesen Fall
lautet ohne Störungsglied 138)

d2x <lx 
dt2 + ci · dt + C2 • x = 0 . (203 a)

Zur Lösung derartiger homogener Differentialgleichungen setzt man

X= eY•t, 
dx 
dt = y. ev•t' 

d2x -.- = y2. eY•t 
<lt2 

Durch Einsetzen in die Ausgangsformel erhält man eine quadratische
Gleichung, deren beide Ergebnisse sind

Y, = _ i + -v ( ~:r- c,, Y, = - i - v ( ~· r- c,. (203b)

Jeder dieser beiden Werte liefert ein sogenanntes Teilintegral der
Gleichung (203a), und das allgemeine wird, da die Integration eine
Summierung ist, durch Addition beider erhalten:

x = 01• e111•t + 02 • e112•t. (203c)

Ist die Wurzelgröße der Formeln (203 b) reell, so sind beide y nega
tiv, und jedes eY · t ist demnach ein echter Bruch: Der Ausschlag x 

138) v. Humboldt, 1819.
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hat einen einzigen bestimmten Wert; es tritt gar keine' Hin- und Her
schwingung ein. Auch wenn die Wurzelgröße O ist, kommt noch keine
Schwingung zustande, sondern der Körper nähert sich aperiodisch seiner
Ruhelage. Die Lösung lautet in dem Fall

C1 --•t 
X = (01 + 02 · t) · e 2 (203d)

Ist die Wurzel imaginär, so nimmt die Lösung die Form an
x = 01. e(-a+b-i)-t + 02. e-:":":":' 

= e a i t , (0
1
• e+b-i,t + o

2
• e-b-i•t) 

oder mit Hilfe der Formeln (200)
x = e-a-t. [(01 + 02) • cos(b · t) + (01 - 02) · i • sin(b · t)]. (203e)
Nimmt man jetzt die Anfangsbedingungen für t = 0 hinzu, etwa

dx 
x = a und -- = 0, so wird

dt 
a = 1 · [ (01 + 02) • 1 + (01 - 02) · i] = 0 ,

also

Ferner folgt aus

d(x = - a. e:" · t • [(01 + 02) • cos (b • t) + (01 - 02) · i · sin (b · t)]
( t 

+ e:" · t • [ -b (01 + 02) • sin (b • t) + b · (01 - 02) · i · cos (b · t)J
0 = - a · 1 · [(01 + 02) · 1 + 0] + 1 · [0 + b · (01 - 02) · i · l],

also

Mit den richtigen Werten für a und b gilt demnach

x= e - ~ · t. 1- - i . cos (t -v~~ - ( i )' )- V ( i) :, )' . si+ Vc, _ ( c; )') . (203 II
C2_ (_ 

. \2 . 
Diese Gleichung läßt sich noch umformen, indem man setzt (S. 56)
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Es wird dann

X = - r • e - ~' . t • sin ( \D + t -v~ - ( ~l r)-
Zur Aufzeichnung dieser Kurve zeichnet man zuerst die um den

Winkel cp aus der Nullage verschobene Sinuslinie I der Fig. 238 vom

größten Ausschlag r und der Periode t0 = ~ n - • Dann wirdv c2 -( i r

(203h) •

Fig. 238.

nach den Angaben in Bd. I, S. 147 die Exponentiallinie II gezeichnet.
Für eine beliebige Stelle .t ist dann die Höhe x = x1 • xn oder gilt die
Beziehung

X Xu -=-·

Man schlägt also mit x1 einen Viortolkrcisbogen bis zur t-Achse, trägt
von der Stellet aus die Strecke 1 im Maßstab der Höhen nach derselben
Seite ab und zieht jetzt durch den Endpunkt des Viertelkreises eine
Parallele zu der Verbindungsgeraden ·der Enden von xu und. 1. Sie
schneidet auf der betreffenden Ordinate die Strecke x ab.

Zwei Ausschläge, zwischen denen eine volle Schwingungsdauer liegt,
~ •t ~ 

verhalten sich wie 1. : e 2 . Man bezeichnet hierin als die log-2
arithmische Abnahme der gedämpften Schwingung.
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Beispiel 156. Anzugeben sind die Bewegungen eines freien Dampfmaschinen
reglers, dessen bewegte Teile das Gewicht G = 97 kg haben, das hier mit der
Muffe vereinigt gedacht werden kann, und der mit einer Winkelgeschwindigkeit
umläuft, die mit dem Muffenhub hmax = 10 cm linear von Wmin = 8,09 bis
wmax = 8,65 1/sk zunimmt, so daß sein Ungleichförmigkeitsgrad beträgt
O = 2 • Wmax - Wmin = _.!:_ •

Wroax + Wmin 15 
Befindet sich die Unterkante der Muffe anfänglich um h1 von der unteren

Begrenzung entfernt, der die Winkelgeschwindigkeit w1 entspricht, und findet
jetzt plötzlich eine Entlastung der Maschine statt, so. daß die Winkelgeschwindig
keit w2 wird, wozu der Abstand h2 gehört (Fig. 239), so ist mit guter Annäherung
bei den meisten Reglern die Verstellkraft P1, die in einer beliebigen Stellung h 
auf dem Wege zwischen h1 und h2 auf die Muffe wirkt, dem Abstand x = h2 - h 

von der Gleichgewichtslage entsprechend;
der betreffende Faktor betrage p == 20
kg/dm. Außerdem wirkt eine Ölbremse
auf die Muffe ein, deren Kraft der Ge
schwindigkeit der Verstellung entspricht.

Die Differentialgleichung der Beweg
ung lautet also

G d2h dh 
p · (h2 - h) - - • - q · - = 0g dt2 .u 

oder mit h = h2 - x gemäß Fig. 239
G d2x a« g . -dt2 + q • dt + p. x = O.Fig. 239.

Die allgemeine Lösung gibt die Formel (203c) ap.. Nun wird die Ölbremse so
eingestellt, daß die Wurzelausdrücke der Gleichungen (203b) gerade verschwinden
also kein Überregeln und Pendeln eintritt. Dem entspricht ( i ) 2 = c2, also

y = - -v p ;.1.. = - V 2009~ 9,81 = - 4,49 1/sk

und
G vp. G v200. 97q = c1 • - = + 2 . -- = 2 --- = 44,6 kg · sk/m.g g 9,81

Die Formel (203d) gibt die hier zutreffende Lösung
X= (01 + G2 • t) · e+v · 1•

Setzt man hierin wieder ein x = h2 ·- h und für den Anfang t = 0, h = h„ und!: = 0, so ergibt sich leicht 139)

h = h2 - h1 · (1 - y · t) · e+« ·'. (204)
Die Zeitdauer der einfachen Schwingung eines freien Reglers, die unmittelbar

gemessen werden kann, ist
t, = _ !:_ = 0,70 sk.

y 

Hat die Gleichung der gedämpften Schwingung ein Störungsglied,
das eine beliebige Funktion der Zeit sein kann:

d2x llx 
dt2 + C1 • dt + C2. X = F(t) ' (205)

139) Rülf > Z. d. V. d. I. 1902.
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so setzt man wieder die Lösung der Gleichung ohne Störungsglied als
Grundform an und macht die Festwerte von t abhängig. Eine der Lö
sung der Differentialgleichung (203) genau entsprechende Rechnung

liefert mit c - Vc, - ( i )' 
( ~ + C • i) • t ( !:.::_ C • i) • t 1 (-~ + C • i) • t 

x = 01 • e 2 + 02 • e 2 + - • e 2
C 

Mit Hilfe der Formeln (200) geht dieser Ausdruck wieder über in

X = e - ~
1

• t • [ 0~ • COS(C • t) + c; · sin (c · t) + o; • (- COS (c • t) .

-J~ (t) • e + ~ · t. sin(c • t) • dt + sin(c • t) • JF (t) • e + ~ • t • cos (c • t) • dt)] , 

worin die C' neue Festwerte darstellen 122).

Ist wieder F(t) = r • sin (w • t), so ergibt eine Rechnung '?"), die der
· in Beispiel 154 durchgeführten völlig entspricht, daß die durch das
dritte Glied der dortigen Endformel dargestellte erzwungene Schwingung
jetzt gegeben ist durch

(20Ga)

X = C; · sin (W • t + cp) . (206)

Diese Teillösung muß ja die Ausgangsgleichung (205) erfüllen. Be
rechnet man also erst

dx ) a2x C' 2 •- = c; . w . cos (w · t + cp , d 2 = - 3 • w · sm (w · t + cp) 
dt t . 

und setzt diese Werte in Gleichung (205) ein, so lautet sie

c; • ( c2 - W 2) • sin (W • t + cp) + c; · W • CI • COS (W • t + cp) = r • sin (W • t) .

Wird hierin t = 0 gesetzt, so geht sie für den Anfang der Bewegung
über in

c;. (c2 - w2) • sincp + C; · W · C1 • COS cp = 0 , 

und die Phasonverschiebung der Bewegung des Körpers gegenüber der
der Befestigungsstelle folgt aus

W · c1 tg<p = - - 2.c2 - W 

Löst man andererseits die Funktionen der Winkelsummen w • t + tp 

(207)

140) Poisson, Mecanique, 11. Aufl., 1833.
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nach Funktionen der Einzelwinkel auf (Bd. II, S. 35), so erhält man
nach Division .durch sin(w • t) • cos <.p 

c; • (c2 - w2) • [l + cotg(w • t) • tgcp] + C3 • w • c1 • [tg(co • t) • tg<p]

= _!__ - = r • il -t-- tg2<.p.
cos cp 

Wird hierin tg <.p aus Formel (207) eingesetzt und cotg (w • t) = tg (w • t) 
= 1, also der Winkel 45 ° gewählt, so liefert eine einfache Umrechnung
den Ausschlag unabhängig von den Anfangsbedingungen zu

C' - r 
3 - Y(c2 - w2)2 + (w. C1)2 .

Das Ergebnis 141) ist, daß diese gedämpften Schwingungen zwar
dieselbe Periode haben wie die störenden Kräfte, daß aber eine Phasen
verschiebung <.p gegenüber der anstoßenden Bewegung eintritt, jedoch
keine Resonanz. Denn für w = c2, dem Fall, in dem. bei freien Schwin
gungen Resonanz stattfindet, ist der größte Ausschlag der erzwungenen

Schwingung c; = _r_ und tg<p = -oo, dem <.p = -90° entspricht.
C1 · W 

Solange die Dämpfung besteht, bleibt x endlich. Den Größtwert des

A hl h„l · d ao; 0 (Bd I S 68)ussc ages er a t man, m em man d w- = setzt . , . , aus

(208)

, 9(- t rf • [(C2 - W2)2 + W2 ·Ci]· [-4 · W • (C2 - W)2 + 2 · C7 · wf = 0. 
Die Gleichung wird erfüllt durch w = 0, was keine Bedeutung hat, und

w = -Vc2 - ½c~.
Damit wird der größtmögliche Ausschlag

Die Phasenverschiebung kann je .nach der Größe von w zwischen 0
bis 180° betragen (Formel 207).

Ist die anstoßende Schwingung ihrerseits gedämpft, also durch die Gleichung
F(t) = e- cg•t • s~n(w · t) 

dargestellt, so beträgt im Resonanzfall die Phasenverschiebung nur dann 90°,
wenn c3 = c1 ist (und natürlich für c3 = 0), sonst treten andere Phasenverschiobun
g'QD. aufl22).

Sind bei der ungedämpften Schwingung die Rückführungskräfte nicht ein
fach den Entfernungen von der Mittellage entsprechend, sondern hat man bei
unsymmetrischen Schwingungen ·

<l
2 
x + c . x c x2 - O bzw. r · sin(w · t) <lt2 1 - 2 • -

141) H~rschel, En-cyclopaedia metropolitana 1830.



Schwingungen fester Körper. 219 

und bei symmetrischen

<l2 X -- ·· + c1 • x - c3 · x3 = 0 bzw. . r · sin ( w · t) , 
<l t2 

so ist eine annähernde Lösung mit Hilfe von elliptischen Funktionen möglich,
falls c2 bzw. c3 klein gegenüber c1 sind 122).

Die weitere Erörterung dieser pseudoharmonischen Schwingungen muß hier
unterbleiben. Sie können nur unterhalb der im Fall der harmonischen Schwingung
auftretenden Resonanz praktische Verwendung finden, weil bei Betrieb über der
Resonanz die Periode der Bewegung unter Umständen leicht verloren geht.

Beispiel 157. Da bei einer plötzlichen Entlastung der Maschine die Winkel
geschwindigkeit w der Reglerspindel in Beispiel 156 zunächst steigt, bis die Rück
wirkung des Reglers auf die Dampfverteilung eintritt, so bewegt sich der zur
Höhe h2 der Fig. 239 gehörige Reglerpunkt mit einer gewissen Geschwindigkeit v1
nach oben. Bei einer entsprechenden Mehrbelastung tritt natürlich das Um
gekehrte ein. Anzugeben ist seine dadurch geänderte Bewegung und die Wechsel-
wirkung zwischen Regler und Maschine. .

Ist wieder h1 die Höhe des Reglerpunktes zu Beginn der Entlastung t = 0
nach einer Periode unveränderlichen Betriebes, so gilt h2 = h1 + v1 • t, und die
Bewegungsgleichung lautet

G d2h <th + g. (lt2 + q. dt + p. h = 1{!" (h1 + V1' t), 

Die Lösung 139) ist die in Beispiel 156 gegebene mit Zufügung des Gliedes

2·v
hl + V1 • t + -~,. . . y 

wie sich leicht aus der zu Formel (204) führenden Gleichung ergibt. Es ist also
2.n 

t --·t 
h = h1 + V1. t - V1. _.!:, + (01 + 02. t). e tr • 

ar 
(209)

Fig. 240. Fig. 241.

In Fig. 240 stellt die schräge Gerade den Verlauf d~r D_rehmo1:,1en~e ~er mit
n = 80 Umdrehunaen in der Minute umlaufenden Maschine m Abhängigkeit vom
Reglerhub h dar. ° Findet jetzt plötzlich die Entlastung der im Höchstfalle
Nmax= 700 PS leistenden Maschine von

560M1 = 716,2 ·SO= 5080mkg,

dem die Hülsenstellung
700 - 560h,1 ;:= -

700
- • 10 = 2cm
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entspricht, auf
375M2 = 716,2 ·SO= 3360 mkg

statt, dem die Hülsenstellung h2 = 5 cm entspricht, so ergibt sich das Beschleuni
gungsmoment MP = M1 - M2• 

Da nun der Regler den Antrieb der Maschine nur während der verhältnis
mäßig kleinen Füllungszeit beeinflussen kann, so kann man vorläufig zur Ver
einfachung ohne großen Fehler annehmen, daß die zu Beginn des Hubes vor
handene Hülsenstellung maßgebend für die Größe des während dieses Hubes
(von s = 1 m Länge) wirkenden mittleren Drehmomentes. Hat das Schwungrad

{), · G · D2 
der Maschine das Trägheitsmoment J =

4
= 2250 mkg · $k2, so gilt

·g 
also für den ersten Maschinenhub gemäß Formel

dw Mv1 t=dt=--y-, 
und die Integration liefert

si., W-W1=J·f. 
Ferner ergeben die Figg. 239 und 240 mit

_ wmax - Wmin _ 0,56 _ 5 6 l/ . l
Co - hmax - 0, 1 - ' m s i:

w - w1 = (h,,. - h1) • c0 •

Durch Gleichsetzen folgt also

h h Mp1 h 
m = 1 + -J- . t = 1 + V2 ' t , 

• Co 
worin

(210)

die Geschwindigkeit des auf der Reglerachse beweglichen sogenannten Motor
punktes ist, der der jeweiligen Maschinengeschwindigkeit entspricht und dem

2 · 80also der Reglerpunkt zustrebt. Am Ende der Hubzeit t,. = ~- = 0,375 sk
hat also der Motorpunkt die Höhe

„ hm2 = 2 + 14 · 0,375 = 7,25 cm

erreicht; seine Bahn wird dargestellt durch die Gerade M1M2 der Fig. 241.
Die zugehörige Bahn des Reglerpunktes kann berechnet werden aus der

Gleichung (209), wenn darin jetzt statt v1 die Geschwindigkeit v2 eingesetzt wird
und die Festwerte 01 und 02 aus den Anfangsbedingungen für die Zeit t = 0:
h = h1 und d h = 0 bestimmt werden. Dem so erhaltenen Reglerpunkt R2 ent-

d t 
S]ilricht ein kleineres Drehmoment Mf, also das Beschleunigungsmoment Mvz 
= Mi - M2• Damit liefert die Formel (210) eine andere Neigung vm2 der Motor
punktbahn, der die Endhöhe h3"' zugehört. Für den Reglerpunkt gilt wieder die
Gleichung (209), jedoch ist jetzt die Anfangsgeschwindigkeit _d~ = v,. 2, die er-

dt 
halten wird, indem man in R2 die Tangente an die Reglerbahn zieht; ferner ist
die Anfangshöhe h = h, 2 und schließlich v1 = Vm 2• Wird diese Gleichung nach t 
differentiiert und setzt man dann die Grenzbedingungen ein, so folgt für den
zweiten Hu?, wo Motor- und Reglerpunkt getrennte Bahnen haben,
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dh 
dt = Vm2 

2 • n -- 
2

.n · t [ t ( 2 · n ) ] T;- · e t,, · h,2 - hm2 + Vm •; + V„2 + Vm2 + T • (h.,2 - hm2) · l 

2.n

+ e-,:;·t · [v.-2+Vm2+
2~,,n ·(h,2-hm2)] •

Im allgemeinen hat die genaue Bahn des Reglerpunktes wenig Interesse; es
genügt die Kenntnis der Endhöhe und der dortigen Neigung. Man hat also in
die vorstehenden Gleichungen t = t,,, unveränderlich zu setzen, da der gebräuch
liche Ungleichförmigkeitsgrad des Schwungrades die Hubdauer t,,, praktisch un
veränderlich hält. Es kann noch gemäß Fig. 241 umgeformt werden

= _Mv2 _ (1 _ h ) . Mmax - Mmin. _ hmax
Vm2 J - ,i" •·2 h ----- 

• Co ~ max J · (wmax - Wmin)

= (h _ h ) . J. Wmax - Wmin _ h2 - h2,.
2

"
2

• Mmax - M min - ta · 
Hierin bedeutet

ta = J. w~ax - Wmin = 2250 · 0,56 = 0,201 sk
Mmax - Mmin 6270

die Zeit, die zum Durchgehen der Maschine bei völliger Entlastung gebraucht wird.
Setzt man jetzt abkürzungsweise

C = 2 ' 11: ' ':!:. = 2 · n · 0,37 S = 3 3651 t,. , 0, 70 ' '

C2 = e-01 = 0,0347,

. - 1 - C2 • (1 + C1) - 4 22 1/ k
C3 - ta - ' . S ,

c4 = l. · [c2 · (1 + ~) + 1 - ~ ]. = 0,859 1/sk,ta Cl Cl j
c5 = c2 • t,. = 0,0130 sk,

• C2 • C 
c6 = -1

-
2 = 1,047 1/sk,

th 

c7 = c2(1 - c1) = -0,0821,
so folgt schließlich

h,3 = h„2 + c3 • (hm,2 - h,2) + C4 • (h2 - h„2) + C5 • v„2,

v,,3 = C • (hm2 - h,2) + C3. (h2 - h„2) + C7. V,-2 •

Die Gleichungen können sinngemäß für alle Hübe der Reihe nach benutzt werden.

Nun hat der Regler einen gewissen Unempfindlichkeitsgrad o1 = 4~, d. h.

die Winkelgeschwindigkeit, bei de.r der Regler zu ~irken beg~nnt, ist. nicht w, 
wie bisher vorausgesetzt, sondern infolge der verschiedenen Reibungswiderstände

w ± L1 w = w . ( 1 ± ~) , je nach der Richtung der Geschwindigkeitsänderung.

Dieser Geschwindigkeitsabweichung entspricht auch eine ganz bestimmte Höhen
abweichung

hmax 01 hmax = ± ä1 · hmaxL1h=±L1w· . =±,· . -wmax - Wmm 2 Wmax - Wmm 2 • o2

(211)

Cü 
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worin
~ Wrnax - Wmin
02=----

Wm 

0,56
8,37

1
150

der Ungleichförmigkeitsgrad des Reglers ist. Damit wird
150 · 10

Llh =±MT =±1,87 cm,

d. h. der Reglerpunkt in Fig. 242 beginnt erst dann zu steigen, wenn der Motor
punkt bereit~ um die Strecke LI h gestiegen ist. Man hat also zu M1M2 im senk
recht zur Zeitachse gemessenen Abstand LI h eine Parallele zu ziehen, und der
Reglerpunkt beginnt dann erst bei s; seine Bewegung so, als ob der Motorpunkt
der Geraden R M folgte. Beim Abwärtsgang des Reglerpunktes im zweiten Hub
ist dieselbe Parallele oberhalb der Geraden M3M4 zu ziehen, und die Bahn des
Reglerpunktes wird die in Fig. 242 für die drei ersten Hübe angegebene. Die ge
strichelte Parallele zu der eigentlichen Motorpunktbahn ist also für die Regler
punktbahn maßgebend. Zwischen zwei gestrichelten Parallelen bewegt sich der

0,0 

0,2 

0,4 

cA1 1 0,.5 r B, ;rR• 1 {;,1

h~- Ylo, 
1 t1, 1

ßI 
1 1 l1t 1 t1i t/1 t}I. 

Fig. 242. Fig. 243.

Reglerpunkt überhaupt nicht. In den im übrigen unverändert benutzten Glei
chungen (211) ist vorausgesetzt, daß die Anfangs- und Endhöhe um tP voneinander
entfernt sind; der Punkt R{ liegt also auf der um t0 gegen die ausgezogene Be
grenzung verschobene gestrichelten Linie.

Nun ist aber für das mittlere Drehmoment eines Hubes die Stellung des
Reglers maßgebend, bei der die Dampfzuführung abgeschlossen wird, und nicht
die zu Anfang des Hubes. Die Rcglerstellungen, die den verschiedenen Füllungs
graden 0,7 - 0,0 entsprechen, sind in Fig. 243 aufgetragen, sie können bei den
großen Füllungen des Zahlenbeispiels durch die gestrichelte Gerade angenähert
werden. Maßgebend für die Neigung der Reglerpunktbahn ist also nicht die zu
Anfang des Hubes vorhandene Höhe h1, sondern die zu dem Schnittpunkt der
Reglerbahn mit der Linie des Dampfausdehnungsbeginns R0 gehörige Höhe h0• 
Es ist fast immer genau genug, den Schnittpunkt der in R an die Reglerpunkt
bahn gelegten Tangente mit dieser schrägen Linie des Dampfausdehnungsbeginns
der Berechnung von Vm zugrunde zu legen.'

Wird die Aufzeichnung der Bahn des Motor- und des Reglerpunktes nach
den obigen Angaben füz eine Reihe von Hüben durchgeführt, so ergibt sich das
1'iagramm der Fig. 244. Es zeigt deutlich, wie der Regelvorgang sich bis zum
19ten Hub entsprechend einer Dauer von 7 sk aus verhältnismäßig kurzen
Zuckungen von schnell abnehmender Ausschlagweite zusam~ensetzt, die hier
trotz der aperiodischen Dämpfung infolge der dauernden Anderung der Be
schleunigungsdrehmomente entstehen 142).

142) Die Darlegung folgt der von Rülf, Z. d. V. d. I. 1902. Eine noch ein
gehendere rechnerische und zeichnerische Bearbeitung lieferte Koob, Z. d. V. d. I.
1904. Die _erste Arbeit darüber ist von Wischnegradsk y, Civiling. 1877. Für
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Beispiel 168. Zu untersuchen ist das Ver
halten einer elastischen Zwischenkupplung, z.B.
eines Treibriemens zwischen einer Dampf
maschine von N1 = 185 PS Leistung bei n1 = 115
Umdrehungen in der Minute und einer gleich
mäßig belasteten Dynamomaschine von
N2 = 115 KW Leistung bei n2 = 540 Umdreh
ungen in der Minute. Das Dampfmaschinen
schwungrad habe das Gewicht G1 = 4 t bei
dem äußeren Durchmesser D1 = 3,50 m, sein
Schwungmoment betrage 1?,1 • G1 • Di = 10 mt,
das der Dynamowelle mit Anker und Riemen
scheibe von D2 = 0,70 m Durchmesser {J,2 • G2 • n: 
= 0,275 mt,

Das mittlere Antriebsmoment der Welle 1
ist dann nach Formel (100a)

M = 716,2. 185 = 1152 l O'
1 115 mag

und das gleichmäßig widerstehende Moment
der Welle 2 nach Formel ( 100 b) bei dem elek
trischen Wirkungsgrad der Dynamo r;2 = 0,905

974 · 115
M2 = 540. 0,905 = 230 mkg.

Die durch das veränderliche Drehmoment
der Antriebsmaschine hervorgerufene Schwung
radbewegung ist eine Schwingung um einen
Zustand gleichförmiger Drehung. Jeder Arm
des Rades vollführt regelmäßige Schwingungen
um eine bestimmte Nullage, während diese sich
mit der gleichförmigen Winkelgeschwindigkeit w 
bewegt. Ist cp1 der Winkelausschlag nach einer
bestimmten Zeit t, so gilt nach Formel

{),] . GI. Df d2cpl - M M 
--4-. g-- • ~ - 1 - Rl ,

. Dl Mworm M1n = (S1-S2) • -2 das oment der

Riemenkräfte an der Welle 1 darstellt.
Diese Schwingung pflanzt sich, allerdings

mit einem anderen Ausschlag, auf die Welle 2
fort, für die entsprechend gilt mit

, D2 D2 
Mll2 = (S1 - s2, . T = MR1 • n; 

-8·2 • 02 . D~ cl2 ({)2 - + M - M 
4. g • dt2 ~ R2 2.

die bei Wasserturbinen mit mittelbar wirken
dem Regler eintretenden Schwingungen ist die
entsprechende Lösung von Pfarr, Z. d. V. d. I.
1899, gegeben. Weitere wichtige Arbeiten sind
von Tolle, Z. d. V. d. I. 1895, Stodola, Z. d.
V. d. I. 1899, lsaachsen, Z. d. V. d. I. 1899,
Hort, Z. f. Ma.th. u. Physik 1904, D. p. J. 1907,
Magg, D. p. J. 191(:), Ha.a ke , D. p. J. 1910,
Moog, Z. d. V. d. I. 1916.
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Da die Schwingungsausschläge immer nur klein sind, so kann man ansetzen

MM= C • ( (()1 - (()2 • ~2) '
1

worin der Festwert durch Versuche oder durch Rechnung (vgl. Bd. IV) bestimmt
werden kann:

c = F. D~ . (2._ + 2._) = 168,7 mt
4. · <X l1 l2

mit F = 30 · 0,6 = 18 cm 2 dem Riemenquerschnitt,
<X= 5;00

cm2/kg der Dehnungsziffer des Ricmenleders,
Z1 = 8,40 m der freien Länge des ziehenden Trums,
Z2 = 5,85 m ,, ,, gezogenen

(vgl. Bd. II, S. 240).
Wird der vorstehende Wert von MR1 in die Grundgleichung für die Welle 2

eingeführt und dann cp1 daraus berechnet, so kann man aus dem Ergebnis den
Ausdruck <l

2 
~1 bilden und nun in die Grundgleichung für die Welle 2 einsetzen.clt 

Man erhält so als Bewegungsgleichung für die Welle 2, die nur noch die eine Ver
änderliche cp2 enthält,

d4
cp2 + c. (-1 + ( ~: )'). !!2

cp2 =_c _. (M . D2 -M
2
) _ ~. d2M2 • ar J1 J2 a» J1. J2 i D1 .l2 clt2 

d2cp2 
s=~ Sie wird dadurch vereinfacht, daß man die Winkelbeschleunigung

einführt:

deren Faktoren c sich durch Vergleich mit der darüberstehenden Gleichung be
stimmen.

Die Pendelung der zweiten Welle hängt also von den Drehmomenten beider
Wellen ab. Zur rechnerischen Lösung der Aufgabe kann man beide i~ harmo
nische Reihen nach Formel (50) auflösen. Ist t1 die Periodendauer der Anderung
von M1, so lautet die Reihe

(2 · n · t ) (4 · n · t ) M1 = M~ + M( ' cos --tl- + ß1 + Mi' ' cos --tl- + ß\ + .. •

M . (2·n·t . ß) = ? + l: Mf . cos tl . '/., + i •

Der Einfachheit halber werde hier nur der meist vorkomme~de Fall der Aufgabe
behandelt, daß M2 unveränderlich ist, also das letzte Glied der Diffcrontial
-Sleichung wegfällt.

Ihre Lösung ist dann nach den Formeln (190)

8 = c; · cos (t · VCi) + 02 -sin (t · vc;:) + :: ' (M? - M2 · Z:)
+ l: M1i. cos (~-· t~. t. 'i + ßi) . c2=--~-

2 . l C1 - (2 . t: . irJ
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Durch nochmalige Integration .folgt dann 143) die Winkelgeschwindigkeit der
.Welle 2 zu einer beliebigen Zeit, t zwischen 0 und t1

(j) = 01. sin(t. VCi) - 02. cos(t. JICi) + ~ . (Mr - M2. Di) . t 
, , Ci Da 

Mi. C • !1 -
~

1 2 2 . ITf: • i . (2 . :n; • t . ) +~ [ (2 -:-;;::c) 2-] • sm, -tl-. - . 'i< + ßi + 0 • 
2. C1 - t-,- 

1

Man bemerkt sogleich, daß O = w2 die mittlere gleichförmige Winkelgeschwin
digkeit der Welle ist. Für den Beharrungszustand verschwindet das dritte Glied
der Gleichung, da nach den obigen Angaben dafür der Unterschied der Riemen
spannkräfto

82 - 81 =~Mt= 2M! 
D1 Da 

sein muß. Die beiden ersten Glieder geben die Eigenschwingung der WelJe an,
deren Periode sich bestimmt aus

zu

V,- l l_l_ (0,70-)2]
t2 = 1,0030 : 168,7 · l0 + 0,275 · 3,25 = 0,149 sk.

.Die Ausschläge 01 und 02 sind klein und werden durch die Lagerreibung und den
Luftwiderstand schnell gedämpft. .

Wichtiger sind die erzwungenen Schwingungen, die durch die Schwankungen
des Antriebes immer wieder erzeugt werden. Die .Winkclgeaohwindigkott (1>2 wird
sehr groß, wenn Resonanz mit den Schwingungen der Winkelgeschwindigkeit w1 
eintritt, d. h. wenn der Nenner unter dem Summenzeichen gleich oder annähernd

t ' 
gleich O wird, also für t2 = + ·

i
Da hier

60
115

= 0,522 sk

ist, so wird
. 0,522

'I = Ü,149 = 3,5 •

Für den gewählten Trieb sind die Verhältnisse sehr günstig, da i gerade in. der
Mitte zwischen 3 und 4 liegt, also von der, Resonanz in der dritten bzw. vi orten
Harmonischen so weit wie möglich entfernt ist.

Im allgemeinen genügt die Feststellung, daß der betreffende Trieb ohne
Resonanz, also ruhig laufen wird. Der genaue Verlauf der Schwankungen kann
leicht nach dem am Schluß dieses Abschnittes beigebrachten Verfahren ermittelt

·werden. Der Ungleichförmigkeitsgrad der Bewegung der Welle 2 ist im allgemeinen
durch das elastische Zwischenglied wesentlich kleiner als der der Antriebswelle
und beträgt oft nur die Hälfte143). . .

Ist M2 ebenfalls veränderlich, so behalten. die Gleichungen für t1 und t2
ihre Gültigkeit, nur der Ausschlag der Schwingungen wird _geä~dert 14

').

Setzt man in den vorstehenden Formeln D1 = D2, so gilt die Rechnung fµr
eine beliebige elastische Kupplung zwischen den beiden Wellen, die auch gleich
achsig angeordnet sein können 144).

143) Röhrich, Z. f. Math. u. Phys. 1912.
144) Neumann, Z. d. V. d. I. 1917.

Stephan, Technische Mechanik. III. 15
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Bei Zwischenschaltung irgendeiner elastischen Kupplung sind also die Go
sohwindigkeitsschwankungen der angetriebenen Maschine, wenn der Resonanz
fall vermieden wird, stets wesentlich kleiner als bei einer festen Kupplung 146);

dagegen wird die Gefahr der Resonanz und des schließlichen Außertrittfallens
unter ungünstigen Verhältnissen (z.B. Fehlzündung des Gasmotors) größer. Ver
mieden wird letzteres durch eine elastische Kupplung, die sich bei der Rückwärts-

pendelung sofort löst145), wie die in Bd. II,
S. 239 besprochene.

Beispiel 159. Der Schwerpunkt des P =
7,5 t schweren Schwungrades einer Gasmaschine,
die mit n = 180 Umdrehungen in der Minute
umläuft, Jiege durch fehlerhafte Herstellung um
r = 3,5 mm aus der Achse. Die Maschine selbst
wiege im ganzen G = 22 t, das Fundament
Q = 125 t (Fig. 245). Anzugeben ist die ent
stehende Schwingung des Fundamentschwer
punktes, das zur Vermeidung von Erschütte
rungen benachbarter Bauten auf einer elasti
schen Unterlage errichtet ist, die bei der Be
lastungsänderung von 1,0 auf 1,1 kg/cm2 sich
um h = 0,2 mm zusammendrückt.

Die auftretende Schwungkraft beträgt

p 
Q+GJ·1t z.~ 

b1 

b2 
Q+G 

Fig. 245.

Z = p. ~ = 7500 · 0,0035 . (:rr · 180)2 = 950 kg.
g 9,81 30

Die Gegenkraft der Unterlage beträgt bei l kg/cm2 Belastung der Fläche, wenn
die wirklich vorkommende Zusammendrückung x2 in m gerechnet wird,

1000 • Xz 
q2 • x2 = (Q + G + P) · 2 kg.

Für die Eigenschwingung des Schwungradschwerpunktes gegenüber dem
Fundament gilt Formel (29a), wenn +x1 den lotrechten Ausschlag aus der Mittel
lage nach unten angibt,

d2x1 2 2 . ( )d°i2" = - W • X1 = - (JJ • r • Sln W • t , 

Infolge der Wirkung der Schleuderkraft, deren lotrechte Seitenkraft Z • _:!__ ist,r 
macht jetzt die Welle zusammen mit dem Fundament den Ausschlag x2, und es
gilt, wenn die statischen Lasten, die auf die Schwingung keinen Einfluß haben,
von vornherein unterdrückt werden, gemäß Fig. 245, die alle Kräfte enthält,

P d2x„ Z --•-·+-•x1=0.g dt2 r 

Beide Gleichungen zusammengefaßt liefern die Gesamtschwingung der Welle.
Für das Fundament erhält man die Kräftegleichung

- Q + G • d2x2 - q2. X2 + ~. X1 = 0.
g dt2 r 

Dazu tritt die Momentengleichung in bezug auf den Schwerpunkt

145) Ohnesorge, Z. d. Y. d. I. 1916.
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Durch Zusammennehmen der letzteren beiden Gleichungen erhält man

d2x2 q2·rJ ( b2)
d t2 + X2 • Q + G . l - li; = 0 '

die nach den Formeln (190) die Eigenschwingung des Fundamentes liefert:

X2 = 02 · sin r t · V J2iga. ( 1 - ~)] ·

Die Gesamtschwingung ergibt sich durch Addition der drei Kraftgleichungen,
jedoch muß vorher das Glied '::t~1 beseitigt werden, dessen Wert für die Gesamt
schwingung ein anderer ist als für die Eigenschwingung. Zu dem Zweck wird die
Kraftgleichung für das Fundament zweimal nach t differentiiert:

Q + G d4x2 d2x2 Z d2x1
---g-· dt4 -q2· ,1t2 +-;:· dt2 =0,

und der daraus folgende Wert von d
2 
~1 wird in1 die erste Gleichung für die Welledt 

eingesetzt. Man erhält dadurch, nachdem auch diese Gleichung so geschrieben
ist, daß alle Glieder Kräfte darstellen, und die Vorzeichen der dritten umgekehrt
sind, durch Addition die Gleichung für die erzwungene Schwingung des Funda
mentschwerpunktes 146)

r cl4x2 (Q + G - P q2 • r) d2x2 w2 • r • (Q+G)·-·- + ----+- ·--+q2·x =-Z·--·sin(w·t).gz d t2 g g d t2 z g 
Sie wird offenbar durch

x2 = r'· sin(w · t)
erfüllt, und der größte Ausschlag findet sich durch Einsetzen zu

, r·Z 
r = - r. w2 . + (Q + G) · -- - (Q + G - P + q2 • r) + ~~g w 

Es findet Resonanz statt, wenn der Nenner dieses Bruches O wird. Im vor
liegenden Fall wird, wenn die Kräfte in t angegeben werden,

, 0,0035 · 0,95
r = -- 154 5 · 500 • 9 81 

139,5 + 154,5 · 500 · 0,0035 - 147 · 0,0035 · 355 · 0,102 - ' 355 '

0,003325 O 0017-- 1911C'-.) ' mm,

also sehr gering und weit von d~r Resonanz e~tfernt. Die Unter~uchung ist aber
von wesentlicher Bedeutung bei Kraftwagen 73) und Dampfturbmen 147).

Durch einen entsprechenden Ansatz erhält man ganz erheblich kleinere
Schwingungen in der wagerechten Richtung, deren Phase naturgemäß um 'i
gegen die der lotrechten verschoben ist. Sie bilden_ Schwebunge1;1 mit den durch
die nicht ausgeglichenen hin und her gehenden Teile der Maschine verursachten
Schwingungen.

146) Stodola, Die Dampfturbinen, II. Aufl. 190. . .
147) Eine eingehende Erörterung über Federschwmgungen an. Ernenbahn

fahrzeugen bringt Hermann, Glasers Arm. 1915, und an Lokomotiven Jahn,
Z. d. V. d. I. 1909.

15*
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An einer Dampfturbine sei etwa P = 2 t, r = 0,05 mm, G = 20 t, Q = 80 t.
n = 3000 Umdrehungen in der Minute. Dann ist

w2 = (-!:-~}oooor'"'--- 98 700 1/sk2,

2 0,05
Z = 9,81 · 1000 · 98 700 "'"' 1 t,

q2 "--' 120 . 500 t,
r' 0,05 · 1
- 118 + 120 • 500 - 120 · 0~5 · 98 7~ . 0 102 - 120 . 500 . 981

' ' 98 700
0,05 0,05

118 + 60 000 - 60 400 - 6 = 288 = O OOOl7 mm,
scheinbar verschwindend klein. Aber eine ganz geringfügige Verkleinerung von r 
auf etwa 0,04985 würde r' = oo ergeben. Um von der Resonanz hinreichend ent
fernt zu sein, muß man r wesentlich kleiner als 1_/20 mm machen. Der Rechnungs
wert kann höchstens bei ungeeigneten Ausbesserungen nach Beschädigungen
vorkommen.

Da die zur Aufrechterhaltung der Schwingungen erforderliche Leistung von
der Maschine geliefert werden muß, so sinkt ihr Wirkungsgrad in der Nähe der
Resonanz ganz bedeutend 148).

Die rechnerische Lösung der Differentialgleichung für beliebige
Funktionen ist häufig nur mit Anwendung weitgehender mathematischer
Hilfsmittel annäherungsweise erreichbar. Vorteilhaft für alle möglichen
Fälle ist ein zeichnerisches Verfahren mit Hilfe der bereits S 56 ge
machten Angaben 31), dessen Durchführung an einem Beispiel gezeigt
werden soll.

Sie liefert

Beispiel 160. Zu untersuchen ist die Bewegung eines ·ebenen mathematischen
Pendels mit Dämpfung, dem aus der Mittellage die Winkelgeschwindigkeit w 
= 4 1/sk erteilt wird.

Die Schwingungsgleichung ist nach den vorhergehenden Ansätzen sofort der
Fig. 222 zu entnehmen:

G d2cx. d tx . - - · l • -- - q • - G · smcx. = 0.g dt2 dt 

d2cx. g ( . . q d ex.) , --· =---· smcx.+-· ·clt. at l G .u ~ 
Es sei ferner gegeben !_ = 1 sk2 und _Gq = _!:_ sk. Damit wirdg . 2 

a:« ( 1 d ex.) · it = - sin ex. + 2 · dt · d t = - (J • d t . 

Man zieht jetzt durch den Anfangspunkt 01 eine wagerechte Achse (Fig. 246)
""für die Zeiten t (Maßstab 7 ,5 mm = 1 sk) und eine senkrechte für die Winkel ex. 

(Maßstab 27 mm= :JT), die Winkelgeschwindigkeit a« (Maßstab 15 mm= 11/sk)
<lt 

und den Ausdruck ß der letzten Gleichung (Maßstab 7 ,5 mm = l ). Die Fläche
zwischen den beiden Achsen wird durch senkrechte Parallelen im Abstand d t 
= i sk in Streifen zerlegt. Außerdem wird in dem auf der Zeitachse gelegenen

148) Einen lehrreichen Versuch darüber beschreibt Sommerfeld, z. d. V.
d. I. 1902.
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Punkt 02 eine Senkrechte errichtet, auf der von 02 aus die IX in dem angegebenen
Maßstab und senkrecht dazu die zugehörigen sin IX in dem halben Maßstab der ß 
aufgetragen werden. 02 ist ferner Pol für eine Gewichtsreihe II auf der Senk-
rechten, die im Abstande 02B = 13,1 mm gezogen wird, und eine I auf der im
Abstande ö;A = 7,5 mm gezogenen Senkrechten.

Bekannt sind für t = 0: Der Ausgangspunkt O der IX-Kurve, sowie ihre An

fangstangente von der Neigung ~i = 4, die also durch den ersten Polstrahl 010
des Gewichtsplanes I gebildet wird, ferner der Anfangspunkt 4 der <llX -Kurve
und die Neigung ihrer Anfangstangente dt 

a« 
d dt ( 1 )(lt = ßo = 0 + 2 · 4 = 2.

\ 0 

2Jt / \ 
1 1f

1/ .! ~.
1

I~ \
~·

b / \

a ~ 
'J{, 

1/
l/

l/
1/

1/

y J

a: -----

4 '-- 9 10 1f s}(, 

Fig. 246.

Trägt man diesen Wert in dem !:-Maßstab, also verdoppelt auf der durch A 
gehenden Achse bis a ab, so ist durch den Strahl 02a die Richtung der Anfangs

tangente der d.« -Kurve gegeben. Das erste Teilstück der beiden Kurven ist so-
dt 

mit festgelegt. Der zugehörige Wert von sin IX wird der von 02 aus gezeichneten
Kurve entnommen und zum Ausgleich des kleineren Maßstabes verdoppelt. Da
mit ist auch das erste Stück der ß-Kurve gegeben.

Man bestimmt jetzt den Flächeninhalt des ersten Teilstückes der ß-Kurve
zu ½ • (15 + 19). 1,5 = 25,5 mm2, überträgt diesen Wert im Maßstabe 3,7 mm-
= 1 mm, also 25,5 mm2 = 6,9 mm als Öl auf die B-Linie, dann gibt 021 die
Richtung der Tangente der a-Kurve im Punkte 1 an. Überträgt man den Punkt 1
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der Gewichtsreihe wagerecht nach l' auf die erste dt-Sonkrechte, so wird dio
dlX 
dt -Kurve entsprechend verbessert.

Man bildet weiter den Ausdruck ß1 für die Stelle 1 und trägt ihn im d cx-Maß
d t 

stab, also verdoppelt von A aus nach b ab; 02 b ist dann die Richtung der Tan-
gente der :: -Kurve im Punkte l'.

Von beiden Kurven sind so die Stücke 12 ermittelt, damit auch der zu
gehörige Wert von sin a2 und von ß2, so daß das dritte Stück in derselben Weise
bestimmt werden kann, usw. Es entstehen so stückweise die Kurven der Fig. 246149).

Dabei ist es bequem und vorteilhaft, den zweiten Teil des Ausdruckes ß 1 · !:
in einer besonderen Kurve gleich in dem Maßstab der ß-Kurve mitzuzeichnen.

Das Pendel geht hiernach mit rasch abnehmender Geschwindigkeit durch die
beiden ersten Quadranten und mit nahezu gleichbleibender Geschwindigkeit durch
die beiden folgenden, macht also eine volle Kreisbewegung. Es schlägt dann
wieder um etwa 60° im ersten Quadranten aus und kehrt darauf in den vierten
Quadranten zurück mit dem Höchstausschlag 26½ 0

• Es hat im ersten Quadranten
noch einmal den Höchstanschlag 10½ 0 und dann klingen seine Schwingungen
schnell gänzlich ab.

Zu beachten ist, daß nicht alle Maßstäbe der Zeichnung willkürlich angenommen
werden können. Denn es gilt für die Neigung der Tangente an die !:-Kurve gegen
die Wagerechte aus den beiden Dreiecken, an der Kurve selbst und im Gewichts
plan I

da d- - <lt 02a tg cpl = -- = -= .
dt 02A 

Hieraus bestimmt sich bei im übrigen angenommenen Maßstäben der Polabstand

0 A _ 0. dt _ 15 mm 7,5 mm/sk _ 7 5 / k2
2 - 2a ~ - 1 • 1 - , mm s •

d dt 15 mm/sk

Ebenso ergibt sich für die Neigung der Tangente an die IX-Kurve

ä« 011
tgcp2=-=-=-, 

dt 02B 

und daraus bei angenommenen Maßstäben der Polabstand

0 B = 01. dt = 15 mm . 7,5 _mm/sek= 13,1 mm/1.
2 2 d o: 1/sk 27 mm-;;-1-

Die Fläche ß · d t hat den Maßstab
7,5 mm/1 · 7,5 mm/sk = 56,25 mm2/l · sk;

'"'äie Länge ß · dt auf der Gewichtsreihe II hat den Maßstab
27 mm

dlX - -;;-1- mmß · dt = - · 0 B = ------:-::-- · 13,lm m/1 = 15- - .dt 2 7,5 mm/sk 1/sk
149) Ein anderes zeichnerisches Verfahren mit Hilfe der Krümmungskreise

gab Kelvin, Philos. Mag. 1892. Es wurde verbessert durch Meißner, Schweiz.
Bauz. 1913.
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Die Umrechnung beim Übergang von der in mm2 aufgenommenen Fläche zur
Länge ist also

56,25 mm 2 = 15 mm
oder

3,7 mm2 = 1 mm,
wie oben angegeben.

In manchen Fällen genügt es, wenn die Schwin
gungsdauer bzw. Schwingungszahl in der Sekunde fest
gestellt wird. Dann läßt sich die Untersuchung noch
wesentlich vereinfachen.

Sind mehrere Gewichte und Federn etwa nach Fig. 247
hintereinander angeordnet, deren letztes den größten
Ausschlag r3 erfährt, während die größten Ausschläge
r1 und r2 der anderen Gewichte kleiner sind, so ist zu
einer bestimmten Zeit, wo G3 gerade den Ausschlag r3 
hat, die Trägheitskraft, die auf G2 wirkt, nach Formel (29)
der Größe nach gegeben als

wenn wieder w wie in Abschnitt 5 die Winkelgeschwin
digkeit darstellt, aus der sich gemäß Fig. 31 die harmo-
nische Schwingung entwickeln läßt. Fig. 247.

Die gesamte Federung ergibt sich hiermit zu

r3 = ~p. q = w2 . r3 • "1(a. !_. q) = w2 . r3. "1(1 g. _r_) .
g ~ r3 g ~ r3, 

Den letzten Ausdruck erhält man, wenn G · q = f g eingesetzt wird.
Setzt man jetzt wie oben w • t0 = 2 • n, so folgt für diese schwingende

Federkette die Schwingungszahl 150) in der Sekunde

4,985
(212)

Die Größe2(tu. ~) bei i Gewichten läßt sich leicht zeichnerisch er

mitteln, wie das folgende Beispiel zeigt.
Beispiel 161. Gegeben sind die vier Gewich~e GJ = 69 kg, G2 = 20 kg,

G3 = 35 kg, G, = 50 kg und die Verlängerungen, die die zwischengeschalteten
Federn bei Belastung mit 1 kg_ erfa_hren, q+ = 0,10 cm/kg? q2 = 0,20 cm/kf,
q3 = 0,30 cm/kg. Zu bestimmen smd die Schwmgungszahlen m der Sekunde fur
jod.;s Gewicht.

150) Kutzbach, z. d. V. d. I. 1918. Die Formel (212) ohne den Verbessc
runcrsfaktor _!_ wurde rein durch praktisches Ausprobieren gefunden von D unke r-

o r 
le y, Philoso;h. Transact. Roy. Soc., Lond_on 1895. Die erste Herleitung und
genaue Lösung gab Föppl, Techn. Mechanik, Bd. IV, 1899.
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Da über die Verhältnisse .!._ vorläufig garnichts bekannt ist, so werden sie
r4 

in erster roher Annäherung durchweg gleich 1 genommen. Dann gilt

.2 (t · ~) = ~ (G · q) •

Dieser Ausdruck kann als Summe von Drehmomenten aufgefaßt werden, die
sich nach den Angaben in Bd. I, S. 68 durch die Momcntenfläche zeichnerisch
darstellen lassen. Man trägt also (Fig. 248) die Gewichte G in dem Kräftemaß
stab 10 kg = 3 mm senkrecht untereinander ab, wählt einen Pol O in dem Ab-

i I stand 1 = 3 cm und
q1 

1
q2 1 qJ zieht die Polstrahlen.

1 1 In wagerechter Richtung
1 1 · werden hintereinander
1 1 aufgetragen die drei q 
1 1 ~-----------iG im Maßstab 0,10 cm/kg
/ ' = 10 mm.
1 G Nun zieht man das
1 JLc:C:::::::.~------7

2 Seileck zwischen den
1 Senkrechten durch die
1 Endpunkte der c und er-
l GJ hält beispielsweise aus

ähnlichen Dreiecken
. f G1 · q1 l E.

2 = 1 a. s 1gen-
G gewichtsfederung des

~ Gewichtes 2 gegenüber
dem Gewicht 1. Ent
sprechend ergibt sich /3
als Eigengewichtsfede
rung des Gewichtes 3
gegenüber 1, ebenso h 
als Eigengewichtsfede
rung von 4 gegenüber 3 
usw.: Die größte Höhe /0
der Momentenfläche gibt
die Stelle an, wo die
Federung von beiden
Seiten aus die gleiche
ist, und damit den Ort,
wo bei im übrigen voll
kommen frei beweg
lichen. Gewichten der

G„ relative Ruhepunkt des
Svstcms, der Schwin
gungskndten liegt. Dio
Größe von /0 liefert nach

.Formel (212)' die Eigenschwingungszahl z0 des ganzen Systems.
Zieht man jetzt die gestrichelte Linie RO, daß sie einen Eckpunkt berührt

....und zwischen den beiden äußersten Strahlen die gleiche Höhe fö abschneidet, so
hat man die Stellen und Größen der Eigenschwingungszahl zweiter Ordnung
gefunden. Durch die andere noch mögliche Seilecke ist eine solche Linie nicht
zu ziehen; dagegen kann man leicht noch eine Schwingungszahl dritter Ordnung
durch Ziehen von zwei Teilungsstrecken finden. Höchstens sind so viel ver
schiedene z möglich, wie pendelnde Gewichte hintereinander liegen.

Die durch den unteren Endpunkt von /0 = r4 = r1 gezogenen Parallelen zu
den äußersten Polstrahlen begrenzen die größte Federung r infolge des Eigen
gewichtes G, denn es gilt allgemein r1 = r, = f + r. Man hat _jetzt die Werte

i.; 

Fig. 248.
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r2 r3G2 • - = 13,5 kg und G3 • - = 7,4 kg aus der Zeichnung zu bestimmen, was
r1 r4 

auch zeichnerisch gemacht werden kann.
Hiermit wird ein neues Krafteck mit demselben Polabstand wie das erste

gezeichnet und daraus ein neues Seileck entwickelt, wie der untere Teil der Ficr. 248.
zeigt. Diesem Seileck werden die endgültigen Werte von r2 und r3 entnommen,
denn eine nochmalige Verbesserung ändert das Ergebnis nur ganz unwesentlich.
Es enthält ferner den endgültigen Wert von~(tu·~) alsgrößteHöheundebenso
den der höheren Harmonischen, wovon nur der zweite gezeichnet worden ist 150 a).

Man erhält so die folgende Zusammenstellung, worin die in mm abgegriffenen
Längen gleich als cm anzusetzen sind, da die Maßstäbe so gewählt sind, daß /
dargestellt wird in

10 0,10
3 kg/mm · 10 cmkg/mm

1
301 mm

Es ist dann noch festzustellen, ob eine dieser Schwingungszahlen mit den
Eigenschwingungszahlen der Gewichte ganz oder annähernd übereinstimmt bzw.
mit der Schwingungszahl der die Bewegung erzwingenden Schwingung.

= 1 cm/mm.

fu · !,_ . 1

,--
Nr. fu V 1· z fu · - r4 r4 =

Ganzes 17,5 1,7 17,5 17,5 1,7 4,18 1,304 1,19 3,82
2 6,0 11,5 ::3,94 1,982 2,51
3 20,5 2,5 2,93 1,711 2,91
4 15,0 17,5 15,0 3,87 1,29
Die Lösung setzt ungedämpfte Schwingungen voraus. Sie nimmt ferner das

Gewicht der Federn als verschwindend klein gegenüber den anderen Gewichten an.
Die streng mathematische Lösung einer verhältnismäßig einfachen Aufgabe

der Art enthält das Beispiel 159. (Weitere technische Anwendungen siehe Bd. IV.)

17. Der Kreisel. 
Der Kreisel de~ technischen

Praxis ist ein Umdrehungskörper,
der sich um seine geometrische
Hauptachse so schnell dreht, daß
die Geschwindigkeiten der sonstigen
Schwankungen der Achsen gegen die
dieser Drehung sehr klein sind 151).

Geometrische Hauptachse sei die
z-Achse der Fig. 249, als Drehachse
werde aber vorläufig die mit der
z-Achse den Winkel y einschließende
Schwerachso SN angenommen. In
der durch SN und die z-Achse ge- Fig. 249.
legten Ebene wählt :i;nan die zur .
letzteren senkrecht stehende x-Achse und dann senkrecht zu beiden
die ebenfalls durch S gehende y-Achse. Irgendein Punkt A des Kreisel-

z . 
w'N 

X 

~1) l'l'uchs u. Katzmayr, Z. d. V. d. I. 1910.
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körpers, in dem sich das Massenteilchen dm befindet, habe von der
Drehachse den senkrechten Abstand OA = r. Infolgedessen wirkt auf
ihn die Schwungkraft Z = r • cv2 • dm, deren Seitenkraft in der Rich-
tung der Strecke OB = a den Wert Z1 = a • cv2 • dm hat. Wird noch
die Länge OS= h angesetzt, so ist das Drehmoment der Schwung
kraft Z1 in bezug auf die y-Achse d M 1 = Z1 • h, also für den ganzen
Körper

M1 = J cv2• a • h • dm = cv2• Ja. h. dm= cv2 • C. (213)

C ist nach Formel (137) das Zentrifugalmoment des Kreiselkörpers in
bezug auf das Achsenkreuz NSZ, das von dem Auftreten in Formel (213)
den Namen hat.

Zu einer Umformung von C entnimmt man dem Dreieck SOG 

h = (x + z • cotgy) • sin y = x • sin v + z •easy, 
z 

a = (x + z • cotgy) • easy - -.- = x • easy - z • sin y .smy
Setzt man beide Ausdrücke in den Wert von C ein, so wird

C =Ja. h, dm= J d m . [(x2 - z2). sin v- easy + x, z • (cos2y - sin2y)]
= ½ • sin2y • J (x2 - z2) •dm+ cos2y -J x • z •dm. 

Nun ist nach Fig. 247
J I = J (y2 + z2) . dm 

das Trägheitsmoment des Körpers in bezug auf die x-Achse und
Ja = J (x2 + y2) . dm 

das in bezug auf die z-Achse.
Das letzte Glied des Ausdruckes für O verschwindet, da zu jedem

Teilchen dm im Abstande + x ein gleiches im Abstande -x befind
liches vorhanden ist, und man erhält

2
M = eo 2 • 0 = ~ · sin2 y • ( J 3 - J 1) •

2
(214)

n 
Dieses Drehmoment wird O für ,, = 0 bzw. y = 2 , d. h. wenn die

Achse SN entweder mit der z- oder der x-Achse zusammenfällt. In
den beiden Fällen braucht die Drehachse in keiner Weise gegen Drehun-

..gen durch die auftretenden Schwungkräfte gesichert zu werden. Diese
beiden ausgezeichneten Achsen heißen infolgedessen freie Achsen.
Man bemerkt sogleich, daß dieselbe Überlegung auch für die Ebene zSy 
durchgeführt werden kann, daß also die y-Achse ebenfalls eine freie
ist. Da nun die x-Achse beliebig gewählt war, so ist jede beliebige,
zur z-Achse des Umdrehungskörpers senkrecht verlaufende Achse eine
freie. Das gilt auch dann, wenn sie nicht durch den Schwerpunkt S 
geht, sondern durch einen beliebigen anderen Punkt auf der z-Achse
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es ist also

etwa im Abstand z0 von S .. Nur ist dann statt des Trägheitsmomentes J1 
einzusetzen J1 + m • z~, während natürlich J3 unverändert bleibt.

Wird die Drehachse um einen kleinen Winkel d y aus der z-Achse
verlegt, so ändert sich nach Fig. 249 x in x =j= z • dy. Damit geht
der Ausdruck J3 ·- J1 über in

J dm• (x2 =j= 2 • x • z • dy + 0 - z2);

d(J3 - J1) = =F2 · dy -J x · z •dm= 0
nach dem vorhergehenden. Das bedeutet nach Bd. I, S. 68, die freien
Achsen des Körpers sind diejenigen, in bezug auf welche die Trägheits
momente entweder die kleinsten oder die größtmöglichen sind.

Ist in Gleichung (214) J3 > J1, so wird M positiv, d. h. der Körper
wird durch die auftretenden Schwungkräfte so gedreht, daß die geo
metrische z-Achse sich der Drehachse SN nähert. Ist dagegen J3 < J1, 

so wird M negativ, und der Körper bewegt sich so, daß die x-Achse,
die des größten Trägheitsmomentes, der Drehachse näher rückt. Der
Körper hat also stets das Bestreben, sich um die freie Achse mit dem
größten Trägheitsmoment zu drehen 152).

Nun kann die Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit w um die
Achse SN der Fig. 249 nach Formel (69) entstanden sein aus drei
Einzeldrehungen um die +z 
Achsen x, y, z. Dann sagt w2-dll 
der vorstehende Satz aus,
daß die etwaige Drehung um
andere als die Achse des größ
ten Trägheitsmomentes vom
Kreisel selbsttätig unter
drückt wird.

Der in Fig. 250 darge
.stellte Kreisel besteht der
Einfachheit halber aus einem
kreisförmigen Reifen vom
Durchmesser AB = CD = d 
und dem Gewicht G, er dreht
sich mit der Winkelgeschwin
digkeit w1 um seine senkrecht zur Kreisebene stehende Hauptachse Oz. 
Besondere Wirkungen ergeben sich nur dann, wenn die Hauptebene um
die senkrecht zur z-Achse stehende, ebenfalls durch die Mitte O gehende
y-Achse CD mit einer Winkelgeschwindigkeit w2 gedreht wird, so daß
der Kreisel nach einer kleinen Zeit d.t die in Fig. 250 gestrichelte Lage
angenommen hat. Ein Gewichtsteilchen dG des Ringes, das sich augen
blicklich in A befindet, hat dort die in Fig. 250 angegebene größte Ge

.schwindigkeit v2• Nach einer Drehung um den Winkel ex. ist seine Ge-

schwindigkeit v; kleiner geworden, und im Punkte C, also für 0(, = ::_
2

152) Euler, M6m. de l'Acad. Berlin 1765.

+Y 

I ._ 
/
Fig. 250.
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Tl 

ist sie O, um für ex > -2 sogar negativ zu werden, bis der größte negative

Betrag -v2 in B erreicht ist. Das Teilchen erfährt also auf demWegeA GB 
eine Verzögerung und auf dem Wege BDA eine Beschleunigung.

Die Größe der Beschleunigung an irgendeiner Stelle ist nun nach
Formel (67) p = 2 • w1 • v; und ist entgegengesetzt zu v; gerichtet.
Das Drehmoment der Beschleunigungskräfte in bezug auf die Achse
ist somit, wenn noch F den Querschnitt des Ringes angibt,

n n 
2 2

f p, ,. . ,, f .., 2 w1 • w2 • r • sin ex 1 •M = 4 • d G • - • r • sm ex = 4 • (y • F • r • d ex) • - - - • r • sm ex. . 'g"... Li - .. .. g .. 
0 0 

n 
2

y • Fd3 
;· g •W1•W2• sin2ex-tlex. 

0

Tl 
Das Integral hat nach Bd. I, S. 106 den Wert 4. Damit wird

(y · F · d) d2 G · d2 
M = ---- . - . W1 • W2 = -- . W1 • (1)2 • 

g 4 4-g 

Nun ist nach Formel (129) G · d
2 

= J das Trägheitsmoment des
4g 

Ringes, und man erkennt leicht, daß für jede beliebige Form des
Kreisels gilt153)

{) · G · d2 
M = J . W1 • W2 = --- . W1 • W2 = D. W2 • (215)

4g

Hierin heißt
{} · G · d2 D=--- •W1 .4 g 

der Dra 11 des Kreisels 15 o c). 
Die Ebene des Drehmomentes geht durch die Hauptdrehachse z. 

und die zweite dazu senkrechte Präzessionsachse y. Es sucht die
z-Achse in die y-Achse zu bringen. Für die Richtung erhält man so
die Linke-Hand-Regel 154): Man spreizt Daumen, Zeigefinger und Mittel
:Snger der linken Hand senkrecht zueinander. Gibt der Daumen die
Richtung der Hauptdrehachse und der Zeigefinger die Achse der Prä
zession an, so zeigt der Mittelfinger die Achse der Drehung des Kreisel
momentes M; alle drei Achsen werden im Sinne des Uhrzeigers um
laufen, wenn man auf die Fingerspitzen sieht.

153) Segner, Spezimen theoriao tnrbinum 1755.
154) Enßlin, Z. f. gewerbl. Untorr. 1913.
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An den Verhältnissen ändert eine beliebige fortschreitende Be
wegung des ganzen Kreisels, deren wirkende Kraft ja durch den Mittel
punkt O geht, gar nichts. Nur Drehmomente sind auf die Kreisel
wirkung von Einfluß.

Beispiel lß2. Ein Kreisel sei in einer Oardanischen Unteratützung t=) derart
gelagert, daß seine Hauptachse AA' wagerecht und zwar senkrecht zur Meridian
ebene des betreffenden Ortes liegt (Fig. 251). Anzugeben ist die Bewegung, die
er erhä]t1ö6).

0

Die Erde dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit

W///M, 2 · :n 1
--r.r- W2 = 86164,1 = 1:4361 l/sk.

Fig. 251. Fig. 252.

Mit· dieser Geschwindigkeit neigt sich also die Kreiselebene um die wagerechte,
im Meridian Iiegende Achse BB'. Infolgedessen entsteht das Drehmoment D • w2
gemäß Formel (215) um die lotrechte Achse CC', die feststeht, so daß die Achse AA' 
in die Meridianeberu- gedreht wird. Die Fingerregel ergibt, daß B' sich nach hinten
bewegt.

Wird der Kreisel von vornherein so eingestellt, daß sich die Achse AA' wage
recht in der Meridianebene des Ortes befindet, so erfährt n durch die Erddrehung
wieder einePräzession um die senkrechte Achse CO', so daß nach der Fingerregel -
eine Drehung um 'die Achse BB' eintritt, die den Punkt A anhebt. D0r Kreisel
stellt sich mit seiner Hauptachse parallel zur Erdachse ein und zwar so, daß die
Richtung seiner Drehung mit der der Erde übereinstimmt.

Die erstere Tatsache hat praktische Anwendung beim Kreiselkompaß ge
funden+"). In einem cardanisch aufgehängten ringförmigen Gefäß g, das n it
Quecksilber f gefüllt ist, befindet sich ein ringförmiger Schwimmer s (Fig, 2:52).

155) Oardanus, De subtilitate 1550, bezeichnet sie als alte Erfindung; sie
ist von Berthelot, C. R. 1890, im 12. Jahrhundert nachgewiesen worden~

il.56) F o u ca u 1 t , O. R 1852.
157) Anschütz - Kämpfe, 1908.
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Auf dem Schwimmer ist die Windrose w befestigt, deren richtige Lage jederzeit.
durch eine Libelle nachgeprüft werden kann, und daran hängt der von einem
Drehstrommotor mit Kurzschlußanker angetriebene Kreisel k mit der Haupt
achse x x. Die Beschleunigungskräfte, die infolge von Anderungen der Fahrt
richtung oder Fahrtgeschwindigkeit auftreten, rufen eine Präzessionsbewegung
des Kreisels in der wagerechten Ebene hervor, die eine Neigung der Hauptachse
zur Folge hat. Sie wird dadurch gedämpft, daß der vom Kreisel im Gehäuse
erzeugte Luftstrom durch das Fenster d austritt, das von der mitbewegten Platte p 
dann ungleichmäßig freigegeben wird, so daß der verschiedene Rückdruck auf
beiden Seiten der Befestigungsstange von p die Bewegung dämpft. Eine große
Schwingungsdauer des Apparates von etwa 70 min verringert den so entstehenden
Fehler wesentlich.

Beispiel 163. Zu untersuchen ist die Bewegung eines Kreisels nach Fig. 253.
Der Mittelpunkt der Kreiselscheibe sei zugleich der Schwerpunkt S des ganzen

Kreisels. Dann wirkt in bezug auf die y-Achse das Gewichtsmoment Mif = G · h, 
ferner das Kreiselmoment Mr= D • d <p1 und in bezug auf die x-Achse das Kreisel

dt 
t M D <lcp2 d · · ·momen x = • dt, enn wie ein ein-

facher Versuch zeigt, bewegt sich der Kreisel um
die feststehende x-Achse herum und schwankt
dabei um die sich mitdrehende y-Achse auf
und ab.

Die entstehenden Winkelbeschleunigungen
sind gemäß Formel

X 

/ 
/ 

/
/

G · h + D · d<p2 
dt 

Jl 

D. <J,<pl 
e - d2r:p2 dt 

2 - dt2 J2

wenn J1 das Trägheitsmoment des Kreisels in bezug auf die y-Achse und J2 das
in bezug auf die x-Achse bezeichnet.

Zur Trennung der Veränderlichen wird die zweite Gleichung einmal integriert:

d cp2 = JD • cp1 und das Ergebnis in die erste eingesetzt. Man erhält danndt 2

Fig. 253.

d2<p1 D2 G · h 
<tt2 - Jl . J2 • Cf1 = 7;- .

Die Lösung dieser Gleichung ist nach Formel ( 190 c)

( 
D ) ( D ) G·h·J cp1 = + 01 • cos -.- • t + 02 • sin

1
~- • t + -D2-

2
•V r, J2 yJl · J2 

Da für t = 0 , cp1 = 0 und d CfJi = 0 vorausgesetzt wird, so wird
dt 

G · h · J201 = - --D~ und 02 = 0,

also
. G ··h · J [ ( D )] <p1 = D2 

2
• 1 - cos ~ . t • (216)
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Wird dieser Wert in die obige Gleichung für ~t~2 eingesetzt, so folgt leicht

<p2 = G · ~~ J2 • [ 11D ~ t _ sin( V~ . t)] , 
yJl J2 Jl J2 

f „ t 0 b f 11 d <p2 0 . d E' V 1 · h ·wenn ur = e en a s <p2 = - = angenommen wir • m erg eic mitdt 
den Formeln (155) in Bd. II lehrt, daß die beiden Gleichungen (216) und (217)

eine gemeine Zykloide darstellen. Ist d <pt2 ~ 0, so entsteht eine verlängerte oder
d 

verkürzte Zykloide. Es kann sogar eine einfache Drehung der Spitze auf dem

gestrichelten Kreisbogen entstehen, wenn im Augenblick des Aufsetzens d <p2

dt 
gerade so groß ist, daß dadurch ein Kreiselmoment hervorgerufen wird, das gleich
dem G · h des Eigengewichtes ist.

Liegt die Achse des Kreisels zu Anfang nicht wagerecht, sondern um den
Winkel y geneigt, so ist das Moment des Gewichtes mit cos y zu multiplizieren.
Die Bewegung findet dann auf einem Kegelmantel statt.

Ist z.B. das Gewicht der Kreiselscheibe G1 = 0,60 kg, das des gesamten
Kreisels G = 0, 70 kg, der Kreiseldurchmesser d = 70 mm, die Höhe h = 30 mm,
die Anzahl der Umdrehungen in der Sekunden' = 25 bzw. 15, so wird mit{), = 0,60
das Schwungmoment

{), • G · d2 = 0,60 · 0,60 · 0,072 = 0,00176 m 2kg,

(217)

also das Trägheitsmoment

0,00176 0 k k2J = 4. 9,81 (',.)0,000 45 m gs

und damit

J G · h2 1J1 = J2 = - + -- = - . 0,000045 + 0,70 · 0,032 • 0,102 = 0,000665 mkgsk2;
2 g 2 

ferner wird

also
w = 2 • n · n' = 157,1 bzw. 94,2 1/sk,

D =· J • w = 0,00707 bzw. 0,00424 mkgsk.

Man erhält so die Schwingungsdauer für die Beschreibung eines Zykloiden
bogens

J1 2 • 11: • 0,000665
t0 = 2 · n • 75 =~00707 = 0,59 sk

2 • n · 0,000665 _ 0 98 k
bzw. 0,00424 - ' s ·

Der größte Ausschlag in der senkrechten Richtung wird
2. G. h. J2 _ 2 · 0,70 · 0,030 · 0,000665 0 56

(f)1 max = -----:fj2 ·-- - 0,007072 (',.) '

(
0,00707) 2

bzw. 0,56 • 0,00424 (',.) 1,55

in Besenmaß. In Winkelmaß sind dies cv 32° bzw. 89°.
Jeb schneller der Kreisel umläuft, desto geringer sind unter sonst gleichen

Umständen seine Schwankungen, sowohl räumlich als auch zeitlich.

Beispiel 164. Ein auf ein~r e?enen Fläch~ lo~·ech~ ~teh~n1er Kreisel _erfahre
einen Stoß durch eine äußere Einwirkung P (Fig. 2o4). Die seitliche Verschiebung,
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die etwa dadurch entsteht, ist hier ohne Bedeutung; die erteilte Kippgeschwindig
keit in Richtung von P sei v = a · % , und es ist die weitere Bewegung des Kreisels
zu untersuchen. ,

Von vornherein ist anzunehmen, daß eine Schwingungsbewegung in der Ebene
der Einwirkung von P eintritt; und jeder Bewegung in einer Richtung entspricht
ja eine zweite senkrecht dazu. Es entstehen also zwei Winkelausschläge, die zu
sammen eine Bewegung der Achse AB auf einem Kegelmantel ergeben (vgl. S. 238).
Die dafür geltenden Gleichungen sind wieder

D. dcp1 
dt ' 

worin J1 das Trägheitsmoment des Kreisels in bezug auf
den Punkt A angibt.

Es wird die zweite Gleichung einmal integriert:
dcpl D 
--= - · r2+0.
dt r, 

F„ t 0 . t 0 d d (()1 V D . . d1ur = 1s (()2= un dt =a:=<ro• amib wir

p; 
---~-~-

95' 
1

dr1 =dt 
D 
J . cp2 + CfJo. 

1

Fig. 254.

Wird dieser - Wert in die erste Gleichung eingesetzt,
so folgt

d~ ;~ = - ( f r- 'l'2 + f . % '
1 , 1 

also nach Formel ( 190 c)
cr2 = + 01 • cos (_JD_ • t) - 0 2 • sin ( J • t) _. , 

• 1 , 1 

Für t = 0 ist nun qi2 = 0 und drp1 = IPo wie oben. Beide Bedingungen ergeben
J dt 

02 = - -jy- • cp0• Ferner folgt aus cp1 = 0 für t ~ 0 auch 01 = 0. Somit wird
schließlich

V r, . ( D ) 
Cf)1 = a . -D . sm J-; . t ' 

cp2 = _!_ • !._ 1_ • r l __:_ cos ( D · t) .] . 
a I! - Jl 

Die Kreiselachse beschreibt nach dem Stoß einen Kreiskegel um eine Achse, die mit
der ursprünglichen Kreiselachse den in einer senkrecht zur Stoßrichtung gelegenen
Ebene Winkel : . 4 einschließt 158). Der_ freie Kreisel weicht also dem Stoß

. seitlich aus. Da J1 • cp0 immer klein im Verhältnis zu D ist, so ist diese Bewegung
_ allerdings klein.

Wirkt die Kraft P nicht als Stoß, sondern längere Zeit, so ergeben sich die
Verhältnisse des folgenden Beispiels.

(218)

Beispiel 165. Zu untersuchen ist die Wirkungsweise des Schiffskreisels 159).

Ist der elektrisch angetriebene Kreisel in der Mittelachse des Schiffes mit
· lotrecht stehender Hauptachse fest eingebaut und wird das Schiff durch eine seit-

·168) Poi nsot, Theorie nouvelle de la rotation des corps, 1814.
159) Schlick, 1903.
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lieh kommende Wello um seine Längsachse geneigt, so stellt sich die Haupt
kreiselachse derart ein, daß sie sich der Schlingerachse zu nähern sucht. Infolge
dessen taucht das Schiff vorn tiefer ein und hebt sich mit dem Hinterteil weiter
aus dem Wasser, wenn der
Kreisel von oben gesehen
links herumläuft und die
Welle die Backbordseite .;! 
des Schiffes trifft (Finger
regel). Ein solcher Kreisel
verhindert das Schlingern
also in keiner Weise 160).

Der Kreisel muß sich in
einem pendelnden Rahmen
befinden, dessen Sohwin- Fig. 255.
gungen durch eine Wasser- .
druckbrcmse gedämpft werden (Fig. 255). Durch die Neigung des Schiffes in
folge der Einwirkung der Welle bewegt sich das obere Ende der Kreiselachse
von O nach A (Fig. 256). Das dadurch entstehende Kreiselmoment bewegt es nun
von O nach B, so daß es sich tatsächlich in der Richtung 00 bewegt. Diese
Gesamtbewegung ruft aber ein neues Kreiselmoment senkrecht dazu hervor, das
die Achse also in der Richtung OP kippt und dessen Seitenmoment in der Rich
tung OQ der Rollbewegung des Schiffes entgegenwirkt 151). Man erkennt, daß dieses
letztere Moment nur bei einem pendelnd aufgehängten Kreisel zustande kommt.

1

Fig. 256.

Für die rechnerische Verfolgung, die besonders die Wirkung der Bremsvor
richtung klarstellt, sei 161)

Q = 6000 t das Gewicht des Schiffes, ·
s = 0,45 m der Abstand des Schiffsschwerpunktes S von dem darüber liegen

den Punkt (Metazentrum), in dem der Auftrieb Q des Wassers vereinigt
gedacht werden kann,

160) Der beschriebene Einbau wurde 1855 bei dem Bessemerschiff versuchs
weise vorgenommen.

161) Föppl, Z. d. V. d. I. 1904.
Stephan , 'I'echuische Mechanik. III. 16
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J0 = 15 420 m · t · sk2 das Trägheitsmoment des Schiffes in bezug auf die
durch den Schwerpunkt S gehende Längsachse,

J1 = 3 m · t · sk2 das Trägheitsmoment des Rahmens einschließlich Kreisel
und Antriebsmotor in bezug auf die Aufhängungsachse des Rahmens,

J = 4,077 m · t · sk2 das Trägheitsmoment des Kreisels in bezug auf seine
Hauptachse,

rJJ = 100 1/sk die Winkelgeschwindigkeit des Kreisels,
G1 = 20 t das Gewicht des Rahmens einschließlich Kreisel und Antriebsmotor,
G = 10 t das Gewicht des Kreisels,
r = 0,50 m der Abstand der Rahmendrehachse von der wagerochten Mittel

achse des Kreisels,
cp= der Neigungswinkel des Schiffes um die Längsachse,

1/! = der Neigungswinkel des Kreiselrahmens,
q · l = 11,7 m · t · sk bzw. 26,3 m · t · sk das Moment der Flüssigkeitsbremso

für die Winkelgeschwindigkeit !~ = 1.
Dann gelten für die Bewegung des Schiffes und des Kreisels gemäß Formel (141):

d2q) d'lji . 
J0 • ~ = D · ·----:- - Q · s · smqJ dt2 .u ' 

d2,,p D dq; l d111 G . J1. llt2 = - . dt - q. . d.t - 1. r. smw ,

worin bei den gewöhnlich nur vorkommenden kleinen Ausschlägen sin cp c,..) q, 
und ebenso sin ip c,..) 1fJ ~esetzt werden kann.

Wird die zweite Gleichung nach t differentiiert und hierauf der aus der ersten
folgende Wert von d1

p darin eingesetzt, so erhält man
dt 

<_J,4cp i:', d3 <p (~ G1 • r _ _!!:__) . d2<p g_:_!:_ • Q ·! . dcp 
a» + J1 dt3 + J0 + J1 -! J0 • J1 <.tt2 + J1 J0 .u 

G1 · r Q · s + =r:: T . <p = o'
1 0

wofür abkürzungsweise geschrieben werden kann
d4<p d3<p <l2<p <1<p 
- + C3 · - + c2 •- + C1 •--+Co= 0.
dt4 dt3 dt2 dt 

Die allgemeine Lösung dieser Gleichung ohne Störungsglied ist entsprechend
den Angaben S.213

<p = 01 • ea1•1 + 02 • ea2•1 + 03 • ea3•t + 04 • e'X1•1,

worin die O die Integrationsfestwerte sind und die 0(. die vier Wurzeln der Gleichung.
0(.4 + C3 . 0(.3 + C2 . 0(.2 + C1 • 0(. + Co = 0.

Da alle Faktoren c positiv sind, kann keine der Wurzeln der Gleichung einen
positiven reellen Wert haben, der ja für t = oo auch <p = oo ergeben würde. Zur·

_weiteren Untersuchung wird die vorstehende Gleichung zerlegt in
0(.4 + C2 • 0(.2 + Co = X1 '

deren Faktoren nur von den gegebenen Gewichten und Längen abhängig sind, und
- C3 • C<3 - C1 • CX = X2 '

deren Faktoren von der Größe der Dämpfung abhängen. Trägt man beide als.
Kurven 162) auf (Fig. 257), so ergeben ihre Schnittpunkte die reellen Wurzeln

162) Lorenz, Z. d. V. d. I. 1919.
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c.lc~· GJcich~ng vi_crten Grades. _Man bemerkt, daß zwei negative reelle Wurzeln
bei sehr steilem Verlauf der zweiten Kurve, d. h. bei großen Werten der Faktoren
C:! und c1, also bei starker Dämpfung auftreten. Bei
schwacher Dämpfung sind alle vier Wurzeln komplex. +x 

Im letzteren Fall kann die Lösung auch geschrieben
werden (vgl. S. 214) 

rp -=Cj·e a,·1·sin(b1·t+r1)+q•e a~•t·sin(b2·t+?•2),

worin die O' und y die Integrationsfestwerte sind und
die a und b mit i ir::- J bestimmt worden durch

+a 

Die Rollbewegung _des Schiffes setzt sich unter dem
Einfluß des Kreisels aus zwei gedämpften harmonischen
Schwingungen von verschiedener Dauer und Phase zu-
sammen. Boi hinreichender Dämpfung durch die Was- X2 

scy<lruc~{bremse wird b2 - 0 und die zweite Bewegung
wird eine schnell abklingende aperiodische, d. h. die Fig. 257,
Rollbewegung wird schnell gedämpft.

Die Ausrechnung mit den gegebenen Zahlenwerten liefert die folgende Zu
sammenstellung:

Bremsmoment a-: 11,7

Haupt- Schwingungsdauer t0 • • • 

sclrwingung 1 Dämpfungsfaktor a1 .•.

Abnahme des Ausschlages nach
einer vollen Schwingung

Vcrhältnis der Ausschläge von
Rahmen und Schiff

Phasenwinkel y1 .

Neben- 1 Schwingungsdauer t0 • 

schwingung 2 Dämpfungsfaktor a2 •

21,5
0,026

0,57 ~ 1

12,0
75° 20'

3,5 sk
1,92 1/sk

26,3 mtsk

20,6 sk
0,05_8 1/sk

0,30: 1

11,4
55° 40'

Es ist selbstverständlich, daß eine zu starke Bremsung einem Festhalten des
Kreisels gleichkommt und damit die beabsichtigte Wirkung aufhebt.

In ähnlicher Weise kann der Kreisel nicht nur zur Verringerung der Schwan
kungen eines an sich standsicheren Körpers benutzt werden, sondern sogar zum
Standsichermachen eines für sich im unsicheren Gleichgewicht befindlichen Körpers.
N ur mit Hilfe eingebauter Kreisel ist die Einschienenbahn möglich 16

3).

Die Wirkung ist im übrigen die gleiche wie in Fig. 256 dargestellt, gleich
gültig, ob der nur von einer Schiene unterstützte Wagen sich infolge veränderter
Verteilung der Belastung neigt oder durch Winddruck bzw. in einer Kurve durch
die Schleuderkraft nach außen gelegt wird. Der Kreisel läßt den Ausschlag nur
klein worden und richtet den Wagen wieder gerade. Die Schleuderkraft wirkt also
auf einen in einem Rahmen pendelnd angeordneten Kreisel entgegengesetzt wie
auf alle anderen Körper ein.

Gewöhnlich werden zwei elektrisch angetriebene gegenläufige Kreisel v01-
gesehen 164 ), die sich zur Verminderung der Widerstände in luftleeren Gehäusen
drehen. Der Kreisel mit lotrechter Achse (Scherl) wirkt vollkommen zweck
entsprechend; bei wagerecht liegender Achse (Brennan) ist die Wirkung unvoll
kommen 1s2).

163) Br c n n a.n 1906, Engng. 1907/8; Sc h e r l 1908.
164.) Sk u t.sch , Z. d. V. d. L 1908.

16*
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Auch für die Standsicherheit des Fahrrades ist die Kreiselwirkung der Räder
von Bedeutung. Ein schnellaufendes Rad ist viel leichter im Gleichgewicht zu
halten als ein langsam laufendes. Neigt sich das Rad aus irgendeiner Ursache,
so dreht der Fahrer die Lenkstange etwas nach dieser Seite hin. Das Vorderrad,
in geringerem Maße auch das Hinterrad, erfährt die Präzession um seine annähernd
lotrechte Achse. Sie ruft das aufrichtende Drehmoment um die Längsachse des
Fahrrades gemäß Formel (215) und der dort gegebenen Fingerregel hervor.

Beispiel 166. Unerwünscht ist dagegen die Kreiselwirkung der Radsätze
und der Anker der in das Drehgestell eingebauten Motoren bei schncllfahrenden
Motorwagen der Eisenbahn. Bei der Einfahrt in Kurven steigt die äußere Schiene
etwas an, und dadurch wird die Präzession der Kreisel um die Längsachse des
Wagens bewirkt. Ihre Folge ist eine Drehung des ganzen Drehgestells um die
lotrechte Achse und zwar nach der Fingerregel nach dem Krümmungsmittelpunkt
der Kurve hin 165).

Hat etwa die Übergangsrampe eine Steigung tg o:, - l : 1000 und beträgt
die Fahrtgeschwindigkeit V= 100 bzw. 200 km/st, so ist die Winkelgeschwindig
keit der Neigung des Drehgestells bei dem Laufstellenabstand beider Räder
a = l,50 m

= .!_. tgo:, = 100. 0,001 = 0 0185 bzw.
u)i 3,6 a 3,6 · 1,50 '

Jeder der drei Radsätze des Drehgestells hat bei G1 = 1400 kg Gewicht,
d1 = 1,25 m Durchmesser und ,,9-i = 0,71. das Schwungmoment

0,037 1/sk.

ß1 • G1 • di = 0,71 · 1400 · 1,252 = 1550 m2kg,

jeder der beiden Motoranker von G2 = 2000 kg Gewicht, d2 - 0,75 m Durch
messer und {}2 = 0,55 hat das Schwungmoment

{}2 • G2 • d~ = 0,55 · 2000 · 0,752 = 620 m2kg.

Das Gesamtträgheitsmoment der umlaufenden Teile ist also

J = 3 · 1550 + 2 · 620 = 150 mkgsk".
4 · 9,81

Ihre Winkelgeschwindigkeit beträgt
_ ~

0
_!_ _ 100 • 2 - r: C

w - 3,6 di - 3,6--:-Y,25 - 44,o bzw. 89 1/sk.

Damit wird nach Formel (215) das Drehmoment, das auf Querstellen des
Drehgestells hinwirkt,

M = 150 · 44,5 · 0,0185 = 124 bzw. 495 mkg.

Es steigt mit dem Quadrat der Fahrtgeschwindigkeit.

Ein Rollkreisel ist ein in einem Punkt seiner Hauptachse unter
stützter Kreisel, der mit einem Rade auf einer festen Kurve abrollt.

-Von besonderem Interesse ist der Fall, daß die feste Kurve ein ring
förmiges Stück eines Kegelmantels ist, dessen Spitze mit dem Unter
stützungspunkt des Kegels zusammenfällt.

In Fig. 258 ist OA die Kreiselachse, um die er mit der Winkel
geschwindigkeit w umläuft, OB die Präzessionsachse, um die der Be 
rührungspunkt mit der Winkelgeschwindigkeit w1 umläuft.

165) Witt fe 1 d , Glasers .Ann. 1902.
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Ist wie in Fig. 258

und ß 
'JT, 0 < <- - iX = 2 ' 

so heißt die Bewegung eine e pi z y klische 166); die Berührungsstelle
wandert auf der Führung im Sinne der Kreiseldrehung.

Ist wie in Fig. 259
0 < y < iX und - IX < /-J < 0 ,

so heißt die praktisch bedeutungslose Bewegung eine per i z y k 1 i s ch e.

<uj 

Fig. 258.

Ist wie in Fig. 260
'JT, --<y<O
2

und
'JT, -2-IX</-J<-cx-, 

so heißt die Bewegung eine h y p o -
zyklische. Die Berührungsstelle
wandert in den beiden letzteren
Fällen auf der Führung entgegen-
gesetzt zur Kreiseldrehung.

Findet reines Rollen ohne Gleiten statt,

Fig. 259.

Fig. 260.

so besteht die Beziehung

w • sin IX = w1 · sin (-J • 

lGO) Gra111 m e l , z. d. V. d. I. 1917.



246 Besondere Anwendungen.

Trägt man in Anlehnung an die Darlegungen S. 77 die Winkel
geschwindigkeiten auf den zugehörigen Drehachsen vom Punkte O aus
ab (Fig. 261) und zerlegt w1 in die beiden Seitengeschwindigkeiten

w1 · sin y und cv1 • cosv , so erhält man mit dem
Trägheitsmoment J in bezug auf die Haupt
achse und J1 in bezug auf eine dazu senkrechte
Schwerachse den Drall des Rollkreisels in bezug
auf die durch O gehende Hauptachse zu

D1 = J · (eo + w1 • cos y)

Fig. 261.

l<) 

~ und in bezug auf die durch O gehende, senk
recht zur Rollbahn stehende Achse

D2 = J1 • w1 • cosy .
Es ist nun leicht zu erweisen, daß die Dralle für zwei senkrecht zu
einander stehende durch denselben Punkt gehende Achsen sich alge
braisch wie die Trägheitsmomente addieren; nur ist die Richtung der
Winkelgeschwindigkeiten zu berücksichtigen. Werden wie bei der
Fingerregel die Drehrichtungen als positiv gerechnet, wenn die Achim
bei Betrachtung gegen die Achsenrichtung rechts herum umlaufen wird,
so hat D2 das negative Vorzeichen.

Der Gesamtdrall wird also D = D1 - D2 oder
D = J • ( W + CV1 • cos ?') - J I • W1 • cos y , 

und die Präzessionsgeschwindigkeit beträgt w1 • sin y. Damit wird das
Kreiselmoment

M = [J · w + (J :-- J1) • cv1 • cosy] · w1 • siny
oder mit dem obigen Zusammenhang zwischen w und w1

M lJ sin /1 J J ) 1 ') .= ·-. -- + ( - 1 • cos y • w1 • sin y . 
Slilc'.X .

Setzt man hierin noch ß = ,Y - cX, so wird schließlich 162)

M = (J · siny • cotg « - J1 • cosy) • w7 · siny. (2l9a)
Die Rechnung gilt für die epizyklischc Anordnung.

Für die hypozyklische Anordnung ist w1 negativ, ferner /1 = y + a, 
also M (J . J ) 2 •= - • smy • cotg « + 1 · cosy · wt · smy. (219b)
Dieses Moment sucht den Kreisel um die zur Drehachse und zur Prä
zessionsachsc senkrechte dritte Achse zu drehen, d. h. es drückt ihn

"auf die Führungsbahn. Bei der hypozyklischcn Anordnung ist es
immer negativ und der Kreisel wird stets gegen die Führung gedrückt.
Bei der epizyklischen Anordnung findet eine Anpressung durch das
Kreiselmoment nur statt für

J 
tgy > } • tga, 

was immer erfüllt ist, wenn J1 < J ist.
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Beispiel 167. Für einen cinläufigen Kollergang nach Fig. 262 ist der günstiaste
Winkel y zu bestimmen.

0

In bezug auf die Drehachse O, an der der Arm des Mahlringes nachgiebig
an gelenkt ist, ergeben sich drei Drehmomente:
des Gewichtes

M1 = G · h · sin y ,

der Schwungkraft
G · h · sin yM2 = - Z · h • cosy = - -- • w7 • h · cosy,

g 
das Krciselmoment gemäß Formel (219)

M3 = (J · sin v · cotgcx - J1 • cosv) · cv~ · siny .

Ihre Addition liefert mit J1 + g_ · h
2 

= J1 als Träg
g 

heitsmomcnt in bezug auf eine durch O gehende,
senkrecht zu h verlaufende Achse

Fig. 262.

::,·M = r G · h + J. <•)~ • ( cotg« · siny - .!j-- · cosy) j. siny. (220)

Der Wert dieses Andrückmomentes wird am größten, also die Zerkleinerungs
wirkung am besten, für

_5:0::,M = O = G · h · cosv + J · 0)7 -(cotga • sin2y - JJ[ • cos2y).
<ly 

Eine einfache Lösung167) ist folgende, da die weitere Ausrechnung auf eine Glei
chung vierten Grades für cos y führt. Man berechnet nach den Angaben S. 214

und J 
tg/5 = Jt • cotg «

l

Fig. 263. Fig. 264.

und trägt dann in Abhängigkeit von y die Kurve r · cos (2 y + ä) auf und über

derselben Achse ebenso die Kurve G · \ . cos y (Fig. 263). Die SchnittpunkteJ. C()'j' 
beider Kurven ergeben die günstigsten Werte von 71• 

Die Anpressungskraft ist dann nach Fig. 262

P = ~M (221)

167) Eine andere mit Hilfe der Vektoremcchnung gibt Tolle, Z. d. V. d. I. 1920..
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Bei der gebräuchlichen Ausführung ist y =;, also h = R (Fig. 264). Damit
erhält man aus den Gleichungen (220) und (221)

J · cv~ · cotg o
P=G-+ R (221 a)

Ist etwa die Rolle aus Gußeisen von d = 0,90 m äußerem Durchmesser,
d1 = 0,70 m innerem Durchmesser, b = 0,40 m Breite, die im Abstande R = 0,50 m
mit n = 60 Umdrehungen in der Minute umläuft, so ist mit einem Zuschlag von
25 v.H. für die Achse, Arme usw.

G = 1,25 · : · (d + d1) • (d - d1) • b · y = 1,25 · 0,7854 · 16 -~0,2 · 4l- 7,25 0V 1000 kg,

das Trägheitsmoment nach Formel
{} · G · d2

( d2
) U 55 · 1000 · 0 92

J = -4 ~ g - · 1 + ~ = T25 . 4 . 9,8i • 1,605 = 14,6 mkgsk2
,

die Präzessionsgeschwindigkeit
:n: • n 

cv1 = -30- -= 2 · :;r 1/sk.

Damit wird für:die Anordnung nach Fig. 264 mit cotg« =-= ½~d nach For-
mel (221a)

also

P = 1000 + 14'6 . 4 . n
2 = 2280 k0,45 g.

Zur Ermittlung der günstigsten Verhältnisse berechnet man
0,5

cotg x = 0,45 = 1,111 ,

!J = ..!:__ _ 1000 · 0,52 = 2 246
J 2 f-- 9,81 · 14,6 '

cotgo = ~:~~{ = 2,02: 0 = 26° 20''

r = yT,233 + 5,045 = 2,505 ,
ferner

G · h 1000 · 0,5 = 0,867 .
J . Cui 14,6 . :n:2 • 4

Mit diesen Werten ist die Fig. 263 gezeichnet worden. Man entnimmt ihr 
?' = 117 ° 20'. Für die praktische Berechnung sind natürlich nur wenige Punkte
beider Kurven zu bestimmen. Damit ergibt Formel (220) in Verbindung mit (221) 
die Pressung

P = [ 1000 + ~t5~~n~ • ( + 1,111 · 0,8884 + 2,246 · 0,4592)] · 0,8884 = 2945 kg,

also um das l,29fache größer als bei der gebräuchlichen Anordnung.
Die Wirkung tritt allerdings nur dann ein, wenn die Verbindung der Rol1en

achse mit der Königswelle so beschaffen ist, daß der Winkel y die kleinen Ände
rungen, die für die Kreiselwirkung nötig sind, auch ausführen kann. Anderen
falls liefert das Kreiselmoment nur eine Vergrößerung des auf den Arm wirkenden
Biegungsmomentes.

Der zweite Winkel y, den die Fig. 263 liefert, gilt für die hypozyklische An
ordnung der Pendelmühle, die entsprechend zu behandeln ist.
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Grenzgeschwindigkeit 96.

H. 
H Heizfläche.
h Höhe, Hub.
Handramme 88.

harmonische Schwingung 29, 52.
Heusingersteuerung 60.
Hohlkugel 152.
Hohlzylinder 150, 151.
hypozyklische Bewegung 245.

I.
J Trägheitsmoment.
i Anzahl, innere Überdeckung, imagi-

näre Einheit.
ideelle Länge 6.
Integrationskurve 22.
imaginäre Zahlen 210.
Jupitermonde 6.

K. 
KW Kilowatt.
k Stoßziffer, Verhältnisziffer.
kg Kilogramm.
km Kilometer.
Kabelkran 168.
Kegelpendel 184, 185.
Kilowatt 118.
Kolbenbeschleunigung 36, 45.
Kolbengeschwindigkeit 7, 8, 9, 36, 45,7G.
Kolbenstellung 35.
Kollergang 247.
komplexe Zahlen 210.
Kraftwagen 96, 163, 180.
Kraftwagenmotor- 45, 99.
Kraftwirkung 85.
Kran 87, 163, 169.
Kreisel 233.
Kreiselkompaß 237.
Kreissäge 72.
Kreiszylinder 150.
Krümmung 6, 96.
Kugel 151.
Kugellager 77.
Kugelmühle 95, 138.
Kuppelachse 92.
Kupplung 225.
Kurbelgesehwindigkeit 7, 8.
Kurven 96.

L. 
l Länge.
labiler Regler J 89.
Lage starrer Körper l .
Laufrad 7.
Leistung 118, 157.
Lichtgeschwindigkeit 6.
Linienschiff 4.
Lokomotive 7, 29, 130, 145, 163, J eo.

M. 
m Masse, Meter, Hebellänge.
min Minute.
ft Reibungsziffer.
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Masse 85, 86.
mathematisches Pendel 184. 191, 228.
Metazentrum 241.
Meter 2.
Minute 2.
Mondbewegung 73.
Motorpunkt 220.
Motorwagen 244.
Muffondruck 191.

N. 
N Normalkraft, Leistung.
n Anzahl, Umdrehungszahl, Hebellänge.
Neigung 96.
Normale 21.
Nullkreis 69.

o. 
rn Winkelgeschwindigkeit.
Oberton 202.
Ölprüfer 161.

P. 
P Kraft.
PS Pferdestärke.
v Beschleunigung,. Verzögerung.
,;r, Ludolfische Zahl.
Parallaxe 83.
Parabel 10, 14, 17.
Pendel 184.
Pendeldrehung 195.
Pendelmühle 248.
Periode 28, 31.
perizyklische Bewegung 245.
Pfahlwiderstand 181.
Pferd 4.
"Pferdestärke 118.
Phasenverschiebung 217; 218.
physisches Pendel 185.
Planetenbewegung 146.
Pochstempel 183.
Pol 21.
Polarplanimeter 69.
Polkurve 70. •
Präzession 236.
Preßlufthammer 26.
Prisma 149.
pseudoharmonische Schwi:ogung 219.

Q. 
Q Dampfmenge, Fundamentgewicht.
q Längenbelastung, Kolbenbelastung,

Dampfdruck, Federkraft für 1 cm
Federung.

Quader 153.
R. 

R Reibungskraft, Rostfläche, Halb
messer.

r Halbmesser, Ausschlag.
Rampe 140.

reelle Zahlen 210.
Regler 80, 187, 216.
Reglerpunkt 219.
Reibungsziffer 88.
Reifen 150.
Relativbewegung 48.
Relativgeschwindigkeit 49, 50.
Relativweg 118.
Resonanz 209.
Richtung 2.
Rolle am Seil 172.
Rolle auf schiefer Ebene 173.
Rollenspurlager 92.

s. 
S Spannkraft, statisches Moment.
s Weg, Hub, Stärke.
sin Sinus.
sk Sekunde.
st Stunde.
(5 Sicherheit.
o Beanspruchung.
;::; Summe.
J Integral.
Sägegatter 105. 
schädlicher Raum 122. 
Schallgeschwindigkeit 51. 
Schieberdiagramm 39, 40. 
Schieberreibung 119. 
Schiebung 1. 
Schiffskreisel 240. 
Schiffschraube 119. 
Schlagspindelpresse 170.
Schleppkurbel 62.
Schleuderkraft 93.
Schlingern 31.
Schneckengetriebe 164.
Schnellbremsung 23.
Schraubung 2.
Schubkurbelgetriebe, gerades 32; schie

fes 43, 76, 97, 100, 174; umlaufen
des 61.

Schubstange 35, 174,
Schwebung 53.
Schwerpunkt 141, 143.
Schwingungsbauch 202.
Schwingungsbewegung 28, 32, 51, 52.
Schwingungsknoten 202.
Schwingungspunkt 196.
Schwingungszahl 209, 231.
Schwung 142.
Schwungkraft 87, 93.
Schwungmoment 152.
Schwungrad 7, 65, 72, 154, 155, 158, 197.
Seildehnung 181.
Sekunde 2.
Sinuslinie 28.
Sonnensystem 83.
Sonnentag 2.
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Spiel 31.
stabiler Regler 189.
Stabilitätsgrad 190.
Stadtbahn 12.
statischer Regler 189.
statisches Moment 148.
Steighöhe 14.
Steigung 6.
Sterntag 2.
Steuernocken 19, 37, 46.
Störungsglied 33.
Stoß 176.
Stoßdauer 179.
Stoßhemmung 165.
Stoßlinie 177.
Stoßpunkt 182.
Stoßziffer 176.
Straßenbahnwagen 30.
Stunde 2.
Subnormale 21.

T. 
T Drehkraft, Periodendauer.
t Zeit.
tg Tangente.
{} Trägheitsfaktor.
Tachometer 185.
Tag 2.
Taktmesser 197.
Telegraphendraht 198.
Tellerventil 7.
Trägheit 83.
Trägheitsdurchmesser 152.
Trägheitskraft 86.
Trägheitsmoment 148.
Torpedoboot 4.
Treibrad 7, 29.
Treibriemen 94, 202, 204, 223.
Trickschieber 41.

Sachverzeichnis.

u. 
u Seitengeschwindigkeit, Kuliaeenstein-

abstand.
Umdrehungszahl 6.
Umfangsgeschwindigkeit 7.
Umlaufgeschwindigkeit 6.
umlaufende Schubkurbel 61.
Unempfindlichkeitsgrad 190, 221.
Ungleichförmigkeitsgrad 158, 190, 225.

V. 
VRauminhalt, Geschwindigkeit in

km/st.
v Geschwindigkeit in m/sk.
Variation 116.
Ventil 7, 8, 13, 19, 88.
Ventilerhebungskurve 26.
Verbunddampfmaschine 38, 123.
Verzögerung 10, 16.

w. 
W Widerstandskraft.
w Seitengeschwindigkeit.
Wage 198.
Wanken 145.
Wasserkraft 119.
Weg 1, 9.
Winkel 7.
Winkelbeschleunigung 16, 20.
Winkelgeschwindigkeit 6, 20.
Wurf 63, 135.

X. 
X Seitenkraft.
x veränderliche Länge.

Y. 
Y Seitenkraft.
y veränderliche Breite.

z. 
Z Seitenkraft, Schwungkraft.
z veränderliche Höhe.
!,; Zahlenbeiwert.
Zahnräder 31, 118, 163.
Zapfenreibung 130.
zeichnerischer Fahrplan G.
Zeit 2.
Zeit-Beschleunigungslinie 21.
Zeit-Geschwindigkeitsdiagramm 13, J 7,

21.
Zeitmaß 2.
Zeitverlust 16, 25.
Zeit-Wegkurve 3, 10, 21, 27.
Zentralbeschleunigung 71, 72.
Zentrifugalmoment 152.
Zugkraft 130.
Zusatzbeschleunigung 79.
Zykloide 239.
Zykloidenpendel 194.
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