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• p1 + f ür · ° ° c dl · m//A · güu f- wDgr · .° 0-.) w1g ) 5k 

6 _3 S ]; 4= _+= 3=« ; + ?" ) (3_U <3]3· ! U3=ü « 3_( ?" ~3K f 3« _· ! = U[ · ! 9 3_<"U5+ 
« _~3]+=ä U~3 "U~ , ; ++3U~]ü · ) 3 =]3=3Uk 

6 3]+3(<3 V[ <3( ) ; UU ; "·! ; <« 3·! +3(U~ ; (+ [ _U; ]K_53] n nr] ?« 3_ 
; ]K_53] ö 3]« 3U~"U5 4_U~3Uk 

Beispiel 4. H" <3+=_KK3U _+= ~3] 6 ; K• 4~]" · ) ü K_= ~3K ~_3 6 ; K• 4 K; +3! _U3 
~3] 9 · ! « UU5]; ~; U~]3! >[ ]]_· ! ="U5 U; · ! x_5k p ; ]<3_=3U K" ß ü « 3UU ~3] S (_U) 3]Uc 



6 3] V[ <3(k 5 

~]"·) P, :moo ) 5 <3=]; 53U +[ ((k 1~8 _+= ~3] S [ (<·"~"]·! K[ ++[ ] D u/ ·Kü 
·([ ] S [ (<[ U+=l U5[ U~U][ ! K3+VÜ d \ ·Kü ~_3 f v·<[ ((ä U5[ l1 A0 ·Kü (2 - \ / ·Kk 

2 [ _ ; <« ä ]=+ 53<3U~3K S [ (<3U 5_(= f (3_·! "U5 dA; r _U ~3] x[ ]K 
Jr I ., t 4 . )~ . ]! . 2 

,LI Ho 

2 [ _ ; "4« ü üu· RV 

u1HI zwar i8t R5 ex 

/
1

1 l1 
Jr • J)'.!.. l2 
•b 

5[ ! [ U~[ K S [ k(<3U 

/1 
:rnoo • A0 

. • jh4R \ / 
l uü[ uu=k 

_+= P1 "K ~3U G _U) 3( ex V·! ]ä 5 5·]_· ! R3=ü 
l 

gü\ 1 / ü ; (+[ ·[ + 0< k 6 _3 S (_U) 3 3]4ä ! ]= +[ K_= 
V l ~ gü\ 1/ A 

p 
~_3 V· (; 3="U5 1 - lw/ gg · 1 uüAA/ / üü lwDDg ) 5k 6 _3 f (3_· !" U5 dA; r (; "=3= _U 

·[ + « 
~3K x"(( 

« [ ]; "+ 4[(5= 
11 

lw/ gg 

: . (J5!l 

26 
• r-; - uAülw ; =ü 

42) 4,) 

/,,~ 

Fig, !). .Fig. 10. 

6 " ] , _==3(« [ ]= <3=]ä 5= +[ K_= 
uuü/ 1 uAüw uA = P- A 0v ; k 

° _U~ l(_· ; "4 ~3U V3<3( 3_U« _]) 3U~3U S ]ä4 =3 U_·! = ; k(([ • ; ]; ((3(ü 
Dg +uU~8 ~_[ ?" ] S] ; 4=]_· ! ="U5 +3U) ]3· ! = +=3! 3U~3U Rä U53U l ; (+ V3<3( 
; ]K3 ·_kU° « ü[=?3Uü ~3UU ~; + 6 ]3! K[ K3U= _+= +=3=+ ~; + C][ ~") = ; "+ 
~3] S ]; 4= "U~ ~3K ?" _! ] +3U) ]3· ! = +=3! 3U~3U M<+=; U~ >[ U ~3] 
6 ]3! ; · ! +3k 

Belspiel g°k 6 3] U_3~3]53! 3U~3 S [ (<3U ~3] ~[ • • 3(=k« _]) 3U~3U S [ U~3U+; =[ ] 
• "K• [ U; ·! j _5k Jz ü <= ~_3 f 35·U) ]; (< P; - 1g ) 5 ; "+ü ~3] ; "4 « ä ]=; 53! 3"~3 



0 6 3] V3<3(k 

~_3 f 353U) ]; 4= Pf' I 0Dg ) 5k 6 _3 V[ <3((ä U53U +3_3U 11 I \ / ·Kü Z2 uAg ·Kk 
MU?"53<3U _+= ~_3 S] ; 4= P 2• 

, ; U ) ; UU ! _3] [ ! U3 « 3+3U=(_· ! 3U x3! (3] ; UU3! K3Uü ~; ß ~_3 ~]3_ S ]ä 4=3 _U 
; ((3U ä=3(("U53U ~3U 5(3_· ! 3U G _U) 3( K_= ~3K V[ <3( <_(~3Uk 6 ; UU _xü= U; · ! 
f( 3_· ! "U5 dA<r 

l . \ / 
P2 I ?l · (Pf f P~)-= uAg · d1g cu 0Dgr inADg ) 5k 

Boisplel 6. M"4 ~3U G _U) 3(! [ <3( U; · ! lx_5k ( l, ~3++3U S ]; 4=; "5]_44+?; • 4·U 
U"] ?"] <3++3]3U M"4U; ! K3 ~3] S ]ä 4=3 U[ · ! ~" ]· ! 3_U3 ä · ! (_3ß 3 >3]<"U~3U +_U~ü 
« _]) 3 ~_3 S ]; 4= P1 I \ / g ) 5 _U « ; 5[ ][ · ! =3] 9_· ! ="U5 ; K V3<3(; ]K (= \ A ·Kk 
MU?"53<3U _+= ~_3 S ]; 4= C2, ~3]3U V3<3(; ]K l2 uAg ·K <3=]ä 5=k 

, ; U 3]! ä (= +[ 4[]= ; "+ f( 3_· ! "U5 dA<r 
8 k?( ]clk\ A P2 - Cu uA 

c \ [ g 
uAg 

u/ 1üD ) 5k 

jn_5k n. 4ü 5k uAk 

6_3+3 9 3· ! U"U5 5_(= 4ü ] ~_3 , _==3((; 53 ~3+ G _U) 3(! 3<3(+k vU ~3U ä " ß 3]+=3U 
R; 53U _+= Hu I wp ·K "U~ HA I uuA ·Kü +[ ~; ß +_· ! 3]5_<= 

k wp 
P2 I \ / g · ((A =-= u/ 0ü1 ) 5k 

ä3(<+=>3]+=ä U~(_· ! _+= ?"] ?« 3· ) K ä ß _53U M"+U"=?"U5 ~3+ lJ 3<3(+ ~_3 ä · ! "< 
+=; U53 H0 +[ ; U?" [ ]~U3Uü ~; ß _U ~3U ä " ß 3]+=3U R; 53U ~3+ G _U) 3(! [ <3(+ _! ] G _U) 3( 
5353U ~3U V3<3(; ]K l2 "K ~3U 5(3_· ! 3U 2 3=]; 5 >[ U 3_U3K 9 3· ! =3U ; <« 3_· ! =ü 
« ; + ~3] x; (( _+=ü « 3UU 3] _U ~3] 3_U3U , _==3((; 53 53]; ~3 3_U3U 9 3· ! =3U <3=]ä 5=i rk 

, ; U <3K3])=ü ~; ß « 3UU ~_3 S ]; 4= ~"]·! ~3U V3<3( >3]]_U53]= « _]~ü 
~3] M"++·! (; 5 +_·! _U ~3K+3(<3U ö 3]! ä (=U_+ >3]5]ö ß 3]= "U~ "K53) 3! ]=k 

4) V3]<+=ü 6 k • k Jk upgDk 



6 3_n 44[<[ (k 1 

ltH 5_<= V[ <3(ü ~ _[ ü <3]! ; "• = ) 3_U3 v·+=(_·5·U~· 6 ]3! ; · ! +3 ! ; <3Uü 
« _3 ?k2 k ~_3 K 11 l _ + + · U ~3] 6 ; ü]U• 4]]UüuV· ! _U3Ucä · ! _3<3]+=3"]"U53U [ ~3] 
~_3 G ä J ? ! [ < [ l ~3] 6 ; K• 4K; +· ! _U3U>3U=_(3k 6 _3 G ä (?! 3<· ( >3]« 3U~3= 
K; U 53« ö ! U(_· ! ü « 3UU 4ü ] d _[ T_U(3_="U5 ~3] 2 3« 35"U5 3_U3 5][ ß 3 
S ]; 4= 3]4[]~3](_·! _+=ü 4ü ] ~_3 ö [ ((3U~"U5 ; <3] 3_U3 5][ ß 3 ;n3Tl(· ! « _U~_5 
) 3_= >3](; U5= « _]~k M"· ! ~_3 53« ö ! U(_·! 3U V; U~! 3<3( ; "+ T_+3U +_U~ 
G ä (?! 3<3(ü ~3]3U ) (3_U3] V3<3(; ]K <3_k ~3] T_UJ·V« u5 ~3] 2 3« 35"U5 
U"] 3=« ; A <_+ Aü/ ·Kk (; U5 ist "U~ ~3] +_· ! ! 3_K Ü_3~3]~]ü · ) 3U ~3+ 
(; U53U j v[<[ (; ]K[ + <_+ ; "4 / l 1 ·K >3]5]ö ß 3]=k : U=3] : K+=ä U~3U _+= 
; "· ! 3_UK; ( ~_3 6 ]3! ; · ! +3 43+=ü ; <3] ~_3 R; += « ä( ?4 +_· ! ~; UU ; "4 ~3K 
V[ <3( dx_5k 12). 

Belsptel 7. T_U3 ;" + ?« 3_ Vä (4=3U <3+=3! 3U~3 (; U53 9 3_U_5"U5+=][ KK3( 
V[ (( ~"]· ! ~3U V; U~! 3<3( U; · ! x_5k %A4_r +[ >3]+· ! ([ ++3U « 3]~3Uü ~; ß _U ~3] x"53 
>[ U ü° = uü/ ·K ä=ä ]) 3 3_U K_==(3]3] MU• ][ ++"U5+~]" · ) >[ U 1) I p ; = ! 3]]+· ! =k 
6 _3 V3<3(>3]<_U~"U5 ü ü= _U M<+=ä U~3U >[ U a ugg ·K ; U53<]; · !=. ~_3 V3<3(c 
; ]K3 +_U~ (1 -" l ·Kü l2 I wg ·Kü l~ - = / / ·Kk MU?"53<3U _+= ~_3 ; K V3<3( (2 
3]4[ ]~3](_· ! 3 S ]; 4= 1k 

1 K 5[ V· ! ([ +; ·U·U H"+=; U~3 5_(= CJ =- a · ,) · p . 6 ; K_= 3]5_<= +_·! U; · ! 
°n[ UU· ( (2a) 

p 
2 

Jz z · uü/ · p · l \ =l ( 
lwg I ür ·5ü 

"U~ ~_3 <3_K T_U(353U >[ U ~3K M]<3_=3] ; U ~3K ; "45·+[=?=·U ( v·<3( ; "4?"  
« 3U~3U~3 S ]; (=k <3=]ä 5= 

\ / · ° ° c A\ ü0 ) 5k 
üPz 

Beispiel 8. MU?"53<3U _+= ~3] 5]ö ß =3 M"++·! (; 5 ~3+ >[ U 3_U3] ä=·• ! ·U+[ U 
(- " 4_(lüV3 53+=3"3]=3U 6 ; K•4+· ! _[<[ ]+ <3_ V3<"U5 [ ~3] ä3U) "U5 ~3] S "(_++3 "K 
~3U 2 3=]; 5 h d Flg. 13). 

f 3?3_· ! U3= _+= ~_3 ä=3(("U5 ~3+ ä· ! _3<3]+ü <3_ ~3] +_· ! ~_3 V; "•=) "]<3( B 
~3] , ; +· ! _U3 _U ~3] ß [ =(; 53 <34_U~3=k M"4 ~3] V; "• =« 3((3 +_=?3U ~_3 <3_~3U 

A 
T 

C 
R 

C 
f 

C 

B 
Jun_5k 1 ; k 

° üß _=[ ü· K_R ~3] ) (· _uuguu (°Ouhk· uuR]_üuü_=ü ü= r, ~ _[ 5·5=°U ~_3 j lauptkurhcl " uuu ~_3 
11u-l Z( Vz f b _U ~3] ö [ ]« ä ]=+c <?« k 9 ü · ) « ä ]=+~]3! ]_· ! ="U5 >3]+3=?= +_U~k 6 ; + 

ö z (nG; ]=4l(3O?[ U=[ ] 5]3_4= <3_k ~3U [ 443U3U TO?3U=3]+=; U53U l ; K [ <3]3U S "(_++3U 
[ UZ3 A ; Uü ~; + 9 __· ) « ä ]=+[ O?·U=[ ] ; K "U=3]3U TU~3 B. 6 _3 S "(_++3ü ~_3 +_· ! 
<3_ü ~3° k ö [ ]+=3(("U5 ~"]· ! ~3U ä=3_U hr >[ ]+· ! _3<=ü _+= _U _! ]3] , _==3 O • 3U~3(U~ 
; "453! ; U5=k 

, °Uk [ U=° _]UK= ~3] x_5k uwü ~; ß ~; + ; K C"U) =3 A ; U5]3_43U~3 TO?3U=3] "K 
~3U G K) 3( ä + (31 ?U]ü · ) 53+· ! [ ! [ U « [ ]~3U K" ß ü ~; K_= ~_[ S "]<3( r _! ]3 , _==3(c 

unr (un]3~[ ]) _uu5ü ((üuuu[ _U;ü5cÜ; 3(J]_· !R guu WH). 



D 6 3] V3<3(k 

(; 53 _U <3?"5 ; "4 ~_3 ß]3_<]_·! ="U5 OA 3]! ä (=k 6 ; KK ~3] M"++·! (; 5 _U (=_·! =uuuu5 
r 

~3] V; "•=; ·! +3 OD r _+=ü Dg <3=]ä 5= 3] _uu 9_· ! ="U5 ~3] 53U3_5=3U M·("cm7z M u · [ Muüu 
6 ; + ! 3_ß =ü ~3] C"U) = A <3« [ 5= M_·! +[ ü ; (+ « 3UU or >[ U einem (°O½ -nU=[ (n K_= 

r 
~3K V; (<K3++3] h° ; U53=]_3<3U « _]~ü ~; V "U=3] ~3_U G _U) 3( mrdr h ür u /1 = · [ + u1 
5353U ~_3 V; "• =) "]<3( R _U ~3] 6 ]3! ]_·! ="U5 >·]; 3=?= _+=k 6 ; + (°U=+• ][ [ (VnuV([ 
5_(= 4ü ] ~3U MU=]_3< ~3+ C"U) =3+ H. 

G _]~k '3=?= ~3] C"U) = B 3_UK; ( ; (+ 43+= ; U53+3! 3Uü +[ >3]+·! _3<= +_·! ~3] 
C"U) = D "U=3] ~3] T_U« _]) "U5 ~3+ ö [] « ä ]=; ·O?3U=3]+ "K ~[ U ß ·=]U5 

r C j- / 
· [ +hcJu 2c ' 

a dl_r 

"U~ « 3UU '3=?=ü A >[ ]ü <3]53! 3U~ ; (+ 43+= ; U53+3! 3U « _]~ü +[ >3]+· ! _3<= +_· ! /J 
"U=3] ~3] T_U« _]) "U5 ~3+ 9 ü· ) « ä ]=+3O?·U=·]+ "K 

b - 
· [ +hu2 2c 

vU ~3] 9_·! ="U5n ~3] , _==3(; · ! +3ü _U ~3] +_· ! ~3] ä=3_U f) ; ((3_U >3]+·! _3<3U ) ; UUü 
3]! ä (= K; U ! _3]; "+ ~_3 _U x_5ü u\ 3_U53=]; 53U3U ö 3]+· ! _3<"U53Uü ~_3 +_· ! Ho 
; ~~_3]3Uü ; (+ [ < +_3 ! 3]>[ ]53]"43U « ü ]~3U >[ U 3_U3K , _==·(3O?3U=·] ]0, ~; + ; "+ 
~3U <3_~3U a "U~ b U; ·! 3_3]U 9 ; =? >[ ]U ö · ]+· ! _·<"U5+~]3_· ·) d 3U=+• ]3· ! 3U~ 
~3K >[ K S ]ä 4=3~]3_3·) ü +k Bd. 111) 3]! ; (=3U « _]~k 

, ; U 3]+_3! = ; "+ x_5k uwü ~; ß <3_ 5; U? 53+3U) =3] S "(_++3 nur ~; + ö [ ]« ä ]=+ 
3O?3U=3] r "U=3] ~3K ö [ ]3_(« _U) 3( <) ~3U ä=3_U <33_U4(" ß = "U~ <3_ _; U? 53! [ <· uu3u· 
U"] ~; + 9 ü · ) « ä ]=+3O?3U=3]k G _]~ ~_3 9 3· ! U"U5 "U~ S [ U+=]") =_[ U 4ü ] >3] 
+·! _3~3U3 S "(_++3U+=3(("U53U ~"]· ! 534ü ! ]=ü +[ 3]5_<= +_·! ü ~; ß ~_3 TU~• "U) =3 
~3+ , _==3(3O?3U=3]+ ; "4 3_U3] S "]>3 A'D'C' 13' (_353Uü "U~ ~; ß ~3] >[ U ~3]· 
ä=3• ! 3U+[ UcS "(_++3 ; U53=]_3<3U3 ä·! _3<3] +_·! <3_ ~3] ö 3](35"U5 ~3] S "(_++[ 
; "+ ~3] ö [ ]« ä ]=+c <?« k 9 ü · ) « ä ]=++=3(("U5 _U ~_3 K_==(3]3 Ü"((+=3(("U5 "K ~3U 
2 3=]; 5 s >3]+·! _3<=k 

ä_U~ ~_3 TO?3U=3]+=; U53U U_·! = [ 443Uü « _3 _U 4ö 5k ulwü +[ U~3]U 5· ) ][ " üc.=ü HO 

5]3_4= ~; + ö [ ]« ä ]=+3O?3U=3] ; K "U=3]3U S "(_++3U• "U) = B ; Uk xü ] ~3U Ü3! "< 
_U 9 _·! ="U5 ~3] M·! +3 OB _+= '3=?= ~; + [ <3]3 9 Oüc.3U=3] 11n1 ~3U 2 3=]; 5 <) /11 
?"]ü · ) ?"?_3! 3Uü ~; K_= 3+ +3_U3 , _==3((; 53 3_UU_KK=k 6 3] C"U) = B « _]~ ; (+[ +[ 

; U53=]_3<3Uü ; (+ « 3UU 3] >[ U 3_U3K TO?3U=3] _!_(:o K_= ~3K ö [ ]3_("U5+c 
·[ + nu 

« _U) 3( <5 ß1 <3« 35= « ü ]~3k 6 ; + T]53<U_+ _+=ü ~; ß +_· ! ~_3 S "]>3 A' 13' ~3] 
x_5k u\ K_= ~3K M"++·! (; 5 s "K53) 3! ]= ; U ~_3 ä[ ! U3 A'B' ; U(35=k 

r C h (0) 

Beispiel 9. 6 ; + T_U(; ß >3U=_( 3_U3] 6 ; K• 4K; +· ! _U3 
U; ·! x_5k u/ >[ K 5]ö ß =3U V"< s - 24- KK ! ; <3 ~_3 
M<K3++"U53U h - u0/ KKü 

dl Aggü <l„ _+[ ü 
b u ci :3 , b; - - lw ü 

d3 

lwDü 
0ü 

da 1 d_ _U Kü 
b - 8 ,, . 

k x_5k 14. x_5k u/ k 

MU?"53<3U _V= ~_3 K ]; 4=kü 
~_3 <3_K MU! [ <3U 3] 
4[U(3](_· ! _+=ü « 3UU ~zvn 
6 ; K• 4~]"·) p - l.2 ; = <3 
=]ä 5=k 

6 ; + ö 3U=_( _+= 3U=(; V=·= 
<_+ ; "4 ~3U +·! K; (3U 9_U5 
>[ K ä " ß 3]3U 6 "]· ! K3+ 
ser d1 1 A h.u Agü0 cm 
"U~ >[ K _UU3]3U 6 "]· !  
mosser d2 2 h2 1 H,:~ cm. 
6 3KU; ·! __l.= ~_[ S ]; 4= 



6 3] V[ <3(k p 

J> : · dAgü0 1 J mrüwr · dAgüg u ü ülwr · J A \ Dp ) 5k 

( (_3]?" triU noch die Npi11dolrcib11ng mit P' u0 ) 5k ucl([ « _[ ~; + ö 3U=_( ; U53! [ <3U 
iHL, iHt uuuuu· U[ · ! ~_3 Npindelrnibung zu ü <[ ]« _" ](·Uk 

2 3_ ~3U G ü ü(?! 3<· (U H) O_U~ ?« 3_ M"+4ü !] "U53U z11 "U=3]+·! 3_~3Uü 
( v·<[ ( K_= <3« 35(_·! 3K ( ("! • "U) = U; ·! b,ig. u0 "U~ +[ (· ! 3 K_= 43+=3K 
V"<• "U)= U; ·! )1,ig. u1k 6 3] MU5]_44+• "U) = ~3] TO?·U=·]+=;U53 ! 3_ß = 
~3] ßn][_<• "U)=k 6 ; K_= ~_3 2 3« 35"U5 ~3+ ö 3U=_(+ +=[ ß 4]3_ 3_U53(3_=3= 
"U~ <33U~3= « _]~ü K" ß im M"53U<(_·) +3_U3+ V"<<35_UU·+ <?« k Ü_3~3] 
+·=?·U; ~_3 V3<3(ü <3]+3=?"U5 5; uu? [ ~3] « 3U_5+=3U+ U; ! 3?" Ü"(( +3_Uü 

~; '; ~_3 2 3« 35"U5 ~3+ ß]3_<• "U)  
=[ + _U ~_3+3U M"53U<(_· ) 3U 3_U3 5; U? 
<3+=_KK=3 3U~(_·! 3 _+=ü ~_3 +_·! ; "+ 
~3K ä=3"]"U5+K··! ;U_+K"+ 3]5_<=k 

·. J!'ig. u0k JTig. 17. 

J 11 u1,ig. uD +3_3U A ~3] <3« 35(_· ! 3 V"<• "U) =ü B ~3] ß]3_<• "U) = 
~3V G ä (?! 3<3(Vü 0 ~3] 2 3]ü ! ]"U5+• "U) = ~3+ V3<3(+ K_= ~3] G ä (?<; ! Uü 
d <?« k gA ~_3 S ]ü KK"U5+K_==3(• "U) =3 ~3] 
ß 3]ü ! ]"U5V+=[ (([ >[ U V[ <3( "U~ G ä (? <; ! Uü 
·°_[ K_= O ; "4 ~3]+3(<3U 2 3]ü ! ]"U5+U[ ]K; ([ 
(_353U Kü ++3Uk 2 3« 35= +_·! A ; "4 ~3] R[=c 
]3·! =3U "K 3_U +3! ] ) (3_U3+ ä=ü · ) U; ·! A', B 
+[ <(3_<= >[ ](ä "4_5 U[ ·! ~3] M<+=; U~ ~3] 
S 3_! UK"U5KU_==3(• "U) =· Op2 "U>3]ä U~3]= 
"U~ü da ~_3 G ä (?<; ! U 43+=(_35=ü muß +_·! 0u 
; "4 3_U3K S ]3_+<[ 53U "K g2 U; · ! g_n <·c 
ll°4[ U ~[ K]=ü ~; ß A'0~ -= A01 _+=k 6 ; K_= 3]c 
a =8 man ~3U U3"3U ß]3_<• "U) = 13' aus ~3] 

2 ° ·! U5"U5ü ~; ß ~; + 6 ]3_3·) A'0iB' ''-i A0J3 
+3_U K" ß ü « 3_( ~3] V3<3( ' ; +=; ]] _+=k 

H_3! = ma,11 A0 +3U) ]3· ! = ?" AA ', +[ _+= 
C"U) = O ~3] ; "5[ U <(_· ) (_·! 3 6 ]3! • "U) = ~3+ 
ganzen V3<3(+ü ~; 3] ; "4 3_U3] ä3U) ]3·! =3U ?"] 2 ; ! U AA' "U~ 3<3U+[ 
; "4 3_U3] ä3U) ]3· ! =3U ?"] 9 [ ((=; U53U=3 53([ 53U _+=ü 6 ; + V·<3(>3]c 

� 
Jlß_5k v Dk 

6
) v( [ (? 3 ]ü Hk ~k ö k ~k uk _[ [ +k 
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! ä (=U_+ _+= ~; UU l1 : (2• 6 ; K_= ~; + Ü <3]+3=?""5+>3]! ä (=U_+ g « _]~ü 
K"ß _U ~3K <3=]3443U~3U M"53U<(_·) ~3] 23]ü ! ]"U5+• "U)= O ; "4 
~3] V"<53]; ~3U AA' (_353Uk 6 _3 23« 35"U5 53!= U"] ~; UU ]3_U 
« ä (?3U~ [ ! U3 f( 3_=3U >[] +_·! ü « 3UU ; U '3~3] ä=3((3 O "U~ O ?"+; K uuuguuc 
4;((3Uk M"+ <3_~3U 23~_U5"U53U 4[(5= +[4[]= U[ ·! ü ~; ß _K MU4; U5+• "U) = 
~3] 2 3« 35"U5 ~_3 G ä (?) "]>[ +3U) ]3·!= ?"] f 3]; ~4ü ! ]"U5 AA' >[ ](; "43U 
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6 3] V[<[ (k u/ 

(Yl / 0° \ g° A0° u0° [ [ [ [ 
/1 11g 0A° 0 / \ ° / g_ 0 1w°0 

COR ff güAA/ g gü\ drrD güf D1D gü0w0u güAD\ g 
·Kü 0< gü/ / mrA gü1f ß g güDpDD güp0uw j üg uüg 
+_U C\' güDAVg gü0\ AD gü\ l½D\ güA1/ 0 g g 

(t =üA 0pü/ n,r, 1\ ü[ 0\ ·K 
b pA !)4 ugA p0ü ugA (gwü ug\ c p/ " C c uDü/ c ugü/ cAü/ B1 B\ A ,, 

ccccc c 
a, 

b gü01\ g gü1l(ü f [ k3+l 5 gü10/ D gü1Ag/ gü1Ag gü01wD 

C 

b gügAgJ güg(uA c güugwg c gügA0g gügA\ / Bgüg0Dg 1 güg01w Bgü\\cAA 

(J g g g \ gg uA/ g ) 5 

1f g DwA JgD/ ugAg ulUlw u/ / / A0\ g w\ pg ) 5 
j1d_ J/ D u\ p ulw1 uwl° uuA g g " 8 pA0 mrpg jAl(\ uu/ 1 j\ \ c0 uk001 A0\ g w\ pg ) 5 

p 80!) ü 1A uA\ / J A°u1 u/ w/ u11p App\ w/ 0u 
\c/ A 1\ \ p/ \ (((A umwDu u1ug App\ w/ 0u ,. 
A1A /1 D 0/1 Dug pAu u\ Au u/ AA 1g\ ± 

II 1A\ uwAA ~ upAA AwgA wuAA \ / u0 \ A0/ ) 5 

6 _3 V[ <3(; U[ ]~U"U5 ~3+ f ]3_43]+ _U x_5k A1 « _]~ ; (+ "K53) 3! ]=3] 
S U_3! 3<3( <3?3_· ! U3=ü « 3_( ~_3 H"5) ]; 4= ~3U ü <· ]+="K• 43U G _U) 3( ~3] 
<3_~3U S U_3! 3<3( ! ; (<_3]=k 6 ; + K3·! ; U_+·! 3 S 3UU?3_·! 3U ~3] S U_3c 

F'.ig. ADk 

! [ <3( _+=ü cla,ß ; K TU~3 ~3] 2 3« 35"U5ü <3_K 3_53U=(_· ! 3U S U_3! 3<3( 
U; ·! ~3] 9=]· · ) (; 5[ ü <3_K KU53) 3! ]=3U U; [ ! ~3] S (; • • (;53 ! _Uü ~_3 
>[ U _! U3U auRgeü.bto S ]; 4= 5; U? [ ]! [ <(_· ! ; U+=3_5= G _5k A/ rk , ; U 



j/j 

16 6 3] V3<3(k 

<3?3_·! U3= ~3+! ; (< [ 4= '3~3 <3(_3<_53 V3<3(>· ]<_U~ "U5ü ~_3 ~; ++3(<3 
(3_+=3=ü ; (+ S U_3! 3<3(>3]<_U~"U5k 

ßeispiel 15. MU?"53<3U _+= ~3] C]3ß ~]"·) ü ~3] >[U ~3] f ü (~U3]+·! 3U Ü_3= 
K; +·! _U3 U; ·! x_5k AD 8) ; "+53ü <= « _]~ü « 3UU ~3] H}(_U~[ ]~"]·! ]U·++·] cl lwgümn_·K 
<3=]ä 5= "U~ ~3] C]3ß ("4=ü <3]~]"·) p 1 ;=ü "U~ ?« ; ] 4ü ] >3]+·! _3~3U3 =P_ü3(c 
("U53U ~3+ S [ (<3U+ >[K V"< s Ap ·Kk 

1/, 

N N Qv 
x_5k A4(k J_n_5k :m 

6 _3 V3<3(>3]<_U~"U5 _+= _U x_5k Ap 4ü ] ~_3 MU4;U5++=3(("U5 <3+[U~3]+ !3]; "+ 
53?3_·!U3=ü _U x_5k wg 4ü ] ~_3 TU~(; 53k 6 ; ]"U=3] +_U~ ~_3 ?"53! ö ]_53U S]ä4 =3c 

.r 

x_5k wuk 

a 

är 9·! (39_U53]ü 7,, cl. ö k ~k T. upg1k 



6 _3 V3<3(« ; 53Uk u1 

~][ _· · ) [ 5·+3=3=ü ~; + ~3] x_5k wg _K ! ; (<3U , ; ß +=; < ~[ + ~3] x_5k Apk vU x_5k wu 
+_U~ j g >3]+· ! _3~3U3 R; 53U ~3] V3<3(>3]<_U~"U5 ?"+; KK3U5·?3_[ ! U3= "U~ ?« ; ] 
4ü ] ~_3 S [ (<3U+=; U53U(ä U53 l0 . - 0\ ·Kü ~_[ 6 ]" · ) +=; U53U(ä U53 (u I w0 ·Kü ~_3 
H"5+=; U53U(ä U53 l2 --= 1A ·Kü ~_3 TO?3U=]_?_=ä = a I güD ·Kü ~_3 ~3U ä=3K• 3(! "< 
h = ugüD ·K 3]53<3Uk 6 _3 3U=+• ]3· ! 3U~3U C]3ß ) ]ä 4=[ Q 3U=! ä (= ~_3 4[(53U~3 
H"+; K]U[ U3=[ (("U5ü ~3]3U G [ ]=3 _U x_5k wu 3_U53=]; 53U +_U~k 

8 
0 A 3 \c uw 0 1 8 9 Jz LO - 

Q 4,8 1üA[ pülwuw .l2,0 J/ ü/ 19,63 Auwüg wuüAuw 42,80 1wü1/ L66,G =k 

2. nie Ilebolwagen. 
T_U3 « _·!=_53 MU« 3U~"U5 -([ + V3<3(+ <_(~3U ~_3 V3<3(« ; 53Uk 6 _3 

>3]<]3_=3=+=3 _9= ~_3 5(3_·! ; ]K_53 V3<3(« ; 53 U; ·! x_5kwAk v! ]3 
« ; 53]··!=· 6 ]3! ; ·! +3 O « _]~ ?"] ö 3]K_U~3]"U5 ~3] 9 3_<"U5 ~"]·! 
?« 3_ ä=; ! (; [ ! U3_~3U 53<_j](3=ü ~_3 ; "4 ?« 3_ K_= ~3K f 3+=3(( >3]<"U~3U3U 
C4;UU3U (; 53]Uk vU 5(3_·! 3K M<+=; U~ l >[ U ~3] 6 ]3! ; ·! +3 <34_U~3U 
+_·! <3_ A "U~ B 3<3U4;((+ ä·! U3_~3Uü ; U ~3U3U ~_3 <3_~3U G ; 53+·! ; (3U 
>[ U 5(3_·! 3K f 3« _· ! = ! ä U53Uü uuuu~ ?« ; ] (_353U ~_3 ~]3_ ä·! U3_~3U AOR · 
_U ~3]+3(<3U T<[U[ k 6 3] G ; 53<; () 3U =]ä 5= U[ ·! 3_U3U H3_53] >[ U ~3] 

Rä U53 r, ~3] <3_ « ; 53]3·!=3] R; 53 
~3+ 3]+=3]3U ; "4 ~3K Ü"((• "U) = 
3_U3] 5(3_·! Kä ß_ 53U ß3_("U5 +=3!=k 

trig. l°Ak 

A i 

~lB 
G Q 

x_5k wwk 

6 ; K_= U"U ~_3+3 R; 53 3_U3 +=; <_(3 f( 3_·! 53« _·!=+(; 53 ~3+ G ; 53cl 
<; () 3U+ _+=ü K"ß U; ·! 2 ; U~ v M<+;=? u\ +3_U ä·! « 3]• "U)= S "U=3]! ; (< 
~3] : U=3]+=ü =?"U5 O (_353Uk x_3(3 S K_= O ?"+; KK3Uü +[ « ä ]3 ~3] 
nE; 53<ucu() 3uu ' ; _U '3~3] R; 53 _K "U3U=+·! _3~3U3U f( 3_·! 53« _·!= "U~ 
~_[ G ; 53 ; (+[ "U<]; "·! <; ]k 6 ; ]; U ä U~3]= +_·! U_·!=+ü « 3UU ~_3 5(3_·! 
V·<« 3]3U ä·! ; (3U "U~ 5(3_·! 3 f 3« _·!=3 <3_~3]+3_=+ 4]3_ <3« 35(_·! ; U 
53! ä U5= « 3]~3Uk 

v+= ~; 5353U ~_3 R; += Q "K 3_U 53]_U53+ Ü <3]53« _·!= Q' 5]ö ß 3] ; (+ 
~; + °"4 ~3] ; U~3]3U ä·! ; (3 +=3! 3U~3 ö 3]5(3_·! +53« _·!= P, +[ ~]3!= +_·! 
~3] 2 ; () [U 3=« ; + U; ·! ~3] ä3_=3 >[ U Q. 6 ; <3_ =]_== U"U ~; + "K ~_3 
ä=]3·) 3 h "U=3] O ; U·]3_43U~3 T_[c3U53« _·!= G ~3+ 2 ; () 3U+ ; "4 ~_3 

~ c < < 
; ul 3]3 ° [ _=[ "U~ "U=3]+=ü =?= +[ ~; + ~[ ]= ; U53<]; ·!=3 f 3« _·!= P K_= 
HOl~em , [ U(·U= ~3]; ]=ü ~; ß U; ·! 3_U3K <3+=_KK=3U M"++·! (; 5 "K ~3U 
G _U) 3( IX « _3~3] f( 3_·! 53« _·!= <3+=3!= dx_5k wl° rk 6 _3 , [ K3U=3U 
5(3_·! 1K5 ! _3]4ü ]k (; "=3=kl 

Q · l · · [ + rx, P · l · [ [ + 1X I O · h · ä Ü v (Y. 
k~/ 

St 3 P ha n, n(n· · ! U=+[ ! 3 Mechanik. IJ. A 



uD 

[ ~3]ü ~; Q - P I Q' _+=ü 

6 _3 V3<3(« ; 53Uk 

Q' I G · h • =5 a. 
l 

(12) 

xü ] 3_U3 <3+=_KK=3 G ; 53 +_U~ ~_3 f ]ö ß 3U G, 7i "U~ l UU>[ ]ä U~3] 
(_3! ü « 3UU K; U ~; >[ U ; <+_3! =ü ~; ß ~_3 ä=]3·) 3 h ~"]·! 3_U ä·! ]; "< 
53« _·! = 3=« ; + >3]+=3((= « 3]~3U ) ; UUk 6 _3 ß; U53U=3 ~3+ M"++·! (; 5 
« _U) 3(+ U_KK= ?« _+·! 3U ex I g° "U~ pg° ; ((3 G 3]=3 ?« _+·! 3U z "U~ g> 

; Uü +[ ~; ß K; U +·! 3_U <; ] '3~3 
<3(_3<_53 Ü <3](; += Q' [ ! U3 MU c 
« 3U~"U5 >[ U ö 3]5(·_·! 5[ « _·! =3U 
U"] ~"]·! ~3U M"++·! (; 5« _U) 3( 
K3++3U ) ; UUk 

, ; U K; ·! = ! _3]>[ U f 3<]; "·! 
<3_ ~3U f ; ]U c "U~ 2 ]_34« ; 53U 
U; ·! x_5k w\ k 6 _3 53?3_·! U3=3 
ä=3(("U5 _+= ~_3 f (3_·! 53« _·!=+ 
(; 53 ~3] "U<3(; +=3=3U G ; 53ü _U 

x_5k :!4-. ~3] ~3] ä·! « 3]• "U) = S ~3+ G ; 53c 
<; u) 3U+ "K die ä=]3·) 3 h +3U)  

]3·! = "U=3] ~3] 6 ]3! ; ·! +3 O (_35=k G _]~ '3=?= _U ~3U V; ) 3U <3_ A 
3_U3 R; += Q 3_U53! ä U5=ü +[ U_KK= ~_3 G ; 53 3_U3 U3"3ü "K ~3U G _U 
) 3( ex 5353U ~_3 3]+=3 53U3_5=3 R; 53 ; Uü "U~ ?« ; ] « _]~ 

Q · l · ·[ + ex I G · h · +_U ex 
[ ~3] 

h 
Q :-: G · · tgex l duA;kr 

v+= ~3] M"++·! (; 5 4ü ] ~; + f 3« _·! = Q I ug 5 3]]3·! U3=ü +[ 3]K_==3(= 
+_·! U; ·! f( 3_·! "U5 (12 ; r ~_3 « 3_=3]3 ß3_("U5ü _U~3K K; U ; "4 ~3] 
ä3U) ]3·! =3U ?" OB, ~3] ß; U53U=3 ; U ~_3+3U M]Kü ~_3+3(<3 Rä U53 5(3_·!  
Kä ß_ 5 ; "4=]ä 5= "U~ >[ U ~3]_ ß3_(• "U) =3U ~_3 ä=]; ! (3U U; ·! O ?_3!= 
dx_5k w\ rk , ; U <3K3]) =ü ~; ß · +_·! ~_3 ß3_(+=]_·! 3 ; "4 ~3K , 3ß <[ 53U 
<3_ 5]ö ß 3]3] 2 3(; +="U5 _KK3] Uä ! 3] ) [ KK3Uü « 3+! ; (< ~_3 MU« 3U~ 
<; ]) 3_= ~3] G ; 53 U"] ; "4 M"++·! (ä 53 <_+ ?" 3=« ; \ g° <3+·! ]ä U) = <(3_<=k 
, ; U >3]~[ • • 3(= ~3U , 3ß <3]3_·! ~; ~"]·! ü ~; ß K; U _U ~3] MU4;U5+(; 53 
~3U V3<3(; ]K l "K 3=« ; \ g° U; ·! [<3U 5353U ~_3 G ; 53]3·!=3 U3_5=ü 
« ä ! ]3U~ U; =ü ](_·! ~3] ä·! « 3]• "U) = S ~3+ G _U) 3(! 3<3(+ ([=]3·! = "U=3] 
~3] M"4!ä U53; ·! +3 O (_353U K" ß k 6 ; UU ) ; UU ~_3+3(<3 ß3_("U5 >[ U ~3K 
C"U) = g ~3] x_5k w\ U; ·! ]3·! =+ "U=3U U[ ·! K; (+ ; "453=]; 53U « 3]~3Uk 
6 3] M<+=; U~ ~3] 3_U?3(U3U ß3_(+=]_·! 3 _+= ; (+[ <3_ ~3] ! ; (<3U 2 3(; +="U5 
~_3+3] G ; 53 ; K 5]ö ß =3Uk 

Beispiel 16. T_U3 , ; =3]_; (• ]ü 4K; +· ! _U3 4ü ] ~_3 Vö ·! +=<3(; +="U5 Q Dggg ) 5 
! ; <3 ~3U 5]ö ß =3U M"++·! (; 5 ex I A\ °. v! ] ) (3_U3] V3<3(; ]K >[ U ~3] Rä U53 l 
I gü1/ ·K +3_ _K 9 "! 3?"+=; U~ "K . 5353U ~_3 G ; 5[ ][ ·!=3 U; ·! [ <3U 53U3_5= 
"U~ bei ~3] Jlü<ilrnLbo]aRt,l111g uuuuu ~3U 5(3_·! 3U Winkel U; ·! "U=3Uk 6 ]c] (; U5[ 



6_3 V[ <3(« ; 53Uk rn 
V[ <3(; ]K ! ; <3 ~; + T_53U53« _·! = g0 - ukuü/ ) 5ü ~3++3U ä· ! « 3]• "U) = _K M< 
+=; U~3 ! 0 , ·K >[ U ~3] 6 ]3! ; · ! +3 ; U5][ _4= . _K M<+=; U~3 h I ugg ·K « _]~ 
~; V V; " • =53« _· ! = G ; U53<]; · ! =ü ~3++3U f ]ö ß 3 <3+=_KK= « 3]~3U +[ ((k 

v=+ 5_(= ~; UU 4ü ] ~_3 , _==3(+=3(("U5 
Q . l -= (G · h cu (10 • ! 0) • +_U ° A 

11 _3];k"+ folgL 

(/ 
(J - . Oo . ho ( ggg · gü1/ 

A k (X h h güAg1mr · 100 
sm 

A 
K_=! _U 

d ukwr 

11 r. 04 
'> uggn 

U - , üuu cc 0üAu \ 1ü6 ) 5k 
Helsplel 17. x ü ] 3_U3U G ;5 3U<; () 3U U; · !k Fig. wA +3_3U 4[(53U~3 M<K3+ 

M"U53U 3]K_==3(=l G (ü[ gD ) 5ü h :;._.:: uü/ g ·Kü l --= A/ üv ·Kü TU=43]U"U5 ~3] 
"U=3]3U ß3_("U5 >[ U ~3] 6 ]3! ; · ! +3 r-=-- 8lug ·Kk MU?"53<3U _+= ~3] M<+=; U~ ~3+ 
nvn3_(+=]_[ ! [ + >[ ]U Ü"((• "U) =ü ~3] 3_U3K Ü <3]53« _· ! = Q' =-= Jz 5 ·U=+• U·! =ü 

, "U orhii,IL aus Gleichung duAr 
Q' l gügRz A/ ü( 

=53O ll88lll d% k h - u.m/gD · uügg I z ü( (( 

I!' ü ] ~3U H« 3· ) ~3] 9 3· ! U"U5 ) ; UU 53U; " 53U"5 ; U ä=3((3 ~3+ ) (3_U3U 2 [ 53U+ 0< 

V3_U3 ß ; U53U=3 5333=?= « 3]~3Uk 6 ; K_= 3]5_<= +_· ! ~_3 53+" · ! =3 Rä U53 
x I r · 3O ·cckü wg · güuuu ·c[ wüww ·Kk 

Belsp lel 18. H" <3]3· ! U3U _+= ~_3 2 3(; +="U5 Q' ~3] G ; 53 ~3+ 2 3_+• _3(+ u1ü 
~_3 4ü ] 3_U3 Vö · ! +=<3(; +="U5 >[ U Agü/ ) 5ü 3_U+· ! (_3ß (_· ! ~3] ä · ! ; (3U >[ U je güA/ ) 5 
f 3« _· ! =ü 53<; "= _+=ü <3_ « 3(·! 3] ~3] H3_53] U[ · ! 3_U3U M"++· ! (; 5 >[ U x I v mm 
; U5_<=k 

MKü ~3] f( 3_· ! "U5 d 12) 4[(5= K_= x ·c[ r · =5 3O "U~ ~3U [ <_53U H; ! (3U« 3]=3U 

, G h x g uü/ g güu g w Q -= • l r I (f D k A/ üuk wg I ük 5k 

44ä l° _9= ; (+[ ~; + ö 3]! ä (=U_+ 
Q' ngüw 

e-= Q I Ag/ gg 
l 

68333 
, ; U <3?3_·! U3= ~; + ö 3]! ä (=U_+ ~3] H"+; =?(; += Q', ~_3 U[ ·! 3_U3U 

~3"=(_·! 3U M"++·! ("5 x ; U ~3] H3_5·]+• _=?3 5_<=prü ?"] 2 3(; +="U5 Q ~3] 
G ; 53 ; (+ _! ]3 TK• 4_U~(_·! ) 3_=l 

Q' G h 
e I Q- I Q l 

X 

r 
(14) 

°_3 3U=+• ]_·!= "UK_==3(<; ] ~3K f 3« _·! = ~3+ G ; 53<; () 3U+ü +3_U3K 
ä·! « 3]• UU) =+; <+=; U~ >[ U ~3] 6 ]3! ; ·! +3 "U~ -(3]U 53« ä ! (=3U M"+ 
+·! (; 5 ° ü ~3] _K 53« ö ! U(_·! 3U R3<3U ]"U~ 1 KK <3=]ä 5=ü <3_ 43_U3U 
G ; 53U vU ~3] V; U~ 3_U3+ +[ ]54ä (=_53U 2 3[ <; ·! =3]+ ]"U~ güA KK ; "+ 
]U8° ·!=. +_3 _+= "K53) 3! ]= 3U=+• ]3·! 3U~ ~3] <3=]3443U~3U 2 3(; +="U5ü ~3] 
°; U53 ~3+ G ; 53<; () 3U+ "U~ ~3+ H3_53]+k ä_3 « _]~ "U=3] +[ U+= 5(3_·! 3U 
ö 3]! /ü(=U_++3U ; K ) (3_U+=3U 4ü ] ~_3 Vö ·! +=<3(; +="U5 ~3] G ; 53ü '3~[ ·! 

m
1
) La,w:ui1/,ok, D. • k ,T. l~(Hi. 



Ag 6 _3 V[ <3(« ; 53Uk 

_+= ~; + U_·!= K3! ] <3K3])=3 x3! (53« _·!= Q' <3_ '3~3] 23(; +="U5 3_U3] 
]_·!=_5 ?3_53U~3U G ; 53 ~; + 5(3_·! 3k 

Beispiel 19. 2 3_ 3_U3] C]ä ?_+_[ U+« ; 53 +3_ ~; + f 3« _· ! = ~3+ G ; 5[ <; () 3U+ 
G I A1w 5ü ~_3 Vö · ! +=<3(; +="U5 3_U+· ! (_3ß( _· ! ~3+ ä · ! ; (3U53« _· ! =· + >[ U ' [ A/ 5 
Q I / / g 5ü ~3] ä · ! « 3]• "U) =3; <+=; U~ >[ U ~3] 6 ]3! ; · ! +3 h güu/ ·Kü ~_3 Rä U53 
~3] G ; 53<; () [ U l I uAü/ ·Kü ~_3 H3_53](ä U53 r upü/ ·K "U~ ~3] ~3"=(_· ! 
« ; ! ]U3! K<; ]3 M"++· ! (; 5 x -= güA KKk MU?"53<3U _+= _! ]3 :. K• 4_U·((_· ! (]U_R f'. 

4ü ] ~_3 Vö · ! +=<3(; +="U5k 
T+ _+= U; · ! x[ ]K[ ( du\ r 

A1w · güu/ · gügA 
e == / / g · uAü/ · upü/ u0w 1gg · 

G ä ! ]3U~ 4ü ] 3_U3 S ]ä K3]« ; 5[ e I 60 ggg 53Uü 5=ü _+= ~_3+3] G 3]= ! _3] U_· ! = 
; "+]3_· ! 3U~k T] ) ; UU ~; ~"] · ! >3]<3++3]= « [ ]~3Uü ~; ß ~3] G ; 53<; () 3U +=; == 

; "+ , 3++_U5 ; "+ 6 "]; ("K_U ! 3]53+=3((= « _]~ü « ; + +3_U f 3« _· ! = _K ö 3]!ä (=U_+ m• ° . 
>3]]_U53]=k 6 ; ~" ]· ! +_U) = ~_3 TK• 4_U~(_· ! ) 3_= ; "4 '> 

e' J 
\ pA\ gg k 

6 ; + H"+; =?53« _· ! = Q', ~; + <3_ ö [ ((<3(; +="U5 ~3] G ; 53 U[ · ! ~·cU M"+; · ! (; 5 
x I güA mm 3]5_<=ü <3=]ä 5= ~; UU 

/ / g 
Q' I Q · e I \ pA\cgg ·c[ 1•uA K5 ü 

_+= ; (+[ U[ · ! _KK3] ?_3K(_· ! 5][ ß k T+ ) ; UU ~"]· ! ö 3]) (3_U3]"U5 >[ U h ; "4 
güg/ ·K ; "4 ~3U ~]_==3U ß 3_( ! 3]"U=3]53<]; · ! = « 3]~3Uk T_U3 « 3_=3]3 ö 3]]_U53 
]"U5 (_343]= ~_3 2 3[ <; · ! ="U5 ~3] H3_53]+• _=?3 K_= 3_U3] R"• 3k 

T+ _+= U[ ·! ?" 3]ö ]=3]Uü « ; ]"K ~_3 ~]3_ 
A 6 ]3! ; ·! +3U A, 0, B ~3] x_5k 32 _U ~3]+3(<3U 

T<3U3 (_353U Kü ++3Uk 234_U~3= +_·! ~_3 6 ]3!  
; ·! +3 O "K ~_3 ä=]3·) 3 s ü <3] ~3] , _==3 ~3+ 

P 2 ; () 3U+ AB I 2 l dx_5k 35) "U~ _+= ~_3 G ; 53 
_U B "K ~; + ) (3_U3 Ü <3]53« _·!= Q' I Q- P 
K3! ] <3(; +=3=ü +[ (; "=3= ~_3 f (3_·! 53« _·!=+ 

Q <3~_U5"U5 4ü ] ~_3 6 ]3! K[ K3U=3 _U <3?"5 ; "4 
4n x_5k w/ k ~_3 6 ]3! ; ·! +3 O <3_ ~3] 53U3_5=3U R; 53 ~3+ 

2 ; () 3U+ 
Q · (l · · [ + O c s · +_U ex) I G · (h B s) · +_U « + P · (l · · [ + « B s • +_U 3Ork 

V_3]; "+ 4[(5= K_= Q I P + Q' 
Q' · l · ·[ + ex I B Q' · s • +_U ex B G · (h B s) · 2_U ex + 2 · P · s · 2_U ex , 

; (+[ Q' · l 
=5 ex= (Q' + a + A P) · s-!- G · h (15) 

6 3] S (; KK3]; U+~]"·) _K Ü3UU3] +=3((= ~; + f 3+; K=53« _·!= ~; ]ü ~; + 
; U ~3K G ; 53<; () 3U ;U5]3_4=k 6 3] M"++·! (; 5 "U~ ~; K_= ~_3 TK•4_U~ 
(_·! ) 3_= ! ä U5= ; (+[ <3_ 43! (3]! ; 4=3] 2 ; "; ]= ~3] G ; 53 >[ U ~3] f 3+; K= 
<3(; +="U5 ; < "U~ « _]~ "K +[ ) (3_U3]ü '3 5]ö ß 3] -(3] x3! (3] s _+=k vUU3] 
! ; (< ~3] '3« 3_(_53U TK•4_U~(_·! ) 3_=+5]3U?3 +_U~ ~_3 MU5; <3U ~3] G ; 53 
; <3] ]_·!=_5k 
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Belsplol 20. x ü ] ~_3 G ; 5[ U ~3] 2 3_+• _3(3 u1 "U~ uD <?« k -:t9 « 3]~3 ~_3 
u T◄°K• 4_U~(_· ! ) [ _= <3_ >[ ((3] Vö · ! +=<3(; +="U5ü ~3] ! ; (<3U R; += "U~ 
10 

~3] ö [ ((; += 

<3]3· ! U3=ü « 3UU _K 3]+=3]3U x"(( s = gü0 <3=]ä 5= "U~ _K ?« 3_=3U s I gügp KKk 
, ; U 3]! ä (= ; "+ f (3_· ! "U5 d u/ rü « 3UU _U ~3K S (; KK3]; "+~]" · ) ~3+ Ü3UU3]+ 

das )( 3_U3 Q' 5353Uü <3] dem 5][ ß 3U G [ ]=3U G uc A P >3]U; · ! (ä ++_5= « _]~l 
G · h + (G + 2Q) · 8 ::i-; 

e Q · l r 
; (l.[ 4ü ] ~_3 S ]ä ]U·]« ; 53 

ukü/ gD · uü/ cu \ Aü/ gD · güg0 güuk 
Agü/ · A/ ü l wg 

uü/ gD · u ü/ cu AAü/ gD · güg0 güu 
Jgü/ · A/ ü( · wg 

uü/ gD · uü/ uc AüAgD · güg0k güu 
gü1 · A/ üu wg 

1 
wAgDg n 

u 
AgD/ g n 
l 

AAggk 

6 _3 G ; 53 5_<= _KK3] U[ · ! 3_U3U : U=3]+· ! _3~ ; U >[ U 
Ag / gg 

Q; = wA gDg c g• 0\ 5ü 
<?« ü 

Q ug / gg g / g i cAg D/ g ° n 5ü 

1gg 
AAgg -nknr 

g• wA 5k 

xü ] ~_3 7 ! ·K_) · ]« ; 53 K_= 6 "]; ("K_U<; () 3U _+= 
pgüD · güj / + uupgüD · gügp gügA 

el / / gcl uAü/ k upü/ 
mrgüD · gü u/ f- 0pgüD · gügp k gügA 

e2 300 · ] Aü/ 19,5 
pgüD · güu/ + up/ üD · gügp gügA 

33 I / / · uAü/ · upü/ 

( 
/ / / gg n 

( 
/ gD0g n 

u 
Au\ 0g 

J(_3]<[ _ _+= Q;; ---= ~~ ~~~ - Aü/ 0 K5 ~3] ) (3_U+=3 f 3« _· ! =+"U=3]+· ! _3~ü ~3U ~_3 

G ; 53 <3_ h
g 

2 3(; +="U5 U[ · ! K_= ä_·! 3]! 3_= ; U5_<=. 3] +=3_5= <3_ ö [ ((<3(; +="U5 

; "4 Q~ ~ 
/
°/ °g

/
°
g
°
g
° = = püpA K5k x]3_(_· ! _+= ~3] x3! (3]+ ! _3] +[ 5][ ß ; U53U[ KK3U 

ürür 

G z (nd([ Uü « _3 3] U"] ; "+U; ! K+« 3_+3 >[ ]) [ KK3U ) ; UU k 
k 6 _3 MU5; <3U ~3] G ; 53 « 3]~3U 4;(+·! ü « 3UU ~_3 ä·! ; (3U U_·! = 53U; " °mgu·! ·+ f 3« _·!= ! ; <3U [ ~3] ~_3 V3<3((ä U53U >3]+·! _3~3U +_U~k 6 3] 

uu g ! (3] « _]~ <3+3_=_5=ü « 3UU K; U ~_3 G ä 5"U5 ?« 3_K; ( >[ ]U_KK=ü "U~ 
°« ; ]k <3_ ~[ ] ?« 3_=3U G ä 5"U5 ~_3 R; += K_= ~3U f 3« _·! =3U >3]=; "+·! = k 

k ä_U~ ~_3 f 3« _·!=3 ~3] ä·! ; (3U >3]+·! _3~3Uü ; <3] ~_3 V3<3((ä U53U 
5(° ug! ü +[ 3]! ä (= K; Uü « 3UU ~3] H3_53] ~3] G ; 53 ; "4 Ü"(( 3_U+• _3(=ü 
<3_ ~3] 3]+=3U G ä 5"U5 Q I P1 "U~ U; ·! ö 3]=; "+·! "U5 >[ U f 3« _·!=3U 
"U~ R; += Q-= C2• 6 "]·! M~~_=_[ U <3_~3] f (3_·! "U53U 4[(5= 

Q--=i·(P1+P2), (16) 
~; + « ; ! ]3 f 3« _·! = _+= 5(3_·! ~3K ; ]c_=! K[=_+·! ·U , _==3( ~3] <3_~3U 
MU5; <3Uk 
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ä_U~ ; "·! ~_3 V3<3((ä U53U >3]+·! _3~3U dx_5k wß rü +[ 3]! ä (= K; U <3_ 
~3] 3]+=3U G ä 5"U5 ~_3 , [ K3U=3U5(3_·! "U5 Q · l1 - C1 • l2 "U~ <3_ ~3] 
?« 3_=3U Q • l2 I P A • (u• M"+ ~3] , "(=_• (_) ;=_[ U <3_~3] 3]5_<= +_·! 

Q-{P1·P2, (17) 
~; + « ; ! ]3 f 3« _·!= _+= 5(3_·! ~3K 53[ K3=]_+·! 3U , _==3( <3_~3] MU54u<guuk 

- _i .j 

y ~, 1 

~~~ 
_J LJP A 0 B 

l l:1 Aä l2 

1 
Q,}l Pi,Q 

x_5k w0k °n_5k :n 

Beispiel 21. vU4[(53 ~3+ : U=3]+·! _3~3+ ~3] G ; 5·3·! ; ([ "5·« _·!=· 11111 ö g 5 
3]5_<= 3_U3 G ; 53 ~; + f 3« _·!= 3_U3] R; += Q <3_ ~3] 3]+=3U G ä 5"U5 z11 güp1g ) 5 
"U~ <3_ ~3] ?« 3_=3U U; ·! ö 3]=; "+·! "U5 >[U R; += "U~ f 3« _·!= ?" ( ügl(ü ) 5k 

6 ; + « ; ! ]3 f 3« _·!= <3=]ä 5= ~; UU U; ·! x[ ]K[ ( du0r 
Q I i · dgüp1g + uügwgr uüggg ) 5k 

G 3UU 3+ U_·!= +_·! 3] _+=ü ~; ß ~3] x3! (3] >[U ~3U G ; 5·+·! ; (·U !3]]ü ! ]=ü +[ 
_+= U; ·! x[ ]K3( d( 1r ; U?"+3=?3U 

Q I ö ü üp1g · 4ügwg i/ güpppu güppp/ / ) 5k 
23_ ) (3_U3U M<« 3_·! "U53Uü « _3 +_3 ! ·_ G ; 5[U U"] >[ ]) [ KK3U ) ö uuu_[ uuü _+= 

~; + 53[K3=]_+·! 3 , _==3( 5(3_·! ~3K ; ]_=! K[ "_+· ! ·Uk 

Vä "4_53MU« 3U~"U5 4_"~3=~_3R; "45·« _·! =+« ; 5[ ü ~_3 ; "+ 3_U3K 
"U5(3_·! ; ]K_53U V3<3( <3+=3!=ü ; "4 ~3++3U (ä U53]3U M]K 3_U f 3« _·!= P 
+[ >3]+·! [<3U « _]~ü ~; ß ~3] G ; 53<; () 3U "U=3] ~3] T_U« _]) "U5 3_U3] 
<3+=_KK=3U R; += Q « ; 53]3·!= +=3!= dx_5k w1rk M"·! ! _3] Kü ++3U ~_3 
~]3_ ä·! U3_~3U _U ~3]+3(<3U T<3U3 (_353Uü ~; K_= +_·! ~_3 TK•4_U~(_·!  
) 3_= U_·!= ä U~3]=k 6 3] ä·! « 3]• "U) = S ~3+ G ; 53<; () 3U+ _+= ; <3] 53 
« ö ! U(_·! "K 3_U3 ä=]3·) 3 c >[U ~3] : U=3]+=ü =?"U5++·! U3_~3 U; ·! ~3K 
(ä U53]3U M]K ! _U >3]+·! [<3Uk 

v+= y u ~; + f 3« _·!= ~3] G ; 53+·! ; (3ü +[ <3+=3!= <3_ "U<3(; +=3=3] G ; 53 
~_3 , [ K3U=3U5(3_·! "U5 

Q, · a I P · b-f- G · c 
"U~ü « 3UU ~_3 R; += Q ; "453<]; ·!= _+=ü U; ·! ~3] ö 3]+·! _3<"U5 ~3+ R; "4 
5·« _·!=3+ "K ~_3 ä=]3·) 3 y 

(Q, + Q) • a I P · (b v y) u G · c . 
6 "]·! ä" <+=]; )=_[ U 4[(5= ! _3]; "+ 

p 
Q I •y. a 

( 18) 

6 ; + f 3« _·!= ~3] R; += 3U=+• ]_·!= ~3K M<+=; U~ y ~3+ R; "453« _·!=3+ >[ K 
MU4;U5+• "U)= ~3] ß3_("U5 "U~ _+= "U; <! ä U5_5 >[ K f 3« _·!= ~3+ G ; ü5·  
<; () 3U+k 
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Belsplel 22. 2 [ _ 3_U3] R; "45[ « _· ! =+« ; 53ü ~3]3U ) "]?3] V3<3(; ]K a I \ ügw ·K 
<3=]ä 5=ü +[ (( u ·K ~3] ß3_("U5 ° ) 5 3U=+• ][ · ! 3Uk H" <3+=_KK3U _+= ~_3 f ]ö ß 3 
~[ + R; "453« _·!=3+k 

, ; U [ ]! __(= +[ 5([ _· ! ; "+ x[ ]K[ ( duDr 

/
> _ Q · a z ü[ · \ üglu 

1 2,01/"i kg. 
?! 

2 [ _ ~_3+3] G ; 53 Roi 43]U3] 
G AüpA1 ) 5ü y J 0ü\ 1A ) 5ü c / üDA ·Kü 

~; ü+ (3=?=[ ]3 , ; ß « _]~ K_·! ~3U MU5; <3U _U 2 3_+• _3( A <3+=_KK=k 6 ; UU _+= ~3] 
3]+=3U , [ K[ U=[ U5([ _· ! "U5ü ~_3 ?" ] x[ ]K3( (18) 4ü ! ]=3ü ~3] M<+=; U~ >[ U ~3] 
M"4n! ä U5·+·! U[ _~· <_+ ?"K 2 35_UU ~3] ß 3_("U5 ?" 3U=U3! K3Ul 

_ Q, . () . __ 0ü\ 1Ak AügA1k ° cc ü 
b p a J> c Aüg(4P \ ügw Aügu/ [ üDA c \cü\ p ·Kk 

2 3_ ~3U R; "453« _[ ! =+« ; 53" ) ; UU ~3] U[ ·! K_= ä_·! 3]! 3_= <3K3])=3 
M"+; · ! (; 5 ; K 4]3_3U TU~3 5353Uü <3] 3_U3] 43+=+=3! 3U~3U ä·! U3_~3 '3 
U; ·! ~3] ä[ ]54;(=ü ~_3 ~°uUuuu4 >3]« 3U~3= « _]~ü ?" x I A <_+ gü/ KK 
; "5·+3=?= « 3]~3Uk 6 _3 G ; 53 +=3((= M_·! ~; <3_ "K ~3U ) (3_U3U G _U) 3( ex, 
+·! ]ä 5ü "U~ 3+ 5_(= ~; UU <3_ ~3K ) (3_U3U Ü <3]53« _·!= ± Q' "U~ ~3] 
: U+_·! 3]!3_= v y' ~3] T_U+=3(("U5 ~3+ R; "453« _·!=3+ 
dy u · Bcy cv8y nr· ; · · [ +(Fc' f · d· · · [ +-F cu ! · +_UOrBC· d< 1-y-(y')·cos<X. 

Ü"U fat 
P · b Q1 • a _,_ G · c, 
P · y - Q · a "U~ P · y' - Q' · a, 

X 
Lgx I l . 

6 ; K_= 3]5_<=ü +_·! ~_3 : U53U; "_5) 3_= ~3] G ; 53 ugr 

X 
e0 --= G · h · l 

"U~ +[ K_= ~_[ jüJK• 4_U~(_·! ) ·_= ; (+ 
e0 G h x e I --= • -- • 

a · (Q B Qur Q B Qu a l 
(19) 

Belsplel 23. MU ~3] R; "45[ « _· ! =+« ; 5[ ~3+ 2 3_+• _3(+ AA +3_ U[ · ! ; "453K3++3U 
h J ü/ \ ·Kü Z ugDü/ ·Kk MU?"53<3U _+= _! ]3 TK• 4_U~(_· ! ) 3_= 4ü ] ~_3 Vö · ! += 
<° (; +="U5 Q I / g ) 5ü ~_3 ! ; (<3 ö [ ((; += Q O A/ ) 5 "U~ ~_3 2 3(; +="U5 Q I u ) 5 
Uuu= x A KKk 

Man 3]! ä (= ; "+ x[ ]K3( (19) 
AüpA1 k ( ü/ \ güA 

3( c / 0ü\1A \ üglw j gDüA 
l 

( 
A1 wDg n 

e2 - u/ A/ g n 
u 

ea ·- w0Ag · 
, " üUk ! [ ]U[ ]l) =ü ~; ß 3_U3 5"=3 (°U_• 4_U~(_· ! ) 3_=ü U"] 3]?_3(= « 3]~3U ) ; UUü « 3UU 
~; + vJ·<[ (5· « _· ! = G ) (3_U 53! ; (=3U « _]~ "U~ +3_U ä· ! « 3]• "U) = U"] « 3U_5 "U=3] 
! ; (< ~[ ] 6 ][ ! ; · ! +3 (_35=k 

]Ur (([ ]][ ü o k ~k ö k ~k L. Vr(1k 
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6 ; + Ü <3]53« _·!=ü -(; + U_·!= K3! ] <3K3])= « _]~ü _+= ~; UU 
(l,' (Q+Q,)·e 

QI / 0\ 1A wu\ 1A 1\ 1A nr 
Ic A1 wDg I ( / A/ g =--= lw0AA <") .., 5k 

xü ] ~_3 23"]=3_("U5 ~3] ]_·!=_53U G ; 53ü <3_ ~3] ~_3 ~]3_ ä·!U3_~3U _U ~3]+[ (<[U 
T<3U3 (_353Uü 53Uü 5= ; (+[ ~_3 MU5; <3 3_U3] TK•4_U~(_·! ) 3_= d>5(k äk Au rü "U]( 
U;="]53Kä ß « _]~ ~_3 <3_ ~3] Vö ·! +=<3(; +="U5 ?"=]3443U~3 ;U5353<3Uk 

xü ] 5][ ß 3 R; +=3U _+= ~_3 "UK_==3(<; ]3 f 3« _· ! =+>3]5(3_· ! "U5 U_·! = 
; U5ä U5_5ü K; U <3U"=?= ~; UU >_3(4; · ! ~_3 2 ]ü · ) 3U « ; 53ü ~3]3U ä·! 3K; 
~_3 x_5k wD ?3_5=c nrk 6 _3 R; += Q, ~_3 ; "4 ~3] C(; ==3 ~3] G ; 53 (_35=ü ü <= 
; "4 ~_3 <3_~3U ä=ü =?+·! U3_~3U ~3U 6 ]" · ) N ; "+ "U~ ]"4= _U ~3] ?"  
53! ö ]_53U Vä U53+=; U53 ~_3 ä• ; UU) ]; 4= 8u ! 3]>[ ]k Man 3]! ä (= 

x l-x 
N I Q · "U~ 8u I Q · l . 

6 _3 S ]; 4= N ~]ü · ) = ; "4 ~3U "U c 
teron ß]; 5<; () 3U "U~ « _]~ zum 
5]ö ß 3]3U ß3V ~"]· ! ~-u u9 <3U; ·!  
<; ]=3 ä· ! U3_~·U• ; ; ] ; "45·" [ _U 
K3Uü ~3] ; U~3]3 ß3_( >3]"]+; · ! = 
_U ~3] ?« 3_=3U Vä U53+=; U53 die 
H"5) ]; 4=k 

d X d 
82 cI N. e + d = Q. l . e -/- d. 

X Q i-» 

e d v 6 3] [ <3]3 G ; 53 <; () 3U « _]~ ~"]· ! ---~--_....,N _1 ~; + f 3« _· ! = P _K f (3_· ! 53« _· ! = 
53! ; (=3Uk 6 ; D ä · ! ; (·U53« _· ! = 
« _]~ ~; ?" <3U"=?=ü ~_3 f 3« _· ! =3 

~3] G ; 53• (; ==3ü H"5+=; U53U "+« k ; "+?"5(3_· ! 3Uü +[ ~; ß ~_3 "U<3(; +=3=3 
G ; 53 53U; " 3_U+• _3(=k 

6 _3 , [ K3U=3U5(3_·! "U5 4ü ] ~_3 ä=ü =?; · ! +3 O ~3+ G ; 53<; () 3U+ (; "=3= 
l-x x d 

P · a I 8u • b + 82 • c I Q · · b + Q · • · c . 
l l e + d 

x_5k wDk 

6 ; ]; "+ 4[(5= 

6 ; K_= U"U ~_3 R; 53 ~3] R; += ; "4 ~3] C(;==3 ) 3_U3U T_U4(" ß ! ;=ü 
K" ß ~; + ?« 3_=3 f( _3~ü _U ~3K ~_3 Rä U53 x >[ ]) [ KK=ü >3]+· ! « _U~3Uk 
T+ K" ß ; (+[ ~_3 2 3~_U5"U5 3]4ü ((= +3_U l 

b cl 
c e+d' 

(20) 

~3] "U=3]3 ß]; 5<; () 3U K" ß _U ~3K+3(<3U ö 3]! ä (=U_+ 53=3_(= +3_U « _3 
~_3 R; +=+3_=3 ~3+ [ <3]3U G ; 53<; () 3U+k 

6 ; UU _+= p . a I Q • b 
uur y "_U=3U? uDAuk 
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uuuu~4ü (n; vz <l 
vz P Ic Q, 

« 3+!; (< ~ _[ 2 ; "; ]jk ; "·! 6 ·?_K"(« ; 53 ! 3_ß =k 
x ü] ~3U G ; 5·<; () 3U 53(=3U U; ="]53Kä ß ~_3 [ <3U 3U=« _·) 3(=3U 2 3 

~_U5"U53Uk 
Ucir,picl 24. MU 3_U3] 6 ·?_K; (« ; 53 +3_ e · · 0/ üA ·Kü d ::...: uAü l ·Kü a --' u/ üg ·Kk 

MU?"53<3U l=9= ~_3 f ]ö ß 3 >[ U b "U~ c dx_5k wDrk 
, ; U <;= V[ 4[]= 

. l 
b - ug a =-- jü/ g "Kk 

6 ; K _=ü (_343]= ~_3 f( [ _"! "U5 dAgr 
b (e v ~r uü/ g · 11ül_ 88 

p / g c d, uAü1 - . , ·Kk 

_3U=3+_K; (« ; 53U 4ü ] x"! ]« 3]) 3 "k~5(k <3+=3! 3U K3_+=3U+ ; "+ 
K3! ]3]3U V3<3(+}+=3K3Uü ~_3 _K ö 3]! ä (=U_+ 1 : ug 53=3_(= +_U~ü « _3 ?k 2 k 

101, 

1◄u_5k ~w. 

~ _3 J_ü'58 lwp ?3_5=k 6 _3 V3<3( a "U~ ; u ]"! 3U ; "4 ~3K x"U~; K3U= K_= 
J3U ä·! U3_~3U O "U~ guü ~_3 x; ! ]<; ! U _+= ~; ]; "4 ; U ~3U ä=3((3U A 
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"U~ A1 ; "453<]; ·!=k ä_3 ü <3]=]; 53U uhug ~3] 5; U?3U R; += _U ~3U ä·! U3_~3U 
B "U~ 2 u ; "4 3_U3U ?« 3_=3Uü 3<3U4;((+ _K ö 3]! ä (=U_+ J : 10 53=3_(=3U 
V[<3(ü ~3++3U ]"! 3U~3 ä·!U3_=(3 O ; U ~3] TU=(; +="U5+>[ ]]_·!="U5 ; "4 
53! ä U5= _+=k ö [ U ~3] TU~+·! U3_~· D ; "+ 5]3_4= 3_U3 H"5+=; U5[ ; U ~3K 
R; "453« _·!=+<; () 3U ;üuuk 

: K ~_3 TK•4_U~(_·! ) 3_=ü ~3] ; "+ K3! ]3]3U V3<3(U K_= H"5+=; üU53" 
?"; ; KK3U5·+·=?=3U G ; ü53uu ?" <3+=_KK3Uü « 3]~3 >[ U ~3K ä·! 3K; ~3] 

x_5k \ dr ; "+535; U53Uk ö [ ] 
4kk _a-"--1---~----, ; "+53+3=?= « 3]~3ü ~; ß ~_3 
1 

uük8 c°ül° cc►:---- -,~lx V3<3( « ; 5[ ]3·!= uuuu- u ~_3 
°= P H"5+=; U53U +[ « _3 ~_3 G _]c 

c, Gi ) "U5+(_U_·U ~3] R; +=3U 
([=]··! = >[](;"43Uü ~; ß 
43]U3] ; U '3~3K l v[ <[ ( 
~_3 ä·! U3_~3U _U ~3] 
+3(<3U T<3U3 (_353Uk G _]~ 
~_3 R; += Q 3_U+·! (_3ß (_· ! 
~3+ ß; 43(53« _ 3! =3+ Q u " U 1 
3_U3 ) (3_U3 Ü <3](; += Q' 
>3]K3! ]=ü +[ +=3((3U +_·! 
~_[ V3<3( "K ~_3 ) (3_U3U 

G _U) 3( ex1, 3OAü 3Ow +·! ]ä 5ü "U~ 7 V 5_(=ü « 3UU Guü G2, G3 ~_3 f 3« _·!=3 
~3] ~]3_ V[<3( 3_U+·! (_3ß( _·! ~3] ä=; U5[U5[« _·!=3 <3~3"=3Uü ~_3 >[ U 
~3U 43+=3U ä·! U3_~3U _U « ; 53]3·!=3] 9 _·!="U5 "K ~_3 ä=]3·) 3U c1, ·2, ·3 
3U=43]U= +_U~ "U~ _U ([=]3·!=3] "K ~_3 ä=]3·) 3U ! 1, h2, ha, 4ü ] ~3U 

]i'ig. \ gk 

V3<3( wl 
(Q1 By +Q'). a3. 7 z V 7F w I s;. b3. eo:-, dEküwcf k 7 wk cos 3Ow mcgw · ! wk sin uF ; n 

V3<3( Al 
s~ a2 • ·[ + 3OA I s~ • b2 • ·[ + ex2 - G2 • 7 A • · [ + ex2 + G2 ' h2 ' 2_U dEküA ü 

V3<3( 1: 
s~ • ; ( • ·[ + 3O( I p • (b v + y) • ·[ + 3O( -t f u n C1 • ·[ + 3O( c GI ' ! u • +_U 3Oj • 

V_3]; "+ 4[(5= 
b -1- 11 C h 

S1 I P · 1 7 
,:, -~ G · 1 

- G · 1 
• =5 ex , 

; ( ( al l. al 1 

ü"ü cc s1, . a2 - G . C2 cu G ! A = 
üJlk_ c i b2 A b2 Ak 0A k 5 7cA • 

G 3]~3U ~_3+3 G 3]=3 _uu ~_3 3]+=3 f( 3_·! "U5 3_U53+3=?=ü Vz 3]5_<= +_·! 

b + y b b c1 b2 <w ! w Q B y ( B Q' I p. ]_ . A • w 'cf (k k k k c' Ü wk • =5 3Ow 
; 1 a2 ; 3 ; 1 a2 a3 aa 

h✓u b2 0w C2 <w h2 b., 7 w -G · · · · =5 ex - G · · -1 G · . " · tn· ex -G. · 
_ ; u ; A a3 ( A a2 ; w A a2 aa n A k_ aa 
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Ü"U _; = « _3~3] tg1X1 - : , 43]U3] (_343]= ~_3 x_5k \ g 

a,1 • ulü_uu i'.X1 · - 02 • Hin a2, 

UA • +_U IX2 - b3 • V_U cx.3 , 

; (+[ 4ü ] +[ ! ] ) (3_U3 G _U) 3( IX, « _3 Hie • ]; ) =_+·! U"] >[ ]) [ KK3Uü « [ 
+_U l\ 7nc( =5 i:x _+=ü 

a X al tg IX2 tg ().. 1 • / 1 
b2 ' uA 

tg 7.( 
Cl,2 i; al a2 - tg IX • 

2 b b b3 3 2 

J_üü ] ~_3 « ; 53][ [ ! =· V[ <3((; 53 5_(= 3U=+• ]3·! 3U~ 

dJcu Q, -:: ,,.b, u ?!_ b2. ! w cucguk ·ük b2. b3 -02. 7Ak b3 cz ; k 7 ; 
a1 a2 a3 ; üu a2 a:1 a2 aa a3 

G _]~ ~_3+3 f( 3_·! "U5 >[ U ~3] [ <_53U ; <53?[ 53Uü +[ folgt 

Q' _ (Y ! u <A b3 :r, r h2 b3 a1 x G h3 a1 aA x 
- ' . . . -/ ( r . . . . -/- 3 • • • . • 

' a v a2 a3 l A a2 a3 b A l aw b A b w l 
"U~ ~; K_= ~ io TK• 4_U~(_[ ! ) ·_= P) 

Q' X l ( e . -0. •h,. a1 a2 
Q uc Q ( d1üw d Q cu k Q J r ü( üJ b A b w 

(l 7 (7,1 b3 GY 7 b2 b3) 
;f2 • '''2 • b . cu L • 1111 • • • 

A a2 °nA ; u 

Hclspiel 26. J r_[ kx_5k \ g 5_<= ~; + ä · ! 3K; ~3] _U x_5k lup 53?3_· ! U3=3U G ; 53 
« _3~3]ü U"] _+= ~3] V3<3( mw ~[ • • 3(= >[ ]! ; U~3Uk T+ +3_ 

Q 5000 ) 5 y u I / / g ) 5 Z I pg ·K 
G1 ADü/ ± 02 I \ D ± G3 I A · / A kg 
a 1 - 0 ·K ; 2 =- AD ·K ; 3 I Ag ·K 
<( k k uA i <A =- ADg i b3 I Agg i 
hu I gü/ „ hA I \ ü/ ± hw I Aü/ „ 
CJ - Aü/ ± · 2 uA/ C3 I p/ 

MU?((5[ <3U _+=ü ~_3 TK• 4_U~(_· ! ) 3_=ü « 3UU x I güA ·K ; U53+3=?= « _]~k 
, ; uu 3]! ä (= ; "; x[ ]K3( dAAr 
güA J d Aü/ · 6 • AD \ ü/ · 6 • Agg I- AD P> • 0,!5 • ADg · Aggr 

e - . flO . Ag · / / / g c· A k / A k ADg · Agg c \ D k c AD · ADg n 6 · AD 

\ 6 p/ug gggk d u ° ° z lV ügA 1 \ 1/ gr cc Jz ° D/ k 

, ; U <3K3]) =ü ~; ß ~3] V3<3( J >[ U ü ! [ ]]; 5[ U~3K T_U4(" ß ; "4 ~_3 TK• 4_U~ 
(_· ! ) 3_= _+=k 

(21) 

(22) 

12
) 6 [ U +3(=3U >[ ]) [ KK3U~3U x; ((ü ~; ß ~_3 H"5+=; U53U "U~ G _]) "U5+(_U_3U 

~3] R; +=3U <[ (_[ <_5[ G _U) 3( K_= ~3U V3<3(U <_(~3U "U~ 5(3_· ! ?3_=_5 ~_3 ä · ! U3_~3U 
! 3~_U5"U5 U_· !=k 3]4ü ((= _+=ü <3! ; U~3(= ä · hö U 3 K ;üU Uü 6 3U) +· ! ]_4=3U ~3] M) ; ~3K_3 
~3] G _3+3U+·!; 4n=[ U _U G _3Uü uD/ wü "U·( ~; U; · ! k2]; "3]cR; « ; · ?3) ü 6 _3 S [ U 
V=]" ) =_[ U ~3] G ; 5Küü v pg0k 
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6 3] ) (3_U+=3 f 3« _·!=+"U=3]+·! _3~ü ~3] 53K3++3U « _]~ü _+= K_=! _U 
/ / / g 

jg/ D/ 

3. Die Reibung. 

gü/ w ) 5k 

T_U 43+=3] S ö ]• 3] « 3]~3 >[ U ~3] S ]; 4= Q K_= +3_U3] 3<3U3U f ]"U~ 
4(ä ·! 3 F +3U) ]3·! = ; "4 3_U3 5(3_·! 4;((+ 3<3U3 43+=3 M"4(; 5·]4(ü · ! · ; ü"4 
53~]ü ·) =ü ~_3 ; "4 ~3U S ö ]• 3] K_= ~3] f 353U) ]; 4= N - Q ?"]ü · ) « _]) = 

dx_5k \ urk M"ß 3]~3K +=3! 3 ~3] S ö] • 3] U[ ·! 
"U=3] ~3K T_U4(" ß 3_U3] • ; ]; ((3( ?"] x(ä ·! 3 F 
« _]) 3U~3U S ]; 4= P. 6 ; ü ) 3_U3 f 353U) ]; 4= ?" J> 
>[ ]! ; U~3U _+=ü +[ Kü ß =3 +·! [ U 3_U3 5;] ]U 53 
]_U53 S ]; 4= P 53Uü 53Uü "K ~3U S ö ]• 3] ?" 

h <3« 353U <?« k ~_3 2 3« 35"U5ü ~_3 3] 3=« ; ü +·![ U 
<3+_=?=ü _U 9 _·! ="U5 >[ U P ?" >3]5]ö ß 3]Uk 6 _3 
(; U~(ä "4_53 T]4;! ]"U5 (3! ]= ; <3]ü ~; ß P 3_U3 
<3+=_KK=3ü [ 4= ]3·! = <3~3"=3U~3 f ]ö ß 3 ! ; <3U 

K" ß ü 3! 3 2 3« 35"U5 3_U=]_== [ ~3] ~_3 >[ ]! ; U~3U3 2 3« 35"U5 3_U3 Ä U~3 
]"U5 3]4ä ! ]=k vU ~3] x(ä ·! 3 F « _]) = ~3KU; ·! ?« _+3! 3U <3_~3U S ö ]• 3]U 
3_U3 53« _++3 S ]; 4= W, ~_3 ; (+ 9 3_<"U5+ « _~3]+= ; vv cl <3?3_·! U3= 
« _]~ uwrk 

6 3] ; "4=]3=3U~3 9 3_<"U5+« _~3]+=; U~ 3]) (ä ]= +_·! ~; ~"]·! ü ~; ß +_·! 
) (3_U3 [ ~3] ; "·! 5]ö ß 3]3 : U3<3U! 3_=[ U ~3] +_·! <3]ü ! ]3U~3Uü U_3 5; U? 
+=; ]]3U x(ä ·! 3U K3! ] [ ~3] « 3U_53] _U3_U; U~3] ~]ü ·) 3U "U~ +[ ~_3 2 3 
« 35"U5 ! _U~3]U u\ rk M"·! +·! 3_U<; ] 5; U? 5(; == 53+·! (_443U3 x(ä · ! 3U 
3]« 3_+3U +_·! <3_ 53U; "3] : U=3]+"·! "U5 U[ ·! _KK3] ; (+ 3=« ; + ]; "! k 
6 3] f ]; ~ ~3] 9 ; "! _5) 3_= "U~ ~; K_= ~3] 9 3_<"U5+« _~3]+=; U~ _+= U; =ü ] 
(_·! >[ U ~3] M]= ~3] <3=]3443U~3U S ö ]• 3] ; <!ä U5_5k ä=; ! ( "U~ 2][ U?3 
(; ++3U +_·! >_3( <3++3] 5(ä ==3U ; (+ 3=« ; f " ß 3_+3Uü ~_3 , 3=; ((3 ~"]·! « 35 
<3++3] ; (+ ~_3 Vö (?3] "U~ ~_3+3 « _3~3] <3++3] ; (+ ä=3_U3ü « 3UU >[ U ~3K 
M"4=]; 53U <3+[ U~3]+ 5"= 5(ä ==3U~3] Ü <3]?ü 53ü « _3 3=« ; C[ (_="]ü ; < 
53+3! 3U « _]~k 

6 3] 9 3_<"U5+« _~3]+=; U~ ?« _+·! 3U "U53+·! K_3]=3U x(ä ·! 3U _+=ü ; " ß 3] 

! ~ j N . ll <3_ 5; U? 53]_U53U x(ä · 3U ]"· ·3U p I F-, « [ 3] 3=« ; + ; U+=3_5= rü 

"U; <! ä U5_5 >[ K x(ä ·! 3U~]"·) "U~ ; ((3_U >[ U ~3] Jr]"·) ) ]; 4= N ; < 
! ä U5_5u0rl 

jn_5k \ rk 
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uwr R3[U; ]~[ ~; ö _ U · _k 
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, 3Kk ~3 , ;=! k 3= ~3 C! }+k u1D/ k c S(3_Uü Hk ~k ö k ~k vk upgwk 
u1r C; ]; U=ü , 3Kk ~3 (nM·; ~ü ~3+ ä·_3U·3+ü C; ]_+ u1ggk c 7["([K<ü ; k ; k gk 

W=µ,-N. 
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f [ +· ! « _U~_5) [ _= _+= <3_ 5(3_·! 4ö ]K_53] 23« 35"U5ü ~_3 ! _3] ; ((3_U _U x]; 53 
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n·d 1r·d·n 
v lccIl 0g I 0g 

n 

(25) 
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] + 0,0312 • V 
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« [ ]_ " 3_U?"+3=?3U _+= 4ü ] 
ul =][ ·) 3U3 9 3_<"U5+4(ä ·! 3U üuug I gü\ / ü 
Al 3=« ; + 43"·!=3 uug ckkkü güwg ü 
lwl U;++3 uug I güA/ k 
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V• .f 10 J.5 20 ~S"½-,,t h° 

0,4 

0,3 

gü(( 

0,1 

1 1 
cc 

L. c 88 R cccc 
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x_5k 42. 
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53=]; 53U l« rk 
~i l: °(" ß [ _+3U K_= G ; (?! ; "=Aur ! ;= _U ö [] U_3="U; [ Uü ; (+[ <3_ ~3] f( 3_=53+·! « _U 
<u°) 3u= gü ~_3 9 3_<"U5+?_443] ft I gü/ gü « 3UU ~_3 ö [ ]U_3="U5 3_U+·! U_==_5 _+=. 

gu ?« [_+·!U_==_5·U ö 3]U_·="U53U _+= 11, I güw/ k 
kk Ü3"3]3 : U=3]+"·! "U53U ;U =][ ·) 3U3Uü 5; +4]3_3Uü 5"= 535(ä ==3=3U , 3=; ((c 

4(; ·! 3UAAr (3! ]3Uü ~; ß ~_3 93_<"U5+?_443] _K f 353U+;=? ?" x_5ü \ A "U~ ~3U K3_+=3U 

uDr f ; (=[Uk 
upr G _·! [ (n=ü Hk ~k 2 k uDp\ k 
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U; ·! ±Vü ==3i k 
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r Ü; · ! 2 ;ü · ! ü Hk ~k ö k ~k ,J. uDpAk 
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) T·[ ([ ~3+ C[U=+ 3= 7! ; "+·3+ü 9 3>"3 53U0]; (3 ~3+ 7 ! 3K_U+ ~3 43] upug. 

k( ; · [ ! ü M]Kk <l. C! }+k upuA. <[+==__=_5= ~"]·! J; JukUü Hk ~k ö k ~k ßk (mVä k 
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T]4;! ]"U53U ~3] ß 3· ! U_) +_· ! <3_ ~3] f 3+· ! « _U~_5) 3_= z ~3K G 3]= z +3! ] +=; ]) 
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5(; ==3U "U~ <3_ 53+· ! K_3]=3U x(ä · ! 3U 3_U3 ]3· ! = 3]! 3<(_· ! 3 ö 3]5]ö ß 3]"U5 ~3] 
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3_U_53]K; ß 3U 5(; == <3; ]<3_=3= dx(" ß 3_+3Uü D=; ! (rAuur .u güu0ü 
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« 3U_5 5343==3=A0 <r • • • • • k • k • • • k k k k 11 - güj Aü 
5(; == <3; ]<3_=3= "U~ 53ö (= lu) . . . . . . . . . . .u güugü 
5; U? 5(; == 53+· ! (_443U "U~ +[ ]54ä (=_5 53+· ! K_3]=ADr .u c gügA l gügu dR 
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(ä " 4=. 3_U 2 ][ U?3c [ ~3] f " ß 3_+3U4"==3] >3]]_U53]= _! U 5; ]Uml « 3+·U=(_· ! ci r k 
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5"= 5343==3= 11 I güg0ü 
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vU ä=[ • 4<ü ·! +3U _+= '3 U; ·! ~3] x3=="U5wgr <3_ 
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« 3_· ! 3K R3~3] 1,1, I gügwclcgüg1ü 
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23) MK[ U=[ U+ü ; k ; k z k. ~3+ 7 ; UU3+ü ß]; ==3 ~3+ 4[ ]· [ + K[ ">;U=3+ü u1AA. 
2 [ U=3ü Hk ~k ö k ~k vk upu/ k 
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A/ r x ö • • (ü Hk ~k 2 k upguk 
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ä=3• ! ; Uü : ! (; U~+ • ]; ) =k , ; +· ! kcS [ U+=]k upupk 
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Z. ~k ö k ~k vk upgAk k 
ADr ä · ! (3+_ U53]ü Hk ~k ö k ~k I. upugk 
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2 "·! 3 
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C; • • 3( 

güwg güw0 güw0 güwp 
5; U? =][ · ) 3U güwj güw1 güw1 gü\ g 

f " ß 3_+3Uü güwA güwp güwD gü\ u 
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; <53« _+· ! = güwg güw0 güAp güw/ 
güwu güwD güwg güw1 
güwD gü\ 1 gü/ A gü/ 0 

5; U? =][ · ) 3U gü\ g gü\ p gü/\ gü0g 
gü\ A gü/ u gü/ / gü0A 

(_nJ " ß ·_+[ Uü nur +; "<3] gü\ D gü/ 1 gü/ u gü/ A 
Hau <3] <3; ]<3_=3= ; <53« _+· ! = gü/ u gü0g gü/ \ gü0/ 

gü/ \ gü0\ gü/ 0 gü1w 

V[ (?) ([ =? gü\ u güwu güAD gü\ p 
K_= Ö ( 53=]ä U) = gü/ g gü\ u güw/ gü0w 

gü/ p gü\ A gü\ u gü1\ 
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güAu • 1 
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U; ß 
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dG ; +[ ]U • ; ]; ((3( ?"3_U; U~3] "U~ ?" ] 2 3« 35"U5+]_· ! ="U5r l'o - gü0Aü 
zJ ; == <3; ]<3_=3=3 ä=3_U3 [ ~3] H_353( ; "4 H_353(K; "3]« 3]) 110 I gü/ wü 
Ü=3_U[ "U~ S _3+ ; "4 V[ (? k k k k k k k k k k k k uug cl gü\ 0ü 

üü üü üü üü "U<3; ]<3_=3=3K G ; (?3_+3U k k k üuu0 gü\ Aü 
, ; "3]« 3]) %u: 4 2 3=[ U k k k k k k k k k k k k k k 110 gü10ü 

± "U~ ][ ! 3 ä=3_U3 auf 5[ « ; ·! +[ U[ K 2 [ ~3U 
! [ _ R][ · ) 3U3K "U~ ! ; ]=3K n(n[ U<[ ~3UBcr k k k k 110 ccgü0/ ü 
üü 43" · ! =3K ß [ U<[ ~3U k k k k k k k k k 110 ;:. gü0gü 
üü U; ++[ Kü (3==_53K 2 [ ~3U k k +_U) 3U~ !_+ üuug güwgk 

all) v. Mü l l o u h of'f , kHk d. V. Jk 1. 1nm. 

güAp 
güAp 

güp\ 

gü\ u 
gü\ 0 

uüg 
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G _]~ x3== ; (+ ä·! K_3]K_==3( ~; ?« _+·! 3U 5353<3Uü +[ ! ; = ~3] C(ä ·! ·U 
~]"·) ; "4 ~_3 f ]ö ß 3 ~3] 9 3_<"U5+?_443] ?_3K(_·! 3]! 3<(_·! 3U T_U4(" ß ü 
"U~ ?« ; ] U_KK= +_3 ; <ü « 3UU ~3] x(ä ·! 3U~]"·) l +=3_5= 25). 

x(ä · ! 3U~]" · ) ; =' ugg Agg wgg \ gg / gg 0gg 

C; ]; 44_U /i gügg0A gügg/ u güggw0 güggA1 güggA0 güggA/ 
ß ; (5 gügu/ g gügg1/ gügg0\ gügg\ D gügg\ 0 güggwp 
ä=3; ]_U gügAAg güguwg gügugg gügg1/ gügg0g gügg/ g 
ä=; "443]43== güu1u güu0A güu\ D 

/Beispiel 26. T_U3 ß ]_3<« 3]) +« 3((3 >[ U d I 0 ·K 6 "]· ! K3++3] +[ (( ~; + 6 ][ !  
K[ K3U= M I / uD\ ·K) 5 ü <3]=]; 53Uü +_3 « 3]~3 53) " • • 3(= ~"]· ! 3_U3 ä · ! ; (3U 
) " • • ("U5 U; · ! x_5k \ w K_= _ I 6 ä · ! ]; "<3Uk MU?"53<3U _+= ~_3 ; "4 3_U3 ä · ! ]; "<3 
3U=4;((3U~3 ä• ; UU) ]; 4= P <3_ T/ I . 4;· ! 3] ä_· ! 3]! 3_=k 

ö [ U ~3U _ ä · ! ]; "<3U « _]~ ; "4 '3~3U G 3((3U+="K• 4 ~_3 6 ]" · ) ) ]; 4= ° · C; "+ 

53ü <=k H« _+· ! 3U '3~3] ä · ! ; (3 "U~ ~3] G 3((3 <3+=3! = ; (+[ ~_3 9 3_<"U5+) ]; 4= 

/i • cmc · P. 2 3_~3 <_(~3U 3_U S ]ä 4=3• ; ; ] >[ K 6 ]3! K[ K3U= M.r I 11, • m P · ll, 
« [ ]_U ; K +_· ! 3]+=3U !' =,} • dgüAA + güu0r =--= güup 3_U53+3=?= « _]~k 

6 ; U"U ~_3 2 3~_U5"U5 _S =. 
Mr ==- T/ · M, +[ 4[(5= 

A · <5 · M p. - 
,II. _k d 
Ak uüww · J(° c c AgAg ( kkük 

güup · 0 · 0 °5k 

/ Beispiel 27. %4ü ] 3_U3 ä3! 3_ 
<3U) " • • ("U5 U; · ! x_5k \ \ 4ü ] 3_U[ 
G 3((3 >[ U d--== 12 ·K 6 "]·! K3+ 
+3]ü ~_3 3_U 6 ]3! K[ K3U= >[ U 
41 \ 1g ·K) 5 ü <3]=]ä 5=ü _+= ~_3 

S ]; 4= P ?" 3]K_==3(Uü K_= ~n3] '3~3 ~3] _ I 6 ä · ! ]; "<3U ; U53?[ 53U « 3]~3U 
K" ß ü « 3UU T/ I . 4;· ! 3 ä_· ! 3]! 3_= 5353U f( 3_=3Uk >3](; U5= « _]~k 

f 353<3U +3_ D I \ u ·Kü D1 I u/ ·Kü D' :: AD "Kü hn ::= güAA <3_ ?_3K(_· ! 
]; " ! 3U x(ä · ! 3Uk 

M"+ ~3] 2 3~_U5"U5 

x_5k \ wk x_5k \ \ k 

4[(5= 
( k _ k fl, • p . D' I T/ k M 

p I 8A · <5 • M_ I A · uüww · \ u\ 1g I Appg ) 5k 
_ · /l • D' 6 · güAA · AD 

VBeispiel 28. T_U3 V_((+· ! 3 9 3_<"U5+) "• • ("U5 
U;n~! x_5k \ / 4ü ] 3_U3 G 3((3 >[ U d =-~ p ·K 6 "]· !  
K3++3] ! ; = ; (+ ä " ß 3]3U 6 "]· ! K3++3] ~3+ 5" ß  
3_+3]U3U 9 3_<) ]; U?· + 6 u I 1 \ ü/ ·Kü ; (+ _UU3]3U 
6 "]· ! K3++3] 6 A I 1uüw ·Kk MU?"53<3U _+= ~_3 
S ]; 4= Q, K_= ~3] ~_3 <3_~3U ! ö (?3]U3U 9 3_<) _++[ U 
'3~3+ ~3] _ I \ S "• • ("U5+; ]K3 ; U?"• ]3++3U +_U~ü 
~; K_= ~; + 6 ]3! K[ K3U= M I u1 / gg ·K) 5 mit 
8= :\ 4;· ! 3] ä_·! 3]! 3_= ü <3]=]; 53U « _]~k 

M(+ , ; =3]_; ( ~3] 9 3_<) _++·U « _]~ T_· ! 3U ! [ (? 
53« ä ! (=ü « 3_( ~_3 9 3_<"U5+?_443] /t . = güwu +_· ! nur 
; "4 güwg >3]]_U53]=ü « 3UU ~; + V[ (? 3=« ; + ö (_5 
53« [ ]~3U _+= däk lUr8k T+ 5_(= nun 

1, 
T/k M I A k ,n. Q . (]), uc D2) ' x_5k \ / k 



( J_[ 9 [ _<UU5ck 

« [ ]; "+ 4[(5= 

Q 2·6·M 
_ · 11 • ( 6 u u D2) 

A · u mww · u1 Zgg I A/ D ) \ · güwu · u\ / üD 5k 
Hoispicl 29. MU?"53<3U _+= ~_3 5]ö ß =Kö 5(_· ! 3 H"5) ]; 4= P 3_U3] ¾ 53) " • • 3(=3U 

f ü =3]?"5([ ) [ K[ =_>3 >[ U Q cI / A = 6 _3U+=53« _· ! =ü >[ U ~3K G · - \ uüD = ; "4 ~_3 
~]3_ S "• • [ (; · ! +[ " ) [ KK3Uü <3_K MU4;! ]3Uü <3_ wü ugü u1 Kh+) x; ! ]=53+· ! « _U 
~_5) 3_=k 

6 _[ R[ ) [K [ =k_>]ä ~[ ] ) ö UU3U U"] ~; UU ][ ((3Uü « 3UU ~_[ 9 3_<"U5 ?« _+· ! 3U 
~3U 9 ä ~3]U "U~ ä· ! _3U3U 5]ö ß 3]l _+= ; (+ ~3] G _~3]+=; U~ ~3+ 1kU ?_3! 3U~3U H"53+k 
(° M _+= ; (+[ 

11 nd mn.n 3U=U_KK= der Wig. 42 

'O · 0 KhM) 11, 
.w i 

vg ± 
(1 

p -= 11. G' 
4ü ] 

güA\ ü ; (+[ 
gügp 
güg1 
güg0 

P-= ug uü 
wü10 R 
Aüp = 
Aü/ =k 

6 ; + 5_(= ; "4 3<3U3] ä=]3· ) 3 <3_ =][ · ) 3U3U ä· ! _3U3Uk 
A/ 

M"4 53U3_5=3] ä=]3· ) 3ü 3=« ; =5 0(, I (ggg ü ~3] 5]ö ß =3U _U C]3" ß 3U 4ü ] V; "• =c 

<; ! U3U ?"(ä ++_53U Ü3_5"U5ü _+= U; · ! x_5k \ 0 ~3] 6 ]" · ) ?« _+· ! 3U ä · ! _3U3 "U~ 
9 ; ~k N - G · · [ + c , 43]U3] _+= 3_U3 U; · ! [ <3U 53]_· ! =3=3 S ]; 4= P0 I G · +_U « 
3]4[ ]~3](_·! ü "K ~; + f( 3_· ! 53« _· ! = ?" 3]! ; (=3Uk T+ _+= ~3KU; · ! ; U?"+3=?3U 

P I P0 11 ·N 
[ ~3] 

J> (J · 7 z 9 6kn duu 

u v _3]; "+ 4[(5=ü 4ü ] 

v O Kh9) 
lw 

Jz 
u1 

=5]- rk 

JJ - püg = 
Aü1A _ü 
l ,88 L 
L ü\c4_ _ü ü 

(24) 

M"4 43"· !=3U ä3! _[ U3Uü « _3 ?k n. 
in ß"UU3(Uü _+= uug nincn gü up l_ wrk ]ccu½uc cucccc°ckRRk(küü88 kkcc_c(c 

\IJ R 

li'ig. 4G. kC_5k \ 1k 

, . Belsplel 80. H" <3+=_KK3U _+= ~_3 5]ö ß =3 2 ]3_=3 b 3_U3+ ä=3_U3+ü « 3UU ~_3 
V=üKU1k;üU5· U; · ! x'5k \ 1 _! U U[ · ! K_= (S A4;· ! 3] ä_· ! 3]! 3_= 4;++3U Holl. T+ +3_ 

(u ° / 0 ·Kü (A c Au ·Kü (g ° wA ·Kü rn uwD° ü 
a, - , 0ü[ ·Kü h - lw1 ·Kü b0 - l02 ·Kk 

, uuuu 3U=U_KK= ~3] j_n_5k \c1 ~_3 4[ (53U~3U H"+; KK3U! ä U53l 
; r l1 • · [ +huk (g • · [ +« h, 
<r (u · +_U /1 +- l0 • +_ n 0(, -= i · b0 , 
[ r ½ • b0 - l2 • +_U d JT - /1 --- )') =- P> + a , 

; l_r 4c(; U½ _Uü 1/,, ~k V. ~k ukk (mVz k 

V =k[ • ! ; Uü ß3·!U_+·! 3 , 3·! ; U_) k kvJk 
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~r P u • (u • ·[ + d IX + ß - ; ) I H · (A • ·[ + d n - ß - !') + ~ Q · l2 • +_U d n - (] - )') , 
e) H · µ I ½ · Q · aZ ü 

~; ?" ) [ KK= U; ·! x[ ]K3( d1r "U~ x_5k Aw 
4r Q + G I A · P · ·[ + 1X • 
Ü"U (; "=3= f( 3_·! "U5 ~r K_= 2 3U"=?"U5 >[ U 3r "U~ f): 

8m88 • d Q + f r • Hu • +_U d ° + ß r I c ( • Q • <5 • (A • ·[ + (ß + Jnr -1- ( · Q · l2 • +_U (/1 I Znr 
2 +K [. 2 /l 2 
[~3]ü « 3UU ~; + H; U53U53« _·!= 5353Uü <3] ~3K 5][ ß 3U ä=3_U53« _·!= ~3] T_U4; ·!  
! 3_= ! ; (<3] >3]U; ·! (ä ++_5= « _]~ü K_= V_U?"?_3! "U5 >[U y (3_·! "U5 ·r 

(u • d·[+ß + +_Uh'r I c 8aZ • (A • d·[+ß · ·[ +} c +_Uß · +_U}r + A
u · <g c A

u · b - a. =5 « /-l 

G _]~ '3=?= ; "+ ~3U f( 3_·! "U53U ; r "U~ <r 3U=U[KK3U 
u h - (u • cosß 

=5 IX I c ½ • b0 - (u • +_Uß n 
+[ 4[(5= +·! (_3ß (_·! 

( . b0-2 · Zu • +_Uß r 
b I b0 - 2a - AHu • ·[ +hh c +Kß · 2h_2. (_k ·[+h' 

c A • d/ · (2 • ( ·[ + (J • ·[ + y - +_U ß · +_U }r k 
µo 

dA/ r 

6 3] ) (3_U+=3 G _U) 3( ß, ~3] >[ ]) [ KK=ü _+= ~3] 53?3_·! U3=3 A/ ° ü « [ ~3] 53 
K3_U+; K3 H; •43U ~3] SU_3! 3<3( 53]; ~3 5353U ~; + TU~3 ~3] xü ! ]"U5 +=ö ß =k 6 3K 
3U=+• ]_·!= ~_3 ) (3_U+=3 ä=3_U<]3_=3 

d 
ugA c A · / 0 · gü\ AA0 r b I ugA c A · 0ü/ c A · / 0 · güpg0w c gü\ AA0 · A k w1 8 2 . / 0 k güpg0w 

A 
c gü\ A · 2 · Au · dcgüpg0w · gü1\ wu c gü\ AA0 · gü00purü 

K_=! _U b I 1/ ·Kü « _3 ~_3 H3_·! U"U5 ~; ]+=3((=k M(+[ _U ~3] ! ö ·! +=3U ä=3(("U5 
~3+ SU_3! 3<3(?; • 43U+ <3+=3!= 53]; ~3 ~[ • • 3(=3 ä_·! 3]! 3_=k 

6_3 5]ö ß =Kö 5(_·! 3 ä=3_U<]3_=3 b I pD ·K « _]~ 3]! ; (=3U 4ü ] h I / ·Kü « [ 4ü ] 
~_3 M"4?3_·! U"U5 ß I / g° 3]5_<=k vU ~3K x; (( (_343]= ~_3 x[ ]K3( dA/ r 

d 
ugA c A · / 0 · gü100g r 

pD I ugA c A · 0ü/ c· A · / 0 · gü0\ AD c gü 100g · A k 5 _ A k / 0 k gü0\ AD 

c gmA · A · Au · dcgü0\ AD · gü1w\ u c gü100g · gü00pjrü 

« [ ]; "+ 4[(5= d/ I uüg/ ü « ; + <3_ « 3_=3K ?" ) (3_U _+=k 
G _]~ >3](; U5=ü ~; ß ~_3 ä_·! 3]! 3_= K_U~3+=3U+ d/ I . _+=ü +[ 4ü ! ]= ~_3 M"4 

?3_·! U"U5 4ü ] K3! ]3]3 G _U) 3( ß "U~ ~_3 : U=3]+"·! "U5ü <3_ « 3(·! 3K ß ~_3 x[ ] 
K3( dA/ r 3]4ü ((= _+=ü ; K 3_U4;·! +=3U ?"K H_3(k C][ <3« 3_+3 « 3]~3 ; U53+3=?= 
ß I \ g° . ~_3 M"4?3_·! U"U5 ~3+ ä·! 3K; + (_343]= ~; UU h I Auü/ ·K "U~ b l·cc· D0ü/ ·Kk 
6 _3 f (3_·! "U5ü ~_3 3]4ü ((= +3_U K"ß ü (; "=3= ~; UU 

D0 / I ugA c A • 0 / c Ak / 0 • d[ 100g c [ 0\ ADk 8j02 - _A · °0 · gü0\ AD r 
n n n n A · Auü/ c A · / 0 · gü100g 

uüwww 
c gü\ A · A · Au · dcgü100g · °gü1\ wu ck gü0\ AD · gü00pur I D0ügk 

, ; U 3]) 3UU=ü ~; ß ~_3+3 ä=3_U?; U53 ~3U Ü; ·!=3_( ! ;=ü U_·!= [! U3 : K+=3(("U5 4ü ] 
« 3·! +3(U~3 ä=3_U<]3_=3U <]; "·! <; ] ?" +3_U. K_= ; "+]3_·! 3U~3] ä_·! 3]! 3_= « 3]~3U 



j P_3 9 3_<"U5k w/ 

' ; U"] ä=3_U3 ?« _+·! 3U 1/ "U~ D0 ·K 2]3_=3 535]_443Uk 6 ; 5353U _+= +_3 <3_ R; +=3U 
K_= 5(·_·! <([_<·U~·U M<K3++"U53U +[ ! ] ?« 3·) Kä ß_ 5k 

Goniometrische Formeln. vU ~3U G _U) 3( ex ~3] x_5k \ D « 3]~3 ~_3 
ä=]3·) 3 AB= v 3_U53=];53Uü ~_[ <3_ B K_= ~3K 3_U3U ä·! 3U) 3( ~3+ G _U) 3(+ ex 
~3U G _U) 3( /i <_(~3=k xä ((= K;U '3=?= >[U A ~; + R[= ; "4 ~_3+3U G _U) 3(+·! 3U) 3( 
U; ·! O "U~ >[U B ~; + R[= ;"4 ~3U ;U~3]3U ä·! 3U) 3(ü 43]U3] U[·! ~_[ ; U~3]3U 
ä3U) ]3·!=3U ~3] x_5k \ Dü +[ 3]53<3U +_·! ~_3 ; U ~_3 3_U?3(U3U ä=]3·) 3U ; U53 
VU! ]_[<[U-nU 23?_3!" U53U w\ rü ; (+[ 

+_Ud3O + /]) -=-0 +_U« • ·[+hcJ + · [ + O • +_UhJü 
COH(CX + h_r I ·[ M3Ok ·[+hcu c sin /X. +_Uh_k 

B 

(X 

1 

i:os/ct-t-/.l) 1 

sin(arß) 

1 

cos/J•cosa 1 

x_5k \ Dk 

Ü_KK= K; U _U <3_~3U x[ ]K3(U ß U35;=_> "U~ +3=?= U; ·! 2 3(k v äk AD 
+_Udc ß) I c+_Ud + ß) "U~ ·[+dcß r I + ·[+dB ß), 

V[ 53! 3U +_3 ü <3] _U 

+_U (ex - ß) I +_U« • ·[ +ß c ·[+·O • +_Uß ü 
·[+d·O c /J) P ·[+·O • ·[ +h_ + +_U« • +_Uß k 

M~~_3]= K;U ~_3 3]+=3 "U~ ~]_==3 ~_3+3] f( 3_·! "U53U +[ « _3 do ?« 3_=3 "U~ 
>_3]=3ü +[ 4[(5= 

+_U d3OB /J) + +_Ud·O c hcur I 2 . +_U« • ·[+ß ü 
·[+d·O + hJr + ·[ +d·O c /1) I 2 • · [ +« • ·[ +ß k 

ä3=?= K; U 'ü[=?= /J I ex, +[ 3]5_<= +_·! 
+_U A 0<, I A • +_U ex • ·[ + ex , 
·[ + A ex I A k ·[ +2 ex - u k 

9 [=?= K; U ; U~3]3]+3_=+ ex + /-J I y "U~ ex - (> I c1, +[ 3]! ä (= K; U 
. . . ,, + ä ?'-(~ 

ävßvkJcn + +K- w I Ak +K A c · ·[ + A ü 

,, + ä )1-(~ 
cosv + ·[+ä I 2 . ·[ + 2 • ·[ + 2 

wur : _k··) K; üUUü ?k 4k 53« ·]<(ü : U=3Uk IOL7. 

3* 
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G 3]~3U ~_3 <3_~3U 3]+=3U f( 3_· ! "U53U ~"] · ! 3_U; U~3] ~_>_~_3]= "U~ 43]U3] ; "4 
~3] ]3· ! =3U ä3_=3 ~3] +[ 3U=+=; U~3U3U f( 3_· ! "U5 '3~3+ f (_3~ ~"] · ! ·[ +« • · [ +hJü 
+[ 4[(5= 

"U~ ! _3]; "+ K_= ß I IX 

ta IX + I tgex + =5hJ 
0( hJr J c tgcx • tg(i 

2 . ttrex 
=5A (X= ] 0 2 • c=5 ex 

T<3U+[ 3]! ä (= K; U ~"] · ! 6 _>_+_[ U ~3] ~]_==3U "U~ >_3]=3U f( 3_·! "U5 

= d (X - /1) - =5 (X - =5 /J 
g -- ] --j- =5 IX • =5 /f . 

G 3_=3]3 2 3?_3! "U53U ~3] M]= (; ++3U +_· ! (3_· ! = _U 3U=+• ]3· ! 3U~3] G 3_+3 <_(~3Uk 
X ßeispiel81. T_U3 R3_=3] >[ K f 3« _· ! = G =-- A/ ) 5 

"U~ ~3] Rä U53 l I wüA K « 3]~3 _K M<+=; U~3 
~ l N,_ (u I güw K >[ K [ <3]3U TU~3 <3(; +=3= ~"] · ! ~_3 s ° R; += P I 1/ ) 5k ä_3 (3! U3 K_= ~3] S ]; 4= Üu 

5353U 3_U3 53K; "3]=3 G ; U~ "U~ +=ü =?3 +_·! K_= 
~3] S ]; 4= Ü2 5353U 3_U3U V[ (?4"ß <[ ~3Uk MU?"  
53<3U +_U~ ~_3 ä=ü =?~]ü · ) 3 Üu "U~ ÜA "U~ ~3] 
ä " ß 3]+=3 G _U) 3( cc dx_5k \ prk 

6 _3 x_5k \ p ?3_5= +[ 4[]=ü ~; ß ~_3 R3_=3] ; < 
5(3_=3=ü « 3UU ~3] G _U) 3( ex ?" ) (3_U « _]~ü "U~ 
~_3 _U ~3K C; (( « _]) 3U~3Uü ~_3 2 3« 35"U5 ! _U 
~3]U~3U 9 3_<"U5+) ]ä 4=3 +_U~ _U ~_3 x_5"] 3_U 
53=]; 53Uk 

6 _3 f( 3_· ! 53« _· ! =+<3~_U5"U53U 3]53<3Uü « 3UU 
x_5k \cgk 4ü ] ~_3 , [ Kk3U=[ U5(3_· ! "U5 ~3] "U=3]3 Ü=ü =?c 

• "U) = ; (+ 6 ]3! ; · ! +3 53« ä ! (= « _]~ü 
+ p u + G - ÜA c fl1 • Ü( I 0 ' + ü"kkA • N A c N u I 0 , + G · ½ · l · · [ + ex B P 1 • ( Z - Z1) • · [ + ex ~ f 11 · N 1 • l · · [ + cc - N 1 • Z · +_U a z kl.l 0 • 
G _]~ ~_3 ?« 3_=3 f( 3_·! "U5 K_= fl1 3]« 3_=3]= "U~ >[ U ~3] 3]+=3U ; <53?[ 53Uü 

+[ 4ä ((= µ1 • Üu ! 3]; "+ "U~ K; U 3]! ä (= 

P1 +G N2= ] + ,uuu ihuA 

6 ; K_= (_343]= ~_3 ?« 3_=3 f( 3_· ! "U5 

N1 =-= - l.!_2_ - • (P1 + G). 
k ( + !11 • f{2 

2 3_~3 G 3]=3 +_U~ _U ~_3 ~]_==3 ~"] · ! ·[ + ex ~_>_~_3]=3 f (3_· ! "U5 3_U?"+3=?3Uü 
"U~ 3+ 4[(5= 

= drd I cI u + µ ulkJmkA • d_ 8 CJ • zu + ( a • l) 
5 hkkncA (P1 + G). l (nu • 

Ü"U _+= 4nJ I gü\ 0 "U~ uuA I gü0Aü ; (+[ 

1/ + A/ 
N2 I ( Bcgü\ 0· gü0A Ic 11nD ) 5ü 

Üu I 11üD · gü0A I \ Düw ) 5ü 

uüAD/ d 75 · güw + i · 25 · wüA r 
=5« I -0:62 . ( c ugg · w°Ac c [ ü\ 3 I ( üAu n 

K_=! _U IX gg / g4g
• 



6 _[ 9 3_<"U5k w1 

6_3 ö [ ]! ä( =U_++[ « [ ]~3U 3]! 3<(_· ! >3]<3++3]=ü « 3UU 3=« ; U[ · ! 3_U3 R; += 
f\ / g ) 5 _K M<+=; U~3 l2 - ug ·K >[ K "U=3]3U TU~3 ; "453<]; · ! = « _]~k vU 
~_3 f( 3_· ! "U5 4ü ] =5(E _+= ~; UU U[ ·! ! _U?"?"4ü 53U ?" Cu ~3] 2 3=]; 5 CA "U~ ?" 
P1 • (u ~3] 2 3=]; 5 1\ · (l - HArü +[ ~; ß K; U 3]!ä (= 

tg<Y (üAD/ k (J [ z · wüu cu 1/k · güw + ~ · 26 · lwüAr 88 z \ 0 8 z 0D gü0A k r / g · .(üA n n n 
K_=! _U e< r-..:) w\ ° k 

Belsptol fl2. G 3(· ! 3 S ]; 4=. P _+= 3]4[ ]~3](_· ! ü uuK ~; + 6 ]3! K[ K3U= M I ug K) 5 
~"] · ! 3_U3 S ([ =?<][ K+· U; · ! x_5k [z ; <?"<]3K+3Uü « 3UU 5353<3U _+= ~3] 6 "] · !  
K3++3] ~3] 5" ß 3_+3]U3U 2 ]·K++· ! 3_<[ A r I 0g ·Kü ~_3 Vö ! 3 ~3+ 2 ]3K+) ([ =?3+ 
; "+ 2 " · ! 3U! [ (? h - , wg ·Kü ~_3 V3<3((ä U53 ~3+ 2 ]3K+! 3<3(+ l I uAg ·K <?« k 
a wg ·Kk x3]U3] _+= 
; U?"53<3U ~3] ?« 3· ) c P 
Kä ß_ 5+=3 M<+=; U~ c ~3+ 
2 ]3K+! 3<3(+ >[ U ~3] 
9 ; ~; ·! +3k 

6 3] S ([ =? >[ U ~3] 1, 
2 ]3_=3 b ([ 5= +_· ! U_· ! = 
ü <3]; (( K_= 5(3_· ! 3K 
x(ä · ! 3U~]"·) p ; U ~_3 
ä · ! 3_<3ü +[ U~3]U _U ~3] 
, _==3 K_= ~3K 5]ö ß =3U 
6 ]"·) CKuukü. "U~ >[ U 
~[ ]= U; · ! <3_~3U 9 [ _=3U 
K_= ; <U3! K3U~3Kü "Uc x_5k f z k x_5ü f vk 
=·] ~3K G _U) 3( rr 5353U 
~_3 , _==3(; · ! +3 53U3_5c 
=3K p ~3];] =.n ~; ß <3_ 3_U3K S ([ =? >[ U ~3] Vö ! 3 h A r ; U ~3U TU~3Uü ; (+[ 
4ü ] q1 -= pg° p cI g +3_U « ü ]~3 d °n_5k 0urk M(+ 3_U4;· ! +=3+ 6 ]" · ) >3]=3_("U5+ 
53+3=? _+= ! _3]U; · ! 

p I Pmnx • cos1r 
; U?"+3=?3Uk 

x ü ] ~; + z11 ~3K G _U) 3( d q, 53! ö ]_53 ä · ! 3_<3U3(3K3U= 5_(= ~; K_= ~_3 , [  
K3U=3U5(3_·! "U5 

/'i 

2 · /( b · r · d <; ) • dnhJ · üuur • r -- M 
ur n 

[ ~3] 
()/ 

Ak b. r\l. huk Prrlf<X · h· [ +u]k d,q, M. 
0 

V_3]; "+ 4[(5= ~"]· ! vU=35]; =_[ U d 2 ~k vü ä k v g0r 

M I A · 11 • b · ]2 • P111:ix • +_U t< 
TU=+• ]3· ! 3U~ _+= 4ü ] ~_3 « ; 53][ · ! =3U S ]ä 4=3 

X ~ 
Q A · /(b · r ·der)· (p · · [ + [ kr c A · b · r · JJüU; O · h· [ +2 � u · <lq. 

(J () 

dA0r 

½ " ] Rö +"U5 ~3+ vU=35]; (+ « _]~ 53+· ! ]_3<3U 

h·[ +2 � J • drp ==Jcosrp · d[ [ + ]» drp) ==fcoscp · <lsinq1. 

6 "]· ! MU« 3U~"U5 ~3] =3_(« 3_+3U vU=35]; =_[ U d2 ~ k k]ü ä k 105) 3]! ä (= K; U ! _3]; "+ 

Nun if,t 
[eo« ff' • (l V_U (d( 7 z V ff' • +_U 1/ h+_U qJ • <l · [ + r; • 

- f +_Uc» · <l · [ + ff' h+_U q, • ( - +_U� ü · ,l � ur · c cucJ+_Uk2 rp • d <fl 
-./(1 - 7gDA� Prk d o:> f<lrp - 4"[ +A]• ·_<l,q. 
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6 ; K_= « _]~ +·! (_3ß (_·! 
h·[ + 2 cp • d q; I ½ · d ·% · +_U A <p + ; ]· q ) -t O . 

ä[K_= _+= 
Q I b • r • CK; O • d ; ]· 1X + ½ • +_U AuF r 

6 "]·! 6_>_+_[U ~3] f (3_·! "U53U dA0r "U~ dADr 4[(5= 

dA1r 

dADr 

Q I M . 2 · ; ][ 0(. B +_U 2 IX I • M . t. . 
/l • r 4 · +_U O 11 • r 

xü ] t, 5_(= ~_3 4[(53U~3 H"+; KK3U+=3(("U5 w/ rü ~3]3U ö [](; "4 ~_3 x_5k / A ~; ]+=3((=k 
O{. I ug Ag wg \ g / g 0g ° 

h . 0 2r I +K « I üu1w1 güw\ Ag gü/ ggg gü0\ AD gü100g güD00g 

dA6r 

(= güpp/ güpDg güp/ 1 güpA0 güDpu güD/ \ ü 
2 [ _ ~3U 5353<3U3U H; ! (3U« 3]=3U _+= 

:r I gü/ gü ; (+[ t. I güp/ 1. 43]U3] _+= hu güApk 

6 ; K_= « _]~ <3_ d/ I J 4;·! 3] ä_·! 3]! 3_= 5353U ?"4ä ((_53 V3];<+3=?"U5 ~3] 9 3_ 
<"U5+?_443] 

p I d/k Q. a I ° • M . t,. _a_ I \ · ug · güp/ 1 · güwg c-o w1 ) k 
l fl • r l w · güAp · güwg · uüAg 5 

vU4[(53 ~3] G ö (<"U5 ~3+ 2]3K+c 1,~o, ((_ ) ([=?3+ 5]3_4= ~_3 9 3_<"U5+) ]; 4= 11Q _U k kc ·° e ° 1 3_U3K 53« °++3U M<+=; 8U~ r0 >[U ~3] 6 ][Z• ; ·! +3 ~3] 2]3K++·! 3_<3 ; Uü "U~ 3+ 5_(= 
° U;=ü ](_·! o, 9o/, ----t---t----+---i-.:::...._:f----1 .u k Q . r o I if. 

a'--~-10_.___2_._o __ J.....1.0 __ 4_Jo __ .fo1___.:::,J
60
, ä3=?= K;U ! _3]_U ~3U G 3]= >[U Q ; "+ 

f( 3_·! "U5 dApr 3_Uü +[ 4[(5= 
x_5k / Ak 

dwgr 

MK >[ ]=3_(!; 4=3+=3U « _]~ U"U ~_3 9 3_<"U5+) ]; 4= >[U ~3K 2]3K+! 3<3( ; "4k 
53U[KK3Uü « 3UU K; U c I r0 K; ·!=k ,_ = ~3U 5353<3U3U H; ! (3U« 3]=3U _+= 

güwg O w C I güp/ 1 I n u\ Kk 

V3]>[]?"! 3<3U _+=ü ~; ß ~_3 x[ ]K3( 4ü ] P U"] <3_ ~3] ~"]·! c I r0 <3+=_KK=3U 
MU[]~U"U5 5_(=k C]; )=_+·! 3 MU4[ ]~3]"U53U ;U ~_3 ä=ä ]) 3 ~3+ 2]3K+) ([=?3+ 

G ?« _U53U '3~[ ·! [4= ~; ?"ü ! _3]c 
c2 c >[U ; <?"53! 3Uk x3]U3] 4ü ! ]= 

q------- K; U ~_3 MU[]~U"U5 53« ö !U(_·! 
~[ • •3(= ;"+ü "K ~3U M·!+ 
~]"·) Q ; "4?"! 3<3Uk , ;U 53c 

i -~-+----i (; U5= +[ ?" ~3] M"+4ü ! ]"U5 ~3] 
1 x_5k / wk V_3]_U _+= 

G1 ~; + f 3« _·!=ü ~; + ~_3 
2]3K+3 +=3=+ +·! (_3ß =ü 

G2 ~; + f 3« _·!= ~3+ MU 
) 3]+ ~3+ Rü4 =]U; 5U·  
=3Uü ~3] ~_3 2]3K+3 
(ö +=ü 

x_5k / wk cw/ r 23U53(ü 6 k • k Ji k upAgk 
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G ~; + f 3« _·! = ~3+ [<3]3U V3<3(+ü ~; + ! _3] "UK_==3(<; ] ; "4 ~_3 6 ]3! ; ·! +3 
« _]) 3U~ ; U53U[ KK3U « _]~k 

T+ 5_(= ~; UU 4ü ] ~3U V3<3( >[U ~3] Rä U53 Zu 

BCu • l1 - Q · a + i1, · Q · ]g I g 
"U~ 4ü ] ~3U V3<3( >[U ~3] Rä U53 Z2 

cC2 • (2 B Q · a B 11 • Q · r0 I gk 
ä3=?= K; U ! _3]_U 53Kä ß ~3U x[ ]K3(U dApr "U~ dwgr 3_U 

M C r 
Q I · "U~ r I ü 

fl 'r 2 O \ 
so « _]~ <3_ @5 4;·! 3] ä_·! 3]! 3_= 5353U ?"4ä ((_53 ö 3]]_U53]"U5 >[ U !'· 

M da/ · l; a ) Pu · c • c 1 , 
A · (= fl r 

P„ ::....c M . da/ · dk a l) k kü Ak l II 4• I- . . 
A n n 

(31) 

, ; U <3K3])=ü ~; ß ; "·! <3_ 5(3_·! 3] V3<3((ä U53 l ~_3 S]ä 4=3 P >3]+·! _3~3U 
5][ ß ; "+4;((3Uk 

xü ] ~3U [<3]3U V3<3( _+= ~; UU K_= "K53) 3! ]=3] 9 _·!="U5 ~3] S]ä 4=3 P 
f ( k C J G A • 7 A f- G . g c p ( • ~u c p A • d2 I g k 

Führt K; U <3_~3 l "U~ d 5(3_·! ; "+ü +[ 4[(5= 
d a @5 • l; gu k 7 u cc gA k 7 A I JYJ . 2 r 

/l 
dwAr 

Beispiel 88. MU?"53<3U _+= ~3] 5]ö ß =3 
2 ]3K+~]"·) P, ~3] ; "4 ~; + 9 ; ~ 3_U3+ ~]3_ 
; ·! +_53U C3]+[U3U« ; 53U+ >[K R33]53« _·!= 
Q I u0ü0 = ; "+53ü <= « 3]~3U ~; ]4ü ~; K_= ~_3 
9 ä ~3] U_·!= 43+=53<]3]Uk+= « []~3Uk 

2 3?3_·! U3= 
_ ~_3 MU?; ! ( ~3] 9 ä ~3] ~3+ T_+3U<; ! U 

« ; 53U+ü 
11,u ~_3 9 3_<"U5+?_443] ?«_+·! 3U ~3U 2]3K+ 

)( ö =?3U "U~ ~3K 9 ; ~ü 
112 ~_3 9 3_<"U5+?_443] ?« _+·! 3U ~3] ä·! _3U3 

"U~ ~3K 9 ; ~ü 
+[ (_343]= ~_3 f( 3_·! 53« _·!=+<3~_U5"U5 4ü ] ~_3 6 ]3! K[K3U=3 53Kä ß x_5k / \ ü « 3UU 
~3] 2 3]_·!=_5"U5+4;)=[ ] d <3_ ~3U >3]! ä (=U_+Kä ß_ 5 ) "]?3U 2]3K+)( ö =?3U ; (+ 
<3(; U5([ + >3]U; ·! (ä ++_5= « _]~ü 

/-l1 • P · d I 11·2 • ~ • : , 

; (+[ 
p . mnA i hü I 
Q 2 • fll 

23_ =][ ·) 3U3K G 3==3]ü « [4ü ] ~_3 S"]>3U >[U G _3! 3]= "U~ f ; (=[ U _U 
x_5k \ A ; ((3_U >3]5(3_·! <; ] +_U~ü 5_(= ~; UU ~_3 H"+; KK3U+=3(("U5l 

v : "' Ag u/ ug 0 w A u g Kh+) 
huu · güu0g güuDp güAAu güA00 güwA1 güw/ D güwpD gü\ / g 
!'2 =-= güg/ p güg0\ güg00 güg1w gügpA güugp güuw/ güA\ g 

(> 
Q · _ güu1/ güu0p [ ü° 8\ p güuwu güu\ u [k_++ güu/ u 0,261 
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, _=! _U _+4 4ü ] ~_3 MU5; <3U ~3] M"45; <3 

p I u0ü0 · güu1/ I \ üD\ = 
.6 

?" 2 35_UU ~3] 2]3K+"U5k 6 3] 6 ]"·) K"ß _K « 3_=3]3U ö 3](; "4 ! 3]"U=3]53! 3U 
; "4 P I wü1p = "U~ ) ; UU ?"(3=?= +=3_53U ; "4 1üwp =k 6 ; <3_ ~3U 53<]ä "·! (_·! +=3U 
R"4=~]"·) <]3K++}+=3K3U 3_U3 ö 3]]_U53]"U5 ~3+ 3]+=K; (_53U 2]3K+~]"·) 3+ U_·!= 
; U5ä U5_5 _+=ü K"ß >[U MU4; U5 ; U K_= ! ö ·! +=3U+ P I wüD = 2 ]3K+~]"· ) 53; ]<3_=3= 
« 3]~3Uü ~3] U"] ?"(3=?= 53+=3_53]= « _]~k 

Beispiel 34:~ 6 3] x(; ·! +·! _3<3] 3_U3] ä;==~; K•4([ ) [K[=_>3ü ~_3 K_= 6 ; K•4 
>[U p I uA ;= Ü <3]~]"·) ; ]<3_=3=ü +3_ w0g KK <]3_= "U~ A\ g KK (; U5k MU?"  
53<3U _+= ~_3 3]4[]~3](_·! 3 MU=]_3<+) ]; 4= P. 

6 _3 5]ö ß =3 6 ]"·) ) ]; 4=ü K_= ~3] ~3] ä·! _3<3] ; "4 +3_U3U ä•_353( 53• ]3ß = « _]~ü _+= 
Q - ]1' • p I w0 · A\ · uA c ug w1g ) 5k 

2 3_ ]3_· ! (_·! 3] ä·! K_3]"U5 K_= Ö ( _+= /t güugü ; (+[ 
P I 11, • Q I güug · ug w1g I ( gw1 ) 5k 

G _]~ ~3K Ö ( 3=« ; + x([ ·) 3U5]; • ! _= ?"53+3=?=ü Dg +_U)= <3_ 5][ ß 3] Ö (3]3• ; ]U_+ 
~_3 9 3_<"U5+?_443] ; "4 11 I gügDk 6 ; K_= « _]~ 

P - gügD · ug w1g l.8 Dwg ) 5k 

2 3_ K; U53(! ; 4=3] ä·! K_3]"U5 +=3_5= ~_3 9 3_<"U5+?_443] auf 11 gü uAk vU 
~3K x; (( _+= 

P - güuA · ug w1g lc uA\ / ) 5k 

j4ä ((= ~_3 ä·! K_3]"U5 3_UK; ( 5ä U?(_·! ; "+ü +[ _+= 11 =- gü (ö ü ; (+[ 

P I güu0 · 10 :m> - u00g ) 5k 
xü ] ~_3+3U G 3]= ?"?ü 5(_·! ~3] ä=[ • 4<ü [ ! +3U][ _<"U5 _+= '3~3U4;((+ -(; + ß]_3<« 3]) 
?" <3]3·! U3Uk 

xü ] ~_3 M<U"=?"U5 ~3] ä·! _3<3]]3_<"U5+4(ä ·! 3 _+= ?" <3; ·!=3Uü ~; ß « [ 53U 
~3] Ö 44U"U53U _K ä3! (3<3]+• _353( ~3] M"4(; 53]~]"·) ]"U~ ~; + (ü1/ 4;·! 3 ~3+ 
6 ; K•4~]"·) 3+ _+= 36). 

6 _3 K_==(3]3 S [ (<3U) ]; 4= ~3] , ; +·! _U3 _+= <3_ D I \ / ·K H}(_U~3]~"]·!  
K3++3] "U~ Pm ('..) wü0 ;= K_==(3]3K 6 ; K•4~]"·) 

P - n • D2 • g pD • p - n • \ / 2 • g pD · 3 0 · c / 0gg ) 5 uc\ ü Kc\ n n c ü 

« [ ]_U ~3] x; )=[ ] güpD ~_3 ö 3]]_U53]"U5 ~3] x(ä · ! 3 ~"]·! ~_3 S [ (<3U+=; U53 
<3]ü ·) +_·!=_5=k 

V;= U"U ~3] S [ (<3U ~3U V"< 81 I 0g ·K "U~ ~3] ä·! _3<3] ~3U V"< 8 I ug ·Kü 
+[ _+= ~_3 ; "4 ~3U 5(3_·! 3U V"< "K53]3·! U3=3 ä·! _3<3]]3_<"U5+) ]; 4= P · 8 "U~ 

Du 
~; K_= 3]5_<= +_·! ~; + ö 3]! ä (=U_+ ~3] ~"]·! ~_3 ä·! _3<3]]3_<"U5 <3« _])=3U 2 3 
(; +="U5 ~3] , ; +·! _U3 ?" _! ]3] f 3+; K=) ]; 4= 

P · 8 1037 · ug 
X I P1. Du I / 0ggk 0g I g• gwu k 

X Beispiel 35. xü ] 3_U3U 6 ; K•4)[ (<3U >[K 6 "]·! K3++3] D =- \ / ·K 3_U3] 
T_U?}(_U~3]c6 ; K•4K; +·! _U3 _+= ~3] K_==(3]3 9 3_<"U5+« _~3]+=; U~ W ?" <3+=_KK3Uü 
« 3UU ~_3 ?« 3_ 5" ß 3_+3]U3U 6_·!="U5+]_U53 ~_3 Vö ! 3 h I wüg ·K "U~ ~_3 ä=ä ]) 3 
s I uü/ ·K ! ; <3U dx_5k // rk 

w0r G ; 5U3]ü Hk ~k V. ~k uk uDppk 
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6 _3 43~3]U~3U S [ (<3U]_U53 ([ 53U +_· ! K_= 3_U3K x(ä · ! 3U~]" · ) p0 ; U ~_3 
H}(_U~[ ]« ; U~ü ~3] _K 6 "] · ! +· ! U_== gü/ ; = <3=]ä 5=k 6 3] K_==(3]3 6 ; K• 4~]" · ) _+= 
<3_ ~3] Ü3UU(3_+="U5 p,,,, I wüg ; = d_U R[ ) [ K[ =_>?}(_U~[ ]U wü0 ; =rü R3_ ~3] Vö · ! += 
v[ _+="U5 \ ü/ · ; ü=k 6 3] K_==(3]3 f 353U~]" · ) <3_K M"++· ! "< _U ~3U S [ U~3U+; =[ ] <3 
=]ä 5= p =- güA ; =ü <3_ M"+• "44 _U ~_3 R"4= 3U=+• ]3· ! 3U~ uüA ; =k 

6 ; UU _+< ~_3 >[ U ~3U <3_~3U S [ (<3U]_U53U <3_ "U<3 
U"=?=3] , ; +· ! _U3 ; "4 ~_3 G ; U~"U5 ; "+53ü <=3 k6( k· " · ) ) ]; 4R 
PO 0-= 2 · :n: ·]) • h · • 0• 6 3] K_==(3]3 Ü <3]~]" ·) ; "4 ~3] 3_U3U 
S [ (<3U+3_=3 _+= • u · p"' cu p2, ~3] K_U~3+=3U+ ?" w h \ ~"]· ! 
~3U ä· ! (_=? ~3+ 9_U53+ ?« _+· ! 3U S [ (<3U "U~ 9 _U5 =]_==ü +[ 
-(; ß +_· ! ~_3+3] K_= ~3] kS ]; 4= ; U(35= 

l\ =--= "· (D - 2 s) · h · i · (Pm + P2) · 
T"=+• ]3· ! 3U~ _+= ~_3 >[ K 6 _· ! ="U5+]_U5 ~3] f 353U+3_=3 
; "4 ~_3 G ; U~ ; "+53ü <=3 S ]; 4= 

P2 =- - k1 · (D ·· 2 s) · h ·} · p2. 

6 _3 9 3_<"U5+?_443] ~3] 5(; ==3U x(ä · ! 3U 37) <3=]ä 5= <3_ 53 
]_U53] ä· ! K_3]"U5 11, I güuA "U~ 53! = <3_ 5"=3] ä· ! K_3]"U5 
K_= H"+; =? >[ U f ]; • ! _=3K"(+_[ U ! 3]"U=3] ; "4 !'· - gügDk 
M(+ 5"=3] , _==3(« 3]= _+= ; U?"+3! 3U fl I güugk 

6 ; K_= 3]! ä (= K; U ~3U 9 3_<"U5+« _~3]+=; U~ 

W D 1 w u\ J 8 ( A 1 (?,')) 11• • Jf • • ,i · 2 · _ 3 Po 1 2 Pm. 1 J>i - D · V,n P2) , U 

D 

x_5ü / / k 

; (+[ K_= ~3U [ <_53U H; ! (3U« 3]=3U 4ü ] ~_3 M"+• "44K; +·(]_"[ 
<3_ ~3] Ü3UU(3_+="U5 

IV güug· jü/ • J]· \ / • lw• l~ · gü/ 1- m · wüg 1 (üAc__• dwügcc' A· uüAru 

0wü0 · dgü01 uc uü/ cu ( üA c güuDr cI Aglw ) 5ü 
<3_ ~3] Vö · ! +=(3_+="U5 

W I 0wü0 · dgü01 + AüA/ + ( üA c güAwr I A\ D ) 5ü 
für dio S [ U~3U+; =_[ U+K; +· ! _U3 

<3_ ~3] Ü3UU(3_+="U5 

W Ic 0wü0 · dgü01 + ( ü/ uc güA gü((r =- u\ \ ) 5ü 
<3_ ~3] Vö · ! +=(3_+="U5 

W 0wü0 · dgü01 + AüA/ + güA c güu0r I uD/ ) 5k 
N_nü ] 3_U3 (_353U~3 6 ; K• 4 K; +· ! _U3 ) [ KK= U[ · ! ~3] T_U4(" ß ~3+ f 3« _· ! =3+ 

~3+ S [ (<3U+ "U~ ~3] ! ; (<3U S [ (<3U+=; U53 ! _U?" K_= G 7ncr ugg ) 5ü +[ ~; ß +_· ! W 
3]! ö ! = "K güug · ugg c = ug ) 5k 

6_3 K_==(3]3 ß ]3_<) ]; 4= ~3+ S [ (<3U+ _+= U; · ! 2 ~k ßü ä k 1 K_= Pm I w ; = <3_ ~3] 

Ü3UU(3_+="U5 

Vö · ! +=(3_+="U5 

P - - Jr • D2 • g pD · p I \ 01g ) 5 - 4 ' '}}t . ' 

P I uü/ · \ 01g I 1gAg ) 5k 

6 _3 S [ (<3U]3_<"U5 >3]?3! ]= ; (+[ >[ U ~3] ß]3_<) ]; 4= _U ~3] 
A U8 • "44K; +· ! _U[ 

<3_ Ü3UU(3_+="U5 
Agw güg\ w/ ü 

\c01g 

l)pj vvö · ! +=(3_+="U5 A\ D c gügw/wü 
1gAg 

; 1r : 3K3+9 zJ ( >[ U V ; [ ~ i · ) [ ü Hk ~k ö k ~k 1. (ü g0k 
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S [U~3U+;=_[U+K; +·! _U3 
<3_ Ü3UU(3_+="U5 

<3_ Vö ·! +=(3_+="U5 

u\ \ 
\ 01g 

gügwgDü 

uD/ 
1gAg I gügA0\ k 

2 3_ ~3] f ; +K; +·! _U3 +_U~ « ä ! ]3U~ ~3+ ß]3_<! "<3+ '3 U; ·! ~3K Vö ·! +=~]"·) 
~3] ö 3]• "44"U5 w <_+ / S [ (<3U]_U53 ?"] 6_·! ="U5 Uö =_5k , ; U ) ; UU ü <3]+·! (ä 5_5 
; U+3=?3Uü « 3UU ~3] K_==(3]3 6 ]"·) ~3+ ß]3_<! "<3+ Pm _+=ü 4ü ] 

9 _U5l u A w \ (3=?=3U 
p ( ½ ¼ m V ('..) gü/ ;=ü 
Pm 

« [ ?" U[ ·! '3~3+K; ( p0 ~ gü/ ; = =]_==k 
Beispiel 36. xü ] 3_U3 T_U?}(_U~3]c6 ; K•4K; +·! _U3 _+= ~_3 ä=[ • 4<ü · ! +3U]· _<"U5 

~3] S [ (<3U+=; U53 >[ K 6 "]·! K3++3] d I p ·K ?" <3+=_KK3Uü « 3UU d1 J w ·K 
"U~ h I uA ·K <3=]ä 5= dx_5k / 0rk 

ä[ <; (~ ~_3 ä=[ • 4<ü ·! +3 3=« ; + 3_U53(; "43U _+=ü (35= +_·! ~_3 3(; +=_+·! 3 C; ·) "U5 
K_= 3=« ; p0 I gü/ c uüg ;= ; U ~_3 ä=; U53 ; Uk 6 ; ?" =]_== ~3] ~"]·! ~_3 f ]"U~ 
<ü ·! +3 ?"+=]ö K3U~3 K_==(3]3 6 ; K•4~]"·) p1 I wüg ; = <3_ Ü3UU(3_+="U5 ~3] , ;  
+·! _U3ü ~3] +·! [U >[ ] ~3K TU~3 ~3] C; ·) "U5 ~"]·! _! ]3U 5(3_·! Kä ß_ 53U G _~3] 
+=; U~ ; "4 Ü"(( ; <53U[ KK3U ! ;=ü +[ ~; ß "U5ü U+=_5 53]3·! U3= ; "4 ~_3 5; U?3 Vö ! 3 h 
~3] K_==(3]3 6 ]"·) ½ C_ ) [ KK=k 

T+ 5_(= +[ K_= 
dw\ r 

"U~ K_= ~3U 5353<3U3U H; ! (3U« 3]=3U <3_ 5"=3] M"+4ü ! ]"U5ü ; (+[ 11, I güg1l 

W =Je· 13 · uA · (1 + i · 3) · güg1 cI D0 ) 5k 
2 3_ R[ ) [ K[=_>3Uü « [ ~_3 S [ (<3U+=; U53 >3]+=; "<=ü 3]! ö ! = ~_3 +[ U+= ?" >3] 

U; ·! (ä ++_53U~3 9 3_<"U5 _U ~3] ä=[ • 4<ü ·! +[U<]_(([ ~; + T]53<U_+ ; "4 ~; + (ü/4; ·! 3k 
G _]~ ~_3+3(<3 9 3·! U"U5 « _3 

_U 2 3_+•_3( w/ ~"]·! 534ü ! ]=ü +[ 
3]5_<= +_·! ü ~; ß ~_3 ä=[ • 4<ü ·! +3 
>[ U ~3] K_==(3]3U • 6 ; K• 4) ]; 4= 
>3]<]; "·! = <3_ ~3] 

Ü3UU(3_+="U5 D0 
\ 01g dickr güguD n 

h u k uuu z Vö ·! += 3_+="U5 1gAg ° ügu0k 

x_5k / 0k x_5k 57, 6 ; ß _U ~3] ä=[ •4<ü ·! +3 ~3] 
6 ; K•4~]"·) 3U=+• ]3·! 3U~ ~3K 

M<+=; U~ >[U ~3] f ]"U~<ü ·! +3 53]; ~(_U_5 ; <U_KK=ü _+= 3_U3 4ü ] ~_3 9 3·! U"U5 
<3� "3K3 MUU; ! K3k H"3]+= ~ü ]4=3 ~3] 6 ]"·) (; U5+; K3] "U~ 3]+= ; K TU~3 
]; +·! 3] 4;((3Uü 3=« ; ~3]; ]=ü ~; ß ~3] U; ·! 5(3_·! 3U M<+=ä U~3U 3]]3_·! =3 ä• ; U 
U"U5+; <4;(( "K +[ 5]ö ß 3] « _]~ü '3 ) (3_U3] ~_3 ?"53! ö ]_53 ä• ; UüU"U5 _+= dx_5k / 1rk 
G _3 K; U +_3!=ü _+= ~3] : U=3]+·! _3~ _K ; ((53K3_U3U "U3]! 3<(_·! ü « 3UU K; U ~_3 
5; U?3 C; ·) "U5+(ä U53 h _U 9 3·! U"U5 +=3((=ü >[ U ~3] ?"] ä_·! 3]! 3_= 3_U ) "]?3+ 
ä=ü ·) ·! 3U "U; "+53U"=?= <(3_<3U +[ ((=3k 

Beispiel 37. 2 3_ 3_U3] ö 3U=_(+• _U~3( 3_U3+ 6 ; K•4K; +·! _U3U>3U=_(+ +3_ 
d I u0 KKü d1 I w0 KKü h I wg KKü p I ug ; =k MU?"53<3U _+= ~3] 9 3_<"U5+ 
« _~3]+=; U~ 4ü ] 1,1, I gügDk 

, ; U 3]! ä (= « _3~3] ; "+ f( 3_·! "U5 dw\ r 

W - :rr • wü0 · wüg · (1 + ~ · 10) · gügD I u0 ) 5k 
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Bolsple! B8. H" <3]3·!U3U _+= ~3] K_==(3]3 9 3_<"U5+« _~3]+=; U~ ~3+ S]3"? 
) [ • 43+ 3_U3] (6_U?}(_ [~3]c6 ; K•4K; +·! _U3 >[ K H}(_U~3]~"]·! K3++3] D I \ / ·Kü 
~_3 K_= p ;= T_U=]_==+~; K•4+• ; UU"U5 ; ]<3_=3=ü "U~ ~3K S [U~3U+;=[ ]5353U~]"·) 
güu ;=k 

Ü; ·! 2~k vü äk lwf _+= ~3] K_==(3]3 S]3"?) [ • 4~]"·) Nm= : · D2 • gü/ A <3_ 
~3] Ü3UU(3_+="U5 ~3] , ; +·! _U3 "U~ <3_ ~3] Vö ·! +=(3_+="U5 ~; + (ü/ \ 4;·! 3 ! _3]>[Uk 
23_ 5"=3] ä·! K_3]"U5 _+= ; U?"+3=?3U I' I gügDk 

6 ; K_= 4[(5= <3_ ~3] 
Ü3UU(3_+="U5 W gügD · l · \ / 2 • gü/ A I 00 ) 5ü 
Vö ·! +=(3_+="U5 W I uü/ \ · 00 I ugA ) 5k 

6 3] 93_<"U5+>[ ]("+= <3=]ä 5= ; (+[ _K ö 3]! ä (=U_+ ?"] S [ (<3U) ]; 4= <3_ ~3] 
d_0 

Ü3UU(3_+="U5 \ 01g ° gügu\ u ü 
ugA ( vö [ ! +=([ _;="U5k 1gAg --= gügu\ / k 

< 

jü
ujg, / Dk 

Beispiel 30. MU?"53<3U _+= ~3] 9 3_<"U5+« _~3]+=; U~ 3_U3+ R[ ) [K[=_>) [ (<·U 
+·! _·<·]; 4ü ] ü <3]! _=?=3U 6 ; K•4 >[ U rp --= ug ; = Ü <3]~]"·) [ ! U3 6 _·!="U5+]_U53 
53Kä ß (_n_5k [ D ; ; 8). 

; ; r uw·~ugu· ü Hk ~k ö k <l. vk upuwk 
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6 3] 3_U53+·! (_443U3 ä·! _3<3] U"=?= +_·! _K 23=]_3<3 +[ ! ] +·! U3(( ~3]; ]= 3_U 
+3_=_5 ;<ü « _3 3+ ~_3 x_5k / D< ü <3]=]_3<3U ~; ]+=3((=k , ; U ) ; UU _K , _==3( ; (( 
U3! K3Uü ~; ß 3] 3=« ; K_= ¾ +3_U3+ 6 "]·! K3++3]+ D ; U(_35=k 2 [_ 235_UU ~3] 6 ; K•4 
3_U+=]ö K"U5 ! ;= 3] ~_3 53?3_·! U3=3 ä=3(("U5ü "U~ ~3U 6 ]"·) ; <4;(( _U ~3U 6 _·!  
="U5+4(ä ·! 3U 3U=! ä (= ~_3 x_5k / D ·ü ~_3 U; ·! ~3U MU5; <3U ?" x_5k / 1 53?3_·! U3= 
_+=k 6 3U ~; U; ·! <3+=_KK=3U K_==(3]3U 6 ]"·) +[« _3 ~_[ K_= /l I güg1 <3]3·!U3=3 
93_<"U5+) ]; 4= W I ¾ · D · b · P,n · 11 3U=! ä (= ~_3 4[(53U~3 H"+; KK3U+=3(("U5k 

2]3_=3 a b c d e 
\ ü/ uwüg 1ü/ \ ü/ 1ü/ ·K 

Prn I pü\ ugüp püg pü\ püg ;= 
W' I \ \ ü\ u\ Düp 1güD \ \ ü\ 1güD ·c[ w1p ) 5k 

23_ 235_UU ~3] S[K•]3++_[U <?« k ö [ ]; "++=]ö K"U5 <;= ~3] ä·! _3<3] ~_3 _U 
x_5k / D~ 53?3_·! U3=3 ä=3(("U5k T+ _+= ~; UU 3U=+• ]3·! 3U~ 53Kä ß x_5k / Dg 

2]3_=3 h g h lc l m. 
güw wüg püg l½üg \ üg Düg \ üg ·K 

Pm - ugüp pü\ püg pü\ pü\ püg pü\ ;= 
W" - w\ Dpü0 D/ üg Apü0 wpü/ DgüD wpü/ c--.:i wg1 ) 5k 

6 ; ?" =]_== U[·! ~3] T_U4(" ß ~33 ä·! _3<3]5·« _·!=3; G c--:i 1g ) 5 K_= 
W'" I fl • G ·ckklP 5 ) 5k 

6 3] K_==(3]3 ä·! _3<3]]3_<"U5+« _~3]+=; U~ ) [KK= ~3K , _==3( ; "+ ·w' "U~ W" 
?"?ü 5(_·! W"' U; !3l 

W -- } (379 + 307) uc 5 - w\ D ) 5k 
: K ~_3+3 93_<"U5ü ~3U ~; K_= >3]<"U~3U3U ö 3]+·! (3_ß "U~ ~_3 ~; ]; "+ 3U= 

+=3! 3U~3U : U~_·!=_5) 3_=3U ?" >3]K3_~3Uü « 3]~3U +[ (·! 3 ä·! _3<3] ?« 3·) Kä ß_ 5 
>[U ~3] ä·! _3<3]+=; U53 53=]; 53U "U~ ~"]·! 43~3]U~3 9_U5[ 53~_·!=·=wDrk 

X Beispiel 40. 6 _3 <3_~3U "K a I A1 ° 5353U ~_3 G ; 53]3·!=· 53U3_5=3U ä• ; UU 
+3_(3 3_U3+ 6 ]; !=+3_(<; !U+·! "=?U3=?3+ +_U~ ~"]·! '3 ?« 3_ MU) 3] K_= 3_U3K x"U~;  

K3U=<([ ·) ; "+ 23=[U >3]<"U~3Uk 6 _3 5]ö ß =3 
ä• ; UU)]; 4= _U '3~3K ä3_( <3=]ä 5= Dü\ g =k G 3(·! 3 
M<K3++"U53U 3]! ä (= ~; + x"U~; K3U=ü « 3UU 5"=3] 
ß[U<[~3U <?« k (3==_53] , [ [ ]<[~3U >[]; "+53+3=?= 
« _]~ü <3_ 6 I (üA4;·! 3] ä_·! 3]! 3_=Z 

6 _3 ä• ; UU) ]ä 4=3 S 3]53<3U <3_ ~3] H3](35"U5 
U; ·! x_5k / p ~_3 ([=]3·!=3 ä3_=3U) ]; 4= V= A · S · +_U o: 
"U~ ~_3 « ; 53]3·!=3 ä3_=3U) ]; 4= IJ =--- A · 8 · [ [ + 01. 
T+ _+= U"U ;U?"+3=?3U 

x_5k / pk 

« [ ]_U G I b · h · l · y ~; + 2([ ·) 53« _·!= ~; ]+=3((=k V_3]; "+ 4[(5= K_= ~3U >[] 
+=3! 3U~3U G 3]=3U 4ü ] H "U~ V 

b · h · l I A 
· 6 · S r: ·l +_U [lkr ü 
y /lo 

; (+[ K_= y ~ Aüw =hK3 "U~ 110 I gü0g <?« k güwg 

b · h · l I Ak u• A · D \ g · dg• DpuBg\ / \ r I u1 g K3 
Aüw n gü0g n n 

dw/ r 

<?« k 
b · h · l I Dü11 · dAüp1g + gü\ / \ r ~= ApüD K3• 

G ä ! (= K; U _K 3]+=3]3U x; (( 

+[ « _]~ 
h - Aüg Kü 

l - wüA1 U. 

b ::c. Aü0 Kü 
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« ä ! (= K; U _K ?« 3_=3U x; (( 
h I Aü/ Kü 

+[ « _]~ 
b .kkklI wüA Kü 

l I wü1w Kk 
Bolsptel 41. 6 ; + ß]; 5+3_( 3_U3] 6 ]; !=+3_(<; !U (_353 ; "4 3_U3] ä=ü =?3 K_= 

~3] S]; 4= V== uü11 = ; "4ü ~_[ ä• ; UU) ]; 4= ; "4 ~3] 3_U3U ä3_=3 ~3] ä=ü =?3 ! ; <3 
~_3 « ; 53]··!=[ ä3_=3U) ]; 4= II= uDüg =k MU?"53<3U _+= ~_3 f ]ö ß 3 ~3] « ; 53]3·!=3U 
ä3_=3U) ]; 4= ~3] ä• ; UU) ]; 4= ;"4 ~3] ; U~3]3U ä3_=3 ~3] ä=ü =?3k 

6 3] ä=ü =?~]"·) V (_343]= ~_3 9 3_<"U5+)] ; 4= 
11, I 11 ·V. 

, ; U ) ; UU nun ; UU3! K3Uü ~; ß ~; + ä3_( _U ~3] 3=« ; + 5]ö ß 3]3U 9_((3 ~3+ 53)] ü KK=3U 
M"4(; 5·]+·! "! 3+ U"] ; "4 3_U3] 2]3_=3 >[U 3=« ; b =-= w KK "U~ ; "4 3_U3] Rä U53 
von 3=« ; l '-- 0g ·K ;U(_35=k 6 ; UU _+= ~[] x(ä ·! 3U~]"·) 

V u11g 
p I l. b I 0Ö k gü3 ~ ugg ; =k 

23_ ä·! K_3]"U5 K_= ß; (5 _+= ~3KU; ·! 53Kä ß äk wA 11, I gügj / "U~ ~; K_= 
H, gügu/ · u11g I A1 ) 5k 

23_ ä·! K_3]"U5 K_= ä=; "443]43== _+= 1,1, I güu1ü ; (+[ 
II, Ic güu1 · u11g ° wgg ) 5k 

Ü"=n <3_ ä·! K_3]"U5 K_= ~3K ]_·!=_53U (4[== _+= ~_3 9 3_<"U5 ~3] ä3_(3 _K 
M"4(; 53]+·! "! ?" >·K; ·! (ä ++_53Uk 

Belxplel 42. 23_K 3]+=3U 2; " ~3] ä " ß 3]3U , ; O_K_(_; U+<]ü ·) 3 _U , ü U·! 3U 
>[U 2 · \ \ üg K ä• ; UU« 3_=3ü ~_3 ; (+ ä=3_U<]ü ·) 3 K_= 3 f 3(3U) 3U (Bel. Jü äk 21) 
; "+534ü ! ]= « "]~3ü 3]! _3(= '3~3] S ä K• 43] "U~ ~3] 
ä·! 3_=3( ww f 3(3U) 3 U; ·! x_5k 0g +=;== U; ·! 2~k vü 
äk uA0ü ~_3 >[ ] ~3K T_U+3=?3U K_= ä=3; ]_U 53 
+·! K_3]= « "]~3Uü "K ~; + 9 [+=3U ?" >3]! _U~3]Uk 
M(+ ~3] S ä K•43]~]"·) 4ü ] '3~3+ f 3(3U) _U ]; ~_; (3] 
9_·!="U5 Nr=--- uu1üDg = "U~ +3U) ]3·!= ~; ?" 
N1 I wü/ \ \ = ; "4 ~3] 3_U3U ä3_=3 <?« k 
N, I uu0üup = "U~ N1 -= Aü\ 10 = ;"4 ~3] ;U 
~3]3U ä3_=3 <3=]"5ü ]"=+·!=3 ~_3 5]ö ß =3U=3_(+ 43] 
=_53 2]ü ·) 3 (; U5+; K >[U ~3U >_3( ?" 4(; ·! 3U 
"U~ "U]_·!=_5 53U3_5=3U f 3(3U) 3U ; <39). 

M"+ ~3] f( 3_·! "U5 11 •• N, - N1 3]5_<= +_·! 
~_3 9 3_<"U5+?_443] 

II - 
A• \ 10 c 0021'~ 
J u0üup n n 
wü/\ \ c g gwgj 
uu1üDg n 

x_5ü 0gk 

4ü ] ~_3 "U<3; ]<3_=3=3Uü ; <3] K_= ä=3; ]_U 53+·! K_3]=3U ä=; ! (5" ß 4(ä ·! 3Uk 
f (;==3 x(ä ·! 3Uü ~_3 <3_ / / ·K Rä U53 "U~ 3=« ; \ ·K MU(; 53<]3_=3 "U534ä ! ] 

4_zg ;= x(ä ·! 3U~]"·) <3) [KK3U ! ä ==3Uü ! ; <3U +[ 5; ] nur ~_3 9 3_<"U5+?_443] gügg0g 
(8. 32). 6 _3 <3]3·! U3=3 9 3_<"U5+?_443] _+= ~[]=ü « [ ; ((3_U ~_3 _UU3]3 9 3_<"U5 
~3] ; U ~3U , ; U=3(4(ä · ! 3U ! ; 4=3U~3U ä·! K_3]+·! _·!= ü <3]« "U~3U « _]~ü ! ä "4_5 53 
K3++3U « [ ]~3U 40). 

Beispiel 43. (U 3_U3K M"4?"5 >[ K T_53U53« _·!= G I \ gg ) 5 <34_U~3 +_·! 
~_3 Ü"=?(; += Q AA/ ) 5 "K ~_3 ä=]3·) 3 a I Ag ·K ; " ß 3]! ; (< ~3] , _==3k MU 
?"53<3U _+= ~3] f( 3_=«_~3]+=; U~ <3_ ~3K M<+=; U~ b I u°\ K ~3] xü ! ]"U5+<; ·) 3Uk 

3]ür 6 _3=?ü Hk ~k ö k ~k vk upg\ k 
40) Hk2k , ; <3]}ü Jk [4 =! [ MK3]_·; U ä[ ·k [4 , 3·! k TU5k upug. ä[ ! (3 

V_ U 5[]ü ½. ·(k ö k cl. uk upugk 
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M"+ ~3] , [ K3U=3U5(3_· ! "U5 dx_5k 0ur N · b - Q · a 4[(5= 

N=Q· a b , 
; (+[ ~3] x ü ! ]" U5+« _~3]+=; U~ 

W I 2 · !' · N == 2 · ,ti • Q · a b 
[ ~3] K_=mnI güjA 4ü ] « 3U_5 5(; ==3ü mäßig 5343==3=3 x(ä · ! 3" 

Ag W I A · güuA · AA/ · u\ g c 1ü1 ) 5k 

2 3_ ä · ! ; · ! =4ö ]~3]; U(; 53Uü « [ ~_3 ä• " ](; ==3U U_·! = 
_KK3] 53U; " 53U"5 (_353U "U~ ~3] M"++· ! (; 5 ~3] R; +=3U 
5]ö ß 3] « 3]~3U ) ; UUü _+= 3]4; ! ]"U5+53K ä ß \ ur 

W I güguA · Q, dw0r 
« [ ]_U Q ~_3 53+; K=3 2 3 
(; +="U5 ; U5_<=ü ~_3 ; "4 ~3] 
<3=]3443U~3U ä 3_=3 ~3+ ä · ! ; · !  
=3+ ! ä U5=k 6 ; ?" =]_== U[ · ! 
~3] « 3+3U=(_· ! 5]ö ß 3]3 R"4= 
« _~3]+=; U~ ~3+ x; ! ]) [ ]<3+ 

WL I \ ·F · >uüKü dw1r 

« [ ]_U 1i' ~_3 2 [ ~3U4(ä · ! 3 -( [ + 
x; ! ]) [ ]<3+ _U K 2 ; U5_<= 
"U~ v ~_3 5]ö ß =3 x; ! ]= 
53+· ! « _U~_5) 3_= _U ]Uh+) k 

Beispiel 44. xü ] 3_U3U 
x_5k 61. 6 ; K• 4) 3++3(K; U=3( >[ U ~3K (mkü_5k G2. 

_UU3]3U 6 "]· ! K3++3] D I 
Aü\ g K "U~ ~3] 2( 3· ! +=ä ]) 3 s I AüA ·Kü ~3] ~3U Ü <3]~]" · ) 'P IcI ug ; = ; "4 
U3! K3U +[ ((ü _+= ~_3 Rä U5+c "U~ y "3]>3]U_3="U5 ?" <3+=_KK3Uk 

6 _3 ö 3]U_3="U53U « 3]~3U K3_+=3U+ ; (+ Ü <3](; • • "U5+U_3="U5[ U U; · ! ö_5k 62 
; "+534ü ! ]=k , ; U « ä ! (= _U ~3K x; (( ~_3 Ü_3=+=ä ]) 3+i r 

d I V5 --s - gü\ I Vo · AüA c gü\ I Aüp ·Kk 

6 _3 ~"]· ! ~_3 Ü_3=3U ?« _+· ! 3U ~3U 2( 3· ! 3U ! 3]>[ ]53]"43U3 9 3_<"U5+) ]; 4= 
<3=]ä 5= <3_ +[ ]5+; K3] V3]+=3(("U5 "U~ 5"=3] ö 3]+=3KK"U5 4ü ] l ·K 2 Ü_3=� " 3] 
+· ! U_== K_U~3+=3U+ w I uggg ) 5\ Ar d53U; "3]3 MU5; <3U +k 2 ~k vö rk 

2 3_ ~3] Rä U5+U; ! = >[ U ~3] <3(_3<_53U Rä U53 l _+= ~_3 >[ K 6 ; K• 4~]" · ) JJ 
; "+53ü <=3 S ]; 4= P I D · l · p, >[ U ~3] ~_3 3_U3 Vä (4=3 >[ K >[ ((3U 2( 3· ! ü ~_3 
; U~3]3 Vä (4=3 >[ U ~3] ö 3]U_3="U5 ; "453U[ KK3U « _]~k ä_U~ 1: Ü_3=3 _U j 9 3_! 3U 
! _U=3]3_U; U~3] >[ ]! ; U~3Uü +[ 5_(= <3_ ~3] ä_· ! 3]! 3_= ® 5353U f( 3_=3U 

~ p . :rr d'' ° · AI _· \ · ··w. 

6 " ]· ! ö 3]<_U~3U <3_~3] f (3_· ! "U53U 3]! ä (= K; U +[ 4[]= 

k ® ·D · l · p 
i= 

A · _:rr,__ · ~A • w 
4 

41) V; >(_·3) ü Ö +=3]]ü Hk 4k ~k 2 3]5c "k Vü ==3U« 3+3U upugk 
\ Ar ö 3]+" · ! 3 >[ U 2 ; · ! ü Hk ~k ö k ~k vk uDpAhp\chp/ ü upuAk 
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23?3_·! U3= '3=?= r, ~3U M<+=; U~ ?« 3_3] Ü_3=3U 3_U3] 93_!3ü ~_3 Ü_3==3_("U5ü 
1 . 

+[ 5_(= '; l =-= ~ • -i: "U~ +[K_= 
J 

r :..:a 
m . d2 w 
2 ·J· D 

0

p•6' (38) 

; (+[ uuu_R ~3U [ <_53U ½ ; ! J[U« 3]=3" "U~ dä I uü/ <3_ ~]3_][ _! _53] Rä U5+U; (]= 
sr • w · Aüp2 • uggg 

" =-- A · A\ g · ugclcuü/ =- uu ·Kk 
2 [ _ ~3] dJuu3]U; <= _+= ~_3 ; "4 ~_3 2 ö ~3U « _]) 3U~3 n(n]3"U"U53) ]; 4= 

P' I ,T . n2 . JJ, 
4 

"U~ 4ü ] _n Ü_3=3 5_(= 
6 · P' I _n · n · d2 • w . 

4 

V_3] « 3]~3U ~_3 Ü_3=3 53« ö ! U(_·! _U 3_U3] 9 3_! 3 ; U53[ ]~U3=ü 
; "+ :rr • D I _n · T

1 
• 

, n · ~A • w 
nI D·p·6' 

; (+[ K_= ~3U [<_53U H; ! (3U« 3]=3U 
u :r,;. AüpA• uggg 

r, I A\ g · ug · uü/ I 1üw ·Kk 
H« 3·) Kä ß_ 5 +3=?= K; U ~_3 Ü_3=3 3=« ; + Uä ! 3] ?"+; KK3Uü ~; K_= +_3 5"= ~_·!= 
! ; (=3Ul 

"U~ K; U 3]! ä (= 

(39) 

1
1 I Aü\ d I 1üg ·Kü 

+[ ~; ß ~_3 ä_·! 3]! 3_= <3=]ä 5= 
°n 1üw 1 0k > I I ü/ k 1üg 

z 4= ]3·! U3= K; U U"] <3_ ~3] ?« 3_]3_! _53U Ü_3="U5 K_= i~3] ä_·! 3]! 3_= uü/ 
uuuu~ 3]! ö != +_[ <3_ ~3] ~][ _]3_! _53U "K ug v. Vkü "K ~_3 "U5(3_·! Kä ß _53 ö 3] 
=3_("U5 ~3] S]; 4= ü <3] ~_3 3_U?3(U3U Ü_3=]3_! 3U ?" <3]ü ·) +_·!=_53Uk 23_ ~3] 
3_U]3_! _53U 53!= K; U ~; UU K_= ~3] ä_·! 3]! 3_= "K / >k Vk ! 3]"U=3] \ wrk 

23_ R; +·! 3UU_3="U53U « _]~ n~_3 Ü_3=+=ä ]) 3 53« ö ! U(_·! 3=« ; + ) (3_U3] 53« ä ! (=l 
d I V5 · s - gü0 ·Kk 6_3 S]; 4= <3=]ä 5= _U ~3K x; (( K_U~3+=3U+ u1gg ) 5 4ü ] 
l ·K 2 Ü_3=� "3]+[ ! U_==Birk 

G _]~ 3_U • ]_+K; =_+·! 3] S ö ]• 3]ü 3=« ; ~_3 xü ! ]"U5+4(ä ·! 3 ~3+ ß_+·! 3+ 
3_U3] V[<3(K; +·! _U3ü K_= ~3] S]; 4= Q _U 3_U3 S 3_(U"=3 >[ K ä•_=?3U 
« _U) 3( A ö I 110 ° 53• ]3ß = dx_5k 0wrü +[ 
Kü ++3U ~_[ <3_~3U f [ 53U~]ü ·) 3~3] ä3_=3Uc t) 
4(ä ·! 3Uü ~_3 ; "+ ä}KK3=]_35]ü U~3U 5(3_·! 
+_U~ü ~3] S]; 4= Q ~; + f( 3_·! 53« _·!= ! ; (c k J 
=3Uk T+ 4[(5= +[ K_= ; "+ ~3K S]ä 4=3c -N 

/Q 
~][ _[ · ) ~[ ] C_5k f w N I Q_ , 6 3] 

2 · +K Ö 
2 3« 35"U5 +3U) ]3·!= ?"] H3_·! 3U3<3U3 x_5k 0wk 
« _])= U"U ; U '3~3] ä3_=3U4(ä ·! 3 ~3] 
9 3_<"U5+« _~3]+=; U~ h= • N 3U=5353Uk M(+[ _+= ~3] f 3+; K=« _~3]+=; U~ 

/l 
W I 2 • /L • N I si,1(5 • Q (40) 

uwr 2 ; ·! ü 6 _3 , ; +·! _U3U3(3K3U=3ü upg1k 



48 6 _3 93_<"U5k 

M"4 3_U3] ?" Q +3U) ]3·!=3U xü ! ]"U5+4(ä ·! 3 « ä ]3 ~3] G _~3]+=; U~ 
W I fl · Q. 6 _3 S 3_(U"=3 >3]5]ö ß 3]= ; (+[ ~_3 9 3_<"U5+?_443] auf 
' µ 

ft I +_U ö • 

6 _3+3(<3U ö 3]! ä (=U_++3 53(=3U 4ü ] ~_3 ä"• • [ ]=4ü ! ]"U53U >[ U 6 ]3!  
<ä U) 3U " k ~5(k U; ·! x_5k 0\ k 

Q 

x_5k 0\ k x_5k f / k 

Beispiel 45. 2 3_ ~3] 9 3_<"U5+) " • • ("U5 >[ U 6 [! K3UcR3<(; U· dx_5k 0/ r 
« 3]~3U _ I \ ä · ! _3<3]ü ~_3 _U xü ! ]"U53U ~3] ; "4 ~3K TU~3 ~3] 3_U3U G 3((3 <3 
43+=_5=3U ä · ! 3_<3 5(3_=3Uü K_= ~3K ä• _=?3U« _U) 3( A o I \ g° ~"]· ! 43~3]U~3 S U_3 
! 3<3( _U ~_3 9 _((3U ~3+ ; "4 ~3K ?« 3_=3U G 3((3U3U~3 +_=?3U~3U f 3! ä " +3+ 53~]ü · ) =k 
MU?"53<3U _+= ~_3 S ]; 4= Q, ~_3 ; "4 3_U3U ä · ! _3<3] ; "+?" ü <3U _+=ü 4ü ] 3_U3 G 3((3 
>[ U d I 1g KK 6 "]· ! K3++3]ü ~_3 [ _U 6 ]3! K[ K3U= M I ° DAwg ·K) 5 ü <3]=]ä 5=ü 
<3_ D I 1D ·K K_==(3]3K 9 _((3U~"]· ! K3++3]ü « 3UU K_= 6 - 1\ 4;· ! 3] ä_· ! 3]! 3_= 
53]3· ! U3= « _]~k 

Ü; · ! ~3U MU5; <3U >[ U 2 3_+• _3( A0 5_(= K_= x[ ]K3( d\ gr 

_ Q /A, ß k k +_U ö . D -= 6 . M' 

« [ ]_U 4ü ] ~_3 +_· ! 5(; ==+· ! (3_43U~3U =][ · ) 3U3U MU(; 534(ä · ! 3U µ :c. güj 0 ?" +3=?3U 
_+=k , ; U 3]! ä (= +[ 

Q I ° 6 . M • +_U]° == A · uüww · DAwg · güw\ Ag ° ° uu/ g ) · k 
D · _ · hf 1D · \ · güu0 5 

G 3]~3U ~_3 <3_~3U _U ~3] 2 3]ü ! ]"U5+4(ä ·! 3 .P ; "4 ~3U <3« 35=3U 
S ö ]• 3] « _]) 3U~3U S]ä 4=3 N "U~ W ?" 3_U3] , _==3() ]; 4= >3]3_U_5=ü V[ 

<_(~3= +_3 K_= N ~3U 9 3 _ < " U 5 + > _ U ) 3 (Bi r Q, "U~ 
K; U 3]! ä (= ; "+ ~3] x_5k 0ß l 

w /l 'N 
=5 Q I N Ic N -=- - / t . ( \ ur 

Beispiel 46. T+ +_U~ ~_3 ä " ß 3]+=3U f (3_· ! 53« _· !=V 
(; 53U 3_U3+ V[ (?<; () 3U+ >[ K f 3« _· ! = G "U~ ~3] Rä U53 l 
½ : <3+=_KK3Uü ~3] ?« _+· ! 3U ?« 3_ "U=3] ~3U G _U) 3(U ex. - \ g° ü 

x_5k 00· ß I wg° 5353U ~_3 G ; 53]3· ! =3 53U3_5=3U 9 <3U· U ; "+ 2 3=[ U 
(_35= dx_5k 01rk 

6 3] 3_U4;· ! 3]3U 9 3· ! U"U5 « 353U « k3]~· ?"3]+= >[ U ~3] 9 3_<"U5 =][ =? ~3] 
! [ ! 3U 9 3_<"U5+?_443] 1i0 I gü\ 0 ; <53+3! 3Uk 6 ; UU +_U~ ~_3 S ]ä 4=3 N1 "U~ Ü2 

\ \ r C; ]; U = ü , 3Kk ~3 (nM· ; ~k ][ }k ~3+ ä ·_3U·3+ü C; ]_+ ku1g\ k 
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+3U) ]3·!= ?" ~3Uk <3=]3443U~3U T<3U3U 53]_·!=3= "U~ü ~; +[U+= U"] U[ ·! ~; + _U 
~3] 2 ; () 3UK_==3 ; U5]3_43U~3 : 3« _·!= G >[]! ; U~3U _+=ü +[ Kü ++3U +_·! ~_3 ~]3_ 
S]ä 4=3 _K f( 3_·! 53« _·!=+4;(( _U 3_U3K C"U)= O AO 
+·!U3_~3Uü +[ ~; ß ! _3]K_= ~_3 >3]3_U4;·!=3 h . 
M"45; <[ ~"]·! C][<_3]3U 53(ö += « []~3U ) ; UUk h 

1 
\ 

V;= ~3] 2; () [U ~; <3_ ~_3 Ü3_5"U5 1, 5353U h 
1 
\ 

~_3 G Uk5[ ]3·!=3ü Dg 5_(= ]3·! U3]_+·! h 
1 

\ 

h  
; r + N1 • +_" « c Ü2 • +_Uhlu lll g kükü8ccckkk.l 88 8ü 1 \ 

b) 1-0 Üu· 7 z ä7n N2·COR(t O 1, \ 

· r I · N u • l · +_ uu d . c r< B y) 
0 · J l · · [ + ] gk 

G _]~ ~_3 f( 3_·! "U5 ; r K_= ·[ + O "U~ ~_3 f( 3_ 
·! "U5 <r K_= +_U cc 3]« 3_=3]=ü +[ 3]! ä (= K; U ~"]·! ä"<=]; )=_[U <3_~3] 

N2 • d+_U O · ·[+ß + ·[+·O · +_Uh_r I G · +_U « ü 

x_5k 01k 

; (+[ U; ·! äk lw/ 
N I G. +_U« 

2 +_Ud·O + hur 
T<3U+[ 3]5_<= +_·! U; ·! T]« 3_=3]"U5 K_= ·[+hJ <?« k +_Uhcu ~"]·! M~~_=_[U 

N cI G. +_UhJ 
u +_Ud·O + hJr 

G _]~ ~_3+3] G 3]= _U ~_3 f( 3_·! "U5 ·r 3_U53+3=?= "U~ ~3] G _U) 3( . c 3OB y 
?3](35= _U . c CY "U~ y , +[ _+= 

G · +_U°°
u
° 8 hcurk f +_U d. c ex) · [ [ + ] f-- ·[ + d. c 3Or· +_U1, l I . n• a • cosy 

[~3] U; ·! 6 _>_+_[ U ~"]·! ½ G · ·[ + y 
A +_UhJ k 

+_Ud·O uc hur · d7z 9(n ·+- +K]O · =5]r I uk 

V_3]; "+ 4[(5= +·(_(_3ß( _[ ! 

= ; _U « [ ; +hJ + ·[ + ?O +_UhüJ c A +_uuhu · ·[ + « L ( • P = r gy I I ü ·[ u.5uJ - 3[ 5(n k A+_UdJ·[ V·O 2 

G _]~ ~_3 93_<"U5 <3]ü ·) +_·!=_5=ü +[ +_U~ ?« 3_ xä ((3 z11 "U=3]+·! 3_~3Ul 6 _3 
"K ~3U 9 [ _<"U5; « _U) ·( e 5353U ~_[ N 53U3_5=3U f 353U) ]ä 4=3 G u <?« k W2 +_U~ 
_K ä_"U[ ~3] 23« 35"U5 3U=« 3~3] <3_~3 U; ·! ]3·!=+ [~3] <3_~3 U; ·! (_U) + 5353U 
~_3 N 53U3_5= dx_5k 0Drü +_3 +·!U3_~3U +_·! ~; UU _U gu <?« k gAü "U~ ~"]·! ~_3+3 
C"U)=3 K"ß '3=?= ~; + ä·! « 3]• "U)=+([= 53<3Uk 6 3] T]4[(5 _+= ~3]+3(<3ü ; (+ « 3UU tx 
"K u >3]5]ö ß 3]= <?« k >3]) (3_U3]= "U~ (i "K e >3]) (3_U3]= z ½ G k >3]5]ö ß 3]= « ä ]3k 
, ; U 3(n! ä (= +[ [ !U3 93·!U"U5ü ~_3 ~; + ; ((53K3_U 5ü (=_53 T]5[ <U_+ Uuuu· <3+=ä =_5=ü 

R5} c ° · R"[=5dhu Tu) ·[=5 (« ± u)]. 

ä[ (; U53 d% _U ~3] , _==3 >[U l >3]3_U_5= 53~; ·!= « 3]~3U ) ; UUü ! ; <3U ~_3 
f ]ö ß 3U >[U G "U~ l ) 3_U3U T_U4(" ß ; "4 ~; + 2]53<U_+k 

xü ] ~_3 H; ! (3U]3·! U"U5 <3+=_KK= K; U ; "+ f( 3_·! "U5 (4l) =53 =- üuu0-= gü\lf ü 
e - A\ ° \ wn "U~ 3]! ä (= ~; UU 

R5}2 - 1 · d·[=5 [\ ° \ wn c ·[=5 u/ ° u1nrü 
=51,u ==~ ½ · d·[=5 u0 u1n c ·[=5 0\ ° \ wnr 

l:l =[ (( ! ; U ü nvn3[ ! U_+·! 3 , 3·! ; U_) k uuk 4 
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[~3] 

; (+[ · 

tgr2 I ½ · dgü1g10 c wü0/ p1rclc cuü\ 10ü 
=5}( =}' (10,8164 - Ü,4723) --, +5,172, 

1'2 7ncn c/ 0gü 

23_ k ~3K 5][ ß °U 9 3_°"°5+« _U°3( _; = k ~3] 2 ° () [ ° _3 '3~3] Kö 5(_·! 3U R; 5[ 
U[ ·! mit 5][ ß 3] ä_·! 3]! 3_= uK f( 3_·! 53« _·!=ü wie ~_3 J_u5k dwD [ !U3 « 3_=3]3+ ,w 
) 3UU3U (ä ß =k MU~3]+ (_35= ~_3 ä; ·! 3ü « 3UU !'o ) (3_U _+=k 

G _]~ 3_U S ö ]• 3]ü ~3] +_·! K_= ~3] S]; 4= N ; "4 3_U3 : U=3](; 53 (35=ü 
~"]·! 3_U3 H"5+·! U"]ü _U ~_3 3_U3 ä·! ]; "<3U43~3] 3_U53+·! ; (=3= _+=ü K_= 
3_U3] S]; 4= Pu 53?[ 53Uü +[ =]_== 23« 35"U5 K_= 3_U3] 53« _++3U f 3+·! « _U 
~_5) 3_= >1 3_Uü +[<; (~ C1 P 11 • N _+=ü "U~ ~_3 x3~3] ?3_5= 3_U3 ?_3K(_·! 
<3~3"=3U~3 ö 3](ä U53]"U5ü ~_3 ; (+ , ; ß >[ U Cu ; U53+3! 3U « 3]~3U ) ; UUk 

Pi 
V1 

]!'ig. 0Dk x_5k 0pk C_5k 1gk 

6 3] S ö ]• 3] « 3]~3 '3=?= ;U 3_U3] ?« 3_=3U H"5+·! U"] [! U3 x3~3] K_= ~3] 
+[ 3]K_==3(=3U S]; 4= Pu 53?[53U "U~ ~; UU 5(3_·! ?3_=_5 +3U) ]3·!= ~; ?" 
K_= 3_U53+·! ; (=3=3] x3~3] ~"]·! 3_U3 ?« 3_=3 S]; 4= P2 dx_5k 0prk , ; U 
<3K3])= U"Uü ~; ß ~_3 x3~3] +_·! U"] « 3U_5 ~3! U=ü +3(<+= « 3UU ~_3 
f 3+·! « _U~_5) 3_= >A ~3] ?« 3_=3U 23« 35"U5 3_U3 >3]! ä( =U_+Kä ß_ 5 5][ ß 3 
_+=\ / rl 6 3] U; ·! 3_U3] 9 _·!="U5 <3« 35=3 S ö ]• 3]ü _U ~3] 3] 3_U3U <3 
+=_KK=3Uü "U=3] : K+=ä U~3U ?_3K(_·! ! [ ! 3U 9 3_<"U5+« _~3]+=; U~ 4_U~3=ü 
_+= « ä ! ]3U~ ~3] 23« 35"U5 _U ~3] ~; ?" +3U) ]3·!=3U 9 _·! ="U5 _K 3]+=3U 
M"53U<(_·) U; ! 3?" ]3_<"U5+([+k 

G _]) 3U P1 "U~ P 2 5(3_·! ?3_=_5 (ä U53]3 H3_= ; "4 ~3U S ö ]• 3] 3_U ü +[ 
+=3((= +_·! <; (~ ~3] 9 3_<"U5+« _~3]+=; U~ /J, • N 3U=5353U53+3=?= ?"] 9 _·!  
="U5 ~3] , _==3() ]; 4= >[ U Pu und P2 3_U (Fig. 70), unrl 7 V _V=\ 0r 

; (+[ 

p v = µ . N. ·[ + IX = µ . N. 
VI+ =5AO 

4li) , 3}3]ü <3+·! ]_3<3U >[U , _3+ü 6 k • k Jk upuwk 
\ 0r 7 ; K 3 ] 3 ] ü Hk ~k ö k ~k vk uDppk 
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[ ~3] 

JJ /l' N (42) = u 

V, + (::r 
>[ ="k"+53+·=?=kü ~; ß ~ _· 9 3_<"U5+?_443] ?« _+· ! 3U ~3K S ö ]• 3] "U~ ~3] 
: U=3](; 53 U; [ ! '3~3] 9 _· ! ="U5 ! _U ·(3]UK(<° U G [ ]= ! ; =k 

Heif.ipiol 4,7. 6 3] nvn; " · !) [ (<[ U 3_U3] C]ü 4K; +· ! _U3 4ü ] v U~_) ; =[ ]4·~3]U ! ; <3 
~3U 6 "]· !K 3++3] <l - wg · K . 3] « 3]~3 ; <53~_· ! =3= ~"]· ! 3_U3U R3~3]+="(• >[ U 
h, u ·K Vö ! 3k 6 ; UU ü _= R3_ p 5 ; = Ü <3]~]" · ) ~3] 9 3_<"U5+« _~[ ]+=; U~ ~3+ 
S [ (<3U+ 

11 • N JT • d · h · p · 11 I JT • wüg · u · 5 · güg\ -= uüDp ) 5 

"U~ ~3] S [ (<3U <3« 35= +_· ! _U +3_U3] M·! +3U]_· ! ="U5 3=« ; K_= >u güu ·Kh+) 
f 3+· ! « _U~_5) [ _=k 

G _]~ gu· ~; <3_ ; <3] K_= 3_U3] : K4; U5+53+· ! « _U~_5) 3_= v2 = ug ·Kh+) "K +3_U3 
M[ (" « l 53~][ ! =ü Vz _+= U; · ! x[ ]K3( d\cAr ~3] 2 ·« ·5"U5+« _~· ]3=; U~ U"] U[ · ! 

uüDp uüDp uüDp 
vI0001 100 

p 
j gügup ) 5ü 

;( +[ >3]+· ! « _U~3U~ 53]_U5 _K ö 3]! ä (=U_+ ?" ~3U <3« 35=3U f3 « _· ! =3Uk 

Betsplel 48. T_U 53<]3K+=3] S ]; 4=« ; 53U ]"=+· ! = ; "4 3_U3] 53U3_5=3Uü +· ! (ü • 4 
]_53U ä=]; ß 3 K_= 3_U3] f 3+· ! « _U~_5) 3_= >[ U 3=« ; °Kh+) ! 3]" U=3]k vK "U<3(; +=3=3U 
H"+=; U~3 (_35= ~3] ä · ! « 3]• "U) = ~3+ 5; U?3U G ; 5[ U+ +[ « 3_= U; · ! >[ ]Uü ~; ß ~_3 
ö [ ]~3]]ä ~3] ; K +=ä ]) +=3U <3(; +=3= +_U~ü "U~ ~3] G ; 53U ]"=+· ! = K_= ~3U ö [ ]~3] 
]ä ~3]U >[ ]; Uk vK >[ ((<[ (; ~3U3U H"+=; U~ (_35= ; <3] ~3] ä · ! « 3]• "U) = ~3+ f ; U?3U 
Uä ! 3] ; U ~3U V_U=3]]ä ~3]Uü "U~ ~3] G ; 5[ U <34_U~3= +_· ! ~; UU _K (; <_(3U f( 3_· !  
53« _· ! =k T] ! ; = ~; + 2 3+=]3<3Uü +_· ! +[ ?" ~]3! 3Uü ~; ß ~3] ä · ! « 3]• "U) = ~_3 
=_34+=3 R; 5[ ; UU_KK=ü "U~ ~_3+3] 6 ]3! "U5 « _]) = ; U ~3U 9 ä ~3]U U"] 3_U3 5; U? 
53]_U53 9 3_<"U5+) ]; 4= _U +3_=(_· ! 3] 9 _· ! ="U5 3U=5353Uü +[ ~;ß +_· ! ~3] G ; 53U 
�" · ]+=3((= "U~ +· ! (_3ß( _· ! 5; U? ! 3]" K~]3! =k 

Itelspiel 49. MU?"53<3U _+= ~_3 ä_· ! [ ]! 3_= 5353U TU=5(3_+3U ~3+ nß_+· !3 + 3_U3] 
V[ <3(K; +· ! _U3 K_= S 3_(U"=[U4ü ! ]"U5 dA- r cI uug° rü « 3UU ~; ß f 3« _· ! = ~3+ ß_+·! 3+ 
"U~ ~3+ M]<·_=3; =ü · ) ·+ f  uc G2 --= up/ g ) 5 
<3=]ä 5= "U~ ~3] >[ U ~3] 9 ü · ) +3_=3 ~3+ 
ä=_· ! 3(+ "U=3] ~3K G _U) 3( ex I 45 ° 5353U 
~_3 R[ =]3· ! =3 ; "4 ~; + M]<3_=++=ü · ) ; "+ 
53ü <=3 6 ]" · ) Q --' upgg ) 5k 

VUr ~_3 9 3· ! U"U5 53Uü 5= 3+ü 3_U3 S 3_( 
U"=3 "U=3] ~3] f 3+; K=<3(; +="U5 ; U?"U3! K3Uü 
~; ~_3 ä"KK3 ~3] G _]) "U53U <3_~3] x ü !  
]" U53U ~3U+3(<3U 2 3=]; 5 3]5_<=k T+ « _]~ ~_3 
S ]U4= Q ?3](35= _U ~_3 « ; 5·][ [ !=3 Q · +_U?O "U~ 
~_3 v[ =]· · ! =[ Q · · [ + e , ?" ~3] +_· ! ~_3 R; +=[ U F'ig. 1uk 
gu u O'.!. ; ~~_3]3Uk 6 _3 H3](35"U5 ~_3+3] S ~_4=· 
_U 9 _· ! ="U5 ~3] Ü[ _=[ U4(ä · ! [ ~3] S 3_(U"=3 "U~ +3U)]3 · ! = ~; ?" dvu'ig. 1ur (_343]= 
~_3 2 [ ·(_U5UU5 

3. · Q · V_U ex· +_U[ cI (Q · · [ + 3 u 01 cuc g2) • · [ ; ö • 

6 _[ ½ =uu· ucü[ _=[ UN(__ü· (_[ +[ U)]· · ! =[ U S ]ä 4=3 <(3_<3U ; " ß 3] MU+; =» ü « 3_( _! ]3 (=[ _<"U5+ 
) ]ä 4=[ >3]+·! « _U~3Uü ~; +_· ! ~3] ß _+· ! K_=k >[ ]! ük (=U_+]Uä ß_ 5 5][ ß 3] : 3+· ! « _U~_5 
) [ _= V[ U) ][ · ! = ?" ] H[ _· ! ·K[ <3U[ <[ « ·5= "U·( VguU_= 4ü ] '3~3 ß [ « [ 5"U5 _U ~3] 
H[ _· ! [ U[ <[ U[ ][ _<"U5+([ V _+=k 

\ e 
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, ; U 3]! ä (= ~3+! ; (< 

6 I · [ =5- °k d( + 0u + GArü 

=5« Q · COSl\'. 

"U~ K_= ~3U 5353<3U3U H; ! (3U«3]=3U 
gü1ggA d up/ g r 

aw I u k l cuc upgg · gü1g1u I (ü1u\ k 

6 ; +_·! Q ~"]· ! "U>[ ]! 3]53+3! 3U3 : K+=ä U~3 3_UK; ( 5; U? 3]! 3<(_· ! 535·"  
ü <3] ~3U ~3K TU=« "]4 ?"5]"U~3 53(35=3U MUU; ! K3U 3]! ö ! 3U ) ;UUü +[ _+= 3_U3 
?_3K(_· ! ! [ ! 3 ä_·! 3]! 3_= 3]4[]~3](_· ! k 

X. Beispiel GO. T_U3 S 353(]3_<"U5+) "• • ("U5 4ü ] S ]; 4=« ; 53U U; · ! 4ü 5k 1A +[ (( 
~; + 6 ]3! K[ K3U= M - up/ / ·K) 5 K_= 6 I (üA/ 4;· ! 3] ä_· ! 3]! 3_= ü <3]=]; 53Uk 

dN 6 3] Ü3_5"U5+« _U) 3( <3=]ä 5= _k , k cc -- ug ° "U~ ~3] 
V; (<K3++3] r I A/ ·Kk MU?"53<3U _+= ~_3 S ];k4= P, 
K_= ~3] ~_3 S "• • ("U5 ?"+; KK3U?"• ]3++3U _+=k 

T+ _+= ; U?"+3=?3U 

(43) 

J d, N · /l • r I 6 · M. 
6 3] MU• ]3++"U5 3U=5353U « _]) = ~_3 ä3_=3U) ]; 4= 

j d N · +_U <'.X I P . 
6 _3 ?« 3_=3ü « 3+3U=(_· ! 5]ö ß 3]3 ä3_=3U) ]; 4= J ((, N· · [ + ex, 
~_3 <3_ U_·! = "K(; "43U~3] 2 ]3K++·! 3_<3 ~_3 3<3Uc 

x_5k 1Ak 4;((+ 3U=5353U53+3=?= ?" P 53]_· ! =3=3 9 3_<"U5+) ]; 4= 
fl · J d N · · [ + a ! 3]>[ ]]"4=ü <(3_<= ; " ß 3] MU+; =?ü ~; 

<3_K T_U]ü · ) 3U ~3] S "• • ("U5 ~_3 3_U3 ä · ! 3_<3 +_· ! K_= 5][ ß 3] f 3+· ! « _U~_5) 3_= 
5353U ~_3 ; U~3]3 <3« 35=u/ rk , ; U 3]! ä (= +[ K_= 

6 · M · +_U O 
p I 11 • r ' ( 44) 

T 

; (+[ K_= ~3U [ <_53U H; ! (3U« 3]=3U "U~ 11 I güug 4ü ] 53ö (=3 jnJ__ü·<3U 

P I ° up/ / · gcklku °w0 I u1g ( güug · A/ ½5k 

T_U R3~3]<3(; 5 °U ~3K ) 353(_53U f 3!ä "+3 3]! ö ! = ~_3 9 3_<"U5+?_443] ; "4 
ft I güu/ <3_ 3=« ; + Ö (+· ! K_3]"U5ü "U~ ~; K_= « _]~ 

P' I p I uuw ) 5k 
uü/ 

Beispiel 51. , ; U >3]« 3U~3= <3_ U_· ! = ?" <]3_=3U 9 _3K3U [ 4= 3_U3 <; ((_5[ 
ä · ! 3_<3ü ~; K_= +_· ! ü « 3UU ~3] ; "4 ~3] , _==3 (; "43U~3 9 _3K3U dx_5k 1wr ; "+ _]53U~ 

3_U3K , ; U53( U_·! = ; "4 <3_~3U Vä (4=3U 5(3_· ! 43+= ; U(_35=ü 
~_3 ([ +3]3 Vä (4=3 +[ 5(3_· ! U; · ! ~3K 5]ö ß 3]3U 6 "]· ! K3++3] 

u 1 b u 88 Jh ~3] ä· ! 3_<3 >~3]+ß · ! _3!<= 
u
"
u
n1 ~M_3 4[+

u
=Z ; U8(_3=5Z=U=k~3 ~U;~·! 3_U3K 

8 
1 

) (3_U3]3Uü +[ ; +· U3 ·K w;g 3uguu ·K U : JlZ _[ 5; U?3 
a 2 ]3_=3 ~3+ 9 _3K3U+ _U 5(3_· ! 3] G 3_+3 ; U ~3] Ü <3]=];5 "U5 

K_=« _]) =k 6_3 ö [ ]+· ! _3<"U5 _+= lU"] ~; ~"]· ! Kö 5(_· ! ü -( ; ß 
1 ~3] 9 _3K3U _KK3] 3=« ; + ; "4 ~3] ä· ! 3_<3 5(3_=3= dM< 

+· ! U_== u1rü "U~ ?« ; ] <3+[ U~3]+ <3_ ) (3_U3]3U ä· ! 3_<3U [ 4= 
B ]3· ! = 3]! 3<(_· ! k T] _+= ~; UU _U ~3] y "3]]_· ! ="U5 5; U? 
.,. 

1 
• [ ~3] U; ! 3?" ]3_<"U5+([ +ü "U~ U"] ~3+! ; (< >3]K; 5 ~3] : U=3]c 

j _5k 1wk +· ! _3~ ~3] ) (3_U3U ä3_=3U) ]ä 4=3 P =- dÜA c c Üur • V_U ex ü <3] 
! ; " • = 3_U3 2 3« 35"U5 ! 3]<3_?"4ü ! ]3Uk 

6 _3 ü <(_· ! 3U , ; ß 3 +_U~ <3_ 5353<3U3] 9 _3K3U<]3_=3 b ·K 
ä· ! 3_<3U<]3_=3 B I uüu b + 1 ·Kü 

u 
ä · ! 3_<3U3]! ö ! "U5 h ('-.) w ° · VlO B ·Kk ,o 



6 _3 9 3_<"U5k 5;3 

6 ; ]; "+ 3]5_<= +_·! 
b 

h. B 2/i 
=5 ex --= ½ b - = - B . 

u ä3=?= K; U ü <3]+·! (ä 5_5 ~3U : U=3]+·! _3~ ~3] <3_~3U MU• ]3ß ~]ü · ) 3 ?" ug ~3+ 
, _==3(« [ ]=3+ N, ~3] ! ä "4_5 53U; " 53U"5 ?" ug< ) 5 <3+=_KK= « 3]~3U ) ; UUü +[ 
« _]~ P " b · +_U rx • T+ 5_(= ~; 4ü ] ~_3 H"+; KK3U+=3(("U5l 

b = / ug u/ Ag A/ ·K 
n -= 1 uA v D Aw AD 
h cI Aü/ w \ \ ü/ / 

Lg/\' s= 0,715 gü/ gg gü\ \ / güwpu güw/ 1 
V_Uhn cc güD1D gü/ / p gü\ D1 gü\ Au güw1p 

P I \ ü\ / ü0 1 ül° Dü\ pü/ ) 5k 
H"K 2 3=]_3< 3_U3+ <3(_3<_53U f 3=]_3<3+ 23_ 3_U3 <3« 353U~3 S ]; 4= P 0 

3]4[]~3](_·! ü « 3UU K; U ~_3 9 3_<"U5+« _~3]+=ä U~3 ?« _+·! 3U ~3U 3_U?3(U3U 
ß3_(3U ~3+ f 3=]_3<3+ ; " ß 3] MU+;=? (ä ß =k G []~3U ~_3 9 3_<"U5+« _~3] 
+=ä U~3 W _U 9 3·!U"U5 53+=3((=ü +[ _+= 3_U3 S]; 4= P I PO + W 4ü ] ~3U 
=;=+ä ·! (_·! [U 2 3=]_3< Uö =_5k T_U f 3=]_3<3 _+= U"U "K +[ >[ ]=3_(! ; 4=3]ü 
'3 53]_U53] ~_3 9 3_<"U5+« _~3]+=ä U~3 ~; ]_U +_U~ü ~3UU 3_U "K +[ 5]ö ß 3]3] 
MU=3_( ~3] <3« 353U~3U S]; 4= P « _]~ ~; ]; "4 >3]« 3U~3=ü ~_3 >3](; U5=3 
M]<3_= ?" (3_+=3Uü "U~ 3_U "K +[ ) (3_U3]3] MU=3_( « _]~ _U ~3] , ; +·! _U3 
+3(<+= _K ; ((53K3_U3U U"=?([ + >3]?3! ]=k 

6 ; 2 f ü =3>3]! ä (=U_+ ~3] ö [ ]]_·!="U5 « _]~ ~"]·! ~; + ö 3]! ä (=U_+ 
~3] ?"K MU=]_3< 3]4[]~3](_·! 3U S]; 4= P0 [ !U3 2 3]ü ·) +_·!=_5"U5 ~3] 
93_<"U5+« _~3]+=ä U~3 W ?" ~3] =;=+ä ·! (_·! K_= T_U]3·! U"U5 ~3] 9 3_ 
<"U5+« _·(·]+=; U~· 3]4[ ]~3](_·! 3U S ]; 4= P <3+=_KK=l 

u 
W' 

u + p 
0 

·(; _ü ; "·! ; (+ G _]) "U5+5]; ~ <3?3_·! U3= « _]~k vU K; U·! 3U xä ((3U _+= 
3+ >[ ]=3_(! ; 4=3]ü K_= ~3U <3« 353U~3U 6 ]3! K[ K3U=3U M0 <?« k M ?" 
]3·! U3Uü "U~ 3+ 5_(= 3U=+• ]3·! 3U~ 

Po r; = p 
Po 

P0+ W d\ / ; r 

, [ Mo r;- - - - M - M0 +Mr 
u 

v Mr 
+M 

0 

6 3] 5]ö ß =3ü • ]; )=_+·! U_·!= 3]]3_·! <; ]3 G 3]= ~3+ G _]) "U5+5]; ~3+ 
_V= ~3KU; ·! 4ü ] W I g r; I (k 

v+= ~; 5353U PO 5353Uü <3] W U_·!= <3+[ U~3]+ 5][ ß [~[ ] 5; ] ) (3_Uü 
+[ 3]53<3U +_·! +[ ! ] U_3~]_53 G 3]=3 ~3+ G _]) "U5+5]; ~3+k 6 ; + =]_44= 
?k 2 k <3_ ; ((3U « 3U_5 <3(; +=3=3U , ; +·! _U3U [~3] f 3=]_3<3U ?"ü "U~ _K 
x; k(( ~3+ R33](; "43+ « _]~ r; I z k MU5; <3Uü ~_3 ~; + U_·!= <3]ü ·) +_·!=_53Uü 
+_U~ _]][4ü ! ][U~k vK 4[(53U~3U « _]~ ~3] G 4]) "U5+5]; ~ +=3=+ 4ü ] 
~_3 9 35[ (<3(; +="U5 <3]3·! U3= « 3]~3Uk 

ä_U~ K3! ]3]3 f [ =k]_[ <· ! _U=3]3_U; U~3] ?" 3_U3] , ; +·! _U3 >3]3_U_5= 
"U~k ! ; = ~; + 3]+=3 ~3U G _]) Ku5+5]; ·( 171, +[ ) [ KK= >[ U ~3] MU=]_3<+c 

d\ / <r 



54 6 _3 9 3_<"U5k 

) ]; 4= P U"] U[ ·! ~3] 2 3=]; 5 r;u • P ; "4 ~; + ?« 3_=3 f 3=]_3<3k 6 [ ]= V_U) = 
~_3 « 3_=3]53(3_=3=3 S ]; 4= _U4[(53 ~3+ G _]) "U5+5]; ~3+ · u12 ~3+ ?« 3_=3U 
f 3=]_3<3+ ; "4 ~3U 2 3=]; 5 r;2 • (r7i • P) "+4k , ; U ) [ KK= +[ ?" ~3K 
T]53<U_+ü ~; ß ~3] f 3+; K=« _]) "U5+5]; ~ 3_U3] , ; +·! _U3 5(3_·! ~3K C][  
~") = ~3] G _]) "U5+5]; ~3 ~3] ! _U=3]3_U; U~3] ; ]<3_=3U~3U T_U?3(53=]_3<3 
_+=l 

17 I 17 l • 'Y/ 2 • 17 3 • • • (46) 

T]4ä ! ]= ~_3 S ]; 4= P ; " ß 3]~3K _U '3~3K T_U?3(53=]_3<3 ~"]·! Ü <3] 
+3=?"U5 dM<+·! U_== 1 [ ~k ugr 3_U3 ö 3]) (3_U3]"U5 [ ~3] ö 3]5]ö ß 3]"U5ü 
+[ « _]~ ; U ~3K ä·! (" ß <3=]3443U~ ~3] G _]) "U5+5]; ~3 U_·!=+ 53ä U~3]=k 

Beispiel 52. 6 3] l Aü\ g m (; U53 ß_+·! 3_U3] 
V[ <3(K; +·! _U3 « _353 gu uAgg ) 5ü -(; + M]<3_=++=ü ·) 
f 2 ~ 1/ g ) 5. 3+ +3_ +[ ; "453+• ; UU=ü ~; ß ~3] ä·! « 3] 
• "U)= "K c I güu/ K ; "+ ~3] , _==3 (_35=k 6 3] ÜR; ! ( 

JkkcBclccüccc=cccc° ° 5]3_4= ~; ]; U K_= ~3] « ; 53]3·!=3Uü _U 9 _·!="U5 ~3] 
l ß_+·! (ä U53 >3](; "43U~3U S]; 4= P I Aggg ) 5 ; U _K M<c 

nccc_cBkküü888888ükn(c(n.nücc° =ccccccccc_(8Bcu ° +=; U~ a I güwg K >[U ~3] , _==3 3U=5353U53+3=?= ?" 
c "U~ h I gü\ / K >[U ~3U « ; 53]3·!=[Uü _U ~3] TUR 
4[]U"U5 b I gü 1 / K <34_U~(_·! 3U xü ! ]"U5+4(ä ·! 3U ~3+ 
ß_+·! 3+k M"ß 3]~3K « _])= ~3] ä=_·! 3( U[ ·! ; "4 +3_U3] 
9 ü ·) +3_=3 "U=3] ~3K G _U) 3( o: I wg ° 5353U ~_3 R[= 
]3·!=3 53U3_5= K_= ~3] S]; 4= Q I upgg ) 5 ; "4 ~; + 
M]<3_=++=ü ·) 3_U dx_5k 1\ rk MU?"53<3U _+= ~3] G _] 
) "U5+5]; ~ ~3+ V[<3(=_+·! 3+ü « 3UU ~_3 9 3_<"U5+?_443] 
~3] xü ! ]"U53U uuu I gügA <3=]ä 5= "U~ ~_3 ~3+ M] 
<3_=++=ü ·) 3+ uuA c güu0 k 

Ii'ig, 1\ k , ; U ?3](35= ~_3 S]; 4= Q _U _! ]3 Ü3_R[ U) ]ä 4=3 
Q · +_U <X "U~ Q · · [ + o: • 6 ; UU _+= 

N;' • b Ic· Gl · ~ b + a'J, ·Ob - · r + Q · ·[ + [ · (J b cu a) (J · V_U° · h, 
; (+[ 

u u d A·r 1 ( 2a) Nf I 2 f u + 2 f Ak 1 - b + 2 Q. 7z äÜ • J uc b h (J. SÜ)(X • b 

"U~ 3U=+• ]3·! 3U~ 

1 1 ( A·r u d 2a) . h N~' I A f u + A f A k 1 + b = A k Q . ·[ + (X. • 1 - b + Q . +_U (X • b . 

G _]~ ~_3 S]; 4= C_U ~3] « ; 53]3·!=3U T<3U3 "K ~_3 ä=]3·) 3 a U; ·! ~3] , _==3 
~3] , ; +·! _U3 >3]+·! [ <3Uü +[ _+= 3_U 6 ]3! K[K3U= ! _U?"?"4ü 53U d 2~k vü Dk Vl(r 
>[U ~3] f ]ö ß 3 P · a, ~; + ; "453U[KK3U « _]~ >[U ?« 3_ S ]ä 4=3U N;,,, ~_3 "K 3=« ; 
¾Z >[U3_U; U~3] 3U=43]U= ; U ~3U ä3_=3U ~3] xü ! ]"U53U ; U5]3_43Uk T+ _+= ; (+[ 

N' - p. a ° Jc k l . 
ö 3]+·! _3<= K; U '3=?= P U[ ·! 3_UK; ( _U ~3] ([=]3·!=3U , _==3(3<3U3 ~3] , ;  

+·! _U3 "K ~_3 ä=]3·) 3 h U; ·! "U=3Uü +[ >3]=3_(= +_3 +_·! '3=?= ; "4 ~_3 <3_~3U « ; 53 
]3·!=3U xü ! ]"U5+4(ä ·! 3Uü "U~ ~; + ! _U?"=]3=3U~3 6 ]3! K[ K3U= <3« _])=ü ~; ß ~_3 
S]ä 4=3 Üu +_·! ; K 3_U3U ßn_+·! 3U~3 "K 3_U3U 2 3=]; 5 P · :l 3]! ö ! 3U "U~ ; K 

ü' 

3U=5353U53+3=?=3U TU~3 "K ~3U 5(3_·! 3U 2 3=]; 5 >3]K_U~3]Uk xü ] ~_3 H« 3·) 3 
~3] >[ ](_353U~3U 9 3·! U"U5 <(3_<= ; (+[ ~3] , _==3(« 3]= >[U N1 "U>3]ä U~3]=k M"·! 
~_[ T_U?3(« [ ]=3 Nj "U~ N~1 ! ; <3U ! _3]ü « [ ~_3 ä=; <_(_=ä = "U~ >[]=3_(! ; 4=3+=3 
2343+=_5"U5 ~3+ M]<3_=++=ü ·) 3+ U_·!= "U=3]+"·! = « 3]~3U +[ ((ü ) 3_U3U G []=k 
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Ü_[ != K; U >[ " ~3] 9 3_<"U5 ; <ü +[ _+= P0 P. 6 [] 9 3_<"U5+« _~3]+=; U~ 
iHt nun 

W. cuu1 • dÜ N\1 u N2 u 2N~) u 11i·Q 

Q ,. . \ ;ü r Q 2 u • COH CY v Q . +K (X u 2 • JJ • ~· uu • Q c; , • , :n , 2 , 

N \ · g wg J gügA · J Agg j 14/g j upgg · dgüD00 1- O,öO) + A · Aggg · 3 . Al° [ 
uc güu0 · upgg =--= \ gD ) 5k 

2 3_K 9 ü · ) 5; U5 _+= Q I P gü "U~ ~; K_= « _]~ 
W0 gügA · duAgg + 1uwgr c wp ) 5k 

x ü] 3_U3U M]<3_=+5; U5 _+= ~3KU; · ! ~_[ ä"KK 3 ~3] 9 3_<"U5+« _~3]+=ä U~3 
\ \ 1 ) 5k 6 ; K_= 4[(5= ~3] G (]) "U5+5_n; ~ ~3+ ß _+· ! 3+ 

u ( 
\ \ 1 uüAA\ 

l B Aggg 
'h - ,V 

]-j 2.:1 
C[ 

güDAk 

ti'iir ~_3 v( [ <· (K; +· ! _U3 +3_ 43]U3] <3+=_KK= ~3] Wirkungagrad ~3+ >_3]4;· ! 3U 
H; ! U]; ~; U=]_[ <3+ uuA c güDwü ~3+ 9 _3K3U; U=]_3<3+ n4; = = güp\cü ~3+ 6 3· ) 3U>[ ]53 
(353+ 1111 I güp/ k 6 ; UU _+= ~3] f 3+; K=« _]) "U5+5]; ~ U; · ! x[ ]K3( d\ 0r 

1/ Ic I güDA · güDw · güp\ · güp/ in gü0ukk 
Reispiel G3. MU [ _U[ ] 6 ; K• 4K; +· ! _U3 <3=]ä 5= ~3] G _]) "U5+5]; ~ ~3+ S [ ( 

<[ U+ 17i güp0pü ~3] S [ (<3U+=; U53U+=[ • 4<ü · ! +3 ·ü.2 I güpDAkü ~3] S ]3"?) [ • 4 
4ü ! ]"U5 113 ~ güpD0ü ~3] H; • 43U ~3+ S ]3"?) [ • 43+ü ~3] S "]<3(ü ~3+ V; "• =« 3((3U 
(; 53]+ _U+53+; K= r;4 güppgü ~3+ ä· ! « "U5]; ~3+ü >3]"]+; · ! = ~"]· ! ~3U R"4= 
« _~3]+=; U~ "U~ ~_3 9 3_<"U5 _K ?« 3_=3U R; 53] ~3] V; "• =« 3((3ü 175 I güpD/ ü ~3] 
<3_~3U TO?3U=3] ' 3 ·11u · _;; güp1/ ü ~3] <3_~3U ä· ! _3<3]+=; U53U4ü ! ]"U53U "U~ c+=[ • 4 
büchsen ' 3 · uu1 güp/ gü ~3] MU=3_(ü ~3U ~_3 f ]"U~+·! _3<3]]3_<"U5 >[ U ~3] , ;  
+· ! _U3U) ]; 4= >3]?3! ]=ü Xi. - güg/ / ü ~3] MU=3_( ~3] TO• ; U+_[ U++· ! _3<3]]3_<"U5 
O2 - gügA/ k MU?"53<3U _+= ~3] G _]) "U5+5]; ~ ~3] , ; +· ! _U3k 

2 3?3_· ! U3= P ~_3 >[ K 6 ; K• 4 ; "4 ~3U S [ (<3U ; "+53ü <=3 S ]; 4=ü +[ >3]]_U53]= 
+_·! ~_3+3 <3_K 6 "] · ! 5; U5 <_+ _U ~_3 V; "• =« 3((3 ; "4 P · 111. • u12 • uu3 • 174 • 6 ; >[ U 

_+= ; U ~3] G [ ((3 ; "4?"« 3U~3U 4ü ] ~_3 9 3_<"U5 ~3] ä· ! _3<3] "+« k x1 • P · u u 
l l 176 117 

"U~ O2 • P · , ; (+[ _U M<?"5 ?" <]_U53Uk 6 ; + T]53<U_+ « _]~ ~"]· ! ~3U 
u1du uu1 

G _]) "U5+5]U~ ~3+ ä · ! « "U5]; ~3+ « 3_=3] >3]]_U53]= ; "4 

p . (·u1u k u1A • u(w k 171 
u 

k [X1 + X2 (r k 1/r,. 
'116. 177 

6 3] k x; ) =[ ] >[ U P +=3((= ~3U f 3+; K=« _]) "U5+5]; ~ ~; ]l 

d 
pg güg/ / + gügA/ r z p r:. z >• 

uh k güp0p · güpDA · güpD0 · güp c güp1/ k güp/ g · ü Dg -= üDwk 

6 3] G _]) "U5+5]; ~ >[ U ö 3U=_(~; K• 4K; +· ! _U3U _+=ü « _3 ! _3]U; · ! (3_· ! = 3_U 
?"+3! 3U _+=ü "K güg/ cl z g0 ! ö ! 3] ; (+ ~3] >[ U ä· ! _3<3]K; +· ! _U[ Uü 

4. Der Keil. 
(° 'U ?uu ] , _==3(3<3U3 +}]U K3=]_+[ ! 3] S 3_( Uu _= ~3K ä• _=?3U« _U) 3( 21X 

Ho]I ~"]·! ~_3 auf ~[ U 9 ü · ) 3U 3_U«_]) 3U~3 S ]; 4= P0 5(3_· ! K ä ß _5 vor 
« ä ]=+53+· (_[ <·U « 3]~3U dx_5ü 1/ ;ürk ä3_U3 ä3_=3U4(ä · ! 3U 3]4;! ]3U ! _3]c 



6 3] S 3_(k 

<3_ >[U ~3U ; U(_353U~3U 6 ]"·) 4(ä ·! 3U +3U) ]3·!=3 f 353U~]ü ·) 3 N, ~_3 
« 353U ~3] ä}KK3=]_3 ~3] 5; U?3U MU[ ]~U"U5 3_U; U~3] 5(3_·! +_U~k DaH 
; "+ ~3U ~]3_ S]ä 4=3U 53<_(~3=3 f( 3_·! 53« _·!=+~]3_3·) ~3] x_5k 1/ < 
(_343]= +[ 4[]= ~3U H"+; KK3U! ; U5 

} · PO I N · +_U ex . ( 4 7) 
V_3]<3_ _+= '3~[ ·! ~_3 9 3_<"U5 ; U ~3U ä3_=3U4(ä ·! 3U U_·!= <3]ü ·)  

+_·!=_5=ü ~_3 ~_3 <3_~3U S]ä 4=3 ;1, • N ~3] x_5k 10 3U=5353U53+3=?= ?"] 

a 

]'ig. 1/ k K5k 1d_k 

2 3« 35"U5+]_·!="U5 ! 3]>[ ]]"4=k Ü; ·! H3](35"U5 ~3] N "U~ /l · N 53Kä ß 
x_5k 10 (; "=3= ~_3 f( 3_·! 53« _·!=+<3~_U5"U5 4ü ] ~_3 +3U) ]3·!=3U ä3_=3U 
) ]ä 4=3 

clc A · N · +_U ex - A /J, • N · ·[ + cx + P I gü 
; "+ ~3] 4[(5= 

P I A · N · ·[ + cx · ( =5 ex + p,) (48 a) / 
;N 

CIY' üVä "4_5 _+= ~_3 ä3_=3U) ]; 4= V - "UK_==3(<; ] 5353<3Uk 6 ; UU _+= k3ö + cx 
P I A · Q · ( =5 cx + ;;, ) ( \ D <r 

6 3] G _]) "U5+5]; ~ ~3+ S 3_(3+ « _]~ ! _3]U; ·! 
P0 +_U·O l 

17= I cccc p +_U ex + µ · ·[ + IX ( + /l · ·[=5 ex d\ prh 

v+= ~_3 S ]; 4= P _K ö 3]! ä (=U_+ ?" ~3U +3U) ]3·!=3U ä3_=3U) ]ä 4=3U ~3] 
f 353U~]ü ·) 3 N ?" ) (3_Uü +[ <3« 35= +_·! ~3] S 3_( "U=3] : K+=ä U~3U 
]ü ·) « ä ]=+ü « [ <3_k ~_3 9 3_<"U5+) ]ä 4=3 .üüuü • N "K53) 3! ]= ?" ~3U MU5; <3U 
~3] x_5k 10 53]_·!=3= +_U~k , ; U 3]! ä (= ~; UU 

c A · N · +_U ex + A · 11, • N · ·[ + ex + P u I gü 
"U~ ~; ]; "+ 4[(5= 
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1; < u _+= '3~[ ·! U_·! = 53U; " <3) ; UU=62) "U~ ?"~3K <3_ ~3] M"+« 3]="U5 
~3] ö 3]+"·! 3 U_·! = <3]ü ·) +_·! =_5= « [ ]~3Uk 

2 3_K (; U5+; K3U 6 "]·!4(_3ß 3U ~3+ R; 53]+ +=3_5= ~_3 ß3K• 3]; ="] ~3+ 
ä·! K_3]ö (·+ ; U "U~ +3_U3 Hä ! _5) 3_= U_KK= 3U=+• ]3·! 3U~ ; <k vU4[(53 
~3++3U _+= ~3] 9 3_<"U5+« _~3]+=; U~ 
~3+ R; 53]+ ; U >3]+·! _3~3U3U ä=[ ((3U 
U_·! = ~3]+3(<3. '3~[ ·! K" ß 4ü ] ~_3 
H« 3·) 3 ~3] C]; O_+ ~_3 MU5; <3 3_U3+ 
, _==3(« [ ]=3+ 53Uü 53Uk 

H"] x3+=+=3(("U5 ~3] K_==(3]3U 
9 3_<"U5+?_443] _K R; 53] ~_3U= ~_3 
9 3_<"U5+« ; 53ü ~3]3U 3]+=3 Ami- 
4ü ! ]"U5 ~_3 ä) _??3 pg >3]; U+·! ; "c Q y n Q 
(_·! = 0wrk 6 ; + R; 53] « _]~ K_= ~3K <n_5k Vz k 
~; ]; U <343+=_5=3U 2 ; () 3Uü ~3] ?« _+·! 3U k 
?« 3_ MU+·! (ä 53U « ; 53]3·! = (_35=ü ; "4 ~_3 ö 3]+"· ! +« 3((3 >[ K 6 "]·!  
K3++3] d 53! ä U5=. +3_U3 2 3(; +="U5 _+= P I G + A Q, « [ ]_U ; U5_<= 

G ~; + f 3« _·! = ~3+ 2 ; () [U+ "U~ R; 53]+ü 
Q ~_3 2 3(; +="U5 '3~3] G ; 53+3! ; (3k 

6 ]3! = +_·! '3=?= ~_3 G [ ((3 ]3·!=+ ! 3]"Kü +[ _+= (_U) + ; K V3<3(; ]K l0 
3_U Ü <3]53« _·! = Q' ; "4?"<]_U53Uü "K ~; + , [ K3U= ~3] H; • 43U]3_<"U5 

M. I l'' · P · ~ d 
?" ü <3]« _U~3Uk , ; U 3]! ä (= +[ 

A · Q' · l0 
µ= P·d . 

(57) 

(58) 

2 [ _ 3_U3] U3"3]3U M"+4ü ! ]"U5 0\ r « _]~ ~; + R; 53] "UK_==3(<; ] ~"]·! 3_U 
ü <3] 3_U3 9 [ ((3 « _]) 3U~3+ f 3« _·! = <3(; +=3= "U~ ~; + , [ K3U= ~3] H; • 43U 
]3_<"U5 >3]K_==3(+ 3_U3] ; K V3<3(; ]K l0 ; U5]3_43U~3U x·~3]« ; 53 53 
K3++3U dx_5k 91). T_U _U Öl =; "·! 3U~3] 6 ä K• 4"U5+) [ (<3U ~ä K• 4= ~_3 
<3_K MU(; "43U 3_U=]3=3U~3U ä·! « _U5"U53Uk 

6_3 T]53<U_++3 ~3] ö 3]+"·! 3 +_U~ 4[(53U~30/ rl 

M((3 R; 53] Kü ++3U 3]+= 3_U(; "43Uü 3! 3 +_3 K_= 53]_U53] 9 3_<"U5 "U~ 
) (3_U3K Ö (>3]<]; "·! ; ]<3_=3Uü « ; + ~"]·! 2 3_5; <3 >[ U x([ ·) 3U5]; • ! _= 
<3+·! (3"U_5= « 3]~3U ) ; UUü ~3] ; ((3 )(3_U3U : U3<3U! 3_=3U ~3] R; 53] 
+·! ; (3U ; "+4ü ((=k MK <3+=3U (; "43U « 3_·! 3 R; 53]+·! ; (3U ; "+ G 3_ß  
K3=; (( "U~ 2][ U?3 3_Uk x; += 5; ] U_·! = (; "43U +_·! f " ß 3_+3U +·! ; (3U 

gAr S"·! ; ]+)_ü z. f. ~k 5·+k ß"]<« k upuDk 
0wr V_]U ü 3=« ; uD/ gk ° 
g\ r R; +·! 3ü Hk ~k ö k ~k Jk upgAk 
05) ä=]_<[ ·) ü Hk a.v, ~k vk _[ [ +k 
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[ ~3] 53! ä ]=3=3 ä=; ! (+·! ; (3U 3_U. +_3 Kü ++3U Uö =_53U4;((+ _U ~3] 3]+=3U 
2 3=]_3<+?3_= K3! ]K; (+ U; ·! 53; ]<3_=3= « 3]~3Uk 

x_5k puk 

M"·! 5"= 3_U53(; "43U3 R; 53] Kü ++3U +_·! '3~3+K; ( 3]+= « _3~3] ; "4 
~_3 6 ; "3]=3K• 3];="] 3_U53(; "43U ! ; <3Uk 6 _3 S "]>3U b ~3] x_5k pA 

•B 
1/) 

6() 

50 

40 

J() 

20 

10 

a~ 

h V- J, 

h 
h ---- 

_kkcc ~ 

h V 

1/ 
1/ 
// 
II 
V 

 
 
~J 

 c 
- µ 

---- a 

_µ, 

0,06 

0,05 

0,04 

ß 

~OJ 0,03 

0,0.3 0,02 

O,OJ 0,0! 

100 {,fO ,so 'miti 

lx_5k pAk 

0 

.,.,. \~+J a.t 

\ 
\ 
\ 

1,2 \ \ 

\  
2,9\  

[\  1\ 
   n 1 s,z~  u° k n 

JO~ ~~ ii in t'--,.\ 
1.5,t' ~ 

kkkkkü88 

~ 
~ 

~ --'- 
° ]cck8 c c° 

t= 20 ~o 

x_5k pwk 

60 °d 
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?3_53Uü ~; ß <3_ 3_"3K ä3((·]+(; 53] >[ U d I 1 ·K G 3((3U+=ä ]) 3 K_= 9 _U5 
+·! K_3]"U5 <3_ p = Aüp ;= ~_3 2 3! ; ]]"U5+=3K• 3]; ="] <3_ n = 10g : K 
~]3! "U53U _U ~3] , _U"=3 3]+= U; ·! 2½ ä="U~3U 3]]3_·! = _+=ü « ä ! ]3U~ 
~_3 9 3_<"U5+?_443] +·! [ U U; ·! 2 ä="U~3U _! ]3U TU~« 3]= 3](; U5= ! ;=k 
T=« ; + 5ü U+=_53] +_U~ ~_3 ö 3]! ä (=U_++3 <3_ 3_U3K G ·_ß K3=; v(; 53]ü 4ü ] 
~; + ~_3 S "]>3U a 53(=3U K_= p I ugü/ ;=k 2 3_ ~3U K3_+=3U V3 <3?3"53U 
_+= ; (+[ ~_3 9 3_<"U5 _KK3] +3! ] >_3( ! ö ! 3] ; (+ 3=« ; <3_ ~; "3]U~ "K 
(; "43U~3U G 3((3U(3_="U53U [ ~3] S ]; 4=K; +·! _U3Uk 6 3U ö 3](; "4 ~3] 9 3_ 
<"U5+?_443] K_= +=3_53U~3] T]« ä ]K"U5 ~3+ R; 53]+ <3_ >3]+·! _3~3U3U 
R; 53]~]ü · ) 3U p <_+ ?"K T_U=]_== ~3+ 2 3! ; ]]"U5+?"+=; U~3+ ?3_5= ~_3 
x_5k pw 3<3U4;((+ 4ü ] 10g : K~]3! "U53U _U ~3] , _U"=3 3U=+• ]3·! 3U~ 
~3] f( 3_=53+·! «_U~_5) 3_= v I Aü1p Kh+) ü "U~ ?« ; ] <3_ ~3] M" ß 3U=3K• 3 
];="] Ag° k 

6 _3 9 3_<"U5+?_443]µ 4ü ] ~3U 2 3! ; ]]"U5+?"+=; U~ U_KK= K_= « ; ·!  
+3U~3K x(ä ·! 3U~]"·) p ?"3]+= ; <k T+ <3~; ]4 3_U3+ "K +[ 5]ö ß 3]3U 
6 ]"·) 3+ü "K ~3U ) (3_U+=3U G 3]= ?" 3]! ; (=3Uü '3 5]ö ß 3] ~_3 : K4;U5+ 

53+·! « _U~_5) 3_= v ~3+ H; • 43U+ _+=k 2 3_ ~3K+3(<3U 
R; 53] +_U) = +_3 ; <3] <3_ '3~3K x(ä ·! 3U~]"·) ; "4 ~3U 
+3(<3U G 3]= güggw/ <3_ f " ß 3_+3Uü güggAg <3_ G 3_ß  
K3=; (( ; (+ R; 53]+·! ; (3 4ü ] ~; ++3(<3 , _U3]; (ö ( K_= 
~3] TU5(3]cH_443] ADü\ <3_ A/ ° dx_5k p\ rü "K ~; UU 
<3_ ) (3_U3U f 3+·! « _U~_5) 3_=3U « _3~3] ; U?"+=3_53Uk 
6 _3 M"+5; U5+]3_<"U5+?_443] ~3] 9 "! 3 _+= +=3=+ ~_3 
+3(<3 f<o I gügu\ g <3_ f " ß 3_+3U "U~ gügAwg <3_ G 3_ß  
K3=; ((k 6 _3 x_5k p\ 5_(= <3_ ; ((3U 6 ]ü ·) 3U "U~ : K 
4;U5+53+·! « _U~_5) 3_=3U 4ü ] ~_3 5(3_·! 3 ß3K• 3]; ="] 
A/ ° "U~· 3_U G 3_ß K3=; ((; 53]k 

6 _3 x_5k pAc p\ 3]5[ <3U 43]U3] l 

° [ 0g 00 10 1/ soat 

x_5k p\ k 

6 _3 9 3_<"U5+?_443] +_U) = K_= ?"U3! K3U~3K x(ä ·! 3U~]"·) p66) "U~ 
K_= +=3_53U~3] ß3K• 3]; ="] t67), +_3 « ä ·! += K_= +=3_53U~3] : K4;U5+ 
53+·! « _U~_5) [ _= v ~3+ H; • 43U+0Dr "U~ _+= U; ="]53Kä ß ; "·! ; <! ä U5_5 

ggr ß! "]+= [ Uü x]_·=_[U ; U~ (; += « [ ]) k J D1wk 
67) G [ [ ~<"]}ü TU5U5k uDD\ ü 
� +r nvn[ « 3] ü uDDwk 
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>[ U ~3] M]= ~3+ Ö (3+0prü « 3UU ; "·! <3_ ]_·! =_53] G ; ! ( ~3+ (3=?=3]3U 
~_3+3] T_U4(" ß >[ U 53]_U5+=3] 2 3~3"="U5 _+=ü ~3UU <3_ ! ö ! 3]3] ß3K 
• 3]; ="] Uä ! 3]U +_·! '; ~_3 Hä ! _5) 3_=+« ·]=3 ; ((3] Ö (3k Ü <3]+·! (ä 5_5 3U=c 
+• ]_·! = µ ~3] 4¾ 1urk 2 3_ ~3] U_3~]_5+=3U 9 3_<"U5+?_443] _+= ~; + C][ ~") = 
v · z0 "U>3]ä U~3](_·! 48). 6 _3 M<! ä U5_5) 3_= >[ K , 3=; (( ~3+ H; • 43U+ "U~ 
R; 53]+ _+= U"] 5; U? 53]_U54ü 5_50\ rü0/ r "U~ >3]+·! « _U~3= ! ä "4_5 5ä U?(_·! ni rk 

x ü ] G 3_ß K.=; ((c [ ~3] 2 ][ U?3(; 53] K_= 9 _U5+· ! K_3]"U5 >[ U ~3K H; • 43U 
>3]! ä (=U_+ l: d I ucclccuü/ _+= <3_ ö 3]« 3U~"U5 >[ U ±f ; +K[ =[ ]3Uö (i _UU3]! ; (< ~3] 
f ]3U?3U 1ur 

"U~ 
\ > v > gü\ Kh+) ü \ / > t P A/ ° ü 
;3 < p - j 2 -f- 2 · V10 V ;= 

1,23. 1)0,4G 

• güß 4P° J\ hu (59a) 

<?« k 4ü ] uA + A · y'üfv > p > / g ; = 
gü\ / · v0A5 

f.,l I p0,30 • =(üz -( d / p b) 

x ü ] 3_U ä 3((3]+cf " ß 3_+3U(; 53] K_= 9 _U5+· ! K_3]"U5 >[ K H; • 43U>3]! ä (=U_+ l : d 
I wüw _+= 3<3U4;((+ <3_ 2 3U"=?"U5 >[ U ±f ; +K[ =[ ]3Uö (i _UU3]! ; (< ~3] f ]3U?3U 

4 > v > güu Kh+) ü 8 > p > u 
uüw0k >[ ü[ [ / 

/l I • gü/ D • =(üAg • d0gr 

9 _ U 5+ ·! K _3 ] " U5 _+= <]; " · ! <; ] <_+ 3=« ; v I uA Kh+) . ~; ]ü <3] ! _U; "+ 
U_KK= ~_3 z ((_343]"U5 ~3+ ä · ! K_3]]_U53+ +· ! U3(( ; <0\ rk , ; U « 3U~3= ~; UU ä• ü ( 
+· ! K_3]"U5 ; Uk , _= güD ~KchK_U , _U3]; (ö ( 3]5; < +_· ! 1Ar _U 3_U3K G 3_ß K3=; (( 
[ ~3] 2 ][ U?3(; 53] <3_ p P 3 ; = 11, "U; <! ä U5_5 >[ U v "U~ _UU3]! ; (< ~3] f ]3U?3U 

wg < = < 0g ° ü \ < p < u/ ; = 
uüw\ 

f,l I pl,IJ • =güDA d0u; r 

<?« k <3_ 
0g - t - ugg° n 3 < p < u/ ; = 

güDp 
/I, - pO,fll. ugüDA (61 b) 

Ü"] Uä ! 3]" U5+« 3_+3 _+= ; (+[ <3_ R; 53]+· ! ; (3Uü ~_3 ~3U H; • 43U >[ (( "K  
+· ! (_3ß 3U 1\ rü 

11 • p I · [ U+=k 

6 _3 2 3?_3! "U5 5_(= U_·! = 4ü ] 53=3_(=3 R; 53]+· ! ; (3U 70) •. x ü ] ä=; ! (?; • 43U _U 3=« ; 
! ; (< "K4;++3U~3U G 3_ß K3=; ((+· ! ; (3U >[ U T_+3U<; ! U« ; 53U _+= _K 2 3! ; ]]"U5+ 
?"+=; U~ _k , k t,t I güggp/ <3_ ä · ! K_3]" U5 K_= 9 ü <ö ( [ ~3] 3_U3K 3U=+• ]3· ! 3U~3U 
, _U3]; (ö ( "U; <! ä U5_5 >[ U p "U~ v1/ rk Ü; · ! (ä U53]3K ä=_((+=; U~ _+= p I güg/ \ 00rk 

0pr , ; ]=3U+ü , _==k ; "+ ~k S 5(k , ; =3]_; (• ]ü 4"U5+; K=k 
70) V3_(K; UUü Hk ~k ö k ~k vk upg/ k 
71) Ü; · ! ~3U MU5; <3U >[ U ä=]_<3· ) <3+=_KK=k 
1Ar Ü; · ! ~3U MU5; <3U >[ U R; +· ! 3 <3+=_KK=k 
73) 2 ; (4]}ü TU5U5k upuwk 
1\ r ß [ « 3]. 6 [ =k= K ; ] ü 6 k • k ,T. upgg. ä ;k} = ? 34 f , Hk ~k ö k ~k (k upu\ k 
1/ r S _] 3! « 353]ü z ]5; U 4k ~k x[ ]=+· ! ]ü ~k T_+[ U<; ! U« 3+3U; uD0\ k 
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G 3UU ; (+[ ~_3 K_==(3]3 ß3K•3];="] ~3+ Ö (3+ _K R; 53] <3) ; UU= _+=ü ) ; UU ?? 
! _3]U; ·! <3+=_KK= « 3]~3Uk Ü; ·! K3! ]+=ü U~_53K T_U(; "43U _+= 4ü ] +; ·! 53Kä ß 
53+·! K_3]=3 

V; "•=) "]<3((; 53] 53« ö ! U(_·! 3] 6 ; K•4K; +·! _U3U 0Ar • 

S"]<3(?; •43U(; 53] üü üü 
R; 53] 53« ö ! U(_·! 3] 6 }U; K[K; +·! _U3U "U~ T(3)=][ c 

K[=[ ]3U 1\ ! r • • • • • • • • • • • • • 

6 ; K•4="]<_U3U(; 53]ü ~_3 >[U ~3K ~"]·! +=]ö K3U~3U Ö ( 
53) ü ! (= « 3]~3U 64) • • • • • • • • • • • • • 

ä[ ((·]+c9 _U53·! K_·](; 53] 71) 
= 8 AD k >"ü]kuu • • [üuAü 

= ·c[ w/ ° 
t ·c[ \ g° 

t ·c[ w/ ° 

t c--:, 1g° 

d0Ar 
]"! 3U~3 R; 53] 53« ö ! U(_·! 3] 2 ; "; ]= ~_3 Ü <3]=3K• 3];="] t.1 ü <3] ~_3 ~3+ 

"K53<3U~3U 9 ; "K3+1Ar <3_ u/ < =u < Dg° 
_u c :no. dhuü • p' ö r: ü1:lv (ß3a) 

G _]~ ~_3+3 f (3_·! "U5 K_= ~3U f (3_·! "U53U d0ur ?"+; KK3U53U[KK3Uü +[ 
3]5_<= +_·! ~_3 R; 53]=3K•3]; ="] = <3_ ~3] 9 ; "K=3K•3];="] =2 ; "+ 

• ügA]üB tA• =[ü[A]ü I ° ° ° %k >[ üu[ ; d0w<r 

6 3] [<3]3 H; ! (3U« 3]= 5_(= 4ü ] wg < t < 0g° ü ~3] "U=3]3 4ü ] 0g < 1 < ugg° k 6 _3 
f (3_·! "U5 =]_44= 53U; " ?" 4ü ] p I 4 ;=k 

6 _3 23(; +="U5 p, ~_3 <3_ ) (3_U3U f 3+·! « _U~_5) 3_=3U v <_+ ?" 3=« ; Aü/ Kh+) 
<3_ 5(3_·! Kä ß _5 "K(; "43U~3U H; •43U <_+ ?" / g ;=ü <3_ _U ~3K R; 53] "U=3] « 3·!  
+3(U~3] 2 3(; +="U5 ±;=K3U~3Ki H; • 43U ; "53U<(_·) +« 3_+3 <_+ ?" uAg ;= <3=]; 53U 
) ; UUü « 3UU ; "·! ~_3 K_==(3]3 6 "]·! +·! U_==+<3(; +="U5 Ag ;= U_·!= ü <3]+·! ]3_=3=ü 
~; ]4 +=3_53U 73) 

<3_ 3=« ; v I 9 Kh+) U"] <_+ p I uw ;=ü 
V= 12 ± p I 14,5 ± 
V I 18 ± p I 16 ± 
V= 22,5 ,, ,, p I 16,5 ,, . 

X Beispiel G9. 6 3] S"]<3(?; •43U 3_U3] 6 ; K•4K; +·! _U3 >[U ~3] Rä U53 l I u1 ·K 
"U~ ~3] ä=ä ]) 3 d I uw ·K 3]4;! ]3 <3_ ~3] Ü3UU(3_+="U5 ~3] , ; +·! _U3 ~_3 K_==(3]3 
6 ]"·) ) ]; 4= P,,,. 00 \ wDg ) 5ü ~_3 MU?; ! ( ~3] : K~]3! "U53U _U ~3] , _U"=3 +3_UI uu/ k 
MU?"53<3U _+= ~; + , [K3U= ~3+ 9 3_<"U5+« _~3]+=; U~3+ _K 2 3! ; ]]"U5+?"+=; U~k 

6 _3 : K4; U5+53+·! « _U~_5) 3_= ~3+ H; • 43U+ _+= U; ·! x[ ]K3( dA/ r 
n · d · n n · 0,13 · 115 v I 0g 0g I gü 1Dw Kh+) ü 

~_3 2 3! ; ]]"U5+=[_U•3];="] t I \ g° k 
6 3] K_==(3]3ü _K ; (J53K3_U[ U ?"53(; ++3U3 H; • 43U~]"·) _+= 

r; \ wDg Ag Pm - l • d - uw · u1 00 ; =ü 

~3] <3_ ~3] Vö ·! +=<3(; +="U5 ~3] , ; +·! _U3 <_+ ; "4 ~; + (ü/ 4;·! 3 ; U+=3_5=k 
6 ; ~_3 ä·! K_3]"U5 ~"]·! ~; + M=K3U ~3+ H; • 43U+ +[ ! ] <35ü U+=_5= « _]~ü +[ 

) ö UU3U _U T]K; U53("U5 ; U~3]3] : U=3](; 53U ~_3 ~3+ 9 _U5+·! K_3](; 53]+ 53Kä ß 
x[ ]K3( d / p <r ü <3K[KK3U « 3]~3Ul 

/A, Ic gü\ / • gü1Dw° • 45 I gü\ / ngüDp0 I güÜ Ü w/ • 
2oo,»O • \ g(üz n( Aü\ 0 i \ 0ü/ 

V_3]K_= 3]! ä (= K; U U; ·! x[ ]K[ ( d/ 1r 
güulJ ) 111 - güggw/ · \ wDg · A · 00 uüg K 5k 
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Beispiel 60. 6_3 G 3((3 3_U3] 6 ; K• 4K; +·! _U3 3]4;! ]3 ~"]·! ~_3 S [ (<3U) ]; 4= 
~_3 K_==(3]3 2 3(; +="U5 Pm -nkng \ wDg ) 5 _U « ; 53]3·!=3] 9 _·!="U5ü ~"]·! ~3U 9 _3K3U 
?"5 S I uu/ g ) 5 3<3U4;((+ _U « ; 53]3·!=3] 9 _·!="U5 "U~ ~"]·! ~; + ä·! « "U5]; ~ 
53«_·!= G g> / / gg ) 5 _U ([=]3·!=3] 9 _·! ="U5 dx_5k p/ rk f 353<3U +_U~ ~_3 , ; ß 3 

<u I uüug Kü 
b2 I güpg Kü 
~2 I güu0 Kü 
l2 I güA\ Kk 

H" <3]3·! U3U _+= ~; + , [ K3U= ~3] R; 53]]3_<"U5+« _~3]+=ä U~3k 
6 _3 >[ U ~3] S [ (<3U) ]; 4= ! 3]>[ ]53]"43U3U R; 53]) ]ä 4=3 +_U~ 

, _ . b2 + bu + a . Aü\ / 8 ]l• a N, - P,,, - <_ + <
2 

- \ wDg Aügg c "w1g ) 0, 

N~ I P,,,, • c<
u
l <

A 
I \ wDg · ° l° ° I ppg ) 5k 

a I gü\ / Kü 
~u I güAw Kü 
l1 I güw/ Kü 

s 
1 ---a-- 
1 

x_5k p/ k 

6 _3 >[ K 9 _3K3U?"5 ! 3]>[ ]53]"43U3U R; 53]) ]ä 4=3 +_U~ 
b güpg 

N~' I S · -2
-- I uu/ g · I / Ag ) 5ü 

b1 + b2 Aügg 
bu uüug 

N~' I S · c<( + ~ I uu/ g · Aügg I 0wg ) 5k 

6 _3 >[ K ä·! «" U5]; ~53« _·! = ! 3]>[ ]53]"43U3U R; 53]) ]ä 4=3 +_U~ 
<2 z güpg A\ ) 

N {" I G . b; + b
2 

I / / g · Aügg I 1g 5ü 
b uug 

N;f' I G · ~uc I / / gg · n I wgwg ) 5k bu + b2 Aügg 

6 _3 f 3+; K=(; 53]) ]ä 4=3 3]53<3U +_·! ! _3]; "+ U; ·! ~3K ä; =? ~3+ C}=! ; 5[ ]; + 
'3 U; ·! ~3] 9 _·! ="U5 >[ U P,n ?" 

Üu I y(N~ =f Ün½rA + N{112 I / \ \ / <?« k 0w1/ ) 5ü 

N2 I J/(N~ ± NW + NC'2 I w\ wg <?« k wg/ g ) 5k 
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Beispiel 62. Zu berechnen ist das Moment der Exzontorreibung für ein
Exzenter von der Breite b = 8 cm und dem Durchmesser d = 42 cm, das mit
n = 115 Umdrehungen in der Minute umläuft und bei guter Schmierung des
Schiebers die mittlere Druckkraft Pm= 1040 kg erfährt.

Man erhält den mittleren Druck
1040

p = -8~2- = 3,1 at,
die Umfangsgeschwindigkeit

v = n · 0:.42__:_!_!_5_ = 2 52 m/sk
60 ' '

die Temperatur ist bei günstigen Verhältnissen etwa i - 45°.
Dann ergibt wieder Formel (59a)

1,23 . 2,52 o,4r. 1,23 . 1,52
ft :...= 3,10,()0~5 1,0•!- = _2,08 • 52,5 - 0,017'

mithin wird das Reibungsmoment
M = ½ • 0,017 · 1040 · 0,42 ·= 3,7 mkg.

Beispiel 63. Eine Wellenleitung von d = 8 cm Durchmesser laufe in der
Minute mit n = 150 Umdrehungen und belaste i = 12 Sellerssche Ringschmier
lager je mit p = 3 at. Anzugeben ist das Reibungsmoment der Welle bei der
Anfangstemperatur t0 = 15 ° und bei der im Boharrungszustand eingetretenen.

Die Umfangsgeschwindigkeit ist

- JT ~8 . 150 - 0 63 / kV - 60 - , m S.

Hiermit ergibt Formol (62) die Beharrungstemperatur

11 = 28 • v◊,63. 3 O,l2 = 28 • 0,794 • 1,14 25,5°
und nun folgt aus Formel (60) die Reibungsziffer

1,36. 0,63 O,OOG 1,36. 0,757
flo = -30.i;"s:"15 1,29 = 1,89 . 33 = 0,017

bzw.
= .!.:_36 .:!!.[!57 = 0 0084µl 1,89 · 65 ' .

Damit wird das Reibungsmoment

M. '. l d d 
0 = 'I, • fl • p . • . 200 12 · 0,017 · 3 · 3,3 · 8~ _ ~ 16 l

200 - 0' mxg
bzw.

M1 ('..),}M0 = 2,58 mkg.

6. Die Spurlager. 
Fällt die Wirkungslinie der belastenden Kraft P mit der Drehachse

der Welle zusammen, so daß sich der Zapfen auf die ebene, senkrecht
zur Drehachse stehende Endfläche stützt (Fig. 96), so greift ü1 jedem
Flächenteilchen dF dieser Stützzapfenfläche die zugehörige Belastung

d
p im Schwerpunkt der Fläche an, solange die nur durch die dünneF . 

Ölschicht getrennten Berührungsflächen eben genug und parallel sind.
Sie erzeugt dort den der Bewegung entgegengesetzten Reibungswider-
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p 
stand W = µ · dF, und das Zapfenreibungsmoment der ganzen Fläche
ist demnach 1 1 

p 
M = f 1-i • d.F · dF · r0 = /l • P · r0• 

Den Schworpunktshalbmessor erhält man nach Bd. I Formel (83) zu

Hiermit ergibt sich schließlich im Fall möglichst ebener G 1 e i t
f l ä c h e n

l 1 _ (~1)3
M = 3 . !,l • p . d . - (d~)- 2 • 

1 - -
d 

l _ (:Ir 
1 _ (~1)2 

(64) 

Da die äußeren Flächenteilchen des Zapfens wesentlich schneller
umlaufen als die inneren, so nutzt sich dort das weichere Metall im

Laufe der Zeit auch entsprechend mehr ab als innen,
weil die Ölschicht doch gelegentlich zerreißt und so

0 wenigstens auf kurze Zeit an einzelnen Stellen me-
tallische Berührung stattfindet. Infolgedessen liegen
bald die äußeren Flächenteilchen weniger innig auf
einander als die inneren, und die letzteren arbeiten
jetzt 'unter einem höheren
Flächendruck p aufeinander,
bis ein Ausgleich stattgefun
den hat derart, daß die beiden
gleichbreiten Flächenelemente
dF und dF1 des Ringaus
schnittes F' der Fig. 97 den
gleichen Anteil der Druck
kraft P aufnehmen.

Man erhält hieraus
Fig. 96.

~ dF 
Fig. 97.

und. da nach Fig. 97

ist, so folgt

dP = dF · p = dF1 • Pi,

dF: dF1 = r : r1 

P: P1 = r1: r. 
Der Flächendruck steht im umgekehrten Verhältnis der Entfernung von
der Drehachse.

Liogt nun die Fläche des Zapfens voll auf, so daß r1 = 0 ist, so kann die
vorstehende Gleichung scheinbar erfüllt worden durch p = 0 . Für die Zeit des
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Einlaufens trifft das jedenfalls nicht zu, und für das vollendete Einlaufen ist
es auch unmöglich, weil dann erst der nächste Flächenstreifen der Fig. 97 zum
Anliegen kommt und dann bald auch wieder den Flächendruck O erhält und so
fort. Die Gleichung wird befriedigend erfüllt durch Pi = CX) , wenn in diesem
Fall CX) der Wert ist, bei dem das Material des innersten Flächenstreifens merk
lich nachgibt. Damit nun der Flächendruck innen nicht so hoch ansteigt, erhält
der volle Spurzapfen in der Mitte mindestens eine Bohrung, die zur Ölzuführung
benutzt wird.

Die Mittelkraft der beiden gleichen Druckkräfte dF · p und <1F1 • Pi,
die auf die beiden äußersten Teilchen der Fläche F' einwirken, geht durch
die Mitte ihres Abstandes, ebenso die Mittelkraft der auf die beiden
nächsten Streifen entfallenden, ebenfalls einander gleichen Kräfte und
so fort. Demnach greift die gesamte auf die betrachtete Fläche kom-

mende Druckkraft ;, in der Entfernung

r' = r1 + l · (r - r1) = l · (r + r1)

von der Drehachse an.
Das Moment des Reibungswiderstandes für den eingelaufenen

Stützzapfen ist also

111 = "'µ · p · F' • r' ~ F' 
oder

(65) 

Versuche zur Ermittlnng der Reibungsziffer von Spurlagern mit
Wasserkühlung und Valvoline als Schmiermaterial76) ergaben im Dauer

zustand bei glatten Stahl
laufringen und mit Weiß
metallausgegossenen Bronze
druckringen mit Schmier
nuten nach Fig. 98a die in
Fig. 90 mit b bezeichneten
gestrichelten Linien der Tem
peraturen des ablaufenden
Öles und die ausgezogenen

Fig. 98a. Fig. 98b. der zugehörigen Reibungs-
ziffer in Abhängigkeit von

dem Flächendruck p und der mittleren Umlaufgeschwindigkeit der
Druckfläche. Waren die Druckringe glatt und die Schmiernuten nach
Fig. 98b in die Stahllaufflächen eingeschnitten, so ergaben sich die
Linien c der Fig. 99. Für Stahlzapfen auf Bronze mit den noch immer
gebräuchlicheren Schmiernuten nach Fig. 98a, denen als Schmiermittel
gutes Rüböl zulief, ergaben sich 77) die in Fig. 100 dargestellten, aus

76) Lasche, Z. d. V. d. I. 1906.
77) Neumann, Z. d. V. d. J. 1918.
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Formel (64) berechneten Rei
bungsziffern bei der günstig
sten Temperatur 50° C.

Die Reibungsziffer liegt
also wesentlich höher als
bei Traglagern. Sie wird er
heblich verkleinert, wenn die
Schmiernuten im. umlaufen
den Teil möglichst tangen
tial geführt sind, weil dann
das Öl durch die Schleu
derkraft in radialerRichtung
zwischen die Flächen getrie
ben wird.

Bezeichnet man in Fig. 83
die Ordinaten mit log y und die
Abszissen mit log x, so gilt

Die Spurlager.
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oder, wenn jetzt zum Numerus übergegangen wird,

(x2)tgo=Y1,
Xi Y2 

woraus folgt
(66)

Häufig erscheinen nun Kurvenzüge, wenn sie in logarithmischen Koordi
naten aufgetragen werden, mit großer Annäherung als gerade Linien. Die Kurven
folgen dann dem Exponentialgesetz der Formel (66).

Werden die µ-Kurven der Fig. 99 logarithmisch aufgetragen, so erhält man
für die Umfangsgeschwindigkeitcn 7 < v < 12 m/sk

bei Schmiernuten nach Fig. 98 a im Druckring
0,077für 6 < p < 15,5 at fl = - - - - - ,vo,11 • p0,63 

15,5 < p < 23 at

23 < p < 31,5 at

bei Schmiernuten nach Fig. 98 b im Laufring
0,0385

/l = V0,17. p0,78 'für 5 < p < 13,5 at

13,5 < p < 26,5 at

26,5 < p < 35,6 at

0,047
/,/, = vo,11 • po,,1a ,

0,0125
/I = v0,l7. p0,.18 "

(67)

0,0195
!1 = vo,11. po,51 ,

0,0155
1-1 = vo,117,20 •

(68)

Beispiel 64. Das wassergekühlte Drucklager einer Schiffsturbinenwelle be
steht aus i = 5 Ringen nach Fig. 98 b mit dem äußeren Durchmesser d = 298 mm
und dem inneren Durchmesser d1 = 185 mm. Die Schmiernuten verringern die
Fläche um 11 v. H. Es läuft um mit n = 900 Umdrehungen in der Minute und
hat die Druckkraft P = 50 t aufzunehmen 76). Zu bestimmen ist das Dreh
moment der Zapfenreibung.

Der Flächendruck der Lauffläche ist
P 50000

p = -. -- = ----------- - - - -= 26,2 at,
i . F 5 . : · (29,8 + 18,5) · (29,8 - 18,5) · 0,89

die mittlere Umlaufgcschwindigkeit

V= ~rr.__:_!!, = ~ · (0,298 j- 0,185) · 900 = ll,4 m/sk.
60 2 · 60

Damit kann man den Kurven c der Fig. 99 die Reibungsziffer µ = 0,0056
und die Temperatur des ablaufenden Öles t = 86 ° entnehmen.

Das Drehmoment der Spurzapfenreibung beträgt hiermit zu Anfang nach
Formel (64)

- (18,5)3 
0,0056 29,8 l - 29,8

M = 5 · -4-. - · 10000 • l00 · - _ (18,5)2 =-= 27,81 · 1,24 = 34,5 mkg.
l 29,8
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Nach gutem Einlaufen ist gemäß Formel (65)

M 5 · 0,005~ · 10000 · 29'8 · (1 t- 18•5) -= 27 81 · 4
3 · 1,622 - 33,9 mkg.

4 100 29,8 '
Der Unterschied ist also bei derartigen Ringlagern ziemlich geringfügig.

Das Gesamtdrohmoment der fraglichen Antriebsmaschine beträgt etwa
3580 mkg. Der Wirkungsgrad des Spurlagers, ungerechnet die größeren Ver
luste durch die Öl- und Wasserpumpen, ist somit

33.9
17 = 1 - 3580 - 0,990.

ßoispiol 05. Der Kammzapfcn einer Dampfschiffswolle besteht aus i = 6
Ringen vom mittleren Durchmesser cl"' =- 40 cm und der Breite b = 5 cm. Er
sei belastet mit P = 35 t und mache in der Minuten= 120 Umdrehungen. An
zugeben ist das Drehmoment der Zapfenreibung.

Der Flächendruck zwischen den Laufringen ist, wenn für die Schmiernuten
6 v. H. der Fläche abgezogen werden,

P 35000
p = . d = - - 0 - 0-) 9,9 at,

i · :n: • m • b · 0,94 6 · :n: • 4 · 5 · 0,94
die mittlere Umlaufgeschwindigkeit ist

:rc • 0,40 · 120
v 60 -= 2,51 m/sk.

Wird in Ermangelung weiteror Unterlagen die Formol (67 a) auch für die
vorliegende Umlaufgeschwindigkeit benutzt, so erhält man

_ _ 0,077 0,077 _ 0 01 r:. 
f,l,-25t0,11·99°,r.:i-f17.424 - ' 50

' ' ' ' 
und somit nach Formel (65)

M = { · 0,0155 · 35000 · :io ( 1 + !:) = 109 mkg.

Das Gesamtdrehmoment der Maschine beträgt etwa 11000 mkg, also der Wir
Jmngsgrad des .Kammzapfons

109 
17 l - ll000 = 0,990.

Bclsptel 66. Das Reibungsmoment eines eingelaufenen Spurlagers einer
Wasserturbine vom Außendurchmesser d = 14 cm und der inneren Bohrung
d1 = 2 cm, das bei der Umfangsgcschwindigkeit v = 0,50 m/sk mit P = 8,5 t
belastet wird, ist zu berechnen.

Der Flächendruck beträgt bei Abzug von 15 v. H. für die Schmiernuten
8500

p - :n: - 59,l at.

4 · 16 · 12 · 0,85

Die Reibungsziffer etwa aus Formel (67 c) zu ermitteln ist nicht angängig, da
sich der vorliegende Fall zu weit von dem Gültigkeitsbereich der Formol ent-
fernt. Man schätzt lieber gemäß den Angaben B. 30 11 0,02 .

Dann liefert Formel (65)
1 14 ( 2)M = 4 · 0,02 · 8500 · l.00 · l +14 -= 6,8 mkg.

Die Formel (64) ergibt im vorliegenden Fall M -= 8, 1 mkg, also das l,19fache
des nach Einlaufen zutreffenden Wertos.

Beispiel 67. Zu berechnen ist die Druckkraft P, mit der eine Lamellen
Reibungskupplung nach Eig. 101 mit i 8 Reibflächen vom äußeren Durch-

8 top h 1111, 'l'eehntache Mecluuri k. ll. ß
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messer d = 40 cm und dem inneren Durchmesser d1 = 33 cm anzupressen ist,
wenn sie bei ® = ~ facher Sicherheit das Drehmoment M = 1955 mkg über
tragen soll.

Da die Flächen sich bald einlaufen, so ist Formel (65) zu benutzen:

6 · M = !· · /l • P · d · ( 1 + J) , 
worin bei Stahl auf Bronze nach den Angaben S. 30 11. = 0,10 einzusetzen ist.
Hieraus folgt mit den gegebenen Zahlenwerten

p = 1,25 · 1(55 · 4
33

) __ 168 kg.
8 · 0,1 · 40 1 + 40

Ist der eine Teil der Ringe aus Eichenholz und der andere aus abgedrehtem
Flußeisen, so beträgt die Reibungsziffer !-" = 0,50, und es wird

P' = {P(') 34kg.
Durch Weiterentwicklung78) der Untersuchungen von Reynolds

wurde das in Fig. 102 dargestellte Mich e 11 - S p u rl a g er 79 b) gefunden,
das selbst bei den größten Kräf
ten nur einen einzigen Tragring
braucht, der auf einer Anzahl
von annähernd quadratischen

Fig. 101. l!'ig. 102.

Segmenten läuft, die so gestützt werden, daß sie sich gemäß der
Fig. 87 etwas geneigt zur Lauffläche stellen. An den Rändern der
Segmentplatten ist der Öldruck O und er steigt nach der Mitte zu
derart an, daß dort etwa das 3 fache des mittleren Druckes

(69) 

vorhanden ist, wenn bedeutet:
P die gesamte Druckkraft in kg,
F die Fl&,che eines Segmentes in cm 2, 

i die Anzahl der Segmente.

78) Michell. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 1905.
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Wird die Vorderkante der Segmente etwas abgerundet79), so wird
der Öldruck und damit die Tragfähigkeit des Lagers noch erhöht.

l!~ür quadratische Segmente von der Breite a = 4,5 cm, deren Unterstützung
um den Betrag e -= 0, 12 a hinter der Mitte der Druckfläche liegt, ergab sich mit
einem Öl, das bei der mittleren Temperatur t = 55 ° die absolute Zähigkeit
z0 = 0,00225 kg · sk/m 2 hatte, die Reibungsziffer 79l>) 

,,, =- 0,00308 . ·v ~ . (1 1 o. 14) . VP) (70)p -- 
gültig für

6 < v < 50 m/sk, 3 -:- 9 < p < 100 at.
Boi einer anderen mittleren Temperatur ist der Wert von 11 im Verhältnis der
Wurzeln aus den absoluten Zähigkeiten zu ändern. Boi p c-o 100 at ist µ 0v 0,002 ·
unabhängig von der mittleren Umlaufgeschwindigkeit v des Laufringes.

Werden die vorn abgerundeten Segmente genau in der Mitte gestützt, so er
gibt sich wieder für die mittlere Temperatur t = 55 ° 

f,1 = 0,00762. V~. (71) 

Diese Anordnung liefert also größere Reibungsziffern, die in hohem Maße von
dem Keilwinkel der Ölschicht abhängt"), Erst bei p = ll0 at haben die For
meln (70) und (71) dasselbe Ergebnis.

Wird die Stützung um den Betrag e = 0,12 a nach vorn gelegt, so erhält man
/l = 0,004 (72) 

für alle Drücke und Geschwindigkeiten.
Bei Drücken bis p = 5 at kann Wasser an Stelle von Öl genommen werden,

wodurch die Reibungsziffer im Verhältnis der Wurzeln aus den absoluten Zähig
keiten verkleinert wird.

Werden statt der annähernd quadratischen Platten kreisförmige, in der Mitte
gestützte, genommen 81), so wird der theoretische Vorteil der Konstruktion nicht
voll ausgenutzt. Derartige Lager haben die Reibungsziffer /t = 0,01-:-0,003.

Beispiel 68. Ein Micholl-Lager vom Außendurchmesser d = 220 mm und
der Breite a = 45 mm der i = 12 Tragsegmente laufe mit n = 3000 Umdrehungen
in der Minute um und sei mit P = 6 t belastet. Das Schmieröl fließe mit der
Temperatur t1 = 56 ° zu und mit t2 = 76 ° ab. Anzugeben ist sein Reibungsmoment.

Formol (69) gibt den mittleren Druck
6000

p c-o 12. 4,52 = 24,7 at.

Die mittlere Umlaufgeschwindigkeit ist
:n: • 0,175 · 3000 _ 27 5 / l

V - --60 - - , m SC

Die mittlere Temperatur ist etwa
t = ½. (56 + 76) = 66°.

Gemäß Formel (55) erhält man

( z) log
_ y 66 _ 2,267 -log 66 = 2,267 - 1,820 = O,S5.
log ( z) 2,267 - log55 2,267 - 1,740

?' 66

79) Engng. 1915; v. ]'., Brown, Boveri u. Cio-Mitteilungon 1918.
80) Gü m b cl , Z. f. d. ges. Turbw. 1917.
81) Kingsbury, J". of the Am. Soc. of Naval Eng. 1912.

6*
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Bei Verwendung desselben Öles, mit dem die Zahlenangaben der Formel (70)
erhalten sind, und wenn die geringe Anderung des spezifischen Gewichtes y C'.::> 0,89
zwischen 55 ° und 66 ° außer acht gelassen wird, ist hiernach die für die vorteil
hafteste Anordnung geltende Formel (70) mit dem Faktor [Formel (54)]

Vz ( o 00225 )i · (o,35 - ])66 = . ' - 0 82
Z55 0,89 • 0,00018 '

zu multiplizieren. Man erhält so die Reibungsziffer

/,l = 0,00308 ·V!~:~(· 1 + 0,14 ·V24,7) · 0,82 - 0,0045.

Hiermit liefert die Formel (64)

(0 13) 3 

M-= _!__, O 0045 · 6000 · 0 22 ·
1-= 0~2~

3 ' ' _ (0,13)2 
l 0,22

2,38 mkg.

7. Der Rollwiderstand. 
Rollt eine starre Walze auf einer ebenfalls starren, wagerechten

Unterlage (Fig. 103), so findet die Berührung nur in einer Mantellinie A 
der Rolle statt. Die lotrechte Kraft Q, mit der die Walze auf die Unter

lage gepreßt wird, und der Gegen
druck N der letzteren fallen in die
selbe Wirkungslinie und heben sich
gegenseitig auf, so daß der ge
ringste äußere Einfluß ausreicht,
um die Rollbewegung einzulei

~;,,,-l..f~~?,;¼~ ten82). Dem Fall entspricht etwa
:,,; ein wenig belastetes Stahlrad auf

einer Stahlschiene, die mit der
Fig. 103. Fig. 104. ganzen Länge auf einer Beton

mauer aufliegt.
Ist die Unterlage nachgiebig, wie etwa eine frische Chausseo

schotterung, und die Walze starr, so stellt die Fig. 104 die Verhältnisse
dar. Die Gegenkraft N greift jetzt in der Mitte der vor der Walze
befindlichen Erhöhung an und ist senkrecht zur Berührungsfläche von
der Breite AB, also nach dem Mittelpunkt O der Walze gerichtet. Um
den Körper zu rollen, ist eine etwa an der Rollenachse angreifende, par
allel zur Lauffläche gerichtete Kraft P erforderlich und ferner außer
der gewöhnlich sehr kleinen wagerechtcn Seitenkraft von N die am
.Rollenumfang angreifende Reibung /l • N. Wäre die letztere nicht da,
so würde bei geringer Zusammendrückung der Unterlage nur eine glei
tende Verschiebung der Rolle eintreten.

Die beiden ersten Gleichgewichtsbedingungen ergeben mit den Be
zeichnungen der Fig. 104, wenn auch fl • N ebenso wie N zerlegt wird,

82) Reynolds, Phil. Transactions of the Royal Soc. 1876; Gümbel, Die
unmittelbare Reibung fester Körper, 1920.
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Q -- N · cos !'.X · j ;,1, • N · sin IX =-= 0 , 
/> - N · s in 1X - ! 1, • N · cos o., -- 0 . 

Aw, der ersteren folgt
Q - N · cos ex- • (J - p, · tg a) 

und aus der zweiten
f -= N · cos a · ( tg ex- + p,) . 

Durch Division ergibt sich hieraus mit f,l = tg e 
P tg « + tge
Q - = ]. - tg ex, • tgO = tg ( ex, + Q). 

In allen praktischen Fällen verschwindet !'.X gegenüber e, so daß
sich für a = 0 die vereinfachte Fig.105 ergibt mit N = Q. Dann liefert
die dritte Gleichgewichtsbedingung mit A a.Is Drehachse P · r = Q • f, 
also die erforderliche Zugkraft an der Achse zu

f P=Q· . r (73) 

Die vorhergehende Gleichung in <ler abgekürzten Form

ta o = u> p = 1 e e J Q r 

stellt die Bedingung dar, unter der Rollen eintritt; ist etwa µ < i, so
gleitet der Körper. r 

Ist die R o 11 e n ach g i e b i g und die Unterlage starr, wie etwa ein
Gummirad auf harter Straße, so bestehen die Verhältnisse der Fig. 106.

Fig. 105.

B'~ 

Fig. 107.

Im Ruhezustand liegt A in der Mitte der Abplattung von der Breite
BE' = b und der Höhe a (Fig. 107), und Q und N, die beide durch A 
gehen, halten sich das Gleichgewicht. Beim Rollen verschiebt sich N 
um den Betrag f' nach vorn, weil die Mantellinie B' sich von der Fahr
bahn abhebt und B sich entsprechend fester anlegt.

Aus der Momentengloichung P · (r - a) = N · f' folgt mit

(b9,)2r2 (r a)2 _
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oder

also
a2 - 2 r a + r2 = r2 - t b2, 

a - r = ±V~ - 1 b 2 = r VI - (2bJ 2

bzw., da hier nur das untere Vorzeichen zutrifft und lJ__ immer sehr
klein ist, 2 r 

r - a = r · (1 - 1 b2
)

8 r2 

P P j' ( I b2) 
N Q r·I+g~·

Die Gleichung geht in die obige (73) über, wenn der Klammerausdruck
mit f' zu dem Wert f zusammengezogen wird, da nur der Gesamtaus
druck durch Versuche bestimmt werden kann.

Man bemerkt, daß in beiden Grenzfällen das Ergebnis das gleiche
ist, also auch dann, wenn sowohl die R o 11 e als auch die Lauffläche
nachgiebig ist.

Nur insofern tritt ein Unterschied ein, als jetzt N senkrecht zu der
flachen Wölbung von Rolle und Unterlage steht, also gemäß Fig. 108
die Mittellinie der Rolle in einem Punkt O' über dem Mittelpunkt 0 
schneidet. Gleichzeitig wird der Winkel a noch kleiner als bei den
vorherigen Annahmen.

Da sich im Fall der Fig. 106 und 108 der Halbmesser r der Rollo
um den Betrag a verkürzt, so findet stets ein gewisser Schlupf beim
Rollen statt82b), ohne daß die Rolle gleitet.

Es bleibt noch der Fall zu erörtern, daß die Rollbahn elastisch
ist. Die hinter der Rolle wieder emporsteigende Bahn legt sich mit

einem Druck daran an, der bei vollkommener
Elastizität der Unterlage gleich dem Druck N ist
und ebenso weit wie dieser von A entfernt ist.
Der Fall entspricht also, weil die Mittelkraft der
beiden N durch die Berührungslinie A geht, dem
zuerst besprochenen der vollkommen starren Kör
per. Da die Rolle, deren augenblickliche Droh
achse A ist, sich auf der Rückseite bei B' von
der Unterlage nahezu senkrecht abhebt, so ent-

Pig. lOS. steht dort keine Reibungskraft, die die Verhält
nisse etwa ändern würde.

Bei unvollkommener Elastizität der Unterlage oder, wenn auch nur
eine ganz geringe Zeit nötig ist, um die vollständige Rückbewegung
auszuführen, ist die hinter der Stelle A wirkende Gegenkraft kleiner
als die davor angreifende und befindet sich außerdem näher an A, so
daß dann ein je nach dem Grade der Elastizität mehr oder weniger
großer Teil von Q • f' als Moment des Rollwiderstandes in Ansatz
kommt.
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Für den Hebelarm / des Rollwiderstandes gelten folgende Mittelwerte'v):

Material der

Walze Unterlage mm 

Gußeisen
Stahlräder
Pockholz
Ulmenholz
weiches Holz
weiches Holz

-i-- Gußeisen 0,05
Stahlschienen 0,05
Pockholz 0,5
Pockholz 0,8
weiches Holz 1,5
Stein 1,3 

Die Zugkraft P kann auch gelegentlich am oberen Rand' der Rolle
angreifen, und es gilt dann

P' · 2 r = Q · f. (74) 

· Sie kann auch, wie der Kettenzug eines Fahrrades oder Lastkraftwagens,
in geneigter Richtung am Halbmesser r1 eines auf der Rollenachse
festen Zahnrades angreifen. In dem Fall gilt entsprechend

P' · r1 = Q · /. 

X Belsplel 69. Zu bestimmen ist der Neigungswinkel ex einer aus Flußeisen
gebildeten schiefen Ebene, auf der eine Stahlrolle vom Halbmesser r = 60 mm · 
gerade anfängt abzurollen.

Gemäß Fig. 109 wird das Gewicht G der Rolle in die beiden Seitenkräfte
P = G · sin ex parallel zur schiefen Ebene und N = G · cos ex senkrecht dazu zer
legt. Dann ergibt Formel (73) 

G · sin ex = G · cos ex • f , r 
also

f 0,05tgex = · = = 0,00083,r 60
mithin

ex ('.) 3' = 210 o •

Bei sehr sorgfältiger Aufmossung83) waren die Genauig-
keitsgronzen der Messung 1

1
0 ° und cc ergab sich kleiner als Fig. 109·

dieser Betrag.
/ Beispiel 70. Für einen zweirädrigen Drahtseilbahnwagen vom Gesamt

gewicht Q = 550 kg, der auf einer Neigung tgcx = 1 : 3,5 fährt, ist die erforder
liche Zugkraft anzugeben. Der Raddurchmossor beträgt D = 25 cm, der Zapfen
durchmosser d = 35 mm.

Die Last Q wird entsprechend der Fig. 109 zerlegt. Das Moment des Roll
widerstandes ist dann

M 1 = Q · cos 0< • f , 
das Moment der Zapfenreibung nach Formel (57)

M2 = i· · fl, • Q · d, 
das Moment dor Zugkraft, die an der Radachse angreift, bei Aufwärtsbewegung

D 
M 3 = ( P - Q · sin ex) · 2 

8:1) ,Jahn, Z, d, V, d, I, 1918.
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Es gilt also
M3 =MI+ M2 

oder mit den vorstehenden Werten und
1 . tgcx 

coscx = yf+ tg2-;; , smcx = y'.1.+ tg2cx

P = __Q_. (tgcx + 2 · f + /1, • d • Vl + tg2cx).yl + tg2cx D D 
(75)

Mit f = 0,005 cm und fl = 0,060 bei Starrschmiere nach dem Einlaufen ergibt sich

p = _ 55.Q__ . (0,286 + 2 · o,oo5 + 0,060 • 3•5 • 1/1,os2)
j/1 + 0,2862 25 25

. = 529 · (0,286 + 0,00004 + 0,0087) = 198 kg.
Bei der Ingangsetzung ist f' ungefähr doppelt so groß.

Bei der Abwärtsbewegung des Wagons ist
P = 529 · (0,286 - 0,0004 - 0,0087) - 146 kg.

In welcher Höhe des Wagens das Zugseil angreift, ist für die vorliegende
Rechnung gleichgültig, da die Andcrung der Höhenlage nur oino andere Ver
teilung des Raddruckes bewirkt (Beispiel 130, Bd. J). 

Beispiel 71. Zu bestimmen ist die Neigung des Gleises, bei der ein Eisen
bahnwagen beginnt, von selbst abzurollen.

Bezeichnet Q' den Anteil des ganzen Wagengewichtes Q, der auf ein Rad
entfällt, so gilt nach Fig. 109 als treibende Kraft Q' · sin« am Radhalbmesser R, 
als Gegendruck der Schiene Q' • coscx mit dem Hebelarm f des Rollwiderstandes.
Der Achszapfen vom Halbmesser r wird belastet durch Q' - l G, wenn G das
Gewicht des Radsatzes darstellt, und das Moment der Zapfenreibung, die in
erster Linie das Abrollen hindert, ist 1l' · (Q' - ½G) · r. 

Entsprechend lassen sich dieselben Gleichungen mit den zugehörigen An
teilen der übrigen Räder niederschreiben. Durch Addition erhält man dann
mit Q' = b • l · p', worin bedeutet

Z die Länge des Zapfens in cm,
b die Breite der Lagerschale in cm,
p' den von Q' darauf hervorgerufenen Flächendruck in at,

Q · sincx · R = Q · coscx · f + Y,,u' · p' · l • b · r - 2:-11, • 
2
4G · r, 

wenn ein zweiachsiger - Wagen angenommen wird.
Nun ist µ' · p' nach S. 72 unter sonst gleichen Verhältnissen nahezu un-

veränderlich und man kann also jür -X.(;t' · p') den Wert f-l • p ;;;c /t • l~ b ein
setzen. Ebenso wird im letzten Glied der Mittelwort für die Reibungsziffer
!' = ¼ · 1: µ' gesetzt. Man kann demnach bei gleichen Rädern so rechnen, als
ob die ganze Last auf ein einziges Rad kommt..

Nach Division durch Q • cos« · R geht dann die obige Gleichung über in

tglX = f + _f_l . (1 - 2G) . : . (76) 
R OOSIX Q R 

Die Neigung wird am kleinsten, wenn Q den geringsten Wert annimmt. Für
leere offene Güterwagen ist Q = 7,3 t, ein Radsatz wiegt G = 1,2 t, der Halb
messer des Radlaufkreises ist R cv 50 cm, der Halbmesser des Zapfens r = 4,5 cm,
ferner ist f = 0,005 cm und µ = 0,054 bei etwa 10-:-15 Minuten Stillstand. Da
mit wird mit cos ex ('-> 1

0 005 0 054 ( 2 · 1 2 ) 4 5tgcx = '50 + '_t · , l - 7]~ · ;O = 0,0001 + 0,00326 -= 0,00:l36.
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Die größte Neigung 8'1), die Gleise in Bahnhöfen haben dürfen, ist tga = 0,0025;
somit ist die Sicherheit gegen selbsttätiges Abrollen bei Windstille

CS - 33•6= 1,34. ,L 25
/(Beispiel 72. Anzugeben ist die in wagerechter Richtung wirkende Kraft P, 

die erforderlich ist, um eine Steinplatte vom Gewicht Q = 5,2 t durch hölzerne
Rollen vom Halbmesser r = 8 cm und dem Gesamtgewicht G = 40 kg auf Holz
bohlen fortzurollon.

Nur bei der in l!'ig. 110 wiedergegebenen Lage des Steines zu den Rollen
verteilt sich sein Gewicht Q gleichmäßig über beide Rollen. Trotzdem kann nach
Jen Angaben in Beispiel 70 so gerechnet werden,
als ob die ganzen Lasten Q und G auf eine einzige ~ ~
Rollo wirken. Auch wenn P nicht, etwa durch ~
Vermittlung einer Brechstange an dor Unterfläche : 
des Steines angreift, so wirkt das bei höherer Lage ~ Q 2r ) 
von P ontstohcndo Drehmoment nur auf Mehr-fG l<1 %
belastung der vorderen und Entlastung der hin-
teren Rollo, was auf das Ergebnis ja ohne Ein- Fig. 110.
fluß ist.

Das Moment des Rollwiderstandes an der Unterlage ist M1 = (Q + G) · /1, 
das des Rollwiderstandes am Stein ist M2 = Q · /2, das Moment der bewegenden
Kraft ist gemäß Formol (74) M = P · 2 r. Man erhält so aus

P · 2r = (Q + G) · /1 + Q · t, 
p --= Q · U1 + /2) :t ~/1

2r ' 

also mit /1 - 0,15 mm, /2 = 0,13 mm

P ==- 5200 · (0,15_±..Q,13) + 40 · 0,15 9 11 O O 9 2 1 
2 . 80 =- ' . + ' 4 ~ ' i(g.

R Bolsplel 73. Von den vier Laufrädern
des Auslegers eines Portalkranes erfahren
die zwei vorderen je die Höchstbelastung
Q' = 11,37 t, die zwei hinteren je Q" = 0,26 t. 2r 
Anzugeben ist die Größe des zum Schwenken
des Auslegers erforderlichen Zahndruckes P , 
der im Abstand R1 -= 1,35 m von der Dreh
achse wirkt (Fig. 111). Gegeben ist ferner
der Halbmcssor des mittleren Laufkreises
R = 1,50 m, der mittlere Raddurchmesser
2 r = 0,60 m, der Zapfendurchmesser der
Räder 2 r1 -= 7 cm, die Zapfcnlänge Z1 =
11 cm, der Stirndurchmesser der Radnabe
2 r2 = 12 cm.

Es ist die Gesamtbelastung
Q = 2 · (Q' + Q") = 2 · (11,37 + 0,26) = 23,26 t.

H 
Fig. 111.

Der Gegendruck N der Schiene wird zerlegt in Q und H, und aus ähnlichen
Dreiecken folgt

und damit

N - VQ2 + IJ?· - Q. V 1 + (;r 
84) Tochn. Vereinbarungen über den Bau und die Betriebseinrichtungen der

Haupt- und Nebeneisenbahnen.
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Das Moment des Rollwiderstandes ist

M1 = N · f = Q · f · f 1 + (~) 2 = 23 260 · 0,005 · J/ 1 + (l5°0)-
2
C') 120 cmkg.

Das Moment der Tragzapfenreibung ist mit p, = 0,10 (vgl. S. 71) nach Formel (57)
M2 = ft • Q · r1 = 0,10 · 23260 · 3,5 c,..) 8140 cmkg.

Das Moment der Spurzapfenreibung nach Formel (63)

2 1 - (;1f 2 30 1 - ( 1
1l

M, = 3 µ-H · I = c:r 3 · 0,10 · 23260 · !50 ·
1
_ (t

2
)' ~ 380 cmkg.

Treibend wirkt das Moment
M = P · R1 = P · 135 cmkg.

Man erhält somit
1P = 135 · (120 + 8140 + 380) = 64 kg.

Da sich beim ersten Anfahren die Reibungsziffer vergrößert auf 1,1, = 0,14
und der Rollwiderstand nur einen ganz geringen Anteil zu P beiträgt, so kann
genau genug angegeben werden
/ Pmax = 1,4 · P = 90 kg.
/F?r eisenbereifte Räder von Straßenfuhrwerken ist / naturgemäß
von der Art der Straße abhängig. Es ist85) auf

glatten Granitplatten . .
Gleisen der Straßenbahn
guter Asphaltstraße .
gutem Holzpflaster . .
sehr guten Erdwegen . .
losem Sand .

... f = 1,5 mm,
i. M. f = 2,5

f = 6,0
f = 1,5

... f = 4,5

. . . f = 15-:--30 ,,
Für Vollgummibereifung von Lastkraftwagen86) ist auf guter harter Chaussee
f = 2,4mm.
X Beispiel 74. Zu berechnen ist die nötige Zugkraft P, um ein Landfuhrwerk

von G = 1100 kg Eigengewicht und Q = 3000 kg Ladung auf einer guten Asphalt
straße fortzuschaffen. Die Achsschenkel haben den Durchmesser d = 5 cm, die
Vorderräder den Durchmesser D1 = 1,0 m, die Hinterräder den Durchmesser
D2 = 1,2 m. Die Last werde gleichmäßig auf alle 4 Räder verteilt vorausgesetzt.

Als widerstehende Momente sind die des Rollwiderstandes und der Zapfen
reibung anzusetzen, das bewegende Moment bildet die Zugkraft am Radhalb
messer. Es gilt also für die Vorderräderr ~1 = ~ · (G + Q) · f + 1 · _(G + Q) · {t ·; • 

Eine entsprechende Gleichung ergibt sich für die Hinterräder. Damit wird
D +D P·-1-2 ~=(G-f-Q)·(2f+p.·d), 

85) Berechnet aus den Messungsergebnissen von Gerstner, Handbuch der
Mechanik, 1831; Morin, Experiences sur le tirage des voitures, 1839/42; Brix,
Über die Reibung und den Widerstand der Fuhrwerke auf Straßen von ver
schiedener Beschaffenheit, 1850.

86) Nach Wimperis, Engng. 1910.
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also
G+Q P = 2 · (2 f + µ · d) · D- --D- . 
l + 2

(77) 

Mit f = 0,60 cm und f'- = 0,10 wird
4100 P = 2 · (2 · 0,6 + 0,1 · 5) · -220- = 63 kg.

Bei etwa Sstündiger Arbeitszeit am Tage mit passenden Pausen beträgt die
Zugkraft eines

leichten Pferdes 60 kg bei v = 1,1 m/sk Geschwindigkeit,
mittleren „ 75 ,, ,, v = 1,1 ,, ,, ,
schweren „ 90 ,, ,, v = 1,1 „
Menschen 15 ,, ,, v = 0,8 „

,, 25 ,, ,, V = Ü,4 ,, 
· Sie kann vorübergehend auf das Doppelte gesteigert werden.

Ist die Fahrbahn uneben, so daß das Rad im Punkte B der
Fig. 112 gegen eine um den Betrag a erhabene Erhöhung stößt, so gilt,
wenn die Zugkraft Pan der Radachse angreift, die
Momentengleichung

b 
P · (r - a) = Q · 2 , 

wobei der sehr kleine Betrag Q · tg ex • a weggelassen
wird. Mit dem oben bestimmten Wert von r - a 
folgt hieraus

p = _b_. (1 + _!_ b2).
Q 2r 8 r2 Fig. 112.

Nun ergibt die Ableitung des Wertes r - a umgekehrt

}?__ = 1/2a
2r V r ' 

und es ist demnach

(78)

bei langsamem Rollen. Bei schnellem Rollen steigt der Einfluß der
Unebenheiten mit dem Quadrat der Geschwindigkeit.

Die Rechnung setzt voraus, daß die Vorsprünge der Fahrbahn starr
sind. Bei nachgiebigen oder elastischen Vorsprüngen ist nur ein Teil
betrag von a in die Formel (78) einzusetzen. Sind z. B. auf die eiserne
Fahrbahn niedrige Messingstreifen von der Stärke a gelötet, so stimmt *
die Formel mit den Versuchsergebnissen 87) überein, wenn i. M. mit
0,50 a gerechnet wird. Bei Wagen auf rauhen Straßen verringert sich
der. Widerstand noch dadurch, daß nicht alle vier Räder gleichzeitig
vor gleich hohen Vorsprüngen stehen.

87) Bülz, Forschungsarbeiten des V. d. I., Heft 154/5, 1914. 
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Als Durchschnittswerte für vierrädrige, ciscnbereiftc Straßenfuhrwerke 6v)
kann man ansetzen bei

a = 0,030 mm,
0,067
0,225
0,035
0,095
0,150

in schlechter Beschaffenheit . . 0,55

Beispiel 75. Zu berechnen ist die für den Wagen in Beispiel 74 erforderliche
Zugkraft auf einer gewöhnlichen staubigen oder schlammigen Chaussee.

Der Klammerausdruck der Formel (78) kann als belanglos weggelassen worden.
Dann ist

vorzüglichem Steinpflaster . . . . .
gutem .....
schlechtem ,, . . . . .
chaussierter Straße, glatt und geteert

mit sta~b· u~d Schlam~ bedccl~t 

p = Q . [ V2. a + V2. a + /l. ( d + d )] 
2 R1 R2 D1 D2 

= 4li0 . [-i/~~ö°15 + v~. ~0015 + 0,10 . C~o + 1:0) j 
4100=

2
· (0,0245 + 0,0224 + 0,0050 + 0,0042) = 115 kg.

Vorausgesetzt ist eine im ebenen Gelände verlaufende Straße. Boi der im
Flachlande gebräuchlichen Straßonstoigung tgcx = 0,025 wird nach Formol (75)
für die Aufwärtsbewegung

4100
p =

1
1
1
-

0 0252 · (0,025 + 0,0235 + 0,0046 · 1,0003) - 216 kg.
r + ' 

Die Belastung ist also, wenn längere Steigungen von der Größe vorkommen,
für zwei schwere Pferde schon zu groß.

Bei einer Steigung der Straße von tg a-= 0,050, wie sie im Hügelland oft
vorkommt, ist

p = - 4100 · (0,050 + 0,0235 + 0,0046 · 1,00125) - 319 kg.VI+ 0,052 

Der Wagen erfordert dann 4 mittelschwere Pferde.
Beispiel 76. An einem Lastkraftwagen mit Vollgummibereifung ist auf

einer wagerechten, guten harten Chaussee bei Windstille für den Fahrwiderstand
des geschleppten Wagens mit ausgekuppeltem Motor86) _festgestellt worden bei

v = 4 8 12 16 20 24 28 32 36 km/st
% = 0,0181 0,0190 0,0203 0,0226 0,0248 0,0300 0,0362 0,0430 0,0493.

Hiernach läßt sich angeben für
p 6 6 1 2 O < v < 12 km/st Q = 17, + 80 v + 80 v 

12 < v < 21 km/st ~ = 20,3 · F t2 kg/t,

kg/t,

21 < v < 36 km/st-~ = 25,l · (2vJ•2" kg/t.

Mit einem leichten Lastkraftwagen mit Vollgummibereifung von D --... 0,90 m
Durchmesser sind festgestellt worden 88) auf

88) v. Kennelly u. Sehmig, Institute of Electr. Eng., Cleveland 1917.



Der Rollwiderstand. 03 

Asphaltstcaßou

Llolzpflaster

guter harter Chauasoc

schlechter

Kopfstoinpflastor

weicher Landstraße

Cranitstoinen in Zement

bei io < v < 24 km/st ~ -= 14,5 + : kg/t,
p , V 

„ ]6 < V < 23 „ Q = 18,Ü + 4 
P 2 v2 

,, 14 < v < 23 „ Q -= 24,0 - 3 v + 30 kg/t,

P 1 v2 
„ L4 < v < 24 „ Q - 28,0 - 4 v 1- 50

P 2 v2

„ 13 < V < 20 „ Q = 29,0 - 3 V + 15
P 3 v2 

„ 13 < V < 21 „ Q = 36,5 - 4 V + 3Ö
p v2 

15 < v < 23 -Q = 17 ,5 + 40 kg/t.

Die letzteren Angaben enthalten nur den reinen Straßen- und dazu den Luft
widerstand.

.Für Fahrräder gilt bei 1, 7 > v > 10 msk Fahrtgeschwindigkeit als Gesamt
widerstand 89 a)

W = 0,64 + Ü,0922 · V + 0,022 · v2. 
Straßenlokomotiven von 0,8-:-1,0 m Raddurchmesser haben auf fester Straße

einen If'ahrwidecatend von 22 kg/t 80 b ). 

Bei auf Schienen laufenden Rädern biegt · sich die Schiene unter
dem Raddruck stets etwas durch, wie es die Fig. 113 etwa andeutet.
Das Rad scheint somit eine etwas geneigte Bahn
heraufzurollen. Jedoch läuft die Aushöhlung der
Bahn mit dem Rade nahezu unverändert mit,
und außerdem ist die Tangente an die Schienen
kurve an der Rollstelle parallel zur Bewegungs-

. richtung des Rades. Diese Durchbiegung ist also
ohne Einfluß auf den Rollwiderstand.

Drehen sich z weidurch
die Kräfte Q aufein
ander gepreßte R o 11 en
von den Halbmessern ·r 1
und r2 um ihre Achsen 01
und 02, so verschiebt sich
an jeder Rollo der darauf
wirkende Gegendruck N1 
bzw. N2 um die Strecke /
von der Mittellinie 0102
nach rückwärts im Sinne der Bewegung jeder Rolle (Fig. 114). Um
die Rolle 1 gegen den Rollwiderstand zu drehen, ist sie durch ein
Drehmoment M1 anzutreiben. Da nun N1 = N2 = Q ist, so gilt für
reines Rollen J also P < µ • N, 

1ä 

l.fig. l l :J. Fig. 114.

+M1 - Q. f + p. r1 = 0 

so) Schaefer, D. p. J. ]!)08; Dahme, Z. d. V. d. I. 1919.
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und für die Rolle 2 entsprechend
+Q · f + P · r2 = 0 . 

Wird der hieraus folgende Wert von P in die erstere Gleichung ein
gesetzt, so folgt90)

M1=Q·t·(l + ~:-)· 
Die Gleichung trifft auch für das Rollen in einem Hohlzylinder zu.

Steht etwa die Rolle 2 fest und rollt 1 darauf im Sinne des eingetra
genen Pfeiles ab, so gilt dieselbe Überlegung. Nun wirkt jetzt auf die
Rolle 2 noch ein Drehmoment M2 = M1 in entgegengesetzter Richtung,
das sie festhält.

(79) 

Beispiel 77. Zu berechnen ist die im Abstande l0 = 0,60 m von der Dreh
achse angreifende Kraft P0, die zum Schwenken eines Handdrohkranes nach
Fig. 115 nötig ist, bei der Nutzlast Q ==- 3 t, ihrer Ausladung a = 4,0 m, dem

00 p 

]i, 

Fig. 115.

Gewicht der drehbaren Teile G = 2,8 t, seinem Hebelarm b = 1,0 m,' dem Ab
stand von der Mitte des oberen Drehzapfens bis zur Mitte der unteren Druck
rollen h = 1,8 m. Gegeben soi ferner der Durchmesser des oberen Drehzapfens
2 r1 = 11 cm, seine Länge Z1 = 16 cm, der Rollendurchmesser 2 r =- 15 cm, ihr
Zapfendurchmesser 2 r2 = 4,5 cm, die Zapfenlänge l2 = 6 cm, der Säulendurch
messer an der Laufstelle der Rollen 2 R = 65 cm, der Winkel zwischen den
Rollenachsen und der Mittelachse des Auslegers (X= 40°.

Der obere Spurzapfen hat das ganze Gewicht des Auslegers mit der Last
zu tragen; die Seitenflächen des Zapfens und des Rollenlagers erhalten die gleiche
wagerechte Kraft P. Die Momentengleichung für die am Ausleger wirkenden
Kräftepaare lautet bei Gleichgewicht

+Q·a+G·b-P·h=0. 
Hieraus folgt

p Q a G b OOO 4,0 1,0= · h + · h = 3 · 1,8 + 2800 · l,S 00 8220 kg.

90) Stribeck, z. d. V. d. J. 1901; Löffler, Mechanische Triebwerke und
Bremsen, 1912.
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Der auf eine Stützrollo kommende Druck P, ergibt sich leicht aus dem
Kräftodreioek zu

p = 1 .p. 1 
1 2 cos ce

8220
2. 0,766 = 5370 kg.

Da ein richtiges Einlaufen der Zapfen hier nicht stattfindet, so ist zu rechnen
mit 11, = 0,10 .

Man erhält so das Reibungsmoment des Stützzapfens nach Formel (64)

M = ¼ · /t • (Q + G) · d1 = ½ · 0,10 · 5800 · 11 = 2127 cmkg,
das Reibungsmoment des Tragzapfens nach Formel (57)

M2 = ½ · 11, • P · d1 = ½ · 0,10 · 8220 · 11 = 4523 cmkg,
das Reibungsmoment der 4 Tragzapfen der Rollen

M3 = 2 · ½ · 11 • P1 • d2 = 2 · ½ · 0,10 · 5370 · 4,5 = 2416 cmkg,
das Moment des Rollwiderstandes nach Formel (79) mit f = 0,005 cm

M4 -= 2 · P 1 • / • ( 1 + ~ ) = 2 · 5370 · 0,005 · ( 1 + !!) = 66 cmkg.

Das gesamte, zum Schwenken nötige Drehmoment ist also ~M = 91,32 mkg,
mithin die gesuchte Kraft

~M 91,32
P0 = -l = O 60 = 152 kg.

0 ' 

8. Der Spurkranz. 
Ein Laufkran von der Spannweite b und dem Radstand a (Fig. 116) 

erfahre bei ein er bestimmten Laststellung die Raddrücke N 1, N 2, N 3, N 4•

Ist nun ein Rad, z. B. l, etwas größer als die anderen - Unterschiede
von 1 mm im Durchmesser kommen häufig vor91) -, so eilt es ent
sprechend vor und der Kran stellt sich schief, wobei der Spurkranz

b 1 
Fig. 116. Fig. 117.

des voreilenden Rades die Schiene berührt und so eine wagerechte
Gegenkraft H erfährt..Hat H eine hinreichende Größe angenommen,
so verschiebt sich der Kran entweder in der Richtung von Hals Ganzes
oder führt eine Drehung um das diagonal gegenüberliegende Rad 4 aus.

Zunächst ist zu entscheiden, unter welchen Umständen das eine
oder andere eintritt. Für den Fall der Verschiebung im ganzen ist

H = µ ' (Nl + N2 + N3 + N4), 
für den der Drehung ist nach Fig. 117 . 

H · a = ;,1, • (N3 • a + N2 • b + N1 • Va-2 + b2). 
91) Pa pe , D. p. J. 1910.
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Im Grenzfall sind beide H einander gleich, woraus folgt

N,+ N, + N, = N, · V l + (!)' f N,. ! (80) 

Beispiel 78. Zu bestimmen ist das Radstandverhältnis b , bei dem Drehunga 
des Laufkranes eintritt, für verschiedene Werte der Raddrücke N. 

Es sei
Q 
4· 

Dann liefert Formel (80) 

oder

also
b = 1,33a 

als Grenzwert. Bei jedem größeren Betrag verschiebt sich der Kran seitlich.
Es sei

N; = N2 = 0,3Q 
Dann ergibt sich aus

und

Fig. 118.

C 

() 

Fig. 119.

oder

0,3 · v·l + ( ~ ) 2 = 0,8 - 0,3 1 
1 + ( : ) 

2

= 7, 11 - 5,33 · ~ + ( ! ) 2

b = 1,15.a 
Es sei umgekehrt N1 = N2 = 0,2 Q und N3 = N4 ~ 0,3 Q. 

Dann folgt aus

0,2 . ,11 + ( ! ) 2 

= 0,7 - 0,2 . !
b = 1,25.
a 

Da b im allgemeinen, sogar bei Portalkranen, erheblich größer
ist als a, so findet unter gewöhnlichen Umständen keine den
Kran wieder gerade richtende Drehung statt, sondern der Kran
schiebt sich an dem Spurkranz zur Seite, wobei das voreilende
Rad auch in der Laufrichtung etwas gleitet (S. 105). Mit
µ, = 0,22 erhält man somit, wenn Q das Gesamtgewicht des
Kranes einschließlich der Last angibt, H = 0,22 • Q . 

Die Größe der möglichen S c h i cf s t e 11 u n g hängt
ab von dem Radstand a und dem Spielraum c zwischen

den Spurkränzen und der Schiene (füg. 118), und zwar iRt der Schief
stellwinkel y gemäß Fig. 1 J 9 bestimmt durch

2·c tgy = .a 

Ja 

(81) 
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EH Hegen demnach immer zwei Spurkränze mit gleicher Kraft II an

der Schiene an. Als Durchschnittswert'") kann etwa r, c-o 2~
0

gelten.
Die J{og·(l]sclmii,te. Ein Kegel entsteht dadurch, daß eine gerade, nach

beiden Richtungen ins Unendliche vorlaufende Linie AA um die Achao 00', die
Hie iu O unter rlom Winkel rx schneidet, gedroht wird (Fig. 120).

{IÄ\}w 
Fig. 121.

Fig. 120. Fig. 122.

Logt man durch den Kegel einen ebenen Schnitt BB' senkrecht zur Achse 00', 
so entsteht ein Kreis (Fig. 121). Für jeden beliebigen Punkt des Kreisumfanges
gilt mit den Bezeichnungen der Fig. 120 die Mittelpunktsgleichung

x2 + y2 = r2 • (82) 
Wird der Schnitt 00' unter einem beliebigen Winkel zwischen 90° und ()(.

gegen die Achse gelegt, so entsteht eine Ellipse, deren Halbachsen a und b 
sich um so mehr voneinander. unterscheiden, je mehr der Schnittwinkel sich
dem Wert i:x nähert (Fig. 122). Gezeichnet wird die Ellipse aus den beiden Halb
achsen a und b, indem man durch die Schnittpunkte A und B der aus ihnen ge
schlagenen Kreise mit einem beliebigen Halbmesser MA je eine zu a bzw. b 
Senkrechte AG bzw. BO zieht, die sich in einem Punkt O der Ellipse schneiden.
Man entnimmt der Fig. 122 aus don ähnlichen Dreiecken BAO und MBE das
Verhältnis

X Vb2 -y2
a b 

woraus sich nach Quadrierung dio Mittelpunktgleichung der Ellips : ergibt:

(x)2 (y)2 _+ -· l.a b 
(83) 

.Für jeden Punkt der Ellipse ist die Summe der Brennpunktabstände 01!\ und 0Ji'2 
dieselbe:

und zwar ist
MF1 = MF2 = Lva2- b2, 

S L o J) h n, n, 'I'ecünlsche Mechanik. 11. 7
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Wird die Schnittebene DD' parallel zu einer Mantellinie, also unter dem
Winkel ex gegen die Achse 00' geführt (Fig. 120), so entsteht die Parabel, die
in der Richtung nach D' ins Unendliche verläuft (Fig. 123). J oder Punkt der
Parabel hat von einem Punkt F und einer senkrecht zur Achse verlaufenden
Geraden den gleichen Abstand: FG= DG. Don Abstand FM - p bezeichnet,
man als Parameter der Parabel. Aus dem Dreieck FBG erhält man nach dem 
Satz des Pythagoras:

( X - ~ r + y2 -- ( X + ~ r. 
woraus die Scheitelgleichung der Parabel folgt

y2 = 2 • p •X. 

C' 
Fig. 123. Fig. 124. 

Wird in Fig. 120 der Kegelschnitt EE' gegen die Achse 00' unter einem
Winkel geführt, der kleiner ist als ex, so entsteht die Hyperbel, die in zwei
getrennte gleiche Aste bei E und bei E' zerfällt. Für jeden beliebigen Punkt A 
der Hyperbel (Fig. 124) ist der Unterschied der Brennpunktstrahlen Ji'1A und ./f\A 
derselbe:

(84) 

wenn MB1= MB2 = a als große Halbachse der Hyperbel bezeichnet wird und
entsprechend das von den die Kurve in den unendlichfernen Punkten tangierenden
Asymptoten auf der Scheiteltangente abgeschnittene Stück BG -= b als kleine
Halbachse. Es ist ferner

MF1 = M F2 = ± Va2 + b2 =-= c. 
Nach dem Satz des Pythagoras erhält man hiermit

r1 = Jl(x + c)27- y'l und r2 = V(x - c)2 + y2 ;

damit folgt aus der obigen Grundgleichung durch zweimaliges Quadrieren die
Mittelpunktgleichung der Hyperbel( : r - ( ~ r = 1 . (85) 

Ist a = b, so geht sie über in
x2 - y2 = a2 • (8Ga) 

Diese Kurve, deren Asymptoten senkrecht zueinander und um 45 ° gegen die Mittel
achse geneigt sind, ist die gleichschenklige Hyperbel. Werden die Asymptoten
als Achsen genommen, so gilt

x' ·y' = c. (86b)
Ist die Hohlkehle des Spurkranzes im Verhältnis zur Abrundung·

der Schiene k I e in und wird vorläufig von dem Gleiten des Rades
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in der fortschrcitonden Richtung abgosohon, so ergeben sich für die
No.igung cc des Spurkranzes und die Schiefstellung ?' die Verhältnisse92)

der Fig. 125. Die obere Projektion a gibt eine Ansicht 'gegen das Rad
auf dor um den Winkel ?' gegen die Zeichenebene geneigten Schiene
mit der Auf'Iagorstclle A1 des Laufmantels · des Rades und dem Be
rührungapunkt B1 von Spurkranz und Schiene, dessen Bahn beim Rollen

E~ 

C M~----1---~-'-=-~-'-.::_JU~~ 

-

l!'ig. 125.

des Rades die eingetragene verlängerte Zykloide (S. 150) ist. Die untere
Projektion b stellt den wagerechten Schnitt E2 durch den Berührungs
punkt dar; der Spurkranz wird nach einer Hyperbel geschnitten, der
Führungszylinder der Schiene vom Halbmesser r und der Achse MM 
nach einer Geraden.

Ist 020; = x und 02B2 = y, so lautet die Gleichung dieser Hyperbel
gemäß Formel (85)

92) Schubert, Dio Fördertechnik 1914/15.
7 ....
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Durch Differentiation
2 . X2 • tl X2 - 2 . Y2 • d Y2 - 0

a~ b1 - 
ergibt sich hierauf' die Richtung ihrer Tangente, der Schnittgeraden
des Führungszylinders

d Y2 X2 (b2) 2

(l X2 = Y2 • a2 · 

Nun ist nach Fig. 125 b diese Neigung gegen die Laufrichtung des
b Rades cotg y und ferner 2 = cotg ex, also
a2 

X 
cotg ex = 2

• cotg2ex . (87) 
Y2 

In der oberen Projektion 125 a ist durch die Tangente an die Bahn
des Punktes Beine Ebene E1 senkrecht zur Zeichenebene gelegt worden,
die in der linken Projektion 125 c in wahrer Größe dargestellt ist. Die
Mittelpunktgleichung dieser Schnitthyperbel des Spurkranzes ist mit
0303 = x1 und B303= y1 wieder

X21. y2 1=1 
a~ bT 

und durch Differentiation ergibt sich wie oben
dyl X1 ( b1)2 

llx1 = Y1 . a1 . 

au, ß b] Mit = cotg und - = cotg ex erhält mana», a1
X 

cotgß = 1 · cotg2ex .
Y1 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke B1D101 und B1Aill\ folgt
-- B1F1B101 = B303 = B1D1 ·

B1A1

(88) 

oder

Y _ R. Y2
1- . e 

Da nun der Abstand des Punktes B von der Projektion Oder Kegel
spitze in allen parallel zur Kegelachse geführten Schnitten denselben
Wert hat, so ist

Man erhält so
x2 e 

cotgß = • - · cotg2ex.
Y2 R 

(88 a) 
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und durch Vergleich mit Gleichung (87)
e 

cotgß = R · cotgy. (89)

Da y und R bekannt sind, muß nur noch e bestimmt werden. Nach
Fig. 125 a ist

e2 = y2 + z2.
Nach der Hyperbelgleichung ist

'l ~ ( X~ ) b~ 2 2 . 2 2Y2 = b:";, • 2 - l = 2 • (x2 - a~) = cotg2cx • (x2 - b2 · tg2cx)a2 a2 
-= x~ · cotg2cx - b~ , 

und nach den Gleichungen (88 a) und (89)
cotcr2y 

cotg 2 ex • x~ = y~ · b •cotg2 ex 
Damit folgt

2 b~ (R + z)2Y2= = -tg2cx • cotg2y - - 1 tg2cx • cotg2y - l

Um z zu ermitteln, wird in Fig. 125 b durch B2O2 ein Schnitt E3 
senkrecht zur Lauffläche der Schiene gelegt, der die Kegelachse unter
dem Winkel c schneidet. Klappt man ihn um die Spur E3 in die Zeichen
ebene um, so ergibt sich die Fig. 125 d, in der die Abrundung der Schiene
in einer Ellipse geschnitten ist. Ihre Gleichung lautet

(90) 

X~ y! 
2 + b2 = l.a.1 ~ 

Durch Differentiation ergibt sich wieder ihre Tangentenneigung im Be
rührungspunkt B 4 zu

ll~4=- x4_(r)2.
a», Y4 a4 

Nun ist nach }.,ig. 125 d

dy4=-t ö=b2=R+z 
ll X4 g l l 

und nach ]'ig. 125 b
r 

a4 = HJ = cos (y + c)'
also

b2 X4 = + · cos2(?' + s). 
l Y4 

Der Ellipsengleichung wird entnommen

a . V1 ,-· ?17 - r ,_ '-') • V1 
'tJ. - .r2 - coH(?' 1G

:.c,,. 
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und damit wird
R + z vr2 ..=_ y~ -- = r · cos (y -1-e) ,l r2 • y; 

( . . ) j/r2 _ y; = cos y · cos c - sm y • srn c · y~ · 

Nun liefert Fig. 125 b

sin c = Y2 

l 
und

X2.
COSc - l . 

Setzt man hierin noch wie oben
x2 = y2 • cotgy • tg2 ex 

und aus Gleichung (90) 
1/ R +z 

Y2 = V cotg2y • tg2cx - l '

so erhält man nach einigen Umformungen
r 

Y4 = ---- -=--- - 

VI 1 + cos2y · (tg2cx - tg2y) '
worin unter gewöhnlichen Umständen gcuau genug

cos2y = 1, tg2y = 0
gesetzt werden kann.

Der Fig. 125 d entnimmt man noch z = r - y4, also

z = r · (I - 1 -)= r · (1 - sin x}. (91) VI +cotg2cx.
Wird dieser Wert ebenso wie der von y2 aus Gleichung (90) in die
Gleichung für e2 eingesetzt, so folgt schließlich

(
~) •= 1 + 2 • ~ • (1 - sin zc) + ( j_·_ cot~y · tg,x · (1 - sin_"'i)' _(92) 

R cotg2y • tg2cx - I
Hiermit ist der Wert von cotgß aus Formel (89) gegeben:

r r ( r ) 2j 'i cotgßc-vcotgcx·ll +2· R·(l-sincx)+ R cotgy·tgcx·(l-sincx) ·

Die von der Schiene auf den Spurkranz im Punkt B ausgeübte Kraft
wird zerlegt in eine axial gerichtete Seitenkraft H und eine senkrecht
hierzu stehende V. Wird von der Reibung zwischen Rad und Schiene
augenblicklich abgesehen, so ist nach Fig. 125 c

V0 =II· tgß 
Wird die Reibung berücksichtigt, so fot mit ;1, -= tgQ 

V ~ H · tg ((J 1- Q). (03) 
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Damit erhält man <las Drehmoment der Spurkranzreibung Ms = V· e 
und die Kraft, die am Laufradumfang angreifen muß, um die Spur
kranzroibung zu überwinden, ist

p .v: V. e. 
R R 

oder mit Gleichung (93) und (89) 

P = II · tg (// l u) • tg ßy , 
' tg

worin noch aus der ersten Gleichung des
Abschnittes 8 einzusetzen ist

II-= (Q -1-0) · tge.
Man erhält so, wenn beachtet wird,

daß der: Widerstand an zwei Rädern auf- ,0 
tritt, also zu verdoppeln ist,

P-2·(Q+G)·igy· tgß+11, • fl. (94) 
1 - tgß · µ tgß 

Außerdem tritt an den Stirnflächen der
Naben zweier Räder Spurlagerreibung durch
die Kraft II auf.

100 

1.50 400 

.Fig. 126.

Wird der häufigste Mittelwert tg ex = ¼ gewählt, also 1 - sin °' = 0,5528,
fornor« = 0,22, so orgibt sich tgß und liO:·: aus der folgenden Zusammen
stellung. Die letzteren Werte sind in Fig. 126 aufgetragen.

cotgy = 100 200 300 400

R 50 0,2387 0,2169 0,1914 0,1669

~ 

r 100 0,2462 0,2388 0,2300 0,2179
150 0,2480 0,2449 0,2401 0,2338

- T2.~ R 
50 8,930 4,654 3,290 1000 · P 

r 100 8,814 4,462 3,020 2,320 Q+G 
150 8,788 4,416 2,966 1,922

Beisplel 79. Ein Laufkran habe das Eigengewicht G = 7 t, die Nutzlast
Q = 6,3 t. Der Raddurchmcssor sei R = 30,0 cm, die Abrundung der Schiene
r = 5,6 mm, der Radstand a = 270 cm, dor größte Spielraum zwischen Rad und
Schiene c-= 4-,5 mm, der Tragzapfendurchmesser d = 8,5 cm, der Außenduroh
mosscr der Buchse, gegen die sich die Radnabe stützt, d1 = 12,0 cm. Anzugeben
ist der größte Bewegungswiderstand des Kranes.

Seine Schiofstell ung beträgt

'Y 
2c
a 

2 · 0,45
270

J
300'
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das Radverhältnis ist
r _ 5,6 _ 1
R - 300 - 53,5 .

Mit der Neigung des Spurkranzes tg.x = 0,250 und der Reibungsziffer 11 = 0,22
entnimmt man der Fig. 126

P1
Q + G = 3,24 kg/t.

P = 3,24 · 13,3 - 43,2 kg.

Die Spurzapfenreibung ergibt an zwei Rädern bei Belastung der angedrückten
Fläche durch die Kraft 0,22 · (Q + G) mit t,t2 c-v 0,06 nach Formel (63)

also

_ (8,5)
3 

l 12

1-G·:y 
Hierzu kommt die Tragzapfenreibung mit 1,13 0,..) 0,06 nach Formel (57)

P3 8,5
Q + G = 0,06 · 60 · 1000 = 8,50 kg/t

p~ _ 2 · l · 0,06 · 0,22 ·
3
1
0
2

Q +a 3 • J 000 -= 4,55 kg/t.

und schließlich der Rollwiderstand nach Formel (73) mit f = 0,005 cm
P4 0,005

Q + G-= 30- · 1000 = 0,17 kg/t.

Der Gesamtwiderstand beträgt somit
P = (7,0 + 6,3) · (3,24 + 4,55 + 8,50 1- 0,17) - 13,3 · 16,46 -"" 219 kg.

Wenn die Räder verachieden'e Durchmesser haben, so gleitet
das eine oder andere auf der Schiene (S. 95), und zwar ein zu großes

Rad rückwärts, ein zu kleines vorwärts. Dieses
Gleiten mit der Gleitgeschwindigkeit v0 kann bei
Vorwärtsgleiten aufgefaßt werden als Rollen
mit einem größeren Halbmesser R0 auf einer
Rollinie im Abstand z0 von der eigentlichen
Gleitfläche (Fig. 127). Bei Rüekwärtsgleiten ist
umgekehrt R0 < R. Man ermittelt den Ab
stand z0 aus der Beziehung

V 
Vo = R. Zo' (95)

worin v0 die gegebene Gleitgeschwindigkeit und v die Radgeschwindig
keit am auf dem Halbmesser R rollenden Rade bedeutet.

Für den Berührungspunkt B zwischen Spurkranz und Schiene gilt
jetzt alles obige, wenn ausgegangen wird von der Gleichung

Ro
tgß o = e . tg y ' 

0 

worin nach Fig. 127 eingesetzt wird
e~ = y~ + ( z0 - z) ll. 
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Man erhält so
cotgcx {cotg/J0"-.) - -· 1 

1 ± Zo 
R 

( 
z0 tg <X) 2 r , . , 

-1- R . tg y + 2 . R . (] - sm (X)

(96) 

1 

z0 (tg <X) 21 ( r . tg <X) 2} l· l -1- • + · ( 1 - sm ex ) • •- R tg?' R tgy 
Das obere Vorzeichon gilt für ein zu kleines Rad, das untere für ein zu
großes. Die Formel (94) gilt im übrigen unverändert. Man bemerkt,
daß unter gewöhn liehen Verhältnissen das geringe Gleiten eines Rades
von ganz nebensächlichem Einfluß auf P ist.

Ist die H oh I keh Je des Radesgröße r als die der Schiene, so ändern
sioh dio Verhältnisse dahin, daß das Rad bei der Verschiebung auf der

Jj'ig. 128. .l!'ig. 12D. 

Schiene sehr bald in eine Stellung kommt, wo es sich von der eigentlichen
Lauffläche der Schiene abhebt. Die betreffende Grenzlage ist in Fig. 128
dargestellt, und es steigt dann auf der Schiene um einen Betrag h1 bis
in die durch Fig. 129 veranschaulichte Grenzlage87). 

Da sich der Radhalbmesser von R auf R + h1 + h2 vergrößert, so
muß das Rad unter allen Umständen auf der Schiene in der Bewegungs
richtung gleiten. Infolgedessen verringert sich die Reibungsziffer senk
recht zu dieser Richtung ganz bedeutend, schätzungsweise von 1,1, = 0,22
auf µ' = 0,11, und das Rad rutscht somit in eine zweite Grenzlage
mit kleinerem h1•

ln Fig. 129 bedeutet V1 die Belastung des fraglichen Rades 1 und H 
den Seitenschub, der durch die Reibung der drei anderen Räder aus
geübt wird:

IJ /l • (V2 -j- V3 -j- V4) = /l • (Q -j- Q - V1). 
Das ruhende Jfägengewicht des Kranes verteilt sich gleichmäßig über
dio vier Räder, das der Laufkatze wird mit dem der Last zusammen
genommen. Für eine beliebige Stellung der Last auf der Spannweite b 
des Kranes, im Abstande x vom betrachteten Rad, ist dann genau genug
(vgl. Bd. I R. ßD)

(j Q (· X) V1 - 4 + 2 • L - b . 
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Hiermit ergibt sich nach Fig. 129

tg/J= H =µ· 1 G + ~ ·(1+ ;) 
Vi ! G + ~ -(1 - :)

Nun ist nach Fig. 129
:n; R 

ex = 2 - (u + Q),

also
tgo + tgu 

cotgex -= 1 _ tgä~gQ
oder nach einigen Umformungen

/t · (Q + G) 
cotgex = G Q 

. 4 • (1 - 3 /l 2) + 2 . (.l - /l2)
Q X 

- 2 . b (l + ;1,2)
(!)7) 

Der Grenzwinkel ex ist hiernach außer von der Reibungsziffer noch von
der LaststeIIung abhängig. ·

Die betreffende Stelle der Hohlkehle kann nun als ein kleines Stück
eines Kegelmantels aufgefaßt werden, so daß im übrigen die Bezie
hungen der vorhergehenden Entwicklung gelten.

Beispiel 80. Für den in Beispiel 79 untersuchten Laufkran werde der Be
wegungswiderstand berechnet unter Annahme einer Hohlkehle vom Halbmesser
r1 = 6,5 mm. Das Katzengewicht ist in die Nutzlast Q einbezogen.

Mit den gegebenen Zahlenwerten G = 7 t und Q = 6,3 t, 1i = 0,22 bzw.
1/ = 0,11 erhält man aus Formel (97) die untenstehenden Beträge von cotg ex • 

H. ·t ibt . h 1 . . 1 l M' r l d l.iermi erg1 s10 - sm 0< = - - -=- - . 1t R = ~3 ~ un y = 300yl + eotg2 ex o ,o

X 7 0,1
1 

0,5 0,9
b 

/l 
....._

cotgcx 0,6064 0,4762 0,3919 0,22
0,2665 0,2133 0,1779 0,11

------- ------
1 - sincx 0,1443 0,0972 0,0687 0,22

0,0339 0,0218 0,0158 0,11

eotgß 1,0123 0,7250 0,5494 0,22
0,3083 0,2459 0,1987 0,11

P1 kg 30,48 32,50 36,58 0,22
15,68 18,12 22,34 0,11
----

P2 kg 
39,67 44,02 51,16 0,22
19,84 22,01 25,58 0,11

-- -- --
P3 + P4 kg 115,31 l 15,31 115,31

p kg 185,5 19],8 203,0 0,22
150,8 155,4 162,3 0,11
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wie m Beispiel 79 liefert Formel (92) dio eingetragenen Worte von cotgß. Auch
hier braucht das Gleiten noch nicht berücksichtigt zu werden. Damit folgt
aus Formel (!l4) der auf den Radumfang bezogene Spurkranzwiderstand P1.

Nachdem 11 aus dem Zähler der Gleichung für tgb berechnet ist, erhält man
den Widerstand der Nabenreibung der beiden anliegenden Räder zu P2• Die
beiden weiteren Widerstände P3 und P4 ergeben sich aus Beispiel 79.

Jo nach der Katzenstellung schwankt also der Bewegungswiderstand P in
kurzen Zeitabschnitten zwischen den Endwerten .der Zusammenstellung. Die
Anordnung der Hohlkehle verringert also den Spurkranzwiderstand zum Teil
erheblich; freilich geht der Gesamtwiderstand nur um 7-:--15 v. H. zurück.

Beispiel 81. Die Abrundung einer Eisenbahnschiene beträgt; r = 14 mm,
die Hohlkehle der Eieenbahnwagonräder in neuem Zustand r1 = 15 mm, der
Halbmesser der Räder R c-o 500 mm. Zu berechnen ist der Fahrwiderstand eines
Wagens vom Eigengewicht G und der Nutzlast Q. 

Nach Formel (97) ist beim Anfahren mit 1,1, --- 0,24 (S. 29) und x = l b 

t 0,24 · (8,3 1 15,0) = 1,18201':.
eo gtX = 8 3 1r: 0 15 0 1

,. ·(l-- '3·0242)+ o, ·(l -0242)- ' • ·(] _L0242)4 '' 2 ' 2 2 i-, 

Hieraus folgt
l - sin x , " 0,:154r,

und nach Formel (89) mit :t - 35,7 und tgy c-o
3
~0

, . ß = l 18')r: · l l _ 2 · 0,354-3 I (300 · 0:.3543)2 )l
cotg ' ""0 I 35,7 35,7 · J ,1825 '

also Lgß = 0,6615.
Nun ist nach Formel (94) der Spurkranzwiderstand einer Achse

1000 · l\ = _]000 ~,24 · 0,9015 --v 1 30 l /
Q + G 300 · 0,6615 · 0,8413 ' rg t.

Hierzu tritt die Spurzapfenreibung am Hals des Tragzapfens hervorgerufen
durch die Kraft I1 = ft1 • (Q + G). Mit der Zapfenreibungsziffer ft1 = 0,054 bei
längerem Stehen des Wagens bzw. µ[ = i· 1,1,1, wenn das Anfahren wieder kurz
nach dem Stillsetzen erfolgt, erhält man mit d = 9,5 cm und d1 = 12,5 cm nach
Formel (63)

l _ ( 9,5 )
3 

1000 · P2 _ 1000. {0,054}. 0 24. 1~~. 12,5 = fl,43 l /t
Q + G - 3 0,027 • ' 50 _ ( 9,5 )2 \0,72 rg ·

l 12,5

Weiter tritt hinzu die Tragzapfenreibung mit 112 = 0,054 beim Anfahren
nach längerem Stehen bzw. µ2 = 0,027 bei alsbaldigem Wiederanfahren nach
Formel (57)

1000 · P3 _ 0,054 \ 9,5 _ /5,13 l /tQ+-a - 0,027 f. 100 - \2,57 sg .

und schließlich der Rollwiderstand nach Formel (73) mit f = 0,005 cm

1000 . P3 = 0,005. 1000 = 0,10 kg/t.
Q + G 50

Alle Zahlenworte gelten für eine Achse. Bei dem zweiachsigen Güterwagen
ist demnach, da beide Achsen die gleiche oder ontgogongesotzte Stellung haben
können, ·
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1000 · P' 
Q + G = 2 · (1,30 + 1,43 + 5,13 1- 0,10) N 15,9 kg/t

= 2 · (1,30 + 0,72 + 2,57 + 0,10) C'-l 9,4 kg/t.

Steht nur eine Achse schief, so ergibt eine entsprechende Addition

1000 · P" · 
Q + G - = 1,30 + 1,43 + 2 · (5.13 + 1,00) oo 13,2 kg/t.

bzw.
= 1,30 + 0,72 + 2 · (2,57 + 0,10) oo 7,4 kg/t.

und wenn beide Achsen nicht mit den Spurkränzen anlaufen
1000 · P"' 
Q + G = 10,5 bzw. 5,3 kg/t.

Die Wahrscheinlichkeit, daß beide Achsen mit den Spurkränzen anlaufen,
ist nun i, die, daß nur ein Spurkranz anläuft, ebenfalls r\ und die, daß beide
frei sind, } . Messungsergebnisse müssen also je nach den Umständen zwischen
den angegebenen Werten streuen. Der Mittelwert wird erhalten, wenn jeder einzelne
Betrag so oft eingesetzt wird, wie er wahrscheinlich ist. Man erhält 80 für den
zweiachsigen Wagen

lOOO. p oo 14 1 b
Q + G . , zw. 8,1 kg/t.

Für einen dreiachsigen Wagen erhält man unter sonst gleichen Verhält
nissen den Gesamtwiderstand

lOOO . p = 23 85 21,15 18,45 15,75 kg/t.Q+G , 
bzw. = 14,10 12,05 12,10 8,90 " 

Wahrscheinlichkeit 8 12 6 1
27 27 27 27

also Mittelwert 21,3 bzw. 12,6 kg/t. Gemessen wurde im ersteren Fall der Mittel
wert 21,2 kg/t93). 

Nach längerem Stehen ist der Anfahrwiderstand eines einzelnen Wagens
hiernach i. M. das l,72fache wie beim Wiederanfahren nach 2 bis 3 Minuten Auf
enthalt. Die Messungen ergeben i. M. das l,8fache, so daß t/ 1 bzw. 1/ 2 oben
etwas zu hoch gerechnet sind. Der Höchstwert des Anfahrwiderstandes wird
bereits nach etwa 12 bis 15 Minuten Stehen erreicht.

Der Anfahrwiderstand in kg/t eines Zuges von mehr als 8 Wagen ist nur
das 0,55fache des eines einzelnen Wagens93), weil dann der Einfluß der schief
stehenden Achsen nicht mehr so in den Vordergrund tritt und sich die Wagen
anscheinend durch Vermittlung der Puffer gegenseitig geradestellen.

Bei nur zwei Wagen gilt schon der Faktor 0,65 .
Der Fahrtwiderstand eines regelspurigen Eisenbahnzuges ist im

wesentlichen abhängig von den oben berechneten Widerständen und
dazu dem Luftwiderstand, der einerseits wieder von dem mittleren, nur
in Betracht kommenden Anteil der Stirnflächen der Wagen und dem
Quadrat der Fahrtgeschwindigkeit abhängt.

03) v. Glinski, Z. d. V. d. I. lül2.
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Bezeichnet
Q das mittlere Gewicht eines besetzten bzw.

für vierachsige Durchgangswagen .
,, Abteilwagen . . .

,, d roiachsige ,,
„ zweiachsige offene Güterwagen, voll

, leer . .
, halbvoll .
, leer ...

ged~ckto

beladenen Wagens,
, (J <') 44 t,

Q . ....__, 37 „
Q<'.'..)23 „
Q = 24 „
Q= 8 " 
Q= 19 „
Q = 10,4 „

l!\, die mittlere in Betracht kommende Stirnfläche eines Wagens,
für vierachsige Personenwagen . . . . . 0,52 · Fm 0-> 1,0 m2,

,, dreiachsige ,, . . . . . . 0,52 · F,,,, = 0,7 5 ,,
,, gedeckte Güterwagen . . . . . . . . 0,52 ·Fm= 0,75 ,,
,, offene zweiachsige Güterwagen, leer . . 0,52 ·Fm c-o 1,0 ,,

, voll . 0,52 · Fm = 0,6 ,,

V die Fahrtgeschwindigkeit in km/st,
so gilt94) für den Widerstand eines Wagens im Beharrungszustand

0 52 · F (V)2 Wo = 2,5 + ' Q in • lO kg/t. (98) 

Bei einer Neigung der Strecke von ± tg o;. ist dieser Wert zu Wo 
zu addieren.

Bei starkem Seitenwind ist nach den Versuchsergebnissen94) V um
23km/st zu erhöhen, bei mittlerem Wind schräg von vorn ist V um 10
bis 20 km/st zu erhöhen, je nach der Windstärke, über die nähere An
gaben nicht gemacht werden.

Beispiel 82. Mit den gegebenen Zahlenwerten erhält man aus Formel (98)
den Wagenwiderstand 91) bei

D-Zügen

Eilzügen

1 (V) 2 Wo= 2,5 + 44 · .lO kg/t,

1 ( V )
2 

Wo = 2,5 + 37 . 10

I V )2
Wo = 2,5 t- 30 . ( 10

1 ( V )
2 

schweren Kohlen-Güterzügen. . . Wo = 2,5 + 40 · 10
gewöhnlichen Güterzügen, die Hälfte der Wagen offen, die
Hälfte gedockt, die Hälfte leer, die Hälfte voll:

1 ( V )2 w0 = 2,5 + 20 · 10 kgst

Eilgüterzügen aus halbbeladenen gedeckten Wagen:
1 ( V )2

'Wo = 2,5 + 25 . 10 "

1 ( V) 2 Wo - 2,5 -t 8 . l O "

Personenzügen .

Leerzügen aus offenen Wagen

Vorausgesetzt ist Windstille und ebene, kurvenfreie Strecke.

04) Strahl, Z. d. V. d. I. 1913; eine eingehende Kritik dor verschiedenen
Widerstandsformeln bringt v. Glinski, Glasers Annalen 1918.
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In Krümmungen des Gleises werden die Wagen von der Mittelkraft
aus dem Zug des vorhergehenden und des folgenden Wagens an die
innere Schiene her'angedrückt. Die so entstehende Spurkranzreibung
'erhöht den Widerstand ganz wesentlich. Er hängt von einer Reihe
von Umständen ab96), deren Verfolgung recht umständlich ist. Bei zwei
und dreiachsigen Wagen auf einer Krümmung vom Halbmesser R m
ist als mit den Versuchsergebnissen übereinstimmender Mittelwert an
zusetzen 96) 

650
wk = kg/t.R-50 

(H!l)

Dabei ist eine gewisse Erweiterung des Schienenabstandes s in der Krüm
mung vorzunehmen, um ein Klemmen der Spurkränze zu vermeiden. Wenn
ein Wagen langsam in eine Kurve einfährt, läuft die Vorderachse in ihrem Spur
kranz gegen die äußere Schiene und die Hinterachse stellt sich radial ein, wie
Fig. 130 angibt.

Ist s die Spurweite, bei Vollbahnen 1435 mm,
s1 der Spielraum, den die Spurkränze einer Achse auf gerader Strecke

haben, bei Vollbahnen l 0 bis 25 mm,
s2 die Spurerweiterung in der Kurve, bei Vollbahnen 0 bis 30 mm,

so ist der Fig. 130 der Anlaufwinkel ,) der Vorderachse zu entnehmen:
a 

c-o R. tg() =
R+s 

2 

a 

/
a 

-S1 1 

Fig. 130. Fig. 131.

Bei schnellerem Durchfahren stellt sich der Wagen bald derart ein, daß
Vorder- und Hinterrad mit ihren Spurkränzen an der inneren Schiene anliegen,
wie Fig. 131 darstellt. Er hat sich gegenüber der Stellung der Fig, 130 um den
kleinen Winkel 81 + 82 gedreht. Man erhält jetzt den Anlaufwinkel nach dem

a l
2 IX 

Satz vom Außenwinkel als Summe dieses und des Winkels R zu

o C';) tg (5 = i a + ~ -t ~2 •
R a 

Durch Gleichsetzen beider Ausdrücke für tg,5 ergibt sich die erforderliche
Spurerweiterung 07) 

a2 
82 = 2 R - Si. 

05) Boedecker, Z. d. B. 1915/16.
H6) v. Röc kl, Organ f. d. Fortschr. d. Eisenbahnw.
u7) v. Helmholtz, Z. d. V. d. I. 1906.

(J00)

1881. 
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Getrennt vom Wagenwiderstand ü;;t der der Lokomotive und des
Tenders zu behandeln 98). Bezeichnet ,

01 das auf die nicht gekuppelten Achsen von Lokomotive und 'I'cnder
on tfallende Cewicht in t,

02 das auf die gekuppelten Achsen entfallende,
(} = G1 + 02 das Gesamtgewicht von Lokomotive und Tender,
F' die Querprojektionsfläche der Lokomotive in m 2, 

so kann 01 wie das Wagengewicht behandelt werden. Der Luftwider
stand ist um 10 v. H. größer als der .Fläche F entsprfoht99), weil noch
hinter der ersten .Fläche liegende Teile mitwirken. Man erhält so94)

01 02 0,6 · F (V)2

W1 -:: 2,5 . G + C. G + G . IO kg/t. (101)

Hierin ist einzusetzen für Lokomotiven mit zwei Dampfzylindern bei
2 gekuppelten Achsen c c-o 5,8 kg/t,
3 cc-v7,3 „
4 C c-o 8,4 „
5 C ~ 9,3 „

Bei Lokomotiven mit 4 Dampfzylindern sind diese Werte um 0,2 zu erhöhen.
Bei den heutigen großen Lokomotiven ist F C'-l 10 m2• 

Starker Seitenwind erhöht den Widerstand so, daß V um 18 km/st erhöht
werden muß. Der Unterschied von 5 km/st gegenüber den Wagen erklärt sich
dadurch, daß der zwischen die einzelnen Wagen tretende Seitenwind den Wider
stand durch den auf die Stirnfläche jedes Wagens ausgeübten Druck erhöht,
was bei der Lokomotive fortfällt.

Bei ]'eldbah 11 en verschwindet naturgemäß das c~r enthaltende

Glied, und es ist 100) für die Spurweite von 60 cm der Widerstand der
Wagen vom Eigengewicht G ~ 2,] 5 t und der Tragfähigkeit Q = 5,0 t

Wo= 3 kg/t, (102 a) 
derjenige der Tenderlokomotive von G C'1 ] 2 t Dienstgewicht

' W1 = ] ,2 kg/t.
Der K.rümmnngswiderstand beträgt.I''?")

(]02 b)

200
bei 60 cm. Spurweite: wk = R _ 5 kg/t,

350
Wk = R, ~ 10 " '

380 
W7., = R - 17 " '

400
wk =- R - iö " 

75 „

,, 90 ,, 

,, 100 ,,

" 

(103)

98) Sanzin, Z. d. V. d. T. 1911.
99) Frank, Z. d. V. d. I. 1903/07.

100) Bl u m , Z. d. V. d. 1. 1919.
1oo,.) Hanomug-Naohrichtr-n 1921.
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Beispiel 83. Zu berechnen ist die Anzahl i der gedeckten Wagen, die die
in Beispiel 29 angegebene ¾ gekuppelte G ütorzuglokomotive, deren Tender das
Dienstgewicht 30 t hat, als Eilgüterzug mit V =-= !55 km/st auf einer Strecke mit
der durchschnittlichen Steigung tg ex = 1 .11 0 gorade befördern kann.

Nach Beispiel 29 ist die größte Zugkraft der Lokomotive auf wagercchten,
feuchten Schienen bei der verlangten Geschwindigkeit etwa P 2600 kg. Ferner
ist die Belastung der nicht gekuppelten Achsen 01 = 10,2 + 30 - 42,0 t, die
Belastung der gekuppelten Achsen G\ -= 41,8 t, das Gewicht eines Wagons im
Durchschnitt G0 = 19 t, der Zahlenwert c = 7,3 kg/t. Um mittleren Wind zu
berücksichtigen, wird V um 10 km/st erhöht.

Durch Zusammennehmen der entsprechenden Formel aus Beispiel 82 und
der Formel (101) erhält man so

P = G1 • (2,5 + tg «) + 02 • (c + tgcx) t 6 · ( V i~ lOr

. G [2r-: t 1 (v+10)2j+ i • 0 • '0 + gcx + 25 · 10 ·
Hieraus folgt mit den obigen Zahlenwerten

. = 2600 - 40,2 · 2,51 - 41,8 · 7,31 - 6 · 6,52 
0-.) 24

i 19 · 4,20 .

Die Strecke enthalte mehrere Krümmungen von R ="" 320 m Halbmesser,
dann verringert sich am Ende der Krümmung die Fahrtgeschwindigkeit ganz
erheblich. Die dafür zutreffende Zugkraft der Lokomotive wird vorläufig auf

P' = 2900 kg geschätzt und dann die obige Gleichung nach ( V' -~ 1~)
2 

auf-

gelöst. Mit dem zu Wo + tgcx hinzutretenden Summanden w,,, = ~50
0

- 2,41 
und, wenn nur mit i' = 20 Wagen gerechnet wird, folgt 7

( V' + 1~) 2 = 2900 - 40,2 · 4,92 - 4L,8 · 9,72 - 20 · 19 · 4,92
10 n 20 · 19

V+ 25 '
also

mithin

V' f- 10 -= 1/ 2900 - 1.98 - 406 - 1870 3,41,10 6 f- 15,2

V' - 24 km/st,

wofür die geschätzte Zugkraft etwa zutrifft.

9. Die Kugel- und Rollenlager. 

Ein Kugellager zur Aufnahme einer senkrecht zur Wellenachse wir 
kenden Kraft P (Trag lag er) besteht gewöhnlich aus einem auf die
Welle aufgesetzten Laufring vom Halbmesser r, einem in den Lager
körper eingesetzten Laufring vom Halbmesser Rund einer Anzahl bis
auf 1/500 mm übereinstimmender Kugeln vom Halbmesser r1 (Fig. 132
und 134). Die Kugeln und Laufringe sind sorgfältig gesohliffen und
gehärtet.

Ist z die Gesamtzahl der im Ringe befindlichen Kugeln, so gilt nach
Fig. 132
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P = NO + 2N 1 • cosx + 2N 2 • cos 2 x + ... + 2Nn · cos n x , 
. n. d d 2. 1,worin n · iX < 2 1st o er, a z • cc = :n: 1st, n < 4 z. 

Bezeichnet ö die Zusammendrückung einer
Kugel, die sie unter den beiden Kräften N von
seiten der Laufringe erfährt, so ist die Zusammen
drückung Ö0 der von N0 beanspruchten Kugel
am größten, die Beanspruchung wird mit steigen
dem Winkel n • cc immer kleiner und erreicht den

n 
Wert O für n · iX C',..) 2 . Der einfachste Zusam-

menhang, der diese Änderung ausdrückt, ist
<\ = c\ • cos x , 
Ö2 = Ö0 • cos 2 iX • • • , 

Nun ist unter sonst gleichen Umständen v") 
N2 m 
(53 = Öt, = C' 

Fig. 132.

mithin

also102)
P = N0 • (1 + 2cos~x + 2cos~2x + ... + 2cos~nx) (104) 

Rechnet man den Klammerausdruck für verschiedene Kugelzahlen z 
aus, so ergibt sich innerhalb der Grenzen 10 > z > 26

p z 
N0 = 4,37_. 

Vorausgesetzt ist, daß die Laufringe unter dem Kugeldruck keine Ver
biegungen erfahren. Wird doch mit einer kleinen Verbiegung der Ringe,
besonders des Lagerringes gerechnet, so dürfte innerhalb der angege
benen Grenzen

5.p 
N0 =- (105)

z 
die größte vorkommende KugelbelaetungP'') sein.

Bei den gebräuchlichen gehärteten Stahlkugeln ist auf ebener gehär
teter Lauffläche die größte Belastung, bei der die Kugeln vom Durch
messer d = 2 r1 cm noch hinreichend elastisch bleiben und jedenfalls
durch den Druck noch keine Haarrisse erhalten, bestimmt durch

No= k kg/cm 2 (106) d2 
mit k = 480 at 103).

101) Hertz, Grelles Journ. f. Math. 1882. F ö p p l , Vorlesungen über techn,
Mechanik, 1897.

102) Stribeck, Z. d. V. d. I. 1901.
103) Stribeck, Schimming, Z. d. V. d. I. 1901.

l:lteplu.tn, 'l'eohnlsche Mechanik. Ll. 8 
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Im allgemeinen bleibt man mit Rücksicht auf einen einwandfreien Dauer
betrieb wesentlich darunter. Bei ebenen oder kegelförmigen Laufringen gilt als
zulässig k = 40 at.

Bei Laufringen, deren 'Krümmungshalbmessor senkrecht zur Laufrichtung
'der Kugeln (Fig. 133) r2 = J d ist, beträgt k = 100 at.

Bei dem als am vorteilhaftesten erkannten Wert 105)

r 2 = 0,563 d am äußeren Laufring
r2 - 0,521 d „ inneren

ist 7c = 150 at.
Je besser sich der Laufring der Kugelkrüm

mung anschließt, desto stärker können die Kugeln
beansprucht werden. Bei den zuletzt angegebenen
Werten von r2 liegen die Seiten der Kugeln noch

Fig. 133· gerade so weit frei, daß dort keine hinderliche
Reibung auftritt.

Kugellager sind immer für die größtmögliche Belastung zu berechnen,
also bei Riementrieben für die der ersten Betriebsanspannung des Rie
mens entsprechende Belastung. Bei Zahnrädern rechnet man mit Be
lastungsschwankungen, die das Dreifache des normalen Zahndruckes
betragen 104).

Beispiel 84. Für eine Welle von d0 = 7 cm Durchmesser und für die Be
lastung 2 P = 4000 kg soll ein aus zwei Kugelringen bestehendes Kugellager
berechnet werden. •

Die Verbindung der Gleichungen (105) und (106) ergibt bei der günstigsten
Form der Ringe

150 · d2 = 5. p 
z 

oder
5 · P 5 · 2000

d2. z = 150 = 150 = 66,7 cm".
Wählt man jetzt

d = ¾" bzw. f' bzw. l"
die Kugeldurchmesser werden immer in ¼" angegeben -, so folgt

66,7 66,7 b 66,7
z = 1,9052 = 18 bzw. 2,22252 = 14 zw. 2,5402 = 10.

Den Durchmesser 2 r eines Laufringes kann man zu 82 mm annehmen, dann
wird der Durchmesser des Kreises der Kugelmitten

2r' = 101 bzw. 104 bzw. 107,5 mm
und man erhält als Kugeldurchmesser

d = 2nr' = 17,65 bzw. 23,35
z 

bzw. 33,75 mm.

Der erste Betrag ist zu klein und scheidet aus, der zweite läßt noch rund
1 mm Spiel zwischen den Kugeln, der dritte Wert ist zu nehmen, wenn die Kugeln
durch einen Käfig geführt werden sollen.

Der Grund für die Anordnung von etwas nachgiebigen Kugclkäfigen 105)

ist der folgende: Verbiegt sich die Achse etwas, so daß sich der innere Laufring

104) Gaertner, D. p. J. 1918.
l'15) Rrüh l, 1901, veröffentlicht Z. d. V. d. f. l 909.
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um den Winkel ff schief stellt, so laufon dio in der Ebene des Winkels ß liegenden
Kugeln nach Fig. 134 auf einem Halbmesser r" > r, dagegen ,die, in der dazu
senkrecht gelegenen Ebene auf dem unveränderten Halb
mossor r. Für irgendwelche dazwischen befindliche Kugeln
liegt dieser Halbmesser zwischen den beiden Grenzwerten
r und r". Da sich nun der innoro Laufring mit der Welle
mitdreht, so bewogen sich die auf dem größeren Kreis rollen
den Kugeln schneller als dio auf dem normalen Laufring-
1.albmessor befindlichen und laufen so auf die davorstehen-
den auf, was auf die Dauer zu erheblichen Beschädigungen ·1 
der Kugeln führt und, da die Kugeln mit ziemlichem Druck
gogcnoinander gepreßt werden, starke Reibung und infolge- R 
dessen Warmlaufon des Lagers mit sich bringt. Aus der
l.!'ig. 134 geht ohne weiteres hervor, daß r" um so größer
gegenüber r wird, je größer der Kugelhalbdurchmesser d, 1.<CL< :LLL. c.(L.(. 'LL.L. .cA -- 

der Krümmungshalbmcsser r2 der Laufringe und je kleiner
überhaupt r ist. Fig. 134.

Das Drehmoment des Rollwiderstandes be-
trägt nach Formel (79) mit den Bezeichnungen der Fig. 132

M = Q . f . (1 + r + l + r i) '
r1 R 

worin / = 0,0067 mm der Hebelarm des Rollwiderstandes bei der größten
zulässigen Belastung der Kugeln ist-?") und Q = N0 + 2 N1 + 2 N 2+ ... 2 N11 die Gesamtbelastung aller tragenden Kugeln. Für
IO<z< 20 ist1°2) Q = 1,22 · P, und man erhält

r] 
2r1+r+ R. 

M = 1,22 · P · f · r 1
oder mit dem obigen Zahlenwert von f 

M = 0,000815 · P · ( R + r!.) cmkg
r1 R 

(107)

unabhängig von der Umlaufgeschwindigkeit der Welle, also auch beim
Anlaufen.

Bei einer kleineren Belastung P' des Lagers ist, wie die Versuche-?")
ergeben,

(108) 

also größer als bei der Regelbelastung. Erhöht sich die Belastung über
die letztere hinaus, so steigt / wieder an und zwar nahezu ebenso wie
es bei Verkleinerung von P zunimmtt?"). Das rührt davon her, daß
bei der Regelbelastung gerade die den mathematischen Berührungs
punkt umgebenden Teile der Kugel eine besonders starke Zusammen-

100) Der größere Wort bei Stribock ist durch Einsetzen eines fehlerhaften
R . 

Betrages von entstanden.
rl 

101) H oß, American Maschinist ] 909.
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drückung erfahren, so daß der Hebelarm / sich dem gegenüber dem
Fall geringerer Belastung etwas verkürzt; bei weiterem Ansteigen der
Belastung werden aber auch die weiter nach außen liegenden Teile der
'Druckstelle zusammengepreßt und f vergrößert sich deshalb wieder.

Beispiel 85. Anzugeben ist das widerstehende Moment des in Beispiel 84
berechneten Kugellagers.

Man erhält aus Formel (107)

(
107 + 25,4 25,4)M = 2 · 0,000815 · 2000 · - 25,4- + 132,4 c-..:, 17,6 cmkg.

Bei halber Belastunj erhöht sich nach Formel (108) das Moment um das
2,5

V2-= l,32fache und bei l,5facher Überlastung um denselben Betrag.
]> 

Wird das Lager etwa nach Fig. 135 ausgeführt, so zerlegt sich die Belastung 2
jedes Laufringes gemäß Fig. 136 in eine wagerechte H, die sich gegenseitig auf
heben und eine senkrecht zur Kugelfläche gerichtete N = J- p . Die Kugelncoscx 
laufen jetzt aber in der geneigten Ebene auf den Halbmessern r bzw. R coscx coscx 
Damit ergibt sich das widerstehende Moment bei Vollbelastung zu

M1 = 0,000815 · P· ( R · \ + rR1). (107a)r1 cos ex 
Für ex= 30°, also coscx = 0,866, wird hiernach bei sonst gleichen Abmessungen
wie oben M1 = 23,0 cmkg, rund 30 v.H. höher.

it~
H H 

Fig. 136.

Fig. 135. Fig. 137.

S. t ü t z k u g e l lag er werden entsprechend den Tragkugellagern aus
gebildet (Fig. 137). Damit alle Kugeln gleichmäßig tragen, muß der
festliegende Kugelring außen kugelförmig geschliffen werden. Die Ku
geln brauchen einen Kugelkäfig, da sie ineinander laufen, sowie die
beiden Laufringe nicht genau zentrisch zueinander stehen 108). Wird die
stehende Welle gleichzeitig durch ein Halskugellager geführt, so muß

108; Szambathy, D. p. J. 1912.
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der Mittelpunkt der Wölbung der Unterlagerplatte mit der Mitte des
Halslagers zusammenfallen 108). ,

Für die Belastung P kg gilt bei z Kugeln von d cm Durchmesser
P = z • d2 • k. (109) 

Bei schncllaufenden Wollen werden nun die Kugeln durch die
Schleuderkraft etwas nach außen gedrängt und arbeiten infolgedessen
nicht ausschließlich rollend. Um den Verschleiß durch die eintretende
Reibung klein zu halten, wird die zulässige Beanspruchung von der
Umdrehungszahl der Welle abhängig v'") gemacht:

1 

Umdrehungen in der Minute n: l 200 2000
Beanspruchur gszah 1. k: 200 35 15

Dio Kraft, die zum Rollen einer Kugel gebraucht wird, ist nach der
Rechnung in Beispiel 73, wenn darin das Kugelgewicht G vernach

p 
läf3sigt wird und Q = eingesetzt wird,

z 
p 2/ 

P=-•-- . 
z d 

Ist nur R der Halbmesser des Kugellaufkreises, so ist das widerstehende
Moment des Spurlagers

2R 
111 = 1\ · R · z = f · P · d , (llO)

worin für den Wälzarm /beider Regelbelastung k = 80 derselbe Wert
0,0067 mm einzusetzen ist wie bei den Traglagern.

Ist die Belastung des Lagers kleiner P', so steigt der Hebelarm
auf f' an 107): 

1
3/p

f=f·V P'. (111)

Erhöht sich die Belastung über die Regelbelastung hinaus, so steigt /
ebenfalls wieder in demselben Maße wie bei entsprechender Verringerung
der Belastung.

Beispiel 86. Für eine Welle von d0 = 8 cm Durchmesser und für die Be
lastung P = 3000 kg bei n = 150 Umdrehungen in der Minute soll ein Spur
kugellager berechnet worden.

Man erhält aus Gleichung (109) mit k = 45 at
3000

cl2 • z = = 66,7 cm2•45 
Wählt man jetzt

so folgt
d = f' bzw. i" bzw.

66,7
z--= 1,9052 = 18 bzw.

l" ' 
66,7 14 b

2,2232 = zw.
66,7

-2 542 = 10.
' 

100) Deutsche Waffen- u, Munitionsfabriken, Uhlands prakt. Maecb.-Konstr,
1916,



118 Die Kugel- und Rollenlager.

Der Durchmesser des Kreises der Kugelmitten beträgt etwa
2 r' = ] 10 bzw. 115 bzw. 120 mm,

der Spielraum der Kugeln ist etwa ½ d. Damit erhält man den Kugcldurch
'messer zu

d = 2:rc/' · ! = 17,0 bzw. 22,9 bzw. 33,5 mm.

Der richtige Wert ist somit d = f'. 
Das widerstehende Moment dieses Lagers beträgt nach den Formeln (110) 

und (111)
11,5 l;80

M = 0,00067 · 3000 · 2,223 · V 
45 

= 12,6 cmkg.

Kugeltraglager sind nicht verwendbar, wenn etwa infolge von Tem
peraturveränderungen Verschiebungen in Richtung der Achse eintreten
können. Kugellager sind allgemein bei hoher Umdrehungszahl nur ge
ring zu belasten, weil auch bei den Traglagern der Einfluß der Reibung
an den Zwischenstücken des Käfigs bei hohen Geschwindigkeiten stark
ansteigt. In beiden Fällen sind Rollenlager vorteilhafter.

Für Rollen trag lag er von der Rollenlänge lern, dem Rollendurch
messer d cm, der Anzahl z der Rollen, die mittels kleiner Ansatzzapfen
in seitlichen Führungsringen befestigt sind, und der Belastung P kg
ergibt sich entsprechend wie bei den Kugellagern

N0 5 · P 
k = l . i = ;-. z-:-c( at. (112) 

Hierin ist einzusetzen 102) für
ungehärtete Stahlrollen k = 11 at,
gehärtete k = 40 „

Als Hebelarm des Rollwiderstandes für die Höchstbelastung gilt bei
ungehärteten Rollen und Laufringen / = 0,021:'5 mm,
gehärteten f = 0,010

Bei einer geringeren Belastung P' ist der zugehörige Hebelarm

I - _1:;;p • 
f-t Vp,· (113) 

Belsplel 87. Für eine Welle von d0 = 7 cm Durchmesser und der Belastung
P = 600 kg ist ein Rollentraglager zu bestimmen sowie das Moment seines
Rollwiderstandes.

Es wird gewählt l = 1,5 d0, dann liefert Formel (112) für ungehärtete Rollen
5 · P„ 5 · 600

d . z - k · l- = 11 · 1,5- · 7 = 26 cm.
Ferner gilt die Beziehung

d · z < n · (d0 + d), 
also mit den vorstehenden Zahlenwerten

26d > - - 7,0 = 1,3 cm.
1C 
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Damit folgt die Anzahl der Rollen zu
26 

z = · 1,3 -= 20.

Das widerstehende Moment des Lagers ist nach Formel (107)

M 0,00215 · 1,22 · 600 · G:~ /- !:!) = 12,0 cmkg.

Man bemerkt, daß Rollenlager mit ungehärtotcn Rollen und Laufflächen
nur für verhältnismäßig kleine Belastungen in Frage kommen.

Um außer der. senkrecht zur Wellenachse wirkenden Belastung P 
noch einen bestimmten Seitenschub II in der Achsenrichtung mit voller
Sicherheit aufnehmen zu können, lagert man dio Welle auf zwei ent
gegengesetzt eingebauten Timken lagern uo) mit kegelförmigen Rollen
nach Fig. l :38. Der Neigungswinkel des Rollenmantels bestimmt sich aus

Jf 
Lg - 1-> . 

1 n die Formel (112) ist dann statt P einzusetzen

p - p.il~(H)2· 
cos « p 

Dasselbe gilt für die Berechnung des widerstehenden Momentes nach
Formel (107). Gerechnet wird im übrigen mit dem. mittleren Rollen
durchmesser d. 

Fig. 138. ]fig. 139. Fig. 140.

Stü tzrolleu lag er müssen im a.llgemeinen mit kegelförmigen Rollen
nach Fig. 139 versehen worden, damit reines Rollen stattfindet, und
zwar gilt

.1 d tgex = ~
R 

Damit ergibt sich bei z Rollen

N -= p . l ~ p . (1 + d2)
z cos c z . R2 (114) 

und der nach außen wirkende Seitenschub jeder Rolle gemäß Fig. 140
p 

Tl = 2 · N · sin ex -'!c 2 · - · tg ex z 
110) Diorfeld, D. p. J. 1918,
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oder
p d 

H=-· ' z R (115) 

der gewöhnlich durch ein besonderes Druckkugellager aufgenommen
wird.

Es kann gesetzt werden für
gehärtete Rollen auf gehärteten Laufbahnen k = 40 at,
gußeiserne „ gußeisernen „ k = 25 „ 

Für das Moment des Rollwiderstandes ergibt Formel (l10) in Ver
bindung mit (114)

(ll6)

mit / = 0,05 mm bei der Regelbelastung für ungehärtete Rollen und
Laufbahnen.

Beispiel 88. Das Spurlager des 150-t-Hammerkranes in Bremerhaven 111) 

hat z = 35 Stahlrollen von d = 17,5 cm mittlerem Durchmesser, l = 25 cm Länge
bei R = 110 cm mittlerem Halbmesser. Es wird belastet mit P = 380 t bei leerem
Kran und 530 t bei der Höchstbelastung. Die Rollen stützen sich nicht gegen
ein Kugelringlager, sondern gegen Spurkränze der gußeisernen Rollbahnen von
h = 2 cm Höhe. Der aufzunehmende Seitenschub von H = 86 t wirkt auf ein
im Fuß angeordnetes Halslager von d1 = 45 cm Durchmesser und l1 = 26 cm
Länge, sowie auf zwei den Winkel 2 <5 = 60 ° einschließende Druckräder in der
oberen Führung von D = 100 cm Durchmesser bei b = 13 cm Breite, deren

· Zapfen die Stärke d2 = 15 cm haben. Anzugeben ist das zum Drehen des Hammer
auslegers erforderliche Drehmoment.

Für die oberen Rollen ist gemäß der Rechnung in Beispiel 77 mit f = 0,05 mm
2·H·f 86000·0,05

Mi= 2. cosö = 0,866. fooo CV
5,o mkg,

für ihre Zapfen mit dem Höchstwert der Reibungsziffer µ ·= 0,14

M _ _!:_!!_ . . d! _ 86 000 · O,lj · ~,15 _ 1043 k
2 - 2 · cos ö ,u 2 - 0,866 · 2 - m g.

Für das untere Halslager ist entsprechend
d 1 M3 = H · µ · 2!. = 2 · 86000 · 0,14 · 0,45 = 2709 mkg.

Für die Kegelrollen ist, da die Rollenbeanspruchung
p ( d2) 530 000 ( 17,52) 

lc=z·l·d· l+ R2 =35--:-25-:-17]· l+ 1102 =35at

beträgt, gemäß Formel (116)

(
110 17,5)

1
'-J'/40M4=2·0,05·530· 17,5+ uo · V35=370 mkg.

Für die Reibung der Rollen an den beiden Spurkränzen ist, da sie außen
kugelförmig mit dem Mittelpunkt auf der Achse der Kransäule abgedreht sind,
gemäß Formel (115) einfach

M5 = _:_l._ • _?:__ · j_ · /l • 2 · ( d +
2
l • tga - J) ,

2 COS(X R • , 2

111) Z. d. V. d. I. 1899.
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worin der Klammerausdruck don Halbmesser der Rollen bis Mitte Spurkranz
d 1 d2 

angibt. Wird hierin noch eingesetzt tg ex = R und = 1 + R2 , so folgt
mit 11, = 0,14 oos«
M =- 530 000 · 0,175 · 0,14. (l + 17,5_:_). (17,5 + 25 · 17,5 ~ 1) = 1180 k

5 1,10 · 100 · 1102 2 2 · llO m g.

Das gesamte erforderliche Drehmoment ist demnach M = 5307 mkg. Um
dio Drohung unter allen Umständen zu bewirken, ist der Antriebsmotor noch
um etwa 30 v. rr. stärker ausgeführt worden mit M ~ 7000 mkg, wovon auch
noch die Widerstände der Zwischenübersetzung zu bewältigen sind.

Beispiel 80. Die Ringspurzapfen der Turbinen in einem Kraftwerk am
Niagarafall verbrannten innerhalb einer Minute, wenn die Ölzufuhr einmal aus
setzte. Sie wurden durch Rollenlager nach Fig. 141
ersetzt 112), doron widerstehendes Moment zu be-
stimmen ist. Die Regelbelastung beträgt P = 70 t, 4-
die höchste vorübergehend auftretende Pmax = 125 t,
die Regelumlaufzahl n = 250, dio höchste nmax = 500;
ferner ist d = 10,16 cm, l = 4,45 cm, R1 = 39,4 cm,
R2 = 45,6 cm, Ra -= 52,0 cm, R4 = 58,0 cm, d1 =
3,81 cm, die Anzahl der Rollen z = 16 · 3, die in
einem großen, sohcibenartigen Käfig geführt werden.

Bei der höchsten Dauerbelastung, für die das
Lager berechnet wurde, ist nach den obigen Angaben
lc === 40 at einzusetzen, und man erhält damit

p =•z. l · d. le __ 16 · 3 • 4,45 · ~16 · 40 = 87 t
- 1000 .

Boi der Höchstbelastung ist dann
125

kmax = 40 · sf = 57,5 at.

Das Moment des Rollwiderstandes ist nun nach Formel (116) bei der Regel
belastung mit

1
·v87f = 0,001 · 70 ,

M
1
~2.1.P_.(R1+R2+R3+ d + d + d_) 

3 d · R1 R2 Ra 

= 2 · 0 001 · 1 13 . 70000 · (39•4 + 45•6 + 52 + 10 16 · [O 0254 + 0 0219
' ' 3 10,16 ' ' '

+ 0,0192]) = 747 cmkg.

Hierzu tritt ein Reibungsmoment, das durch die Drehung der zylindrischen
Rollen entsteht. Wird eine Rolle durch die Kraft P' angedrückt und dreht sie
sich um ihre Mitte über einen kleinen Winkel cc , so wirkt die durch die Belastung
½P' der einen Hälfte entstehende Reibungskraft µ • ½ · P' am Hebelarm ¼ l, so
daß an jeder Rolle das Reibungsmoment M' = 2 · µ · ½ • P' · !- l auftritt. Damit
wird bei z Rollen, also z · P' = P 

M2 = i. µ. p. l, 

.r 
1 

Fig. 141.

also mit /l = 0,005
M'J = t · 0,005 · 70000 · 4,45 = 380 cmkg. .

Nun wirkt auf die hintereinander liegenden drei Rollen noch die Schleuder
kraft Z = 352 kg (Bd. III), die sie nach außen drückt und die nach den Angaben

112) Dicrfeld, D. p. J. 1911.



122 Die Räderübcrsetzung.

S. 50 keinen Reibungswiderstand findet. Die Kraft Z wird durch die außen
angeordneten, in einem besonderen Ring geführten Kugeln aufgenommen. Die
Kugeln vertragen eine Belastung von etwa P1 = 100 · d2 = 1450 kg. Demnach ist

2{;1450
/1 = 0,00067 · V 352 = 0,00118_ cm

und damit entsprechend Formel (107)
M3 = z • /1. z. ( R4 + R4 - d1)

3 R4 -dl R4 
48 0 00118 3 2 ( 58,0 54,19) '3 1 = 3 · ' · · • 5 · 54,19 + 58,0 = L cm <g. 

Das gesamte widerstehende Moment des Lagers ist also M c-v llGO cmkg.

Die Hauptvorteile der Kugel- und Rollenlager gegenüber den Gleit
lagern sind die, daß sie keine Einlaufzeit brauchen, die für die Gleit
lager immer eine gewisse Gefahr mit sich bringt, daß sie ferner von der
Schmierung ziemlich unabhängig sind (Beispiel 89) und daß sie schließ
lich auch bei absatzweisem Betrieb, wo sich die Gleitzapfon immer erst
wieder mit einer neuen Ölschicht von etwas gesteigerter Temperatur
umgeben müssen, um günstig zu laufen, keinen erhöhten Widerstand
bieten.

Beispiel 00. Die zum Anfahren von Straßonbahnwagen, die G kg wiegen,
auf wagerechter Strecke erforderliche Zugkraft P beträgt nach Versuchen 11 :i) 

bei Gleitlagern P = 0,0179 · G kg, .
,, Kugellagern P = 0,0056 · G kg.

Bei schneller Fahrt sind die Unterschiede zugunsten der Kugellager nur noch
gering. Bei · V = 40 km/st Geschwindigkeit braucht ein Personen-Eisenbahn
wagen für Normalspur mit Kugellagern nur noch 10 v.H. weniger Zugkraft als
einer mit Gleitlagern114). 

10. Di.e Räderübersctzung. 
Auf einer gemeinsamen Achse seien zwei Seiltrorn meln von den

Halbmessern R und R1 befestigt. Über die Trommeln werden zwei
Seile in entgegengesetzter Richtung geschlungen. An
dem einen hänge die Last Q, an dem anderen werde
nach beliebiger Richtung mit der Kraft P gezogen
(Fig. 142). Wird das eine Seil aufgewunden, so wickelt
sich das andere ab.

Die Anordnung kann als Hebel aufgefaßt werden,
und Gleichgewicht besteht, wenn die Drehmomente
der beiden Kräfte in bezug auf die gemeinsame Dreh -
achse einander gleich sind: Antriebsmoment gleich

Fig. 142. Lastmoment
MA =Mr, 

oder
P·R1=Q·R, (117 a) 

113) Adler, Elektrotechnik u. Maschinenbau 1917.
114) Deutscho Waffen- u. Mun.vFabriken, El. Kraftb. u. Bahnen 1912,
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wobei vorläufig von allen etwa auftretenden Widerständen abgesehen
wird.

Die Gleichung (117 a) kann auch geschrieben werde~
P R 2n · R · n 
Q R

1 
= 2n · R

1 
• n' (llS a) 

wenn n die Anzahl der in einer bestimmten Zeit, gewöhnlich ja einer
Minute, gemachten Umdrehungen angibt. Man kann diesen Zusammen
hang aussprechen: Die Längen der auf- bzw. abgewickelten Seile ver
halten sich umgekehrt wie die an ihnen angreifenden Kräfte. Der Zu
sammenhang (118a) lehrt weiter: Auf derselben Achse sitzende Räder
übersetzen die angreifenden Kräfte im. umgekehrten Verhältnis ihrer '
Halbmesser.

Die Gleichungen (117 a) und (118a) bleiben unverändert, wenn an
Stolle der Seilrolle mit dem Halbmesser R1 eine Kurbel tritt, solange
die an der Kurbel angreifende Kraft P senkrecht zu dem. Kurbelarm R1 
gerichtet ist und ihre Größe nicht ändert.

Werden die Reibungswiderstände mit dem Drehmoment Mw be
rücksichtigt, so geht Gleichung (117 a) über in

MA=Mi+Mw 
oder

MA 
JJ!h 

1
r; 

wie Formel (45 b) ergibt. Man erhält so für die Anordnung der Fig. 142 
die genaue Formel

(117 b)

und damit
p 
Q 

R 1 . ,
R1 17 

(ll8 b)

Boi dem in Fig. 143 skizzierten Zahnräder
vorgeloge wird die der Kraft P in Fig. 142
entsprechende P' durch den Zahndruck des
zweiten, in das größere eingreifenden Rades be 
wirkt, und es gilt demgemäß für die Lastrolle

P' ' R1 = Q ' R = ML , 
wenn wieder Mr, abkürzungsweise das Drehmoment
der Last bezeichnet.

Auf <las kleinere Zahnrad wirkt der Zahn- F' 14311g. .
druck P' des größeren in umgekehrter Richtung
zurück. Es gilt also für die zweite Welle mit dem umgekehrten Pfeil
von P' 

P' · r1 = P · R2 = MA, 
wenn abkürzungsweiso MA das Antriebsmoment bezeichnet.
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Wird jetzt der Wert von P' aus der zweiten Gleichung in die erste
eingesetzt, so folgt

MA r1
M~ = R1 ° 

Auf verschiedenen Achsen sitzende Räder übersetzen die daran wirkenden
Drehmomente derart, daß Antriebs- und Lastmoment in demselben
Verhältnis stehen wie die Halbmesser der auf den zugehörigen Achsen
sitzenden Übersetzungsräder, wenn die Reibungswiderstände außer acht
gelassen werden.

Berücksichtigt man die Widerstände im Triebwerk und setzt an:
170 als Wirkungsgrad der Seiltrommel, enthaltend die Seilwiderstände
und die durch die Trommelbelastung hervorgerufene Lagerreibung der
Lastwelle, entsprechend 17{ als Wirkungsgrad des auf der Lastwelle
sitzenden Zahnrades, 17~1 als Wirkungsgrad des auf der Antriebswelle
sitzenden Zahnrades, 172 als Wirkungsgrad der Kurbel, so gilt

(119 a) 

P, ' M I· R1 · 'Y/1 = r, • 
'Y/o 

Das durch die darauf entfallenden Widerstände verringerte Drehmoment
des Zahndruckes muß noch dem durch die darauf entfallenden Wider
stände vergrößerten Lastmoment das Gleichgewicht halten.

Entsprechend ist

MA . 'Y) 2 = P' . r 1 • \ '
'YJ1

und durch Zusammennehmen beider Gleichungen folgt dann
MA r1 1 
M ~ = R1 . 'Y);. 'Y)i • 'YJ1 • 'Y) ~ . 

Gewöhnlich nimmt man 'YJi' • 'YJi" = tJi als Wirkungsgrad des Zahnrad
vorgeleges zusammen, und dann ist genau gerechnet

MA r1 1
lif-; = R1 n« · 'Y/1 • 'Y/2

(119b) 

Bei zusammenarbeitenden Zahnrädern muß naturgemäß die Ent
fernung entsprechender Stellen der Zähne voneinander, gemessen auf
den sogenannten Teilkreisen, die bei Drehung der Räder aufeinander
abrollen, dieselbe, sein. Anderenfalls würden sich die Räder klemmen.

Ist Z1 die Anzahl der Zähne des Rades vom Halbmesser R1 und z1
die Anzahl der Zähne des Rades vom Halbmesser r1, und bezeichnet r
die gemeinsame Teilung beider Räder, so ist

2n · R1 = Z1 • -r: und 2n · r1 = z1 · 1:. (120)
Die Teilung wird stets als ein Vielfaches von n angegeben, damit nicht
etwa unzweckmäßige Abrundungen der Zahlen Fehler in die Verzahnung
bringen.
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Aus den Gleichungen (120) folgt

125 

r1 Z1 

R1 Z1
Das Uborscteuugsvcrbältnis der Räder wird durch das Verhältnis ihrer
bis zu den Teilkreisen reichenden Halbmesser bestimmt oder einfacher
durch das Verhältnis ihrer Zähnezahlen.

Fig. 144. Fig. 145. Fig. 146.

An den erörterten Verhältnissen wird nichts geändert, wenn die
Räder gar nicht unmittelbar ineinander greifen, sondern erst durch
Vermittlung einer nötigenfalls über Führungsräder laufenden Gelenk
kette oder auch eines glatten Riemens oder Seiles, wie das Fig. 144 an
deutet. Das Zwischenglied kann auch wieder ein starres Rad sein, wie
Fig. 145 angibt.

Macht die Lastwelle n1 Umdrehungen, so sind nach Formel (120)
n1 • Z1 Zähne in Eingriff mit ebenso vielen des auf der Antriebswelle
sitzenden Rades gekommen, das also bei z1 auf dem Umfang befind
lichen Zähnen n2 Umdrehungen gemacht haben muß derart, daß n1 • Z1 = n2 • z1 ist oder

rl 
R' 1 

Die Räderübersetzung übersetzt nicht nur die Drehmomente, sondern
auch die Umdrehungszahlen der Wellen, und zwar letztere im direkten
Verhältnis der Radhalbmesser oder Zähnczahlen, so daß das Produkt
aus Drehmoment und Umdrehungszahl in der Minute unverändert bleibt.

Für eine d o p p e lt e Räd orü bersetzung nach Fig. 146 gilt natur
gemäß die der Gleichung (119 b) entsprechende Beziehung:

MA P · R3 r 1 r 2 1 
ML Q · R R1 R2 'Y/o • 'Y/1 • 'Y/2 • 173 

(121)

Beispiel 01. Die Last Q = 800 kg soll von 2 Arbeitern an einer Winde mit
einfachem Vorgelege nach Fig. 143 die Höhe h = 12 m gehoben werden. Die
Windentrommel habe den Halbmesser R = 12 cm, bis Mitte Seil gerechnet.
Anzugeben sind die Zähnezahlon des Vorgeleges und die im Mittel zum Heben
gebrauchte Zeit.

Die Kraft, die ein Arbeiter dauernd, naturgemäß mit Pausen, an der Kurbel
liefert, ist etwa 15 kg, sie kann vorübergehend auf 20 kg gesteigert werden. Der
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Halbmesser· der Handkurbel beträgt bei einmännigcn Kurbeln R2 - 35 cm, bei
zweimännigen 38 bis 40 cm. Die Arbeitsgeschwindigkeit ist i. M. v = 0,75 m/sk
und steigt oder sinkt um etwa 0,25 m/sk.

Der Wirkungsgrad der Trommel wird i. M. angesetzt zu 170 = 0,96, der einer
Zahnradübersetzung zu 11i = 0,93, der Kurbel zu 12 - 0,98 .

Dann folgt aus Gleichung ( 119 b) die erforderliche Übersetzung

r1 2 · 15 · 35 1
R = 800 . 12 . 0,96 . 0,93 . 0,98 = 10 4 .

1 '

Als geringste Zähnezahl von Zahnrädern für Handwinden gilt z1 c= 10; damit
wird die des auf der Trommelwelle sitzenden Rades Z1 = 104. Ist die Zahnrad
teilung die bei zweimännigen Handkurbelwellen gebräuchliche -,; - 0,8 · n cm, so
ergibt sich a,us Formel (120) der Durchmesser

d1 = Zi • • = 10 · 0,8 - 8,0 cm
n 

und der des anderen Rades

D - Z1 .•
1 - = 83,2 cm,n 

beide im Teilkreis gemessen.
Aus dem Zusammenhang 2 ;7 • R · n1 = h ergeben sich die nötigen Um

drehungen der Trommelwelle

die Umdrehungen der Kurbelwelle sind demnach

und der Kurbelweg ist nach Formel

s = 2 n · R2 • n2 = v · t . 
Hieraus folgt die zum Aufwinden nötige Zeit

2 n · R · n 2 n · R2 R1 t = --v 2 2 = v . n1 • r i
2.n · R2 

V 

oder
12 35

0,75 · 12 · 10,4 = 486 sk.

Beispiel 92. Für den Drehkran der Fig. 115 ist das Rädervorgelege zu be
stimmen bei dem auf die Trommel von R = 16 cm Halbmesser kommenden
Seilzug Q = 1600 kg für den Fall, daß zwei Arbeiter an der Kurbelwelle drehen.

Es ist ein doppeltes Rädervorgelege nötig, und man erhält aus Formel (121)
das erforderliche Ubersetzungsverhältnis

r1 r 2 · 15 · 35 1
R1 R22 = 1600. 16-. 0,96. 0,93. 0,93 . 0,98 = 30'

das zerlegt wird. in ¼ · A • . 
Die größere Übersetzung l wird der Kurbel zunächst angebracht, die kleinere

der Last zunächst, weil dann die Räder die kleinsten Durchmesser erhalten.
Wählt man wieder als kleinste Zähnezahl z1 = z2 =- 10, so wird Z2 = 60

und Z1 = 50. Hat das der Kurbel zunächst gelegene Räderpaar die Teilung
•2 = 0,8 · n und das der Last zunächst gelegene die Teilung T t -= 1,2 • JT,, so sind
die Räderdurchmesser d2 = 8 cm, D2 = 48 cm, d1 = 12 cm, D1 = 60 cm.

Wenn häufig kleinere Lasten, etwa bis zu } der Höchstbelastung, zu heben
sind, so schaltet man, um die kleinen Lasten schneller heben zu können, durch
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Verschieben der Kurbeiwolle eine andere Übersetzung ein, die· statt t nur
ii ;~:: ~ 7,11 sein braucht. Nm1 ir-;t, ahor der Achsenabstand

festgelegt, so daß man die Abmessungen dieser Räder nicht beliebig wählen kann.
Durch Zueammonfasscn der beiden gegebenen Beziehungen erhält man leicht

2a 2 · 28D3 - 1 .~ 1 '1. - 37,33 cm,-! 'U -1- ·t 

ferner gilt nach Formol (120)

Man kann jetzt wählen
'Z" 

:rr. 
und erhält dann

0,8

:n 

entsprechend dem Durchmesser
D3 -= 38,4-

Demnach muß werden

also
d3 = 2a - D3 = 17,6

d3z3 = T - 22,0

0,9 l,0 cm

42 38

37,8 38,0 cm.

18,2 18,0 cm,

20,2 18,0.

ar 

Die Teilung 0,9 · :rr. ist somit unbrauchbar. Die beiden anderen liefern brauch
bare Räder, die aber beide nicht genau die verlangte Übersetzung haben... Ge
wöhnliche Stirnräder gestatten nicht die Innehaltung einer gegebenen Über

T 
· sctzung bei festgelegtem Achsenabstand, wenn runde Maße für-;.,; gelten sollen.

Xncispiol 93. Von einem Elektromotor, der n1 = 1350 Umdrehungen in der
Minute macht, soll eine Maschine angetrieben werden mit n2 = 56 Umdrehungen
in der Minute. Anzugeben ist die erforderliche Übersetzung.

Man erhält sogleich das Übersetzungsverhältnis
n2 56 1
n1 = 1350 = 24,1'

. 1 1das man etwa zerlegt m 5 4,8. 

Hat die Riemenscheibe des Motors den Durchmesser d1 = 16 cm, so muß
die auf der Vorgelegewclle sitzende zugehörige Scheibe den Durchmesser
D1 = 5 · 16 c.....: 80 cm erhalten.

Sitzt nun auf der anzutreibenden Maschine eine Riemenscheibe vom Durch
messer D2 = ll0 cm, so muß die zugehörige auf der Vorgclegowcllo den Durch-

1mosser d2 =- 4 8 · ll0 ---= 23 cm haben.
Die vorstehende Rechnung setzt voraus, daß die Riemen nicht auf den

S<'hoibon gleiten (Abschnitt 17). 
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Eine zur Erzielung der verschiedenartigsten Übersetzungen auf ge
drängtem Raum oft benutzte Räderverbindung ist das Planeten
getriebe.

Die einfachste Anordnung ist das Umlaufgetriebe der Fig. 147115) .. 

Mit der Schubstange der Balancier-Dampfmaschine ist das Zahnrad
vom Halbmesser r2 fest verbunden; es greift ein in ein mit der Haupt
welle Ader Maschine fest verbundenes Rad vom gleichen Halbmesser r1.

Während eines Umlaufes des Zapfens B auf dem Kreis vom Halbmesser R 
dreht sich das Rad 2 einmal in dem angegebenen Sinn um seine Achse
und bewegt dadurch das gleiche Rad 1 ebenfalls einmal um sich selbst.
Da aber das Rad 2 außerdem einmal um 1 in dem Drehsinn des letzteren
herumgelaufen ist, so macht das Rad 1 also bei einer Umdrehung des
Zapfens B 2 Umdrehungen in demselben Sinne.

Fig. 14-7. Fig. 148.

Sind die Räder verschieden groß, so ergibt eine gleiche Überlegung
als minutliche Umdrehungszahl n1 der Welle bei n2 Umdrehungen des
Zapfens ·B in der Minute

n1 = n2 • (i+;:). (122) 

Eine unter der Bezeichnung Differentialgetriebe häufig benutzte Aus
führung stellt die Fig. 148 dar. Auf den gleichachsig gelagerten Wellen A 
und B sitzen Kegelräder vom Halbmesser r1 bzw. r2, in die ein auf der
die beiden Hauptwellenachsen senkrecht schneidenden Welle O sitzendes
Zahnrad vom Halbmesser r3 eingreift. Es sind dann folgende Bewe
gungen möglich:

1. Die Welle A steht fest, die Welle C droht sich mit n3 Umdrehungen in
der Minute um sich selbst. Sie rollt dann auf Rad 1 mit~= 1 • "a Umläufen
. . . . .na n,[ r1 
m der Minute entgegengesetzt zu ihrer Drehrichtung. Stände die Wolle C fest,
so würde sich die Welle B im Sinne des Rollens von C mit der Umdrehungszahl

r 
n'f = n3 • ~ drehen. Da nun aber die Welle C mit der Umdrehungszahl n(i inr2

115) Watt 1781.
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demselben Sinne auf <lern Rade 2 umläuft, so addieren sich beide Bewegungen
und man erhält

(r3 r3)n - n' + n~' = n · + . 2 ,1 " a r1 ra 
l m vorliegenden Fall mit r1 = r2 wird

129 

(123)

f3n2 = 2 · n3 • • 
r2 

2. Die Welle A steht fest, die Wolle B dreht sich mit n2 Umdrehungen in
der Minute.

Man erhält sogleich aus Formol (123) die Umdrehungszahl der Welle O zu
n2 n3=

1 f3 + ~3

r1 r2

und ihre Umlaufzahl wie oben

1 rl+r 
2 

Der Umlauf der Welle O hat dieselbe Richtung wie der Drehsinn der Welle B'. 
Für r1 = r2 wird

(124)

n - n2 • r 2 und ' n2 3 - 2 r3 n:i = 2 . 

3. Die Wolle O steht fest, die Wolle A dreht sich mit n1 Umdrehungen in
dor Minute.

Das Rad 3 dreht sich mit n3 = n1 • r1 Umdrehungen in der Minute um
r3

seine Achse und treibt das Rad 2 mit n2 = n3 • r
3 = n1 • .!

1 Umdrehungen
r2 r2

entgegengesetzt zur Drehrichtung der Wolle A um.
Für r1 = r2 wird n2 = n1•

4. Die Welle A dreht sich mit n1 Umdrehungen in der Minute und die Welle B 
mit n2 Umdrehungen in der Minute in demselben Sinne. Durch zweimalige An
wendung des Falles 2 erhält man als minutliche Umdrehungszahl ?er Welle 0 

n2 n1 n2 - n1
na = -r 

3 + r3 r3 + r3 ra + .!a.
r1 r2 r2 r1 r1 r2 

und als minutliche Umlaufzahl im Sinne der beiden anderen Drehungen

(125)

.(126)

Für r1 = r2 folgt
n - n2 - n1. r1

a - 2 ra und

5. Die Wellen A u~d B drohen sich mit den minutlichen Umdrehungszahlen
n1 bzw. n2 in umgekehrtem Sinne.

Durch dieselbe Überlegung wie unter 4 folgt
n2 + n1n3 - 
ra + ra 
r.1 r2 

S t e p h a n , 'I'echnlschc Mechanik. II.

und (127)
(128)

9 

• 
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Für r1 = r2 wird
n - n2 + n1 • r I und ' n2 - n1

a - 2 r3 n:, = 2 
Die letztere Formel bildet den Grund zu der Bezeichnung Differentialgetriebe,
Ist noch n1 = n2, so bleibt die Welle O an ihrem Platz.

6. Die Welle A dreht sich mit n1 Umdrehungen in der Minute und die Welle 0 
mit n3 derart, daß die Drehrichtungen übereinstimmen.

Aus Fall 1 ergibt sich sogleich die Umlaufzahl der Welle O in entgegen
gesetzter Drehrichtung zu

ra n:( = n3 • - n1 (129) 
rl

und die Drehzahl der Welle B in entgegengesetzter Richtung zur Drehung der
Welle A zu·

(130) 

Für r1 = r2 wird
ra n2=2n3• -n1•
r2

7. Die Welle A dreht sich mit n1 Umdrehungen in der Minute und die Welle 0 
mit n3 derart, daß die Drehrichtungen entgegengesetzt sind.

Man erhält entsprechend dem Fall 6
ra 

n; = na. r + n1 
1

übereinstimmend mit der Drehrichtung der Welle A und
n2 = na . (-ra + rs ) + n1 

r2 r1 
entgegengesetzt zur Drehrichtung der Welle A. 

Für r1 = r2 wird
• 

(131)

(132) 

Fig. 149.

Beispiel 94. Die gebräuchlichste Anwendung des Differential-Planeten
getriebes, den Antrieb eines Kraftwagens, zeigt die Fig. 149.

• 
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Die vom Geschwindigkeitswechsel kommende Hauptwelle des Wagens treibt
vermittels eines Kcgelzahntäderpaarcs den kastenförmigon Körper um, in dessen
Wandungen zwei Differentialkegelräder gelagert sind. Sie bilden eine starre
Kupplung, die die beiden Hälften der Hinterradachse gleichmäßig mitnimmt,
solange beide Räder gleiche Umdrehungen machen. Wenn in einer Kurve das
eine Rad langsamer läuft als das andere, so tritt der Fall 5 der obigen Dar
legungen ein, und beide Achsenhälften verdrehen sich frei gegeneinander.

Vielfältige Anwendung finden Stirnrädergetriebe als rückkehrende
Umlaufräd erwerko 116). Die einfachste Anordnung zeigt die Fig. 150.

Fig. 150. Fig. 151. Fig. 152.

Der Halbmesser des ersten, sich mit n1 Umdrehungen in der Minute
drehenden Zentralrades ist r1, derjenige des Umlaufrades, das n2 Um
drehungen in der Minute macht, r2, und der des zweiten feststehenden
Zentralrades, das hier als Hohlrad ausgeführt ist, r3• In der Fig. 151
ist das ganze System um die Achse A derart gedreht worden, daß der
Steg AB n8 Umdrehungen gemacht hat, wobei vorläufig der leichteren
Übersichtlichkeit halber n8 als ein kleiner echter Bruch gelten soll, daß
also der Punkt O des Rades 3 die Lage O' angenommen hat. Dabei
hat der Steg AB auf dem Umfang des Rades 3 den Bogen r3 • y zurück
gelegt.

Da nun Rad 3 feststehen soll, wird es wieder in die alte Lage zurück
gedreht (Fig. 152); dabei dreht sich Rad 2 um den Winkel ß derart,
daß r2 • ß = r3 • y ist, und bewegt einerseits Rad 1 aus der Stellung
der Fig. 151 um den Bogen r~ · ß in die Lage der Fig. 152, so daß sich
letzteres im ganzen um den Winkel ex. entsprechend n1 Umdrehungen
in der Minute gedreht hat.

Es gilt dann ohno weiteres

rl ' cX = "i • ?' + r2 . ß 
und in Verbindung mit der vorstehenden Beziehung

rl · cX = r1 • ?' + r3 ' ?' ,

woraus folgt

(133) 

116) Sc h 1 es in g er, Werkstatts-Tecbnik 1910.
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Um die Übersetzung zu vergrößern, setzt man auf die Achse B zwei
sogenannte Schwesterräder gemäß Fig. 153. Man entnimmt ihr sofort
bei einer Drehung des Steges um den Winkel y 

r4 · Y = r3 · ß, 
r1 • IX = r1 • ?' + r2 • /1, 

also

(134 a) 

Fig. 153. Fig. 154. Fig. 155.

Wird das volle Zentralrad 1 durch ein zweites Hohlrad 1 ersetzt, wie
Fig. 154 angibt, so gilt jetzt

r4. y = r3. (J 
wie oben, aber

also
IX = I - r 2 • r 4 = n1 •

y r1 r3 ti, 
(134 b)

Dabei ist der Drehsinn von Rad 1 gegenüber der Anordnung nach
Fig. 153 der umgekehrte.

Ersetzt man beide Hohlräder durch Vollräder gemäß Fig. 155" so
gilt wieder

r4 • ?' = r3 • ß, 
r 1 • IX = r 1 • ?' - r 2 • /-J , 

also
IX =- n1 = l - r2. r4. 

'Y n~ r1 ra 
(134 c)

Beispiel 95. Das Zahnrad 0 der Fig, 156 macht n0 = 200 Umdrehungen in
der Minute. Anzugeben sind die minutlichen Umdrehungszahlen der beiden
gleichen Ritzel 5 und 6, wenn gegeben ist

Z1 = 20 ' Zz = 30 ' Za = 40 ' Z4 = 30 .
Das Rad O vertritt hier den Steg, die Räder 1 und 6 haben die gleiche Um

drehungszahl der Welle, auf der sie befestigt sind. Man erhält sofort aus For
mel (134c)
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n 1 = 200 . (] ao . :{() )

40 · 20
, l ) 

200 · ( -· 8 25,

also ontgegengcsctct. ,,;u der Drchricht.uug doA 
Rades 0.

Entsprechend erhält man dio Umdrehungs
zahl der Räder 4 und f5, indem man in
Formel ( L34c) die Zeiger 1 und 4 sowie 2
und 3 vertauscht

200 . ( 1 - 20 . 40 )
30 · 30

- 200 · (+ ~ ) = +22,22

in gleichem Sinne wie n0• 
Die Umdrehungszahl der Welle B bestimmt sich nach Formel

n2 = n0 • ( 1 + ;: ) = 200 · ( 1 + {~) = 500 .

Ändert man die Zähnezahlen nur etwas ab in
z1 = 23 , Z2 = 29 , Z3 = 39 , z4 = 31 , 

so ergibt sich

n1 --= 200 · ( 1 - !~: !} ) -= 200 · (- 8!7) = -0,447,

( 39 · 23) ( 2 )n4 = 200 · 1 - 31. 29 = 200 · + 899 = +0,446,

Fig. 156.

(1.22) zu

n2 = 200 · ( 1 + -:} ) ~ 452 .

Die Übersetzung ist also bei kleinen Änderungen der Zähnezahlen sehr stark
verändorlieh.

Bolsplel 96. Man kann mit den Anordnungen der Fig. 153-155 sehr hohe
Übersetzungen erzielen, jedoch sind bei höheren Umdrehungszahlen die Ge
schwindigkeiten unzulässig groß. Der Übelstand wird
vermieden durch die Anordnung+'") der Fig. 157, bei der
Rad O feststeht. Es sei ·

Zo =-= 125, z1 = 100, z2 = 40, Z3 = 47, Z4 = 20,

Wird Rad 4 auf der einen Welle A mit n4 = 2400 Um
drehungen in der Minute angetrieben, so ergibt Formel(l33)
die Umdrehungszahl des Steges zu

1 2400
n" = n4 • = 400 .

1 + r1 1 + !~~ 
r4 20 Fig. 157.

Für die Umdrehungszahl des Rades 1 gilt die Formel (134b):

( r · r ) ( 47 · 100)n1 = n8 • 1 - r:. r! = 400 · 1 - 125. 40- = 24,

117) Wolfram, Wßd-:stattH-'.fec).rnik 1912.
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so daß die gesamte Übersetzung zwischen den Rädern 1 und 4, die auf don gleich
achsigen Wellen A sitzen, il = l~O beträgt.

Für die praktische Ausführung der Planetenräder ist wichtig, daß
bei Vollrädern (Fig. 155) die Beziehung für die Steglänge AB 

s = r1 + r2 = r3 + r4

oder nach Formel (120)

genau innegehalten wird. Da bei größeren Übersetzungen, für die Pla
netenräder hauptsächlich in Anwendung kommen, die Räder 1 und 4
bzw. 2 und 3 nur wenig voneinander verschieden sein können, so müssen

75-------~-~--,-, 
/

/
/

/
651------+-----------+---,-------,/ 

/
60 1------+----j---t- //--

55 - -- --· --o ///
,31,

;L__

------ 
'10 ~~ 

t,0 

35 

90 

0,02 Ü 

Fig. 158. Fig. 159.

sie auch die gleiche Teilung erhalten, so daß die obige Gleichung
übergeht in

Z1 + Z2 = Z3 + Z4_. 
Eine große Übersetzung erhält man nun, wenn z2 • z4 - z1 • z3, der

Unterschied von Nenner und Zähler in dem Bruch der Formel (134 c)
möglichst klein wird, Das geschieht, wenn man bei beliebiger Wahl
der Zähnezahl z1 ansetztP") 

Z2 = Z1 ± n' Z3 = Z1 ± n --1 1, Z4 = Z1 =t 1, (135)
welche Gleichungen die erste Hauptbedingung erfüllen und worin n 
eine beliebige, nicht zu große, ganze Zahl ist. Die Formel (134 c) für die
erzielte Übersetzung nimmt dann die Form an

ü = + ~-~1 ± n__ - bzw. ü = - __2 Z1 t n 
(z1 ± n) • (z1 + 1) (z1, J- n) · (z1 - 1) 

118) Gel bhaar, Werkstatts-Tochnik 1912.
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Die erstere Anordnung mit z4 = z1 + l ist zu wählen, wenn beide
Drehrichtungen übereinstimmen sollen, die zweite mit z4 = z1 -- l, wenn
sie entgegengesetzt sein sollen. In den Fig. 158 und 159 sind nun die

Übersetzungen 'Ü = n1 als Abszissen und die Zähnezahlen z1 als Ordi-
ns 

naten für verschiedene n aufgetragen worden. Die Fig. 158 gilt für
gleichsinnige Drehung, in ihr gelten die ausgezogenen n-Linien für das
negative n und die gestrichelten für das positive n. Die Fig. 159 gilt
für entgegengesetzte Drehung, in ihr gelten die ausgezogenen n-Linien
für das positive n und die gestrichelten für das negative n. Hiermit
kann die passende Ausführung der Räder leicht gefunden werden.

Beispiel 07. Die Hauptspindel einer Fräsmaschine mache n = 380 Um
drehungen in der Minute, die Vorschubspindel soll n1 = 12 Umdrehungen in '
der Minute machen. Die Übersetzung hat durch ein Planetengetriebe nach
Fig, 155 zu erfolgen, und zwar mit unverändertem Drehsinn. Anzugeben sind
die erforderlichen Räder.

Das Übersetzungsverhältnis ist

ü = ;820 = 0,0316.
Man entnimmt nun der Fig. 158

für n = 1
5 

10

z1 = 62
60 
57,6

bzw. 63
65
68.

Da der Wert 57 ,6 unbrauchbar ist, so wird z1 = 58 angenommen bei n c,.:, 8.
Man erhält so mit den Formeln (135) die folgende Zusammenstellung:

n :n s· 
r

1

5 

8 
10

62 
63

60
65 

58 
68

63
62

65 
60 

66
58

62 
61

64
59 

65 
57

63 
64 

61
66 

59 
69 

125
125

125
125

124
126

Soll etwa r = 0,4 cm werden, so könnte man eine der vier ersten Anord
:n 

nungen nehmen mit der Steglänge s = 50 cm.
Bei entgegengesetzter Drehrichtung ist die Fig. 159 in derselben Weise zu

benutzen, und man erhält mit den Formeln (135) die Zusammenstellung:

n 

1

5 

10

64 
65 

62 
67

60 
70

65 
61

67
62 

70 
60 

66 
65 

68 
63 

71 
61 

63
64

61 
66 

59 
H9 

1 

tn: 
8. 

1 -·--- 
129
129

129
129

130
130
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Sind beide Zentralräder Hohlräder (Fig. 154), so lautet die Grund
bedingung bei gleicher Teilung aller Räder

Z1 - Z2 = Z4 - Z3'

wobei noch weiter die Bedingungen bestehen
Z2 < -} • Z1, Z3 < 1° • Z4 • 

Wählt man wieder z1 beliebig, so ergeben sich die günstigsten Ver
hältnisse, wenn man etwa ansetzt

Z1 
Z2 = - - - 15 - n, 

' 2 
Es wird dann

+-~+30+~
z~ - 28 z1 - 2 z1 • n Ü= 

Z1 z3 = -2 - 15 - n ± l, z4 = z1 ± l. (136)

bzw. Ü= - z~ - 32 z1 - 2 z1 • n · 
Z1 + 30 + 2 n 

Z1 

1oo~--------,-------T----,---..,....,, 

150 

Fig. 160. Fig. 161.

Die Auftragung der z1 in Abhängigkeit von ü für verschiedene n ergibt
dann die Fig. 160 für den Summanden + l in den Gleichungen (136)
und die Fig. 161 für den Summanden - l. Ein Vergleich dieser Figuren
mit den vorhergehenden lehrt, daß man hier leichter größere Über
setzungsverhältnisse erreichen kann als dort.

Beispiel 98. Die Hauptwelle einer Werkzeugmaschine mache ns = 400 Um
drehungen in der Minute, die Vorschubspindel soll 5 Umdrehungen in der Minute
machen bei gleichbleibender Drehrichtung. Anzugeben sind die Zähnezahlen der
erforderlichen Räder, wenn die Anordnung der Fig. 154 zugrunde gelegt wird.

Man erhält das Übersetzungsverhältnis
5 

'Ü = 400 = 0,0125
und entnimmt jetzt der }i„ig. 160

n1 = 1
z1 = 130 

5 
141

] ()

151



Die Räderiibersetzung. 137

Da jedoch mit Rücksicht auf die Formeln ( 136) für z2 und z3 nur gerade Zahlen
für z1 brauchbar sind, so findet man z1 und entsprechend n etwa nach folgender
Zusammenstellung:

1 

:JT J 

1 

n Z1 Zz Z3 Z4 8. ü r, 

l 130 49 50 131 81 1 : 80,2
4 140 51 52 141 89 1 : 81,6
!) 150 51 52 151 99 1 : 78,8

Der Annäherung wogen entspricht ü in den beiden unteren Zeilen nicht genau
der Vorschrift; die wirklichen Werte nach Formel ( 134b) sind in der letzten
Spalte aufgeführt.

Boi der Anordnung nach Fig. 153 erhält man bei überall gleicher
Teilung für die Steglängo

Z1 + Z2 = Z4 - Z3. 

Man nimmt wieder z1 beliebig an und wählt jetzt
z2=z1-/-n, z3=z1 bzw. z1±n, z4=3z1+n bzw. 3z1, (1.37)
welche Gleichungen die vorstehende Bedingung erfüllen. Die Über
setzung gemäß Formel (1.34 a) lautet dann

ü = ( 2 z',:I: n )' bzw. 4, 

letzteres, wenn za = z2 genommen wird.
Auch in den anderen Fällen weicht ü nicht viel mehr als eine Einheit

von 4 ab, so daß diese Anordnung für größere Übersetzungen keine
Bedeutung hat.

Bei Übersetzungen über 1/100 hinaus muß man die Teilungen der
beiden Räderpaare etwas voneinander verschieden nehmen. Auch dafür
sind Kurventafeln aufgestellt worden+"}.

Jj'ig. 162.

i 
2a j 

:Fig. 163.

Bisweilen wird eine zwischen zwei bestimmten Werten ü1 und ü2 
stetig weohsolndo Übersetzung verlangt, die durch e 11 i p t i s c h e Räder
erreicht wird, deren Achsen A bzw. B durch je einen Brennpunkt der
betreffenden Ell.i.pse gehen.

Die Fig. 162 stellt die eine Grenzlage mit der Übersetzung ü1 = !i 
r2 

dar, die Fig. 163 die andere mit der Übersetzung ü2 = r2 • Die 'über-
- rl

setzungsgrcnzen können also nicht beliebig gewählt werden, sondern
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sind einander reziprok. Die Figuren ergeben ohne weiteres, <laß ein
ordnungsmäßiges Zusammenarbeiten nur möglich ist, wenn beicle Räder
gleich sind und den Achsenabstand haben

(138)

Bei der in Fig. 164 wiedergegebenen beliebigen Lage der beiden
Räder zueinander müssen aus der Lage der Fig. 163 gleiche Bögen auf
einander abgerollt sein. Infolgedessen liegt der Berührungspunkt O stets
auf derKreuzungsstelle derVerbindungsgeraden derBrennpunktcAB bzw.
A 'B', denn nach den Angaben S. 97 ist ja AC+ A'O = BO + B'O= 2a 
und die Winkel bei O sind somit gleich. Außerdem gilt noch gemäß
den Fig. 162 und 164

AA' = BB' = 2 · ya2 - b- = r1 - r2, 
wenn a die große und b die kleine Halbachse der
Ellipse bezeichnet.

Quadriert man diese Gleichung und setzt für
2 a den Wert aus Gleichung (138) ein, so folgt

(r1 + r2)2 - (r1 - r2)2 = 4 b2. 
Durch Auflösen der beiden Klammern erhält man
die Größe der kleinen Halbachse zu

Fig. 164.
b = Vr1. r2 

Nun ist das Verhältnis der beiden Grenzübersetzungen

(139)

(140)

Nimmt man die Wurzel hieraus und quadriert die Gleichung (139),

so folgt durch Multiplikation r1 = b · Vip 
und durch Division r2 = _!!.__ · -y:,p 
Setzt man beide Werte in die Gleichung (138) ein,

'N~~ 1)2 a = b · (v 'IJJ + -i:- ,
Vip 

so wird das Halbachsenverhältnis der Räder gegeben durch

b 2 · Vip 
a -Vv) + i (141)
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Natürlich müssen beide Räder die Bedingung erfüllen, daß die Zahn
teilung auf dem Umfang aufgeht, der den Wert n · (a + b) · u hat. Der

Zahlenwert x hängt ab von-dem Verhältnis {_!:_- bb und beträgt '") beia+ , 
1- _b 

a 
=0 

1 + b 
a 
"= 1 

Es gilt also

0,05

1,00063

0,1

1,0025

0,15

l,0056

0,2

1,0100

n (a + b) • x = z · -r.

Wird hierin für b der Wert aus Formel (141) eingesetzt, so ist

a • (1 + 2 • v't/J ·) • X = Z • _:_ 
V,1;1 + 1 n 

die Bestimmungsgleichung für die große Achse der Räder und damit
des Acheenabstandes 2 a bei bestimmter Zähnezahl und Teilung -r.

Beispiel 99. Für eine kleine Hobelmaschine ist vorgeschrieben das Ver
hältnis der beiden Grenzübersetzungen 1p = !\, die Zähnezahl z = 48 und die
Teilung ,,,. = 0,45 · n. Anzugeben ist die Größe der elliptischen Räder.

Man entnimmt der Formel (141) das Halbachsenverhältnis

b = 2 · yG 9 = 2 · 0,5775 = 0,866
a y'l : 9 + 1 1,3333

(142)

und berechnet nun
1 - a 

b 0,154
1,866 = 0,072 '

also
"c-.J 1,00063 + oo~J · 0,00187 = 1,00145 .

Damit liefert die Gleichung (142)

48 · 0,45
a = 1,866 · 1,00145 = 11'56 cm,

woraus der Achsenabstand folgt 2 a = 23,12 cm, die kleine Halbachse
b = 11,56 · 0,866 = 10,0 cm,

die beiden Brennpunktsabstände

r1 = 10,0 · 0,5775 c-o 5,78 cm,
r2 = 10,0: 0,5775 = 17,34cm.

Die Übersetzung schwankt regelmäßig zwischen

5,78
17,34

1
3 ' 

.. 17,34
U2 - 5,78 =3, 
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_xJ-1. Die Reibungsräder. 
Auf der Lastwelle A sitze etwa eine Seiltrommel vom Halbmesser R, 

auf die das Lastseil aufgewunden werden soll (Fig. 165); das Lastmoment
ist demnach ML = Q · R. In den Lagern der Welle vom Halbmesser r1
treten Reibungswiderstände auf, die ein Moment M(v ergeben. Um die
Welle A anzutreiben, befindet sich auf der parallelen Welle B vom
Halbmesser r2 ein Reibungsrad vom Halbmesser R2, das mit der Kraft P 

an der Stelle O gegen ein entsprechen
des, auf der Welle A sitzendes Rad vom
Halbmesser R1 gedrückt wird.

Es liegt also der Fall der Fig. 114
vor, und tatsächlich ist der Betrieb
nur möglich, wenn mindestens die
antreibende Scheibe sich etwas ela
stisch zusammendrückt, so daß die
Kraft P eine kleine Verschiebung f 
entgegengesetzt zur Drehrichtung er
fährt. So erklärt sich, daß die An
ordnung versagt, wenn das Antriebs
rad etwa aus gehärtetem, glattem
Stahl ist 119). .

Die Druckkraft P ruft zwischen den Rädern die Umfangskraft T 
hervor, die in Fig. 165 an der Welle A angreifend gezeichnet ist, und es
gilt naturgemäß T ;;;:: µ · P, bzw. wenn mit einer @3 fachen Sicherheit
gerechnet wird,

Fig. 165.

@3•T=µ·P. 

Bei der häufig vorkommenden Lage der Kräfte P und Q senkrecht
zueinander und, wenn nach G1 das Gewicht der Welle A mit der Seil
trommel und dem Reibungsrad bedeutet, hat das Moment der Lager
reibung den Wert

Mw = P1. i/P2 + (Q + G1)2. rl = P1. p. r1. V 1 + (Q-t_qlr.
Das Moment des Rollwiderstandes an dem Reibungsrad der Welle A 
ist nach Formel (79)

Somit gilt für die angetriebene Welle
T · R1 = ML + MH, + MR 

und entsprechend für die treibende Welle

119
1 Lo n c ha m p t , Bull. de Ja Soc. industrielle de Mulhousc 1897.
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miL 

M'w = 111 • P · r2 • 1/ 1 + (;) 2,
worin G2 das Gowicht der Wolle B ruit dem daraufsitzenden Reibungs
rad usw. angibt, und

M'fi = P · f · ( 1 + !2
). 

1

Aus der Gleichung für @3 • '11 und der Momentengleichung für die
Welle A. orhält man

~ • P • R1 = ML + Mw, + M'n, 

also die erforderliche An press ung skra f t

p = @3 • !j!L 
Jl, • R1 · 171

(143) 

worm der Wirkungsgrad der getriebenen Welle ist

11, = 1- :-[1,,· 1.-V~ +1Q ~0;)' +1(~, + ~Jl- (144) 

Ebenso erhält man aus der Momentengleichung für die Welle B mit
den obigen Werten für T und P 

M _ ML _R2 
A. - 171 • 17 2 R1 '

worin der Wirkungsgrad der Welle B sich ergibt aus

(145) 

1 6 f r 2 1/ (G2 )
2

( 1 1 ) ]= 1 t- ' fll • ' 1 + ? + / • - + - · 
172 /l - R2 1 R1 R2 

Als Reibungsziffer ist festgestellt worden bei Gußeisen auf

(146)

Gnßoiscn, ziemlich rauh .
, glatt gelaufen .

Holz: Eiche . .
Ulme ..
Buche ..
Pappel .
Pockholz ..
Lederbelag . .

gepreßtem Hanfpapier

. fl, = 0,22 25)

0,16 26)

0,30 31)

0,36 31)

0,29 31)

0,35 31)

0,22 119) 

0,33 119)

0,40 119)

Beispiel 100. Für den Reibungshammer nach Fig. 166 mit dem Bargewicht
Q = 150 kg ist die Anprcssungskratt P zu bestimmen und die Breite b der
hölzernen Treibstange.

Aus der Gleichung
2 · fl, • P = G · G 
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folgt sogleich mit ,11 = 0,30 für Gußeisen und Eichenholz und (S = 1,5

p - 1.,5. 150 = 3751
2 · 0,30 <g. 

Die ebene Fläche des Holzes, deren Einzelteile nicht nach der Seite aus
weichen können, darf ziemlich hoch belastet werden; man wählt gewöhnlich
k = 20 kg/cm. Damit wird die Breite

P 375 b = k = -20- oo 19 cm.

Um den Achsdruck P zu verringern, werden die Reibungsräder für
parallele Wellen gewöhnlich als Keilnu tenräder ausgeführt (Fig. 167).

· Die senkrecht zu den Achsen ge
richtete Druckkraft P wird auf
genommen durch die senkrecht
zu den Richtungsflächen wirken-

Fig. 166. Fig. 167.

R-, 

1 

.Fig. 168. Fig. 169.

den Kräfte N; zwischen ihnen besteht der Zusammenhang P = 2 N 
· sin x , Somit gilt für die Umfangskraft

6 · T = 2 · µ • N = _µ • P, 
sm cX 

(vgl. Beispiel 45).
Bei der Bestimmung des Wirkungsgrades dieses Getriebes ist zu

beachten, daß nur die um R1 bzw. R2 von den Radachsen entfernten
Stellen aufeinanderrollen; alle anderen gleiten, weil sie verschiedene
Geschwindigkeiten haben, um so mehr, je weiter sie von der Rillenmitte
entfernt sind. Das in jeder Reibungsfläche entstehende Reibungsmoment

N l 
kann nach Fig. 168 angesetzt werden zu M; = µ · - 2- · 2 , die sich für

die Mittelebene zusammensetzen zu dem Gesamtmoment (Fig. 169)
2M;. 1 µ, 

Mr=-- = ·N·l •-- cos cX 2 cos ex ' 

Mit N = 2 ~ geht dieser Ausdruck über in
• SlilcX 

I fl M = ·P·l•---. 
r 2 sin 2x
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Dieses Drehmoment ist sowohl zu den widerstehenden Momenten der
Welle Aals auch der Welle B zu addieren, und durch die gleiche Rech
nung wie oben ergibt sich

(.5. ML. sin x
P = (147) 

µ · R1 • 'Y/1 
mit

® · sin x 1 r1 vl + (Q +PG1)
2 

IJi = l -- ----. /A, • - • 
l'- - i R1 

f- l . l . . µ + f . (_! + _!_) j . ( 148) 
2 R1 sm2cx R1 R2 

Ferner gilt wieder die Gleichung (140) mit

1 l ® · sin e; 1 r2 v-l -(G2)
2

= + . /J1. . + - 
'172 ,u R2 p 

I l p, ( 1 1 )]+ . . + . + - 2 R2 sin2cx; f R1 R2 .
(149)

Bei den zylindrischen Rädern von der Breite b cm, die sich nur m 
einer schmalen Druckfläche berühren, wird mit Rücksicht auf geringe
Abnutzung nur

p 
k = - = 5 kg/cmb 

zugelassen. Bei den K.eilnutenrädern, die in verhältnismäßig großen
G-ußeisenflächon aneinanderliegen, in denen keine Verdrüokung erfolgt,
ist zulässig

N 
k = l = 35 kg/cm.

Beispiel 101. Eine Winde soll die Last Q = 300 kg an dem Trommelhalb
messer R = 8 cm mit der Geschwindigkeit v = 1 m/sk heben. Der Antrieb er
folgt durch Vermittlung eines Zahnrädergetriebes von der Übersetzung ü1 = 1 : 6
und eines Reibungsrädergetriebes von einem Elektromotor aus, der in der Minute
n1 = 1200 Umdrehungen macht. , Anzugeben sind die Abmessungen, der Achs
druck: und der Wirkungsgrad des Reibungsgetriebes.

Für die Trommel gilt die Formel (25), mithin ist ihre Umdrehungszahl in
der Minute

n = 60 • V = ?0 • _!0~_ N> 120 •
2·:n·R 2·.rr:·8 

Die erforderliche Übersetzung ist hiernach
„ n 120 1
u = n

1
= 1200= ·10 ·

Mit dor Zahnräderüberseteung ü1 = ¼ bleibt für die Reibungsräder die Über
setzung ü2 = H • 

Wählt man jetzt als Durchmesser der Vorgelegewelle d1 = 5 cm, der An
triebswelle d2 = 4 cm, des auf der Vorgelegewelle sitzenden Reibungsrades
D1 = 40 cm, so erhält das auf der Antriebswelle sitzende den Durchmesser

D2 = -H • 40 = 24 cm,
beide bis zur Mitte der Rillen gemessen.
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Mit dem Wirkungsgrad der Trommel ?J~ = 0,96 und dem der Zahnradübor
setzung ?J'c: = 0,925 ist das Lastmoment des Reibungsgetriebes

.. 1 1 ML=Q· R·u · · . 
1 'I}~ 17[( 

Wird für die Keilräder wie üblich gewählt tgcx = 0,3, also cos x = 1 = 0,957
0 3 Vl,09

und sin x = -'- = 0,288, und ihre Tiefe h = 1,0 cm angenommen, so wird
yl,09

die Länge der Berührungsfläche
h l = - - = 1,045 cm.

COSiX 

Mit dem Hebelarm des Rollwiderstandes / = 0,05 mm, der Reibungsziffer
ft = 0,16 für glattgelaufene, trockene Gußeisenräder, der Zapfenreibungsziffer
beim Anlaufen i. M. p1 oo 0,04, der Sicherheit <S = 1,5 gegen Andcrung der
Reibungsziffer ft und gegen starke Überlastung, und dem Gewicht der gesamten
Welle G1 = 22 kg wird, wenn noch vorläufig P c-o 65 kg geschätzt wird, nach
Formel (148)

1
, = 1 _ 1,5 · 0,288. [o 04. 5 . 1 / 1 (22) 2 1 . 1,0452 

• 0,16
7 1 0,16 , 40 V + 65 + 2 20 · 2 · 0,288

+ 0,005 · (;ö + :2)] = l O - 2,70 · (0,00528 + 0,00821 ~ 0,00067) = 0,962,

mithin wird nach Formel (147)

1,5 · 300 · 8 · 1 · 0,288
p = 0,96 · 0,925 ·6-0~1~20-:-0,962 = 63,3 kg.

Hiermit erhält man
N= 2 · sin«

p 63,3 l
2 · 0,288 = llO rg.

Die Anzahl i der Nuten bestimmt sich dann aus
N 

k= --z'l,. 
zu 

. N llO
i = k · l = 35 · 1,045. = 3 .

Mit den obigen Zahlenwerten und dem Gewicht 02 = 20 kg liefert Formel ( 149)

_!_ = 1 1,5. 0,288. [o 04. ±_. 1 058 + _1 . _1,0452 
• 0,16 + 0 oos . ( 1 + 1 ) ]

172 + 0,16 ' 24 · ' 2 12 · 2 · 0,288 '
0 

20 12
= 1 + 2,70 · (0,00705 + 0,01263 + 0,00067) = 1,055,

also

und
''72 = 0,947

?J = 0,947 · 0,962 = 0,91.
Hiermit folgt das erforderliche An

triebsmoment nach Formel (145) zu
300 · 8 • 24MA= - - - 6 · 0,925 · 0,96 · 0,91 · 40

= 297 cmkg.

Fig. 170.
Das Andrücken kann durch eine

Hebelanordnung nach Fig. 170 erfolgen.
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Der Antrieb ist ausgerückt, sobald der Hebel Z1 durch einen Schnurzug angehoben
wird. Ist etwa Z2 = 30 cm und G = 25 kg, so wird die Länge des Belastungshebels

l _ z • P _ 30 · 63,3 _ 66 1 2 G - 25 - cm.

Man bemerkt, <laß sich Reibungsrädergetriebe nur für verhältnismäßig kleine
K räftc eignen. Sie sind außerdem nicht für geringe Geschwindigkeiten anwendbar.

Häufiger als zur Verbindung paralleler Wellen finden die Reibungs
räder Anwendung bei sich senkrecht kreuzenden Achsen als Diskus
g etriebe , das bei Verschiebung des Antriebsrades vom Halbmesser R2 
auf der genuteten Wolle eine beliebige
Übersetzung und sogar die Umsteue-
rung gestattet (Fjg. 171). 

Da die Antriebsscheibe meist einen
Leder- oder Papierbelag hat, während
die getriebene Scheibe aus glattem
Gußeisen besteht, so drückt sich nur
die erstere unter der Kraft P zusam
men, und man kann etwa annehmen
f = 3,0mm. Die zylindrische Antriebs
scheibe von der Breite b ruft an der
getriebenen Scheibe ein Reibungs-

p b • 
momentMr= /J, • 2 · 2 hervor, dessen

Gegenmoment an der Treibscheibe
nur die Wirkung hat, daß sich die
Lagerbelastungen ein wenig ändern. Fig. 171.
Die Kraft P bewirkt ferner an dem
Lager der Welle A Spurzapfenreibung, während das Traglager nur
durch das Gewicht G1 der Welle und der getriebenen Scheibe, sowie
die Reibungskraft p · P belastet wird.

Es gelten demgemäß die Formeln

B 

R~ 

p 

6 l r1 (G1 ) r0 + rt fl b l 'Y/1 = l - µ • /11. R1. p ! /,l + µ2. 2 R1. + 4 . R1 '

1 = 1 + ~ · I µ1 • Rr 2 • ·v-(Gp~ "f /l) 2 + ~- + t l 
'Y/2 /l, · 2 Rz. ' 

worin !"z die Reibungsziffer der Spurzapfenreibung bedeutet. Je nach
der Drehrichtung ist das Vorzeichen von/lindem Glied der Tragzapfen
reibung zu wählen.

(150a)

(150b)

Beispiel 102. An einem Diskusgetriebe nach Fig. 171 sei d1 = 5 cm,
d2 ..., 4 cm, d0 -= 8 cm, b -= 5 cm, R1 ma.x = 40 cm, R1 niln = 8 cm, R2 = 15 cm,
G1 = 45 kg, G2 = 35 kg, 11, -;::: 0,33 (Lederbelag), 111 =, µ2 c-o 0,050, f = 0;30 cm,
das Lastmoment M1, = 50 cmkg. Zu bestimmen ist die Anpressungskraft P 
und der Wirkungsgrad des Getriebes.

St e p h n, 11, 'I'ochnlscho Mcchnnik. J r. 10
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Man wählt bei R1min die Sicherheit (S -= 1 und erhält nach Formol (150a),
wenn vorläufig P-= 25 kg geschätzt wird,

n, = l - o,13. [0,050. 156. (!~ +- 0,33) + o.oso 2~16 + o,:3. 26]

= 1 - 3,030 · (0,0333 + 0,0203 + 0,0258) = 0,759.
Damit wird nach Formel (143) die Anpressungskraft

P= 1 ·50
0,33 · 8 · 0,759 0v

25 kg,
der entspricht

25
Je = = 5 kg/cm.5 .. 

Q 

p 

II'ig. 172.

~ Nach Formel(l50b) ergibt sich dann der Wirkungsgrad der Antriebswelle ans

1 . 1 l 411 (35 . ) 2 o,30 I 
½ = 1 + 0,33 . 0,050 . 30 . 1 + 25 - 0,33 + 15

= J + 3,030 · (0,00976 + 0,0200) 1,0901
zu '172 = 0,918 . .

Der Gesamtwirkungsgrad ist in dem Fall also i; = 0,918 · 0,759 -::: 0,697.
Greift die Diskusscheibe am äußersten Halbmesser R1nrn, an, so ist bei

gleichem Lastmoment der Sicherheit jetzt
406=1· 8 =5.

(S 
Der Wirkungsgrad 171 bleibt unverändert, da das Verhältnis R sich nicht ge-
ändert hat; dagegen wird 1

1 5 ( 1 '-- -= 1 + 0 3•:, • ~ · 0,00976 + 0,0200) - 1,333 ,
l/2 , ,:, O 

also 172 = 0,750 und somit
1/ = 0,750. 0,759 -- 0,569,

übereinstimmend mit dem Messungsergebnis-w).
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Durch die balligo Ausführung der Treibscheibe kann der Wirkungsgrad noch
etwas vcrbcsacrt worden.

Für das kegelförmige Wendegetriebe nach Fig. 172 erhält man
mit den mittleren Halbmessern R1 bzw. R2 cler treibenden und getrie-
benen Scheibe '

1-1,•N='P·®, 
ferner für die erste Wello

r -1 r ( '11 • R, - M1, 1 µ1 • r1 • (01 + /<, • N) -1 p,2 • 
0 
9, L • P + N · f · ] 
...,J

Daraus folgt wieder

(151.) 

mit.

'1/ 1 · '° L 

(152a) 

® 1 r1 (01 ) . r0 -1 r1 ( l 1 )lfl . µ1 . R1 . N ± l „ 1 lt 2 • cos ex • 2 R1 . + / . R1 + R2. - . 

Entsprechend ergibt sich für die zweite Welle aus

MA = t: R2 + /11. rz. V p2 1- (G2 + /l . N)2 + /l2. Q. r3 t r4 
+ N · f · ( 1 + !: ) 

wieder die Formel (145) für MA mit

- 1 = l + e; · lµ1 . Rr 2 ·Vcos 2 <X + ( GN2 + µ) 2 + ll2 • sin <X • r 3 + ~ 
172 fl 1,2 2 R2 

(152b)
.

Die Kraft, mit der der Umsteuerhebel anzudrücken ist, wird be-
stimmt zu 

l1 . l1p z = Q: l = N . sm cx • l . 
2 2 

Belsplel 103. Ein Reibungswendegetriebe nach Fig. 172 soll M,:, = 300 cmkg

übertragen bei der Übersetzung 'Ü = n2 = { und der Sicherheit (5 = 
4 

. Ge-
geben sei n1 3 

2 n, 36 cm, 2 B2 = 24 cm, fl, = 0,36,
2 r1 4,5,,, 2 r2-= 3,5,,, fl,1 = 0,050,
2 r0 8 "' 2 r3 - 10 /l2 = 0,050,
Gl 25 kg, 2r4 = 6 ,, ' f = 0,15 cm,
i, 18 cm, G2 = 25 kg, l2 = 50 cm.

Zu bestimmen ist die Anpressungskraf't N, die Radbreite Z, der Wirkungs
grad 11 , das erforderliche Antriebsmoment MA und die Druckkraft P 2• 

Man erhii.lt aus Lg 0/. -"' •~ 

xin « -= 0,555 und COSIX -= 0,833.
LO*
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Die Formel (152a) ergibt dann, wenn vorläufig geschätzt wird N <'-.J 70 kg

4 l 4,5 (25 ) 33 12,5
171 = 1 - 3 . 0,36 · 0,050 · 36 - · 70 + 0,36 + 0,050 · 0,8 · 2 . !36

+ 0,15 · (1
1
8 + 1\)] = 1 - 3,70 · (0,00448 f- 0,0072:~ ~ 0,02084) 0,888 .

Damit folgt
4 · 300

N = 3 · 18 · 0,36 · 0,888 = 69•7 kg.
Hiermit wird die Radbreite mit k - 5 kg/cm

l 69,7= r; = ]4 cm,

und ferner
R{ = R1 - 1 · l · cos« - 18 - 7 · 0,833 ('.) 12 cm,
R'( = R1 + ½ . l . cos IX - 18 + 6 -= 24 "
R; = R2 - ½ · l · sin« =0 12 - 7 · 0,Mf> ('.) 8 „
R~' - R2 + ½ · l · sin« 12 I 4 - Hi „

Die Formel ( 152 b) liefert dann

1 -1 - 4-• [0050. 3•5 .l1o8332 (
2ef_o35)

2
+00"0•0"5r.:.. 16

'Y/2 - + 3-. 0,36 ' 24 V ' + 70 ' ' 0 ,o a 2 · 24

+ 0,15 . c1
2 + 1

1
8) J = 1 + 3,70. (0,00607 + 0,00925 f- 0,02084) = 1,134.

Der Wirkungsgrad beträgt also
0,888 

r; = 1,134 = 0,784.

Damit wird das Antriebsmoment

_ 300 · 2 _ "MA - 0,784. 3 - 250 cmkg.

und die Druckkraft am Umsteuerhebel
18 P2 = 70 · 0,555 · 50 = 14kg.

Der Achsdruck wird völlig aufgehoben bei dem Reibungsgetriebe
der Zentrator-Kupplung. Sie be
steht aus 3 elastischen Stahlringen, die
auf der Stahlbuchse der schnellaufen
den Antriebswelle abrollen (Fig. 173). 
Mit der gegenüberliegenden Seite rollen
sie auf einem feststehenden Gehäuse.
In dem einen Ring sitzt eine Scheibe,
die sich auf einem Zapfen drehen kann,
der seinerseits in der einen Abschluß
wand befestigt ist, die die langsam
umlaufende Welle antreibt. Das Ganze
ist also ein Planetengetriebe nach
Fig. 150. Die Anpressungskraft Q wird

Fig. 173. dadurch erzeugt, daß der geschlitzte
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feststehende, außen kegelförmige Ring mehr oder weniger durch das
äußere, hier nicht gezeichnete Gehäuse zusammengedrückt werden kann.

Das Drehmoment der angetriebenen Welle ist
ML =-= p ' l ' D2 

1111d das Antriebsmoment mit Hilfe der Formel (183)

Af ,, + /l • p • ½ dl'i ( d1 ) ( d2) d1 MA = + 3 · Q · f · 1 + + 3 · Q · f · I + . · --
J t D1 d2 D1 d2 

d1 l d1·1- u= P> d · 
1 , 2 3 d2 , 

ferner gilt
c::. dl
1v • MA - /l · 3Q · 2

Hiermit und mit dem obigen Wert für ML geht die Gleichung über in

MA= ML I 1
1 D1 'Y/1 'Y/2 (153)
+a 

1

mit

(154 a) 

(154 b)

Beispiel 104. Eine Zentratorkupplung soll das Lastmoment M1, = 120 crnkg
bei 6 = ~ facher Sicherheit übertragen und die Drehung der Welle im Verhältnis
ü c..= 1\- übersetzen. Gegeben ist d1 = 24 mm. Anzugeben sind die übrigen Größen
und der Wirkungsgrad, sowie das erforderliche Antriebsmoment.

Aus dem Übersetzungsverhältnis ~ - 1 + Ddi folgt
'U 1

D1 (ü 1) · d1 = 8 · 24 = 192 mm.
Hiermit ergibt sich

und
d2 (k(D1 - d1) = 84 mm

D2 = d1 + d2 = 106 mm.
Mit f - 0,05 mm und t-t = 0,10 bei geschmierten Flächen wird nach For

mel (154a)

und mit d3 

also

2 · 0,05 · 4 ( l 2 1 ) _ O 917
111 = l 0,10 · 3 . 24 + 84 + 192 - '

= 64 mm, d,i-= 16 mm wird nach Formel (154b)
1 . _ 0,10 • 64. (16 24 _I_ 192) _ 1 170

172 - l 1-- 106 64 + 84 ' 84 ' '

0,917
1/ = 1,170 = 0,783.

Das Ergebnis bleibt praktisch unverändert, wenn etwa bei guter Schmierung
und sohr glatten Flächen 11 = 0,08 eingesetzt wird.
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Das Antriebsmoment wird hiernach gemäß Formel (15:{)
120 l 

M,, -= ~ · O,783 = 17 cmkg
!- 24

und die AnpressungsluafL
2 · 4 · 17 

Q = 3 · 0, LO · 3 · 2,4 63 kg.

12. Die Zahnräder. 
a) Die zyklischen Kurven. Durch Abrollen eines Kreises auf einer Geraden

entsteht die Zykloide, und zwar die gemeine Zykloide, wenn der erzeugende
Punkt auf dem Kreisumfang liegt.

--r--=-----------=--i/4" Man zeichnet sie, indem man den
Umfang des Kreises vom Halb
messer r in eine Anzahl beliebiger,
aber vorteilhaft gleicher Teile teilt

n und diese Teile auf der Geraden ab
trägt (Fig.174). Wenn nun Punkt l 
des Kreises mit Punkt l' der Ge
raden zusammenfällt, hat der An
fangspunkt A sich um denselben
Betrag gehoben, wie Punkt 1 sich
gesenkt. Man zieht also die zur Roll-
geraden parallele durch 1 , nimm L 
die Sohne l A in den Zirkel und
schlägt damit aus l' einen Kreis

a bogen, der die durch l gezogene
Parallele in dem gesuchten Kurven
punkt l" schneidet usf. Aus der

4"' Konstruktion folgt sogleich die
Gleichung der Kurve. Die Abszisse
auf der Geraden istr 
x = r · cp - r · sin <p - r · ( cp - sin rp) , 
und die Ordinate senkrecht hierzu
ist (155)
y r r · cos <p = r · ( 1 cos q ) . 

Liegt der erzeugende " Punkt
außerhalb des Rollkreises (Fig. 175),
so entsteht die verlängerte Zykloide,

a liegt er innerhalb des Kreises, die
4,,, verkürzte (Fig. 173). Man zeichnet

sie, indem man wieder die Kreis
teile 1 , 2 , 3 . . . auf der Geraden

r als 1 ', 2', 3' ... abträgt, in diesen
Punkten die Lote l' l"', 2' 2"' ...
errichtet bis nach der Bahn des
Kreismittelpunktes O und von dort
einen Kreisbogen mit OA a, 
schlägt. Der Punkt l", 2" , in

dem dieser Kreisbogen von dem aus l', 2' ... mit der Sehne ·1 A, 2 A ge-
schlagenen Bogen geschnitten wird, ist der zugehörige Punkt der Kurve. Als
Gleichungen der Kurven erhält man wie oben

4'' 

~1 
~ 

Fig. 174-176.

2' 3' 

x = r · <f - a · sin rp , 
y = r a · cos rp • (l56)
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Bewegt sich der Rollkreis vorn Halbmesser r außen auf dem Umfang eines
zweiten Kreises vom Halbmesser R, so entsteht die l~pi½ykloido (Fig.177).
Läuft der Rollkreis innen auf dem Umfang dos Grundkreises, ao entsteht die

4 

2' 
\

4" 

f<fl ~ 

G YJ q ~ 
lfjg. 177. Fig. l 78.

Hypozykloide (Vig. 178). Boi boidon. unterscheidet man wieder je nach der
Lago des erzeugenden Punktes zum Rollkreisumfang die gemeine, die verlängerte
und die verkürzte Kurve.

Die Konstruktion ist. die gleiche wie oben, nur treten an die Stelle der Lote
die durch die betreffenden Punkte des Grundkreises gezogenen Mittelpunkts
strahlen. Die Gleichungen der Kurven ergeben sich leicht zu

x ( R _L r) · cos (; · rp) 7.: a · cos ( R 1 r · qi) ,

y ( R ± r) · sin (; · 71) a · sin ( R _i r . rp) , (157)

worin die oberen Vorzeichen für die Epizykloide, die unteren für die Hypo
zykloide gelten.

Wird r-= oo , so geht die Epizykloide über in die Evolvente (Fig. 179).
Sie wird konstruiert, indem man den Kreis vom Halbmesser R in gleiche Teile
teilt, in jedem Teilpunkt die 'Fangente an den Kreis 3, 

zieht und die Länge der Tangente gleich der Bogen
länge vom Teilpunkt bis zum Anfangspunkt A macht.
Ihre Gleichungen sind

:t: r · (cosrp I ff'· Hinrp), 
y r · (sin o. -- cp · cosrp). ( 1158)

<lomeiw;an1 iHt allen zyklischen Kurven die Eigen
schaft, daß die Normale in irgendeinem Punkt 1 ", 
2" ... durch den Berührungspunkt l', 2' ... des
rollenden Kreises und des Grundkreises für die bo
treffende Stelle geht, was sich aus der Aufzeichnung
der Kurven sofort ergibt.

b) Allgemeine Darlegungen. Reibungsräder
eignen sich im allgemeinen nur für verhältnis
mäßig kleine Kräfte, bei größeren Kräften oder 17H. 
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langsamen Bewegungen sind ineinandergreifende Zahnräder zu nehmen.
Man unterscheidet die Stirnräder bei parallelen Wellen, die Kegel
räder bei sich schneidenden Wellen, die Schraubenräder bei sich kreu
zenden Wellen.

Bei den Stirnrädern bezeichnet man als 'I'eilkreise diejenigen, mit
denen entsprechende Reibungsräder aufeinanderrollen würden, in denen
also die Umfangsgeschwindigkeiten beider Räder dieselben sind.

In Fig. 180 seien aus zwei Stirnrädern mit den Achsen 01 und 02 
die augenblicklich ineinandergreifenden Zähne herausgeschnitten. Da

die beiden Zahndruck
kräfte sich im Berüh
rungspunkt A aufheben
sollen, so müssen die
Zahnprofile so bestimmt
werden, daß sie in jedem
Berührungspunkt die
selbe Normale haben.
Die Halbmesser nach
dem augenblicklichen

Berührungspunkt A 
seien R1 und R2, die zu

ihnen senkrechten Geschwindigkeiten v1 und v2• ,

Zerlegt man die v in c1 bzw. c2 in Richtung der gemeinsamen Berüh
rungsnormale beider Zahnkurven und senkrecht dazu, fällt ferner die
Lote h1 und h2 von den Mittelpunkten auf die Berührungsnormale, so
ergibt sich aus ähnlichen Dreiecken für beide Räder

C h 
V= R. 

Da nun bei ordnungsmäßigem Arbeiten der Räder die Berührung dauernd
bestehen bleiben muß, so kann nur c1 = c2 sein, also

V hI V2 V1

h2 = R2 : ff; . 

R 

rl - V2 . V1

r2 - R2 . R1 
Da nun die Räder gleichmäßig umlaufen sollen, so muß für jedes

Rad das Verhältnis der Geschwindigkeit zum zugehörigen Halbmesser
unveränderlich sein (vgl. Fig. 181); folglich ist auch das Verhältnis der

Fig. 181.

Zieht man jetzt noch die Verbindungslinie 0102 der
Radmittelpunkte und bezeichnet die Länge bis zum
Schnittpunkt mit der Normalen als r1 und r2, so
folgt aus den entstandenen ähnlichen Dreiecken

h1 r1 
h2 r2 

mithin ist
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V 
beiden R für die zusammenarbeitenden Räder unveränderlich, also

r1 = kernst.
r2 

Für jeden Berührungspunkt der beiden Zahnprofile muß die beiden
gemeinsame Normale, in der ja der Zahndruck wirkt, durch denselben
Punkt O der Zentrale gehen, den Berührungspunkt der beiden Teil
kreise von den Halbmessern r1 und r?20).

Im allgemeinen kommen also die zyklischen Kurven als Zahnprofile
zur Anwendung. Man kann jedoch zu jedem gegebenen Zahnprofil
eines Rades ein richtig damit zusammenarbeitendes Profil der Zähne
des zweiten Rades zeichnen 121).

Gegeben sind in Fig. 182 die beiden Teilkreise von den Halbmessern r1
und r2, sowie die Zahnkurve des Rades 1. Man rollt die Teilkreise bis
zu den beliebigen Punkten B1 }>zw. B2 aufeinander ab, etwa unter Zu-

Big. 182.

hilfenahme der gemeinsamen Tangente (Bd. I, S. 2), trägt 00' = B10 
nach rückwärts auf dem Teilkreis ab, bestimmt darauf den Punkt A1,

der in dem Augenblick, wo B1 und B2, sowie der Punkt O' der Zahn
kurve aufeinanderfallen, in Berührung mit dem gesuchten Punkt A2 
des zweiten Profils sein soll, derart, daß A10' in A1 senkrecht zur Zahn
kurve steht, und zieht durch A1 den Kreis aus 01 und trägt schließlich
00 = B1A1 dorthin ab. Nun wird durch Oder Kreis aus 02 geschlagen
und .B2A~ = B1A1 dorthin abgetragen. Dann ist A2 der gesuchte Punkt.

Wird so mehrfach verfahren, so erhält man eine durch die Punkt
folge O gebildete Linie, die den Ort angibt, wo die einzelnen Punkt
paare A1A2 sich decken. Diese Eingriffslinie ist bei neuzeitlichen Rädern
fast stets eine Gerade, von der beim Entwurf der beiderseitigen Zahn
profile ausgegangen wird. Die Kopfkreise der beiden Räder schneiden
auf der Eingriffslinie die Eingriffsstrecke ab, auf der die Zähne in
einandergreifen (vgl. Fig. 187).,

120) Euler, Cornment. IX, 1769.
1~1) Ro u l ca u x , Der Konstrukteur, 1865.
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Für ein richtiges Zusammenarbeiten der Räder i1,t nun erforderlich,
daß außer der in Abschnitt 10 bereits genannten Bedingung der gleichen
Teilung und der oben entwickelten .üher die Zahnform noch die weitere
erfüllt wird, daß die beiden einander gleichen Wälzungabogcn 60 der
Teilkreise, die zu der Eingriffstrecke gehören, größer aind a]R die Zahn-

teilung r. Das Verhältn i1S e -= bo nennt man dio Eingriffsdauer, für die
also gilt: e > 1 . T 

Wird die Größe des durch den Zahndruck N hervorgerufenen Hie
gungsmomentes eines Zahnes in bezug auf seinen Fuß für den Verlauf
einer Teilung aufgetragen 122), so ist bei der Eingriffsdauer 1 damit auch
der Verlauf der Anstrengung des Zahnfußes gemäß Fig. J 83 wieder
gegeben. Ist die Eingriffsdauer 2, so überdecken sich die entsprechend
verlängerten Momentenkurven zur Hälfte nach Fig. 184; und da stets

,,..,,, 
! 1 1 1
1 bo·• 1 ho•l' 1 bo•i- 1

Fig. 183.

- 1 r: 1 r: 1 r 1 

bo 1 1 bo : i.----~~--
.l!'ig. J 84.

~ ~ 
1 • 1 'r: 1. Ir: 1 -.JJ14-

ho 
bo 

]?ig. 185. Pig. 186.

zwei Zähne die Kraft N aufnehmen, so könnte sie unter Voraussetzung
gleicher Verteilung auf beide Zähne bei sonst gleicher Zahnform und
-beanspruohung verdoppelt werden. Liegt die Eingriffsdauer zwischen
diesen beiden Grenzwerten, z. B. e = 1,5, so verteilt sich der Zahn
druck N während des ersten und letzten Teiles der Eingriffsdauer auf
zwei Zähne, muß aber während des mittleren Teiles von einem Zahn
allein aufgenommen werden (Fig. 185). Unter Voraussetzung gleicher
Verteilung auf beide Zähne gibt somit die Fig. 186 die Beanspruchung
eines Zahnes an. Sie ist dadurch entstanden, daß die Summe der Bio
gungsmomente der zugehörigen äußeren 'I'eilo in Fig. 185 halbiert
worden ist.

Es kommt also darauf an, der Kurve der Fig. 186 eine solche Form
zu geben, daß der Sprung bei den Übergängen nicht zu groß wird und
die Beanspruchung nicht zu sehr schwankt. Dazu ist eine entsprechend
lange Eingriffsdauer nötig. Die gleichmäßige Verteilung des Zahndruckes
auf zwei Zähne findet bei richtig entworfenen und sauber gefrästen
Zähnen, die spielraumfrei zusammenarbeiten, wenigstens annähernd

t22) Lasche, Z. d. V. d. l. 1899.
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statt, dagegen bei roh gegossenen Zähnen, die neben den unvermeid
lichen Ungenauigkeiten einen Spielraum von ½0r haben, nicht. Man
kann etwa Rohätzen bei

gofräston Rädern dio Verteilung zwischen 0,40 his D,60,
roh gcgosH011011 „ 0,20 „ 0,80 .

Zu Beginn des Eingriffes berührt die Zahnwurzel des treibenden
Rades ] den Zahnkopf des getriebenen 2, in der Mitte des Eingriffes
berühren sich beide im Zentralpunkt, am Ende des Eingriffes berührt
der Zahnkopf des treibenden Rades 1 die Zahnwurzel des getriebenen 2.
Die Zahnreibung wirkt also in der ersten Hälfte des Eingriffes auf den
Fuß des treibenden Rades und den Kopf des getriebenen stemmend,

r-·--------
1 

1 

1 

1 

1 R1 

Fig. 187.

in der zweiten Hälfte des Eingriffes auf den Kopf des treibenden Rades
und den Fuß des getriebenen streichend123).

c) Dio Evolventenverzahnungtw). Die Zahnkurve, die zu einer ge
raden Eingriffslinie gehört und die obigen Grundbedingungen der Ver
zahnung erfüllt, ist eine Evolvente. Man zeichnet sie nach Fig. 187.
Durch den Berührungspunkt Ader beiden gegebenen Teilkreise von den
Halbmessern r1 und r2 wird die geneigte Eingriffsgerade gelegt; aus den
Radmittelpunkten 01 und 02 werden dann die sie tangierenden Grund.
kreise von den Halbmessern R1 und R2 beschrieben. Man trägt nun
von G1 bzw. G2 auf der Eingriffsgeraden beliebige gleiche Teile nach
beiden Richtungen ab und ebenso dieselben Teile auf den zugehörigen

12!3) Hü c h n o r, Z. d. V. d. f. .1902.



156 Die Zahnräder.

Grundkreisen. Jetzt wird mit der Länge G1A aus G1 ein kleiner Kreis
bogen durch A geschlagen, dann mit der Länge 1 A aus l' ebenso an
den vorigen Kreisbogen anschließend und so fort. Die einzelnen kurzen
Kreisbögen setzen sich zu der Evolvente I zusammen. Entsprechend
wird die Evolvente II gezeichnet.

Ist der Halbmesser des einen Rades oo, so entsteht die Zahnstange,
deren Zahnprofil eine zur erzeugenden Linie senkrechte Gerade ist.
Für die Innenverzahnung ist dieselbe Konstruktion der Fig. 187 sinn
gemäß anzuwenden, sie liefert dann konkave Zahnflanken am großen
Rad.

Die Zahnkurve ist der Teil der Evolvente zwischen dem Kopfkreis K1
und dem Fußkreis F1 bzw. zwischen K2 und dem Grundkreis G2• Das
bis zum Fußkreis F2 fehlende Stück wird durch eine willkürliche Kurve,
oft eine radiale Gerade gebildet. Grund- und Fußkreis fallen zusammen,
wenn die Bedingung erfüllt ist (Fig. 187)

r - h1 = r · sin iX • 

Nun gilt ja nach Formel (120) 
T, z z 

r=-· =m· 2, n 2

worin bedeutet
z die Zähnezahl des Rades,
-,; die Zahnteilung des Rades,

T, 
m = den Modul der Verzahnung.

n 
Damit geht die obige Gleichung über in

z z . 
m · 2 - hf = m · 2 • smiX

oder
2 · h1 1 - -- = sin iX , 
m· z 

(159) 

woraus folgt
2. h1 

m 
z - - 0 1 - sin o, ·

(160) 

Für ein Rad mit Innenzahnung gilt derselbe Zusammenhang für das
Aufeinanderfallen von Grund- und Kopfkreis.

Beispiel 105. Für J!L = 7
6

, dem gebräuchlichsten Wert, ist die Zähnezahlrn 
anzugeben, bei der Grund- und Fußkreis zusammenfallen.

Es ist für ex = 75° 70° 65°
sin ex = 0,966 0,940 0,906

also nach Formel (160) z0 = 69 39 25
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Bei kleineren Zähnezahlen muß der Zahnfuß willkürlich bis an den Fußkreis
vorlängert werden.

Werden die beiden Radmittelpunkte 01 und 02 auf der Zentrale etwas
weiter voneinander entfernt, so stellt sich die Gerade G1G2 der Fig. 187
etwas steiler, aber die Evolvente bleibt dieselbe, solange der Grundkreis
derselbe ist124). Entsprechend stellt sich die Eingriffsgerade bei An
näherung der Mittelpunkte etwas flacher. Der Eingriff wird also durch
fehlerhafte Aufstellung nicht verändert, was die Evolventenverzahnung
besonders wertvoll macht. Es arbeiten hiernach auch Evolventenräder
mit verschieden geneigten Erzeugungsgeraden fehlerlos zusammen 125).

Von der um den Winkel cX, gegen die Zentrale geneigten Eingriff
linie Gp2 schneiden die beiden Kopfkreise K1 und K2 die Eingriff
strecke B1B2 heraus, die allein für den Eingriff benutzt wird. Die
größtmögliche Länge der Eingriffstrecke ist G1Gl21), denn ein darüber
hinausgehendes Stück liefert keinen weiteren Beitrag zur eingreifenden
Zahnfußkurve, vielmehr schneidet dann der Kopf des Gegenzahn.es,
dessen Bahn eine verlängerte Epizykloide ist, in das Fußprofil ein.

Sind die Zahnköpfe gerade so hoch, daß die Punkte G und B der
Fig. 187 zusammenfallen, so gilt

02Gf = Gl02 + 0202 

oder
(r2 + h1{2)2 = (r1 • sin cc · cosa)2 + (r1 + r2 - r1 • sin2cx.)2.

Löst man die Klammern auf, so ergibt sich

hx2 v· , (r~ -----;:-;) = 1 + cos2a • 2 + 2 · - 1
r2 r2 r2 

oder mit Formel (159) und (120) 

(161 a) 

hx2 Z2 [ v- (z~ Z1) J= · 1 + cos 2 a · 2 + 2 · - 1
m 2 Z2 Z2 

als Grenzwert der Kopfhöhe bei gegebenen Zähnezahlen und Neigungs
winkel a der erzeugenden Geraden.

z Wird diese Gleichung nach 1
- aufgelöst, so erhält man nach einigen

einfachen Umformungen Zz 

(161 b) 

l / hg2 + ( h/{2 ) 2 
(z) ' z · m z · m 

U= 1 =/1+ 2 2 ]
1 .. 1 ) 2 . 

Z2 min (2 • COSCX 

als kleinstes Übersetzungsverhältnis, das bei gegebenem Winkel a, der

Zähnezahl z2 und dem Verhältnis der Kopfhöhe zum Modul hx2 ohne
m

(162) 

124) Saalschütz, Zur Theorie der Evolventenverzahnung, 1870.
125) Hoppe, Verhandl. d. V. f. Gewerbefleiß 1873.
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starken Verschleiß bz~. ohne Unterschneidung möglich ist126). Die
Fig. 188 gibt hiernach den Verlauf von u an für die Zähnezahlon

10 200 d. K fhöh hält . hic2 1 r:: O r:: l 1·z2 = : , ie op o enver a russe = ,o : ,o unc c 10 
m

Winkel ex - 7f3u, 70°, G5°.
Bei Innenverzahnung geht

dieselbe Beziehung

opf a202
1 0202

über in
h I hR2)2 (r1 • Hin ex· coHiX)2 

1- (r1 • r-;in2A - r1 -f r2)
2•

füg. 188.

Statt der Formel (161 b) erhält man hieraus

h !_2 = Z2 • \· V 1 + cos 2 ex, • (z! - 2 . Z1) - 1 ] 
m 2 ~ ¾

und entsprechend lautet Formel (162) dann

(161 c)

oder
(lß3) 

126) Wehage, D. p. J. 1905; Tonssaint, Die Werkzeugmaschine L91H;
Stephan, Werkstatts-Technik 1920.
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Belsplel l06. Für den gebräuchlichsten Neigungswinkel der erzeugenden
Geraden cx -= 75° 127), die gebräuchlichste Kopfhöhe h1(2 = rn 128), der die Fuß
höhe h0, ~ m entspricht, und die Zähnozahl z2 - 100 des einen Rades ist
die klcinatc zulässig» Zähnczahl <los anderen Rades anzugeben.

Man entnimmt für dio Außenverzahnung der Fig, 188 bzw, d
1
or Formel ( 1 fl2)

1;,1 0,266 00 J : :3,7c, ' 
also 

ZJ - z2 • 'U,l - 27 . 

li'ür tx - 70° ergibt sich 1u1 0,160 c,... , l : 6,:3,
für tx - 6/'5 ° ,, 'u1 · 0,108 "' l : 9,3 ,

Hat das kleinere Rad weniger Zähne, so entsteht die Unterschneidung, die
besonders bei kleinen Zähnezahlen und großem Winkel cx ganz erheblich sein kann.
Man pflegt dem bisweilen durch eine „korrigierte Zahnform" abzuhelfen 120);

einfacher und zweckmäßiger ist die geeignete Wahl der Kopfhöhe und des Nei
gungswinkels der erzeugenden Geraden.

Boi Innenverzahnung erhält man gemäß Formel (Hi3) mit denselben Zahlen 
werten für

(X - 75°
'n1 - 2,26G

227 Z1 

als kleinste Zahnozahl des großen Rades, wenn <las kleine etwa z2 = 100 Zähne
haben soll. Die Unterschneidung kommt also hierbei seltener in Frage.

70°
2,160
2lö

65°
2,L08 
21.L 

Dem Teil AB2 = l2 der Eingriffstrecke (Fig. 187) entsprechen auf
den Teilkreisen die Bögen AD2, zu deren einem der Zentriwinkel ß2 im
Rade 1 gehört. Das gleiche gilt für den Teil AB1 = l1. Bezeichnet
man ferner den zur Zahnkurve FAK gehörigen Zentriwinkel mit cp, 
den zur Kopfstrecke AK gehörigen mit cpg, den zur Fußstrecke FA 
gehörigen mit cp1, so ist natürlich cpK + ({)f = rp und nach den For-

. meln (158)

1/(r + hg)2 l <p=V R - V'(r + h1c) 2 ~- arctg R- - 1. 

Nach dem Höhensatz im rechtwinkligen Dreieck ist nun

(l1 • sinLX,)2 = (h1{.2 - l1 • cos x) · [(2 r2 + 2 hg2) - ([1,1{2 - l1 • cos ccj],

ferner ist der Fig. 187 zu entnehmen
(r2 + h1<2) • sin(ß1 - q>K2) = l1 • sin x .

Wird die vorletzte Gleichung nach l1 aufgelöst, so folgt leicht in Ver
bindung mit Gleichung (162)

l1 = r 2 • cos a · u1

127) W.illis, Prinziplcs of Mechanism, 184J.
128) Ro ulca u x , Konstruktionslehre für den Maschinenbau, 1856.
120) Sch m i d t , Workstatts-Technik 1919.
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Setzt man diesen Wert in die letzte Gleichung ein und drückt <pg2 durch
die vorhergehenden Formeln aus, so ergibt sich

(-J = u1 • cotg iX - arctg I_ ( u1 + 1) · cotg <X l
n + 2 -(X,. 

e 

l 

Fig. 189.

Bei der zahlenmäßigen Berechnung braucht nur das erste Glied bestimmt
zu werden, da sich die anderen innerhalb der praktisch erforderlichen
Genauigkeit vollständig aufheben.

Damit ist die E i n g r i ff s d a u e r 126 c) 
l r2 • arcß1 + 1\ • arcß2e= 
T T

oder mit Benutzung des Zusammenhanges (lfi9)
cotg « 

e =2 ;- · (z1 · V,2 + Z2 • u 1)

Zerlegt man die Formel (164) in zwei Beträge
cotg o;

e1 = 2 n - · z2 • u1 und

(IH4) 
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so können diese Beträge der Fig. 189 entnommen werden, die den Ver-

1 f . Abhä . l . hJ{ d 11au von e1 m angig reit von ex, z, arste t.
m 

Die entsprechende Rechnung für die Innenverzahnung liefert nicht
eine so einfache Formel wie (164).

Beispiel 107. Zu bestimmen ist die Eingriffsdauer zweier zusammenarbeitender
Räder mit Außenverzahnung von z1 = 30, z2 = 100 Zähnen bei der gebräuch
lichen Kopfhöhe hK = m. 

Man erhält sofort aus Fig, 189
für tx --= 75°: e = 0,957 + 1,135 = 2,09,

70°: e - 0,825 j- 0,926 = 1,75,
65°: e. 0,739 0,794 - 1,53.

Berühren sich zwei zusammenarbeitende Zähne in einem gegebenen
Augenblick im Punkte 00 (Fig. 190) und ist der Eingriff kurze Zeit
später nach dem Punkt O gewandert, so
sind die beiden zugehörigen Berührungs
punkte 01 bzw. 02, die durch Schlagen der
Kreisbögen aus 01 und 02 durch O bestimmt
werden. Bezeichnet man 0001 = d s; und
0002 = ds2, so gleiten beide Zähne um
den Betrag ds2 - ds1 aufeinanderP"). Der
sich von Punkt zu Punkt ändernde Quotient

ds2 - <ls1 äs, - tls2 a1 = - bzw. g2 = - - - ·-a«, a», 
heißt das spezifische Gleiten der Zahn
flanken 123).

Dreht sich das Rad l um einen kleinen Winkel do, so beschreibt
die Gerade Gf] = r1 • cos x - x den Zahnbogen ds1; das Rad 2 dreht

sich gleichzeitig um den Winkel do · r1 und die Gerade
r2 

G20 = r 2 • cos ex + x 
beschreibt dabei den Bogen tls2• Man erhält so

(r •cosex +·x)·r1 •dö-h ·cosex- x)·do 
2 r2 - -- --- 

h • cos ex - x) • d o 

Fig. 190.

ocler

und entsprechend

x·(i+~:)
g 1 = + r • cos ex - x 1

x(l + ;:) 
fJ2 = - r2 • COSD.'. + X 

130) Kohn, z. d. V. d.I.1895/96; Goebel, ebenda 1896; Lasche, ebenda 1899.
1.1 SLophan, 'I'echnlsche Mcchanlk. IL 

(l 65a)

(165b)
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Beide Ausdrücke werden 0 für x = 0, also im Zentralpunkt A, der
erstere wird oo für x = r1 • cos« = AG1, wenn also die Eingrifflinie
gänzlich ausgenutzt wird. Da damit ein sehr starker Verschleiß ver
bunden wäre, so ist sogar eine zu große Annäherung des Eingriffes an
die Endpunkte G1 bzw. G2 zu vermeiden. Für x < 0, wird g1 negativ,
die Richtung des Gleitens wechselt im Zentralpunkt. Das spezifischo
Gleiten bestimmt in erster Linie die eintretende Abnutzung, die ferner
noch abhängt von der Zahl der Eingriffe in einer festgelegten Zeit und
von der Reibungsziffer.

F,,·CO,St,t, J;·CO.Sa 

7 

1 
Fig. 191.

Fig. 192.

Die Ausdrücke für g stellen gleichseitige Hyperbeln' dar, deren eine
. rlAsymptote durch G geht und deren andere um den Betrag l -1- gegen

die Nu Hachse gesenkt ist, wie Fig. 191 zeigt. r2 
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Setzt man jetzt x = l1 bzw. l2, um den größten vorkommenden Wert
des spezifischen Gleitens zu erhalten, so liefern die Gleichungen (165)
1111d (.lfi3) 

(/1 JJllt< = (1 Z1) U2 ( Z1) ' f- • 
l - U-2, 

- ] + Z2 • ?'1 
Z2 

bzw.
g2ow,, - ( 1 -(1+:)·r,, 

(166)
Zz) Ul+-· 1 - u1 Z1 

worin die Werte ?' der Fig. 192 entnommen werden können.
Helxplel LOS. Die größten Werte des spezifischen Gleitens sind zu ermitteln

für ein Rädorpaar mit Außenverzahnung von z1 30, z2 - 100 Zähnen bei der
Kopfhöhe h/( - 1n • 

Man ed1iilt aus den Formeln (16G) bzw. der Fig. 192

('( 7G O
: Y1 ,,ia, 1,:{ . 2,97 :3,8ß ' Y2 n111x

1
} . 0,36 - 1,57 '

70°: l,:{ · 0,90G 1, 18,

65°: 1,:3 · 0,495 0,64 ,

l :3
:3 · 0,19) = 0,83,

13
3 · 0,120 = 0,52.

Der Neigungswinkel ex= 75° liefert demnach einen recht erheblichen Ver
schleiß gegenüber den kleineren Winkeln. Die Verhältnisse könen etwas ge
bessert werden, indem man die Kopfhöhe niedriger macht, etwa h,c = 0,7 • m 131).

Immerhin ist auch dann noch für 0< = 75°

g1111ax. = 1,3 · 1.,26 = 1.,51. , 
13 

(f2max. = 3 · 0,24 = 1,04. 

Bei Vollbeanspruchung des Triebes muß g1 ,1111,r -< l sein, wenn die Abnutzung
nicht 7..U groß worden soll 132). .

Bei der Innenverzahnung gilt
G10 = r1 • cos« + x, G20 = r2 • cos x + x. 

Hieraus ergibt sich wie oben

x-(;:-1)
ai = + r1 • cos~+--;'

xt:-1)
r12= - rz. COSlX + X 

Beide Ausdrücke werden O für x = 0
und oo für - x =-= r1 • cos lX bzw.
r2 • cos c . Da bei der Innenverzah
nung die Punkte G1 und G2 auf der
selben Seite der Zentrale op2 liegen, G1 

so haben die g-Kurven die in füg. 193
wiedergegebene Lage.

(165c)

B B 

T,·COS tt

Vig. ]93.
1:i1) Li n dn o r , Z. d. V. cl. I. 1900.
132) NR.üh Angaben von La.s c ho , Z. d. V. d. T. 1899; Btribock, ebenda 1894.

11 *
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Damit das spezifische Gleiten nicht zu groß wird, muß der Eingriff
bereits vor G2 beendet sein. Ein so einfacher Zusammenhang wie die
Formeln (166) läßt sich hier nicht geben.

Beispiel 109 .. Anzugeben ist die Kopfhöhe des Rades mit Innenverzahnung
wenn der Größtwert des spezifischen Gleitens 1 sein soll, bei den Zähnezahlen
Z1 = 100 , Zz = 30 .

Ausschlaggebend ist nach Fig. 193 g2 mit negativem x. Mit dem vor
geschriebenen Wert geht also die zweite Gleichung (165c) über in

r 2 • COS 1X - X = + X ( ; :- - 1) . 
Hieraus folgt die Länge der Eingriffstrecke zu

r2 -X= r2. COS1X. (167a)
r1 

Behandelt man die für die Außenverzahnung maßgebende Gleichung (16f)a,)
ebenso, so folgt aus

die Strecke
r I ' COS 1X X = X • ( 1 + ; : ) 

r 'COS(X' rl
2 r +x= 2 

2 + rl
r2

(167 b) 

Bei kleinen Übersetzungsverhältnissen r2 ist die Innenverzahnung ungünstiger,
r1

insofern als bei der Außenverzahnung eine größere Strecke x der Eingrifflinie
benutzt werden kann; bei großen Werten von
r 
_!. ist sie dagegen günstiger. In beiden Fällen
d:-is gleiche Ergebnis liefert r 2 = 2

1 .
r1 

Die Fig. 194 ergibt die Gleichung
a (x · sinix)2 = (x • cosix - hKI) 

· (2r1 - x · cos« + hl{1), 
woraus man mit Formel (167 a) leicht erhältFig. 194.

.hx1 z1 [·v1 ( z~ sin2 ix) 2 (l zg . 2 ) J -= . - •-- - -- COS1X
m 2 z~ 2 zf _ 

oder, wenn bei den gebräuchlichen Werten der Übersetzung die Wurzel näherungs
weise bestimmt wird,

'!!_~ = i · ( :: · cos ix )2- [ 1 - ~ · ( :: · sin 1X) 2J.
Die gegebenen Zahlenwerte liefern hiermit

(X= 75° 70°
cos 1X = 0,2588 0,3420
sin« = 0,9659 0,9397
'!!.~ = 0,286 0,506
m 

Auch bei der Innenverzahnung muß man die Evolvente mit verhältnismäßig
kleiner Neigung gegen die Zentrale entwerfen, um günstige Betriebsverhältnisse
zu erzielen.

Da die Anzahl der Eingriffe und damit die Abnutzung der Zähne,
besonders wenn g unzweckmäßig hoch ist, von der Umfangsgeschwindig-

(168)

65°
0,4226
0,9063
0,766
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keit v der Räder abhängt, so pflegt man mit steigender Geschwindigkeit
die spezifische Belastung des Zahnes herabzusetzen. Man rechnet
gewöhnlich mit der Gleichung

N = c•b·r = c -b •rn•n • (169) 

für den Höchstwert des Zahndruckes N kg und eine gegebene oder
angenommene Zahnbreite b cm und entnimmt für gefräste Gußeisenzähne
den Wert c kg/cm 2 der Fig. 195, indem man sich bei bester Herstellung
und Unterhaltung mehr der oberen Kurve a133) nähert und bei durch
schnittlicher Bearbeitung und Instandhaltung etwa der unteren b134).

Bei guten Werkzeugmaschinen wird oft nur die Hälfte des Mittelwertes
C 
JO 

:16 

:J'J 

18 

f§ 

~ 

~ f"-
f'..' 1'---,.__

"r--.. 1'-i----.,......

l's..f-..e ~r--.. ' ~ 1'. 

r-, b'r------..._ -----r----
"!'-- '---..

I'--- 1---...._ r--... 
"--..... r----,__ -r-- r---

'r---.._ 
10 
ot 11 1 9 JO ff Ja JJ 1, t5 ~eK 

Fig. 195.

beider Kurven gewählt135). Für roh gegossene Gußeisenräder gilt etwa
die Kurve c 134).

Bei anderen Materialien nimmt man gewöhnlich die folgenden Viel-
fachen davon 134) :

Stahlformguß je nach Güte 2,0-:---2,5
geschmiedeter Flußstahl . 3,0
Stahlbronze . . . . . 2,33
Phosphorbronzo . 2,4
Rotguß . . ., . . . . 1,33 
Rohhaut, Musselin i:i6) • 1,0
Weißbuchenholz 0,5

Richtiger wäre es, die durchschnittliche Betriebsdauer und die durch
schnittliche Größe des Zahndruckes zu berücksichtigen. Das Ergebnis
der Schätzung von c auf dieser Grundlage 137) schließt sich jedoch den
obigen Kurven ziemlich gut an.

Beispiel 110. Für das in Beispiel 95 angegebene Getriebe sind die Moduln
der Verzahnung anzugeben, wenn in das Getriebe M4 = 45 cmkg eingeleitet,
werden.

133) Friedrich Stolzenberg & Co., Berlin.
134) Friedr. Krupp, Grusonwerk, Magdeburg.
135) Ludw. Loewe & Co., Berlin.
136) Reymann, Werkstatts-Technik 1913.
L37) Schaefer, D. p. J. 1910.
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Wird der Wirkungsgrad des Gesamtgetriebes vorläufig bei mittlerer Schmie
rung zu 17 = 0,80 geschätzt, so steht das Rad 1 unter der Einwirkung des Dreh
momentes

45 · ] 00 · 0,80 :3600 cmkg.

Man entnimmt nun der Fig. 187 den Zusammenhang zwischen Drohmoment M 
und Zahndruck N 

M = N · R · N · r · ein x ,
ferner der Gleichung (169)

N=c·b·ni·,r 
und der Gleichung (120)

2 r m · z. 
Hiermit ergibt sich

also
M = c • b · rn · n · ½ · m · z · sin rx , 

·v' 2·M m= . z · c · b · n · sin !X 

Es wird vorläufig geschätzt v c-v 0,5 m/sk; damit liefert die Kurve b O<'I'
Fig, 195 für Gußeisen c = 28 at. Wählt man ferner o: - 70°, also sinze ~ 0,940, so
wird bei z1 = 125 Zähnen und der Zahnbreite b = 7,5 cm

(170)

_ 1;2- 45-.-roo • 0,80 - .. r:: 
ml - r 125·280,5--:;-:-0,940 - o,30o cm.

Genommen wurde mit Rücksicht auf die Achsenabstände in diesem Fall die nicht
normale Teilung -r = 0,3078 · n cm.

Damit folgt der Raddurchmesser
d1 - z1 · m1 = 125 · 0,3078 = :38,46 cm,

also die Vmfangsgeschwindigkeit
d1 • n · n1 o,:1846 · J( • 24 O 48r: / l

V1 = 60 =- -- 60 - ' ,) lll 8 {,

der Annahme genau genug entsprechend.
Bei den anderen Rädern tritt der größte Zahn

druck zwischen don Rädern O und 3 auf. An dem
Steg greifen nun die in Fig. 196 eingetragenen
Kräfte an, und es gilt demnach

P3 · (r4 + 2 r3) - 1\ · r1 + P4 • r4 0
Il oder

Fig. l 96.

Ms - M1 - M4. 
Somit erhält man mit z3 = 40 und b3 "" 5,5 cm,
wenn ferner noch geschätzt wird für guten Stahl
fonngu ß c - 21 · 2,5 at

1;- 2. 45. (.100·• o.:80 _ 1) _ r: _ • 
r 40 · 21 · 2,5 · 5,5 · :rr • 0,940 - 0,40-J c---:> 0•40 cm, 

Hieraus folgt
d3 = m3 • z3 = 0,40 · 40-= 16 cm

und die Radgeschwindigkeit
16 · n · ( 400 - 24)

Va = 60. 100 - 3,16 m/sk,

der nach Kurve b der Fig. 195 c 21,4 at entspricht, so daß die obige Schätzung
zutreffend war.
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Der W ir k u ll g s g r a d der Verzahnung ergibt sich aus Formel (45 b),
die sich im vorliegenden Fa]] umformt zu

l 1 1 Mri + Mr2 
1; - M1 M2 ' 

worin Af 1 und M2 dio Drehmomente des Zahndruckes .N an den beiden
zusammenarbeitenden Häuern 1 und 2 und M11 bzw. Mr2 die Mittelwerte
der Drehmomente der Reibungskraft µ · N an beiden Rädern angeben.

_ Aus den Fig. 187 und 191 erhält man sofort für die Außenverzahnung
M·1 N · r1 • Hin ex, M2 = .N · r2 · sin ex,, 

l1 l2 f /,l • .N . h . cos (X, - X) • (l X .r µ . N . h . cos (X,+ X) • tl X 
~o +o _

; 4 
= t,t • N · (2 r 1 • cos iX - -P1 + ½ l2) ,

~ ~ 
f11,•N·(r2·cosa-l x)·dx fµ·N·(r2·cos<X-x)·llx 

Mr2=0 +o
ll l2 

= p, · N · (2 r 2 • cos a 
oder, wenn die Werte von l gemäß der Ableitung der Formel (164) ein
gesetzt werden,

Mr 2 = / l • N · cos iX • (2 r 2 - § · r 1 • u2 + ~- · r 2 • u1) •

Damit wird schließlich-w")

~ d f- I'" ctg"' · l 8 h1 · ( l - :: ) + u2 • ( 1 - ~)] . (171)

Hierzu tritt noch der Einfluß der Zapfenreibung, der sich entspre
chend berechnet.

M;.1 + M;.1 = µ1 ·N·_rzi + µ1 ·.N·_rzz_ 
M 1 M 2 , N · r 1 • sm ex. .N · r 2 • srn ex, 

= _µ1 . (rzi -I- r, 2) ,
Slll iX rl r2

worin rz den Halbmesser des Zapfen» bezeichnet
reibungsziffer.

Beispiel 11 L. Anzugeben ist der Wirkungsgrad eines gut geschmierten, ge
frästen Zahnräderpaarcs von z1 --= 30, z2 = 100 Zähnen bei der Zahnkopfhöhe
h1c = m für die Neigungswinkel (X - 75°, 70°, 65°.

Bei eingelaufenen Rädern kann in dem .Fall 1,i = 0,04 angesetzt werden.
Auf dem Versu ohsstand gemessene Werte des Wirkungsgrades 138) ergeben sogar
!" --= 0,03 und 0,02 bei ganz in Öl laufenden Rädern. Für die Zapfenreibungs
ziffer kann reichlich hoch angesetzt werden 11-1. = 0,02, ferner sei überschlägig
rzi l ,J rz2 1
r1 = 4 uno r2 8 .

(172) 

und µ1 die Zapfen-

l:18) Rikli, z. d. V. d. J.. rau.
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Dann erhält man aus Fig. 188 bzw. Formel (162) gemäß den Gleichungen
(171) und (172) für

ex=750: 1 =l-L0,04·0,268.(8-0266· 7 -!-0748· 7) 0,02. 3
'// r~ 2 ' 3 ' 10 1- 0,966 8 

= 1 + 0,0424 + 0,0078 - 1,050 ,

ex_ 700: 1 = l + 0,04 · 0,364. (8 _ O 160. 7 O 476. 7) _ 0,02 . :~
17 2 ' 3 + ' 10 1- 0,940 8

= 1 + 0,0579 + 0,0080 - 1,064 ,

ex= 650: 1 = l 0,04 · 0,466. (s _ O 108. 7 O 332. 7) _ 0,02 . 3 
1/ + 2 ' 3 + ' 10 1- 0,906 8
= 1 + 0,0744 + 0,0083 = 1,083.

Damit wird
r; = 0,952 bzw. 0,940 bzw. 0,924 .

Um den Wirkungsgrad nicht zu sehr zu verringern und das spezifische
Gleiten möglichst klein zu halten, dürfte demnach etwa der günstigste Neigungs
winkel sein

ex = 70° 42,6' mit 3,5cotgex = 10 .

Kürzt man die Zahnkopfhöhe noch auf h1c 0,8 · m, so bleibt das spezifische
Gleiten sicher unter 1.

Die Forderungen geringsten spezifischen Gleitens · und des günstigsten Wir
kungsgrades schließen sich gegenseitig aus 139).

Beispiel 112. Anzugeben ist der Wirkungsgrad eines Zahnräderpaares mit
Außenverzahnung von z2 = 100 und z1 = 20, 30, 40, 60, 80, 100 Zähnen für
den Neigungswinkel ex= 70° 42' und die Kopfhöhe h,., = 0,8 m, wenn im übrigen
die Angaben des Beispiels 111 gelten.

Man erhält gemäß den Formeln (171) und (172), sowie der Formel (162) für

20 1 = 1 _j_ 0,04. 0,350_. (8 - 0 114. 4 + 0 585. 0 8) + 0,02. 3
Zi = : 17 7 2 ' ' ' 0,944 · 8 

= 1 + 0,05609 + 0,00794 = 1,06403; 17 CXJ 0,940 ,

z1 = 30: ~ = 1 + 0,007 • ( 8 - 0,114 · ; + 0,413 • 0,7) + 0,00794

= 1,06411; 17 CX) 0,940 '

z1 = 40:

z2 = 60:

z2 = 80:

_!__ = 1 + 0,007 · (8 - 0,114 · 1.,5 + 0,320 · 0,6) + 0,00794
17 

= 1.,06409; 1/ c-o 0,940 '

~ = 1 + 0,007 · ( 8 - 0,114 · ! + 0,206 · 0,4) -1 0,00794

= 1,06399; '17 c-o 0,940 ,

~ = 1 + 0,007 · (8 - 0,114 · ~ -j 0,169 · 0,2) + 0,00794

= 1,06398; '/} 00 0,940,

z2 = 100: l = 1 + 0,007 • (8 - 0 + 0) + 0,00794 = 1,06394; 1/ ('-) 0,940.
r; 

13!l) Gümbel, Z. f. d. ges. Turbwes. 1916.
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Das Übersetzungsverhältnis hat auf den Wirkungsgrad keinen praktisch
bemerkbaren Einfluß, was auch die Versuche bestätigen l.38). Man kann also im
allgemeinen bei richtiger Zahnform rechnen

l /11 (r•l rz2) -- .1 j- 4 • /t • ootg« + -; - · - - + - . , 
17 · sm« r1 r2 

Zu beachten ist, daß die Reibungsziffer bei ungenügender Schmierung den
dreifachen, bei ganz trockenen Zähnen den vierfachon Wort annehmen kann.
Dem ersteren Fall entspricht dann 17' c,..::, 0,85.

Bei roh gogosscnon Zahnrädern kann man nach längerem Einlaufen (gc
gobonenfalls unter Beigabe eines Schleifmittels) und reichlicher Fettung etwa
I' = 0,055 ansetzen. Dom würde unter sonst gleichen Verhältnissen nach For
mel (l73) entsprechen

1-- = 1 + 4 · 0,055 · 0,35 + 0,008 = 1,085 , also 17 0,922 .
'// 

Heisplel 118. Zu bestimmen ist der Wirkungsgrad des Getriebes der Bei
spiele 95 und ll0 für den üblichen Neigungswinkel IX = 75°.

Auch hier trifft die Formel (173) genau genug zu. Man erhält für die
Räder 3 und 4 mit

d3 - 16 cm, d4 = 8 cm, dza = 3,5 cm, dz4 = 2,5 cm,
l 0,02 (2,5 3,5) 1 0 0 29 0 0 0

l/4 = l -! 4 · 0,04 · 0,268 -1- 0,966 · 8- + 16 = + , 4 + , ll0 = 1, 539.

"J!\ir dio Räder 0 und 3 gilt entsprechend
1 , 0,02 3,5

173 
= I + 0,0420 + 0,966 · 16 = 1,0474.

li'ür dio Wider L und 2 ergibt sich mit
d1 - 19,23 cm, d2 = 14,46 cm, d,i 4 cm, dz2 :3,5 cm

1 0,02 ( 3,5 4 )
l/2 = l + 0•0429 + 0,966. 14,46 + 19,23 = 1•0522.

Damit wird der Gesamtwirkungsgrad
1

17 = Co539 · 1,0474. 1,0522 = 0•860,
gute Schmierung vorausgesetzt.

Rechnet man ungünstig mit µ = 0,06 und erhöht auch die Zapfenreibungs
ziffer /li auf 0,03, so wird

1.
11 = l,Ö809 · 1,0711 · l ,0783 - 0,800 .

d) Die Zykloidcnvorzahnung 140). Man zeichnet die Zahnform der
Zykloidcnverzahnung mit Hilfe zweier Rollkreise mit den Mittelpunkten
!!1 bzw. D2 und den Halbmessern (h bzw. Q2 nach den Angaben zu den
.Fig. 177 und 178. Der Kopf des Zahnes 1 entsteht durch Rollen von e2 
auf r1, der Fuß durch Rollen von e1 auf r1, entsprechend der Kopf des
Zahnes 2 durch Rollen von e1 auf r2 und der Fuß durch Rollen von (22 
auf r2• Jode Zahnflanke setzt sich also aus zwei verschiedenen, entgegen
gesetzt gekrümmten Kurven zusammen, die im Zentralpunkt A inein-

Mo) Dosargues (1593-1662), Camus 1733; Eytelwein, Die Statik der
festen Körper, 1808.
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ander übergehen (Fig. 197). Dieselben Angaben gelten auch für Innen
verzahnung und für Zahnstangen.

Bei einem Paar Einzelräder, die nur miteinander zusammen
arbeiten sollen, kann man die Rollkreishalbmesser beliebig wählen, gc
bräuohlich.v") ist Q = 0,4 r. Bei Satzriidern 142), die mit beliebigen
anderen aus demselben Satz zusammenarbeiten sollen, müssen alle Ro11-
kreise gleich sein. Da nun die Hypozykloide von Q = l r eine radial
gerichtete Gerade ist, so ist das der größte Wert des Rollkreishalb
messers, der für das kleinste Rad des Satzes zu nehmen ist. Evolventen
räder sind ohne weitere Satzräder125); allerdings die nach dem A bwälz
verfahreri hergestellten nicht genau, da die Begrenzung der Zähnezahlen

" ~ ;; / 
"\ hr, ~ 

/ \

4 

lrig. 197.

bei der Benutzung desselben Fräsers für mehrere verschiedene Zähne
zahlen und seine Zahnung für den Schnitt von Einfluß auf die Gestalt
der Zahnflanken sind 143).

Zykloidenräder arbeiten nur dann richtig zusammen, wenn beide
Teilkreise durch den Stoßpunkt der beiden je eine Zahnform bildenden
Kurven gehen. Sie verlangen also eine genaue Einstellung der Rad
achsen.

Die Ei n g r i f f s tr o c k e l = B1AB2 ist gegeben durch die von den
Kopfkreisen abgeschnittenen Stücke AB1 bzw. AB2 der beiden Roll
kreise (Fig, 197). Ihnen entsprechen auf den Teilkreisen die gleichen
Längen AD, und AD2 bzw. AD2 und AD2. Als Eingriffdauer gilt wieder

e = !_, deren Wert gewöhnlich aus der Zeichnung abgegriffen wird.
r

141) Weisbach, Ingenieur- u. Maschinen-Mechanik l 851/60.
142) Willis, Transact. of the Inst. of Civil Eng. 1837.
113) Barth, Die Grundlagen der Zahnradbearbeitung, 1911; Gcdach,

Werkstatts-Technik 1913.
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Um <las spezifische Gleiten zu bestimmen, hat manzuerstfür
jedes Zahnflankenstück den Wert <ls zu bilden. Nun ist für jede be
liobigo Kurve nach dem H1-1tz des Pythagoras

d82 = llx2 1- dy2, 
und durch Differentiation der Kurvengleichungen (157) mit a = r er
hält man gemäß Bd. I S. 106

dx = -(r _1-e) • sin(-:.- • cp) · dcp ·I e · sin(_r --~ (! • ?) · dcp, 

( 
(! ) (r \- (! ) d y = + ( r 1 ~ e) · cos --;:- • cp • d (p - e · cos -r- · (P • d cp . 

Heide Gleichungen sind ins Quadrat zu erheben und dann zu addieren.
Beachtet man noch die aus den Formeln auf S. 35 leicht zu folgernden
Gleichungen

2 · sin a • sinß = cos (a. - ß) - cos ( ex + ß) ~ 
2 · cosa · cosß = cos(a - ß) + cos(a + ß), 

so ergibt sich für die Epizykloide, für die das obere Vorzeichen gilt,

d s = 2 · C • ( r + (}) · sin cp • d cp r 2 

und für die Hypozykloide, für die das untere Vorzeichen gilt,
(! . <p 

ds = 2 · r (r - (!) • sm2 · dqJ. 

Bezeichnet abkürzungsweisc 1-/12 das Bogenelement ds für die durch
r2 

Rollen des Kreises vom Halbmesser e2 innerhalb des Teilkreises r2 
entstehende Hypozykloide und E (!2 das Bogenelement ds für die ent

r2 
sprechende Epizykloide, so wird gernäß Fig. 197 das spezifische Gleiten am

JI Q2 _ E (}2 
r2 r1Zahnkopf des Rades 1: g1k = --- -
E (22 
r1 

Zahnfuß

Zahnkopf „

E e1 - He1 
l:

r2 rl

" Y11 =
JI (!1

rl

H (!1 - E g_1

2: r1 r2 
fJ21c =

E e1
r'.l 
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.E Qz __ H (h 

Zahnfuß des Rades 2: g21 = r1 r2 
.E (h 

r2 

Hierin sind die obigen Werte von d. s einzusetzen, und man bemerkt,
daß in demselben Bruch die Rollwinkel cp bei jeder Stellung der Zähne
zueinander die gleichen sind. Man erhält 123) so nach einigen einfachen
Umformungen

gik = - - . r 
+1 + 2 .!..1_

r2 r2 
r 

l + _!_
r2 

fh1 = + (174) 

Daß die Vorzeichen des spezifischen Gleitens . am Fuß und Kopf ver
schieden sind, rührt davon her, daß die Richtung des Gleitens zu beiden
Seiten des Zentralpunktes A verschieden ist. Es hängt nur von den Ver
hältnissen derTeil- und Rollkreishalbmesser ab, ist also für jeden Flanken
teil unveränderlich.

Beispiel 114. Anzugeben ist das spezifische Gleiten für ein Räderpaar von
z1 = 30, z2 = 100 Zähnen, dessen Rollkreishalbmesser das 0,5-, 0,4-, 0,3facho
der Teilkreishalbmesser betragen. Die Formeln (174) ergeben sogleich

für e = 0,5 0,4 0,3
3 3 3

l + 10 l + 10 l + 10
gl K = ---w 3 10 3 10-3 

l + 5. 10 1 + 4 . 10 1 + 3 . 10
= ~ 0,8125 - 0,7433 -0,650,

3 3 3
l + 10 l + 10 l + 10

(h t =-= + 10 + 10 -1- 10
-1+5 -1+ 4 -1+ :3

=-- + 1,30 ·-1 0,8667 1 0,5571 ,
10 l + 10 l + lO

J. + 3 3 :{
g2K :....= + l + io -10 + 1 _L 10. !~ 1-~~

. 5'3 '4 3 '3 3
-= + 0,5655 -1- 0,4645 + 0,3578 ,

1 + 130 1 + ~~ 1 + \0
g2r=--- 

-l + 10
5 

= -4,333

-1 + 10
4 

- 2,889

-1 + 10
3 

-1,857.
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Bei größerer Übersetzung ist der Fuß des großen Rades ziemlich ungünstig
auf Abnutzung beansprucht, und zwar gleichmäßig während des ganzen Ein
griffes. Es kann das dadurch verbessert werden, daß für das große Rad der
Rollkrcishalbmessor ein gut Teil kleiner gewählt wird, als die gebräuchliche Vor
schrift angibt. Nimmt man im vorliegenden Fall u2 = 0,2 · r2; so wird

g2f' = - 1,083 und g11c = - 0,520 ,
womit praktisch vorteilhafte Verhältnisse erzielt sind.

Für eine beliebige Eingriffstelle O ist das Drehmoment des Zahn
druckes N in bezug auf die Achse 02 gemäß Fig. 198

M2 = N · 02E2 = N · [(r2 - e2) · cmHp + r2J
und das der am Fuß des Rades 2 angreifenden Reibungskraft

M;.2 -- p, • N · 0 E2 :::.- /l · N · (r2 - g2) • sin ip . 

Fig. 198.

Entsprechendjist das Drehmoment des Zahndruckes m bezug auf die
Achse 01 

M~ = N · 01E1 = N · [h + e2) • coscp - Q2]

und das der am Kopf des Rades 1 angreifenden Reibungskraft
M;1 = /.,t, • N · OE1 = ,u · N · h + g2) • sin (JJ. 

Die mittleren Drehmomente für die gesamte Eingriffstrecke, soweit der
Rollkreis 2 in Frage kommt, erhält man durch Bildung des Ausdruckes

l{JlllllXIM'· Q2. d(p 
M =o

·m 92 • arccp

Es ergeben sich so die folgenden Mittelwerte der Drehmomente, wenn cr2 
den größten Rollwinkel bezeichnet,

(
sin (('2 )N · (r2 - C2) • -1 (h , arc<p2 

(
sin <7'2 ) M =-= N · (r -1-- fJ ) • - 122 ,

, i 2 arc<p2
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Mr2 = /l • N · {rz 

Nun ist nach Formel (45 b)

.l l +Mn+ Mr2 
17 M1 M2 

oder

1 1- ( l -coscp2 1 - coscp2 )= + /l • + r; . (h (h . 
sm <p2 - arc<p2 • sin cp2 + arc<p2 •

r1 + e2 rz - (22 
Das wäre der Wirkungsgrad, wenn mir an einer Stelle Eingriff sta.tt

fände. Nun findet aber an einem zweiten Zahn noch ein entsprechender
Eingriff über den Winkel cp1 statt, nnd der Zahndruck verteilt sich bei

, gefrästen oder gut gehobelten Zähnen etwa im Verhältnis O,ß : 0,4. Da
mit folgt schließlich

.!_=l+0,4·rt·(l-cosq)2)·(- 
1
-+

1
)

'Y/ • (} 2 · (}z smcp2 - - • arccp2 sin cp2 + · arccp2
r1 +Qz rz - {}z 

' 1 1. , 
+0,6• ;),• (1- COS9"1) '( - -1- - ) . e1 . e1 sm Cf\ - - • arccp1 sm <p1 + · · arccp1 rz-Q1 r1-e1 

( 

rz1 --- · arccp
+ 0,4 • µ1 • __rl + (}z 2

• (}z sm <p2 - • arc cp2 ~ r1 + {!z 

rzz } · arcqJ2 + r2 - Q2 _ 

sin cp2 + {!z · arcTz 
r2 - (}z 1 

( 

rzi • arccp1 ~- • arc<Pi )
+ 0,6 . /J,l , r2 + (!1 _ + rl - Q1 ' 0 75) . · e1 e1 . smcp1 - - • arccp1 sin Ti+---· arccp1rz + 01 r1 - e1 

worin die beiden letzten Glieder noch die Zapfenreibung in gleicher
Weise berücksichtigen .

Beispiel 115. Für eine Zykloidenverzahnung von z1 = 30 und z2 __, l 00
Zähnen ist der Wirkungsgrad zu bestimmen, wenn das Rollkreisverhältnis
_Q!_ = 0,4 und .2-! = 0,4 bzw. 0,2 beträgt und das der Zapfen rzi - 
~ ~ ~ 

Einer maßstäblichen Zeichnung für hk -= 1n entnimmt man

. 13 0 r.:42 • SUl(P1 = 24 = ,.) '

. io 0 200 b 1
4
3
0
•5 -= 0,338sme, = =-= , 7.W •.,,_ 80

1 _ d r,2 _ 1
4 un r - 8 ·

2 
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also

1 
-1 

1/

q;1 32° 48' und rp2 = 11 ° 32' bzw. 19° 45'
und daraus folgend

arc Cfi1 0,5n und arc 'P2 0,20] bzw. o,~45 .
uoF;rp1 0,159 und I cos,p2 0,0202 bzw. 0,0588.

Damit ergibt sich mit 11 - 0,04 und 111 = 0,02

(

2 · 0 1"•9 °•25
· 0 " 3 2 · 0 r: O,l.25 . )

' 
0 + 3 333 + 0 4 '07' '109 j- 0 3 - 0 4 · 0 3 0,573

/ 0 6 · 0 02 · '- - ' + ' ' ' 
' ' () "42 0,4 · 0 573 0 r: 2 - 0,4 · 0 3,,> :3,333 1- 0,4 ' ,o4- 1- l - 0,4- ,57

0,125
2 • 0,0202 + l 0,4 · 0,20:)

0,4
0,201 1- l _ 0,4. · 0,201

(

2 · 0,0202 1- - 0
•
25

· 0 20]
0 2 l 1- 0,4 · :3,333 '

-j- ,4·0,0 ·
) 2 0,4

< , o L - o,~>-i=-o,4 • 0,201

hzw. Iür <la,r-i lotz,Lo Glied

(

0,25 O ') r: 0, 125 . O 34-r;)2 · 0,0588 -1 l + 0,2 . 3,333 · ,,>4,, 2 · 0,0588 + l _ 0,2 , o
1 0,4- · 0,02 · --- - f- 

0 338 °·2 0 34" 0 )3 °·2 0 3 ,' 0,3 + 0,2 . ,. 0 ,:>, 8 - 1 - 0,2 . '. 4-!5

Die Ausrechnung ergibt
_l__ l + 0 012. (0,318 + 0,0374 + 0,318 + 0,398)

17 ~ ' 0,542 - 0,0614 0,542 + 0,382
+ 0 008. (0,0404 + 0,0215 + 0,0404 + 0,0419)

' 0,200 - 0,115 0,200 + 0,134
bzw. für das letzte Glied

+ 0 008. (0,1176 + 0,5177 + 0,1176 + 0,0539)
' 0,338 0,138 0,338 - 0,0862 '

also

bzw.

1 = 1 1- 0,0182 + 0,0097 = 1,0279r; 

1- = 1 + 0,0182 + 0,0309 = 1,0491 .
r; 

Man bemerkt, daß auch hier geringe Abnutzung mit geringerem Wirkungsgrad
verbunden ist.

Es folgt schließlich
'17 = 0,974 bzw. 0,954.

Der Wirkungsgrad der Zykloidenverzahnung ist unter sonst gleichen Ver
hältnissen günstiger als der der Evolventenverzahnung.

Wie die Fig. 197 erkennen läßt, legen sich die Zykloidenzähne so
ineinander, daß eine ausgebauchte Fläche auf einer ausgehöhlten liegt,
und umgekehrt. Die Berührung findet somit in einer größeren Fläche
Htatt als bei der Evolventenverzahnung, und man könnte die spe z i
f i s c h e B o 1 a s t n n g demnach höher ansetzen. Es wird auch bisweilen
mit dem l,5fachen der in Fig. 195angegebenen Werte gerechnet. Meistens
behält man jedoch dieselben Werte bei, besonders natürlich bei roh
gegossenen Zähnen, aber auch bei den anderen, um den schädlichen
Einf111 ß eines etwas fehlerhaften Achaenabstandes auszugleichen.
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Bei der Zykloidenverzahnung zeigt sich am Ausgangspunkt A der
Profilbildung ein Sprung in der Größe des spezifischen Gleitens, der sich
im Laufe des Betriebes durch die erhöhte Abnutzung jener Stolle etwas
ausgleicht. Durch diese Abnutzung wird die aus zwei ineinander über
gehenden Kreisbogen vqn entgegengesetzter Krümmung bestehende Ein -
griffslinie an der Stelle allmählich zu einer Geraden abgeflacht. Im Ge
gensatz hierzu ist bei der Evolventenverzahnung das spezifische Gleiten
an den Enden des Eingriffs am größten und wirkt somit auf besondere
Abnutzung der entsprechenden Stellen der Zähne. Dadurch wird im
Laufe des Betriebes die ursprünglich gerade Eingriffslinie an den Enden
etwas gekrümmt.

Es liegt nun nahe, eine Eingriffslinie, der sich die beiden üblichen
Profilarten allmählich nähern, von vornherein zu wählen, um die Ab
nutzung nach Möglichkeit zu verringern 144). Wird die Eingriffslinie zu
sammengesetzt aus einem mittleren geraden Stück, das gegen die Zentral
linie 0102 um den Winkel ex= 75° geneigt ist, und zwei bestimmten,
sich daran anschließenden Kreisbögen, so setzt sich das Zahnprofil nach
einer nicht eingebürgerten Bezeichnungsweise145) zusammen aus einer
0rthozykloide und einer Zyklo-0rthoide. Die so entstandene Verzah
nung wird abkürzungsweise als 0 zoidenverzahnung 133) bezeichnet.
Sie entspricht im allgemeinen einer Evolventenverzahnung, ohne die
starke Steigung des spezifischen Gleitens am Zahnfuß, und ist besonders
für große Übersetzungen mit kleiner Zähnezahl am kleinen Rad vorteil
haft. Sie liefert außerdem einen kräftigeren Zahnfuß als die gewöhn-
liche Evolventenverzahnung. ·

Wird die Zykloidenverzahnung mit nur einseitigem Eingriff
benutzt etwa derart, daß ein einziger Rollkreis auf dem Teilkreis des
kleineren Rades abrollt und in dem Teilkreis des größeren, so erhält
das kleinere Rad auf der ganzen Zahnhöhe ausgebauchte Zähne und
das größere ausgehöhlte+"). Das spezifische Gleiten ist dann auf
der ganzen Länge das gleiche. Der Eingriff beginnt natürlich erst im
Teilkreis, und der Fußkreis des kleinen Rades liegt nur ein wenig da
runter. Die Kopfhöhe kann zu hK = ½ -r = 1,57 m gewählt werden,
die Stärke des Zahnes im Teilkreise zu } -r = 1,96 m. Diese Ver
zahnung dürfte sich sehr gut für große Einzelräder eignen. Sie ver
einigt den Vorzug geringer gleichmäßiger Abnutzung mit dem des
guten Wirkungsgrades.

e) Die 'Iriebstockverzahnung. Aus der gewöhnlichen Zykloidenver
zahnung entsteht die Triebstockverzahnung, indem man den Teilkreis
des größeren Rades als Rollkreis verwendet, der auf dem Toilkrois des
kleineren Rades abrollt. Für die Zahnstange ergibt sich somit als zu
gehörige Verzahnung des kleineren Rades die Evolvente.

Das Gegenprofil des kleineren Rades schrumpft zu einem Punkt
zusammen und wird bei der üblichen praktischen Ausführung zu einem

144) Lindner, Z. d. V. d. I. 1900; Pranz, Die Ozoidenverzahnung, 191J.
HG) Re u Ie a u x , Kinematik, 1900.
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gloichachsigen Kreis vom Halbmesser r0 erweitert. An Stelle der in
der Fig. 199 vom Punkte A aus gezeichneten Epizykloide tritt so
ihre im Abstande r0 gelegene Äquidistante. Ihre Höhe bestimmt sich
dadurch, daß die Eingriffsdauer e > I sein muß, daß also der Endpunkt B 
der Eingriffstrecke von A weiter als um die Teilung r, auf dem Teil
kreis gemessen, entfernt sein muß. Der Eingriff selbst findet nur auf
der einen Seite der Zentrale 01A02 statt. Der Zahnfuß des kleineren
Rades wird als beliebiger Kreisbogen mit einem etwas größeren Halb
messer als r0 gezeichnet.

Zu beachten ist jedoch, daß die Äquidistante stets eine fehlerhafte
Zahnform liefert, was z. B. daraus folgt, daß der Eingriff nicht auf dem
Teilkreis beginnt; und kleine Fehler bewirken schon ganz erhebliche
Geschwindigkeitsschwankungen, also Stöße im Getriebe und entspre
chend Verluste und Abnutzungen146). Eine fehlerfreie Anordnung wird

---·---- - -------~
02 

/

Fig. 199. 

erhalten, wenn die Mitten der Triebstöcke auf einem Kreis vom Halb
messer r' = Vr~ + r~ angeordnet werden und man nun die Eingriff
linie und das Gegenprofil nach den Regeln der allgemeinen Verzahnung
(Fig. 182) konstruiert>").

Infolge der großen Unterschiede der Krümmung beider zusammen -
arbeitender Profile sind die Gleit- und Abnutzungsverhältnisse sehr
ungünstig, so daß diese Verzahnung mit festen Randeisenstäben in dem
einen Rade, meist einer Zahnstange, nur für ganz rohe Getriebe Anwen -
<lung findet. In größerem Umfange wird sie benutzt für den Eingriff
in Gallsche oder sonstige Treibketten, die zylindrische Zapfen oder
Stege besitzen.

Die Verhältnisse werden ganz bedeutend verbessert, wenn die Zy
linder des einen Rades sich auf ihren Achsen frei drehen können. Es
ergibt sich so das Griss o n g et riebe, das hauptsächlich für große
Übersetzungen angewendet wird. Es besteht aus zwei nebeneinander

146) Hartmann, Z. d. V. d. I. 1905.
1~7) Gcrlach, Z. d. V. d. 1. J 908.

Stephan, Technische Mechanik. 11. 12 
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arbeitenden, um eine halbe Teilung versetzten Trieben nach Fig. 200,
deren eines Rad also nur einzähnig ist. Zahnkurve ist die im Abstande
r0 gezeichnete Äquidistante der verkürzten Epizykloide, die der Mittel

punkt der Triebstockrollen beim Ab
wälzen des Kreises vom Halbmesser
r2 f r0 auf dem Daumenkreise vom
Halbmesser r1 = a r2 - r0 beschreibt.

Zeichnet man nach dem in Fig. 182 
angegebenen Verfahren die Eingriffs
linie auf, so erhält man die Kurve OB, 
die also mit Ausnahme eines kurzen
Endstückes nahezu geradlinig ver
läuft148). Man teilt den Kreisumfang
2 n r 1 in eine Anzahl gleicher Teile und
trägt beispielsweise ;;1 auf dem Kreis
vom Halbmesser r2 + r0 als ;?2 auf,
bestimmt durchZiehen des Halbmessers

a 

q
Fig. 200.

x202 den Punkt x3 auf dem Teilkreis der
Rollen,ziehtjetztdie Gerade x3ound trägtdarauf die Strecke r., = x3x4 ab.
Dann ist x4 ein Punkt der Eingriffslinie. Schlägt man jetzt aus 01 mit
O~x4 einen Kreisbogen und aus x1 einen Kreisbogen mit dem Halb
messer o x4, so gibt der Schnittpunkt x5 beider Kreise den zugehörigen
Punkt der Daumen.kurve an.

Die allgemeine Bestimmung des Wirkungsgrades führt auf recht
umständliche Ausdrücke. Gemessen 148) wurde für ein Getriebe mit der
Übersetzung 1 : 18, wenn wie gewöhnlich der Daumen treibt, bei Voll
belastung 'Y) = 0,946, bei halber Belastung 17 = 0,890, dagegen, wenn
das Rad treibt, bei Vollbelastung 17 = 0,905 und bei halber Belastung
r; = 0,823. Diese Änderung des Wirkungsgrades ist dadurch zu erklären,
daß die Reibungsziffer der Rollen auf ihren Zapfen und die an den
Daumen denselben Betrag hat, weil das ganze Getriebe gewöhnlich in
Öl läuft. Das Gleiten verteilt sich somit auf den Zapfen und den Rollen
umfang um so mehr, je geringer der Zahndruck ist und je schneller das
Rad läuft, letzteres, weil zu Anfang jedes Eingriffes die Rolle erst auf die
Drehgeschwindigkeit zu bringen ist.

Ein Mangel des Grissongetriebes ist, daß es in der angegebenen Form
nur für ganzzahlige Übersetzungen, und zwar ziemlich hohe zu ver
wenden ist. Er läßt sich dadurch beheben, daß man mehrere Daumen
in derselben Ebene anordnet, die entsprechend niedriger gemacht werden
und sich so der üblichen Zahnform nähern149). Wenn dann die Rollen
ziemlich groß und breit ausg6führt werden, wird eine Räderübertragung
erzielt, die für große Kräfte und die verschiedensten Übersetzungen
bei hohem Wirkungsgrad und geringer Abnutzung geeignet ist. Er-

148) Roser, Untersuchung des Grissongetriebes, 1901.
149) Ulmer, Betriebstechnik 1920.
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fordorlich ist naturgemäß, daß die Wellen genau parallel zueinander
liegen.

f) Die Stirnräder mit Pfeilzähnen. In Fig. 201 speilen die schraf
fierten Teile den Mittelschnitt zweier zusammenarbeitender Zahnräder
mit Evolvcntenzahnung dar. Die Zähne laufen mm von der Mitte nach
den Seiten des Rades nicht senkrecht
zur Zeichenebene, sondern um einen
Winkel y dazu geneigt150). Sie bilden
also den Ausschnitt einer Schraube mit
dem Sprung h = AC1-= AC2, so daß für
die Radbreite b gilt

b 
tg y =

2 
h . ( 176) 

Die aus der Beziehung .Fig. 201.
M = N · r · sin ex,, 

die bei der Herleitung der Formel (165) angegeben wurde, folgende
Zahnkraft N zerlegt sich hier gemäß Fig. 202 in die beiden Seiten-

kräfte N1 = N_--. Der spezifische Zahndruck ergibt sich demnach
2 · sm y b 

bei der Länge b1 = 2 . jeder Zahnhälfte zu
• · smy N 

N1 N 
c = -- = - - kg/cm 2 

b1 • r b · 1; ' 

ebenso groß wie bei Rädern mit geraden, ungebrochenen
Zähnen.

Ein wesentlicher Vorteil der Pfeilräder liegt darin, daß
die Eingriffsdauer vergrößert wird auf

_ b0 +l~ _ l h 
e- b - + b ' 

0 0 

worin b0 den Eingriffbogen einer gleichen Verzahnung mit parallel zur
Achse verlaufenden Zähnen angibt. Die Berührung beider Zähne erfolgt
in geraden Linien, die gegeneinander geneigt sind, und zwar derart, daß
sie alle Tangenten an dem Grund
kreis der Verzahnung sind. Zieht
man diese Geraden (Fig. 203), so
bemerkt man, daß der Eingriff an
fangs nur durch einen Punkt ge
bildet wird und ebenso wieder am
Ende, daß dazwischen die Eingriff
strecken wechselnde Länge haben,
die sich in der Mitte über die ganze Zahnlänge b1 erstreckt, wenn der
Sprung gerade gleich der Zahnteilung -r; ist151). Es bildet sich also

Fig. 202.

(] 77) 

150) Neumann, Hagener Gußstahlwerke, 1878.
151) Rauer, Österr. Zeitschr. f. Berg- u. Hüttenw. 1890.

12*
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ein Eingriffsfeld wie bei der Schnecke (S. 207), dessen Gesamtlänge
Formel (177) bestimmt. Den längsten Eingriff erhält man, wenn der
Sprung h gleich der Eingriffslänge b0 ist: emax = 2. Man kann also
in dem Fall bei gefrästen Zähnen unter Annahme einer 1,2 fachen
Sicherheit damit rechnen, daß ein Zahn das 0,6 fache des Zahndruckes
N aufnimmt.

Zur Bestimmung des Wirkungsgrades ist die Rechnung S. 167. zu
wiederholen. Man setzt an:

M 1 = N · r L • sin IX, 

l1
f µ · N 1 • ( r 1 • cos ex - x) · d x 
0 ½·Mr1 = --.

l1 f fl • N1 • (r1 coscx -1 x) • d.o: 
+o

= µ- N1 • (2 r1 • cos x - ½ · l1 + ½ · l2),

N = N 
1 2 · sin y , 

Man erhält so mit der zulässigen Unterdrückung der beiden letzten
Klammerglieder in Mr1 
l N 2 r 1 • cos IX 2 N • 2 r 2 • cos IX -=1+2·µ· . - + •1,(,• 
17 2 · sm y N • r 1 • sin IX 2 · sin y N • r 2 • sin IX 

oder
1 1 4 cotg «= + •µ· . 17 smy

An Werkzeugmaschinen findet man bei den Rädern mit Schrauben
zähnen nur die eine Hälfte des Pfeilrades ausgeführt. Der Zahndruck N1 
drückt dann (Fig. 202) die Welle mit der Kraft

(178) 

N2 = N1 • cOS)' = } · N · cotgy 
in axialer Richtung gegen ein Spurlager, dessen Reibungsmoment bei
Ermittlung des Gesamtwirkungsgrades noch zu berücksichtigen ist.

Beispiel 116. Bei roh gegossenen Stahlformgußrädern ist gewöhnlich 152) 

hK . = 0,8--:-0,95,
m y = 60-;-- 65 °' 

(X= 68-;--72°, hr . = 1,1--:-1,35,
m 

h c-...' r.' 

und zwar sind die kleinen Werte die häufigeren. Anzugeben ist die Radbreite b für

y = 60°
h =0,8
T, 

62½0 

1

152) Bach, Die Maschinenelemente, 1892.

65°

1,2.
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Man erhält aus Formel (l 76)

b = 2 · h · tgy, 
also die folgende ZusammenstelJung:

y=[ 60° 621° 65°
tr= 1,732 1,921 2,145
h 1 

=0,8 2,77 3,07 3,44 b 7: 

1 3,46 3,84 4,29 7: 

l,2 4,16 4,61 5,15

Am gebräuchlichsten ist
b = 3,4-;-4,6.
T 

Beisplel 117. Gefräste Räder werden mit denselben Fräsern hergestellt wie
Räder mit geraden Zähnen. Der richtige Eingriff erfolgt also in Schnitten, die
senkrecht zu den Zähnen liegen. Infolgedessen hat die Teilung, die in der senk-

recht zur Radachse stehenden Radebene gemessen wird, den Wert " . Die
Gleichung (120) gilt demnach hier nicht, sondern es ist sin y 

2r 
m (179)- . z. 

sin r

Ein Ritzel von z = 30 Zähnen mit dem Modul m -= 0,5 cm hat somit den
Durchmesser

bei y 90° 60° 45° 30° 20°
]

] 1,155 1,414 2,00 2,935.
siny

rl = 15,0 17,33 21,2 30,0 43,85 cm.

Pfeilräder gleicher 'Teilung übertragen also ein größeres Drehmoment als
Räder mit geraden Zähnen. Die Gleichung für das Drehmoment M = N · r · sin {X 

geht bei der hier ausschließlich vorkommenden Eingriffsdauer e = 2 gemäß den
obigen Angaben und mit Benutzung der Formeln (169) und (179) über in

0,6 · M - c · b · .~ · JT • m smy sinv

Rechnet man mit cotg {X = 0,35, also

z . 
2

• sm x .

1 1/ _
. = V 1 + 0,352 = 1,060 ,sm x

so folgt hieraus
M-= 2,47 . C. b . z. ( ~ )

2
• smy

(180)

Bei Ritzeln aus Nickelstahl und Rädern mit einem Zahnring aus geschmiedetem
Flußstahl, die vollständig in Öl laufen, wird oft bei v = 22,5 m/sk Umfangs
geschwindigkeit im Teilkreis c = 20 at gewählt153), das ist etwa das 2,5fache
des Wertes, den die Kurve a, der Fig. 195 bei weiterer Verlängerung ergeben
würde, also ziemlich niedrig. In Deutschland und Amerika geht man mit Rück
sicht auf die günstige Schmierung und gute Ausführung bis auf 36 kg/cm 2 und
gelegentlich noch. etwas höher bei 14,5 < v < 36 m/sk154

).

L5:i) Pa rso ns , nach Kutzbach, Z. d. V. d. I. 1916.
154) Westinghouse Maschine Co., nach Kutzbach, a. ;i. 0.
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Soll also das Getriebe M = 1000 mkg übertragen, 80 ist die Breite der Ver
zahnung nach Formel (180) bei vorsichtiger Wahl von c 

b - 1000 . 100 . . 2 - 270 . 2 
- 2,47 · 20 · 30 · 0,52 sm Y - sm r' 

mithin bei den oben angegebenen Winkeln ?'

b = 270 202 135 67,5 31,5 cm.
Hieraus ergibt sich der Wert der Pfeilräder am klarsten. Man nimmt bei Dampf-
turbinenrädern der Art, die mit Übersetzungen von :o-:- 21

0 arbeiten, höchstens
?' = 45 °, oft 30 ° und bisweilen sogar 20 °. Die Kopfhöhe der Zähne beträgt ge
wöhnlich liK = 0,6 · m . 

0,K 
l

/1 1 
1\ JI

/ 1 II 
1 1 

1 1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 

1 

1 

1 \ 1 

1 1 1 1

1 1 1 1
~~1,,.LL----

1 
1 
1 

1 
1 

1 
1 

1 

1 

1 
1 
1 

1 

L---

Fig. 204. Fig. 205.

Der Wirkungsgrad wird nach Formel (178) berechnet mit 11, - 0,03 . Im
vorliegenden Fall ergibt sich danach allein für die Verzahnung bei y = 30 ° und

cc = 70° 42' : ~ - = 1 + 4 · 0,03 · ~:!~ , also 17 = 0,922 ,

1 0,268
e< = 75°: 1 = 1 + 4 · 0,03 · 0,50 , also 1; = 0,940.

Gemessen wurde im letzteren Fall einschließlich der LagerreibungP") unter Voll
belastung r; = 0,936.

g) Die Regelräder. In den meisten Anwendungsfällen schneiden sich
die beiden Wellen rechtwinklig (Fig. 204). Die Zähne werden auf
der Länge AB von A aus immer kleiner, da alle Linien nach dem Schnitt
punkt O der beiden Achsen zusammenlaufen. Man berechnet sie nach

155) Bach, Z. d. V. d. I. 1908.
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den Angaben S. 165 für die mittlere Stärke. Die Verzahnung wird
dort bestimmt, wo sie am genausten gemessen werden kann, also an
der Stelle A, der Außenseite des Rades.

Die Teilung ist dort im Verhältnis

AO 
CO r1 ·111

b l 
=-=l+--·

2 r,"' VI + (:: r 
größer als berechnet. Sie wird gewöhnlich mit Hilfe der Ergänzungs
kegel156) gezeichnet mit den Halbmessern 01A = B1 bzw. 02A = R2,

die senkrecht zu AO stehen Um hinreichend genau zu verfahren, pflegt
man die Längen der R rechnerisch zu ermitteln. Es ist nach Fig. 204-

(181)

r1 r2 
R,l - ' ' R2 = ~ ,cos61 COSU2 

r1 =- l · coso2, r2 = l · cosr51,

r; + r~ = l2•

Hieraus ergibt sich

oder

und entsprechend

(182a)

(182b)

Die Bestimmung hat wenigstens für das kleinere Rad insofern einen
, Fehler, als die Verzahnung genau auf einer Kugelfläche zu bestimmen

wäre, deren Halbmesser .AO = l ist. Am einfachsten zerlegt man die·
Kugelfläche in mehrere tangierende Kegelflächen und erhält so für die
Endstellen F und K der Zahnflanke die zugehörigen Mittelpunkte 01 
und 01c der Fig. 205. Man fällt von 01, 01, OK und noch je einem Zwischen
punkt Lote auf die durch A gelegte erzeugende Gerade und zeichnet
die Zahnflanke aus Evolventenstücken, die durch Abrollen derselben
Erzeugenden auf verschiedenen Grundkreisen entstehen. Bei Rädern
die mehr als 24 Zähne haben, nimmt man gewöhnlich die einfache Auf
zeichnung aus dem einen Mittelpunkt 01 vor.

Das mittlere spezifische G 1 e i t e n der Verzahnung ergibt sich für
die mittleren Halbmesser, indem eine Stirnradverzahnung zugrunde
gelegt wird vom Halbmesser

R1rn r1m•iJ--/ÜJ · 
1 G6) T redgo I d.
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Es gilt also entsprechend früheren Rechnungen

M 1 = N · r 11n • sin cX,

Mn = fl • N · 2 · R1m • COScX = /1, • N · 2 · r1rn • VJ + üI · COSiX,

und man erhält leicht für den Wirkungsgrad

_!__ = 1 + 2 · µ-cotgcX ·(vf+--ü7 + VI + ü~) + :u1 • ': + rz2). (183)
'Y/ sm cc r I m r 2 in 

Beispiel 118. Anzugeben ist die Verzahnung zweier Winkelräder von der
Übersetzung ü1 = 1 : 2,5, deren kleineres bei n1 = 1050 Umdrehungen in der
Minute M1 = 200 cmkg aufnehmen soll.

Gewählt wird bei iX = 70° 42', also sin« c-.:i 0,940, z1 = 20, mithin z2 -= 50
Zähne.

Aus der Gleichung M1 = N · r1m • sin« folgt, wenn noch die Zahnbreite
b c-o 3 r gewählt wird,

M •) m . 
1 =-: C • " mn . m n. • Z1 2 . smx .

Man schätzt für Gußeisen vorläufig c = 28 und erhält so aus

M1 = C. 1,393. m3• Z1 

·,
3/-200--

m = I 1,393 · 28 · 20 = 0,637 cm.

Dem entspricht r1 = 0,637 • 2
2° = 6,37 cm und die mittlere Umfangs

geschwindigkeit
sc • 6,37

V1 = 30- = 0,565 m/sk,

woraus Kurve b der Fig. 195 als zulässige Belastung c = 27 ,8 at ergibt, so daß
die Schätzung sehr gut zutraf. Die Zahnbreite wird ferner

b = 3 · 0,637 · :rr, c-.::i 6,0 cm
und damit der äußere Halbmesser nach Formel (181)

1r1 = 6,37 + 3,0 · _ _ = 6,37 + 1,12 c-o 7,50 cm.Vl + 2,52 

Hieraus folgt der Modul_ der Außenseite des Rades

r1 0 7,50
m1 = m · rim = ,637 · 6,37 = 0,75 cm,

Die Aufzeichnung der Verzahnung des kleinen Rades enthält die Fig. 205
in l,2facher Größe, und zwar der Deutlichkeit halber für h" = m. Vorteilhafter
und gebräuchlicher ist bei der ziemlich kleinen Zähnezahl h1c = 0,7 m.

Ist rz1 = 2 cm und r,2 = 3 cm, so liefert Formel (183) mit ri = 0,04 und
111 = 0,02 den Wirkungsgrad aus ·

. -
1
- = l + 2 · 0,04 · 0,35 · (VÜ6 + J/7~25) + 0°,9°420 · (7

2
~ + 3 )

ij _ , , ,o 2,5 · 7 ,5
0- l + 0,028 · 3,764 + 0,0213 · 0,427 = 1,1145,

mithin 17 = 0,897 .
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Der Wirkungsgrad ist von der Übersetzung abhängig und sinkt mit starker
Übersetzung nicht unerheblich. Für ü1 = 1 : 5 wäre z. B. unter sonst gleichen ·
Verhältnisson

1 
- 1 + 0,028 · (Vl,04 + V26) + 0,009 = 1,19,1 ,

1/

mithin 1;6 0,839 .
Aber auch bei der Übersetzung 1 : 1 ist er nicht unbedeutend kleiner als

bei Stirnrädornr
l

=-= 1 1- 0,028 · 2 · 1,414 + 0,009 = 1,087 ,
171

mithin 'ls. 0,920 .

Schließen die beiden Achsen A und Beinen beliebigen Winkel (5 ein,
so ergibt die Fig. 206

rl ~ R =- COS01 ,
1

a1 = r 1 • cotg o , r 1 + r' = a1 • tg ö . 
Werden in die letzte Gleichung die beiden
vorhergehenden eingesetzt, so geht sie über in

r' = r2 
cos ö ' 

r 
r 1 + 2

~ =- r 1 • cotg o1 • tg o cosu 
COS01= r · tac5 · · 

1 0 ·.!1 2 -~V - cos U1 

Hierin wird die erste Gleichung eingesetzt,
und man erhält nach Division durch r1 • tg b 

B 

Fig. 206.

rl 

1 ( r1 l ) R1 
tgJ ·

1 + r1 • cos d = VI ~ ({)'' 
woraus sich leicht bestimmt

R1 - VI 1 - cos 2 
~ 

r1 - + (cos d + ü2)2 

Damit lassen sich die weiteren Rechnungen wie oben durchführen.
Auch Kegelräder können Pfeilzähne erhalten157). Ist der Nei

gungswinkel y der Winkelverzahnung zur Tangente an irgendeinen b.3~
Jiebigen Radkreis überall der gleiche, so bildet die Projektion des Zahnes
auf eine zur Radachse senkrechte Ebene die logarithmische Spirale.
Leichter auszuführen ist die archimedische Spirale, bei der die trigono
metrische Tangente des Winkels der an die Schraubenlinie gezogenen
Tangente im umgekehrten Verhältnis zu der Entfernung von der Rad-

(184) 

J57) Schiebel, Werkstatt.s-Tccbnik H)] :3.
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achse steht-"). Ausgeführt wird meistens auf dem Halbmesser rm 
Ym = 37½ 0

• Je nach der Breite b der Zähne geht dieser Winkel nach
außen auf 30-: 32° herunter und steigt nach innen auf 45-;- 50°158).

Das gleichschenklige Dreieck der Fig. 202 ändert sich demnach genau
. genug in das der Fig. 207 mit y1 = 34 ° und y2 = 43 °. 

Hieraus ergibt sich

N = N. COSY2
I sin (Y1 + Y2)

Durch die Vereinigung der Herleitung der Wirkungsgradformeln (158) 
und (183) erhält man aus

M = N · rm • sin zx ,
M;. = µ . N J • 2 . R' . 008 IX' N 

Pig. 207.

mit

und

R,, ,11· + .. 2 b 
l - rtm • V U1 - 4 • Ü1 

für den Wirkungsgrad den Ausdruck (185) 

1 2 · f,l • cotg IX ( [ ,/ - ., ,/ i b (' Ü1 Ü2 ) 1 = 1 + -. ---- - · cos y 2 · v I + ü-; + r I + Ü2 + - · - + -
r; sm (Y1 + Y2) 4 1'1m r2m 

+ cosv, • [i1 +ü~ +-VI +ü~-~-(Üi + ü2-)]) +-.µl .(rz1 + rz2). 
4 r lm r 2 m sm IX r l m r 2 m 

Beispiel 119. Soll das in Beispiel 118 berechnete Räderpaar mit Pfeilzähnen
versehen werden, so ergibt sich unter sonst gleichen Verhältnissen der Wirkungs
grad mit den obigen Werten aus

__!_ = 1 + 2. 0,04. o,35 . (o,731 . [v1,16 + v1,25 + 6,o. ( 0,4 + 2,5 ) l 
'Y/ 0,974 . 4 6,38 6,38 · 2,5

+ o,829 • (1,011 + 2,693 - o,329)) + 0~~:o • 0,427
= 1 + 0,1682 + 0,0091 = 1,177

zu 17 = 0,850
bei allerdings auch trotz der unveränderten Abmessungen vergrößerter Über
tragungsfähigkeit.

Die Zahnkopfhöhe wird hier gewöhnlich zu h/( = 0,6 · m gewähltl5B).

Ein besonderes Kegelradgetriebe ist das in Fig. 208 dargestellte
Wechselgetriebe, bei dem ein auf der Welle c verschiebbares zylindrisches

rns) A. Citroen & Co., Paris.
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Stirnrad a in eins der verschieden großen Kegelräder b auf der unter
dem Winkel~ geneigten Welle d eingreift 159). Bei einfacher Herstellung
der betreffenden Evolventenverzahnung bietet die Anordnung noch den
Vorteil, daß der Eingriff in Geraden mit wechselnder Neigung erfolgt
wie bei Pfeilrädern, was die Abnutzung verringert.

h) Die Schraubenräder. Die Stirnräder mit schraubenförmigen Zäh
nen werden auch zur Verbindung zweier im Raum aneinander unter

einem beliebigen, meist aller
dings einem rechten Winkel
vorbeilaufenden Achsen be
nutzt. Für die Übersetzung
gilt natürlich auch hier

z1 n2 
Ü1 =

Z2 n1 

Fig. 208. lng. 209.

Die weiteren Verhältnisse lassen sich am leichtesten übersehen, wenn
die Räder wie in Fig. 209 auf die Zeichenebene abgewickelt dargestellt
werden 160). Man erhält sogleich den Zusammenhang der Winkel

ri + 712 + o = 2n 
und weiter die Gleichung' (179)

m 
2r = z · .~ 

, 1 sm ?'1 bzw.
m 

. 2r2 = Z2' • smy2 

Hieraus folgt durch Division das Verhältnis der Radhalbmesser zu
r 1 z1 sin y 2 „ sin y 2= . -.- = 'U1 • -.- • 
r2 Z2 SlllJ'1 smyl

Nur für y1 = 712, im Fall b = 90° für y1 = y2 = 45°, entspricht das
Verhältnis der Radhalbmesser der Übersetzung.

(186) 

1r.H) ffcr man n, ½. d. V. d. J. 1916.
100) Philipp, Z. f. gewerbl. Untorr. HHO/lü. 
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Infolge des Zusammenhanges (186) ist es möglich, bei vorgeschrie
benem Achsenabstand a und einem von vornherein festgelegten Ver

z 
zahnungsmodul m jede verlangte Übersetzung, etwa ü2 = 2 zu er-
zielen. Man kann schreiben Z1 

m ( z1 z2 ) m ( 1 ü2 ) a = r + r = - • -- + = - · z - + -- - 1 2 2 sin y 1 sin y 2 2 1 sin y 1 siny 2
oder mit dem obigen Zusammenhang zwischen den Winkeln

2a 1 ü2 
m · z1 = siny1 - sin(cf+ ri) '

worin allein y1 unbekannt ist. Die Gleichung wird am einfachsten
durch Probieren gelöst.

Die Eingriffsdauer ist hier, wie die Fig. 209 ohne weiteres ergibt,
durch die Formel (164) gegeben. Auch das spezifische Gleiten in
Richtung der Zahnhöhe ist dasselbe wie bei der Evolventenzahnung mit
geraden Zähnen (Formel 165). Dazu tritt aber noch eine Verschiebung
der Zähne in Richtung der Zahnlänge b. Bei Drehung des Rades 1
um einen kleinen Winkel dcp verschiebt sich der Zahn des Rades I
um r1 • dcp · cotg y1 nach der einen Seite und der damit zusammen
arbeitende des Rades 2 nach der anderen Seite um r1 • d cp · cotg y2• 
Man bestimmt das spezifische Gleiten q in der Querrichtung ebenso
wie das senkrecht dazu und erhält

(187)

_ r1 • dcp · cotgy1 + r1 • dcp • cotg y, _ 1 + ~otgy2 q1 - r1 • dcp · eotg y, - cotg r,

und entsprechend

Nun ist ja
tgyl = tg(2n - ?'2 - ö) = -tg(;12 + ö),

womit eine leichte Umformung liefert

cotgy2 + tg·y2 

qz = cotgy2 + cotgb '
cotgy1 + tgy1 

q1 = cotg?'i + cotg (5 • (188)

Das spezifische Quergleiten ist für ein gegebenes Räderpaar unveränder
lich. Es hat für <5 = 0 (Abschnitt f) den Wert 0 und für ö = 90 ° den
Höchstbetrag q = I + tg2y .

Da man zur Verhütung eines stärkeren Verschleißes das spezifische
Gleiten sonst kleiner als I zu halten sucht, so sind die Schraubenräder
nicht für die Übertragung großer Kräfte geeignet. Man berechnet sie
gewöhnlich so, daß bei der Höchstbelastung nur der dritte Teil der aus
Fig. 195 folgenden spezifischen Bea n s p r n c h u n g zugelassen wird.
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Zur Bestimmung des Wirkungsgrades sind einige Zwischenrech
nungon nötig. Zuerst ist der Mittelwert des spezifischen Gleitens m
Richtung der Zahnhöhe festzustellen. Es gilt ja die Formel (165)

X· (1 -!- Ü1) 
gl = r 1 • cos ex - x ' 

und man hat entsprechend früheren Rechnungen anzusetzen
l1 l,J 

2 1 ;· X • ( l + Ü1) d l ;· X • ( 1 + Ü1) d 
Yirn = · • X+ · • X. l1 r 1 · cos ex - x l2 r 1 • cos ex + x _ 

() t)
Der Ausdruck läßt sich schreiben

l1 l; 

2 l+ü1 ;· d(r1·COB1X-X) l+ü1 ;· d(r1·cos1X+x) {h,,, = . - X • -- + - . + X • - -- l1 ii r 1 • cos IX - x l2 0 
r 1 · cos IX + x 

Durch zweimalige Anwendung der teilweisen Integration: (Bd, I, S. 105) folgt leicht

1 +ü l, 
2 g1 m = l 1 · 1 - x · In ( 1\ • cos IX - x) - ( r 1 · cos IX - x) • ln ( r 1 · cos IX- x) J

1 u + (r1 • cos x - x)J

1 + Ü l" + l 1 • [+ x · ln (r 1 • cos a + x) - ( r 1 • cos IX + x) · In (r 1 · cos IX + x) 
2 0 + (r1 • COSiX + x)] 

odor nach Einsetzung der Grenzwerte von x 

l+ü2 glrn. = -z-1 • [- Z1 • In (r1. COSiX - Z1) - (r1. COSIX - l1). (ln(r1. COSIX - Z1) - 1) 
1 + r1. COSIX. (ln r1. COSIX - 1)1 

1 + ü + z
2

1
• [+ Z2 • In (r1 • cos« + Z2) - (r1 • COSIX + Z2) • (In (r1 • cos« + Z2) - 1)

+ r1. COSiX. (In r1. COSIX - 1)1 . 
Durch Auflösen der kleinen Klammern und Anwenden des Logarithmensatzes

a 
Joga - Iogb = log b 

ergibt sieb weiter ,
.. 11 1 ( l l2 )2 g1 "' = ( l 1- 'll,1) • r 1 • cos a · l · n + _ · ~ r1 • coscx

Nun ist nach früherem

1 ( Z1 ) ]-In 1- -- 
Z1 r 1 • cos a . 

l2 = r 1 • cos ex · u 2, l1 = r 2 • cos ex · u1 ,

worin u1 und u2 die unterste für die betreffende Zähnezahl mögliche
Übersetzung ist (Fig. 188), während ü1 und ü2 die tatsächlich vorhandene
Übersetzung darstellen. Damit wird schließlich

l ( r
2 

) j ln l - · u 
g = (l + ü1). ln Q_ +_u22_ rl.__ 1

_ • 
Im 2 u r 

2 _!_.u 
r I 1

(189) 

Ein entsprechender Ausdruck folgt für g2m. 
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Die zusammenarbeitenden Zähne bewegen sich in zwei zueinander
senkrechten Richtungen, und sinngemäß ergibt die Formel (42) die zur
Überwindung der Reibung in Richtung der Zahnhöhe erforderliche Kraft

µ·N P---- 
' - VI+(%)'

und die zur Überwindung der Reibung in der Breite des Zahnes erforder
liche

Der um den Winkel ; - cX gegen die Zeichenebene der Fig. 209

geneigte Zahndruck N zerlegt sich nun am Rade 1 in die Seitenkraft
N · cosy1, die nur Druck in Richtung der Radachse hervorruft, und
die Seitenkraft N · siny1, die das Drehmoment liefert

M 1 = N · sin y 1 · r 1 · cos cX • 

Entsprechend zerfällt P q in eine Seitenkraft P q • sin y 1, die entgegen -
gesetzt zu dem Achsdruck N · cosy1 gerichtet ist, und die in der Rich
tung von N • sin y, verlaufende Pq • cosy1. Ferner liefert die Summe
aller Pg nach der bereits mehrfach benutzten Überlegung das Gesamt
drehmoment

Mr g = P g • 2 r · COS c'.X • 

Bezeichnet wieder rz den Halbmesser der Radachse im Lager und
r8 den mittleren Halbmesser des Spurringes, so ergibt sich der Wir
k~ n g s g r ad aus
1 1 . .- = 1 + -. · [ P_q1 • 2 r1 • oosx + Pq1 • Slll?'i • r1 • smoc

1J M1 + p,1 • (N • sin ?'1 + Pq1 • cos?11) • r21+ ft1 · (N · cos y1 - Pq1 • sin y1) • 1·811 

_L _!_ · [P · 2 r · cos cX -!- P · sin ?' · r · sin IX 1- M g2 2 • g2 2 2
2 + /,li • (N · siny2 + Pq2 • cosy2) • rz2 + µ1 • (N · cosy2 - Pg2 • siny2) • rd. 

Durch Einsetzen der Werte von M, P0, Pq folgt dann

_!_ = J + 2 · /t · cotg a • 1 1
_ + J ] 

17 
lsin?11•V1+(q1)

2
siny2• 1+(-q2-)2

glm g2m 
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(190) 

Belspiol 120. Anzugeben ist die Verzahnung und ihr Wirkungsgrad für ein
sich rechtwinklig kreuzendes Schraubenrädergetriebe von der Übersetzung ü1 =2: 1, 
in das bei n1 = 165 Umdrehungen in der Minute M1 = 350 cmkg eingeleitet werden.

Es werde gewählt z1 = 26 bzw. 22 Zähne, ferner sei der Halbmesser r1 = ] 2 cm
durch die Verhältnisse gegeben.

Aus der zweiten Gleichung ( 179) folgt dann
m 2 r1 2 · 12 2 · 12. = = = 0,923 bzw. 2-2- = 1,091 .smy1 z1 26

Man erhält weiter die Umfangsgeschwindigkeit im Teilkreis

v = JT • O,l2 · 165 =-= 2,07 m/sk
30

und entnimmt nun der Kurve b der Fig. 195 die gewöhnlich für Gußeisen m
lässige Belastung c = 23 kg/cm2• Damit wird das Drehmoment

M = ( c · b · ni · n) · siny1 · ( Zi • __ m -) · sinx .1 3 2 Slfi)'1

Wählt man also b = 5,0 cm und sin« = 0,944, so wird
1 / 350 · 3 · 2 ---

rn = V 23 · 5,0 · --;---: 26 · 0,94f = 0•485 ('..) 0,5 cm.

Für die Zähnezahl 22 werde der Einfachheit halber derselbe Wert von m ge
nommen statt 0,528.

Hieraus ergibt sich
_ 0,50 _ O r::: sin 1· 1 0,923 - ,~)42

also

und

Damit wird

und

bzw.

)'2 --= 90

0,50To9l - 0,449 ,
' 

?'i = 32° 50' bzw. 26° 40'

tgyl. = 0,645 bzw. 0,502.

?'1 · 57 ° LO' bzw. 63 ° 20'

sin1,2 = 0,840 bzw. 0,894 ,
1gy2 = 1,550 bzw. 1,991.

Die Formel (186) ergibt dann
r - 12 • 2 • 0•542 = 15,49 cm2 0,840

bzw.
12 • 2 • 0,449 = 12 06 cm.

0,894 '
Man pflegt die Räder gleich groß zu machen, wählt ~lso die zweite Ausführung
mit z1 = 22 Zähnen. Dafür ergeben sich die Radbreiten

b1 = b • siny = 5 · 0,442 c-o 2,2 cm,
b2 5 · 0,894 = 4,5 cm. 
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Für hl( = 0,7 · m ergibt nun die Formel (162) die untersten zulässigen Über-
setzungen

V
/1 ~ 0,7~(0,7-)2 

44 44 _ J _ 0 9l'. I
0 

,..,1) ,,25 · 0,] 095 .

und es wird
1/

l + 0,7 _ (0,7)2 
2J -i 22_ -1

0,25 · 0,1095 0,484,

r2 . r1 
• 1t1 = 0,2625, · U2 - 0,4815.

r1 r2
Damit liefert die Gleichung (189) das mittlere spezifische Gleiten in der Höhen
richtung des Zahnes

(1 + 2) ( log 1,484 log 0,7375 )
glrn = 2 . 0,4343 • 0,484 - 0,4343 • 0,2625

= (1 + 0,5)_ . (log 1,261 _ log 0,518~)= 1 674g2 m 2 • 0,4343 0,261 0,4815 ' ' 
also wegen der niedrigen Zähnezahl sehr hoch.

Für das spezifische Gleiten in der Querrichtung erhält man
ql = 1 + 0,5022 = 1,252 , 
q2 = 1 + 1,9912 = 4,97.

3,042,

Damit folgt

VI + ( q.!_ r = 1,080 ,
glrn 

Mit
V 1 + ( g~;) 2 = 1,852 •

1/ 1 + ( q2 )2 = 3,133,
V r'2m 

· µ = 0,04,
rzl = 9 cm,
r81 = 10 cm,

ergibt sich schließlich aus Formel (190) 

l ( 1 1 )~ = l + 0,04 . 2 . 0,:35. 0,449 · 1,080 -1- 0,894 · :l,133

~~) 1 

!'1 = 0,02
rz2 = 2,5 cm,
r.,2 = 3,0 cm

bei ziemlich ungünstigen Verhältnissen

0,04 [ 0,02 ( 9
-1- 1~852. l -1- 0,944. , 12 · 0,502

+ ~04 . [ 1 + 0,02 . ( 2,5 3,0 ) 1 

1,055 . 0,944 12,06 · 1,991 - 12,06 .
0,02 ( 9 2,5 1 o · a )

t- o,944 . \ 12 + 12,06 + J 2 · 0~502 + 12,06 · 1,99'.C '
l = 1 + 0,0705 -1 0,02] 9 + 0,0378 + 0,0369 =- J, 167 ,

also
Y/ 

17 = 0,857.
Man bemerkt auch hier, wie die Bewegung nach zwei zueinander senkrechten

Richtungen die Nachteile der Reibung in bezug auf den Wirkungsgrad, nicht auf
die Abnutzung, verringert.
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Hyporboloidräd er 161), die denselben Zweck haben wie Schrauben
rädcr, werden in der Maschinentechnik nicht benutzt.

13. Die Schrauben. 
Wird eine schmale, als schiefe Ebene mit dem Neigungswinkel cX zu

denkende rechteckige Leiste um einen zur Bezugsebene senkrecht
stehenden Kreiszylin
der herum.gelegt, so
entsteht die flach
gängige Schraube
(Fig. 210), die gewöhn
lich als Bewegungs
schranbe angewendet
wird.

Die Entfernung l1'ig. 210. 
zweier glcichgelegener
Punkte auf derselben Mantelgeraden fat die Ganghöhe h der Schraube.
Die auf einen Schraubengang kommende Länge der schiefen Ebene ist,
wenn r den mittleren Halbmesser der Schraube bezeichnet, als Projek
tion auf die zur Schraubenachse senkrechte Ebene l = 2:rr · r. Damit
erhält man den Steigungswinkel der Schraube aus

h 
tg cX = 2 n . ;; . ( 191) 

Wird eine flachgängige Schraube
mit der Kraft Q in Richtung ihrer Achse
belastet, so erfährt bei guter Ausfüh
rung jedes kleine Flächenteilchen d F 
des Ganges von der Mutter den Gegen
druck d N, der um den Steigungs
winkel cX gegen die durch dF parallel
zur Schraubenachse gezogene Mantel
gerade geneigt ist. In die Fläche d.F 
fällt die der Bewegung entgegengerich
teto Reibungskraft f,l • d N (Fig. 211).
Beide Kräfte setzen sich zu der Mittel
kraft tl W zusammen, deren Neigung
gegen die Mantellinie beim Heben der
Last cX + Q ist.

Die Gleichgewichtsbedingung für
die in Richtung der Achse wirkenden
Kräfte ergibt
Q = f ll W · cos ( cX + e) = cos ( cX + e) • W, 
worin W die gesamte Kraft angibt,
die auf alle in der Mutter befindlichen Gänge wirkt.

Fig. 211.

161) rl'cssari, Toriuo Anat.i de] R. Museo industr. 1871.
Stephan, Technische Mechanik. ll. 13 
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Die Gleichgewichtsbedingung für die Drehmomente lautet ent
sprechend

M = J fl W · sin ( ex + Q) • r - r • sin (ex + e) · W . 

Wird diese Gleichung durch die erste dividiert, so folgt

M 
Q- = r • tg (ex -1 e) • (192 a) 

Man kann nun nach S. 36 auflösen

tgex + tgQ tg (ex + Q) = l - tg ex • t,g Q 

h und hierin einsetzen tge = /f, und nach Formel (191) tgex =
2n. r 

Man erhält dann das zum Anziehen der Schraube nötige Drehmoment

h 
2 + /1, n. r 

M=Q·r·---h 
1 - 1" · 2~ · r 

Erfolgt die Bewegung der Schraube in umgekehrter Richtung, so
daß die Last sich senkt, so kehrt sich die Richtung von µ • dN um
und W verschiebt sich um den Reibungswinkel (! nach der anderen
Seite von N. Es ändert sich also nur das Vorzeichen von (! bzw. tge, 
und das zum Lösen der Schraube erforderliche Drehmoment ist dem
nach

(192 b) 

h 
2n-•; - /l 

M1 = Q · r · tg(ex - e) = Q · r • --- (193) h 
1+w2.rr•r

Da, wie auch die Fig. 211 andeutet, meistens f2 > cx ist, so ist dann
das Vorzeichen von M1 negativ, d. h. es hat die entgegengesetzte Rich
tung wie das zum Anziehen erforderliche Moment M. Die Schraube
ist also selbstsperrend. Die Sicherheit 6 der Selbstsperrung bestimmt
sich aus der Forderung, daß bei Anwachsen der Steigung auf das 6 fache
M1 = 0 wird. Man erhält so aus Formel (193) 

6 = Q =µ·2.rr·r. 
cx h 

(194)

Läßt man die Reibung außer acht, so fällt in Formel (192 b) /l fort
und es wird

h In --::Q•r· . 0 2JT · r 
(195)
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Damit ergibt sich der Wirkungsgrad des Schraubengewindes
h 1- u.- 

' 2nr 

1 
2:rrr +µ- h 

11, 
M0 tgLX 
M tg(<X -1- u) (196) 

Hierzu tritt noch der Wirkungsgrad des Spurzapfens vom äußeren
Halbmesser r2 und dem der inneren Aussparung r3 bei der Reibungs
ziffer ;11 gemäß Formel (65):

Q· h 
2:rr l

h l ( r3) Q . 2n -1 2 ! l,1 • Q . r 2 • .l -1- r 2

Belsptel .l2J. Anzugeben ist der Wirkungsgrad einer flachgängigen Schraube
vorn äußeren Gowindedurchmceser d - .LO cm, dem Kerndurchmesser d1 = 8 cm,
der Ganghöhe h - ;/:'', dem Spurzapfondurchmcescr d2 = 7,G cm, ferner die Sicher
heit, mit der noch Selbstsperrung besteht.

Der mittlere Gewindedurchmesser ist
2r = ½ · (d + d1) = l · (10 + 8) = 9 cm,

die Steigung beträgt
h = ¾ · 2,54 = 1,905 cm.

Damit wird nach Formel (196) mit der Reibungsziffer ,11, = 0,08 für die gut ge-
schmierte Stahlschraube in einer Bronzemutter ·

l _ 0,08 · 1,905
J[. 9 

111 = 0,08 . JT • 9
l+--- -1,905

0,9946 = O 455
2,188 '

und nach Formol (197), wenn man ,111 - 0,05 bei absatzweisem Betrieb schätzt,

1 1 
l/2 = 7,5 = [309 = 0,764 •

l + JT • 0•05 . 2 · 1,905

Somit ergibt sich der Gesamtwirkungsgrad zu
1/ = 0,455. 0,764 = 0,348.

Das zum Bewegen der Schraube unter der Last Q = 1 t erforderliche Dreh
moment ist nach Formel (195)

M _ M0 = 1000 · l,90~ = 865 cmkg.
17 2 JT • 0,348

Die Sicherheit der Selbstsperrung beträgt nach Formel (194)

6 -= 0,08 . :rr: • 9 = 1 188.
1,905 '

Dabei berücksichtigt man die Vergrößerung der Sicherheit durch die Spurzapfcn
reibung nicht, um bei besonders guten Schmierungs- und Reibungsverhältnissen,
die die Reibungsziffer der Schraube heruntersetzen können, nicht sogleich aus
dem Sicherheitsgebiet herauszukommen.

13*
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Wird die Schraube zweigängig ausgeführt, also mit h - 2 · 1,905 cm bei sonst
unveränderten Verhältnissen, so wird der Wirkungsgrad

1 - 2 · 0,0054 0,9892
?7I = 1 +} · 1,188 1,594 °·621

'

1
'l/2 = l + ½ . 0,309 ' - 0,866 '

also der Gesamtwirkungsgrad

17 = 0,621 · 0,866 -= 0,539 .
Die Anordnung ist, da 17 < ½, nicht mehr selbstsperrend.

Das zum Bewegen der Schraube unter der Last Q - l t nötige Drehmomont .
beträgt jetzt

M·:-::: 1000 · 2 · 1,905 -= 1124 , l
· 2 n · 0,539 cm cg.

Bei der dreigängigen Schraube von sonst gleichen Abmessungen ergibt sich
. entsprechend

0,9838
?Ji - J ,396 0,705, 1 

1,103
0,907,

also

und
r; = 0,705 · 0,907 = 0,640

M = 1000 · 3 · 1,905 = 1421 l a 
2 JT • 0,640 cm <.0• 

Mit der Verbesserung des Wirkungsgrades durch die Vergrößerung der Steigung
erhöht sich auch das zum Antrieb erforderliche Drehmoment, so daß man bei
Handantrieb oft den kleineren Wirkungsgrad vorzieht, der noch den Vorteil der
Selbstsperrung bietet.

Beispiel 122. Zu untersuchen ist die Weston-Senksperrbremse w2) der ]rig. 212
für den Fall, daß die Reibungsziffern sich ändern.

Die Last des Kranes übt auf das Zahnrad A vom Halbmesser r0 die Um
fangskraft PO aus und sie bewegt das Zahnrad soweit; daß es auf der Schraube
vom mittleren Halbmesser r gegen das lose auf der Welle vom Halbmesser r1

sitzende Sperrad B mit der Kraft Q ge
drückt wird. Dieselbe Gegenkraft übt
die auf der Welle festsitzende Gegen
scheibe O auf die andere Seite des Sperr
rades vom Halbmesser r 4 aus, dessen
Sperrklinke beim Heben der Last über
die Zähne weggleitet.

In dem Getriebe wirken also fol
gende Drehmomente:
der Last]22t

~~-WZ$3'~~~~W77'ZZZZ0' 

~ 

1j 

B 
Fig. 212.

102) Bergmann, D. p. J. 1911,

Mo - Po. ro' 
der Schraubenreibung

M 1 = Q · r · tg ( zx -1-- (.!) -= Q · lc1 , 
der Mutterreibung, das bei gut einge
laufenen Flächen den Wert bat

M2 -! ·112·Q·r2•(1+ ;:)--=Q·lc2, 
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der Reibung an der Gegenscheibe

M 3 ! · ! 13 • Q · r 3 • ( l !- ;: ) = Q · lc3 ,

der Traglagerreibung
Mil = 111. Po. r1 '-= Po. k1'

des Antricbsuiotors M, 

worin die Werte lc vorübergehend als Abkürzungen der längeren Ausdrücke
gesetzt sü1d.

Es gilt nun bei der Aufwärtsbewegung der Last für das Zahnrad A:
M0 = M1 -! M2 Q · (lc1 + lc2), 

für das Sperrad B:
M2 = M,1, also /c2 =--- lc3,

für die Wolle:

Durch Zusammennehmen der drei Gleichungen ergibt sich

M = M0 + M4 = M0 • ( 1 + :: ) . 
d. h. die Anordnung schließt sich beim Aufwinden der Last zu einer starren
Kupplung zusammen.

Bei gleicher Reibungsziffer ,112 = 113 und gleichem inneren Halbmesser r1
müssen nach der zweiten Gleichung die äußeren Halbmesser der beiden Druck
scheiben einander gleich sein, r 2 = r 3 •

Hört das Antriebsmoment M auf zu wirken, so dreht das Lastmoment M0 
die Welle rückwärts, bis sich die Sperrklinke mit der Umfangskraft

P- Mo - p . ro 
- - 0 

r4 r4 

gegen das Sperrad B legt. Die Welle wird jetzt belastet durch die beiden Kräfte
PO und P, die nach Größe und Richtung zusammenzusetzen sind. Der Fehler
ist klein, wenn allgemein damit gerechnet wird, daß beide Kräfte entweder die
selbe oder die entgegengesetzte Richtung haben. Die Kraft, mit der das Sperr
rad von beiden Seiten gefaßt wird, ist nach der ersten der obigen Gleichungen

Q= Mo 
7c1 + lc2 

sie ist also wesentlich von den Reibungsziffern der Schraube und der Druck
flächen abhängig.

Soll die Last gesenkt werden, so ist ein Drehmoment M', das entgegengesetzt
zu M gerichtet ist, vom Antriebsmotor aufzuwenden. Dabei dreht sich die Schraube
in dem Rad A zurück mit dem widerstehenden Moment M; = Q • r · (tg f2 - o:), 
das ebenfalls entgegengesetzt zu M1 gerichtet ist. Es gilt also für den ersten
Augenblick des Andrehens

am Zahnrad A:
M0-= M; + M2 ::..; Q · (lc{ + lc2),

am Sperrad ß:
M2 + M3 :......= P · r4 = M0, 

an der Welle:

M' ...c:: M; + M3 + M~ = Q · (lci + lc2) + M0 • lc4 • ( l ± 1
).. ro r4 
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Hieraus folgt durch die gleiche Rechnung wie oben für das Drehmoment
des Motors bei Beginn des Lastsenkens

M' = 2M3 + M; = M0 • /.-,-.!-~1 lc4 • ( l ::l _rl ) 1 ,c1 j- ,c2 r0 4

oder, da 7c3 = lc2 ist, nach Einsetzen der Werte der 1c 

M' - M · [ 
2 + ,, · r · ( J- o 2 . r . tg ( IX + e) ' i i r o. -- +1

/12 • r2 • ( 1 + ;: ) 
Istetwa r1 = 4 cm, r = 4,4 cm, r0 = 9,6 cm, r2 = r3 = 15,0 cm, r1 =- 16,2 cm,

h = l,6 cm, also
1,6tg IX = 8 8 . = 0,0579 ,
' :n: 

(X 00 3° 21 ' 

M0 = 1500 cmkg, ,1t1 = 0,03--:-0,10, 11 = /t2 = /ta = 0,06: 0,16,
also (} c-o 3° 25'--:-9° 5', so wird bei den niedrigsten Werten der Reibungsziffern

M; = 1500 · [-2. 4,4. 0~1186 - + 0,03 . 4. (/6 :1_ 1:,2) 1 

0,06 · 15 · 1,267 !- l. 
= 1500 · (1,044 + 0,020)+ 0,005

je nach der Richtung des Spcrrklinkendruckes. Damit wird mit dem größten
· Wert des Lagerdruckes

M' = 1570 cmkg.
Bei den höchsten Werten der Reibungsziffern ergibt sich entsprechend mit e -j ex 
= 12° 26'

M~ = 1500 · (1,222 + 0,067) =- IH34 cmkg.
Der günstigste Fall wäre hiernach der, daß die Reibungsziffer am Sperrad und
in den Lagern klein ist, dagegen an der Schraube groß. Rechnet man mit 112 = 113 = 0,06, /t = 0,10, µ1 = 0,03, was praktisch leicht erreichbar ist, so wird mit

,(} = 5° 42'

Mt = 1500 · [2. 4,4. :,159 - + 0,03 · 4 · 0,166·1

0,06 · 15 · 1,267 + l
= 1500 · (0,898 + 0,020) = 1376 cmkg.

Dieses Drehmoment M1 löst nun die Verbindung, so daß die Last frei her
untergeht. Dabei eilt sie der augenblicklich entlasteten Welle vor und schraubt
so das Zahnrad A wieder gegen das Sperrad. Das Lösen und Wiederauffangen

der Last erfolgt nun um so mehr
ruckweise, je größer die Widerstands
kräfte, also die Reibungsziffern am
Sperrad sind und je mehr die Momente
an der Schraube bei Hin- und Her
drchung sich unterscheiden. Letztere
werden gleich für e =IX, also im vor
liegenden Fall auch bei niedrigster
Reibungsziffer, <\, h. bester Schmie
rung der Schraube. Man schmiert
deshalb die Vorrichtung so gut wie

Fig. 213. irgondmöglich und hält dio Druck-
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kraft Q dadurch klein, daß man das Sperrad Rund die Mutterscheibe in mehrere
Lamellen zerlegt.

Boi einer ½erlogung in i Lamellen nach Fig. 213 wird lc2 =- (2 i - 1) • lc3 und
man erhält so 

M' - M · 1 

2 -1 lc0 • ( l J: l ,) ! . 

o k1 -1 2i - 1 ro r4 i 
lc2

Unter sonst gleichen Verhältnissen wird mit.i = 2 bei den niedrigsten Reibungs
zifforn

M' = 1500 · (0,91:+ 3 + 0,020) = 796 cmkg.

Der Anpressungsdruck beträgt dann im Fall i = 1

Q = M0 1500 = 903 kg
lc1 + lc2 4,4 · 0,1186 + ½ · 0,06 · 15 · 1,267

und im Fall i = 2, wo lc2 um das (2 i - l)fache größer ist,
1500

Q = 0,522 + 3 · 1,140 = 381 kg.

Die Wirkung paßt sich in jeder Beziehung dem Lastmoment an.
Die häufigsten Mittelwerte der Reibungsziffern sind etwa 111 = 0,04, /l = 0,10,

112 = !'a = 0,08, und man wählt auf Grund praktischer Erfahrungen die Druck
flächen so groß, daß das Produkt aus dem Flächendruck p kg/cm2 und der Um
fangsgeschwindigkoit v m/sk der Scheiben etwa die Zahl 30 ergibt163).

Ist der Querschnitt der um den Zylinder nach Fig. 210 herum
gelegten Leiste ein gleichschenkliges Dreieck, so entsteht die scharf
gängig o Schraube, deren Kantenwinkel ß sei. Sie wird gewöhnlich
als Befestigungsschraube benutzt.
' Die in Richtung der Achse wirkende Belastung Q ruft in jedem in
der Mutter anliegenden Flächenteilchen rlF den Normaldruck dN her
vor, der einerseits um den Kanten
winkel ß nach innen geneigt ist und
andererseits um den Steigungswin
kel ex von der zur Achse parallelen
Mantelgeraden seitwärts abweicht
(Fig. 214). In den Punkten A1 und A2
ist dN zerlegt in seine Seitenkräfte
d.N' = d N · cosß und

d N" = d N · sin /J. 
Im Punkt B ist die zum Schrau

bengang senkrechte Kraft dN' in
ihre Seitenkräfte dN' · cos ex parallel Fig. 214.
zur Achse und d.N' · sin ex senkrecht
dazu zerlegt, ebenso die auf das Flächenteilchen wirkende Reibungs
kraft !"' • dN in die Seitenkräfte !"' • ttN · sin ex parallel zur Achse und
t,i • dN · cos ex senkrecht dazu.

Hi:1) Nach Ka m m o rcr, Bo,·grnan ll ,1. a,. 0.
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Hiernach ergibt die Gleichgewichtsbedingung für die Kräfte in Rich
tung der Schraubenachse für den ganzen Bereich der Mutter

Q = f (llN' · cos« - fl • d N ° sin a) 
- / (dN · cosß · cos x - /l · dN · sin a) ,
- (cos /1 · cos iX • p · FÜn iX) · N. 

Die Kräfte ll N" heben sich in der ganzen Mutter gegenseitig auf.
Es verbleiben noch senkrecht zur Achsenrichtung die bei "Punkt B ein
getragenen Kräfte dN' · sin x und /,l • dN · cos« mit dem Hebelarm r 
in bezug auf die Achse, so daß ihr Drehmoment beträgt

M ~ f r · (dN' · sin « + fl · <lN • cos e.)
= r · ( cos ß · sin iX + / i • cos a) · N . 

Durch Division der Gleichungen für M und Q erhält man

M cosß · sin cX + µ · cos«= r· 
Q cos ß · cos a - µ · sin iX 

und daraus nach Division mit cos x · cos/i
, fl 

tga + - - cosß 

1 - tg cX • __!!'_, 
cosß 

M=Q·r· (198) 

als Drehmoment für das Andrehen der Mutter unter der Belastung Q. 
Die Formel entspricht der (192), wenn man hier als Reibungsziffer

1-1,' = ,u ß einsetzt. Auch die folgenden Formeln erfahren nur die
cos

Änderung, daß die Reibungsziffer in der angegebenen Weise vergrößert
'wird.

Es ist für Whitworthgewinde

2ß = 55°,

für das metrische G ewinde

2ß ;___::,60°,

also 1
cosß = l,1274,

also l r: 

!' - J,lu47.cos o 

An die Stelle der Spurzapfenreibuug der Bewegungsschraube tritt
hier der Reibungswiderstand der Mutter auf der Unterlage. Sein Dreh
moment ic;;it nach Formel (64)

(199) 
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worin 2 r2 die Schlüsselweite darstellt. Damit ergibt sich

1 4 r2 = 1 + . JT, • f/2 • ,; 
17 2 :3 to 

1-(;J 
J -(;J (200) 

Beispiel 123. Für das Whitworthgewinde sind die zur Überwindung der
Gewinde- und Mutterreibung erforderlichen Drehmomente M.1 und M2 zu be
stimmen.

Anzuwenden sind dio Formeln (198) und (199).- Die Ausrechnung ergibt mit
ft = 0,16, also /J, fJ = 0,18 die folgende Zusammenstellung:

COSe 

Außen·
durchmesser d 

Zoll mm

!
t 
r, 
Ir
¾
i 

1
l¼ 
l¾:-
1~
111g. 
l¾ q
2 

2! 
2½ 
2:J; 
3 
3¼ 
3~- 

3.1 
4- 
4-}
4~-
4¾ 
5 

6,35
9,52

12,70
15,87
]9,05
22,22
25,40
28,57
31,75
34,92
38,10
41,27
44,45
47,62
50,80
57,15
63,50
69,85
76,20
82,55
88,90
95,25

101,60
107,95
114,30
120,65
127,00

1 

Kern-
durchmesser d.1 

mm 

1 4,72
7,49
9,99

12,92
15,80
18,61
21,33
23,93
27,10
29,50
32,68
34,77
37,94
40,40
43,57
49,02
55,37
60,55
66,90
72,57
78,92
84,40
90,75
96,63

102,98
108,82
115,17

Steigung h 

mm 

1,27
1,59
2,12
2,31
2,54
2,82
3,18
3,63
3,63
4,23
4,23
5,08
5,08
5,65
5,65
6,35
6,35
7,26
7,26
7,82
7,82
8,47
8,47
8,84
8,84
9,24
9,24

Schlüssel
weite D 

mm

M1
Q 

cm

13
19
23
27
33
36
40
45
50
54
58
63
67
72
76
85
94

103
112
121
130
138
147
156
165
174
183

0,071
0,103
0,138
0,168
0,200
0,231
0,263
0,297
0,326
0,360
0,389
0,427
0,456
0,490
0,519
0,584
0,642
0,708
0,765
0,828
0,886
0,950
1,011.
1,069
1,109
1,187
1,245

cm

0,078
0,116
0,143
0,164
0,205
0,231
0,258
0,280
0,323
0,350
0,380
0,411

0,440
0,471
0,500
0,560
0,622
0,682
0,747
0,801
0,866
0,925
0,990
1,048
1,095
1,170
1,234

Wenn man berücksichtigt, daß die genaue Berechnung der beiden Dreh
momente wenig Bedeutung hat, weil die gebräuchlichen Schrauben im allgemeinen
Abweichungen von 5 Einheiten der zweiten Dezimalstelle von den angegebenen
genauen Werten haben, die nur bei bester Herstellung auf 2 Einheiten der zweiten
Dezimalstelle zurückgehen, und weil derWert derReibungsziffer ebenfalls schwankt,
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so kann man sagen, daß die Hebelarme beider Drehmomente einander gleich und
zwar gleich 1~ des äußeren Gewindedurchmessers sind.

Für das in Deutschland normale Gasgewinde nach Whitworth erhält man
bei gleicher Reibungsziffer die folgende Zusammenstellung:

Innerer Äußerer Kern- jJf 
Rohrdurch- Gcwindcdurch- durchmesser s, Steigung h (J messer messer d 

Zoll mm mm rnm rm

t 13 11,3 1,34 0,132
J 16,5 14,8 1,34 0,163
} 20,5 18,2 1,82 0,204
.rt 23 20,7 1,82 0,2278 a 26,5 23,2 1,82 0,254,f 

l 33 30 2,31 0,322
l} 42 :39 2,31 0,404
l{ 48 45 2,31 0,458
l8 52 49 2,:n 0,4944 

2 59 56 2,31 0,558
21 70 67 2,31 0,6564- 
2½ 76 73 2,31 0,710
3 89 86 2,31. 0,827
3½ lOl,5 98,5 2,:11 0,940
4 114 111 2,31 l ,052

Auch hier kann man den Hebelarm M/Q des Gewindereibungsmomentes bis
zum einzölligen Gasrohr gleich dem äußeren Gewindedurchmesser setzen. Für
die größeren Nummern bis 2" ist der Hebelarm das 0,95facho des äußeren Ge
windedurchmessers, für die ganz starken Rohre das 0,93facbc.

Beispiel 124. Für das metrische Gewinde von Befestigungsschrauben lßil)
i,st der Hebelarm des Gewindereibungsmomentes zu bestimmen mit der Reibungs-
ziffer 11. = 0,16, also 1-i r, C'0 0, 185 .

' cos/f
Man erhält nach Formel (198) die folgende Zusammenstellung:

Äußerer I Kern- 1 Ganghöhe h Hebelarm
1 Jsemerkungon Durchmesser d durchmesser ä, M:Q

mm .mm mm cm

1 0,65 0,25 0,012
] ,4 0,98 0,3 0,016 Mechaniker-2 1,44 0,4 0,022 gewinde
2,6 ],97 0,45 0,028 (geändertes
3 2,31 0,5 0,033 Löwenherz-
4 3,0:3 0,7 0,044 gewinde)
5 3,89 0,8 0,054
6 4,61 1,0 0,065

!64) Deutsche Industrienormen 1918.
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.

Änßc,·e, 1 Korn· Ganghöhe h Hebelarm
Dm·<·hmossor d Durchmesser d1 M:Q Bemerkungen

mm mm mm cm
-=- --~-- ---- ---

8 6,26 l,25 0,086 1

10 7,92 1,5 0,L07
L2 9,57 J ,75 0,128
14- J l ,22 2 0,149
l6 13,22 2 0,167
20 J 6,5:3 2,5 0,209
24 19,83 3 0,251
30 25,14 !3,5 0,311
36 30,44 4 0,372 Maschinen-
42 35,75 4,5 0,432 baugewinde
48 4],05 5 0,492 (System
56 48,36 5,5 0,571 Inter-
64 55,67 6 0,650 national)
72 62,97 6,5 0,728
80 70,28 7 0,807
90 79,58 7,5 0,904

L00 88,89 8 1,010
110 98,89 8 1,095
120 107,50 9 1,196
130 117,50 9 1,289
]40 127,50 9 1,382
150 136,ll 10 1,481

Flir das Maschinenbaugewinde kann der Hebelarm genau genug zu
1
~ des äußeren

Gewindedurchmessers angesetzt werden, für das Mechanikergcwinde zu 0, 11 des
ii,u ßcrcn Durchmessers. Der Hebelarm der Mutterreibung entspricht dem des
Whitworthgewindes.

Beisplel 125. Die Wirkung der Gegenmutter
ist zu erörtern.

In vielen Fällen spannt die Hauptmutter den P 
Schraubenbolzen mit einer Kraft P an derart, daß
die Spannkraft von der Anlagefläche A der Fig. 21 '.)
an bis zum Ende der Hauptmutter auf den Wort 0 
stetig herabsinkt. Wird jetzt eine Gegenmutter auf
geschraubt, so legt sie sich -in der Fläche B mit der
Kraft P1 gegen die Hauptmutter, und die dadurch
erzeugte Spannkraft im Bolzen nimmt wieder von
B bis O stetig bis auf O ab. Der gesamte Spannkraft.
verlauf ist hiernach in die ]Tig. 215 eingetragen165).

Man sieht, daß jetzt erst die Gewindegänge der Haupt
mutter zwischen A und D anliegen, während die
zwischen D und .H befindlichen lose sind.

Die Gegenmutter entspannt also die Hauptmutter
derart, daß beide zusammen dieselbe Wirkung haben
wie die Hauptmutter allein. Sie ist demnach als
Schraubensicherung von recht mangelhafter Wirkung.

Wird sie so fest angezogen, daß P1 = P wird,
so entsteht die Spannkraftdarstellung der Fig. 21G.
Die Gegenmutter spannt den Bolzen allein mit der

NL: 1 1 1

p / 1 

1 
, 1 

Fig. 215.

{\1 
A B C 

Fig. 216.

1Hli) f-ieornann, U. p .. J. IHl8. 
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Kraft P an und die untere Mutter liegt jetzt als lose Scheibe darunter. Der Fall
wird meistens praktisch angewendet, indem man, etwa bei Lagerdeckeln u. dgl.,
die niedrigere Mutter zuerst aufschraubt, nur um genau die Stellung festzusetzen,
bis zu der das Gewinde angezogen werden soll, und dann das richtige Festziehen
durch die höhere Hauptmutter bewirkt.

Je nach dem Verwendungszweck als Schraubensicherung oder als Paßmuttcr
ist die niedrigere Mutter außen bzw. innen anzubringen.

14. Das Schneckenrad. 
Denkt man sich aus der genügend lang angenommenen Mutter einer

flachgängigen Schraube einen Streifen parallel zur Achse heraus
geschnitten und mit den Gewindegängen nach außen um die Stirnseite
eines Rades herumgelegt, so erhält man ein Schneckenrad. Der
Querschnitt der erzeugenden Leiste der zugehörigen Schraube, der
Schnecke, wird als Zahn einer Zahnstange ausgeführt, so daß das
bei der Schraube als Ganghöhe h bezeichnete Maß hier in die Teilung r
der Verzahnung übergeht, wenn die Schnecke eingängig ist. Bei zwei
gängigen Schnecken ist die Ganghöhe h = 2 r. Hat das Rad z Zähne
von der Teilung rund die Schnecke die Ganghöhe h = y · r, so dreht

sich das Rad bei einer Umdrehung der Schnecke um den y ten Teil
z 

seines Umfanges ; die Übersetzung beträgt also ü = y . 
z 

Die Schneckenwelle ist stets die antreibende und die Radwelle die
getriebene. Da das Rad zwischen den Gängen der sich drehenden
Schnecke als Zahnrad eingreift, so gelten dafür die Verzahnungsgesetze.
Verzahnungskurve ist ausschließlich die Evolvente, da die Zykloide in
den parallel zum Mittelschnitt durch den Eingriff geführten Schnitten
ungünstige Eirigriffsverhältnisse liefert166).

Zur Untersuchung des Eingriffes sind durch Schnecke und Rad
mehrere derartige Schnitte parallel zur Hauptebene des ganzen Getriebes

J 1.1- 3 2 1 

'-M 
.... "1 -~-

1' 2' J' ,,. j' 1 1- -y z -- 
11 1 Ji 1 : 

y 1 

Fig. 217.

zu legen (Fig. 217). Die Schnittkurven im Längssohnitt der Schnecke
werden am besten, wie bei Schnitt 2' angegeben, als Kreuzungspunkte

166) Ernst, Z. d. V. d. I. 1000.
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des betreffenden Schnittes mit beliebig auf der Zahnhöhe festgelegten
Schraubenlinien erhalten oder auch, indem man durch O einen Fahr
strahl logt, sein Endo nach dem Zahnkopf der Schnecke hinüberprojiziert
und auf der Achse von der durch H'G' bzw. HG gezogenen Geraden den
dem Bogen bis zum Fahrstrahl entsprechenden Anteil x der Steigung
aufträgt und den so erhaltenen Punkt mit dem ersten geradlinig ver
bindet. Für den hinteren Teil der den Radzahn umfassenden Schrauben
flanken sind die Schnitte in Fig. 217 an ihrem Platz gezeichnet. An
dem vorderen Schraubengang verdecken sie sich gegenseitig zum grö
ßeren Teil.

Für jeden dieser Schnitte sind in Fig. 218 die Zahnstangenverzah
nungen herausgezeichnet166). T; und T8 sind der Teilkreis des Rades
bzw. die Teilungsgerado der Schnecke, die sich in O berühren, KL ist
die Eingriffslinie der vorderen Flanken .PS bzw. TO, HJ diejenige der
hinteren Ii'lanlrcn QR bzw. UV. Um das Gleiten der Zähne aufeinander
zu veranschaulichen, sind die Zahnstangenflanken in gleiche Teile ge
teilt und die zugehörigen Teile der Radzahnflanken konstruiert worden .

. Für den Mittelschnitt O hat man die Evolventenverzahnung mit gerader
Eingriffslinie nach Fig. 187 zu zeichnen. Bei den anderen Schnitten
ist das Zahnstangenprofil aus Fig. 217 gegeben, und das dazugehörige
des Rades ist nach den allgemeinen Verzahnungsregeln (Fig. 182) zu
bestimmen.

Dazu ist die Richtung der Zahnstangenprofillote mit Genauigkeit
festzulegen, was für einen Punkt in Fig. 217 angegeben ist167). Das
Lot zu HG in einem beliebigen Punkt läßt sich ohne weiteres in der
rechten Figur fällen, es trifft die Fußbegrenzungsebene KG im Punkt L. 
Es ist jedoch gegen die Zeichenebene um den Steigungswinkel ?' der
betreffenden Schraubenlinie geneigt, der an die Achse der Schnecke
wo er sich in wahrer Größe zeigt, angetragen ist, indem dort zu der
Schraubenlinie ein Lot errichtet wird. Dieses Lot ist von der Achse
im Abstande y um z = y · tg ?' entfernt, welche Länge in die linke
Figur übertragen wird, wo sie den Zentriwinkel cp bestimmt. Jetzt
wird die durch L gehende Schraubenlinie von der Steigung der Schnecke
gezeichnet, von der die rechte Figur das Stück LM enthält. Um nun
das Lot im Punkt A1A2 anzugeben, wird an OA2 der Winkel cp angetragen.
Dann ist die ihm gegenüberliegende Seite des betreffenden Dreiecks
die Lotlänge in der linken Projektion. Ihr Endpunkt wird nach rechts
auf LM übertragen und damit ist auch dort das Lot im Fußpunkte A1
bestimmt.

Man ersieht aus den Fig. 218, daß die Zahnprofile sowohl der Schnecke
alR auch des Rades in den Seitenschnitten ganz eigentümliche Kurven
bilden, die besonders auf der rechten Seite der Schnecke, die sich aus
dem Rad herausdreht, stark von der Evolventenverzahnung des Mittel
sohuittos abweichen.

167) v. Gl i ns ki , ½. d. V. d. T. isos.
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Fig. 218. 
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Trägt man dio wagerechten Projektionen der verschiedenen Eingriff
strecken in die Grnndrißprojektion der Schnecke in der durch die
Schnockensteigung vorgeschriebenen Verschiebung gegeneinander ein
und überträgt die betreffenden Endpunkte in den Schneckenquerschnitt,
so ergibt sich das EiugrHfsfeld168) der Fig. 219. Der Deutlichkeit halber
ist allerdings nur die Eingriffsfläche des mittleren Schneckenzahnes in
die Querschnittprojektion übertragen worden. In Fig. 217 war neben
der gebräuchlichen seitlichen Abschrägung des Schneckenrades punktiert
auch die die Schnecke weiter umfassende zylindrische Begrenzung des
Rades angedeutet worden. Die Fig. 219 zeigt, daß dadurch das Ein -
griffsfeld nur unwesentlich vergrößert wird, und die beiden letzten
Figuren der Fig. 218 ergeben, daß die Ansätze das spezifische Gleiten
der Flanken ganz bedeutend erhöhen. Um dieses spezifische Gleiten
möglichst zu verringern, führt man die Schnecke so kurz aus, daß der

--:,2-:;~-'.".:-'t_+'.".:-j'~....,~~i--t~=--'~,-~--'~\i-±.~;;--';;\--i;:--'::\--~-1~--'~\--~-tt-=1:!-::-=-=....::=j-~-=-1
2 
1 
0 
1' 
2' 

H--"l.-\\?<r-\--+-°"'r-\\-~"---"'n--\----"'+-~==-?----J.-J'
-+t--~----l-t,,-~~~~~+'91__=_'\_--~,---.1-'--~--~r--1-f---=➔....-:::..-_-...L'\,-:c-:_'---_-r

Fig. 219.

letzte Teil des Eingriffsfeldes, wo es am größten ist, nicht mehr benutzt
wird. Außerdem entspricht der Verlängerung des Eingriffes eine Ver
ringerung der Eingriffstiefe und umgekehrt. Die Verhältnisse ver
schlechtern sich, je größer der Steigungswinkel ?' der Schraube ist,
wenn nicht gleichzeitig der Verzahnungswinkel ex verkleinert wird. Die
kleinste Zähnezahl des Rades bei a = 75 ° und h1<. = 0,3 · 1: :ist z = 28.

Zu beachten ist noch bei der Aufzeichnung des Eingriffsfeldes, daß
die Eingriffstrecke der Verzahnung mindestens da aufhören muß, wo
sie von dem aus dem Radmittelpunkt geschlagenen Kreis tangiert
wird 169). Darüber hinaus- ist ja nach den Darlegungen S. 157 ein rich
tiger Eingriff nicht mehr möglich, und in der Nähe dieses Punktes ist
das spezifische Gleiten bereits unzulässig groß. Man hat, insbesondere
bei mehrgängigen Schnecken, hiernach den vorderen Teil des Eingriffs
feldes entsprechend zu kürzen, wie auch die Fig. 219 angibt, wo die
vordere Abrundung weggeschnitten ist. Es muß dies durch Verringe
rung der Kopfhöhe der Schnecke geschehen oder besser durch Ver
kleinerung des Verzahnungswinkels IX. Das gewählte Zeichnungsbeispiel
ist also wenig vorteilhaft.

Ist M2 das Drehmoment des Schneckenrades vom Halbmesser R, 
so kann man die um den Schneckenhalbmesser r von der Scbnecken-

1H8) 8tri boc k, 1/,. <I. V. d. T. 1897/98; Ernst, a. a. 0.
1110) Knll, D. p. ,J. 190G.
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achse nach dem Rad hin verschobene axiale Kraft Q, die also im
Punkt O der Fig. 217 angreift, ermitteln aus der Gleichung

M2=Q·R. 
Die in O zwischen dem Schnecken- und dem Radprofil wirkende Kraft N 
ist nun gegen die Mittelachse der Schnecke um den Steigungswinkel y 

geneigt und senkrecht dazu um den Zahnstangenwinkel;- 1X (Fig. 220).
Man erhält so gemäß Formel (49) in Bd. I

N2 = Q2 • (1 + tg2 y + cotg21X). (201)

Q·cotga, 

Fig. 220.

Bezeichnet ferner
2n ·r· n1

V1 = 60 • COS?'

die Geschwindigkeit des Schneckenpunk
tes O und

2n · R · n2 • h v= -·sma•2 60 l 
diejenige des Radpunktes 0, in der Richtung der Zahnhöhe h, wobei l 
die mittlere Länge der Eingriffstrecke angibt, so gilt nach Formel (42) 
als widerstehende Kraft in Richtung der Schneckenbewegung

_ µ·N _ µ·N 
P1 ---::====- - - - VI+ ( ;: )' VI + ( : · ü1 • cos y • } sin « )' 

und entsprechend als diejenige in Richtung der Radbewegung
µ·N µ·N 

P, = VI+(::( VI+(~· ü, · h !:sy · s;;,«)'
In die Berechnung ist also an Stelle von µ einzusetzen für das Rad

----- µ_ µ,,- - --- 

V ( r h · ü )21 + - . __ 2' 
R h cosv-sinc 

und für die Schnecke

µ,=VI+ ( ! -/}c~sy-:-sin«f'
Der Einfachheit halber ist hier nicht mit den an jedem Punkt

des Eingriffsfeldes anders geneigten Teilkräften d N gerechnet worden,
sondern bereits mit ihrem Mittelwert N, dessen Lage und Richtung
die oben angegebene ist. Der gemachte Fehler ist jedenfalls unbe
deutend.
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Da nun, wie die Fig. 218 zeigen, die Eingrifflinien im allgemeinen
nicht sehr von Geraden abweichen, so kann ohne großen Fehler für die
Berechnung der Zahnreibung des Rades die für die Evolventenver
zahnung gültige Rechnung benutzt werden. Man erhält als Raddreh
moment

M2--Q·R= y1
N·R 

1- Lg2?' + cotg cx2 

und als Reibungsmoment gemäß der Herleitung von Formel (171)

M 2 r = µ • N · COS CX (2 R - ½ R1 ' U2 + ½ R • Ui), 

worin u1 der füg. 188 zu entnehmen ist. Für die Zahnstange ist R1 = CX)

und u2 = 0, so daß das Produkt in unbestimmter Form auftritt, die
2 · h1{ hier den Wert 1 annimmt.(½ cos (X )2 

Unbestimmte Formen. Wenn zwei verschiedene Funktionen derselben Ver
änderlichen x, etwa f 1 (x) und f 2(x) für einen bestimmten Wert von x, etwa a 
ergeben f1(a) = 0 und f2(a) = oo, so ist ihr Produkt der Betrag, dem sich
f1(a + <5) • f2(a + ä) bei immer kleiner werdendem r5 mehr und mehr nähert

Da nun f1(a) = 0 ist und ebenso / 1( ) = 0, so kann das Produkt auch geschrieben
werden 2 a 

f1(a + c:5) - f1(a) 
1 1

f2(a +0 - f2(a) 
Bei verschwindend kleinem ä ist nun der Zähler das Differential d f 1 (x) für x = a 

und ebenso der Nenner das Differential <:l f 1 für x = a. 
2(x) 

In dem besonderen Fall x = a, bei dem die gegebenen beiden Funktionen
den Wert O bzw. CX) annehmen, sind somit die sonst verschiedenen Ausdrücke
auf beiden Seiten der Gleichung

f1(a + b) 
1 : /2(a + b) 

df1(a) 
1

<l f2(a) 

einander gleich, woraus derwahre Wert bestimmt werden kann. Hat der Quotient
der ersten Differentiale wieder einen unbestimmten Wert, so ist noch einmal zu
differentiieren. o CX)

In entsprechender Weise berechnet man auch Ausdrücke wie O oder CX) •

Im vorliegenden Fall ist nach Formol (1G2) mit Benutzung der Beziehung
111,. Z1 -= 2 R1

(202)

also nach Bd. l, S. l OG
1 _ . (- 2 hn _ 4 h'1 • 2 )

(½ COS<X)2 R/ __ }(1_R_i __ 
1 . V (½ costX)2 + 2 h;c1 + (2 h~0)

2 

½ COS!X R1 R, 
S t e p h a n , Technische Mechanik. II. 14 
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Ferner ist ebenso zu bestimmen (Bd. I, S. 105)

1
dR 

1

dR1 

1
R2 . 

1 

Die Division beider Ausdrücke ergibt für R1 = 00 

1
1 • (+ 2hn + 0) 
2 cos«

U2. R1 =
jl(½ cosrx)2 + 0 + 0

2 h,0 
(½ COS!X)2 •

Man erhält so
M2r \ h1(1 'u1J i/M

2 
== µr · cos« · _2 - R : 0 coscx)2 + 2 · vl -~ tg2y + cotg2cx 

l h J(_ u 1 V tg 2 y - - 
= µr • cotg ex· 2 - R1

: (½coscx)2 + 2
1
1 · 1 + 1 -. (203a). + cotg21X 

Die Seitenkraft Q • tg y drückt den Bund der Radwelle an das Lager
und ruft dort Spurkranzreibung hervor vom Drehmoment (Formel 65) 

M; = ! 1,; · Q · tgy · r, · ( 1 -1 ::).

Damit wird
M; 
M2

1 , r 2 ( 1 r 1 ) tg )'- •µ,. . --1- ·--- -- 
2 ·

2 

R r2 VI + ti2y + cotg2cx ' (203b)

worin r1 den Wellenhalbmesser und r2 den Außenhalbmesser des Spur
ringes bedeutet.

Entsprechend belastet die Seitenkraft Q · sin o: die Traglager, und
das Drehmoment der dort entstehenden Reibung ist nach Formel (57)

M" II Q 
2 = f,l'l. • -Sill~ • r.I ' 

a.lso MIi µ" 
2 = _2 , rl 

M2 sin« R · (20:~ C) 

Für die mit der Kraft Q belastete Schnecke ergibt Formel 198 das
Drehmoment einschließlich der Schneckcnreibung zu

t ' -f- /ls 
ß? sin « 

M1r = Q. r. 
I --~·tgy sin x

also, wenn durch M1 = Q · r · tg ?' dividiert wird

1 + fls • cotgy sm e; 1
'Y/1 I µ8 • t

- sin x gy 
(204a)
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Dio in Richtung der Schneckenachse wirkende Kraft Q belastet das
Drucklager, das bei neueren Ausführungen stets ein Kugellager ist. Zu
dem Drehmoment M1r tritt somit gemäß Formel (llO)

.. M~ - 0,00067 · Q · r3 , 
ro 

worin r3 den Halbmesser des Kugellaufringes und r0 den der einzelnen

Kugeln angibt. Zn dem obigen Betrag von 1 addiert sich also noch
'Y/1 

M~ = 0 00067 . r3 cotg ex 
M1 ' r0 r 

(204 b)

Die beiden Traglager der
Schneckenwelle werden belastet
durch die senkrecht aufeinander
stehenden Seitenkräfte des Rad
druckes N Q · tg ?' und Q · cotg ex , 
ferner muß das noch in die Ebene
von Q · cotgcx fallende Drehmo
ment Q · r aufgenommen werden
durch den Lagerdruck P am
Hebelarm l, dem Abstand der
beiden Traglagermittcn (Fig. 221).
Traglagers ist demnach

Q ·V(} ·tgr)' + (!- · ootg « +; )' 

iQ·cotga, JQ·colga 

Fjg, 221. 

Die Gesamtbelastung des emen

und die des anderen

Damit ergibt sich als dritter Addend

~;= ,:;,.-t~"' -1 -v tg'y + ( cotg « + 2;r + vtg'y + ( cotg x _
2
; rl · (204 c)

Wird die Schneckenwelle, wie es häufig geschieht, mit Tragkugel
lagern versehen, so ergibt Formel (107)

M~' 0,000815 r4 1 V. ( 2r)2 V ( 2i)2
-1 M1 = 2-;. tgcx . r;, . tg2?, + cotgcx + l + tg2y + cotgcx - -l- ' 

worin r 4 den Halbmesser des Laufringes der Kugeln vom Halbmesser r~ 
bedeutet.

Beispiel 126. Anzugeben ist der Wirkungsgrad eines Schneckengetriebes
von der Teilung c = l" bei dom Verzahnungswinkel iX = 75 ° mit z - 30 Zähnen
am Rade und y -' ] , 2, 3 Gängen der Schnecke.

14* 
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Der Teilkreisdurchmesser des Rades ist

D = z ·.,,. = 30 · 25'~ = 242,6 mm.
:n; JT, 

Der 'I'eilrißdurchmesser der Schnecke betrage
2r =- 76,6 mm.

Somit wird
ltgy = 2:. r = 0,1056 bzw. 0,2112 bzw. 0,3167,

ferner ist
cotg« = 0,268 und ain« - 0,966,

die Kopfhöhe der Zähne im Mittelschnitt hx = ; , der Durchmesser der Rad
achse d1 = 50 mm, der Durchmesser des Drucklagerringes des Rades d2 = 80 mm,

der Durchmesser der Sehneckenlager d3 = 35 mm,
ihr Mittenabstand l = 230 mm, der Laufringdurch
messer des Kugeldrucklagers der Schnecke d4 =
55 mm, der Kugeldurchmesser d0 = i{-11• 

Für das Rad von b = 70 mm Breite, dessen
Zähne seitlich unter 45 ° abgeschrägt sind, ist
nun an einer Reihe von Schnitten aus Fig. 222
die Kopfhöhe h tc 2 zu bestimmen. Es wird dann
h1c2 = :n • hx2 ausgerechnet und dafür der Eig. 188
m .,,. 

der zugehörige Wert von u1 entnommen, wie die
folgende Zusammenstellung angibt.

6 (, 2 0 

0 2 ' 6 

Fjg. 222.

Schnitt 0 1 2 3 4 5 6 7
hl{2 = 0,845 0,890 1,045 1,26 1,60 1,55 1,10 0,62 cm
hK2= 1,045 1,100 1,292 1,559 1,979 1,916 1,360 0,767 „
m 
u1 = 0,774 0,807 0,918 1,066 1,298 1,253 0,945 0,400 „

hKl = 0,845 0,805 0,725 0,600 0,525 0,125 0 0 

Die sich hieraus ergebenden Mittelwerte u1 = 0,935 und hK1 = 0,45 cm,
hx2 = 1,11 cm sind in die Formel (203) einzusetzen. Als mittlere Eingriffälänge
wird Z = 1,6 · .,,- geschätzt.

Die Reibungsziffer__zwischen der Stahlschnecke und dem Phosphorbronzerad
werde bei Laufen im Olbade zu µ = 0,045 angenommen, die Reibungsziffer der
Lager zu 11,f = ,u;' = 0,02. Damit ergibt sich für die eingängige Schnecke

0,045
/l, = V ( 7 ,66 1,11 - 1 1 ) 2 - ('.., 0,045 '

l + 24,26 . 1 ,6 · 2,54 . 30. 0,966 . (l I- 0•10562)
0,045 .

f-lr = -- __ C'v 0,000133,

Vl (24,26 1,6 · 2,54 30 0 966) 2 1+ 7,66 . 1,11 . . ' . 1 + 0,10562 

entsprechend für die zweigängige
µ8 0v 0,045 und µr C'.') 0,000271 ,

für die dreigängige
µ$ = 0,045 und 1;,,. c-o 0,000418 .
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Es ergibt sich so für y -= 1

M2,. = 0,000133 . (2 - 8. 0,45 r-- 0,935) . 0,268. l / 1 + 0,10562 2 ('..) 0'
M2 24,26 · 0,0672 2 V 1 + 0 ,268

wie nach den Darlegungen S. 50 zu erwarten war; auch für y = 2 und 3 bleibt
der Betrag verschwindend klein. 1

Für die Spurkranzreibung des Rades wird bei y- = 1

M~ 0,02 · 8,0 (l 5) 0,1056 o 0005
M2 = 2 · 24,26 . + 8 . "Vl + 0,10562 + 0,2682 = '

und bei y -= 2 und 3 : 0,0011 bzw. 0,0016 .
Für die Traglagerreibung des Rades erhält man

M;t 0,02 5,0 O OO
M2 0,966. 24,f6 = ' 43.

Für die Schnecke liefert Formel (204a) bei y = 1 

0,045
l + 0,966 · 0,1056

1 - 0,045 · 0 1056
0,966 '

1,439 = 1 445
0,995 '

entsprechend bei y = 2 den Wert 1,228, bei y = 3 den Wert 1,115.
Hierzu kommt der Einfluß des Kugeldrucklagers mit

M~ 0,00067 · 5,5
M1 0,1056 · 0,95 · 3,85 = 0,0096

bzw. 0,0048 bzw. 0,0032
und der der Traglagerreibung

M;' - 0,02 . 3,5 . rl lo 05282 (o 134 3,83-) 2 l lo O 2 ( 3,83~) 2]
M1 - 7,66 ·0,1056 V.' + ' + 23,0 +V.' 528 + o,134 - 23,0 _

= 0,0318 bzw. 0,0183 bzw. 0,0144 .
Wenn nun alle Beträge addiert werden, wird

1für y = 1: = 1,489, also 17 = 0,673,
'Y/ 
1 = 1,257," y = 2: 

" y-= 3: 

'Y/ 
1 = 1,139,
'Y/ 

17 = 0,796,

17 = 0,878.

Der heute gebräuchliche Ersatz der Schneckengleitlager durch Kugellager
verbessert zwar den Wirkungsgrad, aber nicht erheblich.

Die Rechnung setzt günstige Eingriffwerhältnisse voraus, die bei der an
genommenen Kopfhöhe nicht überall erfüllt sind (vgl. S. 207).

Gemessen wurde+?") für die dreigängige Schnecke bei Vollbelastung und
v1 = 2,9 m/s~ 17 = 0,85. Hierbei war infolge der Eingriffsmängel im Dauer
betrieb die Öltemperatur in dem Sclinecke und Rad umgebenden Gehäuse über
die Lufttemperatur um 85 ° gestiegen. Am günstigsten ist 168) die Öltemperatur
t c-.::, 60°.

Sorgfältige Bearbeitung und richtiger Entwurf bewirkt tatsächlich eine Er
höhung des Wirkungsgrades. So wurde für ein anderes Schneckengetriebe mit

170) Bach und Ros er , Z. d. V. d. I. 1003.
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dem Übersetzungsverhältnis y 
z 

und der Teilung 1: - 1,3 · JT cm bei
n1 = 720 Umdrehungen in der Minute
17 = 0,874 bestimmb-?").

Den Haupteinfluß auf den Wir
kungsgrad >1 hat die Schraubenrei
bung, dagegen verschwindet die
Zahnreibung infolge der hohen
Schraubengeschwindigkeit vollstän
dig. Wie daran die Werte tgcx und 11., 
beteiligt sind, zeigt die Auftragung
der Fig. 220. Der Wirkungsgrad
steigt bei weiterer Erhöhung des Stei
gungswinkels y nur noch · wenig an.

Belspiel 127. Zu bestimmen ist
der Wirkungsgrad des in Fig. 224
skizzierten Schneckenflasoh onzuges.
Es ist die Belastung PO = 2000 kg,
der Halbmesser der Kettennuß r0 =
5 cm, die Teilung von Rad und

Schnecke • = 111
, die ganze Zahnhöhe h = 0,7 · r, die Kopfhöhe h/( = 0,3 · 1:, 

die Anzahl der Radzähne z = 28, mithin der Raddurchmesser

D _ z • 1: _ 28 · 2,54 22 6- - = , cm,
JT JT 

o,9 

0,8 o,8 

0,7 

l11r
0,6 

3 
70

Fig. 223.

Fig. 224.

die Anzahl der Schneckengänge y = 2, der Teil
rißhalbmesser der Schnecke r = 2,2 cm, mithin die
Schneckensteigerung

tgy = 2 !b. r = -~~54 - 0,367 '
✓b 2 • n • 2,2

der Zapfendurchmesser der Radwelle d1 = 4,0 cm, der
Wellendurchmesser an der Spurkranzstelle d2 5,0 cm,
der Wellendurchmesser der Schnecke d4 = 2,5 cm
bzw. d1 = 1,5 cm, der Spurkranzdurchmesser der
Schneckenwelle d., - 3,5 cm, der Abstand der beiden
Lager l = 22 cm, der Durchmesser des Handketten
rades D1 = 32 cm, der Zug daran P1 00 36 kg. Als
Reibungsziffer werde wegen der Schmierung durch
Starrfett und nicht ganz sauberer Bearbeitung durch
weg ,it = 0,08 eingesetzt.

Mit dem Verzahnungswinkel ex = 70° 10', also
cotgcx = 0,360, sin « = 0,941 erhält man, wenn noch
geschätzt wird, die mittlere Eingriffslänge zu 1,6 · .,,
und u1 0v 1:

0,08
fls=-------- --- =0,792, ' 1/ (22,6 2 0,7 . ) 2 1

l + 4,4 . 28. 1,6 · 0·941 . 1 + 0,3672 

0,08
,11,. = --=--=- = 0,0113.

/ 1 
111 + 0,0205

171) Sc h ö m bur g , D. p. J. 1913.
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Damit wird mit dem Mittelwert von h/( 1 c-o 0,2 · r

215

. , ( 0,2 · 2,54 · 4 0 r: ) 1 / 0,3672 0
..: 0,01 J.3 · 0,.360 · 2 11,3 . O,ll2 + ,uO · V 1 + 1 + 3,3602 = ,004 ,

0,08 · 5. (1 ·+ 4) . 0,367 _ 0,005: 
2 · 22,6 5 Vl + 0,3672 + 0,3602 

Die Traglager des Rades sind belastet durch die Last 1 PO in lotrechter Rich
tung und die Kraft

Q M 
sin« R · sin ex 

½Po. ro 
R · sin ex 

senkrecht. dazu. Die Zueammcnsotzung ergibt die Mittelkraft

P2 - ~ . Po. II l + (R .r:incxr = ]000. 1/t + (22,6 _r~,94J = 1027 kg,

somit wird
M~' 
M2

Fü1· die Schuocko ist

0,08 · 1~27 · 2 = O 033
1000 · 5 ' .

M1„ 
JJ11 

1- 0,0792 . 2 73
0,941 '

0 0792 ,_ 1•269 '
1 - 0,941- . 0,367

0,08 · 3,5 · 2,73 ( 2,5)
2,2 . 4 . l + 3,5 = 0,149 .

Für das schwächere Traglager gilt

M~' _ 0,08 . 1•5 • ,/ O 18352 t- (o, 134 - 2
2

•,2
2
)

2
= 0,014 ,

M1 2 · 2,2 · 0,367 '

für das stärkere, das noch durch den Zug P 1 der Handkette belastet wird,

M\' = o.os . 2,5 . i /o,;8;5~ (0,134 +-2,2 + 36. 2J_,_?) 2 = o,049
M1 2 · 2,2 · 0,367 V 22 1000 · 5 

Die Addition liefert nun
1

-= 0,004 1- o,oor; + o,o3a 1- 1 ,26n 1- 0,149 + 0,014 + o,049 = 1,523 ,

• 

1/
also

17 = 0,657.
Hiermit erhält man aus der Gleichung

1 ·P ·D - 1 .p ·r. l y 2 1 l - 2 0 o 7/ Z 

Pi = 2000 · 5 · 2 · 1,523 = 34 k .
32 · 28 g

nur unerheblich von der obigen Schätzung abweichend.
Bei dem ermittelten Wirkungsgrad ist die Vorrichtung nicht selbstsperrend.

Um nun die notwendige Selbstsperrung hervorzurufen, ist ein kegelförmiger
Druckring vom mittleren Durchmesser d6 = 6 cm mit der Neigung (3 = 45° an
geordnet, der bei der ersten Rückwärtsbowegung der Last von einer Sperrklinke
festgehalten wir<l.1.72). 

_172) B cc kc r 1880.
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In dem Fall fällt der Betrag ;i = 0,149 weg und dafür tritt an dem min-
1

destens schlecht, am besten gar nicht geschmierten Reibkcgel, für den als geringste
Reibungsziffer µ3 = 0,14 angesetzt wird,

M( = O,l4~6. 2•73 · 1414 = 0 736
M1 2,2 · 2 ' ' .

Außerdem ändert sich die Belastung der Traglager der Schnecke, und es wird
mit P1 = 10 kg Kettengewicht

!11' = 0,08 · 1•5 · 1/o 13352 -1- (o 134 -1- 2'2)
2 

= o 022M1 2 · 2,2 · 0,367 ' ' 22 '
bzw.

MV 0,08 · 2,5 1/ 2 (o 1 4 2,2 10 · 22,6)2
0 025M

1 
= 2 · 2,2 · 0,367 . V O,l335 + ' 3 - 22 + 1000 · 5 - ' .

Somit wird jetzt

l = 0,004 + 0,005 + 0,033 + 1,269 + 0,736 +0,022 + 0,025 = 2,094.
1/ . 

Damit ist also soeben Selbstsperrung-erzielt worden, denn man hat jetzt 1/ =- 0,478.
Ehe die Eingriffs- und Abnutzungsverhältnisse der Schnecken ge

nauer untersucht waren, glaubte man die Abnutzung durch eine größere
Anlagefläche verbessern zu können, indem man die Schnecke dem Rad
umfang genauer anpaßte. Man erhielt so die Globoidscbnecke173)

nach Fig. 225. Sie entsteht dadurch, daß der die Zahnlücke der Schnecke
ausarbeitende Fräser im Kreise aus dem Radmittelpunkt schwingend
durch den Schneckenkörper bewegt wird, während er sich mit ent
sprechender Geschwindigkeit um seine Achse dreht.

In dem Mittelschnitt II liegen sämtliche Radzähne an den Schnecken
zähnen auf der ganzen Länge an, aber nicht in den seitlichen Schnitten,
von denen nur zwei.Lund Hf, gezeichnet sind. In ihnen findet nur ganz
am Angang der Schnecke Berührung statt, während von da ab bis zum
Ende der Abstand immer größer wird. Das Eingriffsfeld reicht nur vom
vorderen Teil der Schnecke bis zur Mitte, und die durchgehende Be
rührung im Mittelschnitt besteht nur aus einer ausspringenden Kante
in der Mitte der Radzahnflanke 174). Sie entsteht beim Fräsen des Rades
mit einem der Schnecke gleich geformten Fräser, indem die einzelnen
Schneidkanten dieses Schneckenfräsers je unter verschiedenen Steigungs
winkeln immer durch dieselbe Linie in der Mitte der Radzahnflanke
hindurchgehen. Die verschiedenen Steigungswinkel ergeben sich wieder
durch den wechselnden Durchmesser der Schnecke; sie sind am kleinsten
an den Enden der Schnecke und am größten in der Mitte. Die Radial
projektion auf den Radzahn mit den entsprechenden Schneckenzahn
flanken zeigt die rechte untere Figur der Fig. 225.

Eine wesentliche Verbesserung bildet das Lorenz - Ge trieb e176),

dessen Radzähne mit zwei einfachen Schneidestählen ungefähr in Form

173) Leonardo da Vinci, nach Pekru n , Z. d. V. d. I. 1912. ·
174) Lindner, Z. d. V. d. I. 1902.
175) Maschinenfabrik. Lorenz in Ettlingen, 1893; Lindner, a. a. O.
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der Globoidzähne hergestellt werden. Die Schnecke wird durch ein
besonderes Schneideverfahren den Radzähnen angepaßt. Eine Dar
stellung des Eingriffes der Lorenz-Schnecke gibt die Fig 22G wieder
mit den Schnittebenen I, II, III. Zum Vergleich sind die entsprechenden
Steigungslinien der Globoidschnecke ebenfalls eingetragen. Als erzeu
gende Schneidlinie wird der Schneckenhalbmesser bei Zahn 8 gewählt,

',, Za/mrz Zohnß 

Fig. 226.

der nach der Mitte übertragen, dort den üblichen Winkel von 15 ° (bis
weilen auch 20 °) mit der Achse bildet.

Es zeigt sich nun bei der Übertragung nach der Mitte eiue gewisse
Überschneidung mit der Globoi<lfläche, und die Schraubenfläche ist um
das Maß dieser Überschneidung zurückzusetzen, wie die Fig.~226 er
kennen läßt. Im Mittelschnitt II berühren sich nur noch die beiden
äußersten Zähne 8 und 12. Der rechte Endzahn 8, der in seiner Flanke
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die Schneidlin io enthält, gleitet naturgemäß mit ihr über die Radzahn.
flanke der ganzen Breite nach hinweg. Zugleich legt sich der Radzahn
mit seinen Randstreifen vorn und hinten berührend an den Schnecken
zahn an, und dazwischen weichen die Zahnflanken nur unmerklich von
einander ab, so daß praktisch - mit Rücksicht auf .die eingeschlossene
Sohtuierschicht - fast volle Flächenberührung besteht. Der Eingriff
vorläuft von dort aus weiter hinter der Mittelebene des Rades, und zwar
:in Linienberührung, jedoch mit ziemlich sanfter Anschmiegung der
Flächen. Er geht bis ans Ende der Schnecke, wo er in der Mittelebene
aufhört.

Der Wirkuugsgrad einer dreigängigen Lorenzschnecke mit einem
33 zähnigen Rade ist bei Vollbelastung zu 17 = 0,88 bestimmt worden 174),

wobei die Sehnockenwelle mit etwa 920 Um
drehungen in der Minute lief und die Tem
peratur des im Kasten befindlichen Öles 67 °
betrug.

Eine Übertragungdca GrissonsohenGrund
gedankens auf die Schnecke bildet das Pe
kru n g e triebe 176). Auf radialen Zapfen
vom Halbmesser r5 sitzen auf dem Rad
umfang gehärtete Rollen vom Halbmesser rj ,
die nur mit einer Mantellinie am Mittel
schnitt der Schnecke anliegen (Fig. 227).

Für den Wirkungsgrad gelten die For
meln (203) und (204). Die ersteren mit der
Abänderung, daß an Stelle des kleinen µr Fig. 227.
der volle Betrag von //4 einzusetzen ist, da
die Rollen senkrecht zur Radbewegung nicht gleiten. Ferner ist darin
für u das kleinstmögliche Übersetzungsverhältnis der Verzahnung im
Mittelschnitt zu nehmen, wobei hH2 jetzt die halbeHöhe der Rolle an
gibt. Für die auf der Schnecke laufenden Rollen gilt nach F'ig. 228

Q · cos ?' • / + p 2 • Q · r 5 = Q · sin y • r 6

und für die Schnecke
sinyQ. r. - -- . 
cosy

Man erhält hieraus als Ersatz der Formol (204 a)

lJ![ r i = l · (t · cotc + /l: · r 5 ) . 
M1 ro oY smy

Hierin ist y der mittlere Steigungswinkel der Globoidschnecke.

Fig. 228.

170) Coswigor: Maschinenfabrik in Coswig; Pe kru n , Z. d. V. d. L 1912.
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15. Die Rolle, Seilsteifigkeit. 
Wird ein über eine festgelagerte Rolle geschlagenes Seil an dem

einen Ende mit der Last Q belastet und am anderen Ende mit der be
liebig gerichteten Kraft P gezogen, so gilt, wenn vorläufig von allen
Widerständen abgesehen wird, die Momentengleichung in bezug auf die
Rollenachse (Fig. 229)

P·r=Q·r, also P=Q. 
Bei der festen Rolle ist die Zugkraft gleich der Last.

Der Lagerdruck N muß den beiden Kräften P und Q das Gleich
gewicht halten. Seine Wirkungslinie geht demnach durch den Schnitt
punkt der Wirkungslinien der beiden Seilkräfte, und seine Größe wird

p 

p 

Fig. 229. Fig. 230. ~1g. 231.

durch das parallel zu den drei Wirkungslinien gezeichnete Kräftedreieck
bestimmt. Nur, wenn P und Q parallel laufen, wird N = 2 Q, und seine
Wirkungslinie ist dann natürlich ebenfalls parallel zu den der beiden
anderen Kräfte.

Die feste Rolle ändert also an den Kraftverhältnissen nichts. Sie
dient dazu, die Richtung der Zugkraft in zweckentsprechender Weise
zu ändern.

Wird die Anordnung so getroffen, daß die Last Q an der Rolle an
greift, während das eine Ende des Seiles festgemacht ist und am anderen

. die Zugkraft P wirkt (Fig. 230), so besteht ebenfalls nur dann Gleich
gewicht, wenn die Wirkungslinien der beiden Seilspannkräfte' P und S 
und die der Last Q sich in einem Punkt schneiden. Das ist nur in dem
Fall möglich, daß beide Spannkräfte mit Q denselben Winkel ex bilden.
Aus der Momentengleichung in bezug auf die Achse der Rolle folgt
wieder wie oben P = S. Damit ergibt das an die Fig. 230 heran -
gezeichnete Kräftedreieck

JQ 
1:> -- _2_ - - .cos iX 

(205) 
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Erfolgt der Zug P parallel zur Last Q (Fig. 231), so erhält man
sofort P + S = Q, also

P=iQ• 
Bei der losen Rolle ist die Zugkraft gleioh der Hälfte der Last, wenn
beide Kräfte parallel sind.

Um die Last Q der Strecke h zu heben, ist einerseits das feste Seil
trum um die Länge h zu kürzen, andererseits auch das lose um dieselbe
Strecke anzuziehen. Da die Kürzung des ersteren nur durch Hinweg
ziehen unter der Rolle stattfinden kann, so ist das lose Trum um 2 h 
anzuziehen. Man bemerkt, daß das Produkt aus Kraft und Hubhöhe
unverändert geblieben ist:

Q·h= ~Q·2h. 

Oft werden die feste und die lose Rolle miteinander verbunden
(Fig. 232).

Beispiel 128. Anzugeben ist der Weg, den die Mitte der losen Rolle eines
Kranes beschreibt.

In Fig. 232 bezeichnen a und b die senk
rechten Abstände des Befestigungspunktes A des
Seiles und des Berührungspunktes B an der festen
Rolle. Man erhält dann in bezug auf die um ½ a 
bzw. ½ b gegen A und B verschobenen Bezugs
achsen aus den ähnlichen Dreiecken mit dem
Spitzenwinkel rx 

X -½b 
½a - r -y 

Ja 

X+ ½b 
½a - r + y a 

jb 

oder als Produktengleichung geschrieben
(x - ½-b) • (½a-r+y) = (x +½b) · (½a-r-y), 
woraus durch Auflösen der Klammern folgt

x·y=½b·(½a-r). 
Ein Vergleich mit Formol (86b) lehrt177), daß
der Lastangriffspunkt sieb auf einer gleichseitigen
Hyperbel bewegt.

Im vorstehenden sind die Seile oder
Gurte als vollkommen biegsam angenommen
worden. In Wirklichkeit setzen sie jedoch
jeder· Krümmung einen gewissen Widerstand entgegen, so daß ein auf
eine Rolle auflaufendes Seil nicht plötzlich aus der geraden Linie in die
Krümmung vom Halbmesser r übergeht. Die Krümmungsänderung
verteilt sich vielmehr auf eine gewisse Strecke, und das untere Ende des
Seiles bleibt infolgedessen seitlich um den Betrage von der Berührungs
stelle entfernt (Fig. 233). Beim Ablaufen erfolgt der Übergang aus
der Krümmung in die gerade Linie ebenfalls wieder allmählich, so
daß bei ganz oder nahezu gleichen Seilkräften P und Q das gerade

a. 
Fig. 232.

J77) Schaofor, D. p. J. 1909.
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Seilende unter dem gleichen Winkel tp und um denselben Betrag e 
näher an die Rollenmitte heranrückt.

Gemessen wird der Biegewiderstand bei geringer Geschwindig
keit, indem man den Gurt oder das Seil über eine Scheibe ]egt, deren
Achse auf der wagerechten glatten Ebene rollt, sobald das Drehmoment
von P das von Q übcrwiegt178). Im Grenzfall des Gleichgewichtes
gilt also

P · ( r · cos <p - e) - Q · ( r · cos rp + e) , 
mithin

Fig. 233.

p 
Q 

1+ r · cosp_
e 

e 
r · coscp

und nach Ausführung der Division

P = Q · (1 + 2
e ) , (206) 

r · COS(f! 

da die weiteren Glieder verschwindend klein werden.

Der Betrag Q • -~ heißt der Biegewiderstand dos Seiles oder
Gurtes. r · coscp

Für sechslitzige Drahtseile von der Stärke s cm im Kreuzschlag, wo also
die Litzen nach der entgegengesetzten Seite gewunden sind wie die Drähte . in
den Litzen, ist 179) auf der Rolle vom Halbmesser r cm bei Belastung durch Q kg

2e 
60
Q + 0,5 ,,
- r - 5- · s~' (207) 

r · cos cp 

und zwar ist die Schmierung des Seiles ohne Einfluß darauf.
Bei Hanfs o i 1 e n ist180), je nachdem sie lose oder fest181) geschlagen sind,

i. M. 
2 e 1 s~ 

r · cos rp c--.:, 10 · r bzw. 0,18· 32 
r (208) 

Bei Gurten ist aus den S. 240 erörterten Gründen eine gewisse Abhängigkeit von
der Gurtgeschwindigkeit festgestellt worden182). Trägt man die Messungsergeb
nisse in logarithmischen Koordinaten auf, so ergibt sich mit guter Annäherung
für genähte Tuchgurte aus Baumwolle oder Hanf

2 e = 2,68 · 8 
• vi',,

r · cosq, r (20~) 

178) v. Hanffstengel, Z. d. V. d. I. 1913.
179) Hirschland, D. p. J. 1906.
180) Grashof, Theoretische Maschinenlehre, Hd. II, 1877/81.
181) Redtenbacher, Der Maschinenbau, 1862/65.
182) v. Hanffstengel, Mitt. d. V. d. I. über Forschungsarbeiten Heft ]45,

1913.
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worin die Geschwindigkeit v in m/sk einzusetzen ist, Für aus s Baumwolltuch
lagen von je 0,10 cm Stärke zusammengeklebte Balatagurte mit einer Balata
deckschicht auf der einen Seite ist

2 e ( s ) i ,:11 ' - 1,61 · · vr , r. COS<p r 
für aus s Baumwolltuchlagen von je 0,10 cm Stärke zusamrriongeklebte Gummi
gu rto mit beiderseitiger Deckschicht von Gummi ist

2 e ( s ) 1-00 , = 1,07 · · v1• r · cosq1 r 
Die Versuche und Formeln decken das Gebiet

(210) 

(211) 

0,015 > 8 > 0,050r und 0,2 > v > 4 m/sk.

Für einfache Ledertreibriemen gewöhnlicher Gerbung könnte man hiernach
etwa schätzungsweise setzen

2e =2,6(s)1,2•v+,
cos cp r 

womit ein Einzelversuch des Verfassers ungefähr übereinstimmt.
Bei Gliederketten ruft die Reibung der einzelnen Kettenglieder

aneinander dieselbe Erscheinung hervor.
Je nachdem die Kette geschmiert ist oder nicht, gilt etwa 180) bei der Ketten

eisenstärke s 
2 e = 0,l s 

r · cos <p r 
bzw. 0,15 8 

• r (212)

Bei Gclenkbolzenketten mit dem Bolzendurchmesser d ist
unter der Kettenzugkraft Q das Moment der Zapfenreibung gemäß
Formel (57)

ll!l=½·p·Q·d. 
Um also die Biegung der Kette beim Auflaufen auf die Scheibe vom
Halbmesser r hervorzurufen, ist die Zusatzkraft

M d 
Q'= =p·Q· 

r 2r 

nötig. Beim Ablaufen v011 der Scheibe ist die Biegung wieder rückgängig
zu machen, also ein gleiches Moment aufzuwenden. Demnach gilt für
die Zugkraft P auf der Gegenseite der Scheibe

P := Q + 2 Q' = Q · ( 1 + µ · : ) . (213) 

Für gut geschmierte Stahlbolzenketten ergeben die Versucb.e182)

,11 --= 0,10--:--0,11 '
für gut geschmierte 'I'reibketten, die roher gearbeitet sind,

,n = 0,13--:--0,15.
Die niedrigeren Werte gelten für große Ketten, die höheren für kleine.

Zu beachten ist, daß bei den Stahlbolzen.ketten das Schmieröl aus den nicht
mit Schmiernuten versehenen Auflagerflächen sehr bald herausgedrückt wird.
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Die Reibungsziffer steigt gleichmäßig in ll Stunden auf das Doppelte, um sich
dann einem das 2,4fache des oben angegebenen bildenden Grenzwert zu nähern,
der in 3 Stunden erreicht wird. Bei den Treibketten wird der das l,5fache des
angegebenen betragene Endwert erst nach etwa 5 Stunden erreicht, da hier das
Schmieröl nicht einfach herausgedrückt werden kann.

Man hat die Seil- und Riemensteifigkeit bisher nur für den Um
fassungswinkel ex = 180° untersucht. Es liegt kein Grund zu der An
nahme vor, daß sich bei kleinerem Winkel ex erhebliche Abweichungen
einstellen, solange der Winkel so groß bleibt, daß die ausreichende Länge
für die Ausbildung der Wölbung sowohl auf der Auflauf- als auch auf
der Ablaufseite vorhanden ist. Wie sich die Sache bei der kurzen Be
rührung von Transportbändern oder Drahtseilbahnzugseilen mit ihren
Tragrollen gestaltet, ist unbekannt.

Bei halbumspannter Rolle erfahren die Rollenzapfen vom Halb
messer r1 den Druck P + Q c-o 2 Q. Das hierdurch verursachte Zapfen
reibungsmoment ist gemäß Formel (57)

M = µ1 • 2 Q • r 1,

und die zu seiner Überwindung am Rollenhalbmesser r erforderliche
Kraft wird

M . r1PI= - = 2. µl. Q. - . 
r r 

Um sie ist der oben ermittelte Betrag von P noch zu erhöhen, und
man erhält so

(
2 e r1)P = Q · I + - + 2µ1 • .r. COS<p r 

Der Wirkungsgrad der Rolle folgt demnach aus

Fig. 234.

1 2 e r1
-17 = 1 + r · coscp + 2µ1 • r · 

Die Vereinigung von mehreren festen und losen
Rollen nennt man einen Flaschenzug.

Die einfachste Zusammensetzung der Art ist die
in Fig. 234 wiedergegebene. Man hat sofort

(214-) 

Q' = ! . (Q + G) • I '
' r; 

Q" _ I (Q' G) l - 2' + ·-:;;-, 
Q"' = i . (Q" + G) • ~ , 

p = Q"' _ _!_
r; 
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Durch Rüokwärtseinsetzen ergibt sich lci.cht bei i losen Rollen

DN Klammerausdruck ist eine gco met.r is c h e Re i hc mit dem Anfangs-

glied n 
2

1 und dem Quotienten q 
2

1 . Die Rnmrne einer solchen Reihe
1 ~ 

von i G Iiedern stellt sich dar als
~ a I a1 • q 1 <11 • q2 -1 n . q3 ·1 . • . ! <i . q„ 1 • 

Ohne weiteres ergibt sich

g · ~ = a · q + a · q2 /- a · q3 + ... + a · ri . 
Durch Subtraktion beider Reihen folgt

(q - 1) · ~ = a · (qi - 1), 
also die Summe

V qi-1 
,,,..,,J =a· . q - 1

Damit erhält man schließlich
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{215)

( l )2 ( l )i+2
2 Q. ( I )'i+ I + 2 G · 217 - 217 

, 217 l _ 1
. 217 

Man entnimmt der Fig. 234, daß wenn die Last Q um eine Strecke h 
gehoben wird, die Kraft Q' bereits um 2 h wandern muß und Q" um 4- h, 
Q"' um 8 h, also allgemein P um 2i • h. 

Aus diesem Grunde heißt die Anordnung
Potenzflaschenzug. Er ist im allgemeinen
praktisch unbrauchbar und wird nur bei ein
zelnen Aufzügen zur Hubverminderung des
die Stellung des Fahrkorbes anzeigenden
R oiles benutzt.

p (216) 

' Beispiel 129. Der Hubanzeiger eines Lasten-
aufzuges von h = 18 m Hubhöhe soll nur etwa
h1 -= } m Länge erhalten. Wieviel lose Rollen sind
dem Potenzflaschenzug zu geben.

Aus dem Zusammenhang h - 2i · h1 erhält man

9; _ h _ 18.., - - - o :rn, h1 ,5
also i = 5
und damit. t: -= 0,5625 m.

Der Wirkungsgrad hat hier kein Interesse.
Der gewöhnliche Flaschenzug besteht

aus zwei Flaschen, worin die Rollen meistens
auf derselben Achse nebeneinander angeordnet Fig. 235.

8teph:iu, 'I'eclmisohe Mechanik. 11.

p 

li'ig. 236.
]5 



226 Die Rolle, Seilsteifigkeit.

sind, bisweilen aber auch auf verschiedenen Achsen untereinander
(Fig. 235 und 236).

Ist die Zugkraft im letzten Seiltrum P, so ist die im vorhergehenden
kleiner: P' = P · r;, die im zweiten wieder entsprechend kleiner: P" 
= P' • r; und so fort, wobei 17 wieder den Wirkungsgrad einer Rollo
angibt. Bei insgesamt i Rollen ist die Spannkraft im ersten Seiltrum
p(i) = P · r;'i. Sämtliche Seile, abgesehen vom letzten, an dem die
Zugkraft P angreift, tragen zusammen die Belastung Q + G, worin G 
das Gewicht der unteren Flasche angibt. Es ist also

P' + P" + P"' + ... + p(i) = Q -+ G 
oder

p . ( r; + 17 2 + r; s + . . . + 17i) = Q + G. 
Die Summe der geometrischen Reihe ist nach Formel (215) zu be
stimmen; man erhält so

l-17
p = (Q + G) . (1 i)

17 - 17 

Sieht man vom Rollenwiderstand ab, setzt also 1; = I, so werden
alle P' einander gleich. Die Grundgleichung lautet dann

i · P0 = Q + G, 

(217)

woraus sich ergibt
(218) 

Q 

Der Gesamtwirkungsgrad des gewöhnlichen
Flaschenzuges ist demnach

r; I - 1/ 
i l - i;' 

(219) 

worin 17 derjenige jeder einzelnen Rolle ist.
Man entnimmt den Fig. 235 und 236 ohne

weiteres, daß zur Hebung der Last Q um die
Strecke h die Kraft P das letzte Seiltrum um
die Strecke i · h herausziehen muß.

ßeispiel 130. Für einen Speicherkran mit der
Höchstbelastung Q = 800 kg einschließlich Haken und Gegengewicht
und der Hubhöhe h = 24 m steht aus örtlichen Gründen nur die
Hubhöhe h1 = 1,5 m des Wasserdruckkolbens zur Verfügung. Das
Zugseil, bestehend aus 6 · 7 Drähten von 1,5 mm Stärke hat den
Durchmessers= 1,4 cm, die zugehörigen Rollen haben den Durch
messer D = 60 cm, die Nabenbohrung der Rollen ist d = 7,5 cm.
Anzugeben ist die erforderliche Übersetzung des zwischengeschalte
ten Flaschenzuges und die größte im Lastseil auftretende Spannkraft.

Die Übersetzung folgt sofort aus 1 
h 24

Fig. 237. h1 = 1,5 = 16.



Die Rolle, Seilsteifigkeit. 227 

Wenn schätzungsweise vorläufig der Mittelwert der Seilspannkraft zu 1100 kg
angesetzt wird und die Reibungsziffer der Nabe zu 1r = 0,06, so ergibt sich der
Wirkungsgrad einer halbumschlungonen Rolle aus den Formeln (214) und (207):

60
l 1100 -1- 0,50 7 r-: 

= ] -1- . l 42 -1 2 . 0 06 . ,~)
11 - 30 - 5 ' ' ' öO 

=-= l + 0,0430 1 O,Olo - .., 1,0080 ,
mithin 1; 0,H45 .
Für eine viertelumschlungeno Rollo
erhält man entsprechend aus

1 . .10 = l + 0,0435 + 0,015 · ~ · r 2
1/

= 1,0541
1/ =-- 0,950.

Damit wird für den in Fig. 237
mit den beiden Ablenkungsrollen
dargestellten Flaschenzug nach
Formel (21ü) 

0,94G 1 -- 0,94516• O 950211 ~-: =--= 16 l - 0,945 ,. '

= 0,572,

in Übereinstimmung mit den
Messungsergebnissen 183), und dio
größte Seilspannkraft

Q 800
Qmnx = , = O 572 = ;uoo kg.

17::,· ' 

Beispiel 131. Ein ameri
kan ischer Schaufelbagger 181) nach
Fig. 238 von 1,9 m3 Inhalt soll
durch den Flaschenzug die Kraft
Q = 30 t auf die Schaufel aus
üben. Die Zugkette bat die Eisen
stärke s = 3,2 cm, den Durch
messer D der Rollen enthält die
Skizze, die zugehörigen Achsen. D 
haben den Durchmesser d ~ 6. 
Anzugeben ist die auf die Winden
trommel ausgeübte Zugkraft P. 

Für eine ziemlich trockene
Kette ist der Wirkungsgrad, wenn
die Zapfenreibungsziffer bei dem
mit vielen Unterbrechungen ar
beitenden Betrieb und mäßiger
Schmierung zu ft1 = 0,08 ange
nommen wird, gemäß den For
meln (212) und (214)

183) Eilert, Z. d. V. d. I. 1910.
184) Rich tor, Z. d. V. d. I.

1.907.

S-->- 

✓ 1 

i~ 1 

1 

1 
1 

1 

15*
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bei den halbumspannten Rollen
1 3,2 · 2 1¾ = 1 + 0,15 · 71,1 + 2 · 0,08 · 6 -= 1,0162 : 11] - 0,984- ,

bzw. mit D -= 37,5 cm_!__= 1,0283: 171 -- 0,973,
1Ji 

bei den viertelumspannten Rollen
1 3,2 · 2 J. V l~-; = 1 + 0,15 · 71,1 + 2 · 0,08 · 6 · 2 = 1,0154-: 172 0,985 ,

bei den achtelumspannten Rollen mit sin 22 ~ 0 =- 0,38~
1 3,2 · 2 1

173 = 1 + 0,15 · 71,1 + 2 · 0,08 · 6 · 0,38:3 = 1,0145: '//3 _ 0,987.

Es sind nun vorhanden 2 halbumspannte Rollen von 71,1 bzw. 37,5 cm
Durchmesser, 2 viertelumspannte von 71,l cm Durchmesser und 2 gleich große

achtelumspannte. Somit ist der Gesamt-
lt wirkungsgrad

1'/2,· = 0,984 · 0,973 · (0,985 · 0,987)2 - 0,906.
Damit wird

p Q 
3. 172,· 

30
3 · 0,906 = l l,05 t.

JG 
füg. 239. ~ig. 240.

Beispiel 132. Auf den in Fig. 239 dargestellten Selbstgreifor 185) mit einem
Paar vierrolliger Flaschenzüge wirken bei Beginn des Greifens sein ganzes Eigen
gewicht G = 2200 kg, das Gewicht des Unterteiles 01 = 1600 kg. Zu berechnen
ist der Flaschenzug, dessen RollenD = 36 cm Durchmesser haben, bei einem Draht
seil von s = 1,8 cm Durchmesser, bestehend aus 6 · 30 Drähten von je 0,8 mm
Stärke. Gegeben seien noch die Abstände a,= 84- cm, {;-= 55 cm, c = 59 cm,
ferner die inneren Nabendurchmesser der Rollen d-= 8 cm.

Die erforderliche Zugkraft eines Flaschenzuges ist gemäß l1'ig. 230

P = : • l ~1
• (c - b) + ~ • (a - c) j , 

1 woooP = 59 · (800 · 4 + 1100 · 25) = 59 = 523 kg.

185) Heinold, Z. d. V. d. I. 1916.
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Der Wirkungsgrad einer Rollo bestimmt sich nach den Formeln (214) und (207)
mit 111 = 0,10 für die oft mangelhaft geschmierten, in Staub arbeitenden Zapfen,
wenn noch die mittlere Seilkraft zu 160 kg geschätzt wird, aus

60 ~ 
l 160 + O,oO 81

11 = 1 + 18 _-5 - · l,~2 + 2 · 0,10 · 36 = 1,15
zu

1} = 0,87.

Damit wird der Gesamtwirkungsgrad des Flaschenzuges nach Formel (219)

0,87 1 - 0,872 = 0 715
't s = 4 0,13 ' • 

und die Zugkraft am Seilende

p - p 
1 - i '?/::; 

523
4 · 0,715 = 183 kg.

Auf den geschlossenen Greifer, der Q = 0,6 m3 Koks = 300 kg faßt, wirken
die in Fig. 240 eingetragenen Kräfte an den Abständen a - 38 cm, b = 4-2 cm,
c = 04,5 cm. In dem Fall wird

]
P-= 94 ~ · (150 · 56,5 -l 800 · 52,5) c· r;34 kg.,,)

Der Greifer ist so gebaut, daß die erforderliche Flaschenzugkraft P während
des ganzen Schließweges sich nur zwischen den angegebenen Grenzen ändert,
also nahezu unveränderlich bleibt.

Für viele Zwecke ist ein Flaschenzug erwünscht, der selbstsperrend
ist, was allerdings am einfachen Flaschenzug durch Anbringung einer -
selbsttätigen Seilklemme auch erreicht werden kann 186). Vor der
Einführung des Beokerschen Schraubenflaschenzuges (Beispiel 127)
benutzte man in solchen Fällen den Ketten -D i ff er e n t i a 1-
fl a s c h e n zu g nach Fig. 241, der bei nur drei Rollen eine sehr große
Übersetzung liefert 187).

Die endlose Kette läuft auf die obere kleine Rolle vom Halbmesser r1 
bei B ungespannt auf, während sie auf der anderen Seite bei O mit
etwa 1/2 Q angezogen wird. Um die Kette auf der Rolle festzuhalten,
müssen also die oberen, fest miteinander verbundenen Räder mit zahn
artigen Vorsprüngen versehen sein, die in die Kette eingreifen.

Ist auf der Zugseite der Unterflasche bei F die Kettenspannkraft P', 
so beträgt sie auf der anderen Seite bei E P' · rJ, und es gilt

Q = P' + P' · YJ = P' · (I + 17). 

Für die oberen beiden Räder ist zu beachten, daß das Drehmoment
. 1 

des ablaufenden Trums stets das -fache des des auflaufenden Trums
r; 

186) Heinrich Kessler, Oberlahnstein.
187) Weston, 1861.
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ist, wie das im vorstehenden auch an derUnterflasche festgestellt wurde.
Es gilt demnach gemäß Fig. 241

P · r2 + P' r; · 1\ = (0 · r1 + P' · r2) •
1 

. r; 
Wird hierin eingesetzt P' =

1
Q , so folgt
+17 

P = Q . 17 • ( 1 _ r 1)
1 + 17 11

2 r2 · 

·111
11

1 
11
11
11

; ip•
1 1 

1 1
,' 1 
/ 1 

1 \ / 1
1 '~--/ 1 

p:771 IP' 
1 1
1 1

1 

Fig. 241.

(220) 

Setzt man vorübergehend 17 = 1, so wird

l\ = Q • 1 . (1 - r1),
2 r2 

also der Gesamtwirkungsgra<l

1 - r1
1 +17 r2 
2 · r; 1 r1

172 r2

Der Formel ist zu entnehmen, daß die Zugkraft P 
r1recht klein wird, wenn das Verhältnis sich der 1

(221) 

nähert. Gebräuchlich sind die Werte
11 
12 

bzw.

Wird die Kette bei A um die Strecke l abwärts gezogen, so geht
sie bei D um denselben Betrag in die Höhe. Damit rollt das andere

Lasttrum bei O um l · ri ab. Die beiden Kettentrümer, an denen die
~ r 

Last hängt, werden also insgesamt um den Betrag l - l · 1 gekürzt
r2 

und die Last somit um die Hälfte gehoben. Man erhält so bei dem Last
weg h 

!!_ = I . (i _ r1) .
l 2 r2 

(222) 

16. Die Bandreibung. 
Wird ein an dem einen Ende mit der Kraft S1 angespanntes Band

oder Seil über eine feststehende Scheibe hinweggezogen, so ist dazu eine
erheblich größere Zugkraft S2 am anderen Ende aufzuwenden (Fig. 24-2).

Es werde zur Bestimmung des Zusammenhanges innerhalb des um
faßten Winkels IX ein Bogenteilchen d IX herausgegriffen. Das zugehörige
Teilchen des Seiles steht auf der einen Seite unter der Spannkraft S, 
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auf der anderen Seite ist sie auf S + flS gestiegen. Denn es ist zu S 
noch die Reibungskraft µ · N hinzugekommen, entgegengesetzt zu der
in Fig. 243 angegebenen Richtung.

Da d S gegenüber S verschwindet, so ergibt sich aus dem Kräfte
dreieck der Fig. 244 ohne weiteres

J.r N = S · sin -i d cc 
oder, da bei kleinen Winkeln der Sinus gleich dem Bogen ist,

N = S · d « . 
Somit wird

dS =- /l · S · drx . 
oder nach Trennung der Veränderlichen

dS 
S = 11 • dcc . 

S+dS 

' 'N 
s 

Jfig. 242. Fig. 243. Fig. 244.

Die Integration dieser Gleichung zwischen den Grenzen S1 und S
2 

ergibt nach Formel (142) 'in Bd. I
s log nat S2 - log nat S1 = log nat-1 = p, • ex , 
S1 

und man erhält, wenn zum Numerus übergegangen wird 188),

82 = e ,,, · IX • (223)
ßl

Das Verhältnis der beiden Spannkräfte hängt nur von der Größe der
Reibungsziffer und des 'umfaßten, in Bogenmaß gemessenen Winkels
ab, und nicht vom Halbmesser der Scheibe, deren Umfang also jede
beliebige ausgebauchte Krümmung haben kann.

Die Formel (223) gilt, wenn die Richtung der Bewegung mit der der
Kraft S2 übereinstimmt. Bewegt sich das Band entgegengesetzt nach
der Richtung der Kraft S1 unter dem Gegenzug S2, so hatµ· N die in
Fig. 243 eingetragene Richtung, und es folgt durch die gleiche Über
legung wie oben

S2 1 = e ,,, · Ci = (224)S1 ««: IX 
188) Euler, Petersburger Abh. 1765. Eytelwein, Handbuch der Mechanik

fester Körper, 1842.
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Die Größe des Wertes e11, • IX in Abhängigkeit von dem Winkel cX 
und der Reibungsziffer 11, gibt die Fig. 245 an.

{J 

11 

.Fig. 245.

Für die Reibungsziffer ist anzusetzen
bei Hanfseilen 30) auf Eisentrommeln . . . . .

,, ,, Holztrommeln . . . . .
„ runden, gefetteten Drahtseilen 180) auf Gußeisen

„ Eichenholz
,, Leder.

„ fladb.en Drahtseilen 190) ~uf

/J, ('.) 0,25,
/l l'.'v 0,40, 
/l -= 0,13, 
µ, - 0,16,
/1, 0,16' 

gewöhnlich ~tark
trocken geschmiert geschmiert

Eichenholz 0,65 0,21 0,15
Pappelholz 0,65 0,32 0,17
Weißbuche 0,65 0,13 0,10
Leder 0,17 0,16 0,12

bei Stahlbremsbändern ao) auf Gußeisenscheibcn • /1 C'..'.JÜ,18.

L89) Baumann, Preuß. z. f. Berg-, Hütten- u. Salincuweson, 188:3.
190) Kö t t.g c n , Z. d. V. d. I. 1902.
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Beispiel 13:J. Die Last Q 100 kg soll langsam heruntergelassen werden,
indem das Hanfseil über eine festliegende hölzerne Walze gleitet, die es mit dem
Winkel ex = 90° umspannt (Fig. 246). Anzugeben ist die gegenhaltende Zugkraft P. 

Man entnimmt der Zusammenstellung zz = 0,40 und der
fög. 245 e i1 • ,x - 1,88. Somit liefert Formel (2U) p 

Q 100
p = e ,i1 • ix 1,88 = 53 kg.

Beispiel 134. Über eine gußeiserne Spilltrommel läuft
ein Hanfseil. Anzugebon ist der Umspannungswinkel IX , 

der nötig ist, damit die Last Q = 500 kg durch eine Kraft
P = 5 kg angezogen wird.

Es ist anzusetzen fl = 0,25. Die Herleitung der
Formel (22:3) ergibt !' · cx=· log nat ~ , also

500 log 100 2
cc = 4 · log nat 5 = 4 · -log e = 4 · 0,43429 '

.Fig. 246.

cx = 18,46 = 5,89 · :rr: , 

d. h. es sind nahezu 3 volle Umschlingungen nötig.
Beispiel 186. Bei kurzen Drahtseilbahnen genügt eine halbe Umschlingung

des Zugseiles aus Stahldraht auf der ledergefütterten Antriebsscheibe, für die
f'· = 0,16 ist. Rechnet man noch mit ;\ facher Sicherheit im Fall besonderer Be
wegungswiderstände oder frisch geschmierten Seiles, so daßµ bis auf 0,12 herunter
gehen kann, so ist bei tx = n das zulässige Verhältnis der beiden Seilspannkräfte

82 
S1 

Bei einem größerenVerhältnis der Spann
kräfte wird die in Fig. 247 dargestellte An
ordnung getroffen, mit einer vorgelegten
Scheibe. Aus den beiden Beziehungen, die
die Figur angibt,

e0,12 • :rr: = 1,458.

a1 a2 
D 0,9 ·D 
folgt leicht

und a1 + a2 = 1,2 · D , 
Fig. 247.

und damit

sinß-= /6:2 = 0,7785,,, 

a1 = 0,632 • D 

also ß = 51 °. 
Der umschlossene Winkel

ist mithin
ex= 2 · (n + ß) = 462° = 8,06, 
und man erhält so

S2 = eo,12. s.oo = 2,63. 
S1 
Die Gegenscheibe am anderen Ende der Bahn steht unter dem Einfluß eines

Spanngewichtes Q, so daß dort nach den Regeln für die lose Rolle die Spann
kräfte sind S1 = S2 = ½ Q • 

Liegt die Gegenscheibe höher als der Antrieb, so ist sie natürlich festzulegen
und die Spannscheibe muß mit dem Antrieb zusammengelegt werden, wie Fig. 248

Fig. 248.
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zeigt, mit einer losen Scheibe auf der Achse der zweirilligen Antriebsscheibe, Et:1
ist dann S1 = ½ Q, also §e = 1,315 Q. Wenn die Stärke des Zugseiles es erlaubt,
kann man hiernach die Ubertragung durch Vergrößerung des Spanngewichtes Q 
bis zu einem gewissen Grade verbessern. Darüber hinaus ist die Antriebsscheibe
dteirillig auszuführen.

Unter gewöhnlichen Betriebsverhältnissen mit ,11, = 0,16 erhält man bei halb-
umspannter Scheibe ::- = 1,655 und bei der zweirilligen Scheibe mit der vor-

gelegten Hilfsscheibe -:2
- = 3,63. Man bemerkt, daß eine gar nicht so erhebliche

Erhöhung der Reibung:ziffer das Verhältnis ~
8

2 bei größerem Winkel tX ganz
bedeutend verbessert. 1

Wenn das Verhältnis !!. einen kleineren Wert annimmt, als die
.l

Zahl er · IX beträgt, so ändert sich bei im allgemeinen gleichbleibender
Reibungsziffer µ einzig der Winkel derart, daß die Spannkraft S1 auf
einem Ruhewinkel ex1 unverändert bleibt und erst in dem darauffolgenden
Gleitwinkel ex2 sich stetig von S1 auf S2 vergrößert v"). Naturgemäß ist
ex1 + ex2 = ex, und ex2 bestimmt sich aus Formel (223) zu

I S2 arcex2 = · log nat S . 
µ 1 

Ist an einer Welle das Drehmoment 'M durch ein die Bremsscheibe
vom Halbmesser r mit dem Winkel ex umfassendes Stahlband abzu
bremsen, so ist die auf den Umfang des Rades bezogene Bremskraft
Q = M. Zwischen den beiden Spannkräften S1 im ablaufenden und Sr 
im auflaufenden Trum des Brems band es (Fig. 249) herrscht dann die
aus der Momentengleichung in bezug auf die Achse folgende Beziehung

S2-S1=Q. 
Wird hierin die Gleichung (223) eingesetzt, so wird

M Is ---• 
t - r er : IX - 1

M e»:« 
S2 =- •- r er :" - 1

(225) 

In bezug auf die feste Drehachse 0 
des Bremshebels gilt nun

___ a __ --iP +s2. b2,+ SI. b1 + p. a = 0' (226) 

F. , 249 worin die am Hebel in demselben Sinn wie1g._ .
das abzubremsende Moment M an der

Scheibe drehenden Momente positiv gerechnet werden. Mit den vor
stehenden Gleichungen folgt hieraus

e1-i•a +~ 
p. (1, = -- _!?2 
Q • b2 

(227) 
1 - er:" 
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Hierin ist das Verhältnis ~1 positiv einzusetzen, wenn die beiden Dreh-
2 

momente 81 • b1 bzw. S2 • b2 am Hebel in demselben Sinne drehen,
anderenfalls negativ.

Beispiel 136. Es seien die verschie
denen Anordnungen der Bandbremsen ge
mäß Formel (227) zu untersuchen 191).

Der einfachste Fall ist b1 = 0 , d. h. das
Bremsband ist mit dem ablaufenden Ende
beliebig am Gestell befestigt. Da immer

11 • /X J • t . d p . a . d e , > . 18 , so wrr Q . b
2 

negativ un . es

sind die beiden Ausführungen der Fig. 250
und 2G I möglich:

1

~· b7=0 . - 

s ' 
. +P 

b3 b1-o b2 

'Fig. 250. Fig. 251.

efl •/X= L ] ,5 2 2,5 3 (X) , 

P·a 
3 __:_2 -1,67 -1,5 -1.

Q · b2 
= -- CX) 

P·a 
Die Anordnung ist unzweckmäßig, da der Zahlenwert des Verhältnisses Q. b

2 
immer Hehr groß ausfällt, wie die Zusammenstellung ergibt, die die praktisch vor
kommenden Werte zwischen senkrechten Strichen enthält.

Ist + l > ~: > 0, so ergibt sich für den mittleren Wert ~: ! die folgende

Zusammenstellung:
efl, • /X 1 
P·a 
Q · b2 = - CX)

1,5

-4 

2 2,5

-2,5 -2

3 CX)' 

-1,75 -1.

-fJ=rz 
.

p 

2 

Fig. 252. Fig. 253. Fig. 254. Fig. 255.

Abgesehen davon, daß der Fall der Fig. 25:3 praktisch nicht gut zu verwirklichen
ist, ist die Anordnung nach Fig. 252 noch ungünstiger als die ersten.

Ist ~1 = + 1, so erhält man
2 

e/1 •IX= 1 1,5 2 2,5 3 00' 
p. (1, 

-5 -3 --2,33 -2 -1. 
Q · b2 

= - CX) 

Rs entstehen die Ausführungen nach J:!'ig. 254 und 255, die den Vorteil bieten,
für beide Drehrichtungen der Bremsscheibe dieselbe Wirkung zu ergeben. Frei
lich sind die erforderlichen Kräfte P recht bedeutend.

1n1) Siebeok, Z. d. V. d. I. 1910.
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Wird ~~ > + 1, so ergeben sich die Fig. 256 und .257.
spielsweise

2 ist bei-

e" •(X= 1 1,5 2 2,5 3 00' 
P·a 

-7 -4 -3 -2,5 -1.--=-00 
Q· b2 

Fig. 256. .Fig. 257. Fig. 258 ..

b Man erkennt, daß die Ausführungen mit positivem Verhältnis b1 um so un-
günstiger werden, je größer es ist. 2 

Es sei nun O > ~_!_ > -1, beispielsweise etwa ~t ~ Dann ergeben
2 2

sich die Fig. 258 und 259, wovon die Ictztore wieder praktisch unbrauchbar ist.

e1" ·ex= 1 1,5 2 2,5 3 00' 
P·a -2 - ] ,5 ],33 1,25 -- ]-- -= - ,X) 

Q · b2 

Die Verhältnisse sind gegenüber der ersten Anordnung schon günstiger geworden.

B . bi 1 . d f" . d W p. IX 1 d d' A d01 b
2 

= - wir ur Je en ert von e/1
• ('( Q. b

2
, un 10 nor ~

nung wäre die der Fig. 260 ( die der füg. 259 entsprechende wird beiseite gelassen).
Bei kleinem Ausschlag des Hebels tritt überhaupt keine Bremsung ein, sondern
erst bei ziemlich großem, weil dann die Hebelarme b1 und b2 infolge der Drohung'

verschieden groß werden. Die Anordnung
_ !!z. = _ 1 ist für wechselnde Drehricbtung der Seheibe

1 bz verwendbar, weil sie kräftiger wirkt als die
i der Fig. 254-, wenn der Bremshebel so be-
s wegt wird, daß dabei b2 > b1 wird. Für die

entgegengesetzte Bewegung des Hebels ist
-P sie unbrauchbar, denn wenn die Bremse

unbelastet angespannt wird, wie bei Ge
wichtsbelastung und elektromagnetischer

Fig_. 260. Fig. 261.. Auslösung, so wird die Spannkraft im
Band überall dieselbe

S = - (~. a ) ' 
b2. b: + 1

also im vorliegenden Fall, wo der Klammerausdruck O ist, S 0v oo: die Bremse
wird zu Bruch gehen. Eine andere Ausführungsform ist die der Fig. 261.

Es sei jetzt -1 > ~1 > - e!' · o: (Fig. 262). Dann gilt die folgende Zusammen-
p. a 2 

stellung für Q . b
2 

: 
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e"' •IX= 1,5 2 2,5 3 J>lz>-eµ"" b2 

», 1.
1,5 0 0,5 --0,667 0,75 1 

62 -P 
2 0 0,83!l 0,50

2,5 0 0,25

Man entnimmt der Fig, 262, <laß bei Bewegung des
Hebels in Richtung der eingetragenen Kraft P das Band
von der Scheibe abgehoben, d. h. die Bremse gelöst wird. Die Anordnung ist
also selbstaporrend, und man erhält, wenn in der Hebelgleichung P • n, = O ge
setzt wird, mit S2 = S1 f-- (J 

Jfig. 262,

-(228)

Die Werte sind größer als die der Gleichungen (223) für S1 und S2• Die Differen
tialbremsen mit Selbstsperrung gemäß der vorstehenden Darlegungen sind aber im
allgemeinen unbrauchbar, weil sie bei hinreichend großer Umfangskraft Q und
gegebener Belastung P des Hebels wohl sperren, dagegen bei kleiner werdendem Q 
die Scheibe gleiten Jassen.

b P·a 
Macht man jetzt b 1 = - e11 

• IX , so wird Q . b - 0 . Damit ist die Grenze
2 2 

des Selbstsperrungsgebietes erreicht.

Wählt man bi < -- e!' · rx , so gilt die folgende Zusammenstellung für p · a : 
~ Q·~ 

e/1 •IX::-: T 1,5 2 T 2,5

b1
=- -1,5 0 

b2 
2 +1 0 
2,5 +2 +0,5 0 
3 +3 -t 1 +0,333
4 -1 5 +2 +1 Fig, 263, 

Die Anordnung ist die der Fig. 2G3; es ist das das praktisch benutzte Gebiet der
Differentialbremse. ·

Wird schließlich b2 -- o, gesetzt, also
b1
b2 

so wird
P·a 
Q. b2 

00' 

1 - elf• IX 

Dem entspricht die häufige Anord
nung nach Fig. 264 und 265, und es
gilt die Zusammenstellung:

+P -P 

Fig. 264. Fig. 265.

el' •IX= 1 1,5
P·a 2 
Q · b2 

(X) 

2 2,5

0,667

3 oo, 

0,50 0.
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Ein Vergleich mit der ersten Zusammenstellung für b1 cc- 0 lehrt, daß jene An
ordnung bei genau gleichen konstruktiven Maßnahmen eine sehr viel größere
Bremskraft P erfordert als die vorliegende, also unzweckmäßig ist.

Beispiel 187. Eine Spreizringlrnpplung nach Fig. 266 habe den Durchmesser
D = 50 cm, die Ringbreite b = 9 cm, der anpressende Schubkeil habe die Nei
gung 1 : 5 auf beiden Seiten. Zu berechnen ist das übertragene Drehmoment M 192). 

Der Neigung tgcx = 1 : 5 entspricht der Winkel 11 ° 201
, so daß der Spreiz

ring auf dem Bogen ex = 337 ° = 5,882 anliegt. Mit fl = 0,] 8 für trockene Flächen
wird e" · IX = 2,88 . Da der Schubkeil geölt wird, so muß man damit rechnen,
daß die Anlagefläche etwa die Reibungsziffer f" = 0,12_habenkann, der e!' ·IX= 2,03
entspricht.

Ruft der Schubkeil auf der einen Seite die Spreizringspannkraft S 1 hervor,
so ist sie auf der anderen Seite S2 = S1 • el-1 • IX. Dazu tritt noch eine Spannkraft
S0 ev 30 kg, die aufzuwenden ist, um den lose in der Trommel sitzenden Ring
auf den Trommeldurchmesser aufzubiegen. Man erhält so als Zugkraft am Keil
gemäß Beispiel 57

P = (S0 + S1) • tg(cx + e) + (S0 + S2) • tg(cx + e) 
und als übertragenes Moment

D M = (S2 - S1) • -2 . 

Nun ist die Anpressungskraft N an einer beliebigen Stelle nach ]i'ig. 244
N = S · ä«, und nach den obigen Angaben gilt

D 
N=b•2•dcx·JJ, 

also durch Gleichsetzen beider Ausdrücke
2·S 

p = b·D. 

Damit die Abnutzung beim Einrücken nicht zu groß
wird, ist der größte zugelassene Anpressungsdruck
zwischen Gußeisenfläohen Pmax = 15 at. Hieraus folgt

D 
S2 = b • 2 · Pmii., = 9 · 25 · 15 C'v 3380 kg,Fig. 266.

also

S - S2 
1 - e!' • IX 

3380 ,
2,03 oo 1660 kg,

im ungünstigen Fall, und bei fehlender Schmierung

, 3380
SI = 2,88 c-o 1170 kg.

Dem entspricht der kleinste Anpressungsdrucls

15 
P.t = 90'> = 7,4-at

.,{,,J' t) 

bzw.
15p~ = --- = 5,2 at.2,88

192) Eberle, Z. d. V. d. I. 1908.
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bzw.

Das übertragene Drehmoment ist nun
M = (3380 1660) · 0,25 = 430 cm/kg
M' = (3380 - 1170) · 0,25 = 550 cm/kg.

Die Wirkung des Getriebes ist ziemlich erheblich von der Innehaltung der der
Rechnung zugrunde gelegten Reibungsziffer abhängig.

1

Beispiel 188. Anzugeben ist der von einer Bandbremse bei der Umfassung
rx = 0,7 · 2 ::rr: auf die Welle ausgeübte Achsdruck, wenn die kleinere Bandspann
kraft S1 = 100 kg beträgt.

Mit 11 - 0,18 und IX = 0,7 · 2JT ergibt sich ei1 • ex = 2,21, also S2 = 221 kg.
Heide Kräfte schließen miteinander den Winkel

J( - 0,7. ::rr: = 0,3. Jr = 0,3. 180 = 54°
ein und es ist somit der Achsdruck

R = sl • v1 + 2,212 + 2 . 2,21 . cos 54° = 100 . v1 + 4,884 + 1,365 "' 210 kg.
Der Achsdruck wird völlig aufgehoben, wenn zwei Differentialbremsbänder

in entgegengesetzter Anordnung um die Scheibe gelegt werden, wie bei der Kraft
maschinenkupplung der BAMAG1D3) nach Fig. 267. Freilich ist dann der Spann
lrraftunterschied wesentlich kleiner, aber damit auch die Abhängigkeit von der
etwaigen Anderung der Reibungsziffer. Bei der Ausführung ist ex= 0,75 • tn und
bei gut geschmierten Gleitflächen 11, = 0,10, also e.ci, • ex = l ,27.

Es ist ferner absichtlich der Grenzfall der Selbstsperrung mit bi = 1,27 ge-
b2 

wählt worden, so daß das Einrücken der Kupplung ohne Kraftanstrengung erfolgt.
Bei geringer Belastung gleitet sie dann (Beispiel 136) und faßt erst, wenn die
Bremsscheibe dieselbe Geschwindigkeit hat wie das
auf dem zweiten Wellenstumpf sitzende Gehäuse, in
dem die festen Drehzapfen O gelagert sind. Sinkt
die Geschwindigkeit der Zusatzmaschine etwa wegen
Überbelastung, so rutscht die Kupplung ohne Stoß
oder überhaupt Bewegung der Hebel und schließt
sich wieder selbsttätig fest, sobald beide Wellen die
gleiche Geschwindigkeit haben.

Das gesamte, bei voller Anspannung S2 der Bän
der übertragene Drehmoment wird nach Formel (225)

e/1. o: 
M -,= 2 · R2 • r · - - - = 0,213 D · S2, 

e.11. • o: - l 
also 7,. B. mit 82 -= 2000 kg und .D 50 cm

JJ!l ==- 0,213 · 2000 · 0,50 --c::c 213 m/kg.

1 

i 
i----- 

Fig. 267.

17. Der Riemen- und Seiltrieb. 
Die meisten Riemen- und Seiltriebe arbeiten mit Vorspannung,

d. h. der Riemen oder das Seil wird so auf die ruhenden Scheiben gelegt,
daß in allen Teilen eine gewisse Spannkraft 80 entsteht. Wird jetzt die
eine Scheibe durch ein Drehmoment M1 bewegt, während auf die andere
ein entgegengesetztes Drehmoment M2 einwirkt, so gilt ja nach den
Darlegungen in Abschnitt 10

M1 r2 n1 

M2 r1 n2 
19:3) Ohnesorgc, z. d. V. d. J. 1908.
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solange der Riemen infolge der Reibung auf den Scheiben festliegt,
und die Spannkräfte S0 steigen in dem ziehenden Trum auf 82 und
sinken in dem losen Trum auf S1 (Fig. 268). Wenn schließlich Über

lastung eintritt, so beginnt
der Riemen auf der einen
Scheibe zu gleiten, und in
dem Augenblick liegt der
Fall der .Fig. 242 vor. Es gilt
demnach auch hier dio For-

h2 meJ (223):
S2 =SI. e/1 • IX 

und ebenso die andere
MI S2 - SI= = Sn, 
rl 

worin Sn die am Umfang
der Scheiben wirkende Nutz

spannkraft bezeichnet. Beide zusammen ergeben wieder die Gl. (225), 
die häufig in folgender Form geschrieben wird:

e,n • IX s 
S -S •---- n 

2 - n e'' . IX - I 1 - e f' • IX 

Fig. 268.

Sn 
k 

(229)

Der Wert k heißt die Ausbeute des Riementriebesw+). Es gilt dafür
die Zusammenstellung:

el' • IX = 1 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4- 2,ß 3,0
lc = 0 0,3750 0,444 0,50 0,545 0,5833 0,6153 0,6667.

Nun ist zu berücksichtigen, daß der Riemen oder das Seil an den
Scheiben nicht als geometrische Tangente anliegt, wie es Fig. 268 dar
stellt, sondern die Band- bzw. Seilsteifigkeit wirkt schon dahin, daß an
der Auflaufstelle Ader Umfassungswinkel ex um den Betrag ex' 

verkleinert und an der Ablaufstelle B um einen
anderen Betrag ex" vergrößert wird (Fig. 269).
Der Unterschied beider Winkel rührt zum Teil

\v davon her, daß die Spannkraft S2 wesentlich
größer ist als S1 und nicht, wie bei den Dar
legungen überdie Bandsteifigkeit in Abschnitt 15,
gleich groß. Er wird noch weiter dadurch be
einflußt, daß der bei A auflaufende Riemen die
umgebende Luft ebenso wie die umlaufende
Scheibe mit sich reißt, die so ein Kissen zwi
schen Riemen und Scheibe bildet, bis sie wirk-

lich hinausgedrückt ist195), während bei B der äußere Luftdruck den
Riemen noch etwas gegen die Scheibe preßt, wenn die reine Gurt
steifigkeit schon überwunden sein sollte.

A 

s 
Fig. 269.

194) Boesner, Aus Theorie und Praxis des Riementriebes, 1914.
195) Kammerer, Mitt. des V. d. I. über Forschungsarbeiten, Heft 56/57, 1908.
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Dio Größo des Auspreßweges r • ex', der durch die eigentliche Gurt
steifigkeit kaum verändert wird, hängt ab von der Luftmenge, die etwa
dem Quadrat der Riemengeschwindigkeit v entspricht, und wird um
so größer, je breiter der Riemen ist; überschlägig werde dafür die Ab
hängigkeit von dor Quadratwurzel der Riemenbreite b eingesetzt. Er
wird um so kleiner, je größer die auf den cm Riemenbreite ent-

S' 
fallende Spannkraft b an der Stelle ist, und man kann demnach an-
setzen

:1

0 · v2 • b3 ex'= -- - -· 
S'·r (230) 

Werdenvinm/sk, b und r iu cm , S'in kg und ex' in Bogenmaß gemessen,
so ist nach Versuchen, die mit demselben Riementrieb im lufterfüllten
11r1d luftverclünnten Ra11m. angestellt wurden 196),

0 O,l.L8. (231.) 
Freilich sind zur sicheren Festlegung aller Abhängigkeiten noch weitere
Untersuchungen nötig. .Bei Seilen und glatten Stahlbändern hat ex' 
nur den durch die Seil- bzw. Bandsteifigkeit bedingten Wert. Den
meistens kleineren Winkel 0v" vernachlässigt man der Sicherheit halber
gewöhnlich.

Der so um den Betrag ex' verkleinerte Umfassungswinkel zerfällt
nun noch bei geringer Belastung in einen Ruhewinkel ex0, in dem die
Spannung des Riemens unverändert bleibt197), und den Gleitwinkel ex, 
in dem sie sich zwischen den Endwerten S1 und S2 ändert. Wenn man
von den wenig nachgiebigen Stahlbändern absieht, so sind alle Riemen
und Seile verhältnismäßig nachgiebig, so daß sie sich bei der Vergröße
rung der Spannung auf der getriebenen Scheibe merklich dehnen und
bei der Verringerung der Spannung auf der treibenden Scheibe wieder
zusammenziehen. Infolgedessen gleitet jeder Riemen in diesem Arbeits
winkel ex auch bei verhältnismäßig geringer Belastung immer etwas.

Bclsplcl l.39. Ein Riemen von b = 18 cm Breite laufe über zwei gußeiserne
Riemenscheiben von D = 61 cm Durchmesser, die n = 860 Umdrehungen in der
Minute machen. Anzugeben ist dio Größe des Auspreßwinkols, wenn das Leer
trum mit S1 =- 297 kg angespannt ist und das ziehende mit S2 = 430 kg.

Man erhält die Riemengeschwindigkeit
_ JT • 0,61 · 860 27 50 / k v- 60 c-o , ms.

Damit liefert die Gleichung (230) für die Scheibe 1

, - 0,118. 27,52• 18~ = 0 752 430
0( 1 - 297 . 30,5 ' c-o '

und es wird ferner für die Scheibe 2

0(1 c..c: 43· . 297 ~~ 29 t 0 2 430 ~~ .
1116) Skut.sch , Verli. d. V. f. Gewerbefleiß 1913.
11'7) Grashof, Theorie der Getriebe, 1881; Brauer, z. cl. V. d..J. 1908.

8 t, e p h 1i n , Technische Mechanik. I l. 16
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'Auf der treibenden Scheibe ist also bei Vollbelastung der Gleitwinkel & ev 150°,
auf der getriebenen nur rund 137°. Bei gleich großen Scheiben gleitet der Riemen
im Fall der Überlastung hauptsächlich auf der getriebenen Scheibe lB8).

Sind die aus gleichem Material bestehenden Riemenscheiben verschieden groß,
so liegt bei offenen Trieben nach füg. 268 der geometrische Umfassungswinkel ex 
auf der kleineren Scheibe um ebensoviel unter 180° als auf der größeren darüber.
Der Riemen gleitet somit bei größerer Ubersetzu ng gewöhnlich auf der kleineren
Scheibe, und zwar läuft der Trieb immer wesentlich ungünstiger, wenn die große
Scheibe treibt, als umgekehrt, weil dann das schwächer gespannte Trum auf die
kleine Scheibe aufläuft, wodurch sich dort der größere Auspreßwinkcl einstellt.

Eine erhebliche Verbesserung erzielt man in dem Fall dadurch, daß die kleinere
Scheibe aus Holz hergestellt wird, weil dann die Reibungsziffer soweit ansteigt,
daß die Verringerung des Gleitwinkels & ausgeglichen wird. Will man den um
faßten Winkel bei großen Laufgeschwindigkeiten nahezu ganz ausnutzen, so muß
man gelochte Riemen verwenden, die der mitgerissenen Luft leichten Austritt
gestatten.

Die Reibungsziffer /,l zwischen dem Treibriemen und der Scheibe
hängt nun von einer Reihe von Umständen ab. In erster Linie spielt
die Fettung des Riemens eine Rolle. Bei stärkerer Fettung des Ledern,
für das eingehendere Untersuchungen199) nur vorliegen, ist fl unter
sonst gleichen Umständen wesentlich höher als in verhältnismäßig
trockenem Zustand, weil sich auf der Scheibe ein zwar sehr dünner,
aber äußerst zäher Fettüberzug bildet, der um so gleichmäßiger ist, je
glatter die Scheiben- und Riemenflächen sind. Nun findet wie bei
den Zapfen im Lager eine Verschiebung der Schmierschichten gegen
einander statt, und bei der großen Zähigkeit der hier nicht erwärmten
Schmiere stellt sich bei jeder Gleitgeschwindigkeit fast sofort wieder
ein Beharrungszustand ein. Auf rauhen Scheiben, wo sich diese gleich
mäßige Schmierschicht nicht ausbilden kann, ist die Reibung geringer
als auf glatten Scheiben 198).

Außer der Fettung ist von Einfluß der mittlere Flächendruck Prn at,
mit dem sich der Riemen auf die Scheibe legt, und zwar sinkt die
Reibungsziffer mit wachsendem Pm; ferner die Gleitgeschwin.digkeit
c cm/3k zwischen Riemen und Scheibe und schließlich noch die
Temperatur, deren Erhöhung die Zähigkeit der Schmierschicht ver
kleinert.

Bei etwa 20 ° C ergab sich 200) an einem wenig gefetteten, lohgaren Leder
riemen, wie er im Betrieb meistens vorkommt, mit nur geleimten Verbindungs
stellen

/l = -0,812 + 0,845: ( P2n )- /5 + 0,07 · C ¼, (2:~2a)

und zwar auf gußeisernen Scheiben. Auf einer besonders glatten schmiedeeisernen
Scheibe hatte die erste Ziffer den Wert -1,076.

198) Skutsch, Versuche über den Einfluß der Oberflächenbeschaffenheit
gußeiserner Riemenscheiben, 1911.

199) Sellers, Lewis, Transact. of the American Soc. of Mech. Eng. 1885,
übersetzt von Skutsch, Glasers Annalen 1914; Skutsch, D. p. J. 1914; Erie
derich, Z. d. V. d. I. 1915; Stephan, D. p. J. 1913.

200) Stephan, Die Treibriemen und Riementriebe, 1920.
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Nachgenähto Leimstellen verringern die Reibung, und es ergab sich als Mittel
wert für den ganzon, etwas fetteren Riemen

/l = -0,421 -j-- 0,22 • ( p2, ) - /o + 0,40 • C 1 (232b)

auf gußeiserner Scheibe; auf einer schmiedeeisernen hatte die erste Ziffer den
Wert -0,444. 1 

Durch besonders starkes Fetten läßt sich der Faktor von c I noch weiter ver
doppeln. Freilich geht der Zahlenfaktor des zweiten Gliedes dann so weit zurück,
daß es nahezu verschwindet, und das erste steigt bis auf -1,6. Die Messungen
umfaßten den Bereich

0,06 < P21
• < 0,4 at, 0,3 < c < 18 cm/sk.

Auf einer hölzernen Scheibe ergab ein gebrauchter lohgarer Riemen bei

und 2 < c < 11,5 cm/sk

( 

\ - 1 1
ll - 0 -j- 0 1 • p,,, } 7,15 + () 23 • C ,f •

1 ,, 2 ' (232c)

Für die anderen Riemenmaterialien muß man vorläufig die gleichen Werte
der Reibungsziffer wie bei Lederriemen ansetzen. Die Reibungsziffer des leicht
gefetteten Stahlbandes auf dem Korkbelag der Riemenscheibe entspricht etwa
der zwischen Leder und glatter Scheibe 201).

Durch das Gleiten, mit dem sich der Riemen der Belastung anpaßt,
sind Riementriebe besonders wertvoll für schnellgehende Maschinen mit
schweren bewegten Massen, die beim Ingangsetzen der Bewegung einen
hohen Beschleunigungswiderstand (Bd. III) entgegensetzen. ,

Beispiel 140. Für einen wenig gefetteten Treibriemen (Formel 232a) sind
die Reibungs- und Spannungsverhältnisse zahlenmäßig zu untersuchen.

Man entnimmt der Fig. 243 den Flächendruok des Riemens von der Breite
N b cm zu p = b Nun liefert die Fig. 244 die Beziehung N = S · da 

· r da 
und damit wird

s 
p = b · r 

Die Spannkraft S kg erzeugt in dem Riemen vom Querschnitt b · 8 cm2 die
gleichförmig über den Querschnitt verteilte Spannung

s 
a = b-kg/cm2

• ·s 

Setzt man diesen Wert in die vorstehende Gleichung ein, so folgt ~ = a •; 
und der Mittelwert

Pm 8 
2 = O,n. D . 

Die mittlere Anspannung beider Riementrümer kann nun keine andere sein 200)

als die Anfangsspannung a0 im Ruhezustand vermindert um die durch die Flieh-

2oL) Eloesser-Kraftband Ges. m. b. H., Charlottenburg.
16* 
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kraft (Bd. III) des schnellaufenden Riemens erzeugte Spannung a1• Damit wird
schließlich

Pm s 
2 = (oo - ar). D . (2:33)

Für den ziemlich trockenen Riemen, der auf gußeiserner Scheibe die Reibungs
ziffer der Formel (232a) ergab, gilt nun die folgende Zusammenstellung für ,i/, 
die beiden ersten Summanden jener Formel:

D 
II 1 

1 

1 1 

100 1 150 1 20020 30 40
1 

50 75
.8 

ao - ar 
0,2931 0,338

1 

10 0,115 0,166 0,204 0,236 0,401 0,449
15 0,066 0,115 0,152 0,180 0,236 0,277 0,338 0,383
20 0,080 0,115 0,143 0,196 0,236 0,293 0,338
25 I 0,054 0,088 0,115 0,166 0,204 0,261 0,303
30 0,066 0,093 1 0,143 0,180 0,236 0,273
35 0,052 0,074 0,124 0,160 0,215 0,255
40 0,059 0,107 0,143 0,206 0,236
50 0,080 0,115 0,166 0,204
60 0,059 0,093 0,143 0,180

und für den letzten Summanden:
c = 2,5 5 7,5 10 15 20 25 cm/sk

!l'' = 0,088 0,105 0,116 0,125 0,138 0,148 0,157
Nimmt man einschließlich der elastischen Dehnung und Wiederzusammen

ziehung des Riemens noch ein Gleiten mit der Geschwindigkeit c = 2,5 cm/sk
an, so ergeben sich z. B. für das Verhältnis !}_ = 100 die Reibungsziffern der

8 ' 
nachstehenden Zusammenstellung. Wird ferner mit dem Gleitwinkel IX = 175 °

' = 3,054 gerechnet, so erhält man die Zahlen der dritten Zeile für das Verhältnis
S2 µ. a -=e . 
S1 

Die beiden Spannungen gehen nun ineinander über, wie es die Fig. 270 zeigt.
Man erhält daraus die mittlere Spannung a,,,, indem man den Flächeninhalt der
Spannungskurve bestimmt und ihn durch die Länge ex dividiert.:

& IX 
1 j" 1 /' µ,•IX a = · o·d(X= · a ·e ·dcx "' IX, . IX, . l .

0 0 
~ Nun ist nach Formel (140) in Hd. I

ii also
f ft•IX 1 µ•IX c1 e · dcx = · e -t , 

/1

. (Jl ( ,u. • IX, o ) al ( µ, • (X a = · e -e -= . e - 
"' t-'· • ex /l • IX 

Hieraus folgt die Spannung im losen Trum

Fig. 270.

//4 • IX 
0'1 = (0o - 0r) • - - 

eµ·cx-1 

woraus sich für das gewählte Beispiel die vierte Zeile der Zusammenstellung
ergibt. Die fünfte liefert nun die Formel (223).

(2:34) 



Der Riemen- und Seiltrieb. 245 

rr0 - af'= 10 15 20 25 30 35 40 50
,ll 0,426 0,365 0,3'24 0,292 0,268 0,248 0,231 0,203

C /1 •IX,-- :~,67 3,16 2,69 2,44 2,28 2113 2,02 1,86
a, - 4,!) 8,0 11,7 15,5 20,8 23,0 27,6 36,1 at
():! =--.; 19,7 25,3 31,5 37,8 47,4 49,1 56,8 67,2 at.

Man rechnet gewöhnlich bei halbumspannter Scheibe mit dem Spannungs:
vorhältnis e /G • IX 2,
also

0,301
µ. {X - -0,4343 = 0,6935'

und bei ix = 175° -::: 3,054 folgt hieraus die erforderlicheReibungsziffer ,11, = 0,227.
Nimmt man wieder ein Gesamtgloiten von c - 2,5 cm/sk., a1so fi'' = 0,088 an,
so wird ,11, = 0,139, und man erhält durch eine zeichnerische Interpolation die
folgende Zusammenstellung von a0 - a rund daraus wieder a1 = (a0 - a1) • O,ß:35 .

D 30 40 50 75 100
8 

a0 - ar 13
<r1 9

17 21
12 14,5

26
18

42
29

Man bemerkt, daß die Vorspannung a0 -- a r immer etwas kleiner ist als der
Mittelwert ½ · ( a1 + a2) der beiden Betriebsspannungen.

Wenn die mögliche Reibungsziffer vollständig ausgenutzt werden soll, ist
zur Erzielung eines bestimmten Spannungsverhältnisses auf kleinen Scheiben
eine fast genau im Verhältnis der Scheibendurchmesser kleinere Vorspannung
zu nehmen. Da die Riemen auch eine mit der Verkleinerung der Scheiben wach
sende Biegungsbeanspruchung erfahren (Bd. IV), so ergibt sich so bei den ge
bräuchlichen Scheibenverhältnissen ungefähr die gleiche Gesamtanstrengung.
Große Spannkräfte können bei verhältnismäßig geringem Gleiten nur auf hin
reichend großen Scheiben übertragen werden.

Beispiel 141. Von einer Welle, die unter dem Drehmoment M1 = 4200 cm.kg
n1 = 860 Umdrehungen in der Minute macht und h1 = 0,83 m über dem. Maschinen
hausfußboden liegt, soll eine zweite Welle, die mit n2 = 150 Umdrehungen in der
Minute umläuft und im wagerechten Abstand a = 5,52 m von der ersten entfernt
h2 = 3,76 m über dem Maschinenhausfußboden liegt, durch einen Doppelriemen
von der Stärke s = 1,0 cm angetrieben werden. Die Antriebsscheibe habe den
Durchmesser D1 =- 60 cm. Anzugeben ist die Riemenlänge, die Spannung in den
beiden Trümern, die erforderliche Riemenbreite und die Größe des Gleitens.

Man erhält den Durchmesser der zweiten Scheibe zu
n1 860

D2 = D1 • n
2

= 60 -150 -344cm.

Ausgeführt wird D2 = 350 cm.
Der unmittelbare Achsenabstand beträgt nach Fig. 268

1/ (h9 - h )2 ·/- ( 376 - 83 )2 - d=-a·Vl+ M a 1 =552·11+ 552 =552·Vl,2818=624,85cm.

Der auf der kleineren Scheibe umfaßte Winkel ermittelt sich aus

cos CX1 r2 - r12=-a-= 

zu 1X1 = 2. 76° 35' = 153° 10'.

175 - 30
624,85 = 0,2319
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Zur genauen Bestimmung der Gesamtlängew") schreibt man mit den Be
zeichnungen der Fig. 268

L =,2. d. V1 - (2 ~ rlr + r1. 2. arc cos r2 -;; rl + r2. 2. (JT - arc cos r2 d r1). 

Setzt man vorübergehend r2 -;; r1 =- x, so gelten die folgenden Reihenent
wicklungen

Vl - x2 = 1 - ½ · x2 + ½ · x4 - 

:rr ( 1 x3 l · 3 x5 

arc cos x = 2 - x + 2 · 3 - + 2 . 4 · -K + .. . ) . 

Damit folgt nach Wiederherstellung des Wertes von x 

) (r1 - r2)2 + Jr1 - r2)l
L=2·d+n·(r1+r2 + d 1,714.d3 -r ···, 

also im vorliegenden Fall
1452 1454 

L = 2 ._624•85 + 1r • 
205 + 624,85 + 1,714 · 624,85

= 1249,70 + 644,03 + 33,64 + 1,06 = 1928,4 cm.
Die Berechnung ist wesentlich genauer und weniger zeitraubend als der Um

weg über die Kosinus- und Bogentafeln. Sie ergibt die Länge des ungespannten,
stumpf gestoßenen Riemens.

Die Umlaufgeschwindigkeit des Riemens mit Berücksichtigung seiner Stärke
enthält schon das Beispiel 139: v = 27,5 m/sk.

Man kann nun je nach dem Grade des Gleitens, das man zulassen will, das
Spannungsverhältnis der beiden Riementrümer innerhalb gewisser Grenzen wählen.
Am gebräuchlichsten ist !2 = e" · a. = 2, wenn der umfaßte Winkel in der Nähe

Ü
1 

von 180° liegt. Der bersicht wegen werde mit den drei Werten 1,8 -2 -2,2
gerechnet.

Man erhält dann aus Formel (229) mit
4200

S11 = 30,5 = 135,5 kg

die in Zeile 3 der Zusammenstellung angegebenen Werte von S2 und daraus die
darunterstehenden von S1• Die Formel (234) liefert dann die Werte der Zeile 5
von S0 - Sr. 

Bei der großen Geschwindigkeit beansprucht die Fliehkraft den Riemen mit
der in Zeile 6 stehenden Kraft Sr (Bd, III). Die Vorspannkraft S0 folgt dann
durch Addition der Zeilen 5 und 6 (Zeile 7). Da der Doppelriemen nach einer
späteren Rechnung (Bd. IV) bei Herstellung aus Prima eichenlohegegerbtem Leder
mit o2 = 16,5 kg/cm2 beansprucht werden kann, so ergibt sich seine Breite aus
b = ~ (Zeile 8).

8 • 02

Zu den Spannkräften S1 und S2 ist St zu addieren, damit werden dann die
Auspreßwinkel gemäß Formel (280) berechnet:

0,118 · 27,52 180 b~ ex' --- --·-·- - 1
- 30 n S2 + Sr 

an der treibenden kleineren Scheibe (Zeile 9) und
:1

0,118 · 776 180 b 2
ex~ = 30 . --;,.- . S

1 
+ Sr 

an der getriebenen größeren Scheibe (Zeile 10).
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Nun folgen die erforderlichen Reibungsziffern auf den Scheiben durch Divi
sion der Werte in Zeile 3 durch den in Bogenmaß ausgedrückten Gleitwinkel

(\]
0 ) J(, bzw. &2 = (207° - &~), • l;O.(153 ·- &'i • 180

l. ell•IX= 1,8 2,0 2,2
2. p·ci= 0,588 0,693 0,788
:3. S2 298 271 247 kg
4. Si 165,5 135,5 112,5
5. So-Sr 225,5 195,5 ]71,5
6. Sr 131,5 120,5 109,5
7. So 357 316 281
8. b 18,0 16,5 15,0 cm
9. ()(.' 29¾0 2810 27½0

1

10. ()(.~ c--..:, 710 7½0 7½0
11. /J1 0,273 0,319 0,360
12. µ2 0,169 0,199 0,226

18. ( p,,,) = 0,660 0,624 0,603 at
' 2 1

14. ( p:t ) 2 -= 0,1]3 0,107 0,103 „
15. 11; = 0,081 0,088 0,092
16. µ~ = 0,318 0,327 0,333
17. /J·~' =-= 0,192 0,231 0,268
18. C 56,8 118,6 215 cm/sk

19. 100 ·
C 2,1 4 7,8 % ,--..:., 
V 

20. Cu= 7,1 6,8 6,6 cm/sk
21. /lj = 0,106 0,1065 0,107
22. flJL = 0,1.63 0,213 0,253
23. C1 = 0,25 0,73 1,47 cm/sk

Der Unterschied der Gleitwinkel a macht sich in den Zeilen 11. und 12 sehr er
heblich bemerkbar. Wird wieder ein ziemlich trockener Riemen angenommen,

für den die Formel (232a) gilt, so folgt nach Bestimmung von P2, = ~r-::1. · ; 
1

(Zeilen 13 und 14) der erste Te~l der Reibungsziffer n/o« -0,812.+ 0,845 · (~m )7.5
(Zeilen 15 und 16). Damit wird alsoµ;'= 0,07 ·cf= µ1 - µ~ (Zeile 17) und die

nötige Gleitgeschwindigkeit c1 = (~:i~r Den Wert enthält die Zeile 18 in

absoluter Größe und die Zeile 19 in v. H. der Umlaufgeschwindigkeit. Man er
kennt sofort, daß nur die erste Spalte soeben noch praktisch mit Vorteil ver
wendbare Werte liefert. Auf der zweiten Scheibe besteht in allen drei Fällen
noch ein beträchtlicher Ruhewinkel, dä ,,; > ,112 ist. Durch die elastische Aus
dehnung rutscht der Riemen auf der Scheibe mit de!. mittleren Geschwindig
keit c,, ( ßd. IV)., die Zeile 20 enthält. Sie gibt gleichzeitig den Wert des Gleitens
auf der zweiten Scheibe an.

Bei großen Übersetzungen und hohen Umlaufgeschwindigkeiten ist auf eisernen
Scheiben starkes Gleiten erforderlich, um eine hohe Ausbeute zu erzielen. Damit
ist natürlich ein entsprechend hoher Verschleiß und geringer Wirkungsgrad ver
bunden.

Allerdings ist - wenigstens in den beiden letzten Spalten - der sichere
Geltungsbereich der Formeln (232) weit überschritten worden.
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Infolge des Gleitens auf der Antriebscheibe um 2,1 v. H. und auf der gc
triebenen um ¼ v. H. beim ersten Spannungsverhältnis ist die Übersetzung tat-
sächlich 350 O 979

ü, -- o,9975 · 'no · 15'728'
860

während verlangt war ii, -=
150

- 5,7~7 .

Der Unterschied ist völlig belanglos, dagegen nicht mehr bei den anderen
Spannungsverhältnissen. Da das Gleiten des Riemens von seiner Fettung abhängt,
so kann man eine vorgeschriebene Ubersetzung immer nur annähernd erreichen.
Im allgemeinen genügt bei einem richtig gewählten Riementrieb die Abrundung
auf den nächsthöheren im Handel zu beschaffenden Ricmenscheibendurchmesaer,
um das Gleiten ungefähr auszugleichen.

Ist die kleinere Scheibe die getriebene, so werden die Verhältnisse noch un
günstiger, weil dann infolge der geringeren Spannkraft s; an der Auflaufstello
der Auspreßwinkel noch größer, also der Gleitwinkel entsprechend kleiner wird.

Ist die kleinere Scheibe aus Holz, so tritt an Stelle der Zeile 15 aus Formol (232 c)
1 

µ'r = 0,1 · (~'17.5 (Zeile 21) und
1
e\bleibt dann 11'/ als Unterschied gegen Zeile 11. 

Hieraus-folgt wie oben c1 = (
0

~~
3
) (Zeile 23). Man sieht, daß das elastische Gleiten

schon größer ist als das zur Erzielung der Spannungsunterschiede erforderl ichc.
Während man große Übersetzungen bei hoher Umlaufgeschwindigkeit auf eisernen
Scheiben höchstens mit dem Spannungsverhältnis 1,8 betreiben sollte, kann man
unter gleichen Verhältnissen bis auf 2,5 gehen, wenn die kleinere Scheibe aus
Holz ist.

Durch das Abschleudern der Luft beeinflussen sich die beiden Riemenscheiben
stark, wenn der Achsenabstand zu gering genommen wird 202); der Auspreß
winkel wird dadurch auf jeder Scheibe vergrößert und damit wieder das Gleiten
des Riemens.

oo• 

;;

J2()fl 
s.o 

.Fig. 27 J.

In der Fig. 271 sind für verschiedene Werte vonµ, die bei ex, = 180°
die eingetragenen Spannungsverhältnisse ergeben, die für andere

~02) z. _ß. Mi t bcr m a yr, Z. d. V. d. L 191!).
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Winkel zutreffenden Werte von ef'· · ,x für den Gebrauch zusammen
gestellt, und zwar des bequemen ÜberbUckes halber in Polarkoordinaten.
Die Linien sind sogenannte logarithmische Spiralen.

Die errechnete Vorspannung des Riemens muß beim Auflegen
nicht unbedeutend vergrößert werden, weil sich das Riemenmaterial
unter einer bestimmten Belastung dauernd streckt Es gibt zuerst ganz
bedeutend nach, freilich mit der Zeit immer weniger199e); dabei sinkt
naturgemäß die Spannung Sie ist bei Leder 2 Minuten nach dem Auf
legen i. M. um das 1,5 fache größer als nach 28 Tagen. Von dieser Zeit
11n fällt sie nur noch langsam, so daß ein Nachspannen erst nach etwa 1
bis 1 ½ Jahren nötig wird. Es gilt 200) i. M. für Lederriemen

reiner Eichenlohe-Grubengerbung 02
Min. = 1,:37

rr2s Tage
gewöhnlicher lohgarer Gerbung. 1.,50
moderner Gerbung . . . . 1,67
hydrodynamischer Gerbung 1,28
Chromgerbung . . . . . . . . 1,73

Bei Textilriemen fällt die Spannung wesentlich schneller und stärker
ab. Man kann den etwa nach 18 Tagen erreichten Betrag als Regel
Apannung ansetzen und muß dann etwa nach ¾ Jahren bereits wieder
nachspannen. Es gilt i. M. für

gewebte Baumwollriemen . .

,, Kamelhaarriemen ..
genähte Baumwolltuchriemen
Balatariemen . . . . . . . .
geflochtene Baumwollgarnriemen

03M~ = 2,22
01s '.rage

2,22 
2,0
1,67 
2,13 

Stahlbänder, die auf einem ganz dünnen, auf die Eisenscheibe ge
leimten Korkbelag von oft nur 1/2 mm Stärke oder auf Holzscheiben
laufen, bieten den Vorteil, daß sie eine Nachspannung nicht erfordern.
Das gleiche gilt für Drahtgliederriemen mit Papiergarnbewicklung 202), 

die zum guten Durchziehen in richtiger Weise ·gewachst werden müssen.
Bei geneigten Werkzeugmaschinen-Antrieben mit obenliegender

Antriebsscheibe kann die Gleichmäßigkeit der Riemenspannung durch
Einlegen einer leichten Holzrolle mit seitlichen Führungsrändern zwi
schen die beiden Riementrümer bewirkt werden 203), die durch ihr Eigen
gewicht etwas weiter heruntersinkt, wenn der Riemen schlaffer wird.

Der in Richtung der Verbindungsgeraden d in
beiden Wellenmitten (Fig. 268) wirkende Achs
el ruck Q ist aus dem in Fig. 272 dargestellten
Kräftedreieck z1L bestimmen:

Q 2 = sr + s~ - 2 • s 1 • s 2 • cos ex 2.
IX 2Man kann nun einsetzen cos IX 2 = 2 · cos 2
2 - 1

ex 2 und aus Fig. 268 entnehmen cos
2

20:i) Er 111:, t, Zimmermann, Remscheid, 1920.

Fig. 272.



250 Der Riemen- und Seiltrieb.

Damit erhält man

Q = s, . V 1 + r::r-= ~ :: . [ (-a ~ r- ; 1 · (236) 

Bei gleich großen Scheiben ergibt sich einfach

Q = s1 + s2 = 81 · ( 1 + !:) · (237)

Beispiel 142. Anzugeben ist der Achsdruck des in Beispiel 14J berechneten
Riementriebes.

Es ist für

ferner

e/1,• IX= 1,8 
S1 = 165,5

2,0
135,5

2,2
112,5,

r2 - ~ _ ..!:_75 = 30 = 0 2 ..,19d 624,85 ' •> • 

Damit geht das letzte Glied unter der Wurzel in Formel (23G) über in

+ ~2
• (-2. 0,23192 + 1) = + .~2

• 0,8925
1 1

und man erhält
(J -"' 400 353 315,4 kg.

Die Formel (237) liefert bei gleichen Zahlenwerten
Q' = 463,5 406,5 359,5 kg,

um
16 15 14v.H.

zu groß.
Da man den Lederriemen zu Anfang etwa mit dem l,5fachen Betrag anzu

spannen hat, so steigt der Achsdruck auf
Q0 = 600 530 470 kg,

das, ist das
4,44 3,92 3,48 fache

der Nutzspannkraft Sn, 
Bei Textilriemen ist i. M.

Q0 = 800 705 630 kg,
das

5,92 5,21 4,66 fache
der Nutzspannkraft S". 

Hierauf ist bei Bemessung von Lagern, besonders von Kugellagern, zu achten.
Der Wirkungsgrad des Riementriebes hängt ab von der Riemen

steifigkeit, dem Gleiten auf den Scheiben, der Zapfenreibung und schließ
lich dem Luftwiderstand.

Zur Untersuchung der Wirkung der Riemensteifigkeit wird auf die
Fig. _268 und 233 zurückgegriffen. Die Drehmomente an den beiden
Wellen 1 und 2 sind mit den dort eingetragenen Bezeichnungen

'JJ!l.2 = S2 • {rz · coscp~ - e{) - S1 • (rz · cosqJ~ + e~) , 
M1 = S2. (r1 coscpI + en - 81. (r1 COS<p1 - e;) ' 

worin die unten an r, e, cp gesetzten Ziffern die betreffenden Welleu
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angeben und die oben angesetzten Striche die Angriffsteile der Kräfte
81 und 82•

Wird in beiden Gleichungen 82 • ri · cos<p" herausgezogen und dann
dividiert, so folgt

1 e~ 81 cos cp; ( _ e~ ) 
II - - ,,- 8 •--11• 1+ f 

~2 • coscp2 • r~coscp2 2 ~scp2 ?:_2 • coscp2

r 1 · cos cp~' lj- _ _ e1' _ 81 • cos <p1 . ( l _ _ e1 _ ) 
r1 • coscp;' 82 coscp1 r1 • coscp1 

Wird von den Nebeneinflüssen abgesehen, so gilt ja die zu Anfang

des Abschnittes angeführte Gleichung M11/ = !:2 • Die dahinter stehenden
u1 r1 

Faktoren der rechten Seite stellen also den Wirkungsgrad rJst dar.
Da vorläufig nur für den Mittelwert der Riemensteifigkeit einige

Angaben vorliegen (S. 223), so wird der Ausdruck durch Gleichsetzen
der sicher verschiedenen cos cp' = cos tp" und e' = e" den derzeitigen
Kenntnissen angepaßt und vereinfacht in

M2 
M 1

(1 - ~) · (1 -- -~ -) -
. 82 r2 • coscp2

r;st, = - - -81 e1 '
( 1 - sJ · ( 1 + r~. • cos cpJ 

der sich durch die Ausführung der Division bis zu den kleinen Gliedern
erster Ordnung noch weiter vereinfacht:

( ~ ~ ) r;st = l - --- + --- . 
r1 • coscp1 r2 • coscp2

Gleitet der Riemen auf der treibenden Scheibe 1 mit der Geschwindig
keit c1 und auf der getriebenen 2 mit der Geschwindigkeit c2 bei der ohne
Berücksichtigung des Gleitens festgestellten Umlaufgeschwindigkeit v, 
so gilt für die Welle 1

(238) 

' V 'Y/Gl = --V-!- c1

und für die Welle 2
II V - C2 

17Gl = -V 

Der Gesamtwirkungsgrad findet sich durch Multiplikation beiderAnteile:

1 - C2 
V - c2 V c1 -j- C2 run = -- = = I - ---
v + C1 c2 V 

l +-v 
(239) 

worin die Beträge c sowohl das elastische Gleiten als auch das un
elastische enthalten.
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Sind die Zapfendurchmesser in den Lagern d1 bzw. d2 und die durch
das Eigengewicht der Riemenscheiben 01 bzw. 02 in Verbindung mit
dem Achsdruck des Riemens Q hervorgebrachten Lagerbelastungen P1
bzw. P2, so ergibt sich bei Berücksichtigung der Lagerreibung a11 den
beiden Wellen

also· durch Multiplikation beider Gleichungen, nachdem vorher durch
M1 bzw. M2 dividiert ist,

1 - µ~. P2. d2 
2 M 2 1 ( p 1 • dl p 2 • d2)

17z = - -- - = I - · µ1 • + p2 • . (240)
l + f!2:__ • Pl · d1 2 M 1 M 2 ·

2 M1

Der Luftwiderstand glatter Riemen ist recht gering200); yon größerem
Einfluß ist bei schnellaufenden Trieben derjenige der Scheiben, der nur
schätzungsweise zu ½ bis 1 v. H. je nach der Geschwindigkeit angesetzt
werden kann.

Den Gesamtwirkungsgrad erhält man durchMultiplikation derEinzel
anteile:

'Y/ = 'Y/St. 'Y/GI. 1Jz. 'Y)1,, 
wovon die beiden ersten und größten Beiträge auch das Übersetzungs
verhältnis beeinflussen.

Beispiel 143. Anzugeben ist der Wirkungsgrad des in den Beispielen 141
und 142 berechneten Riementriebes.

Man erhält aus Gleichung (233) mit dem S. 223 für lohgare Ledertreibriemen
e 

c angegebenen Wert von beir • OOS<p 

v = 27,5 m/sk, r1 = 30 cm, r2 = 175 cm, s =- l cm,
. 2,6 1 ( 1 l )

Y/SL = 1 - 2 • 27,5; • 301,2 + 1751,2 

= 1 - 1,3 · 1,605 · (0,0169 + 0,0020) = 0,961 .
Eine kleine Riemenscheibe setzt diesen Anteil des Wirkungsgrades stark herunter.

Die Gleichung (239) ergibt dann, wenn bei eisernen Scheiben nur die Werte
für das Spannungsverhältnis 1,8 genommen werden, mit c1 -= 56,8 cm/sk
und c2 = 7,1 cm/sk

. _ l _ 0,568 + 0_,071 O 977
Y/Gl - 27 ,5 - ' •

Dagegen ergibt sich, wenn die kleinere Scheibe aus Holz ist,
2 · 0,066

'Y/GZ = l - 27,5 = 0,995
beim Spannungsverhältnis 2,2. 

Da kleine eiserne Scheiben ein hohes Gleiten haben, wenn der Riemen voll
ausgenutzt wird, so wirken sie auch aus diesem Grunde auf den Wirkungsgrad
sehr ungünstig ein.
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Als Wellenstärken werden angenommen d1 = 6 cm, d2 = 8 cm. Beispiel 62
liefert dann für die Ringschmierlager der Welle 2 die Reibungsziffer /12 = 0,0084;
eine gleiche Rechnung für die Welle 1 ergibt 111 = 0,035 im Dauerbetrieb.

Die Neigung des Riemonzuges gegen die W agerecbte fol~t aus Fig. 268 zu

71:!:_}!, :l,76 - 0,83 __ O 5231tg)' ((, 5,52 ') 

also " - 27° 35'.Die Größe des Riomenzuges beträgt nach Beispiel 142 unter ungünstigsn
Umständen Q0 = 600 kg. Dazu tritt in senkrechter Richtung an Welle 1 das
Gewicht der Riemenscheibe mit dom des Motorankers G1 "--' 340 kg und an Welle 2 
das Gewicht der gußeisernen Scheibe mit Wolle G2 c-;: 800 kg.

Die entsprechenden Kräftedreiecke ergeben dann

p 
1 600

1 
1 (

340) 2 
2 340 O 3 .

• 1 + 600 - · 600 · ,46 =-- 536 kg,

/ (
800)2 800600 · 1. 1 -, 600 + 2. 600. o,46:1 1187 kg.

Damit folgt aus Formel (240)

l ( 536 · 6 536 · 8 )
1/, =. J · 2 · 0,035 · 4200 + 0,0084 · -4200 · 5,728

= 1 2 ~!:oo · (0,035 · 6 + 0,0084 • s • 5,728) - o,978 .

Der Luftwiderstand ist bei der hohen Umfangsgeschwindigkeit der Scheiben
zu etwa ?/1, = 0,990 anzusetzen.

Damit wird der Gesamtwirkungsgrad bei gußeisernen Riemenscheiben

7/ = 0,961 · 0,977 · 0,978 · 0,990 = 0,91 .
Der gewählte Trieb ist allerdings ein besonders ungünstiger,

Durch Anbringen einer Spannrolle auf dem weniger gespannten
Trum gemäß Fig. 273 kann der Trieb wesentlich verbessert werden.
Man kann es stets so einrichten, daß der Gleitwinkel ex auf beiden
Scheiben derselbe ist, so
daß bei den verschieden
großen Auspreßwinkeln «' 
sich ergibt c:x1 = c:x + c:x; · 
und c:x2 = c:x + c:x;. Jedoch
ist damit das Gleiten auf
den Scheiben noch immer
verschieden, und zwar auf
cler kleineren wesentlich
größer, weil der mittlere
Anliegedruck Pm, der in die
Formeln (232) für die Rei
bungsziffern eingeht, auf
der kleineren Scheibe größer ist.

S1 

Fig. 273.

Beispiel 14.4. Der Trieb des Beispiels 140 ist zu untersuchen für den Fall,
daß eine Npannrolle angebracht wird, <lio den umfaßten Winkel auf der kleinen
Scheibe auf cx1 - · 240° vergrößert.
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Die Aufzeichnung ergibt dann den Winkel 1X2 = 215°. Es kann jetzt un
bedenklich auch auf eisernen Scheiben mit dem Spannungsverhältnis e ti • a = 2,2
gearbeitet werden (vgl. Fig. 271).

Die entsprechenden Zeilen 1 bis 10 der Zusammenstellung S. 247 bleiben
unverändert. Mit

&1 = 240 - 27} = 212J0 und o:2 = 215 - 71 207~ 0

folgt jetzt
log nat 2,~ __ = 0,212
212.l n 

a • 180
log nat 2,2
207i-. /I

180

- 0,219,

also nur wenig voneinander verschieden.
Es bleibt weiter unverändert

~m = 0,603 bzw. 0, l o:~
und damit

.µ~ = 0,092 bzw. /l~ = 0,333 .
Auf der Scheibe 2 ist wieder ein ziemlich beträchtlicher Ruhewinkel vorhanden.
Auf der Scheibe 1 ergibt sich

µ~' = 0,212 - 0,092 = 0,120
und damit das Gesamtgleiten zu

(
0,120\4 

c1 = 0,07 / c-,.:, 8,1 cm/sk,

nur wenig größer als das elastische Gleiten c0 = 6,6 cm/sk.
Zum Andrücken der Spannrolle vom Halbmesser r0 c-,.:, 0,7 r1 = 20 cm ist er-

forderlich (Fig. 273) die Kraft Q = 2 · S1 • cos i . Die Aufzeichnung liefert
ß = 86½ 0

• Mit S1 = 112,5 kg erhält man hieraus
Q = 2 · 112,5 · 0,7284 = 164 kg.

Einen Trieb mit Druckrollen204), der besonders für ganz geringe
Wellenabstände geeignet ist oder, wenn beide Riemenscheiben im

gleichen Sinne umlaufen sollen, stellt die Fig. 274-
dar. Das lose Trum ist völlig schlaff und erhält die
Spannkraft SI dadurch, daß je eine Druckrolle es
mit der Kraft NI bzw. N2 gegen die Scheibe preßt.
Man kann so je nach dem umfaßten Winkel ex an
jeder Scheibe ein anderes Spannungsverhältnis
er · ex erzielen. Es bestehen die Gleichungen

s~ = 2. P«' NI bzw. S~' = 2. µo. N2, 
worin bei Leder auf eisernen Scheiten µ0 c-,.:, 0,13

Fig. 274. gesetzt werden kann. Freilich ist dieser Wert nur
bei den geringen Flächendrücken des gebräuch

lichen Riementriebes gefunden worden; vielleicht ist er bei den hier
vorkommenden sehr hohen Flächendrücken größer.

204) Koch & Ci e., Remscheid, 19Hl.
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Belsplel 145. Die eiserne Riemenscheibe mit dem Halbmesser r1 = 13 cm
werdo durch das Drehmoment M1 = 11 mkg mit n1 = 1050 Umdrehungen in der
Minute gedroht. Der Riemen von s = 5 mm Stärke und b = 8 cm Breite treibe
eine zweite im Abstande a =--= 65 cm befindliche Welle mit dem Übersetzungs
verhältnis 1 : 3,5, also der Umdrehungszahl n2 = 3001 an. Anzugeben sind die
im Riemen auftretenden Spannkräfte und die Kräfte N der Druckrollen.

Man erhält den Halbmesser der zweiten Scheibe zu

1050 r:: r2 = 13 · 300 ev4-o cm.

Die Umlaufgeschwindigkeit des Riemens ist

JT • 0,26 · 1050 14 3 / k
V - 60 = , m S • 

Die Aufzeichnung liefert die umfaßten Winkel

lX1 = 150°, cx2 = 230°.
Tnfolgedessen nimmt man das Spannungsverhältnis auf der treibenden Scheibe
nur zu e 111 • a1 = 1,6, auf der getriebenen zu e ,ui • a2 = 2,4. Dem entspricht nach
der Zusammonstellung S. 240 die Ausbeuteziffer

lc1 = 0,3750 bzw, k2 ~ 0,58;13 .
Die Nutzspannkraft ist nun

1 M1 1100
S,, = r

1
= -13--= 84,6kg,

also die Spannkraft im ziehenden Trum

S _ Sn _ 84,6 _ 22r-: l
2 - 7c

1
- 0~375 - 0'7 {g 

und damit die beim Auf- bzw. Ablauf von der Scheibe erforderliche

s; =~ = 212,56,~ = 141 kge!" • lX1 

auf der treibenden Scheibe und

225 7
S;' = ' = 94 kg2,4

auf der getriebenen Scheibe.
Wird für die Schleuderkraft Sr ein Zuschlag von 2 kg gemacht, so ergibt

sich der Auspreßwinkel beim Auflaufen auf die treibende Scheibe nach Formel (230)

o,118. 14,32. 8l = o 1841 = 101.0
cxf = 228 · 13 ' ~ · 

Damit wird
&1 = 150 - lOt = 139½ 0

, 

während C12 = 230° unverändert bleibt.
Man erhält somit die erforderlichen Reibungsziffern

!'1 -
log nat _1,6 = 0,193,

JT 
139½. 180

log nat 2,4

230 · l;O = 0,218.



256 Der Riemen- und Seiltrieb.

Durch Vereinigung der Gleichungen (233) und (234) ergibt sich jetzt

( p2, t = S' e,n1•ix,,_ l. 141 · 0,61 

8 · 26 · log nat 1,6 - 0•865 at,b · D1 f,/1 • &1 

( P2, t = S'' ep,2 • lX~ - 1 94 · 1,4l

8 · 90 · log nat 2,4 = 0•209 at,b · D2 .:r2 • &2

Hiermit folgt der erste Anteil der Reibungsziffer bei einem längere Zeit benutzten
Lederriemen

l

/1~ = - 0,812 + 0,845 . 0,865 7,5 == 0,050 '
l

µ~ = - 0,812 + 0,845 . 0,209 7,5 - 0,229 '

11\' = 0, 193 - 0,050 = 0,143 .

Auf der getriebenen Scheibe besteht noch ein geringer Ruhewinkel, da 
0,218 < 0,229 ist.

Auf der treibenden Scheibe ist somit die nötige Gleitgescb windigkeit

also

( 0 050 )''c - - 0,07 = 0,26 crn/sk.

Die mittlere Gleitgeschwindigkeit des elastischen Glcitens beträgt schon 0,9 cm/sk
(Bd. IV).

Die Spannungsverhältnisse sind demnach annähernd richtig gewählt, so daß
sogar noch ein geringer Uberschuß bei auftretenden Belastungsspitzen besteht.
Im allgemeinen nimmt man darauf keine Rücksicht, da die immer nur kurze Zeit
dauernden Belastungsspitzen durch erhöhtes Gleiten bei verringertem Wirkungs-
grad aufgenommen werden. .

Mit der Reibungsziffer ,110 =- 0,13 ergeben sich die Andruckkräfte der Rollen:

N _ S; 141
l 2 ' flo 2 ' 0, i:J

N2 = 2 -~\3 - 362 kg.

- 1542 kg,

Die Spann- und Druckrollentriebe haben neben der vorteilhafteren Aus
nutzung des Riemens den Vorzug, daß der Riemen nicht stärker angespannt
werden kann, als der Betrieb es erfordert, und daß mindestens des Nachts die
vollständige Entspannung mit Leichtigkeit durchgeführt werden kann, die den
Riemen sehr schont.

Bei dem Achsenabstand und der Anspannung, mit denen die Riemen
triebe gewöhnlich arbeiten, ist der Durchhang der Riementrümer so
gering, daß seine Einwirkungen unbeachtet bleiben können. Bei den
Seiltrieben, deren Achsenabstände gewöhnlich erheblich größer sind,
müssen sie oft wenigstens näherungsweise berücksichtigt werden 205). 

Das Seiltrum von der geradlinig gemessenen Länge

l=a-V1+("•:hf-(":'•)'-a·( (241) 

205) Eine in der Genauigkeit über die Anforderungen der Praxis hinausgehende
Berechnung gibt Duffing, Z. d. V. d. I. 1919.
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und dem Gewicht q kg/m hängt unter der Wirkung der Spannkraft S 
durch um den Betrag (Bd. I Formel 125 b)

q. z2 
f = .8·S

Die Richtung der End
tangente wird erhalten,
wenn man den doppel
ten Durchhang aufträgt
(Fig. 275) und von dort
aus die Geraden nach den
Endpunkten zieht. Man
bemerkt, daß sich das Seil
in dem mit der Kraft 81
gespannten oberen Trum
um die Winkel o; bzw. o~ 
weiter an die Scheiben
anlegt und in dem mit
der Kraft S2 gespannten
unteren um entsprechende Winkel (5'( bzw. oi weniger anlegt, so daß der
umfaßte Winkel gegeben ist durch

CX1 = CX1 + of- o~' bzw. "a2 = CX2 + o;- ö~. (242)
Bei der geringen Breite der Seile und ihrer Form besteht kein Aus

preßwinkel.
Der Sinussatz ergibt nun

. -~' 2 f 1 . ( 'lt (3 .V ) 4 /1
SlllU1 =Tl . sm 2 + ?' - - U1 =~l-. cos (y - ß - oD' 

sinö; =
2/I · sin (n - ; - r+ ß- o;) = 4

{' · cos(y - ß + ,1/,),

sin o7 = 2
/f . sin ( ; + y + ß - 0~) = 4

{2 
• cos (y + ß - on' 

sin 0~ = 2
/; . sin (:n; - ; - ?' - ß - or) = 4! 2 • cos (y + ß + (5~) • 

Man kann jetzt schreiben

sinö{ = 4
{1 • [cos (y - ß) · cos ö. + sin (y - ß) · sinct].

h, 

a 

Fig. 275.

Die Winkel o sind bei den hier in Frage kommenden Ausführungen
noch so klein, daß man, ohne einen wesentlichen Fehler zu begehen,
cos ö = I setzen kann. Dann folgt ziemlich einfach

cos(y - ß) cosy · cosß + sin?' · sinß-
l . ( ß) l . ß . -- - sm y - -- - sm y • cos + cos ?' · sinß

4 /1 4 /1
St e p h a. n, Technische Mechanik. II. 17

sino~=
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Nun ergibt die Fig. 275
a l 

cos y = d , cosß = d , 

h -h r -r 
sin v =T, sinß = 1 d 2

;

damit wird nach Multiplikation aller Glieder mit d2 

. s., _ a · l + (h2 - h1) • (r1 - r2) 
srn o; - l · d2 

4 . 11 - (h2 - h1) · l + a · (r1 - r2)

Setzt man hierin ein
2 S1

-= ' 4/1 q • a · C 
so folgt nach Division aller Glieder durch a2 

• , C + h' • r' 
smo1 = s'. (1 + h'2) _·,. h' + r' , 

worin abkürzungsweise bezeichnet

(243 a)

s''= 2 -~s . (244} 
l q • a •' 

Entsprechend erhält man
• 011 C - h' · r' 

sm 1 = s~ · (I + h'2) - C • h' - r' 
. , C + h' · r' 

sm02= s;•(I+h'2)+(·h'-r'' 

(243 b) '

(243 c)

(243 d) 

Da sich bei kleineren Winkeln der Sinus vom Bogen nur wenig
unterscheidet, so kann man genau genug die wirklich freihängende
Länge der beiden Trümer ansetzen zu

l1 = l - r I • sin 01 - r 2 • sin o; ' 
l2 = l + r 1 • sin of + r 2 • sin ö~ , 

und der wahre Durchhang ist demnach
q . l; q • a2 • c2 ( r1 . ,, r2 . ,)2

/1 = 8. S1 = 8. S1 . 1 -T. sma1 -T. sin Ö2 

f q·a2,c2 ( r1 . -~" r2 . s.11)2
2 = 8 . 82 · 1 +T · sm u1 + T • sm u2 • 
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Hiermit ist die vorstehende Berechnung zu wiederholen. Es folgt
dann, wenn abkürzungsweise geschrieben wird

1 

9 r1 . ~' r2 . ~, 
1 ·1 = 1 - r • sm. u1 - r • s1n u2, a ·,,, a ·,,, 

19· = 1 + r1 • sinö" + r2 • sinö~'
2 a·C i a·( i' 

l 2 · S -4/ q•a·C-1} 
und damit allgemein

• C + h' · r' 
smo = ' -

~ • (1 + h'2) + C • h' + r' f} - - 

Seiltriebe läßt man gewöhnlich nicht mit stärkerem Gleiten laufen,
als die elastische Dehnung und Zusammenziehung nun einmal hervor
bringt, wenn natürlich auch Unterschiede der Fettung geringe Unter
schiede im Gleiten bzw. Anliegen verursachen. Die hierfür zutreffenden
Reibungsziffern sind bereits S. 232 zusammengestellt. Man rechnet
also durchweg bei gefetteten Drahtseilen auf Ledereinlagen mitµ= 0,16, 
bei leicht gefetteten Hanf- und Baumwollseilen auf Gußeisen mit
p, = 0,25. Nähere Angaben über die Veränderlichkeit der Reibungs
ziffer mit dem Anlagedruck und der Gleitgeschwindigkeit liegen nicht vor.

Um die Reibung zu erhöhen, laufen festgeschlagene runde Seile in
Keilnuten nach Fig. 276, deren Spitzenwinkel gewöhnlich 2ö = 45°·
beträgt. Lose geschlagene Quadratseile laufen in Rillen mit dem Spitzen
winkel 2ö = 90°. Um ein gutes seitliches Anliegen zu erzielen, was bei
den Quadratseilen nicht der Fall ist, stellte man die Seile bisweilen mit
trapezförmigem Querschnitt her, deren Seitenflächen einen Winkel von
46° mit der Achse bilden206). Nach den Darlegungen S. 48 ist dann
in gewöhnlicher Weise zu rechnen, nur mit der Rei-

bungsziffer /l' = .µ -"-· , also
srn u 

(243 e)

bei o = 221/z O mit µ' ('.) 0,65,
bei ö = 45 ° mit µ' ('.) 0,35.

Man erhält so die folgende Zusammenstellung, die
· zugleich die zugehörigen Ausbeuteziffern gibt:

& = 130 140 150 160 170 180
eo,1a · cc = 1,44 1,48 1,52 1,56 1,61 1,65
e0,Sö • IX, = 2,21 2,35 2,50 2,66 2,82 3,00
e0.05 • ~ = 4,37 4,90 5,48 6,14 6,88 7,71
k
0
,
16 

= 0,30,-5_0~,3~2~4-0,342-0~,3~5=9-0~,377 0,394~--
k0,36 = 0,548 0,575 0,600 0,624 0,646 0,667
ko,or. = 0,772 0,796 0,818 0,838 0,855 0,871

Fig. 276.

190 200°
1,70 . 1,75
3,19 3,39
8,64 9,68
0,412 0,429
0,687 0,705
0,884 0,897

-
200) Keller, Z. d. V. d. I. 1898.

17*
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Beispiel 146. Ein Drahtseiltrieb für M2 = 110 mkg an der Seilscheibe vom
Durchmesser D2 = 1,40 m, die mit n2 = 180 Umdrehungen in der Minute um
läuft, wird bewegt von einer Welle, die n1 = 160 Umdrehungen in der Minute
macht. Der wagerechte Achsenabstand beträgt a = 115,25 m, die Höhe der
ersten Welle über dem Maschinenhausfußboden h1 = 4,42 m, die der zweiten
h2 = 13,38 m. Anzugeben sind die auftretenden Seilspannkräfte und der Wir
kungsgrad des Triebes.

Man erhält den Durchmesser der Antriebsscheibe zu
n2 180D1 = D2 • n
1 

= 1,40 · 160 c-o 1,60 m.

und hiermit den auf der kleineren Scheibe umfaßten Winkel, wenn vorläufig von
dem Durchhang der Seiltrümer abgesehen wird, aus

Mit

ergibt sich

r' = r1 - r2 = 0,10 0 6a 115 25 = O,O 08 8 '
. ' 

h' = h2 - h1 = 8,96 = 0,0777
a 115,25

~ r' __ 0,000868 _ 0 000865cos 2 - VI+ h'2 - 1,00302 - ' '

also ~~ = 89° 57'.2
Infolge des Seildurchhanges vergrößert sich der Winkel auf schätzungsweise

&2 = 185°.
Dem entspricht nach der Zusammenstellung

eµ•IX=l,675
Es ist nun die Nutzspannkraft

und k = 0,403.

M2 110
Sn= r;- = o,fo = 157 kg,

also die Spannkraft im ziehenden Trum

s - s!!_ 
2 - k 

157
0,403 ('.'., 390 kg

und die im losen Trum
S2 390

S1 = -.- = -1 67-5 = 233 kg.
eM, o,; ' 

Die erstere Kraft verlangt (Bd. IV) ein Seil von 13 mm Durchmesser aus 42 Drähten
von je 1,4 mm Stärke, das etwa q = 0,65 kg/m wiegt.

Mit
!; = Vl + h'2 - r'2 = fl + 0,006045 - 0,00000075 = 1,00302

ergibt sich
2 • 233

s\ = 0,65 · 115,25 · 1,003 = 6•189 '
390

8~ = 6,190 · 233 = 10,368
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und nun wird nach den Formeln (243), wenn von vornherein -{), = 1 gesetzt wird,

. 1,00302 - 0,00007 0 163 0 '
sin o: = 6,189 · 1,00605 - 1,003 · 0,0777 + 0,00087 ~ ' 1: Öj = 9 23 '

. ~' 1•00295 0 09688 J,./1/ --5° 33''sm r?i = 10,368 · 1,00605 - 0,0779 + 0,0009 = ' : u 

1,00295 - 0 159 . ~, - 90 9'
sin c)~ = 6 226 - 0 0770 - ' 1 · 02 - ' 

' f-- ' 
. ~,, - 1,00295 - 0 09525. ~,, - 5° 28'

sm o; - 10/430 + 0,0788 - ' · 02 - • 

Hiermit folgt schließlich
&1 = 180° 6' + 9° 23' - 5° 33' = 183° 56',
&2 = 179° 54' + 9° 9' - 5° 28' = 183° 35'.

Die Annahme & r-.., 185 ° war somit noch etwas zu reichlich, ohne daß freilich
das praktische Rechnungsergebnis dadurch beeinflußt wird. Bei Drahtseiltrieben
der gebräuchlichen Spannweiten kann die Berücksichtigung der Vergrößerung
des umfaßten Winkels durch den Seildurchhang für die praktische Berechnung
noch immer unterbleiben.

Der Durchhang selbst beträgt
a · C 115,25 · 1,0030 = 4 67/i = 4 · s; = 4 · 6,189 ' m,
28,88

/2 = 10,368 = 2,785 m.

Die geringe Längenänderung durch die elastische Dehnung des Seiles hat darauf
nur ganz geringfügigen Einfluß.

Da die geraden Verbindungslinien der Endpunkte beider Seiltrümer in der
Mitte nur um 1,50 m voneinander entfernt sind, so ist der Trieb nur mit einer
Unterstützungsscheibe von etwa D0 = 0,8 m in der Mitte des Leertrums brauch
bar, deren Höhenlage so bestimmt werden kann, daß die berechneten Winkel c~' 
an den Hauptscheiben unverändert bleiben.

Auch bei Drahtseilen der üblichen Litzenkonstruktion ist zu Anfang eine
größere Anspannung nötig. Wenn das Seil mit der Ruhespaunkraft

So = S1 • (e11' • ~ - 1) = 233_J},67~ = 304 kg
fl · 0(. 0,518 

etwa 3--:-4 Wochen nach dem Auflegen arbeiten soll, die dann nur noch langsam
und wenig abnimmt, so muß 3 Minuten nach dem Anspannen eine um etwa 15 v.H.
höhere Spannkraft vorhanden sein''?").

Der durch die Seilsteifigkeit hervorgerufene Anteil des Wirkungsgrades ist
nach den Formeln (238) und (207)

(
60 60 60 60 )

_ _ 1,32 • 233- + 0,5 233~0~ 390 + 0,5 390 + O~
1st - l 4 70 - 5 + 80 - 5 + 70 - 5 + 80 - 5

= 1 - 0,4225 · (0,01165 + 0,01010 + 0,01005 + 0,00872) = 0,9829 .
Das elastische Gleiten auf jeder Scheibe beträgt bei

JT • 1,6 · 160v = --60-- = 13,41 m/sk

Umlaufgeschwindigkeit c = 0,21 cm/sk. (Bd. IV,) Damit wird der betreffende
Anteil des Wirkungsgrades

2· 0,21
tlo! = 1 - ~ 1341. = 0,9997 .

207) Stephan, D. p. J. 1916.
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Bei den Wellendurchmessern d1 = 7 cm, d2 = 6 cm, d0 = 5 cm und den Ge
samtgewichten von Scheibe, Welle und dem zugehörigen Teil des Seilgewichtes
G1 = 275 kg, G2 = 245 kg, G0 = 120 kg wird, wenn der Achsdruck genau genug
in wagerechter Richtung zu

Q = S1 + S2 = 233 + 390 = 623 kg
angesetzt wird, gemäß Formel (239) mit 111 = 112 ('., 0,04 und l'o 0-..1 0,06

0,04. 623 (V1 + (!;~r- 1 . 1 (245)2 120)
IJz = l - 2--:-11000 • -- 180 + V l + 623 • 6 + 1'5 0623

· 160
= 1 - 0,001133 • (6,80 + 6,56 + 0,289) = 0,9845 .

Als Anteil des Luftwiderstandes des Seiles und der 3 Scheiben werde 17 = 0,9925
geschätzt.

Damit wird der Gesamtwirkungsgrad
r; = 0,9829 · 0,9997 · 0,9845 · 0,9925 = 0,960 .

Beispiel 147. Von dem Seilscheibenschwungrad einer Dampfmaschine von
D1 = 4,50 m Durchmesser, das mit n1 = 115 Umdrehungen in der Minute um
läuft, ist das Drehmoment M1 = 4000 mkg durch Hanfseile von d = 5,0 cm
Durchmesser weiter zu leiten auf eine mit n2 = 225 Umdrehungen in der Minute
laufende Welle, die in wagerechter Richtung· a = 12,40 m und in lotrechter
h2 - h1 = 4,30 m entfernt liegt. Zu berechnen sind die Seile und der Wirkungs
grad des Triebes.

Der Durchmesser der zweiten Seilscheibe ist
115D2 = 4,50 · 225 = 2,30 m.

Damit ergibt sich der auf dieser Scheibe umfaßte Winkel aus

()(.2 = ~50--=-2,32-. = 0 08875cos 2 2 · 12,40 '
zu cx2 = 169° 48'. Geschätzt wird demnach vorläufig ä2 = 175°.

Dafür liefert die Zusammenstellung bei festgeschlagenen Rundseilen

1c = 0,863 ' e ,n'. (X2 = 7 ,34 ' 
bei lose geschlagenen Quadratseilen

1c = 0,661, eµ!• a2 = 2,91.
Die Nutzspannkraft der Seile beträgt

M1 4000
Sn = ri = 2,25 00 1800 kg.

und die in den ziehenden Trümern
11800 1800

S2 = 0,863 = 2086 kg bzw. S2 = 0,661 = 2722 kg,

die in den Leertrümern
2086

SI= 7,34 = 280 kg bzw. 2722
S1 = 2,91 = 936 kg.

Läßt man ala Höchstbeanspruchung der Seile auf der geraden Strecke bei
mindestens 6jähriger Liegedauer für die lose geschlagenen Quadratseile von
F = 52 = 25 cm2 Querschnitt a = 16 kg/cm2 zu208) und für die fest geschlagenen

208) Bonte, Z. d. V. d. I. 1919.



Der Riemen- und Seiltrieb. 263 

Rundseile vom Querschnitt F = : · 52 ,, 20 cm 2, die etwas weniger Fasern im
Querschnitt enthalten, o = 15 kg/cm2, so folgt die Anzahl der Seile zu

. 2086 . 2722
1 

i = 20. 15 = 7 bzw. i = 25 :-16 = 7'

die je q = 1,90 bzw. 2,05 kg/m wiegen.
Man berechnet jetzt die Hilfswerte

r' = cos ;2 = 0,08875, h' = 1~~4 = 0,3469,

t = Vl + h'2-::_ r'2 = 1/f+ 0,1096---=-ö7)o79 = 1,050,
2 · 280 2 · 936 ~

8
; = 7 · 1,90 · 12,4 · 1,05 = 3•238 bzw. s; = 7 · 2,05 · 12,4 · 1,05 = l0,02 '

8~ = 3,238 • 7,34 = 23,75 bzw. s; = 10,02 · 2,91 = 29,15,
.. 0 l 2,25 1,050 + 0,3469 · 0,08875
vi = - 12,4 . 1,05 3,238 . 1,1096 - 1,ow • o:a469 + o,0888

1,15 1,050 + 0,0308 0 0
12,4 · 1,05 3,594 + 0,3642 - 0,0888 = l - ,0564 - o,0246 = ,9l90

bzw. entsprechend
{}l = 1 - 0,0172 - 0,0084 = 0,9744 ,

2,25 1,050 - 0,0308
{)2 = l + 12,4 · 1,05. 23,75 · 1,1096 - 0,3642 - 0,0888

+ 1,15 1,0192
12,4 · 1,05. 26~34 + 0,3642 +t0,0888 = l + 0,0215 + o,0106 = 1,0321

bzw. entsprechend
{),~ = 1 + 0,0175 + 0,0087 = 1,0262.

Damit wird schließlich
• 511 - 1,050 + 0,0308sm u 1 - 3,594 = 0,2971 bzw. 0,0972 ,

0,9i90 - 0,3642 + 0,0888

1,050 + 0,0308sino;' = ~---------- = 0,04315 bzw. 0,0328,26,34 ·
1,0321 - 0,3642 - 0,0888

. ,, 1,050 + 0,0308
Slll02 = 3,911 + 0,3642 - 0,0888 = 0,2581

, II _ 1,050 + 0,0308 _ 0 04
Slll02 - 25,521+-ö:"3642 +0,0888 - ' 16

bzw.

bzw.

0,0926,

0,0319,
also

ö; - ä'f = 17° 17' - 2° 38' = 14° 29' bzw. 3°_42',
o~ - <5~' = 14° 57' - 2° 23' = 12° 34' bzw. 3° 29'.

Der auf der kleineren Scheibe umfaßte Winkel beträgt demnach
IX2 = 169° 48' + 12° 34' = 182° 22' bzw. 173° 17'.

Die obige Schätzung entspricht also annähernd dem Wert für die lose ge
schlagenen Quadratseile. Für die fest geschlagenen Rundseile ist die Rechnung
etwas zu ungünstig.
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Der Durchhang der Seile in der Mitte ist mit den vorstehenden Zahlenwerten
in den leeren Trümern

t = a • !;, • ,91 = 12,40 · 1,050 · 0,9744 = 0 9771 4 · s[ 4 · 3,238 ' m
in den ziehenden Trümern

bzw. 0,316 m,

t = ~ · !;, • fJ2 = 12,40 · 1,050 · 1,0321 = 0 141 b 0 1142 4 · s~ 4 · 23,75 ' m zw. ' m.
Die lose geschlagenen Seile haben in beiden Trümern den geringeren Durchhang.

Beim Auflegen müssen die Seile wesentlich stärker angezogen werden, als
die Rechnung ergibt. Freilich liegen darüber gar keine Versuchsunterlagen vor.
Einstweilen dürfte vielleicht die doppelte Anspannung 3 Minuten nach Herstel
lung der Verbindung anzunehmen sein, wenn die berechnete Anspannung etwa
3 Wochen nach dem Auflegen noch vorhanden sein soll.

Das Gewicht der Seilscheibe von 2,3 m Durchmesser mit der Welle von
d = 12 cm Stärke beträgt etwa G = 1800 kg. Wie eine Aufzeichnung leicht er
gibt, wird dann der Achsdruck

P = 3350 bzw. 4550 kg.
Der Wirkungsgrad setzt sich aus folgenden Beträgen zusammen:

Anteil der Seilsteifigkeit nach Formel (238) und (208)

1 ( 1 1 )rJst = 1 - 2 · 0,13 · 52 · 450 +230 = 0,9893
bzw.

1 - 1 . 0 10 . 52 . (0,222 + 0,435) = 0 9918
2 ' 100 ' .

Zur genauen Bestimmung des elastischen Gleitens liegen nicht alle Unterlagen
vor, so daß nur geschätzt wird

17m = 0,990.
Nach Formel (240) ist mit µ = 0,02 allein für die kleinere Scheibe

'Ilz= 1 - } · 0,02 · 3350 ·1~} = 0,9714 bzw. 0,9594.
4000 · 215

Die Zapfenreibung des großen Schwungrades sowie sein Luftwiderstand wird am
richtigsten dem Wirkungsgrad der Dampfmaschine zugerechnet.

Ebenfalls geschätzt wird der Einfluß des Luftwiderstandes der Seile und der
kleineren Scheibe zu

'YJL = 0,995 • 
Der Gesamtwirkungsgrad ist hiermit

17 = 0,947 bzw. 0,937.
Der Trieb mit den lose geschlagenen Seilen hat infolge des erheblich kleineren
Spannungsverhältnisses einen erhöhten Achsdruck, der den Wirkungsgrad herunter
setzt. Der Unterschied in der Steifigkeit der Seile ist von ganz nebensächlicher
Bedeutung. Der Unterschied im Wirkungsgrad zugunsten der fest geschlagenen
Seile besteht allerdings nur dann, wenn man ihre Leistungsfähigkeit auch voll
ausnutzt, sie also mit hohem Spannungsverhältnis und großem Durchhang im
Leertrum betreibt, was freilich häufig nicht geschieht 208 ).
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Verbesserungen zum ersten Band: 

Seite 11, Zeile 5 v. u.: 1,000028 dm3.

20, 11 ,, : ex= 35°.
20, 3 ,, . 81 = 26,6 mm= 25 • 26,6 = 665 kg.
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entsprechend zu ändern.

1
„ 72, Zeile 11 vv u.: Mmax= ! ·U\+P2)·l•(l- ~ •p

1
~

2PJ
2

•

,, 109, Beispiel 110 erste Zeile: l = 11,6 m.

Druck der Spamerschen Buchdruckerei in Leipzig.
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202 Textfiguren und 4 Tafeln. Gebunden Preis M. 75.-

Technische Hydrodynamik. Von Professor Dr. Franz Prasll in Zürich. Mit 81 Text-
figuren. Gebunden Preis M. 9.-

Hierzu Teuerungszuscbläge



Verlag von J u 1 i u s S p ring er in Berlin W 9

Ingenieur-Mathematik. Lehrbuch der höheren Mathematik für die technischen Be
rufe. Von Professor Dr.-Ing. Dr. phil. H. Egerer. 
Erster B an d: Niedere Algebra und Analysis - Lineare Gebilde der Ebene und des.

Raumes in analytischer und vektorieller Behandlung - Kegelschnitte. Mit 820 Textab
bildungen und 575 vollständig gelösten Beispielen und Aufgaben. Berichtigter Neudruck.

Gebunden Preis M. 90.-
Z w e i t er Band: Differential- und Integralrechnung - Reihen und Gleichungen -

Kurvendiskusslou - Elemente der Differentialgleichungen - Elemente der Theorie
der Flächen- und Raumkurven - Maxima und Minima. Mit 477 Textabbildungen und
über 1000 vollständig gelösten Beispielen und Aufgaben. Gebunden Preis etwa M. 100.-

D ritte r Band: Gewöhnliche Differentialgleichungen, Flächen, Raumkurven, partielle
Differentialgleichungen, Wahrscheinlichkeits- und Ausgleichsrechnung, Fouriersche
Reihen usw. In Vorbereitung

Lehrbuch der Mathematik. Für mittlere technische Fachschulen der Maschinen
industrie. Von Professor Dr. R. Neuendorff in Kiel. Zweite, verbesserte Auflage. Mit
262 Textfiguren. Gebunden Preis M. 12.-

Planimetrie mit einem Abriß über die Kegelschnitte. Ein Lehr· und Übungsbuch zum
Gebrauche an technischen Mittelschulen. Von Professor Dr. Adolf Heß in Winterthur.
Zweite Auflage. Mit 207 Textfiguren. Preis M. 6.60

'I'rigonometrie für Maschinenbauer und Elektrotechniker. Ein Lehr- und Aufgabenbuch
für den Unterricht und zum Selbststudium. Von Professor Dr. Ad. Heß in Winterthur.
Dritte Auflage. Mit 112 Textfiguren. Preis M. 6.-

---- -----------

Lehrbuch der darstellenden Geometrie. In zwei Bänden. Von Professor Dr.
G. Scheffers in Berlin.
E r s t e r B an d : Mit 404 Figuren im 'I'ext.
Z w e i t c r B an d : Mit 89G Figuren im Text.

Preis M. 26.-; geb. M. 30.60
Preis M. 52.-; gebunden M. 60.-

Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Von Professor Dr. w. Ludwig in Dresden.
Erster Teil: Das rechtwinklige Zweitafelsystem. Vielflache, Kreis, Zylinder, Kugel.

Mit 58 Textfiguren. Preis M. 8.-

Die Technologie des Maschinentechnikers. Von Professor Ing. l{ar] Meyer
in Köln. Fünfte, verbesserte Auflage. Mit 4öl Textfiguren. Gebunden Preis M. 28.-

Die Berechnung der Drehschwingungen und ihre Anwendung im Maschinenbau.
Von Heinrich Holzer, Oberingenieur der Maschinenfabrik Augsburg-Nürnberg. Mit vielen
praktischen Beispielen und 48 Textfiguren. Preis M. 60.-; gebunden M. 68.-

Hierzu Teuerungszuschläge



Verlag von J u li u s S p ring er in Berlin W 9

Kompendium der Statik der Baukonstruktionen. von Dr.-Ing. J. Pirlet,
Privatdozent an der Techn. Hochschule zu Aachen. In zwei Bänden.
Zuerst erschien:
Zweiter Band: Die statisch unbestimmten Systeme.

Er s t er Teil : Die allgemeinen Gmndlagen zur Berechnung statisch unbestimmter
Systeme. Die Untersuchung elastischer Funnändcruugen. Die Elastizitätsgleichungen
und deren Auflösung. Mit 136 Textfiguren. Preis )'.\1:. 40.-; gebunden M. 46.-

Praktische Winke zum Studium der Statik und zur Anwendung
ihrer Gesetze. Ein Handbuch für Studierende und praktisch tätige Ingenieure. Von
Prof. Rob. Otzen, Geheimer Regierungs-Rat und Professor an der Technischen Hochschule
zu Hannover. Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 125 Textfiguren.

Preis M. 20.-; gebunden M. 24.-
(C. W. Kreidels Verlag in Berlin W 9)

Elastizität und Festigkeit. Die für die Technik wichtigsten Sätze und deren er
fahrungsmäßige Grundlage. Von Dr.-Ing. C. Bach, Württ. Staatsrat, Professor des Maschinen
ingenieurwesens, Vorstand des Ingenieur-Laboratoriums und der Materialprüfungsanstalt im
der Technischen Hochschule Stuttgart. Acht e, vermehrte Auflage. Unter Mitwirkung von
Professor R. Baumann in Stuttgart. Mit in den Text gedruckten Abbildungen, 2 Buch
drucktafeln und 25 Tafeln in Lichtdruck. Gebunden Preis M. 88.-

Die Knickfestigkeit. Von Dr.-Ing. Rudolf Mayer, Privatdozent an der Technischen
Hochschule in Karlsruhe. Mit 280 Textabbildungen und 87 Tabellen.

Preis M. 120.-; gebunden M. 130.-

Theorie und Berechnung der statisch unbestimmten Tragwerke.
Elementares Lehrbuch. Von H. Buchholz. Mit 808 Textabbildungen.

Preis M. 62.-; gebunden M. 68.-

Repetitorium für den Hochbau. Für den Gebrauch an Technischen Rl;>chschulen
und in der Praxis. Von Geheimem Hofrat Professor Dr.-Ing. E. h. Max Foerster in Dresden.
Erste s H e f t: Graphostatik und FestlgJreltslohre. Mit 146 Textfiguren.

Preis M. 12.- (einschl. Teuerungszuschlag)
zweites Heft: Abriß der Statik der Ilochbaukonstruktionen. Mit 157 Textfiguren.

Preis M. 12.- (einschl. Teuerungszuschlag)
Drittes Heft: Grundzüg·e der Eisenkonstruktionen des Hochbaues. Mit 288 Text-

figuren. Preis M. 20.-

Taschenbuch für Bauingenieure. Unter Mitarbeit zahlreicher Fachgelehrter her
ausgegeben von Geh. Hofrat Professor Dr.-Ing. E. h. M. Foerster in Dresden. D ritte ,
verbesserte und erweiterte Auflage. Mit 8070 Textfiguren. In zwei Teilen.

In einem Bande gebunden Preis M. 64.-

Taschenbuch für den Maschinenbau. Herausgegeben unter Mitwirlmng bewährter
Fachleute von Professor H. Dubbel, Ingenieur, Berlin. D r i t t e, erweiterte und verbesserte
Auflage. Mit 2620 Textfiguren und 4 Tafeln. In zwei Teilen.

In einem Band gebunden Preis M. 70.-; in zwei Bänden gebunden M. 84.-

Hilfsbuch für den Maschinenbau. Für Maschinentechniker sowie für clen Unterricht
an technischen Lehranstalten. Von Oberbaurat Fr. Freytng t, Professor i. R. S e c h s t e ,
erweiterte und verbesserte Auflage. Mit 1288 in den Text gedruckten Figuren, 1 farbigen Tafel
und 9 Konstruktionstafoln. Gebunden Preis M. 60.-

Hierzu 'I'euerungszuschläge
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