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Vorwort.

Im Gegensatz zu der Mehrzahl der im letzten Jahrzehnt erschienenen
Lehrbiicher der technischen Mechanik legt das geplante Werk, von
dem hier der erste Band vorliegt, den Hauptwert auf die praktischen
Anwendungen. :

Die theoretischen Darlegungen sind in einer Reihe vorziiglicher
Biicher bis zu jedem Grade der Vertiefung und Breite der Darstellung
auseinandergesetzt; es fehlte aber immer noch ein Buch, das nicht
nur dem Anfinger eine Einfithrung in das Gebiet, sondern auch dem
in der Praxis stehenden Fachmann einen Uberblick iiber das bisher
von anderer Seite Geleistete gibt. Die Unsumme geistiger und praktischer
Arbeit, die in den vielen Abhandlungen unserer technischen Zeit-
schriften vergraben liegt, ist bisher mit Ausnahme einiger weniger
Arbeiten fast ginzlich unausgenutzt und unbeachtet geblieben, oft
genug nicht einmal in den beteiligten Kreisen des betreffenden Sonder-
gebietes der Technik bekannt geworden. Z. B. wiire der Einsturz der
Miinchener Maximiliansbriicke vor ihrer Fertigstellung wohl vermieden
worden, wenn die in Abschnitt 14 dieses Bandes gebrachten, durchaus
nicht neuen Standsicherheitsuntersuchungen bei gewolbten Stiitzflichen
allgemeiner bekannt gewesen wiiren.

Der Verfasser hat es sich deshalb zur Aufgabe gemacht, in lang-
jihriger Arbeit das Wichtigste und Wesentlichste aus der technischen
Zeitschriftenliteratur zu sammeln, und hofft, daB seine Arbeit dadurch
nicht nur ein Lehrbuch fiir den Anfiinger, sondern auch ein Handbuch
fiir den werktitigen Ingenieur sein wird. Da es unméglich ist, in der
Jetztzeit eine allgemeine Maschinenlehre wie zur Zeit Weillbachs
und Grashofs zu schaffen, so mul eben die Mechanik es tibernehmen,
in ihren Beispielen alles beizubringen, was eine praktische Maschinen-
lehre, wie sie unsere Zeit notwendig gebraucht, ersetzen kénnte.

Freilich kommt das in dem ersten, nur die Anfangsgriinde ent-
haltenden Bande am wenigsten zum Ausgdruck; immerhin diirften
unter den mitgeteilten Beispielen manche sein, die weit iiber das land-
13i,ufig§ Beispielmaterial hinausgehen und so dem praktisch arbeitenden
Ingenieur wertyollen Anhalt gewihren kénnen. Um eine gewisse
Vollstindigkeit zu erreichen, ist der Verfasser an einigen Stellen auch
iiber den Stoff hinausgegangen, der ausschlieBlich mit Hilfe der Gleich-
gewichtsbedingungen hewiiltigt werden kann ; der Nachweis der Richtig-
keit jener Aquﬁhrungen wird an spiterer Stelle erbracht werden.

Da (.las Buch go ausgestaltet werden muBte, daf es gleichzeitig als
methodisches Lehrbuch zu benutzen ist, so sind die Anforderungen,
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IV Vorwort.

die es an mathematische und technische Vorkenntnigse stellt, sehr
gering; es geniigen die Grundlehren der Algebra bis zu den Potenzsiitzen
und die der Geometrie bis zu den Ahnlichkeitssitzen. Die weiter-
gehenden Lehren der Mathematik sind in aller Kiirze eingeschoben
bzw. vorausgestellt. In englischen Lehrbiichern findet man vielfach
diese in Deutschland oft als unwissenschaftlich verschrieene Art der
Behandlung, — falls es sich nicht etwa um die Auseinandersetzung der
Vektorenrechnung handelt. Sie bietet jedenfalls den Vorteil, dafl der
Anfinger die gerade gebrauchten Angaben aus anderen Wissensgebieten
an der betreffenden Stelle vorfindet, ohne sie erst in anderen Biichern
nachschlagen zu miissen oder ohne sie, was erfahrungsgemif das
héufigste ist, unverstanden hinzunehmen. Natiirlich kénnen und
sollen diese eingestreuten kurzen Abschnitte kein Lehrbuch der Mathe-
matik ersetzen; vielleicht zeigen sie aber, wie manche, auch abstrakte
Gebiete der Mathematik in anschaulicher Weise entwickelt und darge-
stellt werden konnen. Dafl einige Angaben iiber Zahlenrechnungen
und ihre Fehlergrenzen an den Anfang gestellt wurden, erschien dem
Verfasser angesichts der Vernachlissigung, die diese Dinge im mathe-
matischen Unterricht der Vorstufe erfahren, eine dringende Notwendig-
keit. Denn daf die Genauigkeit technischer Berechnungen infolge der
Ungenauigkeit oder Unsicherheit der grundlegenden Angaben keine
sehr weitgehende sein kann, ist etwas, was immer wieder betont werden
mufl und was der erste Abschnitt an einigen landliufigen Beispielen
zeigen soll. Rein praktische Unterrichtserfahrungen veranlaften den
Verfasser auch, das Differential-d durch den Druck so hervorzuheben,
daf} keine Verwechslungen méglich sind.

Man wird bei einer genaueren Durchsicht des Bandes finden, dafl
die grundlegenden Tatsachen, Erfahrungen und Versuche mit einer
gewissen Breite behandelt werden, daf dagegen die weiteren Aus-
fithrungen kiirzer und knapper gehalten sind. Es geniigt das auch
vollstindig, denn wenn die Grundlagen hinreichend klar geworden
sind, bereiten die weiteren Entwicklungen keine wesentlichen Schwierig-
keiten. Besonderer Wert wurde darauf gelegt, die groftmogliche An-
schaulichkeit zu erreichen; zu dem Zweck wurde ein reichhaltiges
Figurenmaterial neu gezeichnet.

Die folgenden Binde werden enthalten:

Band II: Die Statik der Maschinenteile,

Band IIT: Die Grundziige der Bewegungslehre und
die Dynamik starrer Korper,

Band IV: Die Hauptsitze der Festigkeitslehre und
ihre Anwendungen.

Es ist dafir vorgesorgt, daf diese Bande bis Ostern 1922 er-
scheinen kénnen.

Altona, im Dezember 1920.
P. Stephan
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I. Die Grundlehren der Statik.

Die technische Mechanik ist die Lehre von den Kriften und dem
Zusammenhang zwischen den Kriften und den Bewegungen bzw.
Formiinderungen der Kérper, und zwar gibt die Mechanik diese Zu-
sammenhiinge nach MaB und Zahl an. Sie benutzt zu dem Zweck alle
Hilfsmittel der Mathematik und Rechenkunst unter Zugrundelegung

von vereinbarten bzw. zum Teil gesetzlich vorgeschriebenen Ma@-
einheiten.

1. Liingen, Fliichen, Riiume.

Als Korper bezeichnet die Stereometrie, ein Zweig der Mathematik,
der sich ausschlieBlich mit der Erérterung der rdumlichen Abmessungen
befaBt, ein beliebiges Raumgebilde von gewisser Form und festgelegten
Abmessungen. .

Als Raummaf gilt in der technischen Praxis des europiischen
Festlandes das Kubikmeter (m®) bzw. seine Unterteile Kubikdezimeter
(dm3) und Kubikzentimeter (cm?),

1 m? = 1000 dm?
1 dm? = 1000 cm3.

Es ist ebenso wie das Flichenmal (S. 3) aus dem Lingenmal abgeleitet.

Nurkleine Rauminhalte kénnen unmittelbar, entweder bei Fliissigkeiten mit dem
MeBgefil oder bei festen Korpern mit, dem Pyknometer, einer genau ausgemessenen
Glasflasche mit Wasserinhalt, und einer Wage bestimmt werden. Sonst findet
man die Rauminhalte durch Rechnung nach Aufmessung mehrerer Lingen.

Das Langenmal der technischen Praxis des europiischen Fest-
landes ist das Meter (m). Es ist der gerade Abstand zweier Striche
auf dem im Bureau des Poids et Mesures in Breteuil aufbewahrten
UrmaBstab, und zwar bei 0° C.

1
Im= 40 000 905 des auf einem Meridian in Hohe des Meeresspiegels ge-

messenen Umfanges der Frde?).

Ferner werden benutzt die Unterteile Dezimeter (dm), Zentimeter
(em), Millimeter (mm),

1m = 10dm,
1dm = 10 cm,
1 cm = 10 mm,

1) Wallisch, Astronom. Nachrichten 1915,
Stephan, Technische Mechanik, T. 1l



2 Die Grundlehren der Statik.

und das vielfache Dekameter (Dm) in einzelnen Fillen, sonst fiir grolle
Lingen das Kilometer (km),

1. Dm = 10 m,
1 km = 1000 m.

Aufler geraden Strecken konnen auch wenig gekriimmte mit einem
hinreichend biegsamen Malistab gemessen werden oder durch Zerlegung
in kleine Einzelstrecken, die genau genug als gerade aufgemessen werden
konnen.

Zeichnerisch 1aBt sich der Kreishogen AB = & auf seiner Tangente
als AC' mit grofer Anniherung auftragen, wenn man BA um die Halfte
itber 4 hinaus nach D verlingert und mit DB aus D den Kreisbogen BC
schlagt (Fig.1)?). Soll die gerade Stlecke AC auf einen gegebenen
Kreisbogen, den sie in 4 tangiert, als AB aufgetragen werden (Fig. 2)

so wird AD = 1 AC gemacht und aus D mit DC der Kreishogen OB
geschlagen?).

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4.

Beide Aufzeichnungen kénnen mit, dem Spitzenzirkel ohne Ziehen von Hilfs-

linien ausgefiihrt werden. Genau ist AC = o — 0,00093 « «%, so dafl das Ver-
fahren bis zum Viertelkreis ohne wesentlichen Fehler — er betrigt in dem Fall
erst 0,6 v. H. — benutzt werden kanmn.

Die Liinge des ganzen Kreisumfanges L wird aus dem Durchmesser d

(Fig. 3) durch Multiplikation mit der Zahl 7 = 3,1416 Nggefunden:

=54, (1)

Die Rechnung mit der hiufig bequemeren Zahl s ergibt den Endwert nur

7
um das 1,0004fache zu grof.

Die Liinge eines beliebigen flachen Bogens (Fig. 4) von der Sehnen-
linge b und der Hohe A kann mit guter Anniherung als die eines Parabel-
bogens berechnet werden :

8 [h\® 64 [h\4 .
=055 = (6]

Beispiel 1. Die Tabelle der Kreishogen ergibt fiir den Halbmesser 1:

Zentriwinkel o« . . . . . . . 45° Vi 90°
Sehnenl"a"m-ge (; PRI 0 0,7654 12176 1,4142
Bogenhthe B!\ i cuiiari a s 0,0761 0,2066 0,2929

%) Verfahren von Rankine; Beweis Duffing, D. p.J. 1917.



Liingen, Flichen, Riaume. 3

Yerhaltnie A b o e boii e 0,0994 0,16965 0,2071
Klammerausdruck der Formel 2 1,0257 1,0714 1,1324
Berechnete Linge L . . . . . 0,7851 1,3044 1,6014
Wirkliche Lénge L . . . . . 0,7854 1,3090 1,5708
Dnterschied o .\ % b o ko —0,0003 —0,0046 — 0,0306
Fehlpy- A\ Lol o owdesntac 4 it g —0,00038 —0,0035 —0,0195

Man kann demnach die Formel (2) auch fiir Kreisbogen bis zum Zentriwinkel
55° anwenden, ohne einen Fehler von mehr als 0,1 v.H. zu machen, oder bis
zum Zentriwinkel 80° mit einem Fehler von etwa 1 v. H. Bei dem Verhiiltnis
h:b<1:20 kann das letzte Glied der Klammer immer weggelassen werden.

Zu beachten ist, daf jede praktische Messung mit gewissen Fehlern
behaftet ist, die zum grofiten Teil von der Art der benutzten MelBein-
richtung und der auf die Messung verwendeten Sorgfalt abhingen.

Die MeBfehler f einer groBeren Messung konnen sich addieren zu
dem sog. groBten KFehler, der gleich der Summe aller einzelnen
Fehler ist:

fmaw = Z - 3)

Die Summierung der jedesmaligen Einzelmessungen liefert den

Mittelwert und zugleich den grofiten Mefifehler. Der wahrschein-

liche Fehler ist geringer, da nicht anzunehmen ist, daf} bei einer grofieren

Zahl von Messungen alle Fehler nach derselben Richtung gemacht
werden. Es ist

fw e 0’674 Y fmam . (4)

Beispiel 2. Die Aufmessung eines rechteckigen Zimmers mit dem Meterstab
ergibt bei Anwendung ziemlicher Sorgfalt etwa

Linge [ Breite b Hohe &
1000 4 1 mm 1000 - 1 mm 1000 - 1 mm
1000 4- 1 ,, 1000 -1 ,, 1000 4-1 ,,
1000 -1 ,, 1000 41" ,, 1000 4-1 ,,
1000 4-1 ., 1000 -1 ,, 254 41 ,,
1000 4= 1, 307 e L.y, 3254 -+ 4 mm

6521 1055 4307 -+ 5 mm

5652 - 6 mm
Die wahrscheinlichsten Werte sind somit nach Formel (4)
Lénge [ = 5,652 4 0,004 m ,
Breite b = 4,307 4- 0,003 ,, ,
Héhe & = 3,254 + 0,003 ,, .

In der technischen Mechanik sind vielfach die Inhalte von bestimmten
Flichen zu ermitteln, was nach den Regeln der Geometrie, eines Zweiges
der Mathematik, erfolgt.

MaB der Fliche ist in der technischen Praxis des europiischen
Festlandes das Quadratmeter (m?2) bzw. seine Unterteile Quadrat-
dezimeter (dm?), Quadratzentimeter (cm?):

1 m?2 = 100 dm?2, l —IE
1 dm?® = 100 cm?® i
Es ist der Flicheninhalt des Rechteckes (Fig. 5): o

Pl byl
Pl v (5)" Fig. 5.
, 1*



4 Die Grundlehren der Statik.

der Flicheninhalt des Parallelogramms (Fig. 6):

)

F=1-b, (5)
der Flacheninhalt des Dreiecks (Fig.7):
Pe3lib, (6)

Geradlinig begrenzte Vielecke werden in Rechtecke oder Parallelo-
gramme oder Dreiecke zerlegt, deren Flicheninhalte einzeln berechnet
und dann addiert werden.

So ergibt sich fiir das Trapez (Fig. 8) durch zweimalige Anwendung
von Formel (6)

F=4%-he(@+0) (1)
und fiir den Kreisinhalt durch vielfache Anwendung von Formel (6)
gemall Fig. 9 F=3@#-4L-1).

Aus der Summe kénnen die allen Gliedern gemeinsamen unveranderlichen
Faktoren herausgezogen werden:

= %or a3l

BN EZ i %

e— ] —! e — » a___._—l
Fig. 6. Hig.: e Fig. 8. Flg 9.
Nun ist nach Formel (1) pa
>SAL)y=m-d

und 8o mit 7 = }d

-T ——7?, L . d2 !1. 2
g i F—4 d? =0,7854.-d ol 7y d2. (8)

\ l Der Flicheninhalt eines Parabelabschnittes
— X \(Fig. 10) st

I,

2 :
Fig. 10. F= & b-h (Beweis S.107). 9)

Der Inhalt eines flachen Bogens (Fig. 4) wird ebenfalls mit sehr guter
Annaherung als der eines Parabelabschnittes berechnet.

Um den Inhalt einer beliebig begrenzten Fliche zu berechnen,
teilt man ihre Linge I in n gleiche Teile und zieht durch die Teilpunkte
Parallelen, deren #uflerste die Fliche genau einschliefen (gewohnlich
geniigt die 10-Teilung, die mit Hilfe eines verschiebbaren Parallelen-
gitters ausgefithrt werden kann). Jede Einzelfliche kann dann meistens
genau genug als Trapez aufgefaBt werden, und man bemerkt, daf bei
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ot

fortlaufender Anwendung der Formel (7) alle
Hohen doppelt vorkommen mit Ausnahme der
ersten und letzten, deren Lingen schitzungs- A p,
weise so bestimmt werden, daf die anschlieende h

erste bzw. letzte krummlinige Fliche durch |\ | ]q:m
ein von ihnen begrenztes Trapez ersetzt wird ", h,
-(Fig. 11). Man erhilt so die Trapezregel: Fig. 11.

l
F=_(bhy+hythy+hy+ ...+ §h). (10)

Man kann die Hohen einzeln aufmessen oder gleich hintereinander (die erste
und letzte nur zur Hilfte) auf einer beliebig gezogenen Geraden abstechen, so-
daB fiir die Rechnung nur zwei Lingenmessungen notig werden,

Man erhélt nur dann richtige Werte, wenn die einzelnen Teilstiicke
der Flichenbegrenzung sich von geraden Linien nicht wesentlich unter-
scheiden. Anderenfalls ist an der betreffenden Stelle in der Mitte zwischen
zwei Hohen eine weitere einzulegen, von der in die Formel (10) nur die
Hilfte einzusetzen ist, withrend die beiden benachbarten Héhen zu 3/,
in Anrechnung kommen. Oder es ist die Simpsonsche Regel zu be-
nutzen, die zwei aufeinanderfolgende gekriitmmte Teilstiicke der Flichen-
begrenzung als einen Parabelbogen auffaft:

el
Fomgoo (bt dhy 20y + by + 2k + ...+ h), (1)

worin die Anzahl n der Teilungen eine gerade Zahl sein muf3?).

s

$ e

b e l-z-d —_— L d=2r..:
Fig. 12. ' o Fig. 13.

7-nd

Der Inhalt der Mantelfliche eines geraden Kreiszylinders
ist nach Fig. 12

\an.d.h, (12)
derjenige der Mantelfliche eines geraden Kreiskegels nach Fig. 13
F=mndis. (13)

Nun gilt nach dem Satz des Pythagoras fiir das rechtwinklige Dreieck
. SR Y
82=h2+(%d)2 oder '9:”/.]/1_{_(2]7/) ,

%) Beweis siche z. B. Duffing, Leitfaden der Kurvenlehre. 1911.
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so dall man auch setzen kann:

iy
M e gp's s { 14
Fo= gt~ dohi V1+(2h> (14)

Der Inhalt der Kugeloberfliche betrigt (Beweis S. 118)
Fen.d, (15)

Allgemein ist zu beachten, daf ein richtiger Endwert nur erhalten
wird, wenn die verschiedenen Léngen bei der Berechnung in demselben
Mal eingesetzt werden.

Beispiel 3. Zu berechnen ist die Grundfliche des in Beispiel 2 anfgemessenen
rechteckigen Zimmers.
Nach Formel (5) ist

F=1-b= (5652 -+ 0,004) - (4,307 -+ 0,003) m?

+ 5,652 - 4,307 = -} 24,343164 m?
4+ 5,652 0,003 = + 0,016056 ,,
10,004 - 4,307 = - 0,017228 ,,
+ 0,004 - 0,003 = + 0,000012 ,,

Das Ergebnis ist 24,34 - 0,03 m?2,

Die ,,genaue* Zahlenrechnung ist demnach verkehrt; im allgemeinen gentigt
fiir- die technische Praxis die Genauigkeit des 25 cm langen Rechenstabes.

Gegeniiber den kleinen Grofien erster Ordnung (in der zweiten und dritten
Zeile der Ausrechnung) sind kleine Grofen zweiter Ordnung (in der vierten Zeile)
immer zu vernachléssigen. Auch die Rechnung mit kleinen Gréflen erster Ord-
nung kann gewGhnlich iiberschligig geschehen.

Hat der Wert x den Fehler f, und der Wert y den Fehler f,, so hat
das Produkt x -y den Fehler

f= @4 Hus b (16)

Beispiel 4. Zu berechnen sind die beiden Seitenflichen des in Beispiel 2
aufgemessenen Zimmers.
Nach den Formeln (5) und (16) ist

Fliche 2: F =1:h= (5652 - 0,004)- (3,254 4 0,003)
18,39 - (0,017 -+ 0,014)
18,39 + 0,03 m2;

(4,307 -+ 0,008) - (3,254 - 0,003)
14,01 L (0,013 + 0,010)
14,01 =+ 0,02 m2.

Beispiel 5. Der Zylinder einer Dampfmaschine hat — im Mittel aus sechs
Messungen bestimmt — den Durchmesser D = 420,5 4 0,1 mm, die von der
einen Seite des Kolbens ausgehende Kolbenstange hat den Durchmesser d = 84,7
=4 0,1 mm. Zu berechnen ist der mittlere Inhalt beider Kolbenflichen (Iig. 75).

Es ist nach Gleichung (5)

I

Fliche 3: F=1b-h

I

fiir die eine Kolbenseite: F, — %-DZ,

fiir die andere Kolbenseite: F, = % « D? — % Sy
Damit wird der mittlere Flicheninhalt
Fo=3%+(F iy e 20 g W i T _lii?)
- (Fy+ Fy) 4 (D 3 d?) i D (1 5 i)
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Man berechnet zuerst nach der Formel
(@at+b2=a%4+2-a+b+ b?

422 = (40 + 2)2 = 1600 -+ 160 4 4 = 1764, (17)
Zur Ermittlung des Wertes von 42,052 benutzt man die Formel
(@ 4 b) * (@ — b) = a® — b2 (18)

in der Form a2 = b2+ (a + b)* (@ — b):
42,052 = 422 - 84,05 - 0,05 = 1764 + 4,2 = 1768,2 cm2
Der Fehler betriigt nach Formel ¢16) mit @ = y = 42,05 cm? und f, = f,
= 0,01 cm?
y f=2+42,05-0,01 cv 8,4 cm?2
Entsprechend erhilt man
8,472 = (8,56 — 0,03)2 = 72,25 — 0,51 = 71,74 cm?

mit dem Fehler 2:8,5-0,01 = 0,17 cm?
Damit folgt schlieBlich

; T Z (1768,2 + 8,4 — 35,9 4 0,1)
= 0,7854 - (1732,3 -+ 8,5)
= 1353 4 7 cm?,

Wenn die Fehlerrechnung der Einfachheit halber ganz beiseite gelassen wird,
ist die letzte Stelle der in ganzen Quadratzentimetern angegebenen Fliche
bereits bei genauer Aufmessung bis auf 0,1 mm gchon véllig unsicher.

Die einseitige Kolbenstange verringert unter normalen Verhiiltnissen die
mittlere Fliche um rund 2 v. H.

Beispiel 6. Die Mantelfliche eines geraden Kreiskegels vom Grundkreis-
durchmesser d = 24,3 em und der Hohe 2 = 16,2 em ist zu berechnen.

Formel (14) ergibt

d\e K
F=n-d-h-‘/]-{<<2h> =n-243:16,2-}) 1 + 0,752 cm?2

Zur Ausrechnung der Wurzel kann hier die Niherungsgleichung benutzt werden

Va? 4 y2= 0,960 - @ -+ 0,368 - 3/, (19)
worin 2 >y sein mufl. Das Ergebnis ist

um 6,1v. H. zu klein fiir y = a,
i) 4',0 2 ) ” 9y Y = ngx’
9 179 ”» ” ” ” y= O’Sx’
o10,8 » ”» sy S 0,7 2,
AR ORI - | SRR e G B

Von y = 0,6z an rechnet man genauer mit der einfacheren Formel
NMte=1%42 (20)

9 v. H. zu groB fiir 2 = 0,3,

4

1

das Ergebnis ist

IV IET} ” g W - 0,2,
» 9 ” y 7 —_‘;0;1 .

Demnach wird
Iz g 93,—2 16,2 - (0,960 +- 0,368 1) - 1,011 cm?,
worin der letzte Faktor den Fehler der Wurzelberechnung ausgleicht.
F = 1488-em? .
F =/5%1 /v"r'rl,2

)
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Fiir die Berechnung einfacher Rauminhalte gilt:
b/] beim rechteckigen Quader nach Fig. 14
b V=1:b:h. (21)
Hat I den MeBfehler f,, b den MeBfehler f,, & den
Fig. 14. MeBfehler f;, so ergibt das Produkt
V= (lifl) (b:f:fz) (h:l:fs)
mit Vernachlissigung der kleinen Groflen hoherer Ordnung

V=lobohk (1obefy+ 1 hefytbhefy). (22)

Beispiel 7. Der Rauminhalt des in Beispiel 2 aufgemessenen Zimmers ist
zu berechnen.
Man erhélt nach Formel (21)

V = 5,652 - 4,307 - 3,254 = 79,20 m3
und gemiB Formel (22) mit den Angaben des Beispiels 3

24,34 - 0,003 = 0,073 m?
18,39 - 0,003 = 0,055 ,, -+ 0,184 m?.
14,01 - 0,004 = 0,056 ,,

Der wahrscheinliche Fehler des Rauminhaltes betrigt trotz recht genauer
Aufmessung doch etwa 0,18 m? oder 0,23 v. H. des Mittelwertes, so dafl die An-
gabe von mehr als einer Dezimalstelle eine gar nicht vorhandene Genauigkeit
vortéuscht.

Fiir ein belichiges Prisma mit parallelen End-
flachen z: B. nach Fig. 15 gilt

V=Bl (23)
A also fiir den geraden Kreiszylinder mit Formel (8)
Fig. 15. V= Z <d®h. (24)

Ein Prisma nach Fig. 15 kann durch zwei ebene, durch die Ecken
gelegte Schnitte in drei Pyramiden von gleichem Rauminhalt zerlegt
werden. Es gilt somit fiir jede Pyramide von der Grundfliche F
und der Hohe A

V=4.-Fh. (25)
Der Rauminhalt der Kugel vom Durchmesser d ist (Beweis S. 119)
T
— . d3 3
V 6 d / (26)

Anders gestaltete Riume werden in einfachere Teile, fiir die die
Formeln (21) bis (26) zutreffen, zerlegt (Anwendung z. B. S. 120).

Beispiel 8. Der Hub der Dampfmaschine, deren mittlere Kolbenfliche in
Beispiel 5 berechnet wurde, sei aufgemessen zu h = 751 + 0,3 mm. Anzugeben
ist der mittlere Hubraum des Zylinders.
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Man erhilt nach Formel (23)
V = (1853 4 7) * (75,1 4 0,03) cm?
— 18,58 + 7,61 - (7,51 + 0,07 + 13,53 + 0,003) dm?
= 101,61 - (0,53 - 0,04) dm?,
Der Fehler der Hubmessung ist von verschwindend geringer Bedeutung, also
V = 101,6 4 0,6 dm?.

2. Korper und ihre Zustinde.

Die in Abschnitt 1 gegebene Erklirung des Begriffes Korper
im Sinne der Stereometrie ist fiir die Mechanik nicht ausreichend. Denn
der Lichtkegel eines Scheinwerfers, der nur ein besonders heraus-
gehobener, bei jeder Bewegung des Spiegels wechselnder Teil des
allgemeinen Luftraumes ist und dessen Ende sich unbestimmt verliert,
kann im Sinne der Mechanik nicht als Koérper angesehen werden. Fiir
sie ist der stoffliche Inhalt des Korpers, der ihm oder seiner Art eigen-
titmlich ist, von mehr Bedeutung als die hiufig nebensiichliche duflere
Form; denn er allein, die sogenannte Masse, ist der Triger aller physi-
kalischen Eigenschaften des Koérpers. Die Mechanik erklirt demnach:
Korper ist ein allseitig geschlossenes Raumgebilde, das durchweg mit
Masse angefiillt ist, die natiirlich je nach Art des Korpers sehr ver-
schieden zusammengesetzt sein kann.

Zur vollstindigen Erklirung aller in der reinen Mechanik unter-
suchten Erscheinungen geniigt es, wenn fiiber die Verteilung dieser
Masse im Koérper die einfache, durch den groben Augenschein immer
bestiitigte Annahme gemacht wird, daf sie den vom Korper ein-
genommenen Raum stetig ausfiillt. Porése Korper enthalten hiernach
mindestens zwei verschiedene Massen, die eigentliche Korpersubstanz
und die die Poren ausfiillende Luft, Flissigkeit, Bindesubstanz und dgl.
Abgesehen wird also in der Mechanik von dem Aufbau der Korper
aus Molekiilen, Atomen, Elektronen, die voneinander durch verhiltnis-
mifBig groBe, wenn auch fiir unsere Sinneswahrnehmung duflerst kleine
Zwischenraume getrennt sind. ,

Der Zustand der Masse eines Korpers kann sehr verschieden be-
schrieben werden, z. B. durch Angabe der Temperatur, der elektrischen
Ladung usw. ; in der Mechanik ist in erster Linie der Aggregatzustand
von Belang, und manche fiir die allgemeine Beschreibung wichtigen
Zustinde, z. B. die elektrische Ladung, werden gar nicht oder nur
nebenhin beachtet. Man unterscheidet nun die drei Hauptaggregat-
ZUSt.é’nde fest, flussig, gasformig, und entsprechend wird das weite
Gebiet der Mechanik eingeteilt in die Mechanik der festen, der fliissigen,
der gasformigen Korper. AuBerdem gibt es noch die beiden Ubergiinge
des teigformigen und des dampfformigen Zustandes. Der erstere hat
in der Mechanik nur geringes Interesse, mehr Bedeutung kommt den
Schittungen kérniger Einzelkorper zu, die in ikirem Verhalten eine
Zwischenstellung zwischen den festen und den fliissigen Korpern ein-
nehmen. Von besonderem Wert ist die Mechanik der Diampfe infolge

¢
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der umfassenden Anwendung in den Dampfmaschinen, den Kiihl-
maschinen und im Haushalt der Natur.

Die festen Korper werden ihrerseits wieder unterschieden in starre
und nachgiebige. Starre Korper sind solche, die unter dem Einflufl
duBerer Kriifte (Abschnitt 3) ihre Form nicht édndern, withrend nach-
giebige unter dem EinfluB von Kriften eine Forminderung erleiden.

Der Zusatz ,,unter dem EinfluB} #uBerer Kriifte‘ ist notwendig, weil die Form-
anderung durch Raumvergriéferung oder -verkleinerung bei der Krhohung bzw.
Erniedrigung der Temperatur des Korpers kein Unterscheidungsmerkmal im Sinne
der Mechanik bildet. Diese Formiinderung infolge Anderung des Temperatur-
zustandes kommt ja allen Arten von Korpern zu, wenn auch in verschiedenem Mafle.

Die tigliche Erfahrung lehrt sogleich, dafi es vollkommen starre
Korper nicht gibt; vielmehr erleiden alle, auch die festesten Korper,
eine mehr oder weniger grofie Forminderung, sobald die betreffenden
Krifte hinreichend grof sind. Jedoch kénnen die in der technischen
Praxis hauptsiichlich zu Konstruktionsteilen verwendeten Korper in
erster Anniherung als starr angesehen werden, da man naturgemil
im allgemeinen darauf sieht, daf die etwaige Forménderung mindestens
klein ausfallt.

Die nachgiebigen Korper sind wieder elastisch oder unelastisch.
Elastische Koérper sind solche, die eine unter der Kinwirkung von
dulleren Kriften angenommene Forminderung nach Aufhéren der
Kraftwirkung wieder vollstindig riickgéingig machen, wihrend die
unelastischen die einmal erlittene Forminderung beibehalten.
Mit Riicksicht auf die erstrebte Dauerhaftigkeit der Konstruktion ist
das Interesse an den unelastischen Koérpern verhiltnismiflig gering,
und ihr Verhalten wird im AnschluB an das der elastischen untersucht.

Eine weitere wichtige Unterscheidung des Zustandes eines Korpers
ergibt die Beriicksichtigung der Zeit. Wenn withrend der Beobachtungs-
zeit der Korper sowohl als Ganzes als auch in allen einzelnen Teilen,
z. B. eine Dampfmaschine, die Lage zu der Umgebung nicht #@ndert,
so sagt man, der Koérper befindet sich in Ruhe, anderenfalls befindet
er sich in Bewegung. Man erkennt, dafl man zwei Bewegungen zu
unterscheiden hat, die fortschreitende, etwa der Lokomotive oder
des Lokomotivkreuzkopfes, und die Drehbewegung, z. B. der Rider.
Selbstverstindlich konnen beide Bewegungen auch gleichzeitig auftreten.

3. Kuriifte.

Die Mechanik beruht, wie jede Naturwissenschaft, auf den Er-
fahrungen, die an den Erscheinungen in der Natur und Technik ge-
wonnen sind, und auflerdem auf Versuchen, die zur Erforschung
bestimmter Einzelheiten mit entsprechend vorgearbeiteten Einrichtungen
angestellt werden.

Man greift deshalb zur Erklirung des Begriffes Kraft auch auf die
allgemeine Erfahrung zuriick, die besagt, daB Kraft eine durch Muskel-
anstrengung ausgeiibte Einwirkung ist, die sich entweder als Zug oder
Druck kenntlich macht. Diese Erklirung trifft aber nur die Kérper-
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krifte lebender Wesen und nicht die in den Baukonstruktionen, Ma-
schinen usw. auftretenden Kriifte. Da es aber der Zweck aller Trag-
konstruktionen und Maschinen ist, die Korperkrifte lebender Wesen
durch solche zu ersetzen, die das tote, wenn auch oft bewegte Material
hivufig in bedeutend vergroBertem Mafle zu tibertragen bzw. auszuiiben
vermag, 80 kann man erkliiren, um einen moglichst sinnfilligen, allgemein
giiltigen Ausdruck zu erhalten: Kraft ist ein durch Muskelanstrengung
bewirkter oder sie ersetzender Zug oder Druck?).

Im iibrigen vermeidet die Mechanik, Untersuchungen anzustellen
iiber das Entstehen der Krifte, mogen es nun Muskel-, Gewichts-,
magnetische oder sonstige Kriifte sein. Dies ist vielmehr eine Aufgabe
der Physik, und die Mechanik nimmt die Krifte, ohne auf ihre Herkunft
einzugehen, einfach als gegeben hin. Am einfachsten lassen sie sich
fiir den Anfang als Muskel- oder Gewichtskriifte vorstellen.

An einer gegebenen Kraft ist zu unterscheiden ihre Grofle, die
Wirkungslinie, die Richtung in der Wirkungslinie und die Angriffsstelle.

Ein Mafl der Grofle wird erhalten durch Vergleich der Wirkung
der untersuchten Kraft mit derjenigen einer bekannten Kraft auf den
gleichen Korper. Muskel- und Schlagkriifte konnen z. B. verglichen
werden durch die von ihnen hervorgerufene Bewegung eines Korpers,
etwa eines Steines oder Balles; diejenige Kraft gilt als die grofiere,
die den gleichen Kérper weiter bewegt. Dieser Vergleich ist aber haufig
nur ein iiberschligiger; ruhende Krifte, die man genauer messen will,
beurteilt man deshalb an ihren Einwirkungen auf Federn oder dgl.

Fin technigches Instrument zum
zahlenmiifligen Vergleich von Zug-
kriften ist das Dynamometer. s
besteht aus zwei kriiftigen Blattfedern
nach Fig. 16, deren Verlingerung stark
vergroBert auf einen Zeiger iiber-
tragen wird. Fiir kleinere Kriifte be-
nutzt man oft die sog. Kiichenwage, die aus zwei parallelen Schraubenfedern

besteht, deren Ausdehnung ebenfalls vergrofert auf einen Zeiger iibertragen wird.
Geeicht werden die Dynamometer mit Hilfe von Gewichten.

Die Gewichts- und Krafteinheit ist in der technischen Praxis
des europiiischen Festlandes das Kilogramm (kg) bzw. die Tonne (t)
oder bisweilen das Gramm (g).

1t = 1000 kg,
1 g == 0,001 kg.

Das Kilogramm ist das Gewicht des in Breteuil aufbewahrten Kilo-
grammstiickes, das Gewicht von 1,00004 dm?3 chemisch reinen Wassers
bei 4° Celsius, gemessen auf dem 45. Breitengrad in Hohe des Meeres-
spiegels und umgerechnet auf den luftleeren Raum.

Der erste Zusatz ist erforderlich, weil sich der eingenommene Raum
einer abgemessenen Menge Wasser wie der eines jeden Korpers mit.

4 Galilei, Szienza della mecanica, 1592;. Wehage, Z.d.V.d. 1. 1905;
Schreber, D.p.J. 19086, T
Zaw U
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der Temperatur éndert; bei 4° C nimmt eine bestimmte Wassermenge
den kleinsten Raum ein. Die beiden folgenden Zusitze sind nétig,
weil sich das Gewicht derselben Masse mit dem Abstand vom Erdmittel-
punkt @ndert, der letzte, weil die umgebende Luft das Gewicht einer
bestimmten Masse etwas verringert.

Die Wirkungslinie einer Kraft, das ist die Linie, in der ihre
Wirkung erfolgt, kann unmittelbar mit einem durch Muskelanstrengung
oder durch ein Gewicht gespannten Faden zur Anschauung gebracht
werden (Fig. 17). Sie ist demnach eine Gerade.

Die in Fig. 23 dargestellte Ausnahme,
daf} ein schweres Seil in einer Kurve durch-
hiingt, ist nur scheinbar. Die genaue Uber-
legung (Abschnitt 16) lehrt, daf die Ab-
weichung des Seiles von der geraden Linie
nur durch sein Gewicht, also durch eine
zweite, zur ersten hinzutretende Kraft ent-
steht.

Dieselbe geradlinige Form der Wir-
kungslinie findet sich genau so bei
Druckkriften. Das Gewicht in Fig. 18
itbertriigt sich durch einen geraden (in
der Skizze gestrichelten) Holzpfosten
auf die Unterlage und kann dort am
Zeiger der Federwage abgelesen wer-
den. Daran wird nichts geéindert, wenn der Pfosten etwa nach
den ausgezogenen Linien ausgeschnitten wird. Die Wirkungslinie
ist immer eine gerade, gleichgiiltig, welche Form das Ubertragungs-
glied hat. g

Die Linge der Schnur oder des Seiles in Fig. 17 oder der Druck-
stange in Fig. 18 ist ohne Einfluf} auf die Kraftwirkung des betreffenden
Gewichtes auf die Befestigungsstelle bzw. Unterlage, und man hat z. B.
bei Seilschwebebahnen Seiltriebe von 10 km Liinge ohne Unterbrechung
oder Zwischeniibertragung ausgefithrt. Die Angriffsstelle einer Kraft
kann also in ihrer Wirkungslinie beliebig
verschoben werden, ohne dafl die Kraft-
wirkung auf die Unterstiitzung oder dgl.
irgendeine Anderung erleidet.

Dieser Erfahrungssatz bedarf jedoch einer
Einschrinkung, denn es ist klar, daf bei der
Verschiebung des Gewichtes in der Wirkungs-
linie nach oben, wie es z. B. Fig. 19 darstellt,
die Wirkung aufgehoben wird, wenn das Ge-
wicht auf der Wandkonsole steht. Das gleiche
gilt, wenn das Gewicht auf einen Biigel ge-
setzt wird, dessen einer Arm so nachgiebig
ist, dall es weggleitet (Fig.20), oder wenn
es auf einen Zwischenkorper gesetzt wird,
der eine selbstéindige Bewegung ausfithrt
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(Fig. 21). Der Satz gilt also nur, wenn
die neue Angriffsstelle mit der alten un- :
veriinderlich verbunden ist. ole oved

In der Wirkungslinie kann die Kraft
entweder die eine oder die andere Rich-
tung haben, Gewohnlich gilt die Ver-
einbarung, dafl in der lotrechten Wir-
kungslinie die nach dem Mittelpunkt
der Erde hin gerichtete Kraft als positiv
gerechnet wird; dann ist eine aufwirts
gerichtete eine negative Kraft. In der
wagerechten Linie wird hiufig die vom Fig. 21.

Beschauer aus nach rechts gehende Rich- "
tung als die positive bezeichnet; die nach links gehende ist dann die
negative.

Eine Kraft kann auf einen Kérper nur von einem anderen Korper
ausgeitbt werden, was meistens durch unmittelbare Beriihrung geschieht,
aber auch durch Ferniibertragung wie bei den magnetischen, elek-
trischen, Gravitationskriften erfolgen kann. Da beide Korper nur in
ihrer Bezeichnung als erster oder zweiter unterschieden werden, tat-
siichlich aber einander vollig gleichwertig sind, so muf3 an der gegen-
seitigen Kinwirkungsstelle Korper 4, der dort auf Korper B eine Kraft
ausiibt, auch eine Kraftwirkung vom Korper B aus erleiden
von gleicher Angriffsstelle, Wirkungslinie und Gréfle, nur
sind die Richtungen beider Kriifte entgegengesetzt ®).

Beispiel 9—14. Ein Korper, der sich mit einem gewissen Druck
auf eine Unterlage stiitzt, erfihrt seinergeits in der Beriihrungs-
fliche den gleichen Gegendruck, was besonders bei nachgiebigen
Korpern deutlich in Erscheinung tritt (Fig. 22).

Ein Schleppdampfer zieht mit einer gewissen, mit dem Dyna-
mometer meBbaren Kraft an dem geschleppten Kahn; umgekehrt
hiilt dieser den Schlej)pdampfer mit, der gleichen Kraft zuriick
(Fig, 23). Wenn etwa das Verbindungsseil reift, schieBt der dann

nicht mehr zuriickgehaltene Schleppdampfer mit grofier Geschwin-
digkeit voran, '

Bei einem Schufl wird durch die l—‘—““_l:l'_l
Pulvergase nicht nur auf das Ge- s
schof} eine Kraft ausgeiibt, sondern \ T&—;F_ﬂj
auch eine ebenso grofie auf das Tig. 23
Gewehr oder Geschiitz, die sich < i
als Riickschlag bemerkbar macht.

~ Ein Magnet zieht ein frei bewegliches Stahlstiick auf einige Entfernung mit
einer bestimmten, leicht meBbaren Kraft an. Genau die gleiche Kraft iibt aber
auch das Stahlstiick auf den Magneten aus, wenn man es festhiilt und der Magnet
etwa_auf einer Korkunterlage im Wasser schwimmt.

Wird der Schienenkreis einer Spielzeugeisenbahn mit einer leichten Unterlage
an mehreren Schniiren aufgehiingt, die nach einem an der Zimmerdecke befestigten
dun_nen Draht zusammenlaufen, so treiben die zwischen den Réidern und den
Schienen wirkenden Kriifte sowohl die Lokomotive vorwiirts als auch die Schienen-
bahn in entgegengesetzter Richtung zuriick. -

7

,{
7

’) Newton, Philosophiae naturalis principia mathematics. 1687.

¢
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Die Erde zieht jeden Korper mit einer gewissen Kraft an, z B. auch den
Mond. Sie erfihrt aber von dem betreffenden Korper dieselbe Gegenkraft, die
sich beim Mond durch die Einwirkung auf das Meerwasser als Ebbe und Flut
kenntlich macht.

Man entnimmt den vorstehenden Beispielen noch, dafl eine Kraft
das Bestreben hat, dem angegriffenen Korper eine Bewegung zu erteilen,
falls er vorher ruhte, oder die Bewegung eines bewegten Korpers zu
andern, oder schlieflich am angegriffenen Kérper, wenn er hinreichend
nachgiebig ist, eine Forménderung herbeizufithren. Tritt aufier der
etwaigen Formiinderung keine Bewegung oder Bewegungsinderung
ein, so kann man schlieen, daf noch andere Krifte an dem Korper
angreifen, die der ersten das Gleichgewicht halten.

Die Lehre vom Gleichgewicht heilit die Statik; ihr ist der weitaus
groBere Teil dieser Hefte gewidmet. Die Lehre vom Zusammenhang
der Bewegungsinderungen mit den Kriiften ist die D ynamik, deren
Behandiung sich mit Hiilfe des d’Alembertschen Satzes auf die Statik
zuriickfithren laft.

Vielfach werden die Darlegungen dieses Abschnittes umgekehrt vorgetragen,
indem zuerst festgesetzt wird: Kraft ist die Ursache einer Bewegung oder Be-
wegungsiinderung. Stillschweigend wird hierbei die unter dem Einfluf} einer Kraft
hiufig bemerkbare Formiinderung, z. B. die Zusammendriickung einer ein-
geschlossenen Fliissigkeit durch eine grofie Druckkraft, als eine Bewegung der
entsprechenden Teile aufgefaBt. Die gleiche Formiinderung der Fliissigkeit wird
aber auch durch eine Temperaturerniedrigung erzielt, und man miifite dann folge-
richtig die Temperaturinderung auch als eine Kraft ansehen, was jedoch aus
anderen Griinden unzuliissig ist. Die vorstehende Erklirung des Begriffes Kraft
hat nur dann Berechtigung, wenn man sich von vornherein ausschlieflich mit
der Dynamik befaBt. d ;

Andert eine Kraft withrend der Dauer der Beobachtung ihre Grofie
oder Wirkungslinie oder Richtung, wie z. B. die Kolbenkraft einer
Dampf- ofer Gasmaschine, so ist sie verinderlich; anderenfalls wird
sie als gleichbleibend oder konstant bezeichnet.

4. Kraft, Flichendruck, Lingenbelastung.

Zu beachten ist, dafl der deutsche Sprachgebrauch mit dem Wort
,»Druck® zweierlei bezeichnet: Einmal die am Anfang des Abschnittes 3
erorterte, in Kilogramm gemessene Druckkraft und weiter den Flichen-
druck zwischen festen Korpern, den Flissigkeitsdruck einer Fliissigkeit
oder den Gasdruck eines gasférmigen Korpers, die sich ebenfalls als
Flichendruck an einer festen Wandung oder dgl. bemerklich machen.
Der Flichendruck wird angegeben in Kilogramm auf ein Quadratzenti-
meter (kg/em?), bisweilen auch Kilogramm auf ein Quadratmeter
(kg/m?); er wird also erhalten, indem man die Druckkraft P durch die
Druckfliche F dividiert:

Umgekehrt ergibt sich die von einem bestimmten Fliissigkeits- oder
Gasdruck p auf eine Fliche F ausgeiibte Kraft zu

Hi= giedty (27a)
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Hiufig wird zur Abkiirzung fiir Kilogramm auf ein Quadratzenti-
meter gesetzt Atmosphire (at).

Der mittlere Druck der die Erde umgebenden Luftatmosphire betrigt in
Hohe des Meeresspiegels 1,033 at.

Beispiel 15. Der Kreuzkopf einer Dampfmaschine liege etwa in der Mitte
des Hubes mit der Kraft 7 = 2500 kg auf seiner Gleithahn, die rechteckige Fliche
des Gleitschuhes habe die Abmessungen b = 20 cm und / = 35 cm. Zu ermitteln
ist der Flichendruck p zwischen Gleitschuh und Gleitbahn.

Man erhiilt aus Formel (27)

+ 2500

P=2-35

Um die Abnutzung so klein wie méoglich zu halten, betrigt der groﬁte Flichen-
druck je nach Bauart der Maschine 3 bis 5 at.

= 3,58 at.

Beispiel 16. Auf den in Beispiel 5 berechneten Kolben der Dampfmaschine
wirke auf der Deckelseite der Kesseldruck p, = 10 at vermindert um den Druck-
verlust in der Zuleitung 0,5 at, auf der Kurbelseite der Gegendruck des Konden-
sators p, = 0,1 at. Anzugeben sind die entsprechenden beiden Druckkriifte.

Nach Beispiel 5 ist die Fliche des Kolbens auf der Deckelseite

F, = 1388 - 7 cm?, also nach der Formel (27a) die Kraft
P, = (1388 4 7) + 9,56 = 13 186 4 67 kg,

50 daf einzusetzen ist P, oo 13 250 kg, wenn es sich um die Angabe des groBiten
Wertes handelt,
Entsprechend ergibt Beispiel 5 als Kolbenfliche auf der Kurbelseite /'y = 1332
+4- 7 em, mithin betriigt die Gegenkraft
Py = (1338 £ 7)+ 0,1 = 133 4 1 kg,

g0 daB mit P, oo 130 kg zu rechnen ist.
Beim Ruckgang des Kolbens wirkt der Dampfdruck p, auf die Fliche F,
und p, auf die Fliche F; es ist dann

Py= (1332 £ 7): 9,6 = 12 720 kg,
wenn der groftmogliche Wert angegeben werden soll, und
P, = (1388 - 7) - 0,1 oo 140 kg.

Beispiel 17. Der groBite Verpuffungsdruck einer Gasmaschine betrigt etwa
bei Betrieb mit

ibeaiglibpene. wamnand AR, Al p= 23 at
G ) TR AR M ' 1 s T R PR,
1oyt oo SR TIRP IR 8 SR D IR R e 2 s 9
Treibol im Gleichdruck-Dieselmotor . . . p=40,,

Anzugeben ist die groBite Kolbenkraft bei einem Kolbendurchmesser D = 420 mm.
Die Kolbenfliiche ist nach Formel (8)

b = 11 + 422 — 1386 cm?,

deren Wert mit Riicksicht auf die unvermeidlichen Ungenauigkeiten der Aus-
fithrung und Messung auf 1390 cm? abzurunden ist.
Damit erhiilt man nach Formel (27a) die Kolbenkraft

el Letiohtgaer ) o i 2 = 1390 + 23 oo 32 000 kg
St TERRbE R - b by R TR (T P &= 1890 2} « 29 200 ,,
o, PRenzteAnaER i a w # P = 1390 16 co 22 200 ,,

,, Treibél im Gleichdruckmotor . . P == 1390 - 40 ~o"55 600 ,,

¢
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Da der Gasdruck um halbe, bisweilen sogar um ganze Atmosphéren schwankt,
80 ist eine genauere Angabe der Kraftgrofie unbrauchbar.

Beispiel 18. Bei geeigneter Schmierdlzufuhr verteilt sich der Zapfendruck
nahezu gleichformig iiber die Projektion der Zapfenfliche ¥ = [+ d (Bd. IT). Der
Kurbelzapfen einer Betriebsdampfmaschine vom Zylinderdurchmesser D = 420 mm
habe die. Abmessungen /= 170 mm, d = 130 mm (Fig. 24); als groBter Flichen-
druck im Kurbelzapfenlager wird gewohnlich p, = 60 at zugelassen. Anzugeben
ist der hochste Dampfdruck p,, mit dem die betreffende, mit Kondensation
arbeitende Maschine betrieben werden kann.

Bezeichnet p, = 0,1 at den Gegendruck des Kondensators, so ist nach Ab-
schnitt 5 der gesamte Kolbendruck, wenn Beispiel 5 beachtet wird:

P= D% (p,—py) 0,98

| und fiir den Zapfendruck gilt
) P=1rd:ps.
’ Fig. 24. In der Niihe der Totlage des Kolbens sind beide Kriifte ein-

ander gleich, demnach wird
1D —p) 098 =1-d"p,

woraus folgt
ledep

T
v DR
4 D2 0,98

13-17-60

Py = ~+ Py = 1350 + 0,1 = 9,6 at.

Beispiel 19. Eine Dampfleitung habe den lichten Durchmesser d, = 150 mm
und die Wandstéirke d, = 12 mm. Anzugeben ist die bei p = 10 at vom Dampf
auf das Rohrende der Aus-
dehnungsstopfbiichse aus-
geiibte Druckkraft und der
erforderliche Durchmesser
d, des Entlastungsringes,
damit der Druck giinzlich
aufgehoben wird (%‘ig. 25).
Fig. 25. Die Druckkraft ist

P:Z’--(df—dg)-p=n-(d0+50)-ao-p=n-16,2-1,2~10N6100kg.

Wennnp in kg/em? benutzt wird, miissen die Lingen in em eingesetzt werden,
Fiir den Entlastungsring muf gelten

T Ja 9
i @—d)p=T.(@—d)p,
woraus folgt
dj=2-df —di,

also

dy=)2+17,4% — 15,02 = /2 - 303 — 225 = /381 v 19,8 em ,
mithin
0, =4%-(19,8 — 17,4) = 1,1 om.

: Beispiel 20, Ein Fabrikschornstein von quadratischem Querschnitt hat die
.Hoheg =22 m, die untere Breite b, = 1,8 m, die obere by = 1,2 m. Zu berechnen
ist die vom Wind auf die Schornsteinsiule ausgeiibte grofite Kraft.
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Als grofiten Winddruck auf lotrecht stehende ebene Flichen rechnet man bei
Schornsteinbauten®)im deutschen Binnenland gewdhnlich p = 125 und 150 kg/m?2,
in Bayern p = 150 kg/m?, im

Kiistengebiet  der Nordsee A"

p = 200 kg/m? Die vom Wind = “ "
getroffene Fliche hat nach P I} i I
Formel (7) den Inhalt 1 ! H
i i |
damit wird nach Formel (27a) = e = e e e — o —

die mafigebende Windkraft fiir

einen im Binnenlande errich-
teten Schornstein
P = 33 < 125 co 4130 kg.

Beispiel 21. Eine Gas-

behiilterglocke hat den Durch- {5 Fic. 26 E]
messer D == 10,2 m und die g 4,

freie Hohe A = 5,1 m. Anzu-

geben ist die groBite vom Winddruck darauf ausgeiibte Kraft (Fig. 26).

In Preuflen ist als Winddruck auf lotrechte ebene Flichen bei gewohnlichen
Bauten anzusetzen?) fiir

h
F=4-(1,8+12)22=33m? ———D + { l

Wandteile bis zu 15 m Hohe p = 100 kg/m?,
Wandteile zwischen 15 und 25 m Hohe und

Diicher bis 26 m Hohe p = 125 kg/m?,
Wandteile und Dicher iiber 25 m Hohe, Kisen-

gitterwerke, Holzgeriiste und Masten p = 1560 kg/m?,
mit einem Eisenbahnzug besetzte Briicken p =150 k- /m?,
leere Briicken p = 250 kg/m?2.

Von der Mantelfliiche eines Zylinders erfihrt jedoch nur ein Teil, dessen Breite
dag 0,683 fache des Zylinderdurchmessers betriigt, den Winddruck, wie z. B. an einem
dem Schlagregen ausgesetzten Pfahl nachgepriift werden kann®). In die Rechnung
wird gewohnlich?) der Faktor $°) eingefiihrt.

Man erhilt also mit p = 125 kg/m? die Winddruckkraft

P=3%:D+hp==%-10,2-51 125 = 4350 kg.

Aufier dem Flichendruck oder der Flichenbelastung wird auch
oft die Belastung fiir die Liéngeneinheit benutzt:

I y
¢=, (28)

die meist, in kg/m, bisweilen auch t/m angegeben wird.

Beispiel 22, Fiir eine einfache gewdlbte Strafenbriicke von der Linge I = 9 m
und der Breite b = 6 m betriigt das Figengewicht einschlieBlich Pflasterung i. M.
4 = 1,0 t/m?, die Belastung durch Menschengedringe gewohnlich g, = 0,20 t/m?,
nur wenn d}e Menschen so gedriingt stehen, daff jede Bewegung ausgeschlossen
ist, kann die Belastung bis auf 500 kg/m? steigen?), schlieBlich die Gelinder-
belas}_tung ¢ = 0,12 t/m. Anzugeben ist das Gesamtgewicht der durch Menschen-
gedriinge voll belasteten Briicke und die gesamte auf das Gelinder ausgeiibte Kraft.

%) PreuBischer MinisterialerlaB von 1902.

) Bestimmungen tber die hei Hochbauten anzunehmenden Belastungen
von 1919,

8) Irminger, Z d. B. 1898; Moormann, Z d. B. 1902.

%) Bohny, Z.d. B. 1912; Hunscheidt, Z d. B. 1916.

Stephan, Technische Mechanik. I. R
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Nach Formel (27a) ist die Briickenlast
P=F:p=9+6-(1,0 4+ 0,20) = 64,8t
bzw. im Héchstfall
P=9-6-(1,0 + 0,50) = 81,0°t.
Nach Formel (28) ist die Gelinderdruckkraft
P=1:¢g=9+0,12=108t:

I1. Die Krafte.

5. Krifte in derselben Wirkungslinie.

Greifen an dem Korper 4 in Fig. 27 zwei Krifte P, und P, nach
entgegengesetzten Richtungen, aber in derselben Wirkungslinie an,
so bleibt der Kérper nur dann in Ruhe, wenn beide Krifte einander
gleich sind. Schon ein kleines Ubergewicht auf einer Seite geniigt,
um eine Bewegung hervorzurufen,
diestetsin der Richtung der groferen
Kraft stattfindet. Beide Sitze sind
grundlegende Erfahrungstatsachen,
die durch eine Versuchsanordnung
nach Fig. 27 leicht nachgepriift wer-
den konnen.

Die Bewegung geht um so schnel-
ler vor sich, je gréfler unter sonst
gleichen Umsténden der Unterschied
beider Krifte ist, und man erkennt

70 7 daraus, dal fiir die entstehende Be-

Fig. 27. wegung ausschlaggebend die Kraft

R = P, — P, ist, die als Mittelkraft

der beiden gegebenen bezeichnet wird. Dieser Ausdruck findet seine
Erklarung in Abschnitt 6.

Fir das Gleichgewicht gilt dagegen die Bedingung P, — P, = 0.

An dem Sachverhalt wird nichts geéindert, wenn jede der beiden
Krifte P, und P, aus mehreren beliebigen Einzelkriften besteht,
wie das die Fig. 27 schon ‘andeutet. Legt man einer jeden Kraft je
nach ihrer Richtung gemif den in Abschnitt 3 getroffenen Verein-
barungen das Vorzeichen -4 oder — bei, so kann man bei beliebig
vielen, in derselben Wirkungslinie angreifenden Kriiften die Gleich -
gewichtsbedingung aussprechen :

Die Summe aller Kriifte mufl 0 ergeben:

>P=0. (29)

Besteht kein Gleichgewicht, so ergibt sich eine Mittelkraft von der
GroBe und Richtung

B

R 3 P ; (30).
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Beispiel 23, Der Widerstand eines Elbkahnes betriigt in einem Kanal etwa
Py =75 kg; der Kahn soll von 3 Mann geschleppt werden. Welche Kraft P,
hat jeder Mann bei gleicher Verteilung auf die drei Leute zu leisten ?

Tormel (29) ergibt

8P~ Py=0,
also
s 75
3—3—3—%@-

Beispiel 24. Anzugeben ist die gesamte auf den Kolben wirkende Druck-
kreaft bei der Dampfmaschine, deren Kolbenkriifte in Beispiel 16 berechnet wurden.
Beim Hingang des Kolbens ist die Kraft

P = P, — P, = 13250 — 130 = 13 120 kg,
beim Riickgang

P = 12720 — 140 = 12 580 kg,
worin jedesmal die Hochstwerte genommen sind.

Beispiel 256. Eine Reihen-Dampfmaschine (mit hintereinander liegenden
Zylindern) nach Fig. 28 haben die

Kolbendurchmesser Dy = 330 mm, D, = 600 mm,
Kolbenstangendurchmesser d; = 65 mm, d,= 90 mm, dy= 110 mm,
zugehtrigen Dampfdriicke p, = 9,5 at, Py = 2,8 at, vy = 0,1 at,

Anzugeben ist die gesamte auf den Kreuzkopf ausgeiibte Dampfkraft,
Man erhiilt nach Formel (27a) die 4 Kolbenkrifte

+Pi= 47 (DI—a) py, +P=+ 7 (DI—d)m,
—Py= —2(D! —dl) py, —Py= T (D} =) py.

Damit wird nach Formel (30) die Mittellraft, .

@
R=Z'(Df'ﬁ_df'?’l—Df'Pg+d3'1’2+Dg'pz—‘dg'pﬂ'—pg'pa+d§'pa)
oder i

o .
B="7"[p (D} —d}) + p* (D} — D3) — py* (D} — d),

R = 0,7854-[9,5 - (382 — 6,5%) - 2,8+ (602 — 33%) — 0,1 - (602 — 112)].

_ Nach Formel (18) macht man den Unterschied der Quadrate fiir die Rechnung
mit dem Rechenschieber bequemer:

B = 0,7854 + (9,5 + 89,5 - 26,5 - 2,8 + 93 + 27 — 0,1 - 71 - 49)
und erhilt so

R =13180kg.
2%
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6. Das Kriiftedreieck.

Es seien drei Kriifte von bestimmter Grofie vorhanden, deren Wir-
kungslinien in derselben Ebene liegen (Fig.29); die Bedingungen sollen
angegeben werden, unter welchen sie sich im Gleichgewicht befinden, so

: dafl also der angegriffene Korper
in Ruhe bleibt oder seine etwa vor-
handene Bewegung nicht éndert.

Der Versuch zeigt, dafl sich die
drei Schniire, an welchen die Be-
lastungsgewichte hiingen, immer wie-
der in derselben Weise einstellen,
solange die Gewichte unveriindert
bleiben. Es gibt also nur eine Gleich-
gewichtslage fiir einen Korper, auf
den drei gegebene Kriifte einwirken,
deren Wirkungslinien der obigen Vor-

Fig. 29. aussetzung entsprechen. In dieser
Gleichgewichtslage schneiden sich

die drei Wirkungslinien in einem Punkt (Fig.29). Wird jetzt eine
Schnur, die durch aufgesetzte Perlen in gleiche Abstéinde geteilt ist,
nach Art der Nebenfigur zusammengelegt, so erhilt man im Falle des
Gleichgewichts und nur dann ein geschlossenes Dreieck, dessen Seiten
‘parallel zu den Wirkungslinien der drei Kriifte sind und deren Lingen
den Groflen der Kriifte entsprechen. Man gelangt so zu dem Satz:

Drei in derselben Ebene wirkende Krifte sind im Gleichgewicht,
wenn ihre Wirkungslinien durch denselben Punkt gehen und in einem
beliebigen Léngenmafstab nach GréBe und Richtung hintereinander
abgetragen ein geschlossenes Dreieck bilden. i

Da in diesem, immer wieder benutzten Satz die KraftgroBe durch
eine Liange abgebildet wird, so pflegt man in der technischen Praxis
eine Kraft allgemein durch eine Gerade darzustellen, in der ein ange-
setzter Pfeil die Kraftrichtung anzeigt.

Der obige, der unmittelbaren Anschauung entnommene Satz!) wird
durch alle Erfahrungen als mit groBter Genauigkeit zutreffend bestitigt.

Beispiel 26. Ein wagerechter Ausleger wird durch die Last @ = 500 kg am
freien Fnde beansprucht, gehalten wird er dort durch
eine Zugstange, die unter dem Winkel & = 39° gegen die
Wagerechte geneigt ist (Fig. 30). Anzugeben sind die im

Ausleger und in der Zugstange

auftretenden Spannkrifte.

Man  zeichnet das Kriiftedrei-
eck etwa im MaBstabe 500 kg
= 20 mm, also 1 mm = 25 kg und
erhiilt aus Fig. 31 durch Aufmessen

A 8 =3l mm=25-31 = 775 kg,
S8 g s QTS e e 25 B e 2B

Fig. 30. Fig. 31. Man bemerkt, da unter sonst

1) Stevin, de Beghinselen der Weegkonst, 1586. Varignon, Projet d’une
nouvelle mécanique. 1725,
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gleichen Verhiiltnissen beide Spannkriifte
wachsen, wenn der Winkel & verkleinert
wird.

Beispiel 27. Bisweilen findet sich die
Bogenlampenaufhiingung nach Fig. 32. An-
zugeben gind die Zugkriifte §; und S, in
den Halteseilen bei dem Lampengewicht
P = 15,6 kg fiir die Stellungen 1, 2, 3, 4,
in welchen das Seil 2 mit der Lotrechten
die Winkel o = 5°, 30°, 55°, 85° bildet.

Man zeichnet die Gewichtskraft P etwa
in dem KriftemaBstab 1 kg = 1 mm lotrecht
und zieht durch die
Endpunkte die Pa-
rallelen zu den Sei-
len 1 und 2 fiir
jede der vier Stel-
lungen (Fig. 33).
Die  Aufmessung
ergibt dann

Tig. 33.

S;= 18 8,0 14,5 78,3 mm bzw. kg,

8, = 14,9 18,5 15,6 78,3 mm bzw. kg.
Aus den gestrichelten Linien der Fig. 33 ist zu folgern, daB es unmdéglich ist,
ein belastetes Seil wagerecht auszuspannen, da in dem Fall die Spannkraft un-
endlich groB wird, denn parallele Linien schneiden sich erst im Unendlichen.

Beispiel 28, Auf einer Bogenbriicke mit Q
3 @Gelenken befindet sich die Einzellast

@ = 10 t in der gezeichneten Stellung (Fig.34).
Zu ermitteln ist die Richtung und Gréle der
beiden Widerlagerdriicke N, und N,.

Der leere Briickenteil OB {ibertrigt die
Widerlagerkraft N, in Richtung der geraden
Verbindungslinie BC' der beiden Gelenke.
Da nun Gleichgewicht bestehen soll und
nur drei Krifte vorhanden sind, so miigsen
sie gich in dem Punkt O schneiden, der durch die Wirkungslinien von @ und N,
bestimmt ist. Damit ist auch die Wirkungslinie 40 der Kraft N, festgelegt.

Es kann somit das Kriiftedreieck der Fig. 35 gezeichnet N
werden, Ist z B. der Kriftemafstab 10t = 20 mm ange- 2
nommen worden, so ergibt die Aufmessung

N; = 24,4 mm = 12,2 t,
Ngi== 22,2 mm = 11,1 1. /V,

Die I_{ichtung von N, bleibt. also dieselbe, solange die Q
Last @ sich auf der ersten Hiilfte der Briicke befindet.

Beispiel 29. Fiir den mit @ = 20 t belasteten Derrick- Fig. 35.
kran nach Wig. 36 sind die Spannkrifte S, in dem Kranaus-
leger und 8, in den Halteseilen anzugeben fiir die 3 Ausladungen o = 20,
15, 10 m. Die Liinge des Auslegers bis zur Mittelachse der Kransiule betrigt
= 22,50 m, die Héhe bis zur Mitte der Rolle A = 15,50 m.

~ Die in einem beliebigen KriiftemaBstab gezeichneten Kriiftedreiecke der
Fig. 37 sind dem Lageplan dhnlich; mithin gilt
fiir alle Belastungen

Fig. 34.

! 22,5
Bi=Q: ;=20 1r =208

[
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und bei den Ausladungen a = 20 15 10 m '
20 207 20 :
¢ Sy = 28,7 19,75 14,85 t,
P worin die Faktoren des Bruches
7 > B . . .
b \\\ ARG 12505 die Liinge der Halteseile von
/Q PR e Mitte Rolle bis Mitte Siule an-
4 R Tk geben,
. 3
b X 1
P h
\\\\
Q l \\\
Fig. 36. Fig. 37.

Beispiel 30. In der Royal-George-Schlucht hiingt die Hisenbahnstrecke der
Denver- und Rio-Grande-Fisenbahn auf einer Strecke von 82,6 m Linge an

Hingewerken nach Fig. 38 11),
Anzugeben ist die Spannkraft S
der Streben, wenn die Zugstangen
mit P = 50 t belastet, sind.

S

P s
Fig. 39.

Das Kriftedreieck ist das in Fig. 39 in einem ganz beliebigen KriiftemaBstab

Aus den dhnlichen Dreiecken der Fig. 38 und 39 folgt dann

‘11,?5’)"2
8=14%+P I/l +(7,16
= }+50.- /4,65 = 53,9 t.

Bei Benutzung der Ahnlich-
keitsbeziehungen geniigt eine
ganz iiberschlagige Aufzeichnung
der Kriftedreiecke.

Beispiel 831. Um Schienen
und Triger anzuheben, benutzt
man auf den Lagerplitzen der
Eisenwerke Elektromagnete in
der durch Fig. 40 veranschau-

wiedergegebene.
8:%+P=J11,652 + 6,10%: 6,10,
i also
’// ’ Iljf.é\\
B T ey g e
FaL: i i
,’I' ke 1=3,5m AN odin
4 [ \ PAMS _—}_
0
| o i T i ]
Fig. 40.

1) Z.d. V.d. L 19086.

lichten Anordnung, Jeder der .
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beiden Magnete habe bei einer 'Tragfihigkeit von 1200 kg das Kigengewicht
900 kg. Anzugeben ist die Grofe der Spannkrifte in den Ketten §; und in dem
Absteifungstriiger S,.

Die Belastung einer Seite betrigt P = 1200 - 900 = 2100 kg. Das Krifte-
dreieck ist das in Fig. 41 in einem beliebigen Kriftemalistab dargestellte. Man
erhiilt aus @hnlichen Dreiecken

Sp: P=14%-1:h, Sy: P=)(k D2+ h%:h, s,
also
pLO 8008 L
§i= P 5h="91¢ o 2300 kg , p
: L o 5,
8 =P |/1 4 (55 = 21002196 ~ 3100 kg.
2h TFig. 41.

Beispiel 32, An einem Blechschornstein nach Fig. 42
ruft der Winddruck an dem Halterjng die Kraft
P = 510 kg hervor (Béispiel 107). Anzugeben ist
die Belastung @ der Schornsteinsiiule und die Spann-
kraft 8, in der Verankerung 1, wenn gegeben ist
hy + Ty == 18,2m, @ = 15,5 m. l

Das in Fig. 43 in einem beliebigen Kriftema®stab
gezeichnete Kriiftedreieck gibt sogleich aus den Pfeil- -ty
richtungen an, daf die Verankerungskraft S; am Ring s 7,
zieht und die Schornsteinsiiule auf den Ring die Z% a/ %% JbW a2
nach oben gerichtete Druckkraft ¢ ausiibt. Aus den (o '
#hnlichen Dreiecken folgt

Q:P=(hz+hs) A,

8 {P =11 a;
worin nach dem Satz des Pythagoras q
einzusetzen ist: = (hy + hg)? + a® iy
Somit wird

Q .= P 2 h2 Z_ /1:3 P
= 510-18,2 Fig. 43. Fig. 42.
B | i e
gt gk Bl i T RIBENY s
8=P:—-=P. l/l *‘("d"") = 640 l’l | (15,‘5 = 510 -1/2,38 ~ 700 ke.

Beispiel 83. An einem Kabelkran nach Fig. 44 betriigt die Belastung der
im Mittel unter 45° geneigten Pendelstiitze @ = 18,2t. Der wagerecht gemessene

2%
q.
g8 Qi_l 3

Fig. 44. Fig. 45. Fig. 46.

Abstand der beiden Stiitzenspitzen ist @ = 200 m, der lotrecht gemessene - = 83 m.
Welche Druckkriifte wirken auf die Pendelstiitze und auf die feste Stiitze, bzw.
welcher Zug im Tragseil und in dem unter 45° geneigten Verankerungsseil der
festen Stiitze ? . y

¢
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Das Kriftedreieck fiir die Pendelstiitze zeigt Fig. 45. Die durch den Schnitt-
punkt der Stiitzenkraft §; und der Seilspannkraft S, gezogene wagerechte Linie
teilt die Last @ in Q" und Q”, sie ist als zweite Kathete in dem 45°-Dreicck eben-
falls @’. Das untere Dreieck ist nun dem Dreieck der Hauptfigur 44 ihnlich,
so dafl man erhélt

Q:Q =h:a, also Q'=¢q:
Aus Q" + Q" = @ folgt hiermit

i 1 f h
a
Aus dem oberen Dreieck der Fig. 45 liefert der Satz des Pythagoras
e e 18,2 - 14,14
¥y /2 LT 1 =) s— R oo v

1 R

aus dem unteren Dreieck erhiilt man ebenso

1 /h\%
oy g o ETUAS +2(“) 18,2 - 1,086 14.0
s =g (B o — = S o,

1+ -
Fiir die feste Stiitze ist das Kriiftedreieck in Fig. 46 dargestellt. S, ist dem
Dreieck der Fig. 45 entnommen worden. Die Zugkraft S, im Ankerseil soll wieder

unter 45° gegen die Wagerechte geneigt sein, das Dreieck ist also dem ersten
kongruent, und man hat sofort

die Druckkraft in der Stiitze S; = @ = 18,2,
die Spannkraft im Ankerseil §,= 8;=18,21.

Die Anordnung der Zugstangen und des Belastungsgewichtes R
der Fig. 47 entspricht vollig der der Fig. 26, und die Kraft R ist g,lso
nach dem dazu gesetzten Kriiftedreieck (Fig.48) in Gleichgewicht

% P

TFig. 48. Fig. 47. Fig. 49.

mit den beiden vom Angriffspunkt der Kraft R schrig nach aufwirts
gerichteten Stangenkriften P und @, die das gemeinsame Mittelgelenk
festhalten.

Umgekehrt kann nach den Darlegungen in Abschnitt 3 von den
Gegenkriften P und  gesprochen werden, mit welchen die Last B am
gemeinsamen Gelenk in beiden Stangenrichtungen nach unten zieht.
Das entsprechende Kriftedreieck ist das in Fig. 49 noch einmal wieder-
gegebene, und man sagt in dem.Fall, die Mittelkraft R ist in die beiden
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Seitenkrifte P und @ zerlegt worden, deren Pfeile im Endergebnis
ebendahin fithren, wie derjenige der Kraft R:

Die Mittelkraft ist die SchluBlinie des aus den beiden Seitenkriften
gebildeten Dreiecks.

Die Bezeichnungen erkliren sich aus
Fig. 50, die den Sachverhalt noch einmal
darstellt.

Beispiel 40. Fig. 51 stellt die Lage der Trag-
seile einer Drahtseilbahn beim Ubergang iiber eine 5
Bergkuppe dar. Die Spannkraft des Tragseiles fiir Fig. 50.
die vollbeladenen Wagen habe die wagerechte
Seitenkraft H, = 18,0 t und die des Tragseiles fiir die leer zuriickgehenden Wagen
die Seitenkraft H, = 11,0 t. Anzugeben sind die Belastung V der mittleren Stiitze
der Fig. 51 und die in den Seilen davor und dahinter auftretenden Spannkrifte
8; bzw. 8.

Man /erlegt die bel]spannkmfte Sy und S, zu beiden Seiten der Stiitze in
ihre wagerechten und lotrechten Seitenkriifte (Fig. 52). Da Gleichgewicht be-
stehen soll, so sind die in dieselbe Wirkungslinie fallenden, entgegengesetzt ge-
richteten Kriifte / einander gleich, und weil das fiir alle Stiitzen in gleicher Weise
zutrifft, wird H als die fiir das ganze Tragseil unverénderliche Spannkraft in
erster Lune angegeben.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke der Fig. 51 und 52 folgt

@,=62,43 L k7396 5
Ia-a'"r”l H AVﬂ
h,-19.65 i, Vl,/TV:'Vz H
iy
)
Fig. 51. Fig. 52.
V1=H.h1, V, = .hz,
@y Ay
Iy l
8y =H:+—, Syl
@y L)

Nun ist nach dem Satz des Pythagoras I = Ja® 4 h%, also

8, =H -Vl +<-Z1- )2. Bk H‘/l +(h‘ )

und mit den Zahlenwerten der Fig. 51 ist somit fiir die Seite der vollbeladencen
Wagen

19,65 3,06 :
e " ’ —~ ' —0,2278) = 1,57 t,
V,= 18,0 <+ BE T 38> 18,0 - (0,3148 — 0,2278)
o 1/+ . [19,65\%
8y = 18,0 L 1% <62’43 — 18,86 t,

I T 3,96\% !
8y 18,0 L1+ <17,3s> = 18,46 t,

und fiir die Seite der leeren Wagen
V, = 11,0. (4 0,3148 — 0,2278) = 0,96 t,
18 86
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18,46
18,0

Zu beachten ist, dal ¥ durch Addition der Einzelbetrige V, und V, erhalten
wird, wenn beide Neigungswinkel des Tragseiles unterhalb der durch den Stiitz-
punkt gezogenen Wagerechten liegen.

Das die Wagen bewegende Zugseil greift daran etwa 0,50 m unterhalb der
Tragseile an; auf jeder Stiitze befinden sich etwa 2,0 m unterhalb des Tragseiles
noch Tragrollen fiir das zwischen den Wagen freihiingende Zugseil. Steht nun
ein Wagen auf der mittleren Stiitze, so gelten fiir das auf den Tragrollen der
beiden benachbarten Stiitzen aufliegende Zugseil dieselben Formeln, nur ist A,
um 1,50 m vergrofert und A, um denselben Betrag verkleinert.

Ist die wagerechte Seitenkraft der Zugseilspannkraft H, = 0,40 t, so ver-
mehrt sich die Belastung der Stiitze auler um das Wagengewicht noch um

21,15 2,46
62,43 ~ 17,38

Sy = 110 = 11,22 .

V.= 0,40 (—l— ) = 0,40 - (0,3389 — 0,1415) = 0,79 t.

Beispiel 41. Zu berechnen ist der Durchhang f des Tragseiles eines Kabel-
kranes nach Fig. 53 von der Spannweite [ = 250 m, dessen Seil mit der Kraft
8§ = 15,0 t gespannt ist, unter derin der Mitte stehenden Belastung P = 2050 kg.

Wird das Kriifte-
dreieck aus der Be-
lastung P und den
beiden Spannkriften
&in einem beliebigen
Kriiftemafistab auf-
gezeichnet, (Fig. 54),
Fig. 53. so folgt aus den dhn-

lichen Dreiecken

s : }-P:8=f:0.

' P Hierin ist einzusetzen ; ‘
: ghsdi oM g e 2f\2
Fig. 54. z_l/(7271> + =gl l1+<.l,>

oder mit Formel (20)
A BT W A e o
V=gl [1+2.<‘l H_Ql.[uz (l”
Damit wird
f=4l,as-l-[1+2-(§ﬂ.

2
In der ersten Annéiherung kann die kleine GroBe 4 vernachlissigt werden,
und man erhilt g

2,05 + 250
f=— 4'-”175‘,'6— 8,43 m.
Der genaue Wert bestimmt sich dann zu
: ; '
f=843. [1 +2. (%f;g.) } — 8,43+ 1,0023 = 8,45 m.

Wiire statt der Seilspannkraft 8 ihre wagerechte Seitenkraft H = 15,0 t
gegeben, so wiire der erste Wert schon der endgiiltige.
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Teilt die Last P bei einer anderen als der Mittelstellung die Linge 7 in die
beiden Abschnitte @, und @, (Fig. 55), so nimmt das Kriftedreieck die Gestalt
der Tig. 56 an, und die Last 2 wird durch die gestrichelte Wagerechte H in die
beiden Teilkriifte V; und V, zerlegt. Aus #hnlichen Dreiecken folgt dann

VitH={ :a, VetH={ :a, i i e
also ‘J;\L " i
g g
=B, =B \‘/P
Durch Addition beider Werte er- Tig. 55.
gibt sich
1’=H'f’-(1+—1)=H-f’-a"+a2, ry\

ay @y ay * @y v

1 1 .

also -

5,

y I ay -+ a, PM
el Ll el Fig. 56.

Hierin ist noch die Kraft H durch die grofere Seilkraft S, auszudriicken,
indem man wieder den #hnlichen Dreiecken entnimmt

e a, ol W g o A T
O T e
it (al o 2 \ay
Damit erhiilt man schlieBlich
y_ P ooycray | I AN
from g2y .[14—2..(“1 A

worin der Klammerausdruck nur als Berichtigung benutzt wird.

’

Grundlehren der Trigonometrie. In einen Kreis vom Halbmesser 1 sei
von einem als Nullachse geltenden Durchmesser aus ein Winkel « eingezeichnet

(Fig. 57). Die den freien Schenkel OA von der £ F
Lii,nge 1 auf die Achse OB projizierende Linie AC Poar T 18

ist der Sinus des Winkels & (sinx) und die Pro- / A

jektion OC der Kosinus dieses Winkels (cosa). - 0

Das Stiick BD der von der Achse aus im Punkt z 1B

B bis zum freien Schenkel des Winkels « an den
Kreis gezogenen Tangente ist die Tangente des
Winkels (tg ) und das Stiick DE der von dem End- W
punkt D ger zur ersten Achse senkrechten Achse n
OD an den Kreis gezogenen Tangente bis zum
freien Schenlkel des Winkels « ist seine Kotangente Fig. 517.
(cotg o).

s bestehen nun folgende Zusammenhiénge zwischen den durch die vor-
stehenden Erklirungen festgelegten Winkelfunktionen:

Aus ihnlichen Dreiecken wird entnommen

¥ e Wty v i
BD: A0 =0B:0C oder BD= q 5
00
==, (31)
COS X @
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TF:00=0B:BD oder HF= — ;
BD
1 .
cotgo = T (32)
Der Satz des Pythagoras liefert
0C* 4 AC* =04°
oder sin? o 4 cos2 v =1, (33)

also

siny = J1 —cos?x  und coso = 1 — sin?x. (34 u. 35)
Wird die Formel (34) in Formel (31) eingesetzt, so ergibt sich
el

b giter L cos®x (36)
und enteprechend durch Verbindung von Formel (35) und (32)
cotga = Vsinlza i) (37)
Hieraus kann wieder ausgerechnet werden
' 1 . 1
COSK = —— bzw. siny = - ==X (38 u. 39)
V1 + tg2o J1 -+ cotg2x

Andert sich der Winkel von 0° steigend bis 90°, oder wenn man statt der
Grade die entsprechenden Bogenlingen einsetzt, zwischen 0 und g , 80 steigt

der Sinus von 0 bis 1 und fillt der Kosinus von 1 bis 0, dabei wiichst die Tangente
von 0 bis oo und sinkt die Kotangente von oo bis 0.

Man bemerkt ferner, daf sich fiir kleine Winkel & Sinus, Tangente und
Bogen (arc ) nur ganz unerheblich voneinander unterscheiden und der Kosinus
von 1 wenig abweicht, und zwar ist

bis auf 0,001 genau fiir & < 24°,
2 ” 0’003 2 ” a < 4%09
2 ”» 0)01 ” ” “ < 8 R
siny = fgo = arec; .  oo8x =il
Der Sinus wird von der wagerechten Nullachse aus nach oben positiv ge-
rechnet, er ist also auch im IL Viertelkreis, wo o zwischen % und z betrigt,
positiv, dagegen im IIL und IV. Viertelkreis bei o zwischen # und 2z negativ.
Der Kosinus wird von der senkrechten Achse aus nach rechts als positiv gerechnet,
er ist also im IL Viertelkreis und im III. negativ, dagegen im IV. wieder positiv.
Mit Hilfe von Formel (31) erhiilt man hieraus, daB die Tangente und also nach

Formel (32) auch die Kotangente im I. und IIL Viertelkreis positiv ist, dagegen
im II. und IV. negativ.

Man entnimmt der Fig. 57 leicht die folgenden Umrechnungen:

sin (—721 j:zx) = - COS«X , ; cOs (% ——oc) = +4-sine,
sin(z — &) = +sine, o8 (Z +oc) = —ginw, (40)

sin(z + &) = —sinw cos(mw -4 &) = —cosw .
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Fiir die Tangente erhiilt man die entsprechenden Formeln am einfachsten durch
Benutzung von Formel (31).

Hat die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks nicht die Lénge 1, sondern
irgendeine andere, z. B. ¢, so haben die Katheten den ¢-fachen des oben angegebenen
Wertes, also mit den Bezeichnungen der Fig. 58 die Grofien

o= ¢'s8ine, b= c+cosux, (41)

Durch Divigion beider Gleichungen folgt in Verbindung mit
Formel (31)

‘Z, = tga. (42)

Ein beliebiges schiefwinkliges Dreieck (Fig. 59) wird

durch die Hohe A, in zwei rechtwinklige zerlegt, und es gilt
hy=c<sinf bzw. hy=2>b-siny.

Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke folgt hieraus der Sinus-
satz:

b o sin/f ; (43)
c siny
Aus dem rechten Dreieck der Fig. 59 erhélt man
hiy=">b'siny und wu=>+cony,
aus dem linken Dreieck wird entnommen
. =W+ 2=K+@—ul=nr+ae®—2 a0 u-+ u?
oder mit den vorstehenden Werten
c?=Db%8in%y a2 —2:a-b-cosy + b2-cos?y,
und nach Formel (33) folgt hieraus der Kosinussatz:
c2=02+b2—2:a+b-cosy.
Wird die Mittelkraft R in zwei aufeinander senk-
recht stehende Seitenkriifte P und @ zerlegt, von
welchen P mit R den Winkel « einschliet (Fig. 60),
so ist nach den Formeln (41)
L=l aoR % - (45)

Q = R-sina, (46)

und der Winkel & wird oft bestimmt, wenn P und @
gegeben sind, aus

tgcx:%- (47)

Beispiel 42, Kin Schiff ist im Hafen von zwei Schlep-
gem zu ziehen, von denen der eine die 1,5fache Zugkraft
es anderen besitzt. Wie groB ist der Winkel # zu nehmen,
wenn o oo 20° gewihlt wird, und wie verteilt sich der Schiffs-
widerstand R auf beide Schlepper (Fig. 61)?
Man entnimmt dem Kriiftedreieck der Fig. 62 nach dem
Sinussatz Formel (43)

sin f = Ilz‘ sginx = 1,5+ 0,342 = 0,513,
mithin feo81°, Fig. 61. Fig. 62,
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Ferner ist :
R= P;-co8x + P,:cosf = P;+0,94 + P,+0,86.

Die Zugkraft des ersten Schleppers wird zum 0,94ten Teil ausgenutzt, dagegen
die des zweiten, schwiicheren, nur zum 0,86ten Teil,

Beispiel 43. Ein Seilscheibenschwungrad habe das Eigengewicht G v 4750 kg,
der Seilzug von insgesamt @ = 2650 kg wirkt unter dem Winkel « = 30° nach
aufwirts (Fig. 63). Anzugeben ist die Gesamtbelastung der Welle.

Das an die Fig. 63 gesetzte Kriiftedreieck
zeigt die Mittelkraft R der beiden gegebenen
Seitenkriifte in einem beliebigen Kriiftemafstab,
und man findet nach dem Kosinussatz Formel (44)

R2=G2—{—Q2—2-G-Q-cos(g —rx:)

Q oder mit Benutzung der betreffenden Formel (40)
R2= @2 {1 - (Q)z—2-9—.sina]
aq a i

also

PR VAR 15
R=g|1+(g) ~2-%
R = 4750 -1 + 0,5582 — 2 - 0,558 + 0,50 == 4750 - /0,752 = 4120 kg.

Beispiel 44. Ein Treibriemen umfaft die Riemenscheibe mit dem Winkel
o = 165°. Die Spannkrifte im Riemen sind 8, = 850 kg und S, = 460 kg. Zu
bestimmen ist die dadurch entstehende Belastung der Welle,
X Aus dem zur Fig. 64 zugesetzten Kriiftedreieck er-
hélt man mit Hilfe des Kosinussatzes Formel (44)
g R= 83 + 8} —2:8,+8, coscx

& oder mit Benutzung der entsprechenden Formel (40)
q

rsin ,

R:= 8] [1 e (gf')z—}—fl- gj “cos (1 — )|,
S,  mithin
Fig. 64. R =81+ 0,541% + 2 - 0,541 + 0,966
5 = 850 - /2,337 = 1300 kg.

Um mit kleinen, leicht zu iibersehenden Zahlen zu arbeiten, emp-
fiehlt es sich, stets die Ausrechnung in der angegebenen Weise vorzunehmen.
Fiir verschiedene Verhéltnisse von Sy : 8, und verschiedene Winkel « ergibt
sich der Verlauf von R : 8, aus Fig. 65.

Beispiel 45. Das Lastseil eines Aufzuges sei nach Fig. 66 gefiithrt. Die Last
betrage P = 600 kg, die Neigung des schriigen Seiltrumes gegen die Wagerechte
tgo = 4, Anzugeben ist die Grofle der auf die Lager ausgeiibten Driicke V und H.

Fiir die Rolle I liefert die Fig. 67 die zeichnerische Losung: Die beiden Seil-
krifte P ergeben die Mittelkraft R, die ihrerseits zerlegt wird in die senkrechte
Seitenkraft ¥, und die wagerechte H,. Die gestrichelte Hilfslinie ergibt

Hy = P “cosp,

Vi= P4 Preinx= P (1 +sina).
Fiir die Rolle IT gilt die Fig. 68, und man erhiilt hieraus

Hy = P «o008% ;%

Vo= P — P:sine = P(1 —sin).
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Werden noch die Formeln (38) und (39) angewendet, so folgt

Vi

600 600

H=H=———= ————=—= 480kg,
V1 + tgta - 14 9
16 4
180 175 770 165 160 155 150 145 740°
1456
1,35
754 Dned
P i
'E:,\ 1,89
i d A
1,52 M. A
e
I 1,51
1,90 :
i \\ 1,49
144 >
P r—— ,0 Y
1,46 )
R e e W ) 7
< 145
1,44
. 29 143
142 ™
2
3 147
7,40 ~
7,39
1,38
180 185 190 195 200 205 210 215  820°
Fig. 65.
1 1 8
Y1 4 cotg?« V1 ¥+ 16
9

H
v 8 1\ i)
Rt
i i, 1
Vi 3574 :
P v, i
Fig. 66. Fig. 67.
, Y cotg ? 5
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Beispiel 46. Auf dem Kabelkran nach Fig. 44 verkehre eine Laufkatze,
die einschlieflich der Last P = 2,8t wiegt. Anzugeben sind die Krifte in den
beiden Stiitzen bzw. im Seil, wenn die Katze dicht davor steht, ferner der Durch-
hang f bei Stellung der Katze in der Mitte und die GroBe der Seilspannung in
diesem Fall.

Die lotrechte Belastung S, der festen Stiitze vergrofert sich um das Gewicht P,
8, und 8, bleiben unveriindert, wenn die Last dort steht.

Bei Stellung der Last P auf der Pendelstiitze erfihrt @ eine entsprechende
VergroBerung, und das ganze Kriftedreieck der Fig. 45 verlingert sich ent-
sprechend nach unten. Man entnimmt der demgemill abgeéinderten Fig. 45

8 :8,=Q+P):@Q,
8::8,=@Q+ P):Q,

also
B By (1 b S) — 182 (1 + 12882) — 21,0t
, P
Bl = (1 a5 6> = 14,0~ (1 + 0,154) = 16,1 .

Das Kriftedreieck fiir die Mitte mit der Belastung P ist bereits in Fig. 54
dargestellt worden. Wiihrend aber bei wagerecht ausgespanntem Seil die beiden
Spannkrifte des durchhiingenden Seiles einander gleich sind (Beispiel 41), sind
sie bei verschieden hohen Stiitzpunkten verschieden. Wird die Spannkraft S,
des unbelasteten Seiles in das der Fig. 54 fiir die geneigte Kabelbahn ent-
sprechende Kriftedreieck eingetragen, so wird die Kraft P dadurch zerlegt in
P’ und P”. Durch den Vergleich dhnlicher Dreiecke erhélt man dann

PefSy==frd+l und P”:8,=1f:%"1,
also
Pt PGE e R
Damit Jiefert jede der vorstenenden Gleichungen

81
ey

Die GroBe der beiden jetzt vorhandenen Seilspannkfﬁ,fte berechnet man nach
dem Kosinussatz Formel (44):
5 .
S82=8+ (3 P)?—2:8,3 P+ cosex = 83 [1 -+ (L) e ; -cosoc],
g B
82 =83+ (4P)2 — 28, }P-cos (v — &) = 83+ [1 o ( »-) -} —=—*.cos
: 28 Sy
Nun ist nach der Hauptfigur 44

a
tgo = 5
und nach Formel 38
3

COB( == it .

o,

’
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3 n Py
folglich 8= 8y V] e (2 ]S) Wl ; . 1 :
2 Y a
Vl * (h)
% 1)\2 70,20
=14,0-|/1 + (10) p ap b

100 |2
I/l . (41,5)
= 14,0 - Y1,010 — 0,077 = 13,5 t,

Sy = 14,0 - Y1,010 + 0,077 = 14,6 t .

Das Tragseil erfihrt somit die grofite Beanspruchung, wenn die Laufkatze

dicht bei der Pendelstiitze steht.

Die Korper I und IT berithren sich in der Fliche F
(Fig. 69). Der erstere werde von der Kraft P senkrecht
zur Berithrungsfliche I gegen den zweiten geprefit. Er
erfihrt dann vom Korper IT einen Gegendruck N, der
nach Abschnitt 3 in die Wirkungslinie von P fillt,
gleich grof} ist und nur die entgegengesetzte Rich-
tung hat.

Wird jetzt der Korper I durch eine gegen die
Flichennormale um den beliebigen Winkel « geneigte
Kraft P angedriickt (Fig. 70), so kann man P in die
beiden Seitenkriifte P, = P .cose und Py = P .sinx
zerlegen. Nach dem Vorhergehenden ist dann N mit P,
im Gleichgewicht und die Seitenkraft P,, fiir die keine
Gegenkraft in der glatten Fliche F' vorhanden ist, wirkt
auf eine Verschiebung des Koérpers I hin. Der Stiitz-
druck hat also in diesem Fall die Grofie und Richtung P, :

Zwei sich in einer Fliche berithrende Korper wir-
ken stets derart aufeinander ein, dafl die Stiitzdriicke
senkrecht zur Beriihrungsfliche stehen.

Fig. 70.

Der Satz trifft auch zu, wenn die Berithrung in
einer Kante (Iig.71) oder in einem Punkt erfolgt

(Fig. 72).

Das Kriftedreieck zeigt nicht

alle Kriifte an ihrer Angriffsstelle

A wirkend an, sondern mindestens
; eine seitswirts verschoben, z. B. in
Fig. 70 die Kraft P,. Legt man

Fig. 71. Wert darauf, dafl die Krifte im

Konstruktionsplan simtlich an ihrer

Fig. 72.

Angriffsstelle erscheinen, so zeichnet man das Kriafteparallelo-
gramm bzw. Krifterechteck, wie z. B. im Fall der Fig. 75.

Beispiel 47 und 48. Um zwei Teilstiicke eines grofien Maschinenrahntens
oder dergl. miteinander fest zu verbinden, werden an der Teilfuge Stahlstiicke

Stephan, Technische Mechanik. I.

[
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nach Fig. 73 warm eingelegt, die sich beim Erkalten zusammenzichen und so
die Fuge dicht schlieBen. Um den Druck moglichst gleichméBig iiber die ganze
Fuge wirken zu lassen, werden die Anlageflichen etwas schriig ausgetiihrt.
Parallel zur Fuge laufende Anlagefliichen wiirden
die #uBeren Teile der Fuge nicht mehr geniigend
fest zusammenpressen.

Um die nachgiebige Packung einer Stopfbiichse
gut gegen die Kolbenstange zu driicken, wird der
Grundring und die RotguBausfiitterung der Stopf-
biichse nach Fig. 74 abgeschrigt.

Fig. 73.
Beispiel 49. Das Hingewerk nach Fig. 75,
dessen Streben mit der Wagerechten den Winkel « = 40°
7 fd—fneh einschliefen, ist in der Mitte durch die Last P = 5,3t be-
///////// 4N lastet. Anzugeben sind die dadurch in den einzelnen Balken

= S 5
hervorgerufenen Kriifte.

Die Last P wird durch die mittlere Zugstange mach

V////////Aﬁ‘:ﬁ._.“ dem oberen Knotenpunkt iibertragen und zerlegt sich dort
E—E8 1ach den beiden Strebenrichtungen S. Man entnimmt dem

Krifteparallelogramm
9= 3P 265
T gine 0,6428

Die Pfeile zeigen an, daf S auf
die Streben als Druckkraft wirkt, die
sich auf die unteren Knotenpunkte
iibertriigt. Sie wird dort in die senk-
recht zur Auflagerfliche stehende Kraft

@ ¥ und die wagerechte H zerlegt, und
& man erhilt aus dem Kriifterechteck

Fig. 74.
=4,12¢,

% x Bigi 75, 2

V = 89 gine == 4 *iP =.2,65 t4
H= 8 'cosox =4+ P-cotga= 2,651,192 = 3,17 +¢.

V ist nach Fig. 75 die auf das Auflager ausgeiibte Druckkraft und H die in dem
wagerechten Balken wirkende Zugkraft.

Bei einem doppelten Hingewerk.nach Fig. 76 ergibt sich in gleicher Weise
8; = P :sinw,

also doppelt so grof3 als
beim einfachen Hiinge-
werk,

83 = P : cosex

und weiter
Fig. 76. 7 p

§TEe A e
o BTN LeoBR!

Freilich gilt diese Berechnung nur fiir das symmetrische und symmetrisch be-
lastete Héngewerk, wie es Iig. 76 darstellt.

Beispiel 50. Die Fig. 77 stellt das Kurbelgestinge einer Dampfmaschine in
derp Augenblick dar, wo die Schubstange am weitesten aus der Mitte ausschligt.
Beim Rechtsgang der Maschine wirkt die Kolbenkraft P in der gezeichneten
Richtung, sie zerlegt sich am Kreuzkopfzapfen in Richtung der Schubstange und
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senkrecht zur Gleitbahn des Kreuzkopfes. Das Krifteparallelogramm lehrt,
dafl 8 eine auf die Schubstange ausgeiibte Druckkraft und ebenso N eine Druck-
kraft auf die untere Fiibrung ist.

Aug @hnlichen' Dreiecken folgt

Ni:P=r¢r:l, also N=P"i-.

PNk w A TS
S:VI’2-|—N‘==P-‘/1+(-€) k Fig. 77.
Bei liegenden Dampfmaschinen gewohnlicher Bauart ist stets
2:}) mithin N=;-P und 8 = 1,020+ P,

bei stehenden Dampfmaschinen gewohnlicher Bauart oder bei liegenden mit
groBien Umdrehungszahlen ist

” 1 A . 1
1= 15" mithin N = EW; L unid 8 =1,025:P,
bei stehenden Schnelliufern ist
r 1 S 1
il mithin N=»4— P und 8=1,032:P.

Beim Riickgang des Kolbens ist P eine auf den Kreuzkopfzapfen wirkende
Zugkraft und sie zerlegt sich nach Fig. 78. Die Grofie der Kriifte bleibt dieselbe,
ebenso die Richtung von N, die wieder
eine auf die untere Fiihrung wirkende:
Druckkraft ist. Dagegen wirkt S jetzt
als Zugkraft auf die Schubstange.

Bei links wumlaufenden Antriebs-
maschinen wirkt der Kreuzkopfdruck N Fig. 78.
auf die obere Fithrung. Bei Pumpen und
Kompresgoren ist es umgekehrt ; sie 1iit man deshalb gew6hnlich links herumlaufen.

Die Kriifte sind bei etwa halber Fiillung des Dampfzylinders mit Frischdampf,
die bei Verbundmaschinen oft vorkommt, die gréften im Gestinge auftretenden.
Bei Verpuffungsgasmaschinen ist bei der gezeichneten Kurbel- und Kolbenstellung
der Gasdruck nur noch } des héchsten, so daBl die groBte Schubstangenkraft
bei der hinteren Totlage des Kolbens auftritt. ‘

Bei irgendeiner beliebigen Stellung des Kolbens (Fig. 79) ist

N=P- tg ﬁ. i
Ferner ist aus der Skizze der Zusammen- Pyl 4 e
hang zu entnehmen il N A R R “'/7‘

l-sinf = r-sinw,

alsgo sinf = ; ~sino. B,
Nun ist nach Formel (37)
1 sinf
b= e =
V L 1 J1 —sin2p
gin?f

und bei den kleinen Werten von f nach Formel (20)

tgf = sinﬁ(l & ; -sinzﬂ) - g-sin e [1 i ; -(I%-sin,(x)z}-
3*

[
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Bei ; = ; ist der Hochstwert des zweiten Gliedes der Klammer 510 , so daB

man es bei iiberschligigen Rechnungen aufler Ansatz lassen kann. In dem Fall
kann auch der Kolbenweg aus der Totlage bis in die der Kurbelstellung & ent-
sprechende als 7+ (1 — cosx) angesehen werden.
Ist nun der Verlauf des Dampfdruckes hinter
dem Kolben durch p, in Fig. 80 gegeben und der
Gegendruck vor dem Kolben durch p,, so ist die
Kolbenkraft bei einseitiger Kolbenstange gemil

Beispiel 5 P = {A * D? (p, — 0,98 : p,) .

Der einem beliebigen Wertepaar von p, und p,
zugeordnete Betrag von sina ist in Fig. 80 eben-
| falls eingetragen. der bei gewdhnlichen liegenden

; 1 .
Maschinen im Verhii.ltmsi = — verkleinert wer-

§on
den muf}, um tgp zu erhalten. Der so bestimmte
Verlauf von tgp ist gleichfalls in Fig. 80 eingezeich-
] net. Den Kreuzkopfdruck fiir eine beliebige Kur-
Fig. 80. bel- bzw. Kolbenstellung erhilt man dann zu

N = 7D (py — 0,98 ps) - tgh,
worin gewohnlich der Zahlenfaktor 0,98 ohne merk-
lichen Fehler auf 1 abgerundet werden kann. Den Ver-

lauf von N : % - D? gibt dann die Fig. 81 fiir die Fiil-

lungen 12,5 und 25 v. H. an, und zwar fiir eine Kon-
densationsdampfmaschine von 9 at Kintrittsspannung
des Dampfes.

Wird der Flicheninhalt dieser Kurve nach For-
mel (10) oder (11) bestimmt und der so erhaltene
Fig. 81. Wert durch die Linge 2 -7 dividiert, so ergibt sich

schlieBlich der Mittelwert des Kreuzkopfdruckes

bei der Normalfiillung 12,5 v. H. zu N = —Z— :
=

. » Hochstfillng 25 ,,* , N= %-D” £ 0,80 .

D2 -0,52,

Beispiel 51. Welchen Neigungs-
winkel mufl die Fahrbahn eines Ufer-
kranes nach Fig. 82 haben, dessen Lauf-
katze erst dann nach oben fahren soll,

e wenn das Fordergefal @
bis an die Laufkatze heran-
N/
Q

gezogen ist ?

Die Zugkraft im Win-
denseil ist bei der gezeich-
neten Anordnung die Hiilfte

7770 A |Q der Last: P=4-Q.
' o Auf die Katze wirken
: die drei Kriifte: Lastzug @,

Fig. 82. Fig. 83.  Seilzug P, Gegendruck N
! der um den Winkel & gegen
die Wagerechte geneigten Fahrbahn. Die Katze ist im Gleichgewicht, bleibt
also in der Ruhestellung stehen, wenn diese drei Kriifte ein geschlossenes
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Dreieck bilden (Fig. 83). Das Dreieck ist rechtwinklig und enthilt den
Winkel &« zwischen ¢ und N. Man erhilt demnach
[>

sing = 0 = ‘212" also &= 30°,

Die Belastung der Fahrbahn betrigt
N = Q- cosx = @-0,866 .

Beispiel 52. Anzugeben ist der Grund, weswegen die Achsschenkel der Land-
fuhrwerke etwas nach unten gekropft werden.

Auf den Radkranz wirkt von unten der Gegendruck ¢ der Strafie und auf
die Nabe der senkrecht zur Zapfenfliche stehende Druck N (Fig. 84). Beide
Kriifte setzen sich nun nach dem beigefiigten Kriftedreieck zu einer
Mittelkraft R zusammen, die bestrebt ist, das Rad immer wieder
gegen den Bund der Achse zu schieben und dadurch den Vorsteck-
splint bzw. die Achsmutter zu entlasten.

Das Rad erhiilt etwas Sturz, damit die Wirkungslinien der
Kraft N, die in der Mitte der Zapfenlinge angreift, und der
Kraft @, die etwa in der Mitte der Felgenbreite wirkt, sich unge-
fihr am Zapfenumfang schneiden.

Die Unterachsung betriigt gewdhnlich o = 4°20"; damit
ergibt sich

R =@ sinx = 0,0756 - Q.

Beispiel 53. Eine Dachfliche von der Breite b = 7,2m und
der Linge I = 5,0 m mit der Neigung « = 35° gegen die Wage-
rechte sei durch Schnee belastet. Anzugeben ist die gréfite vom
Schneedruck ausgeiibte Kraft.

Je nach der Hohenlage des betreffenden Ortes hat die Schneelast, die sich
bilden kann, eine gewisse Hohe. Die grofite Schneelast fiir 1 m? wagerechter
Fliche betriigt in Deutschland bei der Erhebung hm iiber den Meeresspiegel'?)

= ofis )

Man kann der Einfachheit halber ansetzen:

bei der Meereshche A= 0 bis 200 m: ¢= 175 kg/m?),
2 2 ” h = 200 ” 500 m: == 120 ”
” ” 2 h = 500 ” 1000 m;‘ g = 340 9

Auf einer geneigten Fliche von der in der Schriige
gemessenen Breite b (Fig. 85) hat die Schneelast nur die
Breitenausdehnung b ¢ cosey und es gilt demnach fiir
die norddeutsche Tiefebene

Q=1:b:cosx+q=>50-72+0,819 - 75 = 2210 kg.
Die Kurve 8§ der Fig. 87 gibt den Verlauf des
Schneedruckes fiir ' = 1 m? und ¢ = 75 kg/m? in Ab-
héingigkeit vom Neigungswinkel « an.
Die amtlichen Vorschriften?) verlangen
bei o =20° 25° 30° 35°  40° - 45° >45°
g =15 70 65 60 55 50 0 kg/m?.
Beispiel 54. Eine Dachfliche von der Breite b= 7,2m und der Linge
I = 5,0 m habe die Neigung & = 35° gegen die Wagerechte. Anzugeben ist die
grobte darauf vom Wind ausgeiibte Druckkraft.

12) Schaller, Beton u. Eisen 1909.
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neigte Fliche, deren lotrechte Projektion die Flache F ist, hat die GroBe Fy =

(Fig. 86). Die Windkraft p « F' zerlegt sich nun in
eine an der Fliche F, vorbeistreichende Seitenkraft
und eine senkrecht dazu gerichtete

110
100
90
80
70
60
50
40
30
20

10

Die Krifte.

Der groBite, bei gewohnlichen Baukonstruktionen in Mitteldeutschland ein-
zusetzende Winddruck betrigt p = 125 kg/m? (Beispiel 20), und zwar auf eine
lotrecht stehende Fléiche. Eine unter dem Winkel x gegen die Wagerechte ge-

A= 70 20 30 40 50 60 70 4

Fig. 87.

sin o

Pi=F-+py=Fip; *sinx.

Fle= Py amdl;
so folgt schlieflich®)
P,=F,:p-sinx,

also mit den gegebenen
Zahlenwerten

P, =12-50-125
-0,5736 = 1480 kg.

Die Kurve WW der
Fig. 87 gibt die Grifie
des senkrecht zur Fliche
F, wirkenden Wind-
druckes in Abhéngigkeit
vom Neigungswinkel o
an unter Zugrundele-
gung von F; = 1m?
und p = 125 kg/m2
Freilich ist diese bei
Bauten vorgeschriebene
Berechnung?) wenig zu-

Fig. 86. Wird hierin noch aus der vorstehenden Glei-
chung eingesetzt

%%

P S
N

w
A
/

90° verlissig 13).

7. Das ebene Kriiftevieleck.

7 An einem Korper greifen die Kriifte
P, und P, an (Fig. 88), die nach Fig. 89

2

&y
5]

\ B

<o

k,
Fig. 88. Fig. 89.

; i zu einer in derselben Kbene wirkenden

Mittelkraft R, zusam-
mengesetzt  werden
konnen. Durch den
Schnittpunkt der Wir-
kungslinien von P; und
P, gehe noch eine wei-
tere Kraft P, ebenfalls

in derselben Ebene, die wieder mit R, zu der Mittelkraft R, vereinigt
werden kann. Soll nun der Kérper im Gleichgewicht sein, so muB an
ihm noch eine vierte Kraft P, angebracht werden, deren Wirkungslinie

%) Foppl, Z.d. V.d. I. 1912; Haedicke, Z. d. V. d. 1. 1919.
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mit der von R, zusammenfillt und deren Grofle gleich der von R, ist,
die aber die entgegengesetzte Richtung hat (Fig. 88). Da die Wirkungs-
linie von R, nach dem Vorhergehenden durch den gemeinsamen Schnitt-
punkt der drei Krifte P,, P,, P,
geht, so liuft auch diejenige von P,
durch denselben Punkt:

Vier in derselben Ebene wirkende
Kriifte sind im Gleichgewicht, wenn
ihre Wirkungslinien durch denselben
Punkt gehen und das aus ihnen ge-
bildete Kriifteviereck geschlossen ist.

Die Richtigkeit des hier aus dem
Satz vom Kriftedreieck hergeleite-
ten Vierecksatzes kann durch einen
Versuch nach TFig. 90 nachgepriift
werden. 3 Fig. 90.

Indem man nétigenfalls die Zu-
sammensetzung der gegebenen Kriifte in derselben Weise noch weiter
fortfithrt, gelangt man zu dem Schlufl, daf dem obigen Satz vom
Krafteck Geltung fiir beliebig viele in einer Ebene wirkende Kriifte
zukommt, deren Wirkungslinien sich
in demselben Punkt schneiden.

7

Beispiel 55. Anzugeben sind die Spann-
kriifte in den Streben 1 und 2 des skizzier-
ten Drehkranes in Fig. 91 unter der Belastung
Q'=8,01.

Der Kettenzug nach dem Windwerk
betréigt P=4:Q = 3,0 t.

Man zeichnet das Krifteviereek, indem
man zuerst die bekannten Krifte ¢ und P
nach Grofe und Richtung etwa in dem Maf-
stab 1t = 5 mm aneinander antrigt (Fig. 92),
an dag freie Ende von P die Richtung der
Strebe 1 ansetzt und an den Anfang von @
die Richtung der Strebe 2. Beide Linien
werden zum Schnitt gebracht und darauf
die Pfeile von §; und S, eingefiigt derart,
daB alle Pfeile die Figur in demselben Sinne
durchlaufen.,

Durch Aufmessen erhilt man dann

8; = 49,6 mm = 9,91,
S, = 89,0 mm = 17,8 t.

8, ist, da der Pfeil vom Angriffspunkt weg gerichtet ist,
eine Zugkraft, S,, da der Pfeil zum Angriffspunkt hin ge-
richtet ist, eine Druckkraft.

Man erkennt, daf beide Spannkriifte unter sonst gleichen Verhiltnissen
um so grofer werden, je spitzer der Winkel zwischen §; und 8, ist (vgl.
Beispiel 26). J

Beispiel 56. Anzugeben sind die Spannkrifté §; und S, in den Streben 1
und 2 des Speicherkranes nach Fig. 93, wenn gegeben ist: @ = 250 kg, I = 2,0 m,
h=184m, a = 1,20 m.

@
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Das Krifteviereck ist das in Fig. 94 im Kriiftemafstab 100 kg = 1 em ge-
zeichnete ; darin ist S, parallel zu der geraden Verbindunggslinie der beiden End-
punkte der Strebe 2 gezogen. Man entnimmt der Fig. 94:

N

Fig. 94.

Sy = 45 mm = 450 kg,
8 = T5mm = 750 kg,

Beispiel 57. Anzugeben ist
die Beanspruchung der Siule
des Derrickkranes Fig. 95 bei
den drei dargestellten Lagen
des Auslegers durch die Seil-
ziige der vierstriingigen Flaschen-
ziige fiir die Last und den Aus-
leger, wenn im {iibrigen die An-
gaben des Beispiels 29 gelten.

Beim vierstringigen Draht-
seilflaschenzug kann die Kraft
im letzten Seiltrum angesetzt

Fig. 95. werden zu @ = 115 ‘Q bzw

P 1—‘? P. Damit ergeben sich in bezug auf den an der Kransiule ange-

brachten Zapfen der Seilrollen die in den Fig. 96 a, b, ¢ nach Gréfie und Richtung
einander angetragenen Kriifte, die sich zu der Mittelkraft R zusammensetzen. Letz-
tere wird wieder zerlegt in die lotrecht wirkende
Druckkraft ¥ und die wagerechte Zugkraft H.

Fig. 96a.

Man erhilt so aus den im KriftemaBstab 1t = 0,75 mm gezeichneten Kraft-
ecken fiir ;
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Mit Hilfe der Formeln (25) und (26) kann die Aufgabe, bei einer
Anzahl von Kriften, deren Wirkungslinien in einem Punkt zusammen-
laufen, diejenige Kraft zu bestimmen, die zur Erhaltung des Gleich-
gewichtes noch erforderlich ist, auch rechnerisch gelost werden: Man
zerlegt alle gegebenen Kriifte nach zwei beliebig gewihlten, aufeinander
senkrecht stehenden Richtungen in

X; = P;-cosq; ¥ Py i oy
wie das die Fig. 97 fir die Kraft P, an-
deutet, und erhilt so zwei Reihen von
Kriften in derselben Wirkungslinie.
Nach Formel (29) besteht in jeder Reihe
Gleichgewicht, wenn die Bedingung er-
fullt ist

2 X = 0"bzw. XY =0,
so dafl man hieraus die Grofie von X,
und Y, bestimmt. %
Dann ist nach dem Satz des Pythagoras

Pl= X1+ ¥},
und die Neigung gegen die X-Achse wird ermittelt aus

o, ==,
g Xn X,

Beliebig viele, in derselben Ebene angreifende Krifte, deren Wir-
kungslinien durch denselben Punkt gehen, befinden sich im Gleich-
gewicht, wenn sowohl die Summe der wagerechten als auch die Summe
der lotrechten Seitenkriifte je Null ergibt.

Der Satz wird gewohnlich in der vorstehenden Fassung ausgesprochen, da
lotrechte Kriifte und entsprechend wagerechte in der technischen Praxis am
héufigsten vorkommen. Gelegentlich kann jedoch statt der wagerechten eine
bestimmte andere Bezugslinie vorteilhafter sein; die ,,lotrechte‘* mufl dann aber
unter allen Umstinden senkrecht zur ersten stehen.

Beispiel 58. Gegeben sei (Fig. 97)
Ne, 1: R=1800kg, &= 30°,
., 2: P=3500,, &= 45°
Srinar 1 | PR A e 120 %,
oo At Presi9080 o e 8490,
Anzugeben ist die GroBe und Richtung der Kraft Pg, die mit den gegebenen
im Gleichgewicht ist.

Nr. cos o sino Xkg Ykg
1 -+ 0,866 - 0,500 - 1645 + 950
2 -+ 0,707 -+ 0,707 <+ 2475 - 2475
3 -+ 0,500 — 0,866 - 1905 — 1100
4 — 0,951 -+ 0,309 — 895 -+ 2140
5 — — — 5330 — 4465

ERse e ST

¢
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Damit wird nach Formel (19) und der dort gemachten Bemerkung iiber ihre
Genauigkeit .
Py = (0,960 » 5330 - 0,368 - 4465) * 1,02 = 6900 kg,
ferner

— 4465

8% = 5330

= + 0,838,

also
o oo 40° - 180° = 220°;

denn der Winkel muf} im dritten Kreisviertel liegen, da X und Y beide negativ sind.
Um die Rechnung zu erleichtern, wiihlt man vorteilhaft die X-Achse derart,
daB sie mit einer Kraft, z. B. etwa P,, zusammenfillt.

8. Kriifte im Raum an einem Punkt.

Wenn die Krifte nicht in derselben Ebene wirken, sondern von
einem Punkt nach verschiedenen Richtungen im Raum verlaufen, so
wird die Aufgabe in zwei oder bisweilen auch mehr Einzelaufgaben
fiir in derselben Ebene wirkende Kriifte zerlegt.

Die Losung ist besonders einfach bei vollig symmetrischer Anordnung
oder, wenn die Ebenen der beiden Teilaufgaben senkrecht zueinander
stehen. :

Beispiel 59. Rin Elektromagnet von 900 kg Eigengewicht und 1200 kg Trag-
fithigkeit, ist nach Fig. 98 an 4 Ketten aufgehiingt. Zu berechnen ist die Spann-
kraft in jeder Kette.

Die Kraft @ = 2100 kg verteilt sich gleichméBig iiber die 4 Ketten. Tiir
jede Ose gilt demnach das Kriiftedreieck der Fig. 99, dessen Winkel o sich be-
stimmt aus

Npa 50 2
| vt "ol 1
Man erhilt aus dem Dreieck den Kettenzug
‘ Wakion
. 4 cosx’

also mit Formel (38)

4 P=2 1 e
P i z
und die in wagerechter Richtung auf die Ose
N wirkende Kraft
Fig. 98. Fig. 99. H— g Vo
Mithin ist
2100 2
i = —Z—' §= 350kg,

Py 2#?%1,444: 630 kg.

Mit Riicksicht auf etwa eintretende einseitige Belastung und kleine Un-
genauigkeiten der Kettenlingen bemift man die Ketten fiiv § dieses Wertes.
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Beispiel 60. Der Haupttriger eines Bockkranes besteht aus drei Fachwerk-
wiinden, die nach Fig. 100 miteinander verbunden sind'). Die Héchstbelastung
durch den Raddruck der Laufkatze betriigt @ = 2,6 t. Anzugeben ist ihre Ver-
teilung auf die drei Fachwerkwinde. qQ Q

Die Kriiftedreiecke fiir die beiden oberen Knotenpunkte |~ 247 -—{

7 H

sind in Fig. 101 dargestellt. Aus der Ahnlichkeit mit den

= 1,089 : 2,56 = 2,875 t.

Mit diesen Belastungen gind die betreffen- 5
den ebenen Fachwerke zu berechnen.

50

Dreiecken der Hauptfigur folgt {I 'l[ )
241 : L 298
LT Lk 09 B ]
Pyr== Q) 5908 0,404 - 2,56 = 1,01 ¢, \
oL 52 s |
Py=Q: V29_8A + 120,58 Q- V1 + 0,404 _F E :
298 \
|

Beispiel 61. An einem Telegraphen- q |
mast, der = 16 Leitungen trigt, deren Tig. 101, Fig. 100.
jede im Hochstfall mit § = 110 kg ange-
spannt ist, wird die Leitungsfiithrung um « = 30° abgelenkt (Fig. 102). Anzu-
geben sind die Richtung des Verankerungsseiles, die Spannkriifte, die den Mast
und das Verankerungsseil beanspruchen, wenn letzteres mit dem Mast den Winkel
B = 25° bildet

Die Gesamtspannkraft der Drihte betrigt auf
jeder Seite des Mastes e

P=i+8=16"110 = 1760 kg. Bl

ool vey

Das Krifteparallelogramm ist das im Grundril der
Fig. 102 dargestellte, und man erkennt, daB die
Mittelkraft £ den stumpfen Winkel & — « halbiert.
Die lotrechte Ebene der Verankerung mufl also mit
den lotrechten Ebenen, die durch zwei aufeinander-

folgende Tragstangen gehen, den Winkel 75——42_——6 bilden, 5, R

wenn ein Zugseil die Verankerung bewirken soll; imn 83 N N\ m N
Fall einer Druckstange als Verankerung mufl der

Winkel 7 _2_ % petragen,

Die GroBe von R bestimmt sich nach dem Kosinus-
satz Formel (44) zu

R=P-J1 41 —2 cosa=P-J2 (1 — cosx)
= 1760 - 2 0,134 = 910 kg.
Das Kriftedreieck fiir die Zerlegung von R in 8,

und 8, enthilt der Aufrif der Fig. 102, dem man
entnimmt

b T 3 / = 195 ;
ST R S 000 ook = 2160 ks Fig. 102,
Zu 8, tritt noch das halbe Gewicht der auf jeder Seite befindlichen Dréhte,
sowie der Quertriiger und schlieBlich der Stiitze selbst.
Eine hiufig wiederkehrende Aufgabe ist, die Krafte in den Streben
eines dreiseitigen Bockes zu bestimmen, auf dessen Spitze eine oder

1) Z.d.V.d. I. 1902.
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mehrere bekannte Krifte einwirken. Auch hier findet die Zerlegung
in zwei Aufgaben der Ebene statt, die freilich sehr verschieden vor-
genommen werden kann.

Q PR
12m 3 NA
//% /4{ 70 /174
- 18m -l s 15 m ol
Fig. 103a u. b.

Beispiel 62. Der in der Fig. 103 skizzierte Scherenkran soll die Hochstlast
Q = 80t tragen, der Kettenzug betrigt
P=21t. Anzugeben sind die in den
52 drei Streben wirkenden Spannkrifte, wenn
y der Kran ganz ausgelegt ist (Stellung I)
und wenn er ganz zuriickgezogen ist
(Stellung II).
I. Volle Ausladung nach vorn:
Man zeichnet zuerst das Kriifteviereck
fiir, die Auslegerspitze des in der Zeichen-
ebene der Fig. 103a gelegenen
Strebensystems (Fig. 104) etwa
S im KriftemafBstab 1t =} mm
1 und erhélt so

8, = 355 mm =71t Zug,
§; = 79,0 mm = 158 t Druck.

Dabei ist angenom-
men worden, dafB die
J beiden vorderen Streben
5, 8, eine volle Platte S

bilden. Diese Platte ist

in Fig. 103b soweit zu-

riickgedreht gezeichnet

8, worden, daf die Strebe

S5 der Fig. 103 a lotrecht

in der strichpunktierten

P Lage steht. Sieerscheint

Fig. 104. Fig. 105. Tig. 106. Fig. 107, dann in Fig, 103b in

;i : unverkiirzter Grofle und

wird an der Spitze in ihrer Ebene durch die oben ermittelte Kraft S, belastet. Das
Kriftedreieck fiir den Fall ist in Fig. 105 wiedergegeben, und man miflt auf

8, = 40,5 mm = 81 t Druck.

: 4

N

D

4
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II. Stellung ganz nach hinten:
Das Kriifteviereck fiir die Zeichenebene der Fig. 103a ist jetzt das in Fig. 106
dargestellte und man entnimmt ihm
S; = 20,5 mm = 41 t Druck,
8} =381,0mm=062¢t ,,
&% wird dann wieder in derselben Weise zerlegt wie unter I,
und man erhilt jetzt aus Fig. 107
8, = 16,0 mm = 32t Druck.

Beispiel 63. Auf den in Beispiel 32 Fig. 42 unter-
suchten Blechschornstein wirke der Winddruck P = 640 kg
in umgekehrter Richtung. Anzugeben ist die dadurch in den
Zugstangen 2 und 3 hervorgerufene Spannkraft.

Man bestimmt zuerst fiir die Ebene der Seitenansicht der
Fig. 42 auf demselben Wege wie in Beispiel 32

Dag Kriiftedreieck fiir die Kbene der beiden Zugstangen
2 und 3 (Fig. 108) ist das in Fig. 109 aufgetragene, und man
entnimmt den dhnlichen Dreiecken

Szzl-S;=‘/ez+(l 0)2:e=-l/1+(c)2’ ;
2 2, ! 2e Fig. 109.
worin gemill Fig. 42 einzusetzen ist
e?= (hy + hg)? + b2« und 2= 4- (a2 — b9,
80 dafl man erhilt

|
el
1

¢
Fig. 108.

S

77 1 £ (Va)z 1

bl T R S A
R V”‘b%’(hgn;)é.* N e e ek
e e S0

Wird hierin noch der obige Wert von S} eingesetzt, so folgt schlieflich mit
b=a-00860°=}-a:

L (hy T+ By \B
Bisisa Pl / (h,.2_,,,_?_) 8
Ve il
ebenso grof, wie in dem Fall, daB der Winddruck nur von einer einzigen Zug-
stange aufgenommen wird.
Die grofite lotrechte Belastung der Schornsteinsiule wird demgemif bei

Winddruck umgekehrt zu der in Fig. 42 eingezeichneten Pfeilrichtung erhalten,
und sie betrigt .

&P

ho+hsg o
—T——-2 Q.

Wird die Siule von vier gleich geneigten und den Umfang in vier gleiche
Teile zerlegenden Zugstangen gehalten, so ruft der auf die Séule gerade in der
Mitte zwischen zwei Stangen wehende Wind in ihnen die Spannkriifte

Sy=28,:)2
hervor, und die Siulenbelastung wird in dem Fall

¢ =0-V2. .
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Beispiel 64. Anzugeben sind auf rein zeichnerischem Wege die in den drei
Streben des in Fig. 110 dargestellten Bockgestelles durch die an der Spitze A4
angreifende Kraft P hervorgerufenen Spannkrifte.

Man projiziert zuerst den Schnittpunkt C”’ der Wirkungslinie der Aufrif3-
projektion der Kraft mit der Grundrilebene in die GrundriBprojektion nach €’

herunter. Die Gerade BC” ist dann die in der GrundriBebene liegende Spur der

durch die Strebe 1 und die Kraft P gehenden Ebene. Ebenso ist BB} die Spur
der durch die Streben 2 und 3 gehenden Ebene im GrundriBf. Beide Spuren

schneiden sich in B’, und A’B’ ist die GrundriBprojektion der Schnittgeraden
beider Ebenen, deren Aufriflprojektion durch Hinaufloten nach A”’B’’ erhalten

wird. Jetzt wird das Kriifte-
dreieck gezeichnet fiir die drei
in derselben Ebene befindlichen
Krifte P, 8,, 8, und zwar
in beiden Projektionen, wie
Fig. 111 angibt.

Die Gegenkraft von S,
(mit dem doppelten Pfeil) ist
nun Belastung der Stibe 2
und 3 und liegt ebenfalls in

Fig. 111. Fig. 112.

deren Ebene. Wird das Kriftedreieck aus S,, S,, Sy in beiden Projektionen an
das erste herangesetzt, so hat man die Projektionen der drei gesuchten Stab-
krifte damit ermittelt?).

Ihre wirkliche GroBe findet sich aus der Uberlegung, daB beide Projektions-
ebenen und somit alle darin befindlichen Projektionen aufeinander senkrecht
stehen, dafl also die wahre GréBe die Hypotenuse des aus den beiden Projek-
tionen gebildeten rechtwinkligen Dreiecks ist. Die Fig. 112 liefert hiernach die
wahren Gréflen der Strebenkriifte, ebenso wie die der Belastung P.

Man bemerkt, dal hier nur eine allgemeinere Darstellung des in Beispiel 62
be]}olandelten Sonderfalles mit. Hilfe der Regeln der darstellenden Geometrie ge-
geben ist. y

Die zeichnerische Losung wird besonders einfach, wenn eine Projektion der
Kraft P mit der eines Stabes zusammenfiillt oder ganz verschwindet.

Im zweiten Fall, wo P’ = P = 1200 kg eine lotrechte Last ist (Fig. 113)
zeichnet man in einem beliebigen MaRstab das Kriftedreieck der GrundriBebene
aus S, 8,, S; (Fig. 114) und dariiber zwischen den Projektionsloten den Linien-
zug der AufriBebene Sy, Sy, 8%, der durch die Kraft P geschlossen werden muf,
Man entnimmt der Zeichnung jetzt nachtriglich den KriiftemaBstab 1200 kg

%) Culmann, Die graphische Statik. II. Aufl. 1875.
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= 85,5 mm oder 1 mm = 14,05 kg und setzt die Projektionen der Stabkriifte
rechtwinklig aneinander (Fig. 115). Durch Aufmessen ergibt sich dann

Sy = 28,5 mm = 400 kg,
S, = 43,5 mm = 610 kg,
8, = 58,0 mm = 815 kg.

In dhnlicher Weise ist zu verfahren, wenn die Projektion eines Stabes ver-
schwindet,

Wenn eine Projektion der Kraftwirkungslinie, etwa P’, mit der eines Stabes,
etwa 8, zusammenfiillt, arbeitet man in der betreffenden Projektionsebene mit
der vorliufig nur der Rich-
tung nach bekannten Mittel-
kraft R = P’ 48[ der
beiden und trennt diese
Mittelkraft dann geméf
den Ergebnissen der zweiten
Projektion. Im iibrigen ent-
spricht die Losung der vor-
stehenden. In das recht-
winklige Projektionskreuz
zur Ermittlung der wahren
GroBen ist auch die ge-
gebene Kraft P mit ihren
Projektionen P’ und P”
einzutragen, die jetzt erst
den Kriiftemafstab angibt.

Die allgemeine Aufgabe
ist auch ohne Zuhilfenahme
riumlicher  Uberlegungen
16sbar'®): Da der riumliche
Linienzug P, 8y, Sy, 83 im
Fall des Gleichgewichtes
geschlogsen sein mufl, so ist
auch jede Projektion des-
selben ein geschlossenes
ebenes  Viereck, dessen
Teken auf den Projektions-
loten iibereinander liegen.

Man trigt also P’
= A8 und P’ =A4"B"
im Grund- und Aufriff in
einem bestimmten Krifte-
malBstab auf, setzt etwa an
P’ die Parallelen zu den
GrrundriBprojektionen  der
Stibe 1 und 3 (Fig. 116
und 117) an und zieht
hierdurch die Parallele "D’ Fig. 115. Fig. 114.
zu der Grundrifiprojektion
des Stabes 2; die letzten Eckpunkte dieses willkiirlichen Kriiftevierecks werden
in die AufriBprojektion nach ¢/ D’ hinaufgelotet. Da nun €’ ganz beliebig ge-
withlt wurde, so ist die vierte, durch den Anfangspunkt von P’/ gezogene

Linie A” D" im allgemeinen nicht parallelzu der AufriBprojektion des Stabes 3.
Man zieht jetzt im Grundriff eine zweite Parallele c¢’d’ wieder willkiirlich und
lotet die neuen Kckpunkte in den Aufriff hinauf nach ¢’ und d”’; die vierte Linie
A”d"” dieses Zuges ist im allgemeinen wieder nicht’ parallel zur Aufrifiprojektion
des Stabes 3. Zieht man jetzt aber die richtige Parallele durch A", so schneidet

(s
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sie die Verbindungsgerade D’/ d” in einem Punkt D, der der richtige ist. Denn
ein nochmaliges Probieren lehrt, daf alle Punkte D’ der Aufrifiprojektion immer
auf derselben Geraden liegen, mithin auch der richtige Punkt. Die Vervollstin-
digung der beiden so richtig bestimmten Kriiftevierecke in Auf- und Grundrif§
vom Punkt D aus ist jetzt leicht gemacht; die Eckpunkte miissen alle.in beiden
Projektionen genau senkrecht {ibereinander liegen. Die wahre Grofie der Stab-
krifte wird wieder gemi Fig. 115 rechtwinkligen Dreiecken entnommen,

Die rein rechnerische Losung
derselben Aufgabe ist so umstiind-
lich, dafl sie kaum ausgefiihrt wer-
den diirfte. Es geniigt, die nach-
stehenden Angaben beizubringen.

Durch den Angriffspunkt 4 der
Kraft P sind drei aufeinander senk-
recht stehende Achsen gelegt, mit
welchen P die Winkel «, y, f ein-
schlieBt (Fig. 118). Durch die Achsen

B
////P f
A e il //
z Y 2 / £ F
7 7P,
/
A
A b i o
Fig. 118.

sind im Punkt 4 drei aufeinander senkrechte Ebenen gelegt worden
und ebenso durch den Endpunkt B der Kraftstrecke P drei dazu
parallele Ebenen, so daf ein Parallelepiped entstanden ist.
Man erhiilt nun aus den entsprechenden rechtwinkligen Dreiecken
die drei Seitenkrifte, in welche P auf die Weise zerlegt worden ist:
; Aus Dreieck ABC': X =P.cosx,
7 ' ABD: X = Fryeosf; (48)
_ ' i i ABE: Z = P.-cosy .
16) Miiller - Breslau. Graphische Statik der Baukonstruktionen. 1887.
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Zieht man in der X Y-Ebene ACFD die Mittelkraft P’ von X und Y,
so gilt nach dem Satz des Pythagoras

P2 = X% 4L Y2,
ferner ebenso in dem Dreieck ABF
P2 = P2 | 72,
womit man erhilt:
Pt = X% Y2420, (49)

Die Gleichung wird benutzt, um die Mittelkraft aus den gegebenen
drei im Raum senkrecht aufeinander stehenden Seitenkriften der
Grofle nach zu ermitteln. Die Neigungen von P gegen die einzelnen
Seitenkriifte bestimmt man dann aus den Formeln 48. ‘

Setzt man in Formel 49 die Gleichungen 48 ein, so folgt

P2 = P%.cos’x + P2?.cos?f + P2.cos?y
oder
1 = cos?« -+ cos?f + cos?y (50)

als Bedingung, der die drei Neigungswinkel entsprechen miissen. Sie
dient zur Kontrolle der richtigen Bestimmung der Winkel.

Gireifen nun in einem Punkt mehrere Krifte P nach verschiedenen
Richtungen des Raumes an, so fithrt man die obige Zerlegung gemif3
den Gleichungen 48 fiir jede einzelne Kraft aus. Sollen die gegebenen
Kriifte im Gleichgewicht sein, so muf} fiir jede Achse die Bedingung
(29) erfiillt sein:

Bk U BT e Oy 28 el . (1)

Krifte, deren Wirkungslinien sich in einem Punkt schneiden, sind
nur dann im Gleichgewicht, wenn die Summe aller Seitenkrifte nach
drei aufeinander senkrecht stehenden Richtungen je Null ergibt.

Man erhilt so drei Gleichungen ersten Grades fiir die Kriifte. Die
riiumliche Aufgabe der an einem Punkt angreifenden Kriifte gestattet
also, drei Unbekannte zu bestimmen, entweder, wenn alle Richtungen
gegeben sind, drei Kraftgrofien, oder, wenn alle Kraftgroflen gegeben
sind, drei Richtungen oder die anderen sich hieraus ergebenden Zu-
sammenstellungen, zwei Kraftgroflen und eine Richtung bzw. umge-
kehrt.

9. Parallele Kriifte in derselben Ebene.

Es soll festgestellt werden, ob die drei in der
Zeichenebene wirkenden parallelen Krifte P,
P,, P, der Fig. 119 im Gleichgewicht sind. Nach
den Angaben in Abschnitt 6 sind drei in der- P
selben Ebene befindliche Krifte im Gleich- i
gewicht, wenn das in einem beliebigen Lingen- Tig, 119.

Stephan, Technische Mechanik. T. 4
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malstab aufgetragene Kriftedreieck geschlossen ist und die Wirkungs-
linien durch denselben Punkt gehen.

Das Kraftedreieck fallt im vorliegenden Fall in eine Gerade zusam-
men — zur besseren Veranschaulichung ist P, seitwirts als Gegen-
gerade herausgezeichnet — (Fig. 122), so dafl die obige Bedingung fiir
parallele Krafte in die des Abschnittes 5 tibergeht: Die algebraische
‘Summe aller Krifte mufl Null ergeben. Die drei parallelen Wirkungs-
linien kommen jedoch erst in einem unendlich fern gelegenen Punkt zum
Schnitt, gleichgiiltig welche Lage die drei Kriifte zueinander haben, und
es ist klar, dafl, wenn P, mit P, und P, etwa in der gezeichneten Lage
der Fig. 119 im Gleichgewicht ist, sie es in der gestrichelten oder einer
beliebigen anderen Lage nicht sein kann.

Man gelangt zu der Losung, wenn man an die Krifte P, und P,
in derselben Wirkungslinie zwei gleiche, aber entgegengesetzt gerich-
tete Kriifte P’ ansetzt, die sich
ja gegenseitig aufheben und des-
halb keine Anderung an dem
urspringlichen Krifteverhiltnis
hervorrufen. Jede dieser Zusatz-
krifte wird nun mit P, bzw. P,
zu einer Mittelkraft R, bzw. R,
vereinigt (Fig. 120); die beiden R
schneiden sich jetzt in einem Punkt, und Gleichgewicht unter R, , R,, P,
besteht. nach Abschnitt ¢ nur dann, wenn die Wirkungslinie von P,
durch diesen Schnittpunkt geht!?).

Der Vorgang kann z. B. durch einen Versuch nach Fig. 121 veran-
schaulicht werden. Eine lingere Schnur, die gerade ausgespannt nach
der gestrichelten Linie verliuft, wird
an ihren Enden durch zwei Stifte
unter den seitlichen Tragrollen fest-
gehalten und durch die Kraft P,
vermittels einesGleithakens belastet.
Der Haken wird unter sonst glei-
chen Verhiltnissen immer in eine
ganz bestimmte Stellung gleiten und
zwar die, dall wenn die Gréfen von
P, und P, wieder durch eine Perlen-
schnur dargestellt werden, die drei
von den Endpunkten der Kriifte

Fig. 121. parallel zu den drei Schnurrich-

tungen gezogenen Fiden sich in

einem Punkt O schneiden (vgl. Fig. 122). Man nennt das von dem

Tragseil der Kraft P, gebildete Dreieck das Seileck, den Schnitt-

punkt der dazu parallelen Linien den Pol, was nur eine andere Be-

zeichnung fiir Punkt ist, und die von dem Pol nach den Enden des
Krafteckes gehenden Linien die Polstrahlen.

Da die Linge der Schnur, an der P, in Fig. 121 hingt, ganz be-
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liebig gewiihlt werden kann, bzw. in Fig. 120 die GroBe der Krifte P’
oder die Lage ihrer Wirkungslinie bzw. die der Tragrollen in Fig. 121,
so ist auch die Lage des Poles O eine ganz beliebige.

Die gestellte Aufgabe wird demnach am ein- c
fachsten erledigt, indem man die gegebenen Kriifte
auf einer Geraden in einem beliebigen Kriiftemas-
stab auftrigt (Fig. 122), wobei ihre algebraische
Summe Null ergeben muB}, einen Pol O an belie-
biger Stelle der Zeichenebene wihlt, von dort aus
die Polstrahlen 04 , OB, OC nach den Endpunkten
der drei Kriifte zieht und nun in dem gegebenen
Krifteplan (Fig. 123) zu 04 die Parallele ¢ an
beliebiger Stelle zwischen den Wirkungslinien von
P, und P, eintrigt, von dem Endpunkte dieser
Strecke @ auf P, die Parallele b zum Strahl OB und von dem End-
punkt der Strecke a auf P, die Parallele ¢ zum Strahl OC zieht. Gleich-
gewicht besteht nur dann, wenn Py durch den Schnittpunkt von b und ¢
geht, d. h., wenn auBler dem Krafteck auch
das Seileck geschlossen ist.

Wird noch die Linge der von der Wir- B
kungslinie der Kraft P, im Seileck heraus- [
geschnittenen Strecke mit d bezeichnet, die
Teilstrecke von a zwischen P; mit a,, so
folgt aus den dhnlichen Dreiecken der Fig. 123
und 122

Fig. 122,

o _OA4 . a4 04
N "y
Durch Division beider Gleichungen erhilt man
ay, Py
w—— e $ 52
. U (52)

Wenn Gleichgewicht besteht, teilt die dritte Kraft den Abstand der
beiden anderen im umgekehrten Verhiltnis ihrer Grofen.
Gewohnlich wird der Abstand nicht in einer beliebigen Schriigen
gemessen, sondern man mif3t den kiirzesten, senkrecht zu den Wirkungs-
linien der Krifte stehenden. Schreibt man in dem Fall die Gleichung 52
als Produktengleichung, so lautet sie
Py ey =Py vay. (53)

Man bezeichnet nun das Produkt aus der Grofie einer Kraft und
ihrem senkrechten Abstand von einem bestimmten Punkt oder einer
bestimmten Geraden oder IEbene'?), die nur parallel zur Wirkungslinie
der Kraft verliuft, als Drehmoment oder kurz Moment der Kraft
in bezug auf diesen Punkt bzw. diese Gerade oder Ebene:

M= P [ (54)
17) Monge, Traité élémentaire de Statique. 1786. ,
4%
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Man rechnet das Drehmoment als positiv, wenn es rechtsdrehend
ist, und als negativ, wenn es linksdrehend ist (Fig. 124). Da die Kraft
in kg und der Abstand in m gemessen wird, so ist das Maf} des Dreh-
momentes das Meterkilogramm (mkg). Bisweilen rechnet man auch
mit Metertonnen (mt) bzw. Zentimeterkilogramm (cmkg).

1 emkg = 0,01 mkg,
Imt = 1000 mkg.

Der Ausdruck Moment ist hier nur eine Abkiirzung fiir
die durch Formel (54) bestimmte Rechenoperation, etwa wie
die Ausdriicke Quadratwurzel oder dritte Potenz einer Gréfie
bestimmte Rechenoperationen angeben.

Mit dieser Bezeichnung geht die Gleichung (53) iiber in

M, — M,=0: wi68)

2
o

Fig. 124.

Im Falle des Gleichgewichtes dreier paralleler Kriifte ist die algebraische
Summe der Momente von zwei Kriften in bezug auf die Wirkungs-
linie der dritten gleich Null.

Nachgepriift werden kann der Satz durch einen Versuch nach
Fig. 125. Das Gewicht der freihangenden, um ihren Mittelzapfen
drehbaren Scheibe ist gleich dem Gegengewicht 1. Werden nun in
gleichen Abstiéinden von der Lotrechten durch den Mittelpunkt der
Scheibe die gleichen Krafte 2 und 3 angeordnet, so besteht Gleich-

1

A

Sl

2

777777 7
Fig. 125. Fig. 126.

gewicht, wenn die entsprechenden Gegenkriifte 2 und 3 an der Drehachse
der Scheibe nach oben wirkend angebracht werden. Sind die Abstinde
der Krifte 2 und 3 von der Lotrechten durch die Scheibenachse ver-
schieden (Fig. 126), so miissen ihre GroBen im umgekehrten Verhiilt-
nis der Abstiande stehen [Formel (52)], damit keine Drehung der Scheibe
eintritt, und die Gegenkraft mufl wieder gleich ihrer Summe sein, damit
die Scheibe nicht heruntersinkt.

Bi;;weilen ist die folgende Umformung des Drehmomentes von
Vorteil: Der Angriffspunkt 4 der Kraft R (Fig. 127) sei durch die ge-
gebene Linge I mit dem Punkte O verbunden, in bezug auf den das
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Drehmoment genommen werden soll. Dann gilt gemifi Formel (54)
M = R-a, worin a der senkrechte Abstand der Wirkungslinie von
R vom Bezugspunkt O igt. Man kann nun R in zwei Seitenkriifte zer-
legen, deren eine P; senkrecht zu I steht, wihrend
die Wirkungslinie der anderen P, mit [ zusam- A
menfillt. Die beiden Dreiecke, die von den
Seiten R, P,, P, bzw. I, a, R gebildet werden,
gind #@hnlich, und man erhilt somit

T =l
oder Fig. 127.

9y sma Pl
Das Drehmoment einer Kraft in bezug auf einen bcstlmmtcn Punkt
ihrer Ebene kann ersetzt werden durch das Produkt aus Entfernung
des Angriffspunktes der Kraft von dem gegebenen Punkt und ihrer
Seitenkraft senkrecht zu dieser Entfernung.

Beispiel 65. Auf einen Korper wirken in dem Abstand ¢ = 2,37 m die beiden

parallelen Krifte P; = 325 kg und P, = 550 kg nach derselben Richtung. An-
zugeben ist die Girofe und Lage der Stiitzkraft N, die ihnen das Gleichgewicht hiilt.

Man kann die Aufgabe zeichnerisch nach der zu Fig. 123 gegebenen Vor-
schrift 16sen. Auf rein rechnerischem Wege ergibt sich

N = P, + P, = 325 4+ 550 = 875 kg
entgegengesetzt zu Py und P, gerichtet.
Nun gilt nach Formel (52)

D, —
@ _ Py

”
Ay Py

oder wenn hierzu beiderseits 1 addiert wird,

Sl o Bt Ry By

(b Wy 2
bzw. mit den obigen Bezeichnungen ; i L 2

2 1
(s N j\/2| , 'l/v’
also i
Pyl 325 i )
1 x0T ke Fig. 128.

a4 = a — a, = 2,37 — 0,88 = 1,49 m.
Beispiel 66. Das Schwungrad einer Dampfmaschine belastet die Welle mit
= 4750 kg; die Abstinde der Schwungradmitte von den beiden Lagermitten
betmgen @, = 110 em und a, = 75cm (Fig. 128). Anzugeben sind die beiden
Lagerdriicke N, und N,.
Die drei Kriifte sind einander parallel. Man benutzt also Formel (55), indem
man zuerst die Momentengleichung in bezug auf die Wirkungslinie von N, aufstellt:

+N; (@ +ag) — Pra;=0,

a 75
also Ny= P ——2— = 4750 - 7o 00 1980 kg.
¢ ay + ay 185 g
Nun wird die Momentengleichung fur die Wirkungslinie von N, aufgestellt:
+Pray— Ny (ay+a)) =0,
i 110 i
algo Ny = al— ol 4750 + 18" o~ 2820 kg.
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Einen Nachweis fiir dieiRichtigkeit der Rechnung gibt dann der Summensatz:
Ny + Ny= P bzw. 1930 4 2820 = 4750 kg.

~ Beispiel 67. Eine Drahtseilscheibe ist belastet mit P = 380 kg. Ihre Mitte
ist um a; = 12 em von dem vorderen Lager entfernt; der Abstand der beiden
Lager betrigt a = 32 cm (Fig. 129). Zu berechnen sind die beiden Lagerdriicke
N; und N,.

Um N, zu ermitteln, wird die Momentenglei-
chung fiir die Wirkungslinie von N, aufgestellt:
—N,*a+ P-a,=0,
also :
B L. BOE W
: . ] Ny =2l a_380 32No20kg,
B g I somit groBer als P!
A 9 Um N, zu bestimmen, wird die Momenten-
a; 3 gleichung fiir die Wirkungslinie von N, aufgestellt:
4 P “I—N2'G+P'a1=0;
N also
i ay 12
Fig. 129. N, b= ——P-»Evz — 380 - 3277N—140kg.

Der negative Wert von N, besagt, daBl die Richtung von N, in Fig. 129 falsch
eingetragen wurde; es ist klar, dafl die obere Lagerschale des zweiten Lagers die
Welle halten muf, damit sie nicht von der Kraft P umgekippt wird.

Die Richtigkeit der Rechnung wird nachgewiesen durch

N, —N,=P bzw. 520 — 140 = 380 kg.

In der Fig. 123 und den dabei stehenden Darlegungen ist ange-
nommen worden, daBl P; diejenige Kraft ist, die den beiden anderen
P, und P, das Gleichgewicht hiilt. Ebenso gut kann natiirlich P, als
die Kraft angesehen werden, die den beiden P; und P, das Gleichge-
wicht hilt, oder auch P, als diejenige, die mit P, und P, im Gleichge-
wicht ist. Die Fig. 123 lehrt sofort, dafl, wenn die beiden ersten Krifte
entgegengesetzt gerichtet sind, die dritte die Richtung der kleineren
hat und auBerhalb beider auf der Seite der groferen liegt.

Auch aus dieser Uberlegung heraus hiitte man sofort in Beispiel 67 die Rich-
tung von N entgegengesetzt zur gezeichneten eintragen miissen.

Die Gegenkraft von P, in Fig. 123 ist die Mittelkraft der beiden an-
deren. Die Fig. 122 lehrt dann, wenn P entgegengesetzt angenommen
wird: Die Mittelkraft zweier paralleler Kriifte ist gleich ihrer alge-
braischen Summe. Dasselbe ergibt sich, wenn etwa die Gegenkraft
von P, als Mittelkraft von P; und P betrachtet wird.

In Fig. 130 sei R die Mittelkraft deér beiden parallelen Krifte P,
und P,, so daB R = P, + Pyist. Dann besteht auBlerdem die Glei-
chung 53: P;-a, = Py-a,. In bezug auf die in einem beliebigen

g Abstand @ von P, gezogene, zu den Wir-

! kungslinien der Kriifte parallele Gerade 4B

L : 22 JI ist nun das Drehmoment der Mittelkraft

j VAL a B ; Mp=R:(x+a) =R-x+ (P4 Py)-a,
R A oder

TFig. 130. Mp=R.z+ P;:-a,+ Py-a,,



»: |

Parallele Kriifte in derselben Kbene.

=)

und die Summe der Drehmomente der Seitenkriifte ist
2ZMp=P,-2+ P, (a + 2)
= (Py+ Py) -2+ P, (a; + ap)
=R.v+ P -a,+ P, a,
oder, da P;-a; = P;-a, ist,
Mp= 2 Mp: (56)

Das Drehmoment der Mittelkraft paralleler Krifte ist gleich der alge-
braischen Summe der Drehmomente der Einzelkrifte in bezug auf die-
selbe zu den Kriften parallele Gerade oder Ebene.

Die Formel (53) ist nur ein Sonderfall dieses Satzes fiir © = — a, .

Beispiel 68. Zwei auf einer Siule von der Kopfhreite b = 40 cm zusammen-
stofende Unterziige belasten den Siulenkopf mit P; = 34 t bzw. P, = 28,1t in
der Mitte jeder Auflagerfliche (Fig. 131). Anzugeben ist der Ausschlag der Mittel-
kraft R aus der Siulenachse.

Der Satz vom Drehmoment der Mittelkraft ergibt

b b
=P
Mit R = P, - Py erhiilt man hieraus
PP e 98
T 4. P+ P 4 B%4+3B1
nach der Seite der groferen Kraft P,.

Bei verschiedener Linge der Unterziige oder auch bei
gleichlangen, wenn die Lastenverteilung nicht ganz gleich- P
miifig ist, greift die Saulenbelastung R stets aufBerhalb Fig. 131.
der Silenachse an. ]

Sind mehr als zwei parallele Kriifte in derselben Ebene vorhanden,
so kann man zuerst zwei von ihnen zu einer Mittelkraft zusammen-
setzen, deren Grofle sich durch algebraische Summierung R, = P, + P,
ergibt, und deren Lage nach dem Satz vom Drehmoment der Mittel-
kraft Mp, = Mp, + Mp, bestimmt wird. Diese Mittelkraft wird dar-
auf mit der dritten Kraft in derselben Weise vereinigt zu R, = R, + P,
= P, ++ P, + P;, deren Drehmoment in bezug auf dieselbe, zu den
Wirkungslinien der gegebenen Kriifte parallele Gerade den Betrag hat

MRz it MR] + MP3 s o4 MP1 o MPz = MP3 .
Der obige Satz [Formel (56)] gilt also allgemein ftir beliebig viele
parallele Krifte.

Ra=+ P,

a = 0,95 cm

1 a,

Beispiel 69. Gegeben seien die parallelen
Krifte der Fig. 132: Ilg
Py= +440kg, P,;= +340kg, 2 %2
P, = —300kg, P,= —200kg, ip . b
deren Abstiinde von der Wirkungslinie der Kraft R
P, betragen
a,= —2,45m, a,=+125m, a;= +3,35 m. Fig. 132.
Anzugeben ist die Gréfe und Lage der Mittelkraft K. b
Die algebraische Summe der Kriifte liefert sofort .
R= 3P = +440 -+ 340 — 300 — 200 = 280 kg.
¢

|
7
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Ebenso liefert die algebraische Summe der Drehmomente in bezug auf die Wir-
kunggslinie von P,
Mp= R-+1= 440 -0 — 340 - 2,45 — 300 - 1,25 — 200 - 3,35
= 0 — 833 — 375 — 670 = —1878 mkg,
also ;

1878
—ﬁof = —6,71 m.

Die in Fig. 132 ganz iiberschligig eingetragene Mittelkraft R ist sowohl der
GroBe als auch der Lage nach unrichtig angegeben.

Zur Erleichterung der Rechnung bezieht man die Momente moglichst auf die
Wirkungslinie einer Kraft. Ks ergibt .sich fiir alle Abstéinde das gleiche Vor-
zeichen, wenn dazu die dullerste Wirkungslinie des ganzen Kriiftesystems ge-
wahlt wird.

Soll eine Anzahl paralleler Kriifte im Gleichgewicht sein, so darf
keine Mittelkraft entstehen,.d. h. ihre algebraische Summe mufl Null
ergeben. Demzufolge mufl ihr Drehmoment in bezug auf jede beliebige,
zu den in derselben Ebene angenommenen Wirkungslinien der Krifte
parallele Gerade ebenfalls Null sein. Fiir den Fall des Gleichgewichtes

gelten also die Bedingungen

=

; 2P=0, 2M =0. (57)
b P : P § P P o Beispiel 70. Ein Unterzug von der Linge
70 i AP e T ', I I = 5,1 m wird durch die dariiberliegenden
:r i | Triiger belastet mit je P = 18,0 t; die Ab-
[ ] stéinde der Lasten betragen
N l N, o == 120l aqpae 0,8 1, == /09 mi
Anzugeben sind die Auflagerkrifte N, und

Fig. 133. N,, wenn der Abstand der Auflager von-
einander [ = 4,8 m betrigt (Fig. 133).
Werden die Drehmomente auf die Wirkungslinie von N, bezogen, so gilt:

—Ny+ 1+ Pyray + Py (ay + a) + Py (ay + 2a) + Py *(ay, + 3a) =0,

also Ny ? (day + 6a)= 148’;) S(4-0,9 +6-1,2) = 40,5 t.
Entsprechend erhiilt man in bezug auf die Wirkungslinie von N,

Ny= T 6w = DD 403 4612 = 315t

P " Die vorstehenden

f s . Aufgaben gind auch

13 R 3 auf rein zeichneri-

LB Elp| schem Wege losbar.

d [ | Sind z. B. drei paral-

‘ | | lele Krifte P, P,,

| TR | | Pyinderselben Ebene

B ; Bi | gegeben (Fig. 134)

\L_Jl_g und soll die vierte

Tig. 134. Fig. 135. Kraft P, gesucht wer-

den, die mit ihnen im
Gleichgewicht ist, so setzt man zuerst die Krifte P, und P, zur Mittel-
kraft R,,, zasammen (Fig. 135), deren Lage im Krifteplan der Fig. 134
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durch das Seileck gefunden wird, das parallel zu den Polstrahlen der
Fig. 135 an beliebiger Stelle eingetragen wird. Jetzt wird R,,, mit P,
vereinigt zur Kraft P,, die gleich der algebraischen Summe aller ge-
gebenen Krifte ist, aber die entgegengesetzte Richtung hat (Fig. 135),
und das zugehorige Seileck an das erste in Fig. 134 herangezeichnet.
Der Schnittpunkt der dullersten beiden Seillinien gibt einen Punkt
der Wirkungslinie von 2, an.

Man erkennt sogleich, daf} fiir die praktische Ausfiihrung die bei-
den gestrichelten Linien wegfallen kénnen. Man triigt also an belie-
biger Stelle die Seillinien parallel zu den Polstrahlen hintereinander ein,
und das entstehende Seileck mufl geschlossen sein, wenn Gleichgewicht
zwischen den Kriiften vorhanden ist!?). :

10. Kriiftepaare.

In den Figuren 136a und b ist die Losung der Aufgabe dargestellt.
die Mittelkraft R’ zweier paralleler, aber entgegengesetzt gerichteter
Kriifte P, und P, zu finden, und zwar fiir den besonderen Fall

X b i
R TR | a__ 8
7 | 4/ P
Fig. 136a. Fig. 136b. R !y
et b” ~—‘l

P, ='—% P,. Die Mit-
telkraft R’ befindetsich
nun nach den S. 54 ge-
machten Feststellun-
gen auBerhalb der bei-
den gegebenen Krifte
in einem bestimmten Abstand & von P,, der, wie die Aufmessung
lehrt, gleich der doppelten Entfernung der beiden gegebenen Krifte
voneinander ist. A

In den Figuren 137a und b ist dieselbe Aufgabe fiir den besonderen
Fall P, = —3% P, behandelt. R" ergibt sich halb so groB als wie im
ersten Fall der Fig. 136, aber doppelt so weit von P, entfernt.

Das Drehmoment M = R-b in bezug auf die Wirkungslinie von
P, ist also beidemal desselbe. Je mehr die Gréfle von P, sich der von
P, nihert, desto weiter riickt die sich entsprechend verkleinernde
Mittelkraft R von P, und P, ab, wihrend das Drehmoment M in bezug
auf die Wirkungslinie von P, immer dasselbe bleibt.

Wenn schlieBlich P, = — P, gemacht wird, erhilt man R = 0;
jedoch ist dann der Abstand b = oco. D(as Produkt M = 0. oo ist

Fig. 137a. R Fig. 137h.
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nun im allgemeinen weder 0 noch oo, sondern hat einen bestimmten
endlichen Wert, im vorliegenden Fall M = R+ b = R” . b":

Zwei gleich grofle, aber entgegengesetzt gerichtete parallele Krifte
ergeben keine Mittelkraft, haben aber ein ganz bestimmtes Drehmoment
M . Man bezeichnet si¢ als Kriftepaar'®). Das Kriftepaar bildet
neben den Einzelkriiften, die eine Bewegung des angegriffenen Kor-
pers in ihrer Richtung hervorzurufen suchen, ein zweites Element der
Statik. Es hat das Bestreben, dem Korper, auf den es einwirkt, eine

s Drehung zu erteilen, und man unter-
l % P scheidet je nach dem Drehsinn rechts-
g . drehende Kriiftepaare, z. B. das der

k P\ ik Fig. 138a, und linksdrehende, z. B. das

= der Fig. 138b. Das MalBl der Drehbe-

Tig. 138a. Fig. 138b. strebung ist das Drehmoment M = P - a,

das Produkt aus der Grofie der parallelen
Krifte und ihrem Abstand, und zwar gilt allgemein die Vereinbarung,
da die Momente rechtsdrehender Kriftepaare positiv, die links-
drehender negativ gerechnet werden. -

Zum Nachweis dafiir, daB das Drehmoment das Mal} der Drehbe-
strebung ist, kann die Vorrichtung nach Fig. 139 benutzt werden. Das
Gewicht 1 halt dem am Drehbolzen der Scheibe angreifenden Schei-
bengewicht 1 das Gleichgewicht. Wird jetzt in einem bestimmten seit-
lichen Abstand vom Drehbolzen das
Gewicht 2 an die Scheibe gehingt,
so erteilt es der Scheibe eine gerad-
linige Bewegung nach unten, die
nur dann wegfillt, wenn ein glei-
ches, oben angebrachtes Gewicht 2
die Scheibe mit derselben Kraft nach
oben zieht. Es ist aber noch kein
Gleichgewicht vorhanden, sondern
i L die durch Anziehen der Befesti-

% % gungsschraube des = Mittelbolzens

7 etwas gebremste Scheibe dreht sich

Fig. 139. so lange, bis der Faden des an die

Scheibe gehiingten Gewichtes 2 mit

der Richtung des nach.oben ziehenden Fadens zusammentillt. Hingt

man das Gewicht 2 weiter nach auflen an die Scheibe an, z. B. im dop-

pelten Abstand, so dreht sich die Scheibe schneller in die Gleichgewichts-

lage. Dieselbe Zeit ist” unter sonst gleichen Umstéinden zur Drehung

notig, wenn der frithere Abstand beibehalten aber das Gewicht 2 unten
und oben verdoppelt wird.

Ein Kriftepaar kann in seiner Wirkung durch ein beliebiges andere
von demselben Drehsinn und dem gleichen Drehmoment ersetzt werden,

A

18) Poinsot, Flements de Statique. 1804.
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wie die vorstehende Darlegung lehrt, denn nur das Drehmoment ist
fiir seine Wirkung von Bedeutung:
Vi a
M:P.a:;.(a.n):(P.n).ﬁ,
n n
worin n eine ganz beliebige unbenannte Zahl sein kann.
Das Drehmoment eines Kriftepaares ist in bezug auf jeden belie-
bigen in seiner Ebene gelegenen Drehpunkt dasselbe. Denn setzt man
fiir den willkiirlich angenommenen Bezugs-

punkt O der Fig. 140 die Drehmomente beider i

Kriifte gemil den Angaben S. 51 an, so ergibt a Ayt

sich als Gesamtdrehmoment der beiden paral- | o ;0

lelen und gleichen Kriifte B . -
M = +P-ay— Py-ay Fig. 140.

=P-.(@g,—a3)=P:a.

Deutet in Fig. 140 O die senkrecht zur Zeichenebene verlaufende
Drehachse des Korpers an, auf dem das Kriftepaar (P, P,) links-
drehend einwirkt, so iindert sich nach
dem Obigen an dem Drehbestreben ; A
oder der Wirkung des Kriiftepaares
nichts, wenn O eine andere als L_ ; B
die gezeichnete Lage zu dem Kriifte- 3 2
paar hat oder wenn bei festgelegter ZERERER
Drehachse O das Kriftepaar irgend- Bl
eine andere Lage dazu hat: Ein
Kriiftepaar kann in seiner Ebene
beliebig verschoben werden, solange 3 |
nur die Angriffsstellen mit dem Kor- i 2 %
per unveriinderlich verbunden sind ’ 7
(Yel. 8 120 Fig. 141.

In Fig. 125 sind z. B. vorhan-
den zwei in dieselbe Wirkungslinie fallende Kriifte 1, das Gewicht der
Scheibe und das entsprechende Gegengewicht, ein rechtsdrehendes
Kriftepaar (2, 2) und ein linksdrehendes (3, 3) von gleichem Dreh-
moment. In Fig. 141 ist das Kriftepaar (2, 2) auf die linke Héalfte der
Scheibe  verschoben,
withrend sonst alles

sachlich unverindert @
geblieben ist.  Die WA 1]
Scheibe befindet sich H-———— -
dabei ebenso im Gleich- A B
gewicht, wie im Fall = =)
der Fig. 125.

|
|
. 1
Beispiel 71. Bei jeder [H Mo
Handwinde wandert das DQ _ Q L_JQ
Drehmoment, bestehend (Flg. 142.
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aus dem Druck bzw. Zug P der Hand und dem entsprechenden Gegendruck im
Wellenlager bei jeder Umdrehung einmal um den ganzen Kurbelkreis herum
(Fig. 142).

An dem kistenformigen Korper der Fig. 143 greifen in den Eck-
punkten 4 und B die gleichen, aber entgegengesetzt gerichteten Kriifte
P; und P, an, deren Wirkungslinien der Einfachheit halber mit den
parallelen Kanten des Korpers zusammenfallen. Sie bilden also ein
in der Ebene ABCD wirkendes Kriftepaar. Jetzt werden in dem Eck-
punkt £ zwei Krifte Py und P, von derselben Grofie wie die ersten an-
gebracht, deren Wirkungslinien in dieselbe Kante HH fallen, so daf
sich' ihre Wirkungen aufheben, und ebenso in dem Eckpunkt F die
wiederum allen gleichen und parallelen Kriifte
B Py und Py, deren Wirkungslinien mit der
B Kante F @ zusammenfallen und die sich so-
P < /_4[?/' mit, gleichfalls autheben. Man kann nun P,
: FaRs 2 mit Py zu einer Mittelkraft von der Grofe 2 P

+ vereinigen, die in der Mitte der oberen Fliche

B Jl_ A ABFE nach oben wirkt, und ebenso P, mit P,

¢ |77 777 7C zuder in demselben Punkt nach unten wir-

% kenden Mittelkraft 2 P . Beide Mittelkriifte

P heben sich wieder gegenseitig auf, und es

D : ; ¥ }

Fig. 143. blej]ben somit von afllen' Kr'aft:,en nur die

beiden P, und Py iibrig, die ein in der Ebene

EFGH wirkendes Kriftepaar von gleichem Drehmoment wie das erste P,

und P, bilden. Durch den angewandten Kunstgriff ist das Krifte-

paar (P, P,) durch das (P, Pg) ersetzt worden: Man kann ein Kriifte-

paar auch in eine zu seiner Ebene parallele Ebene verschieben, ohne

daB an der Einwirkung auf den Kérper etwas geiindert wird, wenn
nur beide Ebenen unverinderlich miteinander verbunden sind.

Beispiel 71 und 72. Ob an' der Seiltrommel der Fig. 142 die Last @ an der
vorderen Stelle 4 der Trommel hiingt oder an der hinteren B oder an irgendeiner
anderen dazwischen, ist gleichgiiltig; das zum Aufwinden erforderliche Dreh-
moment P - a bleibt immer dasselbe.

Ebenso kann man die Antriebsriemenscheibe einer Transmission an beliebiger

Stelle auf der Welle anordnen, ohne daB eine Anderung des erforderlichen Dreh-
momentes eintritt.

Q,

S b

Es seien in derselben Ebene zwei Kriiftepaare
gegeben von den Drehmomenten M, = +P . a und
My = —@-b. Man kann nun die beiden Kriifte-
paare so verschieben, dafl die Krifte ¢, und P, in
dieselbe Wirkungslinie nach entgegengesetzten Rich-

g tungen fallen, wie Fig. 144 zeigt; beide ergeben dann

die Mittelkraft R = +@, — P;. Schreibt man die

Q, Gleichung der Kraftmomente in bezug auf die Wir-
Fig. 144. kungslinie von @, auf, so erhilt man

= =(@Qu— P)-b+ Py (a—b)
oder nach Auflssung der Klammern, wenn noch die Unterscheidung
der gleichen Kriifte beiseite gelassen wird.

{0
o~
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M=—-Q-b+P:-b+ P.a—P-b
=+4+P.a—@Q-b,
das ist nach dem Obigen
M=M 4+ M,.

Soll nun Gleichgewicht bestehen, so mufl nach Formel (53) fiir die
drei parallelen Krifte R, @,, P, die Bedingung erfiillt sein, dafi die
Drehmomente (@, — P,) - bund P, (@ — b) in bezug auf die Wirkungs-
linie von @, gleich sind, aber entgegengesetzten Drehsinn haben, wor-
aus im vorliegenden Fall folgt M = 0 oder

M, + My;=0:
Zwei verschiedene in derselben oder in parallelen Ebenen an dem-
selben Korper wirkende Kriiftepaare sind im Gleichgewicht, wenn die
algebraische Summe ihrer Dreh-
momente Null ergibt (vgl. S. 52).

Jin Beispiel dafiir veranschau-
licht die Fig. 145. Die Scheibe ist
im Gleichgewicht, denn es ist

—0G3:4+20,-2=0.

Wenn nicht Gleichgewicht be-
steht, ist die algebraische Summe der
Drehmomente beider Kriftepaare
das Moment des bei der Zusammen-
setzung beider Kriftepaare ent-
stehenden neuen Kriftepaares. & w2 4

M=M+ M, Fig. 145.

Einen unmittelbaren Nachweis dafiir liefert die Fig. 146. Gegeben
sind die beiden an demselben Kérper angreifenden Kriiftepaare (P P,)
und (@;@,) von den Momenten M, = +P.a bzw. My, = —@Q-b.
Man verwandelt das letztere Kriiftepaar in ein solches | |
von gleichem Moment, aber dem Abstand a durch die @ Q

Rechnung —Q'-a = —Q - b, also Q@' = @ - ,% , und be- B

]

wegt dieses Kriiftepaar in seiner Ebene derart, daf} es die

in Fig. 146 gezeichnete Lage erhilt. Durch Zusammen- %

setzen der Krifte ergibt sich sogleich das Gesamt- Q

kriftepaar vom Moment M = R-a mit den Kriften b

R =P —¢. Nun ist

M=R.a=(P—-Q)-a=P-a—Q -a Q,
Fig. 146.

:P-a—Q-z—wa=P-a—Q-b:Ml-i-Mz.

Wirken mehr als zwei Kriftepaare in derselben oder in parallelen
Ebenen auf einen Korper ein, so addieren sich die Drehbestreben aller
algebraisch und fiir den Fall des Gleichgewichtes gilt

ok R
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Gleichgewicht besteht also nur, wenn die simtlichen auf den Kér-
per einwirkenden Krifte weder eine Einzelkraft liefern, die eine gerad-
linige Bewegung in ihrer Richtung hervorzubringen sucht, noch ein
Kriftepaar, das eine Drehbewegung verursacht. Es gelten also ganz
allgemein als Gleichgewichtsbedingungen fiir Kriifte in derselben Ebene
die drei Beziehungen

10 2K w iy
2:2Y =0, (57)
3:2M=0.

Beispiel 78. Zu ermitteln sind die groBten Auflagerkriifte des GieBereikranes
nach Fig. 147. Er ist belastet mit @ = 2t in der groBten Ausladung a = 4,2 m,
das gesamte Eigengewicht betrigt etwa G = 2t, dessen Wirkungslinie um
b = 1,06 m von der Hauptsiule entfernt ist. Die beiden Lager haben den Ab-
stand A = 4,0 m.

Der Kran stiitzt sich mit der wagerechten Grundzapfenfliche auf das Fuf3-
lager; dagegen wirkt also dort eine senkrechte Kraft V. Das obere Lager sichert
den Kran gegen Umfallen mit der wagerechten Kraft F, und das untere gegen

Auspendeln mit der ebenfalls wage-
rechten Kraft H,. Weitere #uBere
w e Kriifte sind nicht vorhanden.

Es bestehen mithin die Gleich-
gewichtsbedingungen:

7% 1. fiir die wagerechten Kriifte:
5 B, o B0

also
Q H, = —H,.

2. fiir die senkrechten Krifte:
+Q+G@—V=0,
V=Q+G@=4t.

3. fiir die Drehmomente in bezug auf denjenigen Punkt, durch den die
Wirkungslinien der meisten Kriifte gehen, also die Mitte des unteren

Fig. 147. also

Lagers: t
+Q-a+G-b—H +h=0,
also
25
221,06
T ARREY SRk 2,63 ¢ .

Man bemerkt, da (H,H,) das
den Kran haltende Kriiftepaar ist
und (V,Q + @) das ihn kippende,
aus den beiden Kriiftepaaren (QG)
und (G'@) zusammengesetzte.

Beispiel 74. Tiir den Derrick-
kran in Fig. 148 ist bei der grofiten
; Ausladung @ = 20 m, ferner ist
h=185m, b=122m. Die groBte Last betrigt @ = 20t, die Eigengewichte
sind G4 = 4,0t, G, =4,5t, Gy = 3,0t. Zu ermitteln sind die GroBen der Auf-
lagerkréifte V und H.
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Man erhilt sofort
Ve=@Q+ 2G=28156¢
und aus der Momentengleichung fiir den Angriffspunkt von V

b
+H b+ Gy 5 — G ‘2’ a0,

also
i 3 ;.9 .b)

iy (Q o 5, Gy e Gy /o
1 421,7

= < (20 - ,0 - -(’ — 36, = -:“, »
85 (20 - 20,0 4 4 - 10,0 g i) 18,5 22,8t

N

Auf einen Korper wirke an einer Stelle die Kraft P, (Fig. 149),
an einer anderen Stelle werden in derselben Wirkungslinie die” beiden
zu P, parallelen Krifte £, und P, entgegengesetzt zueinander ange-
bracht, und zwar seien die drei Krifte von gleicher Grofie. Da P, und P
gich unmittelbar aufheben, so #andern sie an dem Be-
lastungszustand des Korpers nichts. Nun kann man 4
(P, Py) als Kriiftepaar vom Moment P -a auffassen und P
Py als die um die Strecke a parallel zu sich selbst ver-
schobene Kraft P, . Man gelangt so zu dem Satz:

Eine Kraft kann parallel zu sich selbst beliebig ver- £ B
schoben werden, wenn nur ein in der Verschiebungsebene Fig. 149.
wirkendes Kriftepaar hinzugefiigt wird, dessen Moment
aus der Grofle der Kraft und dem Verschiebungsweg gebildet ist.

Da Kriiftepaare unbewegliche Korper, die sich nicht drehen kénnen,
mindestens zu verbiegen suchen, so heillit dieses Moment das Bie-
gungsmoment und die verschobene Kraft, die bei Trigern gewthn-
lich quer zur Trigerachse steht, die Querkraft. Die Biegungsmomente
und zum Teil auch die Querkrifte sind fir die Berechnung von Trigern
jeder Art maBgebend, wie die Zug- und Druckkriifte fiir Zugbiinder,
Saulen, Kolbenstangen usw. Man stellt das Biegungsmoment oft durch
einen gebogenen Pfeil dar (Kig. 150).

Umgekehrt kann aus der Fig. 149 auch der Satz entnommen werden :
Ein Kriftepaar (P, P;) vom Moment M kann mit einer Einzelkraft P,
zusammengesetzt werden ; man erhélt daraus die Einzelkraft P, parallel

M
zu sich selbst verschoben um den Betrag a = P Die Richtung der

Verschiebung bzw. im ersten Fall den Drehsinn des entstandenen
Kriiftepaares bestimmt man am besten durch Wiederholung der Fig. 149.

Beispiel 75. Der an einem Ende wagerecht eingespannte Triiger der Fig. 150
von der Linge /= 2,4 m wird am freien Ende durch eine nach unten wirkende
Kraft P = 2450 kg belastet. Anzugeben ist die Beanspruchung an der o = 1,5 m
vom freien Ende entfernten Stelle und an der Einspannungsstelle.

Man verschiebt die Belastung P parallel zu sich selbst um die Strecke a
nach der zu untersuchenden Stelle und erhiilt dort wirkend die Querkraft P
und das rechtsdrehende Biegungsmoment

M,= P-2= 2450 1,56 = 3675 mkg.
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Im Abstande 7 vom freien Ende ist die Querkraft dieselbe, das Biegungs-
moment hat dort den Wert

—

M, = P-l= 2450 - 2,4 = 5880 mkg.

P Es ist gleich dem Einspannungsmoment 3, das erforder-

lich ist, um den Triger festzuhalten, hat aber die ent-

gegengesetzte Drehrichtung. Den Verlauf des Biegungs-
momentes iiber die Trigerlinge gibt die Fig. 151 wieder.

Die Auflagerkraft N ist nach der zweiten Gleichge-

Big. 350, wichtsbedingung der Formeln (57) gleich der Belastung 2.
An der Auflagerstelle, wo demnach die Querkraft @ = P
— N = 0 ist. hat das Biegungsmoment seinen gréBten Wert.
M Beispiel 76. Anzugeben ist der Verlauf des Biegungs-
momentes und der Querkraft fiir den eingespannten Triiger
Fig. 151. nach Fig. 152.
Die Gleichgewichtsbedingungen (57) liefern
) 1 N'= Py 4" Pay
Q a, a,
P p und der Verlauf der Querkraft wird durch Fig. 153
M 2 7 wiedergegeben, Zwischen zwei Einzelkriiften ist die
@ 1 ' Querkraft unveriinderlich.
N k b) M= Py:a,+ Py (a, + ay),
Fig. 152. und der Verlauf des Biegungsmomentes ist in Fig. 154
————— dargestellt. Zwischen zwei Einzelkriften #indert sich
F das Biegungsmoment entsprechend der Entfernung
N von der einen oder anderen Kraft; die seinen Verlauf
Ji angebende Linie ist also eine geneigte Gerade. Das
grofite Biegungsmoment kann demmach bei Belastung
Fig. 153. des Trigers durch Einzelkrifte nur an einer Stelle

P

anftreten, wo eine Kraft auf den Triger einwirkt.

Beispiel 77. Anzugeben ist der Verlauf des Bie-
gungsmomentes und, sein grofter Wert fiir den auf
zwei Stiitzen gelagerten wagerechten Triiger, der durch
eine Kinzelkraft P belastet ist, die zwischen den Stiitzen
angreift (Fig. 155), ferner die Grofe und der Verlauf

Fig. 154. der Querkraft.
Nach den Angaben des Beispiels 63 erhiilt man
c ot s durch Anwendung der Momentengleichung in bezug
: A auf die Wirkungslinie der Auflagerkraft N,:
\ﬁ L i +Nl'l_P'62=0’
M\W M also

Fig. 157.

N,=P- °; . (58)
Das Biegungsmoment fiir die Angriffsstelle von Pist
TIPS AP 91-;32. (59)

An den Auflagerstellen hat das Biegungsmoment
den Wert Null; da seine GroBe entsprechend der
Entfernung vom Auflager wiichst, so erreicht es
unter der Last P den groBten Wert (Fig. 156).
Geht man etwa von der anderen Seite des Trigers
aus, 8o ergibt sich

) SRR - glliz

l
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An jeder Stelle treten zwei Biegungsmomente auf, Moment und Gegenmoment,
von gleicher Grifle, aber entgegengesetztem Drehsinn.,

Die Querkraft hat von dem Auflager 1 bis zur Last P den iiberall gleichen
Wert N;. Unter der Last éindert sie sich um den Betrag P, geht also durch
Null und hat von dort bis zum Auflager 2 den Wert N, (Fig. 157). Be-
merkt sei, dall die Querkraft zwar unter der Last den Wert Null hat, jedoch
dicht daneben die in Fig. 157 veranschaulichten Werte, so daB fiir eine
genaue Triigerberechnung die grofere Querkraft @ = N, mit beriicksichtigt
werden muf,

Beispiel 78. Fiir den in Fig. 158 dargestellten Triiger mit den beiden Lasten P
an den iiberkragenden Enden ist der Verlauf des Biegungsmomentes festzustellen,

Die beiden Stiitzdriicke N; und N, sind aus
Griinden der Symmetrie einander gleich, Das |p L P
Moment iiber einer Stiitze ist nach Beispiel 75
M = P-+c¢. Da die Momentenlinie zwischen zwei
benachbarten Kriften durch eine Gerade dargestellt
wird, so ist das Biegungsmoment zwischen den
Stiitzen iiberall dasselbe (Kig. 159).

Auch die Rechnung liefert das gleiche Trgebnis: Fig. 158.
In dem beliebigen Abstand 2 von der Stiitze N, ist )

M=—P:(c+a)+ N, 2,
und, da N, = P ist, A M
M= —P-e¢.

Die Querkraft hat auf den AuBenstrecken ¢
den Wert P, sie sinkt iiber den Stiitzen auf Null
und behilt diesen Wert zwischen beiden Stiitzen bei. Der Triger ist also
zwischen den Stiitzen ausschlieBlich durch das {iberall gleiche Biegungsmoment
P + ¢ beansgprucht.

Beispiel 79. Tiir den Standdreh- ki Q
kran nach Fig. 160 gilt das Umgekehrte
des in Beispiel 73 berechneten Gtieferei-
kranes. Das Eigengewicht G oo 350kg
kann ungefihr in der Mittellinie der
Standsiiule einwirkend angenommen
werden, ;

Man erhilt dann mit Q = 1t aus den
drei Gleichgewichtsbedingungen (57):

a) H,= H,,

D) VRl QA G T B 0 T e eSS T

¢) in- bezug auf die Mitte des
oberen Drehzapfens

. c
»-—-N’ M[—-——-{

. ) S

Fig. 159.

LT

+H h=+Q-a,
also
a 3
H=Q'—h-= 1 '*1"= 81

Auf die Standsiule wirkt oben die /N A
Kraft H, in der entgegengesetzten Rich- FAa\ AN
tung der Fig. 160; die Sdule wird an I\ \ Fig. 161.
einer beliebigen Stelle zwischen /; und Jiamotienay
H, beansprucht durch das Biegungs- //’\ V \\
moment M = H -z, das den grofiten Vi \ ,// \
Wert bei H, erreicht: e e M

Myge="H+} =28 »] = 3mt, Fig. 160. .

Stephan, Technische Mechanik. T. ¢ 5
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wo die Querkraftt H, — H, = 0 ist, withrend sie an den Zwischenstellen iiberall
den Wert H, hat. Fir a.lle unterhalb H, befindlichen Stellen ist das Biegungs-
moment dasselbe Mmax = 3 mt, jedoch tritt dort keine Querkraft mehr auf.
Den Verlauf beider zeigt Fig. 161.

Beispiel 80. Auf die freistehende Schornstein-
m m siule der Fig. 162 vom Gewicht G = 111,56t wirkt
] | in wagerechter Richtung der Winddruck P = 4,71 t
in der Hohe Ay = 12,74 m (Beispiel 100).

Um die Beanspruchung der Fliche zwischen
Schornsteingchaft und Fundament zu ermitteln,
verschiebt man die Kraft P parallel zu sich selbst

i dorthin (P’) und hat nun das Biegungsmoment

P, ¢ All& M, = P-h; hinzuzufiigen. Ferner ist die Fliche
| lla noch belastet mit dem Gewicht @, der Siule. Man

4% ¢ setzt jetzt G4 und M, zusammen und erhilt da-

le Z H‘E durch @, in der Richtung des Winddruckes ver-
= i schoben (Fig. 163) um den Betrag
2

] : M Pk 4,71 - 12,74
Fig. 162. Fig. 163. o= —t="_ 12 V" 0,54 m.
AT G 111,5 f

EET A, e

Um die Beanspruchung der Fundamentsohle zu finden, wird P bis dorthin
verschoben um den Betrag h, = 2,0 m, und das Biegungsmoment an der Stelle
betrigt dann

My= P (hy+ h)=M, + P+h,.

B=14t Bl-24¢=|B p .,
42 Das gesamte Gewicht von
a2l 2,0 A% 49 .| 240m.  Schornsteinsiiule und Funda-
{ r ment betrage
[ 3 ]
N oL N, @, = 111,5 4 85,7 = 147,2 t,
7 das mit dem Moment M, zu-
Qrl sammengesetzt wird und so um
|I den Betrag
I %2 g My M+ Prhy
{ s T Gy
4,71 - (12,74 + 2,0)
l Pl Ml B PL L
| 05¢ 1472 "

in Richtung des Winddruckes
verschoben ist.

Die Ausschlige a, und a,
diirfen  einen  hestimmten
Hochstbetrag — nicht  iiber-
schreiten.

Beispiel 81. Fiir den in
Fig. 164 mit seinen Belastungen
dargestellten wagerechten Tri-
ger auf zwei Stiitzen ist der
Verlauf der Querkraft und des
Biegungsmomentes anzugeben.

128 miissen zuerst die beiden
Auflagerkrifte berechnet wer-
den. Die Momentengleichung

Fig. 164.

in bezug auf die Wirkungslinie von N, liefert

Ny,=%-(18:5+24-34 242+
=4-(90+4+72+ 48+ 1,2) =3,

L,2-1)
Tt
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ebenso die Momentengleichung fiir die Wirkungslinie von N,
Ny=2%-(181+4+24-3+24:4+1,2-5)
=4 (L8+72+9,6+860)=41t.
Die Proberechnung ergibt
1,8 +24+24+1,2=37441¢t.
Jetzt konnen die Querkrifte bestimmt werden:
zwischen N1 und P, ist @ = N, =3,7¢,
" e }2,,6) Nl——PIHIQt
» P »w Py oy Q= Ny — Py —Py= —051%,
P P 99 Py 99 @= Ny = Py — Py — Py=—-29¢,
» P‘;- i -Nz ” Q‘“Nl—Pl——])—-I’—P:-Nz—_..zilf
- Die Biegungsmomente fiir die Wirkungslinien der einzelnen Krafte ergeben
sich wie folgt:

bei N, ist My=0,
»w Py sy My=387'1=3,
st g gy Mg= 8,743 —
w Py, My=41:2—-12:1="70mt,
Vorteilhaft wird jetzt von der Seite der Auflagerkraft N, aus gerechnet:
bei P, ist M, =4,1-1=4,1mt,
w Ny b Mg=0.
Durch geradliniges Verbinden der etwa im MaBstabe 1 mt = 3 mm aufgetragenen
Werte erhiilt man die Momentenkurve.

Die TFig. 164 lehrt, daB bei einem durch mehrere Einzelkrifte belasteten
Triger die Querkraft in der Nihe des grofiten Biegungsmomentes klein ist, so
daB sie im allgemeinen nicht beriicksichtigt zu werden braucht.

Das grofite Biegungsmoment tritt immer an der Stelle des Triigers
auf, wo die Querkraft durch Null geht. Hat namlich in einem Quer-
schnitt I eines beliebig belasteten Trigers, der vom freien Ende um
die Strecke a entfernt ist, das Biegungsmoment den Wert M und die
Querkraft den Wert ¢, so hat in einem dicht benachbarten Querschnitt 11
im Abstande dx vom Querschnitt I (Fig 165) das Biegungsmoment zu-
genommen um den Betrag d M = @ - dx, wobei das eine kleine Grofle
zweiter Ordnung bildende Moment der Belastung zwischen den beiden
Querschnitten I und II vernachlissigt ist. Hieraus folgt

@=". (60) i
Aus dem kleinen Dreieck mit den Katheten Q
dM und dz erhilt man nun die Neigung der
Momentenkurve zwischen I und IT zu ti% PR R
oy (ZM
B M,.. M/
An der Stelle, wo das grofite Moment auftritt, < ¥

mufl die Momentenkurve parallel zur Stabachse L
verlaufen, so da} dort tgg = 0 ist oder nach der Fig. 165.
vorhergehenden Gleichung (60) @ = 0.

Man benutzt diesen Zusammenhang, um®in bequemer Weise die

Stelle des groBten Biegungsmomentes zu bestimmen. .
H¥*

@
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Beispiel 82. Die Querkraftaufstellung der Fig. 164 liefert sogleich den Ort
des groBten Biegungsmomentes unter der Last P,. Die Berechnung der Quer-
kraft bis zur fraglichen Stelle kann sehr hiufig ohne Miihe im Kopf gemacht
werden.

Die vorstehenden Darlegungen gelten ganz allgemein. Der gréBite oder kleinste
Wert einer GrofBe y, die von einer gegebenen Verinderlichen » abhiingig ist, ist
derjenige, fiir den bei der zeichnerischen Auftragung des Verlaufes von y die
Tangente an die betreffende Kurve parallel zur z-Achse liegt, wo also die Gleichung
erfiillt wird

day
dzx

Trégt man die Belastung der Fig. 164 in einem beliebigen KriiftemaBstab,
am einfachsten dem der Querkraftlinien, hintereinander ab (Fig. 166) und zieht
von den Kraftendpunkten die Parallelen zu den zugehérigen Momentenlinien,
die in Fig. 167 noch einmal wiederholt sind, z. B. durch den gemeinsamen Punlkt
von Py und P, in Fig. 166 die Parallele zu der zwischen P, und P, in Fig. 167

=0. (61)

P B B
!ka, a-a, B
b I E
N,l\% N,

, % - 0

|

|

b a, W
B

Fig. 167. % Fig. 166.

£

verlaufenden Momentenlinie, so schneiden sich alle Parallelen in einem Punkt O.

Denn die gleich schraffierten Dreiecke beider Figuren sind einander #hnlich, da
alle Seiten parallel sind; demnach verhalten sich die Hohen H der Dreiecke der

Fig. 166 zu den Grundlinien P wie die Lingenunterschiede a zu den Ordinaten-

unterschieden y in Fig. 167. Die MaBstéibe sind nun in folgender Weise gewiihlt,

wie die Aufmessung ergibt:

Fig. 166: Krafte P: 1t wirkliche Grofe = 5,0 mm,
Hohe H: - R
Fig. 167: Linge a: 1m 0 PIRRE 11 SR
Hohe Yy: 1 mt ” » = 275 9 ¢
Bs ist also
10,0 20,0
9 5y o B0l

ein Zusammenhang, der zugleich mit der zuerst aufgefiihrten Bedingung nur be-
stehen kann, wenn H fiir alle Dreiecke dieselbe Linge hat, d. h. die Parallelen
der Fig. 166 alle durch den Punkt O gehen.

Ein Vergleich der Fig. 166 und 167 mit den Fig. 120 und 123 lehrt sofort:
Die Momentenlinie ist das Seileck, das fiir einen beliebigen Pol in den Kriifte-
plan eingetragen werden kann.

Die. Momentenlinie kann hiernach ohne jede Rechnung gezeichnet werden.
MiBt man die Ordinaten y der Momentenlinie im LédngenmaBstabe und den Pol-
abstand H im KriftemafBstab oder auch umgekehrt ab, so ergibt das Produkt
den wahren Wert des Momentes,

Beispiel 83. In Fig. 164 bzw. 167 ist
= T4mm, y,=150mm, ¢,= 14,0 mm, Yy = 8,2 mm,
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Damit wird mit

H:25-—1mm~ » =5t.
5 mm
100 5
1= o *T4= Tdom, also . M;=5+ 4= 870cmt,
Y =10 15,0 = 150 om, " My = 5 150.= 750 cmt,
Y = 10 + 14,0 = 140 cm, 1 My = 5+ 140 = 700 cmt,
Yy=10¢ 8,2 = 82om, 5 M,=5 82=410cmt
oder mit
H =25+ e mm - -2 — 250 cm
10 mm
h=+4" 1,4=148t, also M;= 250-1,48 = 370 cmt,
Yo == $ 15,0 = 8,00 t, o My = 250 + 3,00 = 750 cmt ,
Y= #°14,0 = 2,80 t, N5 My = 250 - 2,80 = 700 cmt ,
Yo=%"° 8,2=164t¢, i M, = 250 - 1,64 = 410 cmt .

Wenn der Lingen- und der Kriftemafstab in bequemen einfachen Zahlen
gewithlt wird, liefert die Aufmessung ohne besondere Umrechnung die Gréfe der
Biegungsmomente. Auch in anderen Fillen kommt man leicht zum Ziel, wenn
man zuerst das Produkt aus der in mm aufgenommenen Linge H mit dem Kriifte-
mafstab und dem Liéngenmafstab berechnet, z. B. im vorliegenden Fall

10 t cm cm -+t
o857 5 o R AR s e 080 e ke AR
und nun jede Aufmessung der y damit multi-
pliziert, also N, L N,
M, = 0,50 - 7,4 = 370 cmt,
M, = 0,50 - 15,0 = 750 cmt, Fig. 168.

M4 = 0,50 - 14,0 = 700 cmt,
M, = 0,50+ 8,2 =410 cmt.

Beispiel 84. Auf einen wagerechten, an den Enden frei aufliegenden Hinge-
bahntriiger von der Lénge I = 4,2 m verkehrt eine Einzellast P = 650 kg. An-
zugeben ist der Verlauf des Biegungsmomentes und der Querkraft unter der Last.

Die Fig. 168 stellt eine beliehige Lage der Einzellast dar. Nach den Ermitt-
lungen der vorhergehenden Beispiele ist das jeweilige grofite Biegungsmoment
an der Angriffsstelle der Last P vorhanden. KEs hat nach der Berechnung in
Beispiel 77, wenn dort die Bezeichnungen der Fig. 168 eingefiihrt werden, den Wert

x: (I —a)
i ;
Den Hochstwert erhilt man fiir

My = e
l [
X = -2— zu an.x = P Z .

Das Verhiltnis beider Werte zueinander ist

@ (1 —a) ///ﬂﬂml’
M, Aﬁ R e Sy iy f”,) et J
-
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Fiir die zahlenm#fige Ausrechnung teilt man den Triger etwa in sechs gleiche
Teile von der Liange 0,7 m. Es ist dann

P+ 12 =10,65 ~4,2% = 11,46 tm?,
und hiermit ergibt sich die folgende Aufstellung:
z g
l 6, L LB S G D
@ _(1 i x): o B el e B SRR

3 36 36 36 36 °

l
M, =0 1,592 2,549 2,867 2,549 1,502 0 mt.

Die betreffenden Werte sind in Fig. 169 aufgetragen. Die Momentenlinie ist
eine Parabel.

Die. Querkraft @ ist auf jeder Seite der Last gleich dem zugehorigen Auflager-
druck. Fiir = 0 hat man @ = P, fiir einen beliebigen Wert von w ist @ = P - —7-,
fir o= ; a8t 0 = g , fiir @ = [ ist wieder @ = P. Den Verlauf der Querkraft

stellt somit die Fig. 170 dar. Fiir ihre Beriicksichtigung gilt das in Beispiel 77
Gesagte.

Beispiel 85. Uber einen an beiden Enden unterstiitzten Krantriger von der
Lange [ = 19,2 m laufen die beiden Raddriicke der Laufkatze P; = 53t und
Py=4,7t in b= 20m Abstand (Fig. 171). Festzustellen sind die Biegungs-

momente fiir jedes 112 der Trigerlinge und der Verlauf der Querkraft.

Y Bei der gezeichneten Last-
1| stellung ist nach Formel (61) dag

e e Moment der ersten Last fiir die

Angriffsstelle der Kraft

@ x
M1:P1‘l2‘7"(1"‘7)

l und das der zweiten Last fiir
ihre Angriffsstelle

M sz-zz-“;b-@—””;rb);

ihr Verlauf ist in Fig. 172 iiber derselben Achse aufgetragen.
Das Biegungsmoment der zweiten Last ist an der Stelle, wo P, angreift,

verkleinert auf den Betrag
M, |M:
ﬁ{\ M= M, o

Fig. 171.

x —1:76 )
4 S gt
Fig. 172. und das Gesamtmoment an der

Stelle 2 ist hiermit

MZ=M-1+M5=Pl-lz--i;-(l—-gli)+P2-l2-%-(1—%-——?)
oder
M1=l-x-[(P1+P2)-(1-——?)-P.‘,-Zl)-r]. (62)
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Wird noch eingesetzt x = 2 -l, worin ¢ die ganzen Zahlen von 1-—12

12
darstellt, so folgt
—p. 0 3 SR P ol gy
urw Bl vy [t pa- 12) P l.!
oder mit den gegebenen Zahlenwerten
. b v 4,7 + 2,0 |
s 109 . | o7 . oL S s
M,=192-1,6-2 110 (1 ]2) 19.2

= 380,72 + ¢\« [10 (1 - ]2) - 0,49] mt .

Damit erhiilt man die folgende Zusammenstellung:
1= 1 2 3 4 5 6 Vi 8 G aslOr il
10+ (l - 1@2) = 9,167 8,333 7,500 6,667 5,833 5,000 4,167 3,333 2,500 1,667 0,833

[—]= 8,667 7,843 7,010 6,177 5,344 4,510 3,677 2,843 2,010 1,177 0,343
M, = 266,6 482,9 645,8 759,0 820,8 1006,6 801,7 698,7 555,7 361,6 —

Die zweite Zeile der Zusammenstellung wird sofort durch einfache Addition
niedergeschrieben, wenn sie von der rechten Seite begonnen wird. Die dritte
folgt daraus durch Abziehen von 0,490 und die vierte durch Multiplikation der
Werte der dritten Zeile mit 30,72 - 4.

Fiir den 11. Knotenpunkt des Obergurtes kann kein M, mehr angegeben
werden; es ist klar, dafl fiir den
rechten Teil des Triigers die Stel- B
lung der Laufkatze maBgebend
ist, bei der P, auf einem Knoten-
punkt steht. In dem Fall gilt |
nach Fig. 173 :

I

=

o]
Mzzpz’lz’x'<1_"9§'), b X ot a3 ﬁ.i
: 5 " Fig. 173
x — ® —
]‘/11: Pl.l2. i .(1 s ,,,,,l ,>,
| . lti_— . 2.(1‘.__1),_).( __x>
M} =M, l—x+b_P1 l ] i 1 ;
also
' x b
=0 (1 = 2) iy 4 Py 2 B2 (63)
Wird hierin wieder @ = ]% o/ emgesetzt so gilt jetzt
: & AR el
M*:l"(l_m) [(P1+P2) 15 —Faty

oder mit den gegebenen Zahlenwerten
M, = 368,64 - (1 L 1’2> +[0,833 + § — 0,552] mt .

Die Zusammenstellung lautet jetzt:

fe= 2 3 4 5 6 7 8 Dl 540 11
0,833 « ¢ = 0,833 1,667 2500 3,333 4,167 5,000 5,883 6,667 7,500 8,333 9,167
[—]= 0,281 1,115 1,948 2,781 3,615 4,448 5,281 6,155 6,948 7,781 8,615
M*= — 342,5 36,6 683,56 777,4 819,9 811,2 751,4 640,3 478,1 264,7

L
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Fiir die Berechnung der linken Trigerhiilfte (¢ =1 bis 6) gelten also die
Werte der ersten Zusammenstellung, fiir die der rechten Trigerhilfte (¢ = 7—12)
die der zweiten. Im allgemeinen fithrt man die Triger symmetrisch zur Mitte
aus und berechnet dann naturgemi nur die Hilfte der ersten Zusammenstellung.

Fiir die Querkraft an der Stelle » gilt, wenn die Last P; dort steht,

l l—x—0b

Sk
Q=P == 4 Py m 0

oder !
@ n
Q=P+ P) (1) = P, 7. (64

Das ist der Klammerausdruck der Formel (62). Demnach gibt die dritte Zeile
beider Zusammenstellungen schon die Gréfe der Querkraft in t an.

Beispiel 86. Uber einen Krangleistriiger oder vollwar digen Krantriiger von der
Linge ! zwischen den beiden Auflagern wandern die beiden Raddriicke P; und Py
im Abstande @ voneinander. Anzugeben ist

A - b a A das grofBte Biegungsmoment des Trigers.
i Der Auflagerdruck N, (Fig. 174) folgt

[7 aus der Momentgleichung in bezug auf die

\l——/’_f" Wirkungslinie von Ny:

N Ne Ny.1—P,-(1—a)— Py (1— 2 —a)=0.

Fig. 174. Damit ergibt sich das Biegungsmoment unter
der ersten Last zu

M,=Nl-x=1;1-(l-x—xz)+Il)2-(l-x—z2—a-x).

Seinen Hochstwert erreicht es nach Formel (61) an der Stelle, wo (%Ai‘- =0
ist, also fiir
%-(Z—Q:&) -} Zz-(l—Zx-—a) =0.
Hieraus erhilt man die Stelle des grofiten Biegungsmomentes
i 0
2 2 PPy

Durch Eingetzen dieses Wertes in die obige Gleichﬁng folgt

i 4, . B i g )
Mmax—4-(P1+P2)-l-[1—<~l-P—IJ;_—Pz |- 1-peafr-3 27

Ist @ wesentlich groBer als —;——, so ruft der in der Trigermitte stehende

Raddruck P, dort das Biegungsmoment M = |- P;.1 hervor (Beispiel 77).
Durch Gleichsetzen der beiden Biegungsmomente erhilt man den GroBtwert des
Lastenabstandes, fiir den die obige Formel gilt, leicht zu

_j. Dt P l/ﬂ'ff’?ﬁ)
e '(1" T
der fiir gleiche Lasten P ﬁbergeht in ¢ = 0,6857 . .
Beispiel 87. Eine mit den beiden Enden auf den Bindern aufliegende Dach-
pfette von der Liange I wird durch fiinf in.gleichen Abstiinden angeordnete Sparren

mit derselben Kraft P an jeder Stelle belastet (Fig. 175). Anzugeben ist der
Verlauf des Biegungsmomentes.
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Die Anordnung ist symmetrisch zur Mitte, so daf die Auflagerkriifte einander
und der halben Gesamtbelastung gleich sind: N = § P. An Stelle des grofiten
Biegungsmomentes ergibt sich ebenfalls sofort die Mitte der Pfette. Man erhiilt
fiir diese Stelle

I !sl kl P
M:N-;—P-;—P-Z-l l 1 l
!
=p.l.(, g, 27) N
2 5
oder Fig. 175.
13

M:_zT)P le= 10,85 P 1

9 6, ;
Fiir den Angriffspunkt der ersten Last vom e ]
Auflager aus gilt 4

e

\

B O

[*43
i

Sl (PR . g Fie. 1
e i e Dy e le, g. 176.
b e dhks TR
=025+ P-1
und fiir den Angriffspunkt der zweiten Last
3 I l e S 1
TR TR SR 1 ( LS ): Pl
g =N 25 i 5 P+l 5'3 "3 5 0,60 ».2 o

Die Fig. 176 veranschaulicht den Verlauf des Biegungsmomentes.

Wesentlich giinstiger, auch fiir die konstruktive Ausbildung, ist die Anord-
nung nach Fig. 177: Man la8t die Pfetten abwechselnd um eine Strecke ¢ beider-
seits iiberkragen und hiingt eine kiirzere von der Linge I, = | — 2 ¢ dazwischen.

A N e e e )
LMz, N'cw |/ Nc

Fig. 177.

0,325

W

9225, 325 Pl

Fig. 178.
Fiir die kiirzere Pfette gilt
Nl e g i 5
und das Biegungsmoment in der Mitte betrégt
l, l
M; = N, 21 — P- 5
=3 pl ) T, ..(_1,1 ?,.0)
ot (e (’2’“c om0ty Rl ok S
Fiir die lingere Pfette ist -
H '

N=X 45 P=5P.

¢
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Die Querkraft geht hier, wie eine einfache Addition lehrt, dreimal durch Null,
iiber den Auflagern und in der Mitte.
Fiir die Auflagerstelle der rechten Seite der Fig. 177 gilt

1 1
.LM0= +N1'C+P'2'5’
o v s ol e AR .«1 3&)
=+45-P-] Z+P 10 l=+P-l 10~|—2 )
und fiir die Mitte der Pfette
P .. .U ) 3 it gt
M= —N 2—|—N1 2—{—0 + P 5+P 2‘ —5+P 3 03
i1 c)
iy bt (20 B
Die Momente in den beiden Trigermitten sind also einander gleich:

M=M,.

Der Kragtriger wird nun am giinstigsten ausgenutzt, wenn seine beiden
Biegungsmomente M, und M der Grofie nach iibereinstimmen:

p.l.(ll 3 g):p.,.(l +3_.£)

: T § AR A
oder
3.% _ L |
' B0 IS0
also
c 3
7=‘>20 bzw. ' ¢=0,15-1.
Die drei Biegungsmomente haben dann den Wert
11+ 3. '@ )
MRl (%——2 20 = 0825+ P -1,

sind also nur halb so groB, als im Fall der Anordnung gemif Fig. 175. Den Ver-
lauf des Biegungsmomentes in beiden Pfetten gibt Kig. 178 wieder.

Um die Anordnung mit bestem Vorteil auszufithren, ist der Abstand des
Giebelbinders vom niichsten zu 0,85 7 zu wiihlen.

Beispiel ,88. Eine Schachtférderanlage fordere jedesmal 6 Wagen von je
325 kg Kigengewicht mit je 550 kg Kohlen. Der Forderkorb wiege ¢ = 3850 kg,
das Forderseil von 35 mm Durchmesser und 620 m Liinge 4,10 kg/m. Anzugeben
ist das zum Antrieb der Seiltrommeln erforderliche Drehmoment.

Es ist die Nutzlast P = 60,55 = 3,30 t, das Gewicht der Forderwagen
G, = 60,325 = 1,95 t, das Seilgewicht G, = 4,10 - 620 = 2,54 t, der geschiitzte
Widerstand jedes Fahrkorbes W = 0,50 t.

Dann ist die Seilspannkraft der belasteten Seite

8, =P+ +Q+06,+ W=1214¢,
und die der leeren Seite
S=6G +Q—W=530t,
und zwar bei Beginn der Aufwirtsférderung.
Ist der Durchmesser der Seiltrommeln D = 7,0 m, auf deren eine sich das
stark belastete Seiltrum 1 aufwickelt, withrend das weniger belastete sich von

der anderen abwickelt (IFig. 179), so ergibt sich das bei Beginn der Férderung
notige Drehmoment zu

M=1}%-D-(8; —8,) = 3,56,74 = 23,60 mt .



Dag Seileck fiir beliebig gerichtete Kriifte, H

Am Ende der Férderung fiillt in 8, das Seilgewicht @, weg, dafiir kommt es
jetzt zu §, hinzu, so daB dann gilt

8 = 12,14 — 2,54 = 9,60 1,

8f= 5,30 + 2,54 = 7,84 ¢

Dag Drehmoment an der Trommel wird dann
M’ =3,5-1,76 = 6,1 mt .

Es schwankt also infolge der Wirkung des Seil-
gewichtes innerhalb sehr weiter CGrenzen um
17,44 mt.

Um das Seilgewicht auszugleichen, wird hiiu-
fig ein Unterseil verwendet, wie es in Fig. 175
gestrichelt ist. Man erhélt dann

S = 12,14 t unverindert,
Sy = 7,84t ebenfalls unverinderlich,

so daf} jetzt das Drehmoment an der Trommelachse immer den
Wert hat:

Durch das Unterseil geht man aber des Vorteils verlustig,
notigenfalls gleichzeitig aus zwei verschiedenen Teufen fordern zu
konnen, indem man die auf der Welle verstellbaren Trommeln Q,

|

[

|

M” = 3,5+ (12,14 — 7,84) = 15,05 mt. }
I

I

|
entsprechend gegeneinander verdreht. In dem Fall kann man i
|

den Ausgleich durch kegelige Trommeln bewirken derart, daf die s
gréBere Seilspannkraft S, an dem kleineren Halbmesser » angreift *\ g
und die kleinere Seilkraft S, an dem gréBeren Halbmesser R. e

Die Bedingung, dall die Antriebsmomente zu Anfang und Tig. 179.
am IEnde der Forderung den gleichen Wert haben, lautet dann

78, —~R:8=R-8 —r-8}.
Hieraus folgt mit den berechneten Zahlenwerten
” 9,60 - 5,30

: vyt D47 g a i Lol
Wiihlt man also 27 = 6,0 m, so wird
0,60
2R = 0:716‘7 = 8,04 m.

In Zwischenstellungen ist der Ausgleich allerdings nicht ganz vollstéindig,

11. Das Seileck fiir beliebig gerichtete Kriifte.

Fiir beliebig gerichtete Krifte, deren Wirkungslinien in derselben
Ebene liegen, gilt aufler der fiir die Berechnung benutzten Gleichge-
wichtsbedingung auf S. 39 auch die auf S 57 genannte fiir die zeichne-
rische Ermittlung: Sowohl das Krafteck als auch das Seileck miissen
geschlossen sein'®). Denn die dortigen Darlegungen bleiben unverindert,
wenn auch die Krifte nicht parallel sind.

Beispiel 89. Der aus Kupfer bestehende Zuleitungsdraht schnellfahrender
Straflen- und Uberlandbahnen wird nach Fig. 180 an einem bronzenen Aufhiinge-
draht befestigt und dieser an einem Stahldrahtseil. Die Spannweite des letzteren
betrage @ = 50 m, der gleiche Abstand der mit je P = 9 kg belasteten Aufhinge-
drithte ¢ = 7 m. Die groBte Spannkraft im Stahldrahtseil sei S = 120 kg. Auf-
zuzeichnen ist die Form des Seiles und sein grofiter Durchhang.
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Man triigh zuerst in einem beliebigen KriftemaBstab, z. B. 2 kg = 1 mm die,

Lasten P aneinander an (Fig. 181) und schligt von den Endpunkten dieser Linie 4 B
Kreishogen mit 8, die sich in O schneiden. Dann ist ABO das Krafteck fiir die
#uBeren Kriifte. Da das biegsame Seil sich in die Richtung der § einstellen muf,

80 ist durch 40 und BO auch die Richtung der Seilenden gegeben. Zieht man
jetzt von den Endpunkten der P gerade Linien nach O, so geben diese die Rich-
tung der entsprechenden Seilstiicke an, und das Seileck der Fig. 180 kann hier-

mit aufgezeichnet werden.

F paat SRR TR i Mit dem MaBstab 1 : 1000

f entnimmt man der Fig. 180

e o e e e e o e e i et den Durchhang in der Mitte
Tig. 180. f==3,6m.

Die Fig. 181 zeigt nun,
dal die wagerechte Seiten-
kraft H der Spannkrifte
iiberall im Seil den gleichen
Wert hat:

n=|s—(12)"

Bei praktischen Ausfiih
rungen ist die Spannkraft.S
ungefihr 34 mal so groB, als
die Aufgabe angibt, und die
Linien schneiden sich dann
. in so flachen Schnitten, daf
selbst bei groferer Zeichnung die Genauigkeit eine recht geringe ist. Man zieht
deshalb die rechnerische Bestimmung des Durchhanges f unter Anwendung des
Momentensatzes vor.

In Fig. 182 ist das halbe Seil mit den darauf wirkenden Kriften noch einmal
dargestellt: in bezug auf den Befestigungspunkt erhilt man als Gleichgewichts-
bedingung, wenn ganz allgemein ¢ Lasten P im gleichen Abstand ¢ auf der Strecke [
stehen:

—H'f+§'~;+P'<é “?)+P'(é_20)+"'+1"(é _i—21.c)

oder

‘.i_p.c(1+2_|_3+...+i_2‘1>. (65)

Der Klammerausdruck ist eine arithmetische Reihe erster Ordnung mit
dem gleichbleibenden Unterschied 1 der aufeinander folgenden Glieder. Allgemein
gilt fiir eine solche Reihe mit dem Anfangsglied # und dem gleichen Unterschied y
die Summe bis zum nten Glied _
2= o +(x +y) @42y + .. A [e+ (0 — 1)yl
oder nochmals in umgekehrter Reihenfolge geschrieben:
S=lz+m—1)y)+le+—2) yl+z+m—3)gl+... +a.
Durch Addition der iibereinander stehenden Glieder beider Zeilen folgt

2:Z=2n2+m—1)y-n,
also
nlnznal).

E=n-x+—2

(66)
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Mithin ist im vorliegenden Fall mit 2 =0, y =1, n = 2 Tz }
- b =1 .(i—l _1> !
TR L e B s L B
2 o 8 ’
Wird ferner noch eingesetzt

H=|/sz_<" .p), N %

2
so ergibt sich schlieBlich ! Py S
i—c-(z’—l) (i —3) P T‘c\ "
! 21 ) e
i A / QS); 1 j Fig. 182.
i 1. .
l/(iP ¥

worin der kleine Subtrahend 1 unter der Wurzel ohne praktischen Fehler meist
auller acht gelassen, d. h, /7 = S gesetzt werden kann, go dafl man erhalt

_,If.l.l- T TN W ]
f=g g i =1 —3)]. (67)
Damit wird im Fall des Beispiels bei S = 400 kg und ¢ = 7:
_i_.f’o.[ bR, ]_
=5 7|7 105° 64| =109m.

Dieselbe (leichung wird auch zur Berechnung des Durchhanges der Trag-
geile von Drahtseilbahnen unter einer Reihe von Wagen benutzt. Sie gilt auch
fiir ansteigende oder fallende Strecken nach TFig. 183, wenn § die parallel zur
Schriigen | gerichtete

Seitenkraft der Trag- S
seilspannung bedeutet. : 5

- Wi Fig. 183. 3P Fig. 184.

Die groBte im Seil auftretende Spannkraft S; berechnet sich dann nach
Fig. 184 mit Hilfe der Formel (44) aus

=84 (5-P) —2:8 (5P ) cos 90+ o)

Py e h
mit sinx = 01 zu

R e F Y

Entsprechend ergibt sich die kleinste Seilkraft

T T < o

¢
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Der linke Pfeil von § in Fig. 184 gehort zum unteren Dreieck mit S, als
groBter Seite und der rechte Pfeil zum oberen Dreieck mit S, als kleiner Seite.

Ein anderer Weg, zu der Formel (67) zu gelangen, ist der folgende: Nach der
SchluBbemerkung zu Fig. 54 in Beispiel 41 ist der Durchhang in der Mitte, wenn
nur die mittlere Last P vorhanden ist,

A
gy
Wenn nur die eine benachbarte Last P vorhanden ist, ergibt sich nach der Schluf-
formel in Beispiel 41 als Durchhang an der Laststelle

p.<'%_ ) ( +°).

el S i
und der davon herrithrende Durchhang in der Mitte ist nach dem Proportionssatz
1 l
P
Rl A Rl e e 7k e
% l+c i .
Der von der dritten Last P in der Mitte hervorgebrachte Durchhang ist entsprechend
l
PR J 1
NGl T e

Da nun die Lasten gleichzeitig vorhanden sind und auf beiden Seiten der Mitte
stehen, so ist der Gesamtdurchhang

=f1'|‘2f2’|“2f3'{""

By il 15 l-
sz'[4+<§~°)+<2 "2°)+"']‘
Das ist wieder die Gleichung (65).

Es ist ein allgemein giiltiges Prinzip, daf} sich die gleichartigen Wir-
kungen verschiedener Ursachen addieren, wenn nur die Ursachen un-
abhéngig voneinander sind. :

Man nennt diesen aus der Erfahrung gewonnenen Grundsatz, von
dem vielfach Anwendung gemacht wird, das Prinzip von der Sum-
mierung der Wirkungen, dessen Richtigkeit hier an einem Sonderfall
nachgewiesen ist.

oder

Beispiel 90. Ein Gewdlbe von ' = 15,2 m Spannweite entsprechend der
Gesamtlange = 15,82 m zwischen den Kimpferpunkten wird in 10 Teile von
gleicher, auf der Wagerechten gemessenen Linge geteilt und erfihrt etwa in der
Mitte jedes Teiles die ruhende Gewichtsbelastung (Fig. 185)

P Py s Gl i B A
Py = Py, =5,7t, P = Prp="T14,
Py o= Py 10,4 -

Anzugeben sind die Widerlagerkrifte NA.und Ny mach Grofie und Richtung,
sowie die giinstigste Form des Gewdlbes fiir eine gegebene Pfeilhche f = 2,7 m.

Die Aufgabe ist ausschlieBlich mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen nur
dann 16sbar, wenn das Gewdlbe Kiampfer- und Scheitelgelenke besitzt, die zum
Ausgleich der unvermeidlichen Unebenheiten der Hausteine Bleitafeln von 3 bis
4 mm Stérke enthalten.
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Man ermittelt die Richtungen der von jeder Last der linken Gewdlbeseite
erzeugten Kimpferdriicke N,, Ny, Ny, N,, Ny am linken Auflager nach den
Angaben in Beispiel 28, indem man die gerade Verbindungslinie BC zieht und
von den Schnittpunkten dieser Linie mit den verschiedenen P der linken Seite
die Geraden nach dem Kimpferpunkt 4 (Fig. 184). Werden die P von den Schnitt-
punkten aus etwa im KriftemafBstab 1t = 1,6 mm aufgetragen und von ihren

Fig. 185.

Endpunkten Parallelen zu BC gezogen, so sind damit die Kriiftedreiecke erhalten,
die die GroBe der Auflagerkriifte bestimmen.

Dieselbe Aufzeichnung wird fiir die rechte Seite des Gewolbes durchgefiihrt,
und die Ubereinstimmung der betreffenden Dreiecke bei symmetrischer Belastung
bildet die Probe fiir die Richtigkeit der Zeichnung.

Man trigt jetzt die siimtlichen 10 N fiir eine Seite
hintereinander an (Fig. 186), und nach dem Prinzip N N
von der Summierung der Wirkungen ist die Schlufllinie
die Gesamtauflagerkraft N,, die durch das linke
Kimpfergelenk in der erhaltenen Rich-
tung und Grofe geht. Man entnimmt
der Zeichnung N, = 42,3 t.

Werden nun die Lasten Py bis P,
an N, senkrecht nach unten angesetzt,
so gibt die Schlufilinie den wagerechien
Scheiteldruck H = 32,7t an und die vom u
Anfangspunkt der Kraft N, nach den
verschiedenen P gezogenen Linien die
GroBe und Richtung der zwischen den N,
entsprechenden Lasten der Kig. 185
wirkenden Gewdlbedriicke. Das so in
Fig. 181 von H aus gezeichnete Seileck
ist die Gewdlbestiitzlinie, und das H
Gewolbe ist bei ruhenden Lasten so Fig. 186
zu formen, daB seine Mittellinie sich Bt
dieser Stiitzlinie nach Moglichkeit anschlief3t.

Werden die wagerechten Abstinde der Lasten P, bis Py vom Auflager A
mit @, a, ... bezeichnet, so liBt sich bei bekanntem Pfeil f der wagerechte
Schub H regelmiBig finden durch die Momentengleichung in bezug auf A:

Pioay+Pyrag+ ...+ Psrag—H:f=0,
also H= } M,
im vorliegenden Fall:
H == 2%7 “[2,5 - 7,09 + 4,4 - 5,49 -+ 5,7 - 3,90 4 7,7 - 2,31

+ 10,4 - 0,62] Fig. 187.
H =827t
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Unter gleichen Lasten P sind doch die verschiedensten Gewdlbeformen mag-
lich, je nach der Wahl des Pfeiles f. Bei kleinem f ergibt sich ein groBerer wage-
rechter Schub H wund eine entsprechend grofe Auflagerkraft N,, denn nach

X TFig. 188. ¥

Fig. 186 ist N, = H? + (X P)?; bei groBem Pfeil f ist der wagerechte Schub H
und damit die Auflagerkraft N klein (Fig. 187).

Die vorstehenden Darlegungen gelten nur fiir die verhéltnismiBig selten zur
Ausfithrung kommenden Gewdlbe bzw. Bogen mit drei Gelenken. Die gebriuch-
lichen Gewdlbe und Bogen mit geschlossenen Scheitel- und Kimpferfugen sind

i in den Kimpfern ein-
gespannt durch ein
bei A wirkendes links-
drehendes Moment M ,
und ein bei B wirken-
des  rechtsdrehendes
Moment M,  Diese
Momente setzen sich
nun nach 8. 63 mit den
¢ Einzelkriften N, bzw.
N, derart zusammen, daB letztere aus
ihrer Mittellage nach unten verschoben
werden, Fiir flache Gewdlbe, deren Mittel-
linie im allgemeinen nicht sehr von einer
Parabel abweicht, gilt dann die folgende
zeichnerische Behandlung?).

H Tig. 189. Die Fig. 188 stellt dasselbe Gewdlbe
wie Fig. 185 mit vermauertem Scheitel

und Kiampfer dar; 4, B, C sind jetzt die Mittelpunkte der Kampfer- bzw. Scheitel-
fugen. Dann liegen die Schnittpunkte der Kémpferdriicke mit, der Wirkungslinie
der erzeugenden Last P auf einer Parallelen zu 4 B, die im Abstande 1,2 - f ge-
zogen ist, der Kampferdrucklinie. Der von der Last P erzeugte Kimpferdruck
schneidet ferner die durch' 4 gezogene Lotrechte in einem Punkt, der um die

o e

<o

3Y XU

Strecke ¢, = 145 I (2 -+ ;l—) von der Kimpferdrucklinie entfernt ist, und die
¥ 4

durch B gezogene Lotrechte in einem um ¢j = & 2 + e von der Kémpfer-
15 ay "

1%) Landsberg, Z.d. V.d. I. 1901.
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drucklinie entfernten Punkt. Hierin bezeichnet a, den Abstand der Last vom
Kiampferpunkt 4 und ay ihren entsprechenden Abstand vom Kampferpunkt B.

Die Werte der ¢ werden vorteilhaft fiir jede Last berechnet, weil die natiirlich
auch mogliche zeichnerische Ermittlung die Zeichnung leicht unklar werden 1a6t.

Nr. 5 4 3 2 1 I 1T Rl v v

P 104 17BN &4 25 95 d4d BT T 10,4 b
as= 0,68 2,39 3,97 555 7,13 871 10,39 11,97 13,55 15,26 m

nl = 23,27 6,62 3,97 28 222 182 1,62 1,32 1,17 1,04

4
ca=1818 6,21 4,30 3,49 304 275 254 239 22 219m
cp= 2,19 2,28 239 254 275 3,04 349 4,30 6,21 1818m

Die Endpunkte der Strecken ¢, und ¢, sind auf den Lotrechten durch die
Kimpfermittelpunkte mit den zugehorigen Zahlen bezeichnet. Jetzt werden die P
von der Kiimpferdrucklinie im Kriftemaflstab 1t = 1,5 mm nach unten abgetragen,
von den Endpunkten der ¢, Gerade durch die Anfangspunkte gezogen und durch
die Endpunkte der P Parallele zu den Schriigen von den cu-Punkten nach den
Anfangspunkten der P, wie das fiir P; genau angegeben ist. Es entstehen so die
Kriiftedreiecke fiir die entsprechenden Anteile von N, und N, Die Zeichnung
ist richtig durchgefiihrt, wenn bei symmetrischer Belastung z. B. Dreieck 3 kon-
gruent Dreieck III ist. :

Nun werden in Fig. 189 siimtliche Anteile von N, nach Gréfe und Richtung
aneinander angetragen, die Schlufilinie dieses Kraftecks ist die Gesamtauflager-
kraft N, TIhr infolge des Kin-
spannungsmomentes aus der
Kimpfermitte verschobener An-
griffspunkt wird ermittelt, indem
man von einem beliebig gewihl-
ten Pol O die Polstrahlen zieht
und in Fig. 188 das parallele
Seileck zwischen den N eintrigt.
Durch den Schnittpunkt der letz-
ten Seillinien geht N, parallel zu
dem N, der Fig. 189. Damit ist /N, Fig. 190. N,
ihr Angriffspunkt 4, erhalten.,

Werden jetzt noch die Py . .. P, vom Endpunkt von N, nach unten in Fig. 189
eingezeichnet und vom Anfangspunkt von N, aus die zugehorigen Strahlen ge-
zogen, darauf von A4, ausgehend zwischen die 7 der Fig. 188 die parallelen Seil-
linien, so ist damit die Stiitzlinie des eingespannten Gewdlbes N
bestimmt. Die Richtigkeit der Zeichnung wird dadurch ge-
wiihrleistet, daf die von A4, aus gezeichnete Stiitzlinie durch
den Punkt C' geht.

Man entnimmt der Zeichnung die
Zahlenwerte N , = 40,7 t und H = 31,7 t.
Beide Werte sind um rund 3 v..H.
kleiner als bei dem Gewdlbe mit drei
Gelenken,

Beispiel 91. Auf einen Dachbin- O
der von der Spannweite a = 11,80 m
und der Dachneigung & = 35° (Fig. 190)
wirken auf der Seite des festen Auf-
lagers die Schneelasten @, = 560 kg,
@, = 1100 kg, @, = 550 kg und auf der
Seite des mit Riicksicht auf die Wirme-
ausdehnung verschiebbaren Auflagers die Windkrifte P, = 650 kg, P, = 1290 kg,
P, = 640 kg. Anzugeben sind die Auflagerkrifte N; und N, nach Gréfie und
Richtung. .

Stephan, Technische Mechanik I. 6

Fig. 191. P
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Von der Auflagerkraft N, ist die Richtung senkrecht zum wagerecht ver-
schiebbaren Auflager bekannt, von der Auflagerkraft N, aber nur die Angriffs-
stelle am festen - Auflager. Zeichnet man also das Krafteck der Fig. 191 im Ma@-
stab 1 mm = 100 kg (auf dem Zeichenbrett wiirde man etwa 1 mm = 25 kg
withlen), so kann vorliufig nur die Wirkungslinie von N, eingetragen werden.
Jetzt wird der Pol O an beliebiger Stelle angenommen, von ihm aus werden die
' Polstrahlen nach den Endpunkten der einzelnen Kriifte gezogen, und nun wird
in die Fig. 190 parallel zu diesen Polstrahlen das Seileck eingetragen. Man fingt

am Angriffspunkt von N,; an, dann fallt ndmlich die Parallele zu O 0, die man
sonst nicht unterbringen konnte, zu dem Schnittpunkt zusammen ; hieran schlief3t

sich die Parallele I zu 01 und so fort. Zu der Schlufllinie des Seilecks wird die
gestrichelte Parallele in das Krafteck eingetragen. Ihr Schnittpunkt mit der
Wirkungsiinie von N, gibt die Grofle dieser Kraft an und bestimmt zugleich die
Richtung und GréBe von N, da das Krafteck ja des Gleichgewichts halber ge-
schlossen sein muf. . Man erhilt so N, = 2900 kg und N, = 1880 kg.

Sind Wind- und Schneelasten vertauscht, so kann man die gleichen Figuren
benutzen und vertauscht nur die Auflager und ihre Kriifte. Jetzt ist N, lotrecht
gerichtet und seine Wirkungslinie fillt in Fig. 191 mit den @ zusammen, withrend
die schriige Richtung von N, vorldufig unbekannt ist. Man erhiilt somit aus den
gestrichelten Linien der Fig. 191 N{ = 3000 kg und N| = 2350 kg.

12. Beliebig im Raum wirkende Kriifte.

Wenn die nach beliebigen Richtungen im Raum verlaufenden
Wirkungslinien der Krifte sich in einem Punkt schneiden, so ist nach
den in Abschnitt 8 gegebenen Vorschriften zu verfahren. Wenn Krifte-
paare vorhanden sind, deren Ebenen parallel zu einander liegen, so
addieren sich die Drehmomente einfach algebraisch (Abschnitt 10).

Bilden die Ebenen zweier Kriiftepaare M, und
M, einen bestimmten Winkel y miteinander, so
rechnet man beide Kriftepaare um auf den gleichen
Abstand a der Kriifte:

My = Pig, Mys=(hva

Sie werden nun so in ihrer Ebene ver-
schoben, daf} die gleichen Abstéinde @ in
der Schnittlinie der Ebenen aufeinander-
fallen (Fig. 192): in dem einen Endpunkt 4
greifen dann die beiden Krifte P, und ¢,
Fig. 192. je in einer der gegebenen Ebenen I und I1
an und in dem anderen Endpunkt B die
gleichen entgegengesetzt gerichteten Kriifte Py und @, . Sie werden in
der Ebene des Winkels P; AQ, bzaw. P, B, zu den Mittelkriften R,
bzw. R, vereinigt, die selbstverstindlich wieder gleich, parallel und
entgegengesetzt gerichtet sind, also ein Kriftepaar vom Drehmoment
My = R - a bilden.
Nun ist nach Formel 44
R*= P2+ Q%4 2:-P-Q-co8y,

also  Mp=R-a=1(P-a)+ @ -a)+2-(P-a)-(Q-a)- cosy
oder Mp=VM'+ M+ 2-M, - My-cosy. (69)
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In sich schneidenden Ebenen wirkende Drehmomente werden so
zu einem Gesamtdrehmoment zusammengesetzt wie Krifte, die sich
in einem Punkt schneiden®). Umgekehrt findet die Zerlegung eines
Kriftepaares in zwei andere, deren Ebenen einen Winkel miteinander
bilden, in entsprechender Weise statt.

Die Ebene des Gesamtkriiftepaares bildet mit der gegebenen Ebene
I einen Winkel «, der sich nach dem Sinussatz berechnet:

. Ql . Ql a .
sing = —' .giny = - - siny
b S i M
g M, .
oder sing = -2 .giny . (70a)

R
Entsprechend wird der Winkel f mit der Ebene 11 erhalten aus

sinf = JJ:[II - giny . (70b)
LR

Beispiel 92. Auf einer Vorgelegewelle sitzen eine Seilscheibe I vom Gewicht
¢ = 300 kg und eine Riemenscheibe II vom Gewicht @, = 400 kg; ihre Ab-
stiinde von den Lagern bzw. voneinander sind @ — 0,42 m, b = 0,40 m, ¢ = 0,58 m.
Der Seilzug von der
Grofle Py = 1200 kg
verliuft  wagerecht
nach der in Fig. 193
angegebenen  Rich-

zug von der Grofe
Py = 550 kg hat
gegen die Lotrechte
die eingetragene Nei-

ﬁ
tung, der Riemen- _ ey l (] =
G,
Ic,; A
|
|
|
i

gung y, und zwar ist b i T Gl
gy - 2t i el
gl o B | |

Anzugeben sind die {/‘m&i

Gesamtbiegungsmo-

mente der Welle an Fig. 193. - »

den Stellen 7 und I1.

Nach Formel (36) erzeugt das Gewicht G, an der Stelle I dag Biegungsmoment
a-(b+c) 300-0,42-0,98
1 1,40
und das Gewicht G, an der Stelle II das Biegungsmoment

ol L R AR DL R T L

My =G = 88,25 mkg

Moy = Gy

o Vi1
Den Verlauf der von beiden Gewichten herriihrenden Biegungsmomente, die in

derselben lotrechten Ebene wirken, stellt der untere Teil der Fig. 193 dar. Man
entnimmt ihr das von @; an der Stelle I1 hervorgebrachte Biegungsmoment zu

b a*b 300-0,42-0,40
M= My;* Sy =0 Ak SRR, '+ Ay 36,0 mkg
und das von @, an der Stelle I erzeugte zu
a a*b _ 400 -0,42 - 0,40

My = Myy+ P == = 48,0jmkg.

l 1,40
6*
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Entsprechend ist das von dem Seilzug P; an der Stelle I in wagerechter Ebene
hervorgerufene Biegungsmoment

ar(b o) _ 1200042098

Mi;=P- i Y 353,0 mkg
und das an der Stelle I7 ;
ME g =Py e e = i i 0’40~ = 144,0 mkg.

! 1,40
Ebenso erhélt man die beiden vom Riemenzug P, in der schriigen Ebene be-
wirkten Biegungsmomente
v P, .b-(a—l—c) =550-0,40~1,00
2 I 2 1 1, 40
a-b  550-0,42 0,40
MYl =Py g R ¥ e o 66,0 mkg,

Die weitere Bearbeitung erfolgt am besten zeichnerisch. Man triigt die Bie-
gungsmomente etwa im Momentenmaflstab 5 mkg = 1 mm fiir die Stellen I
und I nach Grofe und Richtung aneinander ab (Fig. 194) und entnimmt dann
der Zeichnung die Gesamtmomente

= 157,2 mkg,

M; = 46 mm = 230 mkg,
M= 35 mm = 175 mkg.

Bei kreisrunden Wel-
len u. dgl. ist es nicht
notig, die Lage der
Ebene des Gesamt-
momentes zu bestim-
men.

Beispiel 93. Das
doppelte Pappdach des
in Fig. 190 dargestell-
ten Daches von der
Neigung « = 35°, der Breite jeder Dachfliche b= 7,2 m und der Linge

! =50m wiegt 55 gi Das Gesamtgewicht auf einer Dachhiilfte betriigt also
G ="7,2-50-55= 2180 kg.

Auflerdem wirken darauf der Winddruck P = 2580 kg oder die Schneelast @
= 2210 kg (Beispiel 90). Anzugeben ist die Beanspruchung der Pfetten, die jede
Dachhilfte in drei gleiche Teile zerlegen.

Bezeichnet P die auf eine Pfette entfallende Belastung in kg, so
ist. das grofte darin auftretende Biegungsmoment bei richtiger
Kraganordnung (Beispiel 87) M = 0,325 - P - [ mkg.

Sind die Pfetten senkrecht zur Dachneigung stehende U-Eisen
(Fig. 195), so zerlegt sich die lotrechte Gewichtskraft G in die
beiden Seitenkriifte @ - sin & parallel zur Dachneigung und @ - cos
senkrecht dazu, ebenso die Schneelast @, wihrend die Windkraft P
schon senkrecht zur Dachneigung steht. Man erhilt so

Fig. 195. , : :
fiir Bigengewicht und Winddruck:

M= 03251} (G-cosx + P)=0,325-5-} (2180 -0,8192 + 2580) = 2364 mkg,
M;=0,325-7-% G -sinov = 0,325 -5+ } - 2180 - 0,5736 = 677 mkg.

fiir Eigengewicht und Schneelast:
My =0,325-1-} cosax+ (G + Q) = 0,325+ 50,8192 - (2180 -+ 2210) — 1948 mkg.
My=0,325-1+% sino+ (G + Q)= 0,325-5+%+0,5736 - (2180 + 2210) = 1364 mkg
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als Biegungsmomente in den durch die Achsenrichtungen 1 und 2 der Fig. 195
gelegten Ebenen.

Sind die Pfetten lotrecht stehende I-Fisen (Fig. 196), so fallen ¢ und @ schon
in die lotrechte Achse 1 und P ist nach den beiden Achsenrichtungen zu zer-
legen in P - cosx in Richtung der Achse 1 und P -sinx in Richtung
der Achse 2. Man erhilt so

fiir Kigengewicht und Winddruck:
M| =0,325-1-%(G + P-cosx) = 0,325-5-% + (2180 -+ 2580 + 0,8192)
= 2325 mkg,
M} = 0,325-1+%+ P-sinx = 0,325+ 5%+ 2580 + 0,5736 = 801 mkg,
fiir Eigengewicht und Schneelast:
MY = 0,325+1-§+(G'+Q) = 0,325-5- - (2180 -+ 2210) = 2378 mkg.  Fig. 196,
MY =0, bt

Es sei eine Anzahl von Kraften P,, P,, P, ... der Gréfie nach ge-
geben, ferner je ein Punkt der Wirkungslinien dieser Kriifte, der An-
griffspunkt oder auch ein beliebiger anderer, deren Abstinde in bezug
auf drei in demselben Punkt O zueinander senkrecht stehende Bezugs-
linien X, Y, Z durch die Léngen x;, y;, 21; @5, 5, 23; . . . gemessen
geien. Um die Lage der Wirkungglinien der Kriifte vollstindig zu be-
stimmen, sind noch ihre Neigungen gegen die positive Richtung der
drei Bezugslinien mit oy, By, 715 X9, fa, Va; . .. festzulegen. Fiir die
Kraft P, gibt z. B. Fig. 197 alle genannten Bestimmungen an. Es ist
jetzt zu untersuchen, ob die Krifte im Gleichgewicht sind bzw. wie sie
zu vereinigen sind.

Nach dem Vorgang der Fig. 118 wird zuerst jede Kraft nach den

Richtungen der "
drei Bezugsach- P Z,
sen zerlegt in 1
! X,
X,=P;:co8%,, A o
U = vieag i, : { ;
Z, = Py - cosy, ;z, | 1
3 ) o ¢ 0 | %,
4

Xo= P;:0084,, { /y/ Vi

2 % 4
Yo =t .Pgv. 008, L /%
. g O Fig. 197. Fig. 198.

Die mit verschiedenen Ziffern gekennzeichneten Krifte gehen im all-
gemeinen auch durch verschiedene Punkte des Raumes, dagegen die
mit gleichen Ziffern bezeichneten durch denselben Punkt (Fig. 198).

Jetzt wird Z, in ihrer Wirkungslinie soweit verschoben, dafl der
Angriffspunkt in der X Y-Grundebene liegt, was nach den Angaben in
Abschnitt 8 ohne weiteres angiingig ist, solange der neue Angriffspunkt
mit dem alten unverinderlich verbunden ist. Darauf wird Z; parallel
zu sich selbst und zur YZ-Ebene um die Strevke y, bis in die XZ-Ebene
verschoben. Das ist nach Abschnitt 10 zulissig, wenn einr Drehmoment
von der GroBe — My = —Z; -y, hinzugef?gt wird (Fig. 198). In der
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XZ-Ebene wird Z, noch einmal parallel zu sich selbst bis in den Schnitt-
punkt O der Bezugsachsen um die Strecke @, verschoben, was die Zu-
filhrung eines Drehmomentes M, = +Z, - z, erfordert.

Das gleiche geschieht mit den beiden anderen Seitenkriften X
und Y, der Kraft P,; die Verschiebung von X, bringt wieder zwei
Drehmomente —M; = —X, -2, und +M, = +X, -y, ein und die
Verschiebung von Y, entsprechend die Drehmomente My = + Y, - 2,
und —M, = —Y, -, wie die hier nicht gegebene Aufzeichnung
dieser Verschiebungen leicht ergibt. Die Vorzeichen der Drehmomente
sind positiv, wenn die Drehung rechtsherum verliuft bei Betrachtung
des Kriftepaares vom Schnittpunkt O der Bezugsachsen aus an der dem
Buchstaben M beigesetzten Achse entlang in der positiven Richtung
der Seitenkrifte, und negativ bei umgekehrter Drehrichtung.

Genau so wird mit den Seitenkriiften der iibrigen P,, Py ... ver-
fahren. Die in Richtung derselben Achse durch den Anfangspunkt O
- verlaufenden Seitenkrifte addieren sich nach Abschnitt 5 zu einer

Mittelkraft X = B X BPIGRAY
Y =2Y; = 2(P;-cosfy), L)
A ZZ; = Z(Pi & COS)’i) )
worin der Anzeiger ¢ der Reihe nach die Werte 1, 2, 3 . . . erhélt. Ent-
sprechend addieren sich die senkrecht zu derselben Achse wirkenden
Drehmomente, zu denen jede Kraft P; zwei Anteile liefert, gemaf Ab-

sohnitt 10:  apy = Iy = T(+Tiom — - ),
My =2 My =2(+Z;- 2 — X+ %), (72)
My =2M; =2(+X; s — Yo )

Wenn Gleichgewicht bestehen soll, darf bei der Addition weder .
eine Kraft noch ein Drehmoment iibrig bleiben, so daf} alle sechs Glei-
chungen 71 und 72 einzeln Null ergeben miissen). Im allgemeinen wird
der Fall nicht eintreten; dann kann man die drei Krifte X, Y, Z
nach den Angaben am Schlufl des Abschnittes 8 zu einer Mittelkraft
vereinigen von der Grofle

. R=yX*+ Y?+ 22, (73)

die mit den Bezugsachsen drei Winkel bildet, die sich berechnen aus

A x .

cosoc::R,cosﬂ=R B

Ebenso ergeben die drei Drehmomente, deren jedes eine Drehung um

die entsprechende Bezugsachse herbeizufithren sucht, geméfl den Dar-
legungen zu Anfang dieses Abschnittes ein Gesamtdrehmoment

M = YM: + M;+ M;, (75)

dessen durch den Bezugspunkt O gehende Drehachse mit den Bezugs-

achsen drei Winkel bildet, die sich berechnen aus

O

(74)

2 . M,
_ — = . 76
3 008K = s ousy =— (76)

7 vvi”"v)i (i;ATémbert, Recherches sur le précession des équinoces. 1749.

CoSQp =
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Die Richtung der Drehachse ist das wesentliche Bestimmungsstiick fir
die Lage des Drehmomentes, weil ja seine Ebene nicht festliegt, da das-
selbe Drehmoment in allen zueinander parallelen Ebenen dieselbe
Wirkung hat.

Der Anfangspunkt O der Bezugsachsen war nun ganz unwillkiir-
lich gewiihlt. Diese Willkiirlichkeit kann durch Anwendung der fol-
genden Hilfssiitze beseitigt werden.

In Fig. 199 sind zwei gerade Strecken 0 A = 7, und O B = I, dargestellt, deren
Endpunkte 4 bzw. B von den durch den Nullpunkt O gelegten, zueinander recht-
winkligen Bezugsachsen die Abstiinde w,, y,, 2 bzw. z,, Ys> % haben und die
mit den Bezugsachsen die Winkel oy, f;, 7, bzw. oy, f,, s einschliefen. Der
Abstand 4 B = d wird auf die « y-Ebene als 4’ B’ projiziert, und man entnimmt
der Figur nach dem Satz des Pythagoras

&t = AB" + (3 — 2, z
ferner ebenso . L
AB" = (g — 21)2 + (v — 91)? A
= (& — @)% + (41 — y2)% i z,
Damit ergibt sich
d® = (2 — @)% + (y; — yo)?
-+ (21 ~rzg)f. (77) 7 2
In dem Dreieck OA B 1iBt sich aber oY i x
nach dem Kosinugsatz angeben, wenn & i
der Winkel ist, den die beiden Strecken % A B %
-4 und 7, einschlieBen: T i 2
A= 0 A 13 — 20,1, cosd. % B
Hierin ist nach Fig. 199 bzw. Formel (49)
I = af +yi + 2} Tig. 199.

und =l 4+ yh+ 4.
Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke fiir d® erhiilt man hiermit nach Auflésung
der Klammern

x'f—25”1‘“524‘5”3"}“9?—2?/1‘?/2"*‘.1/3’[‘23—2z1'22+z§
=af 4+ Yl 2+ xR A2 — 20 1y 0089,

woraus sich alle Quadrate wegheben. Nun ist nach Fig. 195

&y =y + 008Ky 4 Zg =ilg* 008y ,
Yy = by " 08, Yo = ly* cO8 By,
2y =1l co8y;, 2y = 1y * CO8Y, .

Werden diese Werte in die vorstehende Gleichung eingesetzt, so folgt
— 21, + 0080 * Iy - cO8 0ty — 21y * cO8f3; * Iy + cOSfy — 21, + cO8Y; * Iy » cOS Y,
= —2{; * {30087,

also
COS) = COSK, * COSN, -+ COS M, * cO8f, - CO8yy * CO8Y, . (78)

Hieraus bestimmt man den Winkel zweier Geraden gegeneinander, deren Neigungs-
winkel gegen die drei aufeinander senkrecht stehenden Bezugsachsen gegeben sind.

In Fig. 200 stellt die wagerechte Strecke das durch die Formeln 75
und 76 festgelegte Gesamtdrehmoment M dar, indem die aus Formel 75
errechnete GroBle von M auf der durch die Formeln 76 bestimmten Dreh-

achse abgetragen ist. Man kann nun M zerlegen in zwei aufeinander
¢
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senkrechte Einzelmomente M, , dessen Drehachse mit der Wirkungs- -
linie der Mittelkraft R zusammenfillt, die durch die Formeln 73 und 74
nach Grofle und Lage bestimmt ist, und M,, dessen Drehachse dazu
senkrecht steht. Ks ist dann nach Formel 78

COSO = COSK + COSQ - COSf3+ COS ) | COSY + COSY ,

M

ferner
5 M, M, = M-cosd und My = M -sind. (79)
M M, kann auf seiner Drehachse so verschoben wer-
Fig. 200. den, daf es die Mittelkraft R in seiner Ebene
enthilt; dann lassen sich beide in dieser Ebene
M
gemil Abschnitt 10 zusammensetzen zu der um den Betrag » — = *

R
parallel zu sich verschobenen Kraft E. :

Die ursprimnglich gegebenen Krifte P;, P,, P, ... liefern also eine
einzige Mittelkraft R, die bestrebt ist, den Korper, auf den die P ein-
wirken, in ihrer Wirkungslinie zu verschieben, und ein Drehmoment
M, das bestrebt ist, ihn in der zu R senkrecht stehenden Ebene zu
drehen.

Man hitte auch in anderer Weise vorgehen konnen, indem man
davon ausgeht, daf die Mittelkraft B und die Ebene des Drehmomentes
M den Winkel 90—0 miteinander bilden. Man zerlegt nun R in die
beiden Seitenkrifte R, = R - sin(90—0) = R cosd, die senkrecht zur
Ebene von M steht, und R, = R - cos(90—3J) = R -sind, die in die
Ebene von M fillt. Die letztere Seitenkraft wird mit M zusammen-
gesetzt zu der um den Betrag 1 = !}?— verschobenen Kraft R,. HEs

e
bleiben somit zwei Krifte B, und R,, deren Wirkungslinien im Raum
senkrecht!?) aneinander vorbeilaufen, die also ein Kraft kre uz bilden?).

Ein Kraftkreuz kann hiernach stets auf e¢ine Einzelkraft und ein
Drehmoment, dessen Ebene senkrecht zu der Einzelkraft steht, umge-
formt werden.

Bemerkt sei, daff durch passende Lage der einzelnen Krifte zu-
einander und der verschiedenen Achsen sich die hier ganz allgemein
durchgefithrte Aufgabe hiufig sehr vereinfachen lift.

Beispiel 94. Der Korper 4 (Fig. 201) stehe auf einer Plattform B, deren
Oberfliche mit der Ebene des Versuchsfeldes abschneidet, und es soll die Gesamt-
heit des auf 4 ausgeiibten Wind- oder Erddruckes P gemessen werden?0),

Die Plattform wird gestiitzt durch sechs Stibe, die aus je zwei kriftigen
Blattfedern bestehen und sich unter dem Einfluf einer Druckkraft etwas zu-
sammendriicken derart, dafl schon bei kleiner Verringerung der Stablinge eine
bequem mefibare Ausbiegung der Federmitten erfolgt, die auf ein geeichtes Zeiger-
werk iibertragen wird. Die drei Stéibe S;, S,, S, liegen beliebig in einer wage-
rechten Ebene nur so, da.g sich ihre Wirkungslinien nicht in einem Punkt schneiden,

1) Kuler, Theoria motus corporum solidorum. 1765.
20y Miiller - Breslau, Z.d. B. 1904.
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die drei Stiibe Sy, Ss, Sg stehen senkrecht zu dieser Ebene und schneiden sich
ebenfalls nicht in einem Punkt.
Die Kraft 2 wird nach den drei Achsenrichtungen X, ¥V, Z zerlegt, und
es gilt dann
X =8
Y'=8; =8
Z=8,+ 8+ 8;.
Damit ist die GréBe und Richtung von P er-
mittelt, sobald die Grifen der sechs Stabkriifte

abgelesen sind. —-.l—d_
Die Lage des Angriffspunktes von P am |
Kérper A liefern die Momentengleichungen ¢ = e [ IS
My= (8 — 8;)+b f 5 17 glg
My= (8 —8,)-a, il il
Mz:S;;'d- N .I\\\ NN
Uber die Verteilung der Kraft P auf dem r——i—z~1—~ Lo Bl
Kérper 4 kann die Vorrichtung naturgemif | ' '
keinen Aufschlufl geben, |
|
III. Das Gleichgewicht. |
13. Der Schwerpunkt. I Ko
Aus der allgemeinen Erfahrung ergibt e i e
sich das Naturgesetz: Alle Kérper auf . Fig. 201.

der Erde werden nach dem lotrecht

darunter befindlichen Teil der Erdoberfliche angezogen. Die auf
jedes einzelne Teilchen eines Korpers wirkende Kraft, welche diese
Anziehung hervorruft, heiit die Schwerkraft. Die erlarung des
Ursprunges und der Ubertragung dieser Kraft ist nicht Gegenstand der
Mechanik (vgl. Abschnitt 3).

Da alle technischen Bauwerke im Verhiltnis so klein sind, daf die
Kritmmung der Erdoberfliche vollstindig vernachlissigt werden kann,
so sind die auf jedes Teilchen eines Korpers in demselben Sinne wirken-
den Schwerkrifte einander parallel.

Beispiel 95. Bei einem in der Nord-Siid-Richtung stehenden Gebiiude von
rund 230 m Linge wiirden die genau lotrechten Mauern von 20 m Hohe oben
0,73 mm weiter voneinander entfernt sein als unten. Wenn das Gebiiude in der
Ost- West- Richtung in Berlin (52° 30") steht, so findet sich dieselbe Abwelchung
schon bei 140 m Abstand der gleichhohen Ost-West-Mauern.

Die Mittelkraft aller Schwerkrifte desselben Koérpers oder eines
Korpersystems heif3t das Gewicht des Korpers. Es ist, weil alle Krifte
in derselben Richtung wirken, gleich der Summe aller Schwerkrifte
des Korpers oder gleich der Summe der Einzelgewichte der verschie-
denen Korperteilchen.

Da nun jede, das Gewicht bildende Einzelkraft eine ganz bestimmte
Angriffsstelle hat, das zugehorige kleine Teilchen des Korpers, so mufy
auch die Mittelkraft einen bestimmten Angriffspunkt.haben, der als
Schwerpunkt des Korpers bezeichnet wird. Bei den Schwerkriften
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ist also im Gegensatz zu den von anderen Koérpern auf den betreffen-
den ausgeiibten Zug- und Druckkriiften auch der Angriffspunkt viel-
fach von Bedeutung, und seine Ermittelung ist Gegenstand der folgenden
Darlegungen.

Der meist angewendeten rechnerischen Bestimmung des Schwer-
punktes wird der Satz 33 zugrunde gelegt: Das Drehmoment der Mittel-
kraft paralleler Krifte ist gleich der algebraischen Summe der Dreh-
momente der Einzelkrifte in bezug auf dieselbe zu den Wirkungs-
linien der Krifte parallele Ebene. Haben also die Einzelteile eines
Korpers die Gewichte ¢, Gy, G5 ... und die Abstinde von einer lot-
rechten Ebene x,, @,, @3 ..., so folgt der Abstand z, der Mittelkraft
2@ von derselben Ebene aus?)

Zy 20 = 2(G - 7)
zZu
(G- x)
e sa
Haben die Abstinde derselben Einzelgewichte von einer zur ersten

senkrechten, aber ebenfalls lotrecht stehenden Bezugsebene die Werte
Yis Ys> Ys - - -, S0 gilt entsprechend

gy = 28-9) \ (801)

(80a)

und die Schnittgerade der beiden in den Abstinden x, bzw. ¥y, zu den
betreffenden Bezugsebenen parallel gelegten sogenannten Schwer-
ebenen enthilt den Schwerpunkt, ist, wie man sagt, eine Schwer-
linie.

Es ist klar, daBl die Einzelgewichte und ihre Angriffspunkte keine
Anderung erfahren, wenn der als starr vorausgesetzte Korper gedreht
wird. Dreht man nun den Koérper mit den beiden Bezugsebenen der-
art, daB jetzt eine die ersten beiden Ibenen senkrecht schneidende,
also in der ersten Lage wagerechte Ebene in eine lotrechte Lage kommt,
so gilt fiir die Absténde z;, 2y, 25 .. .2, von dieser Ebene ebenso wie
oben

S (@G- 2)

TR
Die im Abstande z, zur wagerechten Bezugsebene gelegte Schwerebene
schneidet die Schwerlinie in einem Punkt, dem Schwerpunkt S.

Ist etwa die letzte Bezugsebene so angenommen worden, dal sich
2 = 0 ergibt, also auch z,- 2G = 0, so wird gem#B Formel 80c¢ auch
2(@-2z)=0. In dem Fall geht die Bezugsebene durch den Schwer-
punkt, und man kann aussprechen: Ist die algebraische Summe der
Drehmomente aller Kriifte in bezug auf eine Ebene gleich Null, d. h.

;. (80c)

) Varignon, Histoire de I'Acad. des Sciences de Paris 1714.
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sind alle Schwerkrifte in bezug auf diese Ebene im Gleichgewicht, so
enthiilt sie den Schwerpunkt.

Beispiel 96. Soll die Lage des Schwerpunktes eines Hebels fiir das Sicher-
heitsventil eines Dampfkessels ermittelt werden, so legt man den Hebel etwa
nach Fig. 202 auf eine Messerschneide. Bleibt er im Gleichgewicht darauf liegen,
80 gibt die Mittelebene der Messerklinge seine

Schwerebene an und der Abstand 2, von der —
Drehschneide des Hebels 1Bt sich bequem i
aufmessen. I ol !
L AL
Aus den obigen Darlegungen folgt, Fig. 202

daB, wenn alle Angriffspunkte in einer

Ebene liegen, wie z. B. bei einem diinnen ebenen Blech,.sich der
Schwerpunkt in derselben Ebene befindet. Wird nidmlich diese Ebene
zur xy-Bezugsebene gewihlt, so werden alle Abstiinde z-Null, also auch
2(@-z) = 0 und damit z,- 2G¢ = 0. Da nun 2@ nicht Null werden
kann, weil ja alle Schwerkriifte die gleiche Richtung haben, muf z, = 0
sein, d. h. der Schwerpunkt in der xy-Ebene liegen.

Ebenso ergibt sich, dafl, wenn alle Schwerkriifte in derselben Ge-
raden, etwa der Mittellinie eines Balkens oder Triigers, angreifen, auch
der Schwerpunkt in dieser Geraden liegen muf.

Die obigen Darlegungen erfahren eine erhebliche Vereinfachung
bei homogenen Korpern, das sind solche Korper, deren Masse gleich-
formig iiber den ganzen vom Korper eingenommenen Raum verteilt
ist. QGleiche Raumteile desselben homogenen Korpers haben also das
gleiche Gewicht, d. h. das Verhiltnis von Gewicht und Raum ist fiir
denselben homogenen Korper unveridnderlich :

aqd @
av . v
Gewohnlich wird bei festen Korpern @ in kg und ¥ in dm? angegeben,

dann ist y das Gewicht der Raumeinheit oder kurz das Einheitsge-
: 2 kg
wicht des Korpers gemessen in dms
Von dem Einheitsgewicht eines Stoffes ist zu unterscheiden das
spezifische Gewicht, das angibt, wieviel mal schwerer ein Stoff ist
im Verhiiltnis zu dem gleichen Rauminhalt von reinem Wasser von
der Temperatur 4° O, das also eine unbenannte Zahl ist. Es wird be-
sonders bei Fliissigkeiten viel angegeben. Da das Gewicht von 1 dm?
Wasser von 4° C auf dem 45. Breitengrad in Hohe des Meeresspiegels und
im luftleeren Raum fast genau 1 kg betrigt, so stimmt Einheitsgewicht
und spezifisches Gewicht zahlenméfig itberein, solange das kg als Kraft-
einheit und das dm als Langeneinheit gewithlt wird. Rechnet man aber
mit englischen oder russischen Mafien, so sind die Zahlenwerte der Ein-
heitsgewichte ganz andere, wihrend die der spezifischen Gewichte
natiirlich dieselben bleiben. :

Beispiel 97. Anzugeben ist das Einheitsgewicht von Gufeisen mit dem
spezifischen Gewicht 7,25 in englischen Pfund fgir den Kubikzoll.

=7 . (81)
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Es ist
1 englisches Pfund = 0,4536 kg,
1 englischer Zoll = 0,254 dm,
1 englischer Kubikzoll = 0,01639 dm?,
also
kg  0,01639 %
ldm3 — m = 0,03616 @,, engl.
und damit
k p %
7,25 Hfa" = 7:25- 0,03616 = 0,262 5 engl.

Fir manche technische Anwendung ist es vorteilhaft zu wissen,
dafl der Rauminhalt von 1 dm3 dargestellt wird durch
einen Stab von 10 m Linge und 1 dm?2 Querschnitt,
einen Draht -von 1 km Linge und 1 mm?2 Querschnitt,
eine Blechtafel von 1 mm Stiirke und 1 m?2 Fliche.

Einheitsgewicht y bei gewdhnlicher Temperatur.

kg kg
dm?® dm#
Aluminium, gegossen . 2,56 Holz, lufttrocken
5 gehémmert 2,75 Jisfon., s, et . 0,31 —0,76
Aluminiumbronze . . . 2,7 Pechkiefer .« v o . 0,83 —0,85
AnRpaEtt 1000 e 1,4 —1,7 Rotbuche " . % % v % 0,66 —0,83
{701 110 o AT RS W 6,7 Pantels Uil dy ig Fal 0,37 '—0,75
ARphslt: . s i 1,1 —1,5 Weibuche . . . . . 0,62 —0,82
1) R e A e Ll 11,3 Kalkmortel, trocken . . 1,656
BrennlSolle | ot wis e O 1,2 —1,5 3 Tsel sl v T8
IBROnze) NS S TR 74 —8,9 Kol o i BB e 1,4
Deltametall. . . . . . 8,6 TRonle ok’ ol ilel A 0,24
AR G o (bl s el 0,9 Kupfer, gegossen . . . 8,8
Blufieiseny, & o' ook 7,85 G gewalzt . . . . 8,9
i Bebatila e s S 7,86 Lagermetall, Weillmetall 7,1
Schweilleisen . . . . . 7,80 Messing, gegossen . . . 84 —8,7
GuBeisen . . . . . . 7,20—7,25 e gezogen . . . 8,43 —8,73
Glas fiir Flaschen. . . 2,6 Xy gewalzt . . . 8,52 —8,62
Gold, gehdmmert . . . 19,30 Nicka] . . " Gt PSRN 8,9 —9,2
gt fliie il 2,5 —3,05 Platin, gegossen . . . . 2L15
Graphits ' o ddas  Thbak 1,9 —2,3 »»  gehdmmert. . . 21,3 —21,6
Grobkohle ... .. usns 1,2 —1,5 Fotzellerisic (i oti. s 2,3
Holz, lufttrocken Schamottesteine . . . . 1,85
TEloHie e i, felin LS 0,69—1,03 Silber, gehdmmert . . . 10,5 —10,6
Hiplerualdy s i el 0,42—0,66 Ziegel, gewohnliche . . 1,4 — 1,55
Piochion F S g nis 0,57—0,94 Zink, gewalzt . . . . . 7,13— 7,20
35rTed o 7 SN R TR 0,35—0,60 Zinn, gegossen: ., iy 142

Bei nicht homogenen Korpern, wie z. B. Mauerwerk, Beton, geschiit-
teter Kohle oder Erde ist das Verhiltnis Zﬁ je nach der Stelle, die aus

dem Gesamtraum herausgegriffen wird, verinderlich. Immerhin lassen
sich bei hinreichend grofien Réumen ¥ doch fiir jede Koérperart un-

gefihr gleichbleibende Zahlen fiir-das Verhaltnis(; =1y’ angeben, das

hier als mittleres Einheitsgewicht bezeichnet wird. Um anzudeuten,
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dafl y” nicht fiir beliebige kleine Riéume gilt, withlt man gewhnlich

Vin m? und G'in t, so dafl das mittlere Einheitsgewicht in — gemessen
m

wird.
Mittlere Einheitsgewichte 5.
t t
m? mé
SERTOTN L H S ol B N Uy et iy 2,2 —2,3 T8 (GRS Lo Gl d 0,36 —0,47
Braunkohlen, lufttrocken aesh Zeohens" & .l 0,38—0,53
ingStltolten . . ol 0,65—0,78 Mauerwerk, gewthnliches 1,8
Formsand, aufgeschiittet 1,20 Sand, Lehm, Erde
5 gestampft . . 1,65 wroclzen) ot e L 1,6
Stiickkohlen A B el B d T s | 2,0
oberschlesische . . . . 0,76—0,80 Schnee, trocken . . . . 0,12
e A R R 0,76 —0,80 b 0 U v A A 0,45
niederschlesische . . . 0,82—0,87 A A B Ny, 0,79
Bamie L I 0,72—0,80
BRI s i 0,80-—0,86

Beispiel 98, Die Freileitung eines Elektrizitiitswerkes enthiilt Kupferdraht von
der Linge 12 630 m und dem Querschnitt 7,0 mm?2

”» ”»” 3 780 ”» ” ” ” 10’0 ”»
” ” 5 720 ” ” ”» ” 1275 ”
” ” 1 250 ” ” ” ”»” 16!0 ”
Anzugeben ist das Gewicht der Leitungen.
Man erhiilt
Gy = 12,63+ 7,0 8,9 = 786 kg,
@, = 8,78-10,0 - 8,9 = 336 ,,
Gy= 5,72-12,5.8,9 = 636 ,,
Gy= 1,25-16,0-8,9 =178 ,,
3G = 1936 kg

Beispiel 99. Ein Eisenbahnwagen mit 7= 6,72 m langer und b = 2,83 m
breiter Ladefliche soll @ = 15 t Steinkohle laden. Welche Hohe & muf3 der Lade-
raum haben ?

Aus der Gleichung
' G=1:bh-y

folgt
TR, Y., it
e byl L 8,72:42,8800,72
wori(;l fiir y” der niedrigste Wert der vorstehenden Zusammenstellung eingesetzt
wurde,

Fiir homogene Kérper, mit denen meistens gerechnet wird, geht die
Formel 80a tiber in

h e w0

e AT T 4

also

i o B
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und entsprechend

i V.

=232, (821)
(V-

2y = - (: ;_[7*§)~ . (820)

Wird fiir homogene Bleche von der Oberfliche ' und der iiberall
gleichen Stérke 0 eingesetzt V = F - 8, so hebt sich die Stiirke o heraus,
und man erhilt

2(F-x F2(F -
Ly = H(ZF ) bzw. Yo = (yFy) . (83)

Dieselben Formeln finden Anwendung auch auf rein mathematische
Flichen, deren Stirke 0 = 0 ist. Wenn Flichen unter dem Einflu3
des Wind-, Wasser-, Dampfdruckes oder dgl. stehen, wird davon
haufig Gebrauch gemacht, um den Angriffspunkt der Druckkraft zu
ermitteln, der mit dem Schwerpunkt der Fliche zusammenfillt, solange
der betreffende Druck gleichmifig tiber die Fliche verteilt ist.

Entsprechend erhilt man fiir Liniengebilde, die man sich zuerst
als mit Masse belegte Drihte vorstellen kann,

2l ) 2l
T = f—f:,— A und Yy == %l,y)'

Wenn der Querschnitt und das Einheitsgewicht schlieflich nach
Null konvergieren, d. h. sich der Null so weit als denkbar nihern, kénnen
die betreffenden Betriige aus den Gleichungen (80) herausgehoben werden,
so daf} die Formeln (84) auch fiir rein mathematische Gebilde zutreffen.

Hat ein homogener Korper eine Symmetrieebene, so entspricht
jedem Teilchen auf der einen Seite dieser Ebene ein gleich schweres

und gleich gelegenes auf der anderen Seite der Ebene,
und die Mittelkraft beider Gewichte fallt in die Sym-

[
metrieebene (Fig. 203). Dies gilt fiir alle Teile; eine
‘, ,’ Symmetrieebene ist also auch Schwerebene. Besitzt

(84)

ein homogener Kérper zwei Symmetrieebenen, so fillt
der Schwerpunkt in die Schnittlinie beider, in die
Symmetrieachse. Hat ein homogener Koérper drei
oder mehr Symmetrieebenen, so fillt der Schwerpunkt
mit dem durch den Schnitt von drei solcher Ebenen

Fig. 203. erhaltenen Mittelpunkt des Korpers zusammen.
Durch sinngemifle Anwendung auf Flichen und
Linien erhilt man allgemein: Besitzt ein homogener Kérper, eine
Flache oder eine Linie eine Symmetrieebene, Symmetrieachse oder

einen Mittelpunkt, so liegt darin der Schwerpunkt.

Der Schwerpunkt der geraden Linie, der Kreisfliche, der
Kugel ist also ihr Mittelpunkt. Der Schwerpunkt der Rechteck-
flache und des Rechteckumfanges ist der Schnittpunkt der beiden
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zu den Seiten parallelen Mittelachsen. Der Schwerpunkt eines belie-
bigen Prismas mit parallelen Endflichen liegt in der Mitte der Linge.
Der Schwerpunkt der Parallelogrammfliche und des Par-
allelogrammumfanges ist der Schnittpunkt der beiden Diagonalen
(Kig. 204), denn in bezug auf jede Diagonale ent-
spricht jedem beliebigen Teilchen auf der einen
Seite ein gleiches und gleich gelegenes auf der
anderen Seite, obwohl die Diagonalen nicht eigent-
liche Symmetrieachsen sind. Fig. 204.
Es geniigt, wenn die Ebene oder Achse nicht
reine Symmetriebeene oder Achse ist, daB} die auf beiden Seiten be-
findlichen Teile des Korpers oder der Fliche kongruent sind und die
homologen, d. h. gleich liegenden Stellen denselben Abstand von der
Ebene bzw. Achse haben.

Um die Schwerpunktslage beliebiger Koérper, Flichen und Linien-
gebilde zu bestimmen, ist nur die Kenntnis der Schwerpunktlage einiger
weniger Klemente erforderlich, die die folgende Zusammenstellung zu
den schon oben aufgefithrten beibringt.

1. Dreieckumfang. Die Linge der Seiten sei a, b, ¢, die Hohe &,
stehe senkrecht zu a (Fig. 201). Dann ist der Abstand des Schwer-
punktes § von der Seite s nach Formel (84)

B B D b hs S0 iy Ly Bk TRy
P @~ b -hie DA et ]
In derselben Weise kann man auch den Abstand » des Schwerpunktes

von der Verbindungslinie der Mitten der beiden Seiten @ und b bestim-
men:

" das ist der Quotient aus dem Dreiecks-
inhalt und dem Dreiecksumfang. Hieraus
geht hervor, dafl die Entfernung des
Schwerpunktes von den anderen Mitten-
verbindungslinien die gleiche ist. Er ist
also der Mittelpunkt des in Fig. 205 eingezeichneten Kreises.

2. Kreishogen (Fig. 206). Der Schwerpunkt liegt aus Symmetrie-
grimden auf dem Senkrecht zur Sehne 4B errichteten, den Bogen halbie-

renden Halbmesser OC'; sein Abstand x, vom Mittelpunkt wird nach
Formel (84) bestimmt, indem man den Bogen aus kleinen, gerade anzu-
nehmenden Linienteilen d b zusammengesetzt denkt, deren Schwer-
punkte S sich in der Mitte derselben befinden. Werden doch die Hilfs-
linien der Fig. 206 gezogen, so folgt aus der Ahnlichkeit des kleinen
Elementardreieckes und des grofien ODS’” db: ds = r: @ und hieraus

z-db=r-ds.

L
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Damit geht die Formel (84) tiber in

g 22 db  Zr-ds  2Zds
T 2db  2Zdb Zdb’

C denn 7 ist ein in jedem Summenglied vor-
b5 S b kommender gleichbleibender Faktor, der
Pras. B als einmaliger Faktor vor die ganze Summe

S gesetzt werden kann. Nun ist nach Fig. 206
£ >ds = Sehne AB = s,
i A Sdb— Bogen AB =b,
mithin
D 0 3
Fig. 206. LyeE= T« 5 (85)

Zu einer beliebigen Sehne s kénnen zwei Bogen angegeben werden
(Fig. 207 und 208) mit einem groflen und einem kleinen Abstand des
Schwerpunktes von der Kreismitte.

B Im Halbkreis wird
//-z:‘,j'y b 8= 27 undeh =N
/ \
G L—-—/r also
\. ,' o by s B R 0 0000 . (INE)
\\r__/ Tr T
Fig. 207. Fig: 208. 3. Dreiecksfliche (Fig. 209).

Das Dreieck wird in sehr schmale
Streifen zerlegt, die alle parallel zur Seite 4 B verlaufen. Der Schwer-
punkt jedes Streifens liegt in der Mitte desselben; der Schwerpunkt
des Dreiecks ist infolgedessen auf der Mitteltransversale 0D gelegen.
Durch eine gleiche Zerlegung parallel zur Seite A4 C' erhialt man als Ort
des Schwerpunktes die Mitteltransversale BE und, wenn die Zerlegung
auch noch parallel zur Seite BC' vorgenommen wird, die Mitteltrans-
versale AF. Der Schwerpunkt ist somit der Schnittpunkt der drei
Mitteltransversalen.
Wird die Gerade D F gezogen, so folgt aus der Ahnlichkeit der Drei-
ecke ASC und FSD:

48 _ AC

FS FD
und aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
ACB und DFB:

40_4B _ 2
FD. BD ¥
B ger Schwerpunkt teilt die Mitteltransver-
salen im Verhiltnis 2: 1.
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Der senkrechte Abstand des Schwerpunktes von einer Dreieckseite
ist § der zugehoérigen Hohe und der von einer Ecke § der zugehérigen
Hohe.

Das Moment der Dreieckfliche in bezug auf eine Seite, z. B. BC = a
ist

M.l :F-xoz %.a-‘hl. .‘]i"hl
oder
M,=%}-a-ht. (86a)

Entsprechend ergibt sich in bezug auf die Spitze
My=%-a-hi. (86b)

4. Fliche des Paralleltrapezes (Fig. 210). Durch Zerlegen des
Trapezes in sehr schmale Streifen lings der parallelen Seiten erhilt

man wie beim Dreieck als Ort des GibD
Schwerpunktes die Verbindungslinie i ¢ 4 E
G H der Mitten dieser Seiten. 2
Wird jetzt das Trapez durch die 5 h
Diagonale C'B in zwei Dreiecke zer- Ya
leg:,dso e]rsgib‘y iich xlaghdy*ovl?el 2(2153) ey ot
mit den Bezeichnungen der Fig. ; Pig. 210,
RECR RO N b L & Y
Y= " The(a+0) 3 ' atb’ e
$bh-3h+ Yah-3h _ h b+2a
S el B) 3 b+a e

und durch Divigion beider Gleichungen

Yo _@+2b a4 b

% nb B0 oA

Hieraus folgt die Aufzeichnung des Schwerpunktes?®): Man zieht die
Mittellinie GH des Trapezes und trigt dann an die Seite b die Linge @
bis zum Punkte Z an, ebenso an die Seite @ die Lénge b nach der ent-
gegengesetzten Richtung bis % . Die Verbindungslinie KF schneidet
die Mittellinie im Schwerpunkt S, denn aus der Ahnlichkeit der Drei-
ecke HGS und FHS ergibt sich

Yo _HS _FH_jatb
W G8. BG. 3b+a

Bei schmalen Trapezen von groBer Hohe wiirde der Schnitt der
Hilfslinie ZF mit der Mittellinie GH sehr lang ausfallen; man fithrt des-
halb in solchen Fiillen die angegebene Zeichnung zweimal aus, indem
die betreffenden Verlingerungen auch nach den anderen Richtungen
angetragen werden.

Stephan, Technische Mechanik. I. T
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FafBt man das Dreieck als ein Paralleltrapez auf, dessen Seite b = 0
ist, so erhélt man hieraus eine besonders bequeme Aufzeichnung des
Dreiecksschwerpunktes, da nur die Zeichendreiecke dazu gebraucht
werden.

Als Moment der Fliche in bezug auf die Seite a folgt aus der For-
mel (87a):

M,=%+h% (@ + 2b). (88)

5. Beliebiges Viereck (Fig. 211). Das Viereck 4 BC'D wird durch
die Diagonale AC in zwei Dreiecke zerlegt, deren Schwerpunkte H
und K nach den Angaben unter 3 bestimmt werden, wie die gestrichel-
ten Linien andeuten. Ihre Verbindungsgerade mufl den Schwerpunkt
‘des Viereckes enthalten. In gleicher Weise erhilt man die Schwerlinie LN
der durch die Diagonale BD gebildeten beiden Dreiecke. Der ein-
zige, diesen beiden Schwerlinien gemeinsame Punkt S muf} also der
Schwerpunkt sein.

Die beiden Schwerlinien H K und LN sind parallel zu den Diago-
nalen BD und AC des Viereckes, was sich leicht beweisen 1if3t, wenn man
die Gerade 4 H bis zur Mitte von ¢' B nach £ zieht. Denn die Verbindungs-

Fig. 211.

gerade £ J der Mitte von OB und CD ist selbst die Diagonale B.D parallel
und die Abschnitte, welche die Schwerlinie K H auf den Schenkeln des
Winkels EAJ abschneidet, sind einander proportional, so dafl K H
parallel zu £J sein muf3.

Die Zeichnung ist vorteilhaft, wenn man bei der Schwerpunkt-
ermittlung innerhalb des Umfanges, z. B. bei einer Blechtafel, bleiben
mul.

Auf dem Zeichenbrett ist es sehr bequem, alle Seiten in drei gleiche
Teile zu teilen und die Spitzen der in Fig. 212 eingetragenen Dreiecke
zu bestimmen. Die kreuzweisen Verbindungsgeraden der Dreieck-
spitzen schneiden sich dann im Schwerpunkt??).

Fiir das Trapez ist der Beweis?3) leicht gefiihrt: Es wird durch die
Diagonale AC in zwei Dreiecke zerlegt, deren Schwerpunktgewichte

22) Beweis: Skutsch, Archiv d. Math. u. Physik 1915.
) La. Z d. B. 1914.
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F, und F, die Seite DC dritteln (Fig.213). Trigt man die beiden
Kriifte #, und F, lotrecht aneinander an, so kann man durch die
StoBstelle beider eine Parallele zu DC
ziehen und darauf einen Pol O so wihlen,
daB die beiden #uBeren Polstrahlen paral-
lel zu AH bezw. B@G verlaufen. Nach
den Darlegungen S.51 ist dann KG H das

Seileck, durch dessen Punkt H die Kraft E)
F = F, + F, gehen muB.
6. Kreisausschnitt (Fig. 214). Der
Kreisausschnitt wird durch dicht benach- fn
2

barte Halbmesser in sehr schmale Drei-
ecke zerlegt, deren Schwerpunkte auf dem . Pig. 213.
gestrichelten Kreisbogen vom Halbmesser

2 r liegen, der somit einen schweren Bogen bildet. Sein Schwerpunkt
liegt auf der Symmetrieachse und gemiafl Formel (85) im Abstande

D) 9
& %8
Al ply

Xy * 3 (g ‘gb

vom Mittelpunkt O entfernt. Hieraus folgt

2 8
@ == 3" 7. 5 (89)
Fur die Fliche des Halbkreises ergibt
gich hieraus

¢ 2 4
ety e or o= 0,4244 1 . (894a)
3 o o (ol

Xy =

In bezug auf die Spitze ist das Moment der Kreisausschnittfliche
1 2 s 1

=F. == ehere P — r2.g
M=TF.ux, 9 b-r it 5 R4 (90)
was fiir den Halbkreis iibergeht in
2 d?
it Wit W

als Moment der Fliche in bezug auf den Durchmesser.

7. Pyramide. Gegeben sei die dreiseitige Pyramide der Fig. 215.
Durch die dicht beieinander gefithrten Schnitte parallel zur Grund-
fliche ABC wird die Pyramide in dreieckige Scheiben zerlegt, deren
Schwerpunkt auf der Verbindungsgeraden der Spitze D mit dem Schwer-
punkt @ der Grundfliche liegen. Der Gesamtschwerpunkt befindet sich
demnach ebenfalls auf dieser Geraden. Der Punkt ¢ wird erhalten, in-.
dem man die Seite BC in E halbiert und die Verbindungsgerade A K
von A aus im Verhiltnis 2; 1 teilt. Wird in gleicher Weise die Fliche
BOD als Grundfliche betrachtet, deren Schwerpunkt H'ist, so mul} der

y e
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Schwerpunkt der Pyramide auch auf der Geraden AH liegen. AH

und D@ schneiden sich nun in einem Punkte §, dem Gesamtschwerpunkt,
denn sie sind in der Ebene desselben Winkels AHD gezogen.
Wird jetzt noch die Gerade G'H einge-
tragen, so folgt aus den Beziehungen
GH AH _#G 1

AD ED EH &
dafl die Dreiecke HG'H und KAD dhnlich
sind, also GH parallel 4D ist. Nun sind
noch die Dreiecke SG'H und S DA ihnlich,
also

8G:8D=GH:AD=1:3.

Hieraus folgt, dafi SG = }8SD ist:

Der Schwerpunkt der dreiseitigen Pyra-
mide ist um } der Hohe von der Grund-
fliche entfernt.

' Bei einer beliebigen Pyramide ergibt
sich durch Fithrung von dicht beieinander liegenden Schnitten paral-
lel zur Grundfliche ebenfalls wieder, daf der Gesamtschwerpunkt auf
der Verbindungsgeraden der Spitze mit dem Schwerpunkt der Grund-
fliche liegen mufB}. Da nun jede Grundfliche in Dreiecke zerlegt
werden kann (Fig. 216), so laBt sich jede beliebige Pyramide durch
entsprechende Schnitte in dreiseitige Pyramiden zerlegen, die alle die-
selbe Spitze haben und deren Einzelschwerpunkte sich demnach alle
in derselben Ebene befinden, die im Abstand } der Héhe parallel zur
Grundfliche gelegt wird. Der gemeinsame
Schwerpunkt muf} deshalb die zuerst bestimmte
Schwerlinie auch im Verhiltnis 1:3, von der
Grundfliche aus gerechnet, teilen.

Das Drehmoment der Pyramide von der
Grundfliche F und der Hohe A betriigt also

M = 3F h-}h=3}Fh. (92)

Beispiel 100. Eine Schornsteinséule von der Hohe 7 = 30 m habe den oberen
duleren Durchmesser D= 1,10 m und den unteren &ufleren Durchmesser
D, = 2,60 m. Anzugeben ist die GroBe und das Moment des Winddruckes in
bezug auf die Grundfliche der Séule bei p = 125 kg/m? = 0,125 t/m?2

Bezeichnet F die Fliche des lotrechten Mittelschnittes der Schornsteinsiule,
so ist nach den Angaben in Beispiel 20 und 21 die Windkraft

P=0,667F-p=0,667%h-(Dy+Dy)-p,

Fig. 216.

mithin
P = 0,667 -0,125-0,50 - 30 - (2,6 + 1,1) = 4,71 t,
das Windmoment nach Formel (88)

M =%-h?- (D, + 2D, - 0,667 - p
= }+302:1(2,6 4 2,2) - 0,667 - 0,125 = 60,0 mt.
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Der Abstand des Windangriffspunktes von der Grundfliche ist demnach
it M 60,0
o byl e 0
Beispiel 101. Fiir das Gewdlbe der Fig. 185 ist die Lage des Schwerpunktes
jedes der fiinf Gewdlbeteile einer Hilfte anzugeben, die als Trapeze angesehen
werden konnen. !
Aufgemessen wurde

= 12,74 m .

Nr. 1 2 3 4 5
. 1,585 1,585 1,585 1,585 1,850 m
a bzw. b= 1,62 1,74 2,06 2,60 3,45 4,10 m
a+b= 3,36 3,80 4,66 6,05 7,56 m
a+2b= 5,10 5,86 7,26 9,50 1,66 m
2y = 0,80 0,815 0,82 0,83 0,93 m

Durch Addition der benachbarten Werte berechnet man die in der Zeile a--b
zusammenstehenden Betriige; dazu wird noch einmal der rechts dariiber stehende
Wert addiert, womit man die Zeile ¢--r—m—-————— ol i
a 4 2b erhilt. Jetzt werden die 1 {
berechnet und N

a+2b

i
gleich mit dem Wert ;1 multipli- e o R »1__ 1
ziert. Damit ist der Abstand w, des 2
Schwerpunktes von der Seite a be-
stimmt, die hier die kleinere ist. 5

Beispiel 102, Zu bestimmen ist
die Schwerpunktslage des Querschnit-
tes eines Mauerpfeilers nach Fig. 217.

Am iibersichtlichsten wird die
Rechnung, wenn sie in Tabellenform
angelegt wird; vorteilhaft rechnet

Quotienten

743

%o

78

|
|
. : ! o
man bei Mauern u. dgl. mit dm als (PN, 4 NI 703

E

Lingenmaf. Als Bezugskante fiir
@, und y, withlt man zweckmifig die ; u
#uBerste Kante, weil dann nur die
fehlende Tliche 'das *negative Vor-
zeichen erhilt, wihrend alle Abstiinde A s R
positiv anzusetzen sind.

Il 78

Nr F ) y ||7 B F-y
1 5,1i 48 = i '8D,8 2,55 3,90 101,5 155,2
2 14,1+ 7,8 = '110,0 7,05 3,90 ++ 17,80 775,5 1287,0
h = 11,70

3 T, ) £8P e=eit 71,9 7,05 2,55 + 15,60 506,7 1305,0
. = 18,15

4 Bl il Qe 6,6 | 2,65 -+ 9,00 | 0,65 + 22,0 76,3 149,5
— 11,55 — 22,65

5 10,3+ 6,4 = 65,9 | 5,15 -+ 14,10 | 3,20 4 15,60 | 1268,5 1239,0
='19,20 = 18,80

6 38.7,8= 29,6 | 1,90 -+ 10,30 | 3,90 -4 23,30 361,1 805,1
= 12,20 = 27,20

T {77 40,7 =, —20,6 2,57 514 + 14,30 | —76,1 | —572,6

204,2 = 19,34 3013,56 | 4368,2

3013,5 43682
%= 3055 — 10,24 dm, Yo= 9948 — 14,85 dm.

¢
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Beispiel 103. Anzugeben ist der Schwerpunktsabstand y, bzw. y, des Viertel-
kreises bzw. der Restfliche von den nichstgelegenen Begrenzungshalbmessern
(Fig. 218).

Fiir die Viertelkreisfliiche gilt nach Formel (85)

N LB e
s ¢ 278 Fearr
G }:5.\ I Nun folgt aus dhnlichen Dreiecken
P % ; T
3 Yyt S r s )2 0800 foder . giie=lan e
Fig. 218. £
Wird hierin 2, aus der ersten Gleicliung eingesetzt, so ergibt sich
- £ e 20000406 v

ot Mk Tr Tl

Der Ausdruck stimmt mit der Formel (89a) iiberein, denn wie eine Fortsetzung
der Iig. 218 nach unten angibt, ist y, der Schwerpunktsabstand des Halbkreises.
Fir die Restfliche erhidlt man nach Formel (83)

ad—— S / 2
P2 Y20t — 4 oar?- (127“ ¥ !%32;;2)
5= A=paA

oder nach Hebung von 7?2

und somit

S &

P 5,2146
Aus dhnlichen Dreiecken folgt dann

e il gk MO
P v il 7

- (0,8333 — 0,7854) .

—0,2235 7.

Dieser Wert wird héufig bei Berechnung des Momentes von Abrundungs-
zwickeln von Walzprofilen gebraucht. Man erhilt in bezug auf die gerade Be-
grenzungslinie

M=Fy yy= (1 i ;) 20,2235 = 0,0479 75 .

Beispiel 104,  Der
s e Schwerpunkt einer Ellip-
2 N é senhilfte ist zu ermitteln.

7 ;’/ = \‘%‘ = Werden simtliche
- == ! = e H Sehnen eines Halbkreises
i a y i Ll parallel zum Durchmesser

Fig. 219, Fig. 220. um dasselbe Vielfache ver-

grofiert, z. B. verdoppelt

: (Fig. 219), so daf die Sym-

metrie in bezug auf den senkrecht zum Durchmesser stehenden Halbmesser

gewahrt bleibt, dann entsteht die Ellipsenhilfte, deren Schwerpunkt. mit der

des Halbkreises zusammenfillt, da die Summe der Drehmomente in bezug auf
die Schwerachse 4B denselben Wert Null behalten hat.
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Dasselbe gilt bei einer entsprechenden Verkiirzung aller Sehnen (Fig. 220).
18 ist somit mit den Bezeichnungen der Figur

4
Yo=a—"'0 bzw. g =—"D.
Yo T Al
Dieselbe Beziehung bleibt bestehen, wenn die Sehnen des Halbkreises so
verschoben werden, dafl ihre Halbierungspunkte auf einer schrig zum Durch-
messer gerichteten Geraden liegen; auch da-

durch entsteht eine halbe schief abgeschnit- /éR ________ e
tene Ellipse (Fig. 221). . -4 A R =

In gleicher Weise lagsen sich die Schwer- ~f S Y R ey e )
punktslagen von beliebigen Ellipsenabschnit- —& . % o
ten durch Zuriickfithrung derselben auf Kreig- Fig. 221.

abschnitte bestimmen.

Beispiel 105. Anzugeben ist das Moment der Kreisabschnittfliche (Fig. 222).
Der Kreisabschnitt ist der Unterschied des Kreisausschnittes und des durch
die Sehne abgetrennten Dreiecks. In die Summenformel (83) ist demmnach die
Dreieckfliiche negativ einzusetzen und man erhilt nach den Formeln (90) und (86b)

My=F- -axy=4%r’- 8 —}-8h?>= }s(r? — h?

"‘;” als Moment in bezug auf die durch den
3 Kreismittelpunkt gehende parallel zu s ver-
laufende Achse. % is
Nun ist nach dem Satz des Pythagoras
8l I g\?
Sl .2%/,2:( ), fo ¥
] K 7 ) 5 h 4
10 o v £ 1 3
N —m also My = 15°
65

e Das Moment in bezug auf die !
Fig. 223.  Sehne s wird nach dem Satz S. 61 Fig. 222.
M=My—F-h,

das einen fiir die praktische Rechnung wenig bequemen Ausdruck liefert, wenn
die Einzelwerte darin eingesetzt werden.

Beispiel 106. - Zu berechnen ist die Lage des Schwerpunktes der Querschnitts-
fliiche eines ungleichschenkligen Winkeleisens nach Fig. 223.

Der Querschnitt wird in 5 Teile zerlegt; dann gelten die Angaben der Zu-
sammenstellung, worin die Léngenmafle in em genommen sind.

S S0 O

Nr. 1

S
I8
=<

10:0,9 = +9,00 | 50 0,45
09 -56=4504 | 045 0,90 + 2,8 = 3
0,2146-1 = 40,215 | 0,90 +0,2235-1 =1,124 | 0,9 +0,2235:1 =1
—0,2146 - 0,5 = —0,107 | 10,0 — 0,2235-0,5 = 9,888 | 0,9 — 0,2235-0,5 = 0
-0,2146+ 0,5 = —0,107 | 0,9 —0,2235-0,5= 0,688 | 6,5 — 0,2235-0,5 =
414,04
Nr.” b | nyw 46,38 L,
&y = 177 =19 ’
1 | +4500 | + 4,05 ° 14,04
2 | + 227 | +18,65 99,19 )
3 | + 0,24 ‘ + 0,24 Yo= {404 = 1,58 cm.
4 | — 1,06 | — 0,07 ;
5| — 007 | — 0,68 :
I+ 46,38 | + 22,19

,70

,124
688
6,388
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Grundziige der Differential- und Integralrechnung. Eine Strecke 4B von
der Gesamtlinge ¢ kann vom Anfangspunkt 4 aus in viele kleine Abschnitte
zerlegt werden (Fig. 224). Der Ausdruck da (Differential von x) bezeichnet
den verschwindend kleinen Zuwachs eines endlichen Wertes z, dessen Grofe

im vorliegenden Fall zwischen 0 und dem Hochstwert a

x dx verinderlich ist.

i Die iiber die Strecke AB, also von 0 bis @, genom-
A B mene Summe aller kleinen Teile @2 ergibt die ganze
@ | [Linge a (vgl. Nr. 2 der Schwerpunktsermittlungen):

Fig. 224.

([?dx e (93)

(Man liest: Summe oder auch Integral zwischen 0 und @ von @ ist gleich a.)

Wird die Summe der im iibrigen beliebigen Groflen dw, die in der Fig. 225
der Einfachheit halber als Teilchen einer geraden Strecke veranschaulicht sind,
nicht zwischen den Grenzen 0 und @, sondern b

: a ~ und @ genommen, so folgt sofort aus der Figur
! o - a_vﬁ[clkz: BC = AC — AB oder
I |
At B ot 4 Rt Al
" § =) Ak (94)
Hig: 226, B 2Ol bl

Man entnimmt der Fig. 225 ferner, daf der verschwindend kleine Zuwachs d
der Strecke a gleichzeitig auch der verschwindend kleine Zuwachs der Strecke
b+ x ist:

ab+ z)=dz. (95)
Wird die Klammer auf der linken Seite der Gleichung (94) aufgelost, so folgt
db + dzx = dz,
also
db=0, (96)

was sich allerdings auch ohne weiteres aus der Uberlegung ergibt, dal eine un-
verinderliche Grofle von vornherein weder Zuwachs noch Verminderung auf-
weisen kann. Vielmehr beweist die vorstehende Erdrterung nur, daB das Diffe-
rential einer Summe gleich der Summe der Differentiale der einzelnen Glieder ist.

Sind die Grenzen, zwischen welchen die Summierung oder Integration aus-
zufiithren ist, vorliufig noch nicht hergestellt, so ist anzusetzen

|@dz=2z+0C, . (97)

Hierin entspricht die Unveréinderliche C' der Strecke b in der Fig, 225, deren Grofie
in jedem einzelnen Fall durch eine besondere Untersuchung zu ermitteln ist (vgl.
z. B: S.150).

Aus der Formel (97) geht hervor, daB Differentiation und Integration ent-
gegengesetzte Rechenoperationen sind, da die Zeichen fund o sich bis auf den
Festwert ' aufheben.

In dem Dreieck von gleicher Grundlinie und Héhe a der Fig. 226 hat der
verschwindend schmale, also in Wirklichkeit zu einer Linie zusammengeschrumpfte
Flichenstreifen von der Hohe dx die Breite «. Fiir den Flicheninhalt des ganzen

Dreiecks gilt somit

a
fe-de=}-a% (98a)
0

Wird die Summe aller Momente der Flichenstreifen

x+ dx in bezug auf die Spitze des Dreiecks gebildet, so
folgt nach Formel (86b)

jx-(x-dz):fx’-dw:&-as. (98b)
U .
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FaBt man jetzt die Fig. 226 als den Mittelschnitt einer Pyramide von quadra-
tischer Grundfliche auf, so liefert Formel (92)

a @
[ vi(e? wdw)es (o do== 4 +a*, (98¢)
0 0
Es kann hiernach ganz allgemein geschlogsen werden -Ldy
mn+1
n . _ - -t
Ja" de = i 0. (98d) 4 y
Umgekehrt gilt also % g
dartt = (n + 1) 2" - dz (088) 4l & o @
2. B, Fig. 227,

det=4:2% dx.

Zum genauen Nachweis wird der Iig. 227 entnommen: Die verschwindend
kleine Zunahme der Rechteckfliche ist gleich der Summe der beiden verschwindend
schmalen Streifen, wobei der doppelt gerechnete kleine Teil zweiter Ordnung von
der GroBle dx -+ dy gegeniiber den kleinen erster Ordnung vernachlissigt wird:

d@ y)=wzdy+y- dw. (99)
Die Integration dieser Formel liefert

@ y)= [ dy + [y dw
oder

Jy-de=w-y— [z -dy. (100)

Setzt man in Gleichung (99) @ = u und y = 71} =, g0 folgt

d(%—) =urdv-*4+ v du;

nach Formel (98¢) ist nun
dv-l= ~kw-%:dv,

d (:) e e de (101)

also

Man kann also ansetzen mit y =.z%:
a2t dep= at - w — [ Dt

oder mit, Formel (98¢)

[etrde=a® — (g dad do= a5 4: [z da
mithin

BB =g

oder \
[zt Ao =g o = O
In derselben Weise kann die Formel (98) von jedem beliebigen » aus auf das
folgende n - 1 ausgedehnt werden; sie hat also allge- |

meine Giiltigkeit. é i
Wird der Flicheninhalt eines Quadrates mit 2 bezeich-

net, so hat die Quadratseite die Liinge J, und man er-
hilt aus Fig. 228 V&, “

doe =2 Yo djz

oder umgekehrt

it " Fig. 228.
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intsprechend gilt fiir einen Wiirfel, wenn @ jetzt den Wiirfelinhalt angibt:

8 dux
aje = ——.
al
3)a?
Nun wird héufig zur Abkiirzung geschrieben
”, 1 8 §
Voo = - aitich &= gt Vet gl UEW.
x"

womit die obigen beiden Gleichungen iibergehen in
drt=3} -zt - de=3% 23"' dz
det=%z~t-de=% ot"' -do.
Hieraus kann wieder mit dem Schlufl von n auf n -+ 1 hergeleitet werden, dal}
die Formel (98e) nicht nur fiir ganzzahlige Exponenten, sondern auch fiir alle
gebrochenen und negativen Exponenten gilt, allerdings mit Ausnahme des Expo-
nenten —1 (siehe S.149), fiir den sich aus Formel (98¢) Null ergibt, was von
vornherein unwahrscheinlich ist.

In Fig. 229 sei  ein beliebiger Winkel, OD = 1 der zugehdrige Halbmesser,
dann ist OC = cosa, CD = sinz. Bezeichnet jetzt AB = dx die Zunahme des
zu dem Winkel @ gehirigen Bogens in Bogenmaf, so ist AH = da - cosx und
‘BE = dx.sinz. Man entnimmt sogleich der Figur

S @
f 0D =,fccsx - (@ =sinx (102)
E B 0
4 2
! FO=[sinx -dzx=1—cosx. (103)
v 0
x Umgekehrt erhélt man
f\ o i dsing ="' cosx* dx (104)
i i dcose = —sing - dx. (105)

Tiir Fig. 230 gelten nach dem Vorstehenden die eingeschriebenen Bezeich-
nungen. Damit erhiilt man fiir die Summe aller Flichenstreifen

Jt .
] 1 T
T il (IR P TS
t[)ssm x dx_4 me b g

Bs ist ferner sinda - da das doppelte Moment des Flichenstreifens in bezug auf

Flache OAB —

die Achse 04 ; also ist die Summe genommen zwischen den Grenzen 0 und -gda.s

Moment des Halbkreises in bezug auf den Durchmesser, mithin nach Formel (91)

T
1B iy
dx [sin®giide ="§ 1% = §.
0
. Man kann ansetzen
§ 1 atg v = d(‘qi_nf”,) =cosx-ds'mx —;ipq:-’dcosm
COs X cosla
L2 a2 . mn2aq .
A\ e 0 /5 cos’x - dw +2sm z da
dzx-sinx cos®
Fig. 230. also R L dx (106)
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oder umgekehrt

“de y

./C()HZI(' s ok - (107)
Iintsprechend ergibt sich

dootge = — “l{x_ . (108)

! sin?ax

oder
dux

./Hixfzx = — cotgae + C . (109)

Beispiel 107. Zu bestimmen ist die Fliche, das Moment und die Schwer-
punktlage eines Parabelabschnittes (Fig. 231).

Die gemeine Parabel ist die Kurve, deren Ordinaten 5 und Abszissen @ durch
die Gleichung .verbunden sind

yhe=1204 ¢~ 2 (110)
worin 2 ¢ ein bestimmter Zahlenwert ist, dessen Anderung der Kurve eine etwas
andere Form gibt. Man zeichnet sie auf, indem nach Wahl oder Festlegung des
Grundwertes ¢ fiir beliebige Abszissen z die zugehdorigen y berechnet und danach
aufgetragen werden. In der Fig. 231 sind der meachhe]t halber nur die posi-
tiven Werte von y dargestellt; da auch -y2= (—y)-(—y) ist, so gehort zur
vollstindigen Auftragung noch ein gleicher negativer Awmg der Kurve unter-
halb der a-Achse.

Wird die Kurvenfliche in verschwindend schmale Streifen von der Hohe dy
und der Linge a — a zerlegt, so gilt

b y
T I(a, m)d?/ udo b
° I |
Hierin ist aus der Kurvenglei- S |
e ¥
chung (106) einzusetzen o = ‘;/( y \x\ ! ~oay
¢ b
also % |S
b byt dy %o Y
M dy — =y Y
o, v s 7 | ¥
mithin Y
P avb 1 . b3 a
otaoer 4 o Fig. 231.

Wird jetzt die Kurvengleichung in der Form 0= 2-¢-a angewandt, so folgt
g 2¢ca b 2
F=abp—220 _ 2.0,

Das Moment der Fliche in_bezug auf die a-Achse ist entsprechend

b
My=J@—a)y-dy=fa-y- dy- /”

oder
2 Lo apb
Bt g DBy A
M”:_;;.a.bz_,a;ib,z.z 1 ope
Durch Division folgt hieraus c
Mg i (LR Y s ’

$o = T TR Ve o4 i
[
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Denkt man sich jetzt die Kurvenfliche in verschwindend schmale Streifen
von der Hohe da und der Breite y zerlegt, so wird das Moment in bezug auf
die y-Achse

a
M=y -dz -z,
0
worin aus der Kurvengleichung einzusetzen ist y = J/2¢ -+ 2%, was ergibt

]

G i = e
M,=IV2c-zE§-dx=}/2c-ﬁrz
0

Hierin ist wieder die Kurvengleichung in der Form b = 2¢-ab einzusetzen,
und damit wird
M,=%:a%b
und durch Division
M, §oas nh LS

i Dy YT T WA WL

Fiir die Restfliche F’ = } - a-b kann man mit Hilfe der Formel (83) aus-
rechnen

w B = (ab)-}a — (§a-b)- fa,
also
-
%= 159
und ebenso
Yo F' = (a-b) 3b — ta-b?

Yo=14b.
Die Parabel wird vielfach als Anniherungsform benutzt fiir Zusammenhinge,

die nicht ganz genau anzugeben sind oder deren genaue Beriicksichtigung besondere
Schwierigkeiten macht.

also

Beispiel 108, Eine dreifliigelige Schiffsschraube nach Fig. 232 von D = 4,6 m
Gesamtdurchmesser soll einen Schub von P = 24t ausiiben. Ks sei ein Fliigel
abgebrochen, und zu berechnen ist die

S R i dadurch  hervorgerufene Sonderbean-

4 N gpruchung der Schraubenwelle.
e o Zuerst ist der Angriffspunkt des
/ N Wasserdruckes auf eine Fliigelfliche zu
/ \ ermitteln. Thre Linge wird zu dem
\  Zweck in sechs gleiche Teile zerlegt

// \" von [ = 27,5cem Linge und dann wer-
| /l N | den die Breiten b der Schraubenfliigel-
\\

[ projektion in diesen Teilpunkten auf-

b | gemessen. Darauf wird die Fliche F

\ = /  jedes Streifens als Trapez nach Formel (7)

/9“/ : berechnet. Dann ist der Abstand @ von

v der Wellenachse bis zur Mitte des fiir

X / die Zwecke der vorliegenden Rechnung

e 7 jetzt genau genug als Rechteck ange-

e SO Y sehenen Flichenstreifens aufzuschreiben,

) ' wobei der Halbmesser der Schraubennabe

Fig. 232. zu 7o = 0,656 m angesetzt wird. Die letzte

Fliche wird als Parabelfliche angesehen,

ihr Inhalt F wird nach Formel (109) berechnet und ihr Schwerpunktsabstand
von der Grundlinie nach Formel (111b).
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Die Multiplikation F -« 2 ergibt dann die Flichenmomente in bezug auf die
Drehachse.

Nr. 1 2 3 4 5 6 7
b = 0,60 0,80 0,95 1,00 0,95 0,80 0 m,
F= 0,193 0,240 0,268 0,268 0,240 0,147 m2,
@ = 0,74 1,06 1,34 1,62 1,90 2,19 m,
T p= 0,1424 0,2547 0,3592 0,4343 0,4562 0,3141 m3,

Die Entfernung des Angriffspunktes S von der Drehachse ist nun
S(Few) 1,961

DS £ A

In dem gleichschenkligen Dreieck mit den Basiswinkeln y — 30° ist dann

die Hohe h = x,+siny = 4 -@,. Damit berechnet sich das Biegungsmoment,
das von dem exzentrischen Schub auf die Welle ausgeiibt wird, zu

M=} P-laog=3%-24+3 1,446 = 17,35 mt .

Beispiel 109. Anzugeben ist das grofte Biegungsmoment sowie der Verlauf
des Biegungsmomentes iiber die Zapfenlinge bei einem Stirnzapfen von [ = 17 cm
Liinge, der mit P = 13 200 kg durch die Lagerschale belastet ist.

Das Schema der Belastung gibt Fig. 234 wieder; der Zapfen gilt als ein an
einem KEnde eingespannter Freitriiger, auf den an der Einspannungsstelle die
Gegenkraft zur Belastung P und das dem Lastmoment entgegengesetzte Ein-
spannungsmoment, M einwirkt., Um letzteres zu bestimmen, nimmt man die
Belastung P im Schwerpunkt vereinigt an, also Y

= 1,446 m.

im Abstand 47/ von der Einspannungsstelle ent- 2
fernt, und erhilt so ? I
M 7&
M=%-P-i, (112a) % m
mit den gegebenen Zahlenwerten e i s i |
7 —
M= %-13200-17 = 112000 cmkg. b l o
Fiir die TFeststellung des Verlaufes wird zu- % Fig. 233.
erst die Belastung der Léngeneinheit berechnet: ;
& 28
e Sem'
" . P’ . ip.]
Dann hat die Strecke z (Fig. 233) die Belastung 2 Fig. 234.

p-x, die von dem Endquerschnitt des Triger-
teils um §a entfernt angreift, und es folgt

M,=p 2 4r=4%-pe2l,

Sein Verlauf wird also durch eine Parabel dargestellt, die Fig. 234 wiedergibt;
ihr Scheitel befindet sich am freien Ende der tragenden Linge des Zapfens.

Beispiel 110. Ein Haupttréiger eines Laufkranes von [= 41,6 m Spann-
weite wiegt p, = 41,6%, die darauf befestigte™ Schiene p, = 23,21;—g. Anzu-

geben ist das durch das Eigengewicht der Konstruktion hervorgerufene Bie-
gungsmoment und sein Verlauf.

Die Gesamtbelastung ist P = (p; + p,)  l kg, die nach Fig. 235 gleichméBig
iiber die Triigerlinge verteilt ist. Aus Symmetriegriinden ist N, = N, = } P.
Das grofite Biegungsmoment tritt, ebenfalls aus Symmetriegriinden, in der Mitte
auf und setzt sich zusammen aus den Momenten der an einer Hilfte angreifenden
Krifte N; und % P:

M= +N -}l —§P-}i=pP- (}i— 1)

oder '
M=} P-l. (112b)
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Mit den gegebenen Zahlenwerten wird
M= }- (41,6 + 23,2) - 11,62 = 1090 mkg.

Fiir einen im Abstande @ von der Auflagerkraft N, gelegenen Querschnitt
gilt entsprechend den Angaben in Beispiel 104

P M,=Ny'z—p-a-ix
oder
P gl P-m-(] o ”) (113)
G
l Die Auftragung einiger hiernach be-
Fig. 235. . rechneter Werte liefert den Linienzug
der Fig. 236. Z. B. ist fiir
R % T $ )
M,=}P- 4 APHR Rk T EP
L3highron gl 12 15
Mgt o= 16 i6 % 1

Wird aus der Fig. 235 in die Formel (113)
eingesetzt x = 1 — a,, so folgt

#P1
JTTIL ‘(1 ).l~(‘}l~fl‘1)
M‘__Q_P 2l—x1 o s
Fig. 236. oder
0 A 1 R A e 7
=3 () (i) = (8 )
Die Gléichung lift sich leicht iiberfithren in
3 D el l
e 2M,'-P 5

d. h. werden die M, nicht von der wagerechten Achse der Fig. 236 aus gerechnet,
sondern von dem Scheitelpunkt der M, ,-Kurve aus, so ergibt sich fiir @, die
Gleichung der Parabel [Formel (110)]. Die Momentenkurve ist also eine Parabel

mit dem Scheitelabstand PS.l ‘
{

Beispiel 111. Ein Keil ist nach Fig. 237 belastet durch die Kraft
P = 3-9000 kg; der Durchmesser der Stange sei b = 8,0 em, die Stiirke der Hiilse
a = 4,0 cm. Anzugeben ist das groBte Biegungsmoment, das den Keil beansprucht.
: P Ort des groBten Biegungsmomentes ist aus Sym-

] metriegriinden die Mitte. Die auf eine Hilfte einwir-
ﬂj m” kenden, gleichmiiBig verteilten Kriifte konnen in dem

I : l Schwerpunkt der Belastungsfliche vereinigt angenommen
L__a_ : By bl werden. Es ist dann
i e M= 3P (a+3h) — P 1b
oder
| ¢ M=23P-(a-+ $b). (114)
P >, Mit den gegebenen Zahlenwerten erhilt man hieraus
Fig. 231: M=1%-3-9000- (4 +}-8) = 54000 cmkg.

Beispiel 112. Die zylindrische Schornsteinsiule der Fig. 42 habe den Durch-
messer d = 0,4 m, es ist ferner h, = 4,0 m, &, = 16,0 m, der grifite Winddruck
p =150 kg/m2 Anzugeben sind die beiden Stiitzkrifte P, am Angriffsring der Halte-
streben und P, am Sockel, sowie der Verlauf des Biegungsmomentes iiber die Siule.
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Fiir die Feststellung der Auflagerkriifte kann man sich die gleichférmig ver-
teilte Belastung
@ = 0,667 - 150 - (16 -+ 4) - 0,4 = 800 kg
im Schwerpunkt vereinigt denken, der vom Sockel um die Strecke , = } (7y + hy)
= 10,0 m entfernt ist. Dann ist in bezug auf den Siulenfufy ¥

1 Pyohy= Q- hy,

also
ST s 05
¥ ) ity 800 6 = 500 kg.

Entsprechend erhiilt man in bezug auf den Ring der Zugstreben
Pyt hy= Q- (hy — Iy),

also
P e N Iy 16 — 10
Pyemif) e = 800 - - ¥ Wl 300 kg.
An einer beliebigen Stelle im Abstande 2 vom Siulenful ist
o 1 hy — b, %
M,=Py-2—@Q- = Q- -(‘— 9 )
o batdne e S Hadoh 9 g 2(hg & )
Es ist somit, fiir
0 = 4 8 12 16 20 m

M,=0 4880 +1120 4720 —320 O mkg

Seinen GroBtwert erreicht das Biegungsmoment an der Stelle, wo die Quer-
kraft durch Null geht, also fiir

2
Pz O RS O
2 — @ P T
woraus mit dem vorstehenden Wert von P, folgt
1 620

x5 = v 4 * (hy — hg) * (ho+ hy) = Vi o1
Dort wird somit
87
1617 220
Das Moment wird Null fiir die Stelle, wo der Klammerausdruck von M,
verschwindet, also bei

Mo = 800+ 7,5 ( ): 1125 mkg.

oy = 20, = 15,0 m,
Ein zweiter Grofitwert des negativen Momentes befindet sich an der An-
griffsstelle von P;.

Beispiel 113. Anzugeben ist der giinstigste Stiitzenabstand a eines gleich-
méBig iiber die ganze Liinge ! mit der Kraft P belasteten Trigers (Fig. 238).
Aus Symmetriegriinden ist wieder Ny = N,

= 4 P. Der Kragarm von der Lixige ¢ entspricht 7
dem Beispiel 104 und man erhiilt als grﬁ[i”(tes it i
Biegungsmoment unter der Belastung p = Il) mg ] I | l l !l] l I IPI l ] I I l I l
1 x
iiber der Stiitze: ' ! i a e, |
b 1 Eelo# Fig. 238.
e B *‘(z '“)""2°=+"2'-l" 3

Von der Stiitze an nimmt das Biegungsmoment ab, und an einer beliebigen -
Stelle der Strecke @ im Abstand z von N, betrigt es

/] 1 2‘ !
M= Wyt X ota)t eta=5P (—os 2t
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Den kleinsten Betrag erreicht es aus Griinden der Symmetrie in der Mitte
fir # = §a. Sein Wert ist dort mit ! = 2¢ + a:

U= 3P (—got G = 3P (-yer g (- 59))

oder

My,=4%}P:(—%a+c).

Am vorteilhaftesten ist der Triger unterstiitzt, wenn die Absolutwerte des
positiven Momentes M, und des negativen M, einander gleich sind:

o L (Cesdumt)

Wird durch 4 P gehoben, so ergibt sich die Bedingungsgleichung
ct4cl=3}1%.

Die linke Seite wird zu einem vollstindigen Quadrat ergiinzt, indem man beider-

2
seits (V—l—) hinzufiigt, und man erhélt so

2
=
oder i *é‘(“l L V"g‘) — 0,2071 7,

wenn nur das positive Vorzeichen der Wurzel beachtet wird. Setzt man diesen
Wert in die Gleichung fiiv M, oder M, ein, so wird
M, = M,=0,0235+P -1,
withrend bei Unterstiitzung an den Enden geméfl Formel (112b) ist
M == 0,120 48 91
%)i(.al Beanspruchung betrigt also bei der giinstigsten Anordnung nur den 5,53 ten
ell.

Hiufig fihrt man die Ermittlung der Lage des Schwerpunktes
einer Fliche auf zeichnerischem Wege aus. Man zerlegt die Fliche in
einzelne Teilstiicke, deren
Schwerpunktlage leicht
angegeben werden kann,
und betrachtet den Kli-
cheninhalt jedes Teil-
stiickes als eine Kraft,
die in seinem Schwer-
punkt angreift. Die Kin-
zelkrifte sind einander
parallel, und es fithrt

Fig. 239. dann die S..56 angegebene

Aufzeichnung mit Hilfe
des Seilecks zum Ziel.

Beispiel 114. Zu ermitteln ist die Lage

des Schwerpunktes des in Fig! 239 dargestellten
0 Querschnittes des Belageisens Nr. 9.

. Man zerlegt die eine Hiilfte des Querschnittes etwa wie in der Figur ausgefiihrt,
in 6 Teile, die genau genug als Rechtecke aufgefaBt werden kénnen und deren
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Einzelschwerpunkte sofort eingetragen werden koénnen. Dann berechnet man die
Flicheninhalte

Nr. 1 2 3 4 5 6
F=233°08 22-045 22-045 0,2-045 2,2-:0,45 2,65-0,8cm?2
2,064 0,99 0,99 0,99 0,99 25127 jom®

und trigt die F' in ziemlich grofem Mafistabe, mindestens 1 em? = 5 mm, der
Reihe nach aneinander an, withlt einen beliebigen Pol O und zieht die Polstrahlen.
Durch die Schwerpunkte der Teilflichen werden Parallelen zur Richtung der
gezogen, die im {ibrigen beliebig — nur nicht genau oder annihernd parallel zur
Mittellinie des Querschnittes — angenommen werden kann. Zwischen diese
Parallelen ist das Seileck parallel zu den Polstrahlen einzutragen. Die durch den
Schnittpunkt der letzten freien Seillinien gelegte Parallele zu den Kraftlinien gibt
auf der Symmetrieachse des Querschnittes den Schwerpunkt S an.

Hat die Fliche keine Symmetrieachse, so ist das Kraft- und Seileck
zweimal nach verschiedenen Richtungen zu
zeichnen. Der Kreuzungspunkt der beiden so
erhaltenen Schwerlinien ist der Schwerpunkt.

Die doppelte Zeichnung kann auf Grund
folgender Uberlegung vermieden werden:
8, und S, seien die Schwerpunkte zweier
Flichenteile ', und F,, die von der Bezugs-
achse die Abstinde x, und @, haben. Der
(Gesamtschwerpunkt der zusammengesetzten
Fliche F, + F, sei S im Abstande x, von
der Bezugsachse. Dann gilt nach Formel (83)

Fy-w+Fyocyp  Fy % Rk BaE
P+ 7, Fir, BTF LT,

= Lo
In den gleichen Verhiiltnissen wie hier die
Strecken z; und @, werden, wie Fig. 240
angibt, die von einem beliebigen Pol O
nach den Schwerpunkten S; und S, ge-
zogenen Strahlen 7, und 7, durch Paral-
lele zu der Bezugsachse geteilt. Man er-
reicht somit den Gesamtschwerpunkt §
durch den Linienzug 04S. Das Ver-
fahren kann fiir drei und mehr Punkte
in derselben Weise wiederholt werden,
und man erhilt so die Vorschrift®'): Die
von einem beliebigen Pol O aus nach
den  Einzelschwerpunkten  gezogenen
Strahlen 7,, 7, ... werden vom Pol aus
im Verhiltnis ZI’:}"’ 2,1:;, N
einem offenen Vieleck zusammengesetzt, dessen Endpunkt den Schwer-
punkt der ganzen Fliche darstellt.

. geteilt; die Teilstrecken werden dann zu

2 GralBmann 1844.
§tephan, Technische Mechanik. I. : 8
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Die Teilung der Strahlen kann ebenfalls zeichnerisch vorgenommen
werden (Fig. 241). Man zieht durch O eine Achse, die mit keinem der
Strahlen 7 zusammenfillt, und trigt darauf die einzelnen Flichen-
groBen von O aus in einem passenden Lingenmalstab auf, addiert sie
mit dem Zirkel und verbindet den Endpunkt 2 F mit allen Schwer-
punkten §, zieht darauf durch die Punkte F,, F,... Parallele zu
diesen Verbindungslinien, die von den Strahlen » die
gesuchten Stiicke » abschneiden, wie aus der Ahn-
lichkeit der zugehorigen Strecken folgt. Die in
Fig. 241 gestrichelten Linien brauchen nicht gezogen
A y zu werden. |
| Auch die Ermittlung der Flicheninhalte F, , F,. ..
| und der Schwerpunkte S;, S,... kann rein zeich-
' nerisch stattfinden. Man zerlegt die Gesamtfliche
L ) nicht in Rechtecke, wie etwa in Fig. 217 oder 231,
0 sondern von einem zweckmiiflig gewihlten Pol aus in

Dreiecke oder allgemein Flichenausschnitte?®s). Ist

ABO ein solches Dreieck (Fig. 242), und wird 00’

parallel 4B gezogen, so ist das Dreieck 4 BO" = ABO,
weil Grundlinien und Hohen dieselben sind, und wenn noch A’B =
parallel zu der beliebigen durch den Pol O gelegten x-Achse gezogen
wird, aus demselben Grunde Dreieck A’B0O" = ABO’. Demnach stellt
die Hilfte des Produktes 4’ B - OC' = x - y den Inhalt des Dreiecks ABO
dar. :

Ist A B nicht ein geradliniges Stiick der gegebenen Flichenbegrenzung
sondern ein gekriimmtes (HFig.243), so kann der iiber 4B stehende

Bogen als ein Parabelstiick aufgefalit werden, dessen
¢ Flicheninhalt nach Formel (107) 4 des Inhaltes eines

Dreieckes von gleicher Grundlinie und Hohe ist.
8 Man zieht also parallel zur Sehne 4B eine Tangente
an den Bogen, teilt den zwischen beiden Linien
A Y gelegenen Abschnitt der y-Achse in drei Teile und
gibt in Richtung der Bogenwdlbung ein Teilstiick
bis ¢ zu; dann ist OC =y fir den Flichenaus-

C

0)
Fig. 242.

x schnitt OAB. Die Teilung kann stets ohne Fehler
0 im Endergebnis nach Augenmal} erfolgen. Die
Fig. 243. Achsen miissen so gewihlt werden, daf} @ nicht gleich

Null oder bei Bogen gleich dem kleinstmdoglichen
Wert der Bogenprojektion wird, weil sich dann y = oo ergibt.

Die Flicheninhalte der einzelnen Ausschnitte, die von den durch O
gezogenen Strahlen gebildet werden, erhélt man nach der Konstruktion
der Fig. 244: Auf der x-Achge wird im Abstande 2 ein Punkt O fest-
gelegt, von dem aus die Strahlen €, , €y, €y nach den Endpunkten der y

%) Mehmke, Widmungsschrift an Otto Mohr, 1916.
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Senkrechten BB’ gelegt, sie schneidet auf BB’ von der z-Achse aus die
Linge B’F ab, die den Flicheninhalt des Dreiecks ABO darstellt.
Denn es ist

BN ¥
T oder Ty bl
AR 00 ® 2
mithin c
Fi=3%-y, -2, y

Entsprechend ergeben sich
D'F, = F, des Ausschnittes
BDO und OF,; = F, des Aus-
schnittes DEO.

Fur das Dreieck ABO ist
das {fache des Schwerpunkt-
abstandes von O die Strecke

0@, wenn @G die Dreieckseite
AB halbiert (Fig. 245). Fir
den Ausschnitt AB erhilt
man das $fache des
Schwerpunktsabstandes
von O mit ausreichender Genauigkeit, wenn G'S;
parallel zu OH gezogen wird — H ist der Be-
rithrungspunkt der zur Sehne 4B parallelen Tan-
gente an die Kurve 4B%).

Man zeichnet so alle Schwerpunktsabstinde
um das §fache vergroBert und verkleinert schlieB-
lich den letzten OS des Kurvenzuges OA ... S
in Fig. 240 entsprechend um }, um die wirkliche
Lage des Gesamtschwerpunktes zu bestirhmen.

Beispiel 115. Zu bestimmen ist der Schwer-

punkt der in Fig. 246 gezeichneten Querschnitts-
tliche eines Lasthakens.

Der aus mehreren Stiicken zusammengesetzte
Bogen des Flichenumfanges wird in vier be-
liebige Teile zerlegt, nachdem als y-Achse die
Symmetrieachse gewiihlt ist und als @-Achse
die dazu senkrechte, durch den Anfangspunkt O
der Kurve gelegte. Die Sehnen der Teilstiicke
0OA, AB, BD, DE des Umfanges werden hal-
biert und mit der y-Achse zum Schnitt ge-
bracht ; parallel zu den Sehnen werden Tangen-
ten an die Bogen gezogen und bis zum Schnitt

Fig. 244.

B DA 0

)

mit der y-Achse verlangert. Durch die Hal- G
0 bierungspunkte werden jetzt Parallele zu den
Fig. 245. Verbindungsgeraden der Tangentenberiih- Fig. 246.

rungspunkte mit dem Anfangspunkt O ge-
zogen, die die Tangenten in den Punkten S, 8,. Sy, S, treffen, welche mit dem
Anfangspunkt O verbunden werden. Nun werden (ie Abschnitte der y-Achse zwischen
den Sehnen und Tangenten gedrittelt und ein Drittel {iber die Pangente hinaus bis
8%

[
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zu den Punkten 0, , 0y, Uy, Oy abgetragen und die Teilpunkte 4 , B, D des Umfanges
auf die a-Achse als A’, B’, D’ projiziert. An beliebiger Stelle der x-Achse wird
der Punkt 0" gew#hlt, worauf man durch die Punkte O/, 47, B’, D’ die Parallelen
zu 0'Cy, 0'Cy, 0'Cy, O'Cy bis zum Schnitt mit der projizierenden Geraden des
Endpunktes des betreffenden Umfangsteiles zieht ; sie schneiden darauf die Grofen
der Flichenstiicke der zugehorigen Querschnittsausschnitte in einem beliebigen
MaBstab ab, die auf die y-Achse bis F,, F,, F,, F, iibertragen werden; ihre
Addition ergibt den Punkt X #. Durch die Punkte F,, I, . . . der y-Achse werden
jetzt Parallele zu den Geraden S I usw. gelegt, die auf den Verbindungslinien
08, ... von O aus die Strecken »{, 7, r;, r| abschneiden. Diese Strecken 7’
werden nach Grofie und Richtung hintereinander zu dem Zug OS’ zusammen-
gesetzt, dessen Endpunkt 8" auf die Symmetrieachse projiziert wird. Zwei Drittel
dieser Projektion ergeben dann den Schwerpunktsabstand OS.

Da die Fliche nur in einige wenige Teile zerlegt wird — drei Teile hitten
auch schon geniigt —, so ist die Ausfithrung der Zeichnung ohne jede Rechnung
schneller und mit geringerem Raumbedarf zu erledigen, als etwa die nach
Beispiel 114.

Wird die Gerade 4B von der Linge ! um eine Achse C'D gedreht
(Fig. 247), die in derselben Ebene wie AB liegt, so entsteht bei einer
ganzen Umdrehung der Mantel eines abgestumpften geraden Kreis-
kegels. Seine Oberfliche berechnet sich nach Fig. 248 zu

F=3%.2.m.ay:ly— %2 2,1, .
Nun ist aus @hnlichen Dreiecken
Il =2n% 20 (03 — ),
lo:l=2maxys0 20 (2 — @),

also
F =70 l . <x2 . 7x2 - i xl % 77:1:17 _)
Xy — @, @y — T,
2 2
i Jin b toat Wodes 1 x%"'”xl.‘
Xy — Xy 2
Nach Fig. 248 ist aber
Xy —;J(:} = &,
wenn z, den Abstand des Schwerpunktes S der
) erzeugenden Geraden von der Drehachse angibt.
Fig. 248. Damit wird
F=2emany.l. (115)

Die entstandene Umdrehungsfliche ist gleich der Linge der
erzeugenden Linie multipliziert mit dem von ihrem Schwerpunkt
beschriebenen Weg 26).

Ist eine beliebige ebene Kurve AB =1 als Erzeugende gedreht
worden (Fig. 249), deren Sehwerpunkt S von der Drehachse den Ab-
stand @, hat, so liefert das verschwindend kleine Kurvenstiickchen d 1,

%) Pappus, Collectiones mathematicae, etwa 280; Guldin, De centro
gravitatis, 1635.
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das als geradlinig angesehen werden kann, bei einer ganzen Umdrehung
die Oberfliche dF = 2.7 -2 - dl und die Gesamtfliche ist
! l
F=[2n.z-Al=2n[-z-d1.

0 0
Nach Gleichung (84) kann nun die Momen-
tensumme der Teile ersetzt werden durch
das Moment aus der Linge der ganzen Kurve
und ihrem Schwerpunktsabstand x,, so daf
man wieder Formel (115) erhalt.

Beispiel 116. Steht die erzeugende Gerade
senkrecht zur Drehachse, so liefert die Drehung
eine ebene Kreisringfliche, deren Inhalt mit den
Bezeichnungen der Fig. 250 betrigt

T

F = 4 (D% — d?)
oder gemill der obigen Darlegung
F—=-d, 9, (116)

worin einzusetzen ist
dnL:%'(D”}"d)' 5
Die Formel (116) ist fiir die Zahlenrechnung die
bequemere. Gegeben sei z B. ein Gasrohr von 1'/,”
lichter Weite, 3,7 mm Stiirke und 5 m Liénge; zu be-

stimmen gei sein Gewicht.
Man erhilt sogleich

F=ax-(254-7%-0,37):0,37 cm?2. Fig. 250.

Nun ist nach 8. 93 G = F 1y, worin F' in cm?, /in dm
und y — 7,80 fiir SchweiBeisen in kg/dm? einzusetzen ist. Mithin wird

Q@ = 3,14 - 3,545 - 0,37 - 0,50 - 7,80 = 16,1 kg.

Beispiel 117. Anzugeben ist die mittlere Stirke und die Linge eines dicht
aufgerollten Ledertreibriemens nach Fig. 251. )"

Die Stirke von Ledertreibriemen schwankt wegen der Anderung der Leder-
dicke, die am Halsende des Kroupons im Durchschnitt 1 mm stérker ist als am
Schwanzende, und weil die Leimstellen gewdhnlich verstirkt
werden, nicht unbedeutend. Die mittlere Stirke wird ge-
wonnen, indem man die Breite § des dicht gewickelten Riemen-
paketes an zwei Stellen miBt, etwa d;= 122 mm und
9y = 123 mm, und dann den Mittelwert durch die Anzahl der
Lagen des Riemens, etwa i = 24, dividiert. Damit wird die
mittlere Riemenstiirke

(8408 1225
i e

ey ?

o 5,1 mm . Fig. 251.

Sm

Nun werden die Durchmesser des Paketes ebenfalls zweimal gemessen, z. B.
D; = 233mm, D,= 235mm, also Dz= 234 mm,
g ST, , =13, d=1LE
damit wird
d, = %' (234 4 111,5) mm,
ferner ist
(o f = B Y
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Die Gesamtlinge der vollen Ringe ist somit

=3 l: = dy*t= 8,144 3455 - 24 = 13 025 mm.
Dazu ist noch das iiberschieBende Stiick ! = 52 mm aufzumessen, und die
ganze Linge betrégt L = 13,077 m.
Sie wird so genauer und schneller bestimmt als durch unmittelbares Auf-
messen des aufgerollten Riemens mit Hilfe des Meterstabes.

Beispiel 118, Der Flicheninhalt und

2 das Moment der Fliche einer Kugel-
kalotte oder Kugelzone ist zu bestim-
il e men (Fig. 252).
sld\yﬁ Die Fliche des sehr schmalen Strei-
e ; el M fens von der Liénge A B = dl ist
/ S A= 2% -2:adl.
v Y \ Y, Nun ist @ = r - cosg, also
r AR Y1 dF =2:n-r-co8p-dl
0 .
oder, da dl-cosp = dy ist,
Fig. 252. e By
AF =2 a-r-dy.
Mithin wird
Ya Y2
F=I2ﬂ7'dy: 2.ﬂ.rj'dy=2.ﬂ.r.(y2_yl): 2'-”7‘7"h.
Y1 20

Die Fliche ist gleich der des von denselben Ebenen abgetrennten Stiickes
des die Kugel umgebenden Zylindermantels.
Das Moment der Fliche in bezug auf den Mlttelpunkt der Kugel ist

M=jy-dF=J'2-n-r-y-dy: 2-n-r-jy-dy
Y1 Y1 4t
oder gemifl Formel (98a)
M=2a-r}-(i—y)=a 7 (y— 9.
Das ist auch das Moment der die Kugel umgebenden Zylinderfliche von den
gleichen Abstinden g, und y,, denn dafiir gilt

M=2-ard @ty Ga—y)=2 a7 b} @t
Fiir die Halbkugelfliche folgt hieraus mit g, = 0 und y, = 7
\ T
F=2m:2:r=—="2d*%

2
und
i 7w
) WA TS ORI o RS
M =2 s vt e A 8 d
Fiir die ganze Kugel vom Durchmesser d gilt somit als Oberfliche
=" g%

das ist das Vierfache einer ebenen Kreisfliche von gleichem Durchmesser.

Beispiel 119, Das AuslaBventil einer Gasmaschine, die mit dem Hochst-
druck p, = 23 at arbeitet, hat den AuBendurchmesser D = 175 mm und die
Sitzbreite b = 5 mm (Fig. 253) Anzugeben ist der Druck p,, mit dem die Sitz-
flaiche angeprefit wird.

Die Druckkraft ist gegeben durch die beiden Ausdriicke

P=T-D2-p1=n'(D—b)-b-p2.
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Hieraus folgt

2 IR 1 me_( b)
=PG4 Trnkr gy SR 3
)
D
also D
211281 176 ( 0,5)_‘ |
Pa=-7 0.5 1+ 7.5 = 207 at. i
Hinfig kann man das zweite Glied des K]ammeraus-_i[__
druckes vernachlissigen; man erhiilt dann im vorliegenden
Fall
9, 3
Iy v o e P B
4 b 405 Fig. 253.

nur um 3 v, H, zu klein.

Wird das Rechteck 4ABCD der Fig. 254 um eine zur Seite BD parallele,
in derselben Ebene liegende Achse gedreht, so entsteht ein Hohlzylinder
vom Inhalt

V=nh: (@ —2)) =27 h-} (2 + 25)« (¥, — @)
oder
V=2umps b b

Der Inhalt des Umdrehungskorpers ist gleich dem Inhalt der
erzeugenden ebenen Fliache multipliziert mit dem Wege, den ihr Schwer-
punkt beschreibt.

Man kann sich nun jede beliebige ebene Fliche zusammengesetzt
denken aus entsprechend vielen sehr kleinen Rechtecken. Bezeichnet a
den Abstand eines solchen Rechteckes d /' von der Drehachse so ergibt
sich bei einer vollen Umdrehung der Anteil des Korperinhaltes

aAV=2.-n-z-AF c D
und der Iﬂnhalt des ganzen Korpers wird N b\ A
V=[2-n-¢-dF =2x-[x-dF. INRNE h
Nun ist nach Formel (83) j N 2o
[e-dF =F -, & N
BiE

mithin gilt ganz allgemein
V=27 F. (117)

Beispiel 120. Anzugeben ist der Rauminhalt eines Kugelballons von

d = 14,2 m Durchmesser. } :
Nach Formel (91) ist das Moment der Halbkreisfliche in bezug auf den

Durchmesser

Fig. 254.

1
M= xo'F_—“ 1’2’d37
damit ergibt sich der Kugelinhalt zu

S T T o L

V=2'=x 19 d8 = 8 av.
ZahlenmifBig ergibt sich
g 3
po 220420 1l oohs's o 1500 m®

el gl

¢
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Beispiel 121. Der Schaft eines Fabrikschornsteines ist nach Fig. 2565 aus-
gefithrt. Gegeben ist H = 30m, dy= 1,00 m, d, = 0,18 m, also D,= 1,36 m.
Gewithlt wird die Zunahme des Halbmessers fiir 1 m Hohe zu
m=2cm, sodaB D, = D,+2m+H=1,364+1,2= 2,56 m wird.

Fiir die einzelnen Trommeln gilt so die folgende Zusammen-
stellung. Nach Formel (117) ist fiir eine Trommel mit den an-
gegebenen Bezeichnungen V = & -d, +h* 0, worin einzusetzen ist
d, =% (dy+ d,) + 6 oder, wenn geschrieben wird d, + & = D,:

V:g~h-6-(dn-|~Du)

Hieraus ergeben sich die Trommelgewichte durch Multiplikation

mit dem Einheitsgewicht y = 1,8 ,13, .
m

M ool o 2 3 iz 14 5
b= | 70 6,0 60 | 60 | 50 m
o= | 018 | 095 0,30 | 038 | 051l m
Do=. I 1,88 .1 .%64 188 | 212 2,36 m
D= | ve4 | 1ss 212 | 2,36 2,56 m
dy= | 100 | Ll4 1,98 | 140 1,34 m
V=] 528 | mi2 9,67 | 1333 | 1563 m
G= | 940 | 1281 | 17.41 | 2400 | 2812t

Der Gesamtrauminhalt des Mauerwerkes ist hiernach XV —
50,98 m® und das Gesamtgewicht G = 91,74 t.

Eine leicht einzusehende Erweiterung des Guldinschen
Satzes ist der folgende:

Bewegt sich eine ebene Fliche im Raum derart, daf
einer ihrer Punkte bestandig auf einer beliebigen Kurve und
ihre Ebene senkrecht zu dieser Kurve bleibt, ohne daB die
Fliche ihre Lage in der eigenen Ebene dndert, so ist der Inhalt des
so_erzeugten Korpers gleich dem Produkt aus der Fliche und der
Linge des von ihrem Schwerpunkt beschriebenen Weges.

Beispiel 122. Die Magnetspule einer Dynamomaschine bestehe aus bespon.-
nenem Draht von ¢ = 1,2 mm &uflerem Durchmesser. Es ist ferner gemafl Fig. 256
a = 190 mm, b= 260 mm, d = 84 mm, 7= 20 mm, k== 156 mm, so daf} auf
der Wicklungsbreite d 70 Drihte und auf der Héhe h 130 Drihte nebeneinander
liegen. Anzugeben ist die gesamte Drahtlinge.

In Drahtstéirken gemessen ist # = d-h= 70-130.
IR Der Weg des Schwerpunktes der Fliche # ist

e r’\.; So=a—2r +b—2r+2x-(r+ }d)
] =qg+b+4+2r(x —4)+x-d
L //l also mit den Zahlenwerten
——— 50 = 190 | 260 - 40 - 0,8584 -+ 3,1416 - 84 — 748,23 mm.
i ey Damit wird

1= 748,23 - 70 - 130 = 6 808 900 mm oo 6810 m.

Gewohnlich ist die Lidnge ¢ des Drahtes gegeben und die Wicklungstiefe d
aus den iibrigen gegebenen Massen der Spule zu berechnen.
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14. Formen des Gleichgewichtes.

Wird ein fester Korper in einem Punkt A festgehalten oder von
einer frei drehbaren Achse getragen, deren Projektion auf die Zeichen-
. ebene durch A dargestellt wird (Fig.257), so mufl dort eine Trag-
oder Widerstandskraft N angreifen, die allen anderen auf
den Korper einwirkenden Kriiften das Gleichgewicht hilt,
wenn er in Ruhe bleiben soll. In vielen praktischen Fillen ¢
sind die betreffenden Krifte die Eigengewichte des Kor-
pers und der etwa darauf befindlichen Lasten, die nach
Abschnitt 13 in dem gemeinsamen Schwerpunkt S als Ge-
samtgewicht (¢ vereinigt werden koénnen. '

Die beiden Kriifte N und ¢ sind nach Absatz 5 nur
dann im Gleichgewicht, wenn sie gleich grofl sind und in  Fig. 257.
dieselbe Wirkungslinie fallen. Ist nun der Koérper nach
irgendeiner Seite so gedreht worden, daf} sich der Schwerpunkt S nicht
unter dem Aufhéngungspunkt oder der Drehachse A in derselben lot-
rechten Geraden befindet, so bilden die beiden Kriafte N und G ein
Kriftepaar, das in Fig. 257, wo der Schwerpunkt unterhalb der Unter-
stiitzungsstelle liegt, bestrebt ist, den Korper wieder in
die Gleichgewichtslage zuriickzufithren. Man bezeichnet
sie aus dem Grunde als sichere oder stabile Gleich-
gewichtslage.

In der ausgezogenen Stellung der Fig. 258 befindet sich
der Kérper ebenfalls im Gleichgewicht, da ¢ und N gleich
sind und in dieselbe Wirkungslinie fallen. Wird jedoch
der Korper durch irgendeine Einwirkung auch nur ein
wenig aus der Gleichgewichtslage abgelenkt, so wirkt das
entstandene Kriftepaar (G'N) der gestrichelten Lage
dahin, daf} er sich immer weiter aus der anfinglichen Gleichgewichtslage
entfernt und schlieBlich in die Ruhelage der Fig. 257 iibergeht. Die
zweite Gleichgewichtslage,” bei der sich der Schwerpunkt tiber der
Unterstiitzungsstelle befindet, heiflt die unsichere oder auch labile.
Sie ist fiir die Zwecke der Bau- und Maschinenpraxis
im allgemeinen unbrauchbar, da die kleinste Ver-
riickung schon geniigt, um den Korper vollig um-
schlagen zu lassen.

Fillt der Schwerpunkt mit dem Unterstiitzungs-
punkt zusammen oder in die Drehachse (Fig. 259),
so sind beide Kriifte ¢ und N in jeder Lage des Kor-
pers im Gleichgewicht und es kann sich kein Kriftepaar
herausbilden, das etwa eine Drehung bewirkt. Auch dieser Fall des
unentschiedenen Gleichgewichtes mufl im allgemeinen vermieden
werden, da er einerseits bei der geringsten Verschiebung oder Ver-
inderung der GiroBe einer Last in den des unsicheren Gleichgewichtes
iibergehen kann und andererseits auch immer verlangt' wird, _daB der
Kérper eine bestimmte, jeweilig vorgeschriebene Gleichgewichtslage

<

Fig. 258.

Fig. 259.
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unter allen Umsténden beibehilt. Ks ist also notig, dafl der Korper
mit einer gewissen Sicherheit im stabilen Gleichgewicht bleibt.

Wird der irgendwie gekriimmte Korper durch eine wagerechte
Ebene unterstiitzt, so mufl nach den Darlegungen S. 33 der Gegendruck N
sowohl senkrecht zur Ebene stehen als auch zu dem Oberflichenelement
des Korpers, in dem die Stiitzung stattfindet.

Einen bestimmten, senkrecht zur Stiitzebene durch den Unterstiitzungspunkt 4
des Korpers gefiihrten ebenen Schnitt geben z. B. die Fig. 260 bis 263 an, aufler-
dem konnen natiirlich noch beliebig viele andere ebene Schnitte durch den Unter-
stiitzungspunkt und senkrecht zur Stiitzebene durch den Korper gelegt werden,
in denen aber die Kriimmung des Korpers an der Stelle 4 sehr verschieden sein
kann. Wenn die Kriimmung an der Stiitzstelle nach jeder Richtung eine stetige
ist, also nicht etwa scharfkantige Falten oder dgl. der Korperoberfliche dort zu-
sammenlaufen, so konnen zwei Hauptkriimmungen angegeben werden, eine grofite
mit dem kleinsten Kriimmungshalbmesser und eine kleinste mit dem groften
Kriimmungshalbmesser, zwischen denen die {ibrigen Kriimmungen liegen. Es
1aBt sich nachweisen, daf die Ebenen der beiden Hauptkriimmungen senkrecht
zueinander stehen miissen,

Ist der Korper nun nicht im Gleichgewicht, wie offensichtlich im
Fall der Fig. 260, so sucht er durch eine Rollbewegung in eine Gleich-
gewichtslage zu kommen. Das Rollen eines Rades oder einer Kugel
ist nun eine Drehung um den Mittelpunkt des Rad-

kreises oder der Kugelkrimmung. Entsprechend kann
0
G 10
N 4 \ A\
N N
Fig. 260. Fig. 261. Fig. 262.

das Rollen eines beliebig gestalteten Korpers als Drehung um einen
Kriimmungsmittelpunkt der mit der Stiitzebene in Beriithrung befind-
lichen Fliche aufgefalit werden.

Damit ist der Fall auf den vorher untersuchten zuriickgefiihrt.
Der Korper befindet sich im sicheren Gleichgewicht, wenn der Schwer-
punkt oder Mittelpunkt aller auf den Korper einwirkenden Kriifte
senkrecht unter dem Krimmungsmittelpunkt der groliten Haupt-
kriimmung der betreffenden Stelle liegt (ig. 261). Er ist im unsicheren
Gleichgewicht, wenn der Schwerpunkt senkrecht tiber dem Kriitmmungs-
mittelpunkt der grofiten Hauptkriimmung der betreffenden Stelle
liegt (Fig. 262). Es besteht unbestimmtes Gleichgewicht, wenn der
Schwerpunkt S und der Kriitmmungsmittelpunkt O der groBten Haupt-
kriimmung der betreffenden Stelle zusammenfallen, wie z. B. bei einer
Kugel oder einem Zylinder, die nur durch ihr Eigengewicht belastet
sind.
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Sind beide Korper an der Bertihrungsstelle gekriimmt, wie etwa
im Fall der Fig. 263, wo die Stutzfliche vom Kriimmungshalbmesser R
ausgehohlt und der gestiitzte Korper mit dem Kriimmungshalbmesser »
ausgebaucht ist, so sind bei einer kleinen seitlichen Bewegung . beide
Flichen um die Strecken R« und 7./ aufeinander abgerollt, und
unentschiedenes Gleichgewicht besteht dann, wenn der verschobene
Schwerpunkt S” des Korpers gerade um eine bestimmte Strecke a iiber
dem neuen Stiitzpunkt A4 liegt.

Bei kleinem Winkel ist genau genug anzusetzen
Gy =1: ﬂ = R.«x

und nach dem Satz von den AuBenwinkeln eines Dreiecks ist

B=o-+7
also
y=f— «.
Damit wird
L
f—u o
1
B
und mit
x
Pow il
iy bl G i
e I r " R—p’
R

Bei grofien Ausschligen vergrofert
sich der Wert von a etwas, da jedoch
die Bewegung zuerst durch die kleinen
Ausschlige erfolgt; so ist der obige
kleinste Grenzwert mafigebend.

Sind die Berithrungsflichen beider <
Korper ausgebaucht, so gilt wieder mit
den Bezeichnungen der Fig. 264

a.p=Rig=r.-f und y=a48.
Damit ergibt sich wie oben
ity s S 1 fyitgh

) r R4
bk R Fig. 264.

als Erhebung des Schwerpunktes S iiber den Stiitzpunkt 4 im Fall
des unentschiedenen Gleichgewichts, Liegt § tiefer, so ist der Korper

im sicheren Gleichgewicht.
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Ist die stiitzende Fliche ausgebaucht und der gestitzte Korper
ausgehohlt (Fig. 265), so besteht noch unentschiedenes Gleichgewicht,
wenn bei geringem Abrollen aus der Gleichgewichtslage der verschobene
Schwerpunkt & gerade mit dem neuen Stiitzpunkt 4’ zusammentfillt.
Somit muf} die Erhebung a des
Schwerpunktes S {iiber den
Unterstiitzungspunkt 4 O be-
tragen. Der Fall entspricht also
der Aufhiingung.

Nur ist zu beachten, daB,
withrend im Fall der Fig. 263
die Seitenkraft N’ bei Ver-
schiebung aus der Gleichge-
wichtslage bestrebt ist, den
Korper wieder dorthin zuriick-

Fig. 265. zubringen, im Fall der Fig. 264

und 265 diese Seitenkraft auf

eine weitere Verschiebung aus der Gleichgewichtslage hinwirkt. Bei

kleinen Ausschligen ist aber ihr Anteil verschwindend gering; freilich
macht er sich bei grofen Ausschliigen recht erheblich bemerkbar.

Die vorstehenden Entwicklungen setzen voraus, daf die bertihrenden
Flichen vollig glatt sind; geringe Vorspriinge oder Rauhigkeiten
gestatten auch dann noch ein gewisses sicheres Gleichgewicht, wenn
die oben -festgestellten Bedingungen nicht mehr genau innegehalten
sind. Jedoch darf man sich nicht auf die Wirkung solcher Neben-
einfliisse verlassen (Bd. II).

Eine weitere Voraussetzung war, dafl es sich um lotrecht wirkende
Gewichtskrifte handelt. Die Ergebnisse gelten aber auch fiir beliebig
‘gerichtete Krifte und sich in beliebiger Weise beriithrende Korper,
wenn nur die Kriifte die den Figuren entsprechende Lage zu den Kérpern
haben. In dem Fall ist die Angriffsstelle der Kraft immer diejenige,
an der sie auf den zu untersuchenden Korper einwirkt.

Beispiel 123. Bei einem Wagebalken, dessen Last- und Gewichtsschalen
nach jeder Richtung frei beweglich sind, greift die Belastung erst an den Trag-
schneiden des Wagebalkens an. Bei einem Drahtseilbahnwagen dagegen, wo das
(Gehiinge zwar in der Fahrtrichtung frei auspendeln kann, aber bei den gewihn-
lichen Ausfiihrungen senkrecht dazu fest im Wagen liegt, ist fiir die Beurteilung
des Gleichgewichtes der Schwerpunkt des ganze n Systems, bestehend aus Wagen,
Gehiinge, Kasten und Ladung mafgebend. An einem Elektrohéingebahnwagen mit
Winde fiir den auf- und abbeweglichen Férderkasten ist aber wieder die Angriffs-

stelle des Kastengewichtes die Seiltrommel, auf die sich das Hubseil aufwickelt,
solange nicht besondere Fiihrungen die freie Beweglichkeit des Kastens ausschlieBen.

Beispiel 124. Auf einen Halbzylinder vom Halbmesser » = 42 cm, dessen
Einheitsgewicht y; = 0,65 ist, sei ein dreiseitiges Prisma von der Grundbreite 2 »
und der Héhe A aufgesetzt, dessen Einheitsgewicht y, = 0,75 betriigt. Wie hoch
kann h gemacht werden, wenn noch & = 1,5fache Sicherheit fiir stabiles Gleich-
gewicht bestehen soll ? Angenommen werde, daf die Unterstiitzung erfolgt durch

1. eine wagerechte Ebene,
2. ausgebauchte Zylinderfliche vom Halbmesser R = m 7 mit m = 3,
3. ausgehohlte Zylinderfliche vom Halbmesser R = m 7 mit m = 3.
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1. Unentschiedenes Gleichgewicht besteht, wenn der Gesamtschwerpunkt mit
dem Kriimmungsmittelpunkt O zusammenfillt (Fig. 262), also fiiv G, - a; = G, - ay;
bei Sfacher Sicherheit gilt also

B S il N
. Gy = © G2y
oder mit

/ 1 9 4r

G = g o, b4 B ol L

Gy = ; S he e umd L g '== {I
1 d 4
st Lryge g A

Hieraus folgt
b= P /2 1WA S / i
=, ghotl Fig. 266.
2. Nach Formel (118) ist
AN b it et P
TR m4 1

In bezug auf die Beriihrungsstelle gilt nun die Momentengleichung
@ (G + Gy) =Gy - (r —m) + Gy (r + @)

oder mit den obigen Werten von a, @, a:

r m 1 1 h
RO Ry IO S I B R MY L U
g ant (2 PR e 5 2rh+1l ;2)
Wl SRR e ‘”) % 1
i R 1wy (r il —{—72- 20kl yz-(r+—:3—h>.

Hieraus ergibt sich

A+ h»:;r.(l— SRR

&S e (

AP LV R O gy S 2 ST e L
U bl b P e
Mit den gegebenen Zahlenwerten geht die Gleichung iiber in
h? 4 b+ 63 4 545,56 =0,

i

woraus folgt .

h= —381,5 4 V31,52 — 545,5

oder, da nur der Hochstwert von A in Betracht kommt,
h= —3L1,5 4+ 21,1 = —10,4 cm.

Der zweite Wert h = —31,6 — 21,1 = —52,6 cm hat keine Bedeutung.
Damit sicheres Gleichgewicht mit der vorgeschriebenen Sicherheit besteht,
muf} aus dem Halbzylinder noch ein Prisma von 10,4 cm Tiefe herausgeschnitten

werden.
3. Nach Formel (119) ist
7R m

Cra=—-———=1pr———

‘ PP g =g i
Im iibrigen gilt dieselbe Rechnung wie unter 2., wenn nur m — 1 statt m + 1
eingesetzt wird. Die Zahlengleichung liefert dann
0,65
Bt @y WP R g
h = 42 075 2'
also h = 55,256 cm.

[¢
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Beispiel 125. Bei dem Dreigelenkgew6lbe nach Fig. 185 haber die aus-
gehohlten Gelenkquader den Kriimmungshalbmesser R = 3,0 m. Anzugeben ist
der Kriimmungshalbmesser » der ausgebauchten Quadern, wenn fiir das stabile
Gleichgewicht & = 2,56fache Sicherheit vorgeschrieben wird (Fig. 267).

Der wagerechte Abstand des Kraftmittelpunktes der auf eine Gewolbehiilfte
wirkenden Krifte vom Kampfer betrigt nach den Angaben des Beispiels 90

H o+ 15800 w27 i
bty a7 A o
mithin vom Scheitel
a=14%0l—ay="791 — 287 =4,04m.

Nun besteht gemafi Formel (118) fiir das Scheitelgelenk die Gleichung

7N

Sta= g

. / Hieraus ermittelt sich der gesuchte Wert
R G-a 3,025 4,04
R+ G-a 30+25 404
Fiir das Kéampfergelenk ergibt sich

a=Va+ [ =)2,87 + 2,70° = 3,94 m

und damit
3,0-25:394
bl TR ¥ 17 el
Beispiel 126. Das in Fig. 268 skizzierte Drahtseilbahngehiinge fiir die Be-
férderung von Rundholzstimmen hat die nachstehenden Gewichte und Schwer-
punktsabstéinde von der Oberkante des Tragseiles:

1. Wagen: G = 85kg, x = —11 cm (dariiber gelegen),

= = 2,81 m.

2. Gehdnge: 00 v +90 ,, (darunter ,, ),

3. Zugseil: 120l 446 4, (" 5 »o )
1 I il it Anzugeben ist die Sicherheit, die fiir stabiles Gleichge-
G| i wicht vorhanden ist.

Stabilititsbedingung ist
Gy 2y + Gy xs G G @y,
hieraus folgt
Gy @y + Gy g 60904120 - 45
G, 2 = 8511
Werden etwa mehrere Wagengehiinge dicht hinter-
einander auf die Bahn gebracht, so dafl das von den

einzelnen getragene Zugseilgewicht nur 5 kg betriigt, so
~wird in dem Fall

€ s =116,

6090 4 5-45

T A

Bei hochliegender Zugseilklemme kann die Sicher-
heit noch geringer werden. Z. B. gelten folgende An-
gaben:

1. Wagen: G= 8kg, x= — 13cm,
2. Gehingg: 40555 + 65 ,,,
3. Zugseil: 1205, — 28 ,,,
4. Kasten leer: 1 e +152 ,, .
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Dann ergibt sich
40 - 65 -+ 115 - 152

12028 18513

ein freilich immer noch reichlich hoher Wert.

=4,5,

@:

Beispiel 127. Der 5 hl fassende Wagenkasten einer Drahtseilbahn nach Fig. 269
wiegt @) = 115 kg, er sei in der Schwerachse des leeren Kastens um @; = 0,36 m
unterhalb des oberen Randes aufgehiingt, die Schwerachse des Laderaumes liege
@, = 0,31 m unterhalb des Randes. Wieviel Schiittgut kann eingeladen werden,
wenn der Wagenkasten nach Umschlagen der Klaue noch von selbst umkippen soll ?

BEs hiingt das wenig von der Art der Ladung ab. Ist z B. der Kasten mit
Kohle voligeladen, deren Einheitsgewicht y v 0,80 t/m? betrigt, so hat der Ge-
samtschwerpunkt vom oberen Rande den Abstand

0,5 0,60 - 0,31 + 0,115 0,36 0,124 + 0,041

3 0,5 - 0,80 + 0,115 AN 0 A
Bei voller Beladung mit Magnetkies vom Einheitsgewicht y o 4,60 t/m?, wofiir
der Wagen allerdings etwas zu leicht gebaut wiire, betrigt der Schwerpunktsabstand
Lnis 0,5 + 4,60 - 0,31 - 0,115 - 0,36 0,713 + 0,041 313
g 0,5 - 4,60 - 0,115 T T g
Der Unterschied ist also ganz unerheblich.

Die Sicherheit, da der Wagenkasten
bei voller Beladung umkippt, ist, wenn
oberhalb der Aufhiingungsachse 0,55 r
des Laderaumes mit dem Schwer-
punktsabstand 0,19 cm von der Achse
gich befinden und darunter 0,45 des
Laderaumes mit dem Schwerpunkts-
abstand 0,14 cm:

L0 00 o ]
© = 045014 198 Fig. 269.

Ist z der Teil der Ladung, der fehlen kann, bis gerade unentschiedenes (leich-
gewicht eintritt, so gilt in bezug auf die Aufhingungsachse

0,45+ G+ 0,14 = 0,55 - G+ 0,19 — 2+ G - (0,36——;-> .
Die Gleichung ergibt

= 0,820m .

85 700

22— 0,722 + 0,083 = 0,
also i

2 = 0,36 - 0,22 = 0,14 .
Nur das untere Vorzeichen liefert einen brauchbaren Wert.

Beispiel 128. Bei einem Wagebalken von A= 15 mm Gesamthohe in der
Mitte liegt der Schwerpunkt um A= 1,6 mm unterhalb der in der Mitte der
Héhe befindlichen Schneide. Anzugeben ist die Sicherheit, mit der stabiles
Gleichgewicht besteht.

Um zu einer Momentengleichung zu gelangen, hat man den Wagebalken in
zwei gleiche Teile zu zerlegen, wovon der obere den Schwerpunkt 12,4 mm von
der Aufhiingungsschneide entfernt hat, und der untere entsprechend um
15,6 mm. Es ist dann

8:34G-124=1G-156,
also
15,6

o 12,4

=126 ,
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15. Die Standsicherheit.

Liegt ein Trager frei auf zwei Stiitzen (Fig.270), dessen Eigen-
gewicht ¢/ in der Entfernung b von der einen Stiitze angreift und der
aullerdem mit der Kraft P im Abstande @ von der Stiitze auf dem
auskragenden Teil belastet ist, so lassen sich die Stiitzendriicke nach
den Angaben in Abschnitt 9 leicht berechnen. Man erhiilt z. B. fiir den
Fall der Fig. 270

T4
g b Nz VGRS < Z N RS S
Pl'———ﬂ;—ﬁ 1=—[G-0—-b8)+P-(+a)],
[ | .
N, l N, N, = l-[(:’-b—P-a.].
7| G l
Tig. 270. Greift P zwischen den beiden

Stittzen an, so ist @ mit dem ent-

gegengesetzten Vorzeichen zu nehmen. Es wird dann N, kleiner und N,

groBer, und zwar sind beide immer positiv. Im Fall der Zeichnung wird

N,=0fir P-a=@G-b, und wenn P.a tiberwiegt, kippt der Triiger nach

der Seite von P iiber, falls er nicht bei N, entsprechend verankert wird.

Wird eine gewisse Sicherheit © gegen Kippen verlangt, so muf}
demnach die Beziehung bestehen

S P g =Gl (120a)
Sind mehrere Kriifte P aufierhalb von N; vorhanden und ebenso
mehrere G zwischen N, und N,, so gilt entsprechend

©-Z(P-a)=2(G-b). (120 b)

Ist die Anordnung eine derartige, dafl schon G auBlerhalb der

Stiitze N, angreift, so mufl unter allen Umstéinden bei N, eine Ver-

ankerung angebracht werden, und die Sicherheit & besteht, wenn
N, auf das Sfache des rechnerischen Wertes erhoht wird.

Mit Hilfe der oben benutzten (Gleichgewichtsbhedingungen lassen sich nur die
Auflagerdriicke eines frei auf zwei Stiitzen liegenden ebenen Trigers ermitteln.
Ist der Triiger an einer Auflagerstelle irgendwie eingespannt oder noch durch
Liingskrifte beansprucht, wie etwa ein Bogentriiger mit Zugband, so geniigen die
drei Gleichgewichtsbedingungen nicht zur Berechnung von vier Unbekannten.
Die Untersuchung solcher statisch unbestimmter Triiger enthilt Bd. IV.

Beispiel 129, In
Fig. 271 ist das Schema

der Hilfte der Peif3-
A __ nitzbriicke bei Halle
q=64m TN dargestellt?”). Der zwi-
TSR TR R T TR T T, ol kl k2 sonen die beiden Krag-
16,65 26,47 m, triiger eingehiéingte
N ;fl‘ " \P-40t mittlere Teil hat die
Fie. 271. Liénge 17,06 m, das
N 4 o Bty Eigengewicht und die
grofte Verkehrslast ergeben zusammen p = 4,7t/m. Die Stiitzkriifte auf jeder
Seite betragen dann

P=1}47-1706 co 40 t.
Zu berechnen sind die beiden Auflagerkrifte ¥, und N, des Kragtriigers.
) Ziegler, Z d.V.d. I 1901.
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Man erhilt aus der Figur in bezug auf die Wirkungslinie von N,

N, 16,65 — 6,5 - 4 - (16,65 - 26,47)2 — 40 - (16,65 - 26,47) = 0,
also
43,12 )
— . . 5. : = 3 :’ ]
No= Jggs (1 6,543,124 40) = 466,5 .
Entsprechend ergibt sich in bezug auf die Wirkungslinie von N,, wenn, wie
meigtens, N, als nach oben gerichtet angenommen wird:

N, + 16,65 + 6,5 16,65 + 26,47 + & - (26,47 — 16,65) + 40 - 26,47 — 0,
also
1 1376,2 - 1058,8 ‘
S A A Lk
Der negative Wert von N; besagt, dafl seine Richtung verkehrt angenommen
war. Um die Briicke im Gleichgewicht zu halten, mufi am dufleren Ende je eine
Last von 146,2 t angehéingt werden,
Die Richtigkeit der Rechnung erfolgt aus

6,5 + 43,12 -+ 40 = 466,5 — 146,2 = 320,3 .

Wenn der dem Briickenende benachbarte Teil des Kragtrigers nur durch
sein Kigengewicht belastet ist, so dal} dort die Verkehrslast ¢ — 2,8 t/m wegfillt,
8o erhoht sich N, noch um 4% -2.8-16,65 = 23,2t. Der Hochstwert ist somit

N, = 146,2 4 23,2 = 169,5t .

Im allgemeinen mufl noch eine & = 1,5fache Sicherheit gegen Kippen be-
stehen, so dafl das Gewicht des anzuhéingenden Fundamentblockes mindestens
Gy = 1,5 +169,5 oo 255 t

betragen mul.

Beispiel 130. Ein Drahtseilbahnwagen vom Radstand /= 40 cm und dem
Bigengewicht @ = 85 kg, das um die Strecke a = 0,5 cm iiber der Mittelachse .
des Wagens angreift, ist belastet durch das Gewicht des Gehiinges, Wagenkastens

und der Ladung @ = 40 + 115 + (400) kg, das b = 5,5 cm unterhalb der Wagen-
mittelachse angreift, und durch das Gewicht des Zug- 2. e
A

seiles P = 120 kg, das um &= 13 ecm oberhalb der
Wagenmittelachse wirkt (Fig. 272). Anzugeben ist die
Zuggeilkraft S, jeder Achsdruck Ny und N, fiir ver-
schiedene Neigungen « der Fahrbahn und die Stand-
sicherheit & des Wagens.

Man zerlegt die drei Lasten'@), @, P in ihre Seiten-
kriifte senkrecht und parallel zur Fahrbahn und erhilt
sogleich

8= (Q -+ G+ P)sina,
ferner
N+ N,= (@ + G+ P):ocosocx.

In bezug auf den Schnittpuni{th der Wirkungslinien von N, und S erhiilt man
~N; 14+ (@+ G+ P)-cosx é'-!- @ (h+b)+G:(h—a)+ P:0]-sina=0
und in bezug auf den Schnittpunkt der Wirkungslinien von N; und §

4Nyl — (@ +G+ P)-cosoc';f +[Q:(h+b)+ G (h—a)+ P:0]:sinoe=0,

also

¥ : o .

N, = —;f—--(Qﬁ—G’ﬁ» P):cosor (Q’—L—Jlr—9+G g a)-smoc,
b h — :

Ny = ; (@ + G + P)-cosx — (Qﬂ:;m + G~i~q> cgine.

Stephan, Technische Mechanik. I. p 9
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Die Sicherheit dafiir, daff sich das Rad 2 nicht abhebt, findet man, da das
erste Glied der (ileichung fiir N, das Andriicken bewirkt und das zweite das Ab-
heben hervorruft, zu

s_ 1 @+G+P)

s e sl
Q}'L’]' b——}~Gh : a

+cotgov .

Mit den gegebenen Zahlenwerten folgt hieraus fiir den leeren Wagenkasten
S = (40 + 115 + 85 - 120) - sinev = 360 - sinev ,

] 5 LI
Nij= ‘1) - 36Q - cos o - (155- %ﬁ -+ 85 fod)- sin
= 180 - cosox + 98,3 - sinwx,

Ny = 180+ cosox — 98,3 - sinu ,

180
&= 08.3 - cotgx = 1,83 - cotgox

und entsprechend fiir den vollen Wagenkasten
S = (360 4- 400) - sinx = 760 - sine ,

18,5 19,5) ]
40 -+ 85 40 sin

= 380 : cosx - 283,3 - sin&k ,
N, = 380 - cosx — 283,3 - sinu ,

380
= 2833

N ;— =760 - cosox (555 .

S -cotgo = 1,34 - cotgor .

Man kann so die nachstehende Zusammenstellung berechnen.

Nun ist zu beachten, daff das Zugseil um eine Strecke x = 9,5 em seitlich
am Wagen angreift; und das Wagengehiinge wird so gekropft, daBl der Wagen
im leeren Zustande um ebensoviel nach der einen Seite geneigt steht, wie im
vollen Zustande nach der anderen. Das wird erreicht, wenn ¢ um y = 3,2 cm
nach der anderen Seite aus der Mittelachse verschoben ist. Denn es gilt dann

Prox=120+95 = 1140 cmkg,
Q=160 8,Z= 18800 .
bzw.. .. @y == 8506.+8,2=1776 ,,

Der Unterschied betriagt

1140 — 496 = 644 cmkg
bzw. 1775 — 1140 = 635 ,,

Infolgedessen wirkt der Seilzug S auf eine Schiefstellung des
Wagens hin (Fig. 273), und das vordere Wagenrad hat etwa die in
Fig. 274 veranschaulichte Stellung auf dem Tragseil. Man erhiilt aus
der Momentengleichung N <] = Sz

Fig. 273.

NN
N'= 8 -7 = 0,2375 - 8
N’
Fig. 274 als diejenige Kraft, die jedes der beiden Rider nach der Seite dringt,
& * und der Winkel, um den der ,Auflagerdruck N{ bzw. Nj seitwiirts

ausschligt, wird bestimmt durch tgy = ll\\;



Die Standsicherheit. g 131

5 H 0° { 10° ‘ 20° ‘ 30° | 40° | 50°
| . |

ginoy = ’ 0 0,174 0,342 0,500 0,643 0,766

o8 0y = 1 0,985 0,940 0,866 0,766 0,643

cotg & = ) 5,671 2,747 1,732 1,192 | -0,839
8 = 0 63 123 180 231 276 kg

& N, = 180 194 203 205 201 101 ,,
2 Ny = 180 160 136 107 75 4l v,
G = oo 10,38 5,02 R0 218 1,54 ,,
. = 0 132 260 | 380 489 582 kg
2 N, = 380 423 454 | 470 473 461 ,,
K N,= | 880 325 260 | 187 109 2.
£ € = 00 7,60 3,60 2,32 1,60 1125,
v N ok 0 15 29 43 55 66 kg
g tgy, = 0 0,077 0,143 0,210 0,273 | 0,346 ,,
e tgyy = 0 0,094 0,213 0,402 0,784 3, 61045
g N = 0 31 62 90 116 138 kg
= tgy, = 0 0,073 0,137 0,192 0,246 | 0,300 ,,
T gy, = 0 0,095 0,238 0,482 1,064 | 512 ,,

Mit Riicksicht auf die seitlichen Verriickungen, die beim plétzlichen An-
fahren vorkommen kénnen, 1aft man im allgemeinen keinen grofieren Ausschlag
als y o0 20° zu, dem tgy == 0,364 entspricht, so daf} die gegebene Anordnung
bei den obigen Belastungen schon fiir die Neigung o o 25° nicht mehr brauch-
bar ist.

Ist ein Triger in drei Punkten unterstiitzt, wie z. B. der Wage-
balken einer Dezimalwage nach FKig. 275, und wird er an beliebiger
Stelle durch eine oder mehrere Krifte ¢ belastet, so lassen sich die
drei Stiizkriifte Ny, N,, Ny wie folgt bestimmen.

In bezug auf die Verbindungslinie der Stiitzpunkte 1 und 2 ergibt
die Momentengleichung

>_‘N].l'—+_Q'b::0)

also 5 s
b b A
N ) [ih Q ¢ 7l X Ii-_i .{
oo TRy
In bezug auf den Stutzpunkt 3 lautet die l Wi
Momentengleichung A

Nz-a—N,‘~Vg~+Q-(-g~+c):0;

wird hierin der Wert. von N eingesetzt, so er-
gibt sich

1 20 b 2
Entsprechend gilt fiir den Stiitzpunkt 2

a a
-7'N3'a—N1'2+Q'<2*C>=G,
a %
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i 2¢ b)
Ny = 2'Q'<1— mobag | i

also

Dal richtig gerechnet worden ist, wird mit Hilfe der Summen-
gleichung fir alle Krafte festgestellt:

Ny N Nl

Wird die Last @ etwa so verschoben, daff ihr Schwerpunkt in der
geraden Verbindungslinie der Stiitzpunkte 2 und 3 liegt, so ist b = 0,
und die vordere Zugstange hat die Belastung N, = 0; greift ) etwa in
der Verbindungsgeraden der Stiitzpunkte 1 und 2 an, so wird ebenso
N, = 0. Liegt der Schwerpunkt der Last ¢ aullerhalb einer der geraden
Verbindungslinien der drei Stiitzpunkte, so besteht kein Gleichgewicht
mehr.

Bedingung fiir das Gleichgewicht ist demnach, daf} die Wirkungslinie
der Mittelkraft aller Belastungen die durch die drei Stiitzpunkte be-
stimmte Ebene innerhalb des von den drei Stiitzpunkten festgelegten
Dreiecks schneidet.

Befinden sich die drei Stiitzpunkte mit der Wirkungslinie der
Kraft  in derselben Ebene, wie etwa bei dem Wagen einer Kabelbahn
a i (Fig. 276), so fithrt die obige Darlegung

; /; i nicht zum Ziel. Denn in bezug auf die
e R ; | H=%)y} Wirkungslinie von N, erhilt man bei-
T LT spielsweise die Momentengleichung

W e bM + N2 Nt a—r Qb =

il worin aber die beiden Unbekannten N,

Gl F:I und N, nicht getrennt werden kénnen,

e Q da als weitere Gleichung nur noch die

Fig. 276. Summengleichung N, + N, + Ny = @

zur Verfiigung steht. Die Aufgabe ist
wieder statisch unbestimmt und kann nur gelést werden, wenn die
Nachgiebigkeit der iiber den Radachsen angebrachten Federn beriick-
sichtigt wird.

Man macht die Aufgabe dadurch statisch bestimmt, dafl die beiden
Réder 1 und 2 auf einem in der lotrechten Ebene frei drehbaren Hebel
sitzen, an dessen Zapfen das eine Gehiinge der Laufkatze angreift
(Fig. 277).

Auch die erste Aufgabe fiir drei nicht in derselben Ebene wirkende
Stiitzkrafte ist statisch unbestimmt, sobald der Triger nicht auf allen
drei Stiitzen vollig frei aufliegt, sondern etwa bei einer oder mehreren
eingespannt ist, oder wenn zwischen zwei Stiitzstellen noch irgendeine
Spannkraft wirkt.

Beispiel 131. Anzugeben ist der Abstand b, in dem die Last @ am Kabel-
bahnwagen aufzuhéingen ist (Fig. 277), wenn die Abstinde a, und a, der Lauf-
riider festgelegt sind, fiir den Fall, dafl die Auflagerkriifte N gleich gro8 sein sollen.
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Bs bestehen die folgenden Beziehungen:
N, = Ny, N+ Ny +Ny=3N=@Q,
(Mg + 3) 0+ Qb — Ny - (as + hag) = 0.
Hieraus folgt sofort f
b= {-(a, + a,).

Soll noch @, = a, = a sein, so ist auszufithren b = % a, d. h. @ ist in der
Mitte des Wagens aufzuhéngen.

Wirken auf einen in drei Punkten frei gestiitzten Korper mehrere
Kriifte nach verschiedenen Richtungen ein, so lassen sich die von ihnen
fiir irgendeinen Stiitzpunkt oder auch eine
Stiitzlinie — die Verbindungsgerade zweier
Stiitzpunkte — hervorgerufenen Drehmo-
mente scheiden in solche, die auf Kippen des
Korpers hinwirken, also bei der Zusammen-
setzung das Kippmoment liefern, und
solche, die auf ein Andriicken des Korpers Fia. 277
auf die Stiitzen hinwirken, also zu einem e ;
vereinigt das Stabilitatsmoment ergeben.

Der Korper befindet sich um so sicherer im Gleichgewicht, je mehr
das Stabilititsmoment M, iiber das Kippmoment M;. iiberwiegt.
Die Sicherheit der Standfestigkeit wird somit ausgedriickt durch das
Verhiiltnis ‘

M,
) M, (121)
Beispiel 182, Die auf drei Riidern laufende verschiebbare Winde fiir Koks-
ofentiiren gemiif Fig. 278 wird belastet durch das Tiirgewicht @ = 170 kg, dessen
Ausladung @ = 80 em betriigt, ferner wirken darauf der Kurbeldruck P = 30 kg
(beim ersten Andrehen) eines Mannes in der Hohe h = 95 -+ 35 cm und das
Tigengewicht des Gestelles Gy = 200 kg, das den Schienenabstand teilt in
b, = 50 cm und b, = 30 cm. Anzugeben ist die erforderliche Gréfle des Aus-
gleichgewichtes @ fiir @ = 1,5fache Kippsicherheit.
Die wagerechte Druckkraft P wird durch eine gleiche P/, ©
die zwischen den Schienen und den Radflanschen wirkt, auf- (ﬁ
gehoben. Das Kippmoment iti bezug auf die Schiene 1 betrigt / X

M,=Q-a+ P-h= 17080 + 30 - 130 = 17500 omkg, VAl
das Stabilititsmoment ist 5
M, = (@ -+ Gy) - by = G50 + 200 - 50 = 50 - G + 10000 cmkg. L\ @ _l
Nach Formel (121) ist also erforderlich M, = & - My, a
oder 50 « @ + 10 000 = 1,5 - 17500, % i

woraus folgt g I
G — 325 kg . R T b

Jetzt konnen die Raddriicke bestimmt .werden:

Ny A 810 “[170 - (80 - 30) -} (325 - 200) - 30 + 30 (95 - 35)], N,

mithin V3 e 4?9 kg, QR Fig. 278.
der sich auf zwei Riéder verteilt, ferner U

N, slo . [—170 - (80 — 50) + (325 s 200) - 50 — 30 + (95 4 35)] ,

mithin Nge=216 kg
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Fiir den Fall, daf das Windengeriist leer verschoben wird, verschwinden

und P, und damit wird

N, = & - (325 + 200) = 197 kg,
80

N, = 20 . (395 4 200) — 328 kg.
T 7!

Beispiel 133, Bei dem Hammerdrehkran nach Fig. 279 ist gegeben 23):
die Belastung der Laufkatze @ = 150 t,
das Eigengewicht derselben Gy = 6 t,
das Higengewicht des drehbaren Hammers G, = 300 t,
das Eigengewicht des feststehenden Geriistes @, = 160 t,

der Winddruck auf den drehbaren Teil bei vollbelastetem Kran mit

g=80kg/m? ' gu Wy a 151,

a, | Qo |
o EARARET
Te 1] 4
% 6l Mﬁ 5
i
i
! k,
W,

-k I T Lr./__
M { M/ %
i \'4
Fig. 279,

der Winddruck auf den drehbaren Teil bei leerem Kran mit ¢ = 200 kg/m

zu We= 121,

9

der grofite Winddruck auf den feststehenden Teil W, = 51t, in der Hohe

% b angreifend,
die grofite Ausladung der Last a;, = 27 m,
die kleinste Ausladung der leeren Laufkatze a, = 7,5 m,
der Abstand des Eigengewichtes ¢, von der Drehachse b = 2,5 m,
die gesamte Kranhohe h; = 34,4 m,

der Abstand des oberen Druckringes vom unteren Spurlager A, — 24,4 m,

der FuBabstand des quadratischen Mantelgeriistes 7 = 15 m,

der Abstand der Mittelkraft des Winddruckes von der oberen Laufschiene

¢ =ik
die Ausladung des Gegengewichtes a, = 17,5 m.

Zu berechnen ist die Grofle des erforderlichen Gegengewichtes sowie die der

Auflagerkrifte V, H, N.

28) André, Die Statik der Schwerlastkrane. 1919.
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Bei vollbelastetem Ausleger gilt in bezug auf das untere Lager des Hammers
die Momentengleichung

+H h=+(Q+G) a,+ Gy:b—Qyap+ Wy (hy.—c)

und entsprechend bei leerem Kran
" Heh= G+ = Qprag— W (hy =)
Der Eisenbau wird am besten ausgenutzt, wenn in beiden Fillen die absoluten
Zahlenwerte von [ einander gleich werden. Aus
@+G) ay+ Gy b—0Qyay+ Wy (hy —¢)
= — @y ay— Gy b+ Qyra,+ Wy (hy —c)

folgt dann

1
Qo= 5, "[Q a4 G (@ — ay) +2G, b — (Wy — W) (b —0)
0

oder mit den gegebenen Zahlenwerten

1
Q= 37175
Fillt in beiden Killen der Winddruck weg, so verschwindet das letzte Glied
der Klammer und man erhilt dafiir
O m= 16210,

Wird der Mittelwert ), = 158 t ausgefiihrt, so ergibt sich aus der ersten
(leichung ;

+ (150 - 27 4 6+ 19,6 4 2300+ 2,6 — 10,5 - 26,4) = 154 t.

1 i A
H = % @+ G) a+ Gy b —Qyray+ Wyt (hy —c)

i 24'.4 = 67,5 — 300 - 2,5 + 168" 17,5 + 12 - 26,4] c0 03,8 t .

Die lotrechte Spurlagerbelastung wird im ersten Fall

V=046, + G 4+ Qy= 614t
und bei leerem Kran
Vo= @y + Gy + Qp= 464 1.
s ist noch zu ermitteln, bis zu welchem Abstand @ die Hochstlast des Kranes
Quax = 200t vorfahren darf, ohne dafll der grofite Wert von H iiberschritten
~wird. Aus der ersten Momentengleichung bestimmt sich

o= 2(1)6 - (93,8 - 24,4 — 300 - 2,5 4 158 - 17,5 — 1,5 26,4) ~ 20,7 m.
Tiir das feststehende Mantelgeriist des Kranes ergibt sich in bezug auf die
Angriffsstelle der Auflagerkraft N, (bei leerem Kran und starkem Wind) die

Momentengleichung :

Nyri= W,-»;‘ ‘-}—Ga-vé—+H-h,
also mit den vorstehenden Zahlenwerten
N = —11-5 < (+5-12,2 4+ 160 - 7,5 4 93,8 - 24,4) oo 236,5 ¢
und in bezug auf die Angriffsstelle von N, unter sonst gleichen Umstinden
N, = 1!54 < (+5-12,2 — 160 7,5 + 93,8 - 24,4) co —T76,5 ¢,

d. h. das Fundament, das zur volligen Sicherheit mindestens 1,5+ 76,5 co 115 ¢
wiegen mufB, ist an dem Fufl des Mantelgeriistes gut zu verankern. Beide Auf-
lagerkriifte verteilen sich iibrigens auf je zwei Stiitzpunkte.
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Steht der Hammerausleger auf einer Diagonale des FuBpunktquadrates, 80
istV=1-)2, also Ni=N; . J25884,5t
als Hochstbelastung eines Stiitzpunktes.

Ist der Korper in vier Punkten unterstiitzt, von denen nhur immer
je zwei in derselben Geraden liegen, wie etwa ein Laufkran nach’ 1‘10‘ 280,
so wird, gewohnlich die folgende Uberlegung gemacht:

Befindet sich die Last ¢
genau in der Mitte, so ver-
teilt sie sich gleichmifig
N,auf die vier Stiitzen, so

dafl man ansetzen kann

i m[’ N e N e iy i\ =0 20
e Fig. 280. Verschiebt sie sich in der
¥ 4 Langsrichtung des Kranes,

so werden die Rider auf
der Seite, wohin die Last geht, entsprechend stiirker belastet, das gleiche
gilt fiir die Verschiebung in der Querrichtung. Daraus ergibt sich

£ ,,,%,l+“ 7»%Vc—~7l1~ (l a,).<1 b)
Nl'—'Q l i ¢ _Q' 2+l 2—6 )

A jl—a 'fc~b" (l a,) (l b)
Nem 8 r e I G T

122)
Lo hlta det+d 1 a> (1 b) (
N3_~Q. ; 2 '(2—’_l I 2+c ]
Lg. Eiom AR ( @ “ g
i l c e l>' 2+c ¢

Fiir @ =0 und b = 0 gehen diese Gleichungen in die obige iiber.

Erfolgt die Unterstiitzung etwa durch lingere gleich ausgefiihrte
Saulen, so liefert eine genauere Rechnung, die die elastische Nachgiebig-
keit der Stiitzen berticksichtigt?) (vergl. Bd. IV),

Fom Sy, 20 o 20V 0 G S
c 4

4 l 4 l
N @ 1 2a 2b7 e (9] 1 2a _211 (154
St el pel g S e

Beispiel 134, Ein Laufkran fiir die Belastung @ = 15t von der Spannweite
I = 12 m und dem Radstand ¢ = 3,2 m hat eine Laufkatze vom Gewicht @, = 3 t,
withrend das Gewicht der Laufbrucke etwa (f, oo @) betriigt. Anzugeben smd die
Radbelastungen fiir die Laststellung @ = 4,5m und b = 0,5 m.

Man erhalt nach den Gleichungen (122)

le (15.4.8) .(1 + 4’5> (L_ 0’5>_+,,,1_ - 15

2 12 2 3,2 4
7= =151
_18°-8~ 32-'—3/o-917t

29) Lewe, Beton u. Eisen 1914.
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UL DA 40, B
e Dot g« A g . ot [ % « 15
Aa 58 (2 1.2) (2 3,2)Jr i
e R :; . 13,; + 3,75 = 4,52 t ,
, s G G G T S S
2.1
Aiite ; iz + 3,75 = 14,09 ¢,
1 4,5) (1 05\ 1
N, (1’*3)(2 1 NE T gl e
B PRI ST

8 9,2
Die unerlifiliche Proberechnung lautet: 15 - 3 15 = 33,00 .
Die Verteilung auf die Stiitzen vereinfacht sich, wenn der Lastausschlag b
nach der Querrichtung verschwindet, so daff der Laufkran als ein Balken auf
zwei Stiitzen berechnet werden kann.

Beispiel 185. Anzugeben sind die Raddriicke N, und N, und die Kipp-
sicherheit fiir den in Fig. 281 dargestellten drehbaren Ausleger eines Portalkranes,
und zwar fiir die Vollbelastung und fiir den unbelasteten Zustand.

Die Gewichte sind abgewogen und ihre Schwerpunktsabstinde von der Mitte
des Drehzapfens berechnet®®) gemifl folgender Zusammenstellung:

Drehmoment
M Gewicht G Abstand a in bezug auf
Nr. Gegenstand die Mitte
kg cm mb
1| GroBte Last . . . . . IR 5000 -+840 +42,000
8 | I N 75 100 + 0,075
3 || Beil, Kugel, Haken . . . . . 300 -840 + 2,520
4 || Kranausleget . . ... s <. » 2000 500 10,000
5 | Motoranlasser. . . . . . . . 550 130 + 0,715
6 | 4 Tragrider mit Achsen und
Eern) ol riealivetdel siald il 1110 0 0
Bl EAhnerientl: L e Il v v 4125 —100 — 4,125
8 | Drehgestell . .. . . i s 2820 —115 — 3,243
9 | Winde mit Motor und Zubehor 8870 —190 —16,853
10 | Gegengewicht . . . . . . . 3150 —330 —10,395
voll, Summe 1 -3 10 : 28 000 kg +20,694 mt
leer, Summe 3 —-10 : 22 925 ,, —21,381 ,,

(Ausgefiihrt wurde das Gegengewicht 1,5t groBer.)

Der Abstand des Gesamt-

schwerpunktes betrigt bei Voll- a

belagtung G
28,694
A o 0,789
24 + 98,0 -+ m e
und im leeren Zustand Gt
21,381
Wl 29,095 — — 0,933 m.

Fig. 281.

30) Koll, D. p. J. 1907.
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Hinzuzurechnen ist noch das Moment des Winddruckes, der auf die Kliche
des Fiihrerhauses # = 4,5 - 3,3 = 14,85 m? mit p = 50 kg/m? bei voller Belastung
und 200 kg/m? bei leerem Kran wirkt, und zwar in 4 = 2,78 m iiber den Auflager-
stellen der Rider. Es ist hiernach bei vollbelastetem Kran:

My, = 14,85 - 0,050 - 2,78 = 2,065 mt
und bei leerem Kran: !
My = 14,85 - 0,200 - 2,78 = 8,260 mt ,
das in beiden Fiillen zu dem Gewichtsmoment zu addieren ist.
Damit wird mit dem Abstand der Gesamtbelastung } b - x, bei vollem Kran:

_28,00-2,039 + 2,065

Ny= A T 2074
28,00 -0,5 F 2,065
N, = '-3:-99.(1»2-’%%) F 2,065 594 baw. 6,83 ¢

je nach der Windrichtung,

und bei leerem Kran: {
22,925 - 0,367 F 8,260

N, S ~ 0,058 t bzw. 6,41 ¢
22,925 - 2,233 + 8,260
Ny — 22,86¢.

- Jede Belastung verteilt sich auf zwei Riader von 0,50 m Durchmesser,

Die Kippsicherheit wird erhalten, indem man die Drehmomente der inner-
halb der Rider angreifenden Krifte dividiert durch die Momente der auferhalb
der Rider angreifenden Krifte, also bei leerem Kran

8 8
M 4+ Z2G-3b
3 ‘ 3 : 5,867 -+ 14,180

Rl st NN My - =1,009 ,.
oo , 27,248 — 15,630 + 8,260
SM—2G- b+ My : X
9 9
ebengo ist fiir den vollen Kran
35,406 -+ 20,670 - 1,30
@iay, DR Selia, = 1535
) © = 555 — 79 1,30 1 2065 .
j Da die mittlere Drehsiule bei etwa noch
: weiter steigendem Winddruck das Kippen ver-
) hindert, so liegt kein Grund zu einer etwaigen
Q Vergroflerung des Gegengewichtes vor.
Beispiel 135. Der Drehkran des Beispiels 134
o befindet sich auf einem Portal (Fig. 282) vom
Ny Ns  Gewicht Q= 17 t; er iibt darauf bei voller Be-
AN 5 lastung und Winddruck von hinten die Rad-
N — - driicke N, = 22,74 und N, = 0,524t durch je
7///:?\ q ?wei Riider aus. Anzugeben ist der Verlauf der
4‘“" T Raddriicke N, und N, des Portals, wenn der
%;w\j Drehkran sich um 90° dreht und der Wind die
— e — Drehung mitmacht. Die in Frage kommenden
T <7 N, g
: 8 Abmessungen sind: a = 560m, b= 2,60 m,
Fig. 282. ¢= 2,00 m, d= 9,25m.
Mit den Formeln (122) erhélt man
TR d b
Z\,:,,d, '[N1' 5 0 H oy ~cosoc>

.
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1

. . - . . . a
in die Klammerausdriicke hineingebracht und wird darauf ausmultipliziert, so er-

A { ; : : 1
worin die oberen Vorzeichen N,, die unteren N, ergeben. Werden i bzw.

gibt sich
sl QN Ny 2¢ N,—N, b
N o Dl B ) kit h .
4 7 4 (1 |- d ) 4 i d cOS
N,+ Ny, b ( DO G s G N Wb b
- o 14 d ) sin o - g . S +8in2u,

Mit den gegebenen Zahlenwerten folgt hieraus
N, = 4,250 + 8,440+ 1,560 - cosa + 3,870 - sinx - 0,362 - sin2«,
N = 4,250 -+ 3,296 — 1,561 - cosox — 1,530 - sinox. — 0,362 * sin20 .
In Fig. 283 sind die Einzelbetriige der beiden Summen ihrem Verlauf nach
dargestellt, aber ohne den unveriinderlichen Betrag } @. Ihre Summierung zu
N, bzw. N, ist dann

in Fig. 284 gegeben, 4,440
beide  Figuren im
Kriiftemafistab
1t :——2,5 mm . ks .470-Sina
Umdie Anderungder N {3
deutlicher zu machen, ot [ gt
sind beide Kurvenziige L —1 0.362-5in 2% —esteva] |
noch einmal im vier- ¢ S —— 4
fachen MafBstab aufge- ”""”ﬁ‘i"”“ f
tragen, N, abziiglich
10 t. a=0 IR ST, S S T 7 R AR R 7 A
Um mit Sicherheit Fig. 283.

entscheiden zu kénnen,
bei welchem Winkel o der groBte Wert von N, auftritt, wird die Differ ential-

kurve (fﬁ" gezeichnet., Man erhiilt sie am einfachsten, indem die urspriingliche
Kurve der N, mit Hilfe einer Durchzeichnung aus Pauspapier auf derselben

wagerechten Achse um TR il

einen beliebigen klei-
7 by
|
|
|
|
|
|

\

nen Betrag u verscho- L=
ben wird (Fig. 284),

o
worauf die senkrech-
ten Unterschiede bei- /

der Kurven von der

wagerechten Achse aus

aufgetragen  werden,
I
—

und zwar um die
Strecke § u zuriickver- . é - Fawis
schoben.  Das Ver- g.[po" T 677
fahren fiihrt wesentlich MR
schneller zum Ziel, als
etwa die direkte Be- Ny
rechnung der Diffe-
rentialfunktion®). ‘/J,,J | \1

Tiir den Beweis der Fig. 284.
Richtigkeit wird die )
urspriingliche Kurve geschrieben: N, = f(), withrend die um % verschobene
lautet: N/, = f(« - w). Die Differenzkurve hat demnach die Gleichung

. Ny — Ny= flo+ u) = (&)

31) Slaby, Z.d.V.d. I. 1913; eine allerdings auch umstiindlichere Verbesse-
rung gibt Rover, Z. d. V.d. I. 1914.
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Nun ist fiir kleine Werte der Verschiebung u co d«, also der Grenzwert
& 4 u) — (@) _ aN,

u‘{n(, U dwx
An der Stelle, wo die Differentialkurve die Achse schneidet, hat N, seinen
groften Wert. Man entnimmt der Zeichnung « oo 64° und
N gmax 012,92 4 4,25 = 17,17 ¢,
Nimmoo 1,50 44,25 = 5751,
Benutzt man die hier sicherlich besser zutreffenden Formeln (123), so wird
N,

Nz 4

4 (1 e b s " * CO8 X —}C—Z -simx)

Q
4 d d

Ny f Dol b 2 B
- 4 (li d + T coso - P smoc)

und nach Einsetzung der gegebenen Zahlenwerte
N, = 4,250 4 8,332 - 1,560  coso + 2,568 - sino ,
N, = 4,250 4 3,301 — 1,560 : cosx — 2,568 - ginwx .
- Der Winkel, der den gréfiten Wert von N, und zugleich den kleinsten von N,
liefert, 1aBt sich hieraus mit Leichtigkeit rechmnerisch finden, indem man

dl;f gleich Null setzt, also gemifl den Formeln (104)

~den Differentialquotienten d

und (105) schreibt:
— 1,560 - sinxx 4 2,568 - cosx = 0.

Hieraus folgt
2,568

W R i

tgo =
mithin
o = 58°42"
Damit wird
N gmax = 4,250 + 8,332 + 1,560 - 0,5194 + 2,568 - 0,8544 o 15,59 t,
N min = 4,250 + 3,301 — 0,810 — 2,194 ~v 4,55 t..

Man bemerkt, dafl die Rechnung mit den Formeln (123) wesentlich bequemer
ist als die gebrduchlichere mit den Formeln (122), die sich freilich fiir ¢ = 0 auch
vereinfacht?2).

Die statische UWnbestimmtheit steigt, wenn die Anzahl der Stiitz-
punkte sich vergroBert. Bei 5 Stiittzpunkten sind die Ergebnisse einer
der obigen (Formeln 122) entsprechenden Niherungsrechnung schon
so unsicher, daff vor ihrer Anwendung gewarnt werden mul3.

Wird der hinreichend starre Korper von einer ebenen, ebenfalls
starren ‘Fliche unterstiitzt, so verteilt sich der Stiitzdruck gleichmifig
itber die ganze Stitzfliche, wenn alle anderen auf den Korper ein-
wirkenden Kriifte eine Mittelkraft ergeben, deren Wirkungslinie durch
den Schwerpunkt der Stiitzfliche geht.

Schneidet die Wirkungslinie dieser Mittelkraft die Stiitzfliche in
einem anderen Punkt C' (Fig. 285), so kann man sie nach dem Schwer-
punkt S verschieben, muBl aber noch ein: Drehmoment von der Grofle
Kraft mal Verschiebungsweg hinzufiigen. Das letztere wirkt nun

82) Richter, Z. d. V. d. I. .1909.
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dahin, daf der Kérper sich auf der Seite der Kippkante AB mit
einem groferen Flichendruck anlegt und auf der entgegengesetzten
mit einem geringeren. Der Flichendruck wird im
Eckpunkt B der Fig. 285 am grofiten. Die genaue
Verteilung dieses Flichendruckes kann mit Hilfe
der Gleichgewichtsbhedingungen allein nicht ange-
geben werden.

Riickt der Kraftangriffspunkt ¢ vom Schwer-
punkt aus bis auf die Kippkante 4B, so ist klar,
dal} die bisherige Stiitzfliche, auf der sich die Be-
lastung gleichférmig verteilte, jetzt keine Belastung
mehr trigt; diese wird ausschlieflich von der Kante
selbst getragen, wenn sie und die stiitzende Fliche
geniigend widerstandsfihig sind. Der Korper be-
findet sich in dem Fall gerade noch im unsicheren
Gleichgewicht, er kippt um, sobald € sich noch 4
weiter iiber 4B hinaus vom Schwerpunkt § entfernt. Fig. 285.

Die rechnerische Behandlung wird in der Weise
vorgenommen, daf} die Momente aller Krifte, die auf Kippen hin-
wirken, als Kippmomente in bezug auf die Kippkante eingefiithrt werden,
und die anderen als Sta- |
bilititsmomente in be- B
zug auf dieselbe Kante.

Die Kippkante ist die
iuBerste Begrenzungs- .|
gerade der Stiitzfliche, |
die in der Richtung SC
erreicht wird (Fig. 285).
Sie kann beliebig unter- A
brochen sein (Fig. 286).
Wenn die Stitzfliche
keine geradlinige Begrenzung hat, so wird die Kippkante von der
gemeinsamen Tangente der in Richtung SC gelegenen dullersten Punkte
der Fliche gebildet (Fig.287) oder auch bei aushauchender Woélbung
der betreffenden Flichenbegrenzung von der senkrecht
zur Linie SC' stehenden Tangente, i

Beispiel 137. TFiir die in Fig. 288 dargestellte Mauer von
20 m Linge ist die Stabilititsberechnung gegen Wind durchzu-

fithren.
Der groBte vorkommende Winddruck sei p = 0,120 t/m?

(neuerdings geniigt p = 0,10 t/m?, vergl. Beispiel 21); das Kipp-
moment ist dann 3

My=p-F-}h=0120-20-35-1,75 = 14,7 mt. s ¥
Das Stabilititsmoment ist, wenn das Gewicht des Mauerwerkes Bl Gl
zu y = 1,80 t/m3? eingesetzt wird: : 2
M, =G a,= (250,38 +1-0,51)-20-1,80 - §-0,51 = 13,4 mt. ,
Die Mauer ist also, da M, > M, ist, nicht stabil; sie werde Fig. 288.

L

Fig. 286. Fig. 287.

2,50
&
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durch 4 Pfeiler von je 1,02m Linge und mit Vorlagen von } Stein — 13 cm
verstiirkt, die demnach in 4,75 m Abstand voneinander stehen.

Dann wird das Stabilitiitsmoment
M, =Gy ay= (250,51 + 1-0,64)-4-1,02- 1,80 - } - 0,64
+ (250,38 4 1-0,51)+ (20 —4+1,02) - 1,80 - § 0,64 — 17,89 mt .

Die Sicherheit ist damit

17,89 ‘
S = 14,70 oo 1,22,

der Winddruck kann somit auf 120 - 1,22 — 146 kg/m? ansteigen.

Beispiel 138. Ein Drehkran fiir die Hochstbelastung @ = 3000 kg habe die
Ausladung @ = 4,0 m, das Gewicht der drehbaren Teile sei G — 2800 kg, das im
Abstand b = 1,0 m von der Drehachse angreift, das der feststehenden Teile

G = 600 kg. Das Betonfundament (y =
2,2 t/m?) habe eine kreisférmige Grund-
& fliche (Fig. 289), sein Durchmesser d ist

unter Annahme einer & = 2,5fachen

l Sicherheit gegen Kippen zu bestimmen.
Q Man kann im allgemeinen annehmen,
daB b ein wenig kleiner ist als der Halb-
messer 4 d. Dann ist anzusetzen in be-
zug auf die Kippkante A:

Qe —3d)=0G (3d —-b) + (@) + Q) - id.
Nun ist Q, = Z d*-h -y, und damit ergibt sich

Q)

g Py GG+ G Q=G b1 G Qa

oder mit den gegebenen Zahlenwerten
2 g ©2,2-1,8-d% + (2,8 + 0,6 + 2,5 - 3.0) - }d
_ fex =28-1,042,5-3,0-4,0,
. i 1,555 - d® + 5,45d = 32,8 .
(LT "I VL g
Fig. 289. Die Gleichungen dritten Grades werden am einfachsten

durch Probieren gelost:

Annahme 1: d= 2,0m: 12,44 4 10,90 = 23,34, zu klein,
7 2: d=24m: 21,50 + 13,08 = 34,58, zu groB,
i 3: d=235m: 20,20 + 12,82 = 33,02, genau genug.
Bei groBeren Lasten oder Ausladungen muf das Fundament quadratische
Grundfliche erhalten, um das Gewicht bei nicht zu grofer Ausdehnung nach
Moglichkeit zu vergréfern.

16. Das ausgespannte Seil.

Die Gleichgewichtsbedingungen gelten ganz allgemein, also nicht
nur fiir starre, sondern auch fiir nachgiebige Koérper, wie z. B. auch
Seile, Gurte und dgl.

Wenn ein Seil nur geringen Durchhang f hat, so ist nach Foérmel (2)
die Seillinge L nur sehr wenig von der Sehnenlinge verschieden, und
man kann die Belastung ¢ kg/m des Seiles durch das Eigengewicht,
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Schneelast usw. genau genug ermitteln aus ¢ = (f anstatt ? , wenn )

das Gesamtgewicht des Seiles zwischen den Stiitzpunkten 4 und B
(Kig. 290) angibt.
Man bestimmt die Auflagerkriifte aus den Gleichgewichts- s
bedingungen fiir das ganze Seil. Sie lauten fir die / ’V,
A

lotrechten Kriifte: a

Vi+ Vy=gq:1, H
wagerechten Krifte: Zh
= H,
Drehmomente in bezug ih
auf Punkt B: S,
V,oa+H-h \@?‘B -
o8 0l Fig. 290.
Hieraus folgt
1 /
A H-JI
“1 Ui (124)
ARPO L L T AW e
Vs g4 a J

Um nun den Durchhang f zu ermitteln, werden die Gleichgewichts-
bedingungen fiir die Seilhilfte BC' niedergeschrieben. KEs gilt fiir die
lotrechten Kriifte: 4+ V 4V, = ¢ - }1,
wagerechten Krifte: H = H ,
(d. h. die wagerechte Seitenkraft der Seilspannung ist iiberall dieselbe).
Drehmomente in bezug auf Punkt B:

1 1 Joio 1
V-2a~+-H-( h Wf>+q-é-2a:0.

2
Aus der ersten dieser Gleichungen ergibt sich
q-l g-l q-1 h h
== — V, = —*— 4+ H.—=H.—.
Vim @ o g B M a

Wird dieser Wert in die Momentengleichung eingesetzt, so geht sie
ither in

Boevogind
h 151 oY ki ogrlea
gl H 2 Tl S
woraus folgt
fla qs"l'H“ . (125a)
Nun kann die vorstehende Gleichung fiir V' geschrieben werden
ks A : (126)

.
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und ein Vergleich mit der Fig. 290 lehrt sofort, dafi somit S parallel
sein mul}; es gilt also auch

Pt (127)

Wenn der hieraus entnommene Wert von H in die Formel (125a) ein-
gesetzt wird, so wird

g
- 125b
Frl (125b)
worin S die Spannkraft in der Mitte des Seiles bedeutet.

Die grofite Spannkraft tritt am oberen Befestigungspunkt 4 auf.
Sie wird leicht aus dem Vorhergehenden durch Anwendung von
Formel (17) erhalten:

v bith 1 TR S 1\2
8, =VH+ Vi = l/H2+ (H_,,h + q2l>

a

2 h Rl
A

a? h? a h ' !

s £ h
A IFEERCTY)

oder, da ¢ gegeniiber S immer sehr klein ist, gemil Formel (20)

h
si=9+a-(241). (1280)
Entsprechend ist am unteren Befestigungspunkt B
Asgzsaq.(f;f*f), (128b)
also
S =8,+¢q-h.

Das Seil bildet eine Parabel®), deren Endtangenten sich in einem
Punkt unter der Mitte schneiden, der noch um die Strecke f unterhalb
der Parabel liegt (Fig.290). Denn fiir einen beliebigen Punkt D mit
dem Abstand x und y von der Auflagerstelle B erhilt man aus Fig. 291
die Momentengleichung

~ Vet Hoy+q-U-fo=0;
dazu tritt die Gleichung fiir die lotrechten Kriifte
V=—Vy+q-U.

3) Galilei, Discorsi. 1638,
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Hiermit folgt, wenn noch aus der Fig. 291 eingesetzt wird I/ — . B
a

Voo ——q'l-m'z—f—ll-y:()
2a

|
]
5 Va,
oder :11[_1
L Vora 2-H-a ¢ B i
et e v 2l | &
1 ’
Diese Gleichung kann geschrieben 5 %
werden : v, H2 |
- J 9 B H
((L‘ g Vz a) ! ‘éea
q-l Fig. 291. | 2Hql

H a ( Vj(l ) ,4_._,____ __________
P e ey v L

und sie entspricht der Normalform der Parabel [Formel (110)], wenn
eine Achsenverschiebung um die den  und y beigegebenen Betriige
stattfindet (Fig. 291). Der Beiwert von 2 wird positiv, wenn ¥, nach
unten gerichtet ist.

Beispiel 189, Das Tragseil einer Seilschwebebahn ohne Zwischenstiitzen vom
Durchmesser d = 35 mm hat den Querschnitt /' = 7,77 cm? und wiegt ¢ = 6,7kg/m.

Es werde angespannt mit -6:: o = 2400 kg/em? Die Strecke habe die wage-

4.2

recht gemessene Linge a = 432 m und das Gefillle & = 128 m (Fig. 292). An-
zugeben ist der Durchhang f des Seiles, die Grofle des Spanngewichtes §, und die

genatie Linge L. _
Aus den Formeln (125b) und (128a) folgt L)
3 R ML s e Vgt
e (h o8y h h 3 o
% [Si*q (2’"”” i ((1 *2"“"> !
Nun ist
8, F-o_ 7,77-2400 Fig. 292.

- a5 : = 1,16 - 2400 — 2784 m
q q 6,7
die Liinge, bei der das frei herabhiingende Seil gerade die zugelassene Anspannung
erhiilt. Thr gegeniiber kann der kleine Wert von f im Nenner der obigen Formel
vernachlissigt werden, und man erhilt so
4322 - 1282
I= g e —en — WM™

Nun wird
8y =8, —q-h=67" (2784 — 128) = 17 800 kg.

Der Fig. 292 entnimmt man jetzt [ = f-% und damit ergibt sich geméf

Formel (2) 2 64 (9,33-432\4
,,,,, M 8 (9,33 432) i (, ‘& ) J
L = J/203 008 - [1 Ry (‘203 008 / 10 \' 203008

= 450,566 - (1 - 0,0530 — 0,0025) = 452,841 m .

Beispiel 140, Es soll der Durchhang berechnet werden, der einem anniihernd

wagerecht ausgespannten eisernen Telegraphendraht von d == 3 mm Stiirke und

Stephan, Technische Mechanik. I. , 10
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1= 100 m Spannweite zu geben ist, wenn er im Winter bei —15° durch Rauh-
reif belastet nur eine Anspannung von o = 2000 kg/em? erfahren soll, und zwar
fir den Fall, dafl er bei -15° verlegt wird.

Die Belastung durch das Eigengewicht betrigt

gy = Z “d? - 100 - lgo—okg/m,

diejenigen durch Rauhreif oder geringen Winddruck ™)
¢, = 0,50 - d + 0,19 kg/m,
worin beide Male d in cm und das Einheitgewicht y in kg/dm?® einzusetzen ist.

Ferner ist die Spannkraft S = % el 19
Mit diesen Werten geht die Gleichung (125b) iiber in

Tkt La 1,00
fo = R a1 A0 PP
SZ e

und man erhilt hiermit die Linge des kalten Drahtes, wenn das dritte Glied der
Klammer der Formel (2) als verschwindend wegbleibt:

RN R PR

Wenn die Temperatur jetzt um ¢° steigt, so verlingert sich der Draht auf
die Linge L mit einem grofieren Durchhang f

G gl fapie g8 (fl | 2}
L=Ly-(1+a-t)=1 [1+ g ()]
worin & = 0,0000120 die Wirmeausdehnungsziffer des FluBeisens und t der
Temperaturunterschied ist. Wird hierin der Wert von L, eingesetzt, so folgt
mit Vernachléssigung eines verschwindend kleinen Betrages
1 A
T i) s T e b
xnt = 54 "° l 3

also

fi=1F4-1- (24 -t 4 c2- 13,
Nun ist mit den gegebenen Zahlenwerten
,_ 0,0707-0,785 4 0,15 4 0,19 _ 0,254

T AT D07 2200 RS

0,0707 - 2200
und bei dem Temperaturunterschied 30°
24 - x -t = 24 -0,000012 - 30 = 0,0086 ,
mithin
T % - (0,0086 - 0,254)% =3,49m.
Entsprechend erhilt man fiir die Temperaturunterschiede

e 0 1002200 71,40 /605
f=329 3,36 3,43 3,55 3,62 m.

#) Normalien des Verbandes deutscher Elektrotechniker, 1. T. Z. 1913, ge-
messen durch Schmedding, Z. d. B. 1917
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Beispiel 141. Ein Treibriemen vom Einheitsgewicht y = 1,025 kg/dm? ist
im logen Trum gespannt mit o; = 20 kg/em® und im ziehenden mit o, = 36 kg/em?,
die freie Liinge betriigt I = 12,5 m. Anzugeben ist der Durchhang beider Triimer.
Aus der Formel (125b) folgt mit

q=1b-5-100 - kg/m

1000
und

S=0b:0" kg,
wenn die Breite b und die Stirke s beidemal in cm eingesetzt wird:

yo I 1,025 12,52

Lol gy Trepee b
und
0y 20
e o s 016 T e 0086 'm,
1o Bty s 0 38 0,056 m

Differential- und Integralrechnung II. Es sei zeichnerisch darzustellen
die Gleichung
9 =tgl (129)
Man erhilt
Sn o == 1 2 3
Yl a il i A

Die y bilden somit eine geometrische Reihe, bei der jedes Glied aus dem
Vorhergehenden durch Multiplikation mit demselben Faktor entsteht, wenn
die  nach einer arithmetischen Reihe fortschreiten, bei der jedes Glied aus
dem Vorhergehenden durch Addieren desselben (gegebenenfalls auch negativen)
Betrages entsteht. Man trigt hiernach an die y-Achse einen beliebigen Winkel
an, miBt ferner auf der y-Achse die Strecken 1 und @ vom Nullpunkt aus ab;
durch Ziehen der in Fig. 203 angegebenen Parallelen erhiilt man dann die ge-
suchte Kurve,

Hieraus 1Bt sich leicht eine zweite Exponentialkurve entwickeln, deren
Tangente an der Stelle # = 0 und 4 = 1 parallel zu den schriigen Hilfslinien im
Winkel « verliuft, indem man die Rhomben zeichnet, deren Diagonalen die ent-
sprechenden Abschnitte der y-Achse sind. Je kleiner der Winkel o gewiihlt wird,
desto genauer werden die y
kleinen Zunahmen ¢« und
dy dargestellt.

Ahnlichen Dreiecken Vi "
wird dann entnommen

gu ., dy B w2 |/ X

1 Y 9
oder o
dy Y oo
- - 7 1
de tgp L
bzw. mit Anwendung der /[ 1/ y a
Kurvengleichung (129) 2 -7 Gl o 2 3 4

da” a” 4 . ’

L L 2 131 y Tig. 293.

dx tgp e

Wird in derselben Weise die Exponentialkurve gezeichnet, bei der f = 45°
ist, so erhiilt man unter im iibrigen gleichen Umstiinden eine andere Basis e
statt @, und es gilt, da tg45° =1 ist:

de.t: VLU n ’ (132)
dx
L 10%*
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Logarithmiert man die Ausgangsgleichung (129), und zwar in bezug auf die
Basis @, so lautet sie
@ =clogy (133)

und die gezeichnete Kurve stellt naturgemifl auch diese Gleichung dar.
Aus der Formel (130) in der Form

az _ tgp
dy y
folgt
ddogy  tgp
g o (134)
bzw. ’
d ‘logy 1
—_— = g 135
dy y (135)

Man entnimmt nun der Fig. 293

: dy,= dy, " tgf,
woraus durch Integration folgt

) Yo = Yo" 180 .
Es ist also
Ya dy,
tgh =St = —=%, 136
gb Yo dYe e

. worin die Zeichen @ und e die Basis der betreffenden Logarithmen andeuten.
Zwischen den Differentialquotienten zweier Exponentialkurven verschiedener
Basis besteht sonach das gleiche Verhiltnis wie zwischen den zugehorigen Ordi-
naten, d. h. die an derselben Stelle y gezogenen Tangenten schneiden sich in dem-
selben Punkt der y-Achse (Fig. 293).
Die Division der beiden Gleichungen (134) und (135) liefert nun

__ d‘logy
0= "qiogy
oder gemi Formel (136) :
fee “dogy
g8 = gy ” (137)
Wird hierin fiir y der Sonderwert a eingesetzt, so ist
1
1 = e (138)

Man nennt nun ‘loga = log nat @ den natiirlichen Logarithmus von a,
und zwar ist

e = 2, 718287 %" s ]oge = 0,43429 ...
Damit geht die Gleichung (131) iiber in
%‘;— ~ a* -lognata. (139)
Umgekehrt kann sogleich geschrieben, werden:
Gleichung (132): fe? . da =it Ol (140)
1 x . —_— ax .
Gleichung (139): . fap-du= Bensia 4+ 0. (141)
Fiir p = 45° ergibt die Gleichung (130)
gL
Ee g

und die Integration liefert
z+ 0= /'d_y p
Y
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Nun ist aber gemifl Gleichung (133) fiir f = 45°
2 = log naty ,
80 daf man erhiilt %)

f dyy — log naty + C (142)
oder umgekehrt :

dlog naty — cf/y Z (143)
Hiermit ist auch die Losung der Formel (9.80) fiir den Ausnahmefall n = —1

gegeben. .
Setzt man jetzt
y=a- x4 (1 +a? 2%,
so wird mit Benutzung der Formel (98¢)

ZZ:a+(l fa? a?t-at o
und
d;_yix.afl»(] + a?: 22 i-n,z-a:' a
Y a+x+ (1 + a2 2?) V14 a2 a2 °
Es ist also
/,,f:li = lognat (@ -x + J1 + a?-a?) 4 C. (144)
JVL 4+ a?- 22

Ist die Seillinge L wesentlich grofier als die gerade Verbindungs-
linie 7 der beiden Auflagerpunkte 4 und B, so ist die bisherige Annahme,
die zur Parabel als Seilkurve gefithrt hat, nicht mehr haltbar. Um die
Normalform der Kurvengleichung zu finden, werden nach den bei der
Parabel gemachten Erfahrungen die Bezugsachsen von vornherein
so gewithlt, daf die y-Achse durch den tiefsten Punkt der Kurve geht
und die z-Achse um den Betrag %, darunter liegt (Fig.294). An dem
Seilelement d L wirken dann im Punkte C' die in Fig. 295 eingetragenen
Kriifte, und es gilt ' :

S-sinp . +qg-dL — (S8+ dS)-sin(p + dp) =0 5,
und (8 + d8)-cos(p + dp) — S-cosp = 0.

Hierin kann der ganz %leine = $
Zuwachs d@ gegeniiber der
endlichen GroBle ¢ ge- h
strichen werden; aber §.d4s da
nicht d 8 gegeniiber S, & YL R,
bevor nicht die AL

Subtraktion H Yy
ausgefithrt ist. h, C2] %y
Man erhilt so gdL P’ il I
aus der zweiten ; 0 Tio. 994
Gleichung Fig. 295. 1g. .
a8 .cosp=0.

Der Zuwachs der wagerechten Seitenkraft der Spannkraft S ist Null,
sie selbst also unveriinderlich gleich H

%) Fischer, Technik und Schule. 1908.

@
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Aus der ersten Gleichung folgt ebenso
das . sing =q-dL
oder nach der Integration
S.sing=¢q-L+C.
Rechnet man L vom Scheitelpunkt aus nach jeder Seite besonders,
so ist fir ¢ =0: S:0=¢-0+ C =0 und somit
S.sing =q- L.« (145)
Wird in die vorstehenden Differentialgleichung eingesetzt aus
Fig. 294
R
~ cosg

(146)
so lautet sie

et sing =dH -tgp=gq-dL,

und ihre Integration ergibt
" H-tgp=gq-B+C.

Rechnet man wieder L vom Scheitel aus nach jeder Seite besonders,
80 ist fir p =0: H-0=4¢:0 4 C, also C =0, und man erhilt,so

H . i
i 1 — - - . 2 - 14
q tgp, = Ly, 7 tg@y = L, (147)
Andererseits ist nach Fig. 294
dy
Wy dx’
also, wenn beide Seiten der Gleichung durch dz dividiert werden,
dy :
i g de _ AL
dz 1 @z

die Differentialgleichung der Kettenlinie, die auch in abgekiirzter
Weise geschrieben wird

azy daL
‘der U ds
Nun ergibt sich wieder aus Fig. 294
(AL)* = (da)* + (dy)*,

H (148)

also

3 2
L o s Vl Hls (:ii) , (149)
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dy
dx

und wenn voriibergehend abgekiirzt wird
gleichung der Kettenlinie iber in

= u, geht die Differential-

du
A 2
H - ]/l + u?.

Die Trennung der Veriinderlichen auf die beiden Seiten der Gleichung
ergibt daraus

H  du Lo
q ‘/1 + u?

und die Integration dieser Gleichung geméfl Formel (144)
H :
== p - log nat (w + y1 4 u2) + C'.

dy = 0, mithin

Fiir @ = 0ist, wie die Fig. 294 sogleich lehrt, u = P

O:f;-lognatl—l—C.

Da nun der Logarithmus von 1 ebenfalls Null ist, so wird wieder ¢ = 0
und, wenn }qI = h, gesetzt wird,

’ @

oder
X

@
o5 9 - 9
e 11‘1_2.u.e]10+u221_}_u3,

woraus folgt

2 et
B o s, L ( 2 ;*)
—_— e 0, 0
U = "a:‘j —— 2 e (4
2eh
dy . "
oder, wenn jetzt der frithere Wert von u = o wiederhergestellt wird,

@ -o

X v -
2-dy:dx-<e"".—e“’“)=ho-(l7g;—'(6"° HCse, llo>.
0

Die Integration dieser Gleichung ergibt nach Formel (132)
@ -

2.y = ho-(e”:—{—e_’;) +C.
Fiir « = 0 erhilt man
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isb. Ay = {11 der Abstand des Scheitels der Kettenlinie von der xz-Achse,
so wird ' = 0 und die Gleichung der Kettenlinie®®) lautet

@ -
y: }z-ho.<ellu+ello ) (150)
und hieraus folgt weiter
dy 1 ( - “z) E
= = . ho ho |, (1-.)1)
dux St 715 e

also mit Beriicksichtigung von Gleichung (147)

@ -&
L | %. hO . <eh(l v ho > ) (152)

Es werde jetzt noch einmal auf die Gleichung (147) zuriickgegriffen.
Aus

L=hy-tge
erhilt man gemidf Formel (106)
‘ ... 3
cos?qp

Nun ist nach Fig. 289 dy = d L - sin ¢, also
b it NI e

bl & cos2g 0 costg
und hieraus folgt nach Formel (98)
T
v (153)

worin ' ebenfalls wieder den Wert 0 annimmt und deshalb wegfiillt.
Durch Division von Gleichung (146) und (153) ergibt sich

S Y
o i
oder
g Y. (154)
also
8 —-8;="~h-q: (154a)

Der Spannkraftunterschied an zwei verschieden hohen Stellen
der Kettenlinie ist gleich dem Kettengewicht des Hohenunterschiedes.

Zur Erleichterung der Zahlenrechnungen dient die folgende Zu- |
x @z

sammenstellung®’) der Werte von tgp = § - (eh" — e_m) (erste Zeile)

@ &
Py = ; . (67"74— e ’“)) (zweite Zeile) in Abhéngigkeit von{;:‘

3) Bernoulli, Huygens, Leibniz, Acta eruditorum. Lipsiae 1698.
) Ligowski, Tafel der Hyperbelfunktionen und der Kreisfunktionen 1890.
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8

0 1 2 3 4'5 6 7 8 9

0,0 |/ 0,0000 | 0100 r0200 0300 | 0400 | 0500 | 0600 70701 6801 709()177
1,0000 | 0001 | 0002 | 0005 | 0008 | 0013 | 0018 | 0025 | 0032 | 0041
0,1 (10,1002 | 1102 | 1203 | 1304 | 1405 | 1506 | 1607 | 1708 | 1810 | 1911
1,0050 | 0061 | 0072 | 0085 | 0098 | 0113 | 0128 | 0145 | 0162 | 0181

0,2 (10,2013 | 2115 | 2218 | 2320 | 2423 | 2526 | 2629 | 2733 | 2837 | 2941
1,0201 | 0221 | 0243 | 0266 | 0289 | 0314 | 0340 | 0367 | 0395 | 0423

0,3 | 0,3045 | 3150 | 3255 | 3360 | 3466 | 3572 | 3678 | 3785 | 3892 | 4000
1,0453 | 0484 | 0516 | 0549 | 0584 | 0619 | 0655 | 0692 | 0731 | 0770

0,4 |/ 0,4108 | 4216 | 4325 | 4434 | 4543 | 4653 | 4764 | 4875 | 4986 | 5098
1,0811 | 0852 | 0895 | 0939 | 0984 | 1030 | 1077 | 1125 | 1174 | 1225

0,5 |(0,5211 | 5324 | 5438 | 5552 | 5666 | 5782 | 5897 | 6014 | 6131 | 6248
1,1276 | 1329 | 1383 | 1438 | 1494 | 1551 | 1609 | 1669 | 1730 | 1792

0,6 |/ 0,6367 | 6485 | 6605 | 6725 | 6846 | 6967 | 7090 | 7213 | 7336 | 7461
1,1855 | 1919 | 1984 | 2051 | 2119 | 2188 | 2258 | 2330 | 2402 | 2476

0,7 |/ 0,7586 | 7712 | 7838 | 7966 | 8094 | 8223 | 8353 | 8484 | 8615 | 8748
1,2552 | 2628 | 2706 | 2785 | 2865 | 2047 | 3030 | 3114 | 8199 | 3286

0,8 || 0,8881 | 9015 | 9150 | 9286 | 9423 | 9561 | 9700 | 9840 | 9981 | 0122
1,3374 | 3464 | 3555 | 3647 | 3740 | 3835 | 3932 | 4029 | 4128 | 4229

0,9 (11,0265 | 0409 | 0554 | 0700 | 0847 | 0995 | 1144 | 1294 | 1446 | 1598
1,4331 | 4434 | 4539 | 4645 | 4753 | 4862 | 4973 | 5085 | 5199 | 5314

Beipiel 142. Das Zugseil einer Drahtseilschwebebahn von d = 13 mm
Durchmesser hat den Querschnitt ¥ = 0,62 cm? und das Gewicht ¢ = 0,65 kg/m.
s ist an der hochsten Stelle mit ¢, = 1200 at angespannt und hingt frei iiber
die wagerecht gemessene Strecke a = 432,0 m bei einem Gefiille von /% = 128,0 m.
Anzugeben ist die Spannung des Seiles an der tiefsten Stelle und die Form des
Seiles sowie seine Gesamtlinge.

Die Angpannung am unteren Auflagerpunkt ergibt sofort Gleichung (134a)

by 128 - 0,65

= 1200 —

Oy == 03 — a 0,62 - = 1066 at.

Jetzt mufl die Bedingung bestehen

. .

B e v
wenn, wie es bei stirkeren Neigungen der Fall ist, der Scheitel der Kettenlinie
auBerhalb der Strecke a dicht beim Punkt B der Fig. 294 liegt. Befindet er sich
innerhalb der Strecke a, so ist ax, mit dem positiven Vorzeichen einzusetzen.

Die Gleichung muf durch Probieren mit Hilfe der Zusammenstellung gelost

werden; einen ersten Anhalt liefert die Tatsache, dal bei groferen Neigungen h,
nicht wesentlich von %, abweicht.

a . 432,0
2 hy = =70 — (0,4260 ,
Annahme 1: Ay = 1014 m. By 1014 942 (
10,65
0,62
¢

1068 at, *
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Lp L g - T
ey 1063 — 1,1289, also iy 0,5025
1 1066 Xq
conigy 1 308D = 1,0028, also e 0,0743

0
Unterschied: 0,4282,
um 0,0022 zu grof.

. a  432,0 ;
Annahme 2: 7%, = 1013 m. o = 1013 = 0,4264 ,
g, = 1062 at. .
Lo L2007 B et
e (]; = 1063 — 1,1291, also ¥ = 0,5028
1o e 0BG R g ..
recwalod - Se 1,0038, also - 0,0867

Unterschied: 0,4161 ,

um 0,0103 zu klein.
Werden die Fehler nach Fig. 296 zeichnerisch aufgetragen, so ergibt sich die
Gleichung

z _ 0,0103
120 '*0'0022 1—2 00022 °
7125 also
1-0,0103
~40a1 *= 0,0103 + 0,0022 ~ 8%
Fig. 296. i
mithin
by == 101381 gy == 1018,8 ¢ g—’g—g = 1062,8 .
T 0o S L200000 e i
oo 7(1)71 = 1062.8 1,1290 , kg 0,5026 , also  z; = 509,5m
1 1066,0 z
P Bt L Wb o o il gy ~2 = 0,0772, 1 g 5= %]
Py, 1062.8 1,0030, b 0,0772 also @, 78,3 m

a=431,2m,
gegeniiber 432,0 m.

Man bemerkt, dafi die Rechnung nicht sehr genau ist, trotzdem die Genauig-
keit, weiter getrieben ist, als die praktischen Unterlagen es eigentlich zulassen.
Es werde abgerundet:

z; = 510 m, o =78 m
und berechnet
B o AL N s G LY
COS @y COS @y

ol
Teilt man die Spannweite @ in 8 gleiche Teile von je 54 m, so erhiilt man

Teil: - 0 i 2 3 4 5 6 7 8
2= "8 132 186 240 294 348 402 456 510

hz = 0,0769 0,1302 0,1835 0,2367 0,2900 0,3433 0,3965 0,4498 0,5031
0
06];,12 1,0030 1,0085 1,0169 1,0281 1,0423 1,0596 1,0797 1,1030 1,1290

e ) 1022 1031 1042 1056,7 1074 1095 1118 1145
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Der Durchhang in der Mitte betriigt hiernach
f=9y+ %h — y, = 1017 + } - 128 — 1056,7 = 24,3 m.
Die Parabelformel gibt an
0,65(4322 - 128%)
S T (1800 & 100 — MP W

9,8 ’ ’
also um 185 = 0,68 des danach berechneten Wertes zu klein.
Die Seillinge setzt sich zusammen aug
Ly = hg + tg @y = 1013,8  0,5039 = 533,83 m
Ly = hy : tgp, = 1013,8 - 0,0773 = 78,4 m
. Gesamtlinge: 454,9 m.
Bemerkt werde, dal bei wagarechter Strecke 7= @ unter sonst gleichen
/erhiiltnissen der Fehler der Parabel nur 0,066 betrigt.
~ Die . gleichmiiBig iiber die Seillinge verteilte Belastung und die iiber die -
Sehne gleichmiBig verteilte kommen zusammen vor bei den Kettenbriicken ),
allerdings iiberwiegt dort im allgemeinen das Gewicht der Fahrbahn.

Wichtiger ist der Fall der ungleichmiiBigen Streckenbelastung nach Abb. 297.
Vorausgesetzt. werde ein o) b .
stark angespanntes, wenig | 2
durchhiing ndes Seil, des- MTTTE s
sen Auflagerpunkte in med—-— I ' ale |[1? ;/_-_
derselben ~ Wagerechten | \/ 9l B Pl | [Tt [ ]]2 }
liegen. Die Einzellasten 7<% e R
werden so klein ange- |
nommen, dal sie auch I
nicht annithernd einen ] i H i H
Knick hervorrufen kon-. R b |
nen, wie er im Abschnitt 6 -
fiir grofie Lasten berech- Fig. 297.
net wurde.

Es gelten dann die (leichgewichtsbedingungen:

H=H,
Vit Veo=t1 L+ ¢ l+ g5+ I+ P+ Po,

und fiir den dem Auflager 4 benachbarten Teil von der Liénge /, und den
Durchhang f in bezug auf den Punkt 4 :

Hef=q - L3 -h+P-a+g-l—1h)- A3 [h—1]).
Aus der letzten Gleichung erhilt man sofort
Hef=+} 6h—t @—a0) B+ Pia.
Entsprechend ergibt sich fiir den dem Auflager B benachbarten Teil
H:.f=+4%+¢q" (l‘—lo)z_%'(‘Iz—qa)‘li';"l‘Pz‘bz-

Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke erhilt man den wagerechten Abstand der
Stelle des groBten Durchhanges f vom Auflager A4 zu

2 (A SR
lo=%1-4+%- (1_.,;11«) i fl'__%. (1_ ZS.). ; _-1—:12-lii’ (156)
2 2

der in Gleichung 155 einzusetzen ist.

(155) .

38) Navier, Mém. sur les ponts suspendus, 1823.
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Beispiel 143, Von dem iiber einen Zechenhof ausgespannten Schutznetz
einer Drahtseilbahn sei gegeben /= 83 m, [, = 20 m, I, = 53 m, I, = 10 m, der
Abstand der T-Eisen Nr. 6 ¢ = 5,3 m, die Breite des Schutznetzes b — 4,2 m,
die Maschenweite a, = 4 cm, die Drahtstirke § = 2 mm, die Seilstiirke 28 mm
(Fig. 298). Anzugeben ist die grofite in den Tragseilen auftretende Spannkraft S,
wenn der Durchhang zu 5,5 v. H. der Liinge [ festgesetzt wird.

b

L lf - 12 =T 1
Al |
b
2.
ot l |
Fig. 298.

Uberschligig werde noch angenommen, daff von dem Schutznetz und seiner
Rauhreifbelastung, die sich zu ¢ = 0,5 - d + 0,19 kg/m berechnet, der in Fig. 299
von den gestrichelten Linien eingeschlossene Teil unmittelbar von den Ver-
steifungseisen getragen wird.

g 100 " A

Auf 1 m? des Netzes kommen — T 2 = 50 Drihte von etwa 1,1 m Liinge.

Der Draht von 2mm Durchmesser wiegt ¢” = 0,024 kg/m, dazu kommt das
Rauhreifgewicht ¢’ = 0,5 - 0,2 + 0,19 = 0,29 kg/m. Es wiegt mithin 1 m? Netz
mit Rauhreifbesatz X

50 - 1,1 - (0,290 -+ 0,024) o 17,3 kg.
Der T-Triager wiegt 6,19 kg/m, also bei 4,3 m Linge
6,19 - 4,30 = 26,6 kg.

' Hierzu tritt noch das Gewicht von b - ¢, m? Schutz-
netz (bei den beiden #uBersten T-Triigern nur die

/ Hilfte):
b 85558 4,2-1:17,3 = 12,Tkg.
X & Fiir jedes Seil ergibt sich hieraus die Einzel-
belastung
al % ld P = }- (26,6 + 72,7) oo 50 kg,
Fig. 299. bzw. fiir die beiden #uBersten Quertriger

P; = } (26,6 -+ 36,35) ~ 31,5 kg.

Unmittelbar kommt auf jedes Seil

sein Eigengewicht ¢ = 3,9kg/m,
der Rauhreifbesatz ¢’ =05:28 40,19 c 1,6kg/m
und die Netzbelastung ¢ = §: (5,3 4 3,3) : 2,1 - lg’g = 29,5 kg/m,
zusammen also ! ¢y = 35,0 kg/m
bzw. an den Stellen ohne Netz ¢1= 5,5kg/m.

Damit erhiilt man aus Formel (156) den Abstand der Stelle des groBten
Durchhanges vom Ende
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AR i e 5,5)_202 1_( 5,5\ 102
o Oty ( 30/ 8@ "3\ 35,0> 83
1
3,15+ 20 -+ 50 - (25,3 4 30,6 - 35,9 -+ 41,2) — 31,5 - 10

35,0 -83 L1
50 - (15,3 + 20,6 + 25,9 + 31,2 + 36,5)]

oder
ly = 41,50 + 1,52 + 0,13 = 43,15 m.

Nun liefert die Formel (155)
H:f=1%-352- 43,152 — % - (35,0 — 5,5) - 202 -+ 31,5 - 20
+ 50 + (25,3 + 80,6 - 35,9 - 41,2)

oder
H - 0,055 + 83 = 32750 — 5900 -- 630 |- 6650 ,
also
34130
1A ¢ H 7l
H = 7555 7480 kg ’ F,
Nach Fig. 300 besteht nun der Zusammen- gl | //’/
hang i iR et
S VIt 4p (]
Vil 11 ’ Fig. 300.
also ist

e A L ,[1, 1(4f"*J
‘S_HVH"(J')_H Jrz'l)
und mit den gegebenen Zahlenwerten

S = 7480 - [1 + } - (4 - 0,055)2] = 7480 - 1,0247 ~o 7660 kg.

C

.

[ W

= :

&:‘x Szezocinie =
= pluhdbnienid 17 SO
Y « O/

>
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