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Die Lel1re vom Liclit. 

§ 1. Gera<llinige Portptlanzung des Lichts - Belench­ 
tung - Photometric. 

In der Lehre vom Licht, der Optik, behandeln 
wir die aus s er ha 1 b unseres Auges liegenden 
Urs a ch en d er L i ch t e r.s c h e in u n gen. Es ist 
hier ähnlich wie bei den Schallerscheiuungen (Bd. I.). 
Wie wir dort als die Ursache des Schalls einen 
schwingenden Körper annahmen, der seine Bewegungen 
auf die Luft überträgt, die sie dann an unser Ohr ab­ 
giebt, so müssen wir hier die Ursache des Lichts eben­ 
falls in. Beweguugszustiinden der kleinsten Teilchen 
eines Körpers suchen. Damit diese Bewegung fortge­ 
pflanzt werden kann, ist es aber nötig, die Voraus­ 
setzung zu machen, dass der ganze Raum mit einem 
sehr feinen Stoff, dem sogenannten Lichtäther an­ 
gefüllt ist, den wir als Träger des Lichts ansehen. 
Auf diese Weise gelangt das Licht in unser Auge und 
bewirkt die Gesichtsempfindungen. 

Aus dieser Auffassungsweise ergibt sich sofort, dass 
sich das Licht ebenso wie der Schall, wenn das Fort­ 
pflanzungsmedium überall gleichartig beschaffen ist, 
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wegen der allseitiien Symmetrie nur geradlinig fort­ 
pf 1 an z en kann, wie es ja auch die Erfahrung bestätigt. 

Die Lichtmenge, welche die Flächeneinheit eines 
Körpers von einem leuchtenden Körper erfährt, können 
wir die Beleuchtungstärke nennen. Ist die Licht­ 
quelle punktförmig, so wird jede Kugelfläche, welche 
wir um den leuchtenden Punkt als Mittelpunkt schlagen, 
gleich viel Licht empfangen. Daraus geht ohne weiteres 
hervor, dass die Beleuchtungsstärke verkehrt 
p r o p o r t i o n a l dem Quadrat der Entfernung 
des beleuchteten Körpers von der Lichtquelle sein muss. 

Aber es ist auch nicht gleichgiltig, ob das Licht 
senkrecht oder schief die Oberfläche des beleuchteten 
Körpers trifft. Nennen wir den Winkel der Flächen­ 
normale mit dem auffallenden Lichtstrahl a, so ist leicht 
ersichtlich, dass die Beleu chtungsstärb:e dem cos a pro­ 
portional ist, da sich ja das Licht auf einen umso 
kleineren Raum zusammendrängt, je kleiner der Winkel 
a ist. Wir können demnach für =A# Beleuchtungsstärke 
B einer ebenen FHiche die Formel 

B = Ceosa 
r' 

aufstellen, wenn r die Entfernung der Lichtquelle von 
der beleuchteten Fläche ist. 

Die Grösse C hängt nur von der Natur der Licht­ 
quelle ab. Hiefür lehrt nun die Erfahrung, dass auch 
die Menge des ausgesandten Lichts elem Cosinus des 
Winkels ß proportional ist, welchen der ausgesandte 
Strahl mit der Normalen jenes Flächenstücks ein­ 
schliesst, von wo er seinen Ausgang nimmt. Die Be­ 
leuchtungsstärke wird sich daher durch folgende Glei- 



Reflexionsgesetze ebener Spiegel. 11 

chung darstellen lassen 
B _ L 7 ( • a 7 ( • (J 
- r~ 

wobei wir L die Lichtstärke der Flächeneinheit 
des leuchtenden Körpers nennen können. 

Durch die Wahl der Entfernung der Lichtquelle 
und der Neigung des auffallenden Lichts ist es leicht, 
eine Beleuchtung von bestimmter Stärke herzustellen. 
Es beruht darauf die Vergleichung der Intensitäten 
verschiedener Lichtquellen, die Photo met r i e. 

§ 2. Beftextonsgesetse ebener Spiegel. 
Einen sehr dünnen Liclltkegel nennt man ein 

Strahlenbünde I. Denken wir uns den Lichtkegel 
unendlich dünn, so haben wir einen Lichts tr ah 4r Es 
'ist vorteilhaft, diese Begriffe -zur bequemen Darstellung 
des Gangs des Lichts einzuführen. 

Trifft ein Licht- 

strahl auf eine glatte S~a P s• 
Fläche , so wird er 
nach bestimmten Ge- 
setzen, den Reflexi- 
onsgesetzen zurück- A.-----U------B 
geworfen. Es sei AB 
(Fig. 1) eine Ebene. 
Im Punkt O treffe ein Lichtstrahl SO auf. Wir 
nennen ihn den einfallenden Strahl, 0 den Ein­ 
fallspunkt. Im Einfallspunkt errichten wir die 
Normale ON zur Ebene AB. Sie heisst das Ein­ 
f a 11 s Io th. Der Winkel zwischen einfallendem Strahl 
und Einfallsloth sei a, es ist der Ein fa 11 s winke 1. 

Fig.1. 
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Der Reflexionswinkel ß ist der Winkel zwischen 
dem Einfallsloth und dem reflektierten Strahl O 81

• 

Es gelten nun für die Reflexion folgende Gesetze: 
1. Einfallender Strahl, Einfallsloth u n d 

reflektierter S tr ah l 1 i e gen in einer Ebene. 
2. Der Einfallswinkel ist gleich dem Re­ 

flexionswinkel, 
a=ß. 

Treffen demnach von einem leuchtenden Punkt S 
(Fig. 2) Strahlen auf eine glatte ebene Fläche AB, so 

s 

werden sie so zurückgeworfen, dass sie nach rückwärts 
verlängert sich alle im Punkt 81 vereinigen würden, 
Für ein beobachtendes Auge scheinen demnach die re­ 
flektierten Strahlen aus elem Punkt 81 zu kommen, es 
ist 8' ein Bi 1 OF von 8. A B ist also eine spiegelnde 
Fläche, ein ebener Spie g e 1. Ein solcher entwirft 
Bilder, welche dieselbe Grösse wie der Gegen­ 
stand haben und zu ihm symmetrisch liegen. Die 
Spiegelfläche bildet dabei die Symmetrieebene. 



Kugelspiegel. t• 

§ 3. Kug·elspiegel - Gegenstands• und Bildweite 
ßren11pu11kt. 

Der leuchtende Punkt S (Fig. 3) sende Strahlen 
auf eine polierte Kugelfläche KK'. Den Strahl SA, 

K 

Fig.3. K 

welcher durch den Mittelpunkt O der Kugel geht, 
nennen wir den Raupt st r tt h 1. Jedes Loth auf die 
Spiegelfläche geht durch 0. Es ist daher OM das 
Einfallsloth für den Strahl S -M. Der reflektierte Strahl 
M B schneidet den Hauptstrahl in B. Dort muss ein 
Bild des Punktes S entstehen, da alle Strahlen, welche 
in einem Kreis um A. herum vom Radius A. M auftreffen, sich 
im Punkt B vereinigen, In B ist demnach wiederum 
die A.usgangsstelle von unendlich vielen Strahlen. 

Wir wollen den Einfalls- und Reflexionswinkel mit 
den gewohnten Buchstaben a bezgl. ß bezeichnen. 
Ferner seien die Winkel 

A. S M = Ä., A. 0 M = µ, A. B M = 1• 
und die Strecken 

A. S = a, A. B ~ b, A. 0 = 0 M ~ r. 
a nennen wir die Gegenstandsweite, b die Bilcil­ 
{ e it e. r ist der Radius der Kugel. Es gelten nun 
folgende Beziehungen 
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ß=v-1• 
a = ß = µ, - Ä. = "' - µ,, 

daher 
gt + 

Wir setzen voraus, dass M nahe bei A Iiege, dass 
also die Winkel a, ß, Ä., µ,, "' klein seien. Wir haben 
dann 

AM=aÄ.=rµ,=bv 
und nach Gleichung (1) 

AM+AM iAM d -v-=-r-, 

oder 

(2) 
Diese Gleichung drückt die Beziehung zwischen 

Gegenstands- und Bild weite aus. 
Kommen die Strahlen aus dem Unendlichen, d. h. 

fallen auf unsern Spiegel p a r d t t e t e St rah l en, so 
r 

wird für a= oo, b = f r Als parallele Strahlen kön- 

nen wir die Sonnenstrahlen auffassen. Da dieselben 
gleichzeitig wärmen, so wird im Punkt 

r 
p=2 

eine hohe Temperatur erzeugt, weshalb dieser Punkt 
auch der Brenn punk t genannt wird, während p die 
Br en n weite heisst. Mit Benutzung dieser Grösse 
können wir Gleichung (2) auch 

1 1 1 a:-+i;- = p 
schreiben. Liegt der leuchtende Punkt im Mittelpunkt 
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der Kugelfläche, so wird a= r, mithin auch b == r. 
Gegenstand und Bild fallen zusammen. Für a 9 r ist 
b ' r, und es wird b = w _ für a = p. Befindet sich 
also eine Lichtquelle im Brennpunkt, so sendet der 
Spiegel parallele Strahlen aus. Eine solche Anordnung 
eignet sich dazu, das Licht auf weite Strecken hinaus­ 
zusenden, ohne dass es sich erheblich zerstreut wie 
es bei den grossen elektrischen Scheinwerfern geschieht. 

r 
Wird a noch kleiner als f n so muss b negativ 

werden, das heisst: <:,s liegt der Bi 1 d p u n kt hinter 
dem Spie g e 1. Die Strahlen vereinigen sich nicht 
wirklich sondern nur scheinbar. Wir haben kein reelles 
Bild mehr, sondern ein imaginäres, virtuelles, 
ähnlich, wie wir es bereits beim ebenen Spiegel kennen 
gelernt haben. Wir können übrigens ohne weiteres 
vom Kugelspiegel zum eben.en übergehen, wenn wir 
r = w setzen. Es wird dann b negativ und ebenso 
gross wie a, in U ebereinstimmung mit dem Resultat 
des § 2. 

Liegt der Kugelmittelpunkt wie bisher auf der 
Seite des Gegenstands, so nennen wir den Spiegel einen 
Hohlspiegel, einen c o n c a v e n Spiegel, im ent­ 
gegengesetzten Fall hingegen einen er hab en en oder 
Convexspiegel. Dafür haben wirr also negativ zu 
wählen. Es wird daher auch die Bildweite negativ, 
das Bild liegt hinter dem Spiegel, d. h. es ist nur 
scheinbar vorhanden, ein virtuelles Bild. Die grösste 

Bildweite ist b = -='.... für a= w. Sie ist also gleich 
2 

der Brennweite eines Hohlspiegels vom selben Krürn- 
mungsradius. 
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§ 4. Bilder von Kugelspiegeln _AÄ kleiner Oen-rnrng. 
Wir denken uns eine leuchtende Linie ST (Fig 4). 

Der Punkt Shat sein Bild in B, der Punkt T in B'. 

:~~.B 
.ß ' 

Fig.4. 

Wir erhalten em verkehrtes Bild BB' des Gegen­ 
stands RT. Das Verhältnis der Bildgrösse BB' zur 
Gegenstandsgrösse ST können wir nun leicht finden, 
da ja 

BB' OB r-b 
ST=os=a-r 

ist, Nach Gleichung (2) haben wir 
1 

b= 2 
r 

1=~ 
- 2a-r' a . 

l'.,lglich 

BB' 
s 'l' 

ar 
r---- 

f Ln oD D 
ooooo~oo· 

a-r 2a-r 
Das Bild wird also je nach der Wahl der Gegenstands. 

y weite sehr verschieden ausfallen. 
Für einen unendlich weiten Gegenstand ist es 

unendlich klein. Es wächst mit der Annäherung des 
Gegenstands. Wird a= r1 so ist Bild und Gegenstand 
gleich gross. Für a < r ist das Bild grösser als der 
Gegenstand. Es wird unendlich gross und rückt in 
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unendliche Entfernung, d. h. 
D D r 

a = - Wird a 9 on so wird 2. . 2 
kehrt sich um. Während wir also früher ein verkehrtes 
Bild hatten, haben wir jetzt ein aufrechtes. Aber es 
ist kein reelles Bild mehr, da auch b negativ wird, es 
liegt hinter dem Spiegel. Das Bild ist aber grösser 
als der Gegenstand, wir haben einen Ver gr ö s Z e - 

BB' 
r u n g ss p iege 1. Setzen wirr= oo so wird ST =-1, 

wir haben wieder den Fall des ebenen Spiegels, für 
welchen Gegenstand und Bild gleich gross ist . 

.. Wird r negativ, so liefert unsere Formel die Bild­ 
grösse in einem er h ab en en Sp i e g e I. Das B i l d' 
steht aufrecht und ist immer kleiner, als der 

es verschwindet für 
BB' . 
ST negativ, das Bild 

Gegenstand. 

§ 5. Brechungsgesetz - Brechungsexponent - 
geometrlaehe Optik - Katoptrik - Dioptrik. 

Fäilt ein Lichtstrahl auf einen durchsichtigen Körper 
von glatter Oberfläche, so dringt er in den Körper ein, 
wird aber dabei im All- 
gemeinen von seinem We- ' 
ge abgelenkt, er wird g e­ 
b rochen. Nennen wir 

Ac----,€1'0.'(:,'-""' _- _- -~ hheÜheÜohhenÄhZr analog dem Vorgang bei 
\S~iegeln1~1O (Fig. 5) den ~ 
~ e 1 n fa 11 end en St rah 1 ,,w,r,· ,, · \ 7 ' ,,,'::;,)'' I Pdrr 
~ im Einfalls - 1 

~-, ,- o,, 
..,)lufk~ die Oberfläche! 1 rßD 1I Ü Ü o ( !;ft;fi.tlDldes durchsichtigen °e · e 
-:;::-.,/ l ~ Ü✓-V ll ÜÄn Theoretische Phvs!Jr, '1IT. 

C s 
/ 
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Körpers trifft, 0 8' den gebrochenen Strahl, a den Ein­ 
falls-, (J den Brechungs wink el, während CD das 
Einfallslot h ist, so gelten folgende Gesetze : 

1. Einfallender Strahl, Einfall sloth und 
gebrochener Strahl liegen in einer Ebene. 

2. Das Verhältnis der Sinus des Ein- 
• fa 11 s- und B'r e ch u n gs winke 1 s ist eine k on - 

s t a n te Grösse, also 
SlD a ~=n, sin {I 

Die Konstante n nennen wir den Br e c h u n gs quot i­ 
e n ten oder Brechungsexponenten. 

3. Nimmt das Licht seinen Ausgang 
auf der entgegengesetzten Seite und in ent­ 
gegeng es e tz t er Richtung, a o ma ch t es genau 
dense 1 be n Weg. Das heisst: wird der Strahl SO 
nach 8' gebrochen, so wird ein Strahl 8'0 nach S 
abgelenkt. 

Die Lehre vom Strahlengang bei Vorhandensein 
reflektierender und brechender Flächen nennt man die 
geometrische Optik. Diese teilt man wieder in 
die Katoptrik und Dioptrik ein, je nachdem man 
es nur mit reflektierenden oder nur mit brechenden 
Flächen zu thun hat. 

Setzen wir den Brechungs expo n en ten gleich 
Eins, den Brechungswinkel jedoch gleich dem Supp­ 
lement des Einfallswinkels, so erhalten wir das 
Reflexionsgesetz. Wir werden demnach alle Resultate, 
welche wir für brechende Flächen erhalten, nach obigen 
Annahmen auf reflektierende Flächen beziehen können. 
Es gelten so die Gesetze der Dioptrik auch in der 
Katoptrik. 
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§ 6. ner Reg·enbogon. 
Bekanntlich hängt der Wert des Brechnngs­ 

e x pone n ten nicht nur von der Natur der brechenden 
Substanz, sondern auch von der Art des Lichts ab. 
Er ist f ü r v e r s c h i e d e n e F a r b e n v e r s c b i e d e n. 
In der Regel nehmen die Brechungsexponenten mit der 
Farbe in folgender Reihenfolge zu: rot, orange, 
g e 1 b, grün, b 1 au, vi o 1 et t. Es wird daher jeder 
Lich ts tr ah 1, der durch Brech u n g eine Ab­ 
lenkung er leidet, gleichzeitig in s ein e F a r b en z er- 
1 e gt. Eine teilweise hierher gehörige Erscheinung ist 
der Regenbogen, welchen wir im folgenden näher 
untersuchen wollen. 

Der Kreis (Fig. 6) 
stelle einen Regen­ 
tropfen dar. Ein Son­ 
nenstrahl SA treffe in 
A unter dem Einfalls­ 
winkel a den Tropfen. 
Er wird nach B ge­ 
brochen, wo erteilweise 
nach O reflektiert, teil­ 
weise nach B' gebro­ 
chen wird. In O er­ 
leidet er wieder eine teilweise Brechung nach R und 
Reflexion u. s. w, Der Strahl B B1 erfährt die Ab­ 
lenkung 

s \ 
a:\,i 

JJ' 
a-. 

.Fig.6. 
n. 

D1=2a-2ß, 
der Strahl OR die Ablenkung 

D2=2a-2{J+n-2{J, 
da die Ablenkung in B, wie aus der Zeichnung leicht zu 
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ersehen, n-2 fJ ist. U eberhaupt wächst bei jeder Re­ 
flexion im Innern des Tropfens die Ablenkung um 
n-2{1, so dass ein Strahl, der nach k maliger Reflexion 
wieder austritt, die Deviation 

D = 2 a- 2 fJ + k ( n - 2 fl)= 2 a- 2 (k + 1) ß +kn 
erfährt . 

• Je stärker ein Sonnenstrahl gebrochen wi rel, desto 
mehr wird auch seine Farbe zerstreut. Wir werden 
daher das intensivste Licht im Minimum der Ab­ 
lenkung haben. Wir wollen deshalb den Einfalls­ 
winkel für's Ablenkungsminimum suchen. Wir haben 
dafür die Gleichung 

dD =µ 
-a:-;=2-2(k+l) ~=0. (3) 

Differenzieren wir die Gleichung 
sin a= n sin ß, 

so erhalten wir 
cos a da= n cosß dß, 

d ß cos a 
da -ncosß · 

Dieser Wort, in Gleichung g8+ eingesetzt, ergibt 
dD cos a 
-d =2-2(k+l)--fJ =O, a n cos 

was wir noch folgendermassen umformen können 
n cos Z = (k+ 1) cos a. 

Diese Gleichung quadriert, ergibt 
n2-n2 sin2 fJ = (k+ 1)'-(k+ 1)2 sin2 a 

und wegen sin a= n sin fJ 
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[(k+ 1)2-1] sin2a.= (k+ 1)'-n', 

. 1/(k+l)'-n" 
Blllct=v (k+1)•-1 · 

Setzen wir k = O, so erhalten wir für sin a einen 
unmöglichen Wert, jedoch für k = 1, 2, 3 ... wird der 
W urzelausdruck für Wasser kleiner als Eins, da n <2 
ist. 1 Wir werden demnach eine Reihe von Regen­ 
bogen erhalten, deren lichtstärkster der erste für 
k = 1 sein wird, da der Lichtstrahl umso mehr ge­ 
schwächt wird, je öfter die Reflexionen stattfinden. 

Wir fragen nun nach der Form des Regen­ 
bogens und wollen uns in unserer Untersuchung auf 
den ersten, den H au p t - 
regenbogen beschrän- S 
ken, da sie für die wei­ 
teren, die Nebenregen- 
bogen, ganz analog durch- R/ 
geführt werden kann. Zu 
bemerken ist höchstens, 
dass fiir die einzelnen 
Regenbogen der das Ablenkungsminimum liefernde 
Sonnenstrahl auch auf der unteren Seite des Regen­ 
tropfens (Fig. 7) auffallen kann. 

Ist AB (Fig. 8) S~~ 
die Erdoberfläche, und 
bildet der Sonnenstrahl 
SPmitihrdenWinkcl A/ß · P"'----..JJ 

Fig.8. 

Fig.7. 

a, der gebrocheneStrahl 
jedoch den Winkel (', 
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so ist bei einer einmaligen Reflexion D die Deviation, 
und es muss 

sem. Da aber 
D=2a-4fJ+n, 

so ist 
e+a=n-D=4fJ-2a. 

Setzen wir a= O, d. h. steht die Sonne im Horizont, 
oder sehen wir davon ab, dass AB die Erdoberfläche sei, 
sondern eine zu den Sonnenstrahlen parallele Gerade, 
so wird um AB herum alles symmetrisch. Der Regen­ 
bogen wird also ein Kreis sein vom Oeffnungswinkel 
2 (e + a). Den vollständigen Kreis können wir nie sehen, 
wenn wir auf der horizontalen Erdoberfläche stehen, 
sondern höchstens einen Halbkreis bei Sonnenauf- oder 
Sonnenuntergang. Etwas anderes ist es jedoch auf 
einer hohen Bergesspitze oder vom Luftballon aus, wo 
der vollständige Kreis beobachtet wurde. Die Möglichkeit 
dazu ist auch vorhanden, wenn nicht die Sonne direkt, 
sondern ihr Spiegelbild in einem ruhigen Gewässer den 
Regenbogen erzeugt. Die Winkelsumme e + u beträgt 
ungefähr 42° Grad. 

Bilden wir den Ausdruck 
de·_ dD 
dn -- d n ' 

so erhalten wir die Reihenfolge der Farben. Wir 
haben nun 

d D da d{J da dfJ da o{J an=2 dn -4 dn =2 dn -4cr;;· dn -48n' 
indem wir fJ als abhängige Veränderliche von a und n 
einführen. V on früher her kennen wir als Bedingung 
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des Deviationsminimmns 
dß 

2-4da=0, 

daher wird 

23 

dD __ 4~. 
dn - on 

D Diff t· 1 · 0 ß · d en 1 eren la quotienten ßn gewmnen wir aus er 

Gleichung 
. sin a 
smß=-n-, 

welche differenziert 
o ß sin a 

cosß on ~oLhe 
ergibt. Demnach ist 

de dD 4 sin a 
er;:;-= -er;:;-= n' 7 ( • ß • 

Der Differentialquotient : : ist negativ, d. h. mit wach­ 

sendem n nimmt e ~b. Es wird also die rote Farb e 
den ä us s ersten Rand des Regenbogens bilden, 
gegen die Mitte zu folgen dann die übrigen Farben. 

Die hier gegebene Theo;ie trifft strenge nur für 
unendlich grosse Regentropfen zu, indem die Ent­ 
stehung der Farben von der Tropfengrösse nicht un­ 
abhängig ist, was jedoch an dieser Stelle nicht näher 
erörtert werden kann. Dass die Farben nicht bloss 
durch Lichtbrechung entstehen, hat zur Folge, dass der. 
Regenbogen nicht aus dem gewöhnlich genannten sieben­ 
farbigen Band besteht, sondern wir können bei manchem 
Regenbogen eine ganz andere Farben.folge beobachten. 
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§ 7, Abbildung eines Punkts durch eine brechende 
Kugelfläche - Brennpunkte - Brennweiten, 
KK' (Fig. 9) sei eine brechende Kugelfläche. Es 

ist dies der Fall, wenn sich links von ihr etwa Luft, 

s~:IJ 

Fig.9 

rechts Glas befindet. Der Strahl SA, welcher gegen 
den Krümmungsmittelpunkt ( der Kugelfläche gerichtet 
ist, wird nicht gebrochen, da er mit dem Einfallsloth 
zusammenfällt. Wir nennen ihn den Haupts tr ah 1. 
Ein Strahl SlVI wird nach dem Gesetz sin a= n sin ß 
gebrochen und schneidet den Hauptstrahl in R. Wir 
wollen unsere Untersuchung nur auf kleine Einfalls­ 
winkel ausdehnen, können dann den Sinus mit dem 
Bogen vertauschen und schreiben 

CG=nß, 
Wir haben nun 

mithin 
P+1P=ll1P-nx, 
g;+nx=(n-1)-ip. (4) 

Die verschiedenen Winkel können WH' folgendermasscn 
darstellen : 

U· U· F§4· 
p= SA'1P=oA'x= BA" 

Wir setzen ferner 
Fl A - ~ () A - ,. n A - l, 
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und nennen a die Gegenstands weite , r den 
Krümmungsradius, b die Bildweite. Wir er­ 
halten dann aus Gleichung ( 4) ohne weiteres 

t L Lot 
d 1 b ~ oDor 

Es vereinigen sich also in der That alle Strahlen, 
welche von S ausgehen, in B. Wir haben hier ein 
re e ll e s B i l d. 

Lassen wir � in's Unendliche rücken, d. h. lassen 
wir parallele Strahlen auffallen, so vereinigen sie sich 
in einem Punkt, den wir F 1 nennen wollen. 
Es ist der hintere Brennpunkt und 

nr 
ü~p~Lot 

die hintere Brennweite ... Das ist auch gleichzeitig 
die kleinste mögliche Bildweite. Lassen wir � näher 
rücken, so wird b grösser und wir erreichen schliesslich 
einen Punkt £1, für welchen b unendlich wird. Die 
Gegenstandsweite ist dann 

f=a=--r-. 
Lot 

Wir nennen f die vordere Brennweite, £1 den 
vorderen Brennpunkt. Die beiden Brennweiten 
stehen also in der Beziehung 

F=nf. 
Wird nun a noch kleiner, so wird b negativ, d. h. die 
Strahlen vereinigen sich nicht mehr, wohl aber ihre 
rückwärtigen Verlängerungen in einem Punkt, welcher 
vor der Kugelfläche liegt. Wir erhalten ein im a g i­ 
n ä res Bild. 

· Lassen wir r unendlich werden, so erhalten wir 
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eine ebene brechende Fläche. Es wird dann 
b=-na. 

Wird r negativ, haben wir also den Krümmungsmittel­ 
punkt O links von der brechenden Fläche, so wird 
auch die Brennweite negativ. Es vereinigen sich dann 
die Strahlen nur virtuell. Wir erhalten kein reelles 
Bild mehr. 

§ 8. Bildgrüsse. 
Gleicherweise wie der Punkt S (Fig. 10) in B, 

bildet sich T in B' ab. Wir erhalten von dem Gegen- 

.K.' 

MÜrÜ 
Fig.10. 

stand ST das verkehrte Bild BB', dessen Grösse wir 
leicht finden können. Wir wollen die Bezeichnungen 

sr, =Ä, Fl B =µ, 
einführen und haben dann 

ST ST ,1, 
BB'=AN=T, 

aber auch 
ST AlVI F 
BB'= BB'=-;;· 

Rückt also der Gegenstand aus dem Unendlichen bis 
in die vordere Brennweite, so wächst das Bild von der 
Grösse Null bis zur Grösse Unendlich. Es ist re e 11 
und um g eke h rt. Rückt der Gegenstand noch näher, 
so wird Ä negativ, wir erhalten ein aufrechtes ver- 
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gr ö s s er t es v i rt u e 11 es Bild. Für eine c on cave 
brechende Fläche wird r negativ. Es wird dann auch 
f negativ und für alle Fälle Ä ' f. Wir haben also 
dann immer ein vi rt u e 11 es auf r echtes v e r • 
k 1 e i n er t es Bild. 

§ 9. System zweier brechender centrierter Kugelflächen 
- Linsen. 

Liegen zwei brechende Kugelfltoh en A und A' 
(Fig. 11) so, dass der Hauptstrahl der ersten durch 

S-------.4.l-------t09-----;,B,--.£.+(-----t0r--'--B' 

Fig. lt 
den Mittelpunkt der zweiten geht, so nennt man sie 
centriert. Das Bild B des Punkts S1 welches die erste 
brechende Fläche entwirft, wird für die zweite bre­ 
chende Fläche zum leuchtenden Punkt und sie entwirft 
davon ein Bild in B'. Für die brechende Fläche A 
gilt nun die Gleichung 

1 1 n WLot d A.oooDon (5) 
für die zweite A' analog 

1 n' n'-1 
de 1 b' = o4ornon 

Ist nun das Medium rechts von A' gleich jenem links 

· r t ü r von I so ist n' = -. erner 1St n 
a'= AA'-AB=e- b, 

wenn e die Entfernung der beiden Kugelflächen ist. 
Darnach wird die Gleichung für den Strahlengang in 
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der zweiten Piäche 
L t Lot 

e-b +v=--r-,-. 
Wir nehmen noch an, e sei so klein, dass wir es 

gegenüber den anderen vorhandenen Grössen vernach­ 
lässigen können. Wir haben dann eine dünne Linse 
v,or uns. Unsere letzte Gleichung wird jetzt 

L t Lot -T+v=--r-,-, 
was zur Gleichung (5) addiert 

_!_ + __!__ = (n - t + gÜo o fo+ a b' r r' 
ergibt. Es ist dies die sogenannte Linsen forme 1. 

I 1 1 . • s 1 st - - - positiv so haben wir eine amme - 
r r' ' 

l i u s e , im entgegengesetzten Fall eine Zerstreuungs- 
1 ins e. Im ersten Fall vereinigen sich parallel auf­ 
fallende Strahlen für welche a= oo ist, in der Ent­ 
fernung p hinter der Linse nach der Gleichung 1 (1 ·1) p = (n -- t + r -7' 
und es ist p die B r en n weite der Linse, weshalb wir 
die Linsenformel auch 

_!__ 1 2- = __!__ 
d b' p 

schreiben können. Diese Gleichung hat dieselbe Form 
wie jene für den Kugelspiegel (§ 3), weshalb wir uns 
hier ihre weitere Diskussion ersparen können. 

Im vorhergehenden Paragraphen fanden wir für 
das Verhältnis des Gegenstands zum Bild die Gleichung 

ST i F 
Im' -T = ,:;· 
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Es gilt demnach für eine brechende Fläche die Beziehung 
u0 fb = f F, (i3) 

welche wir auch auf mehrere brechende Flächen aus­ 
dehnen können. Für die beiden Kugelflächen A und 
A' (Fig. 12) haben wir also die Gleichung (6) nebst 
der zweiten 

J' µ,' = Ee F', (7) 

wenn wir das Bild B zum Gegenstand für die zweite 
brechende Fläche werden lassen. Die Entfernung beider 
Flächen ist also 

# ~~ F 1 ti 1 J' 1 f'. (8) 
Wir finden den vorderen Brennpunkt des Systems, wenn 
nach der zweiten Brechung die Strahlen parallel laufen, 
also µ,' ~ cc wird. Dann muss nach Gleichung (7) J' ~ 0 
werden, während aus Gleichung (8) 

µ, = e-F-f' 
und aus Gleichung (6) 

,i = fF 
e-F-f' 

folgt. 
Wir rechnen die vordere Brennweite Dµ von 

der ersten Kugelfläche aus. Sie wird also 
fF e-f' 

m = u0 1 f = F f 1 f = f j e f' • .,, e- - e-.c- 
U nd in ganz derselben ,V eise finden wir für die 
hintere Brennweite unseres Systems 
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.. e-·F 
(Jj-F'---­ - e-F-f'' 

wobei diese Brennweite von der hinteren Linsenfläche 
aus gezählt ist. 

Wir wollen als ein Beispiel für die gewonnenen 
Gle,ichungen die planconvexe Linse behandeln. Der 
Krümmungsradius der vorderen Fläche sei r, für die 
hintere Fläche ist er demnach co, Wir haben dann(§ 7) 

f=-r- F=~ f'=F'= oo n-1' n-1' ' 
daher 

e-f' -f' 
cp = f F f' = f . -f, = f, e-<- - 

da ja e und F gegen a:, wegfällt. Ferner haben wir 
e-F e-F F-e e e 

(Jj=F' e-F-f'=n'f' -f'=--n-=f-n=g,-n. 

Die hintere Brennweite ist also um ~ kleiner als die n 
vordere. 

§ 10. Hauptebenen - Hauptpunkte, 
Durch die Einführung der Brennweiten g, und (Jj 

können wir wiederum zwei brechende Flächen wie eine 
einzige behandeln, und es ist leicht einzusehen, dass 
wir auf dieselbe Weise jetzt drei, vier u, s. w. brechende 
Flächen kombinieren können, vorausgesetzt, dass sie ein 
z en tri ert es Sys tern sind, d, h. dass die Krümmungs­ 
mittelpunkte der Kugelflächen alle in einer Geraden 
liegen. Nicht so einfach wie bei einer unendlich dünnen· 
Linse ist aber jetzt die Konstruktion der Bilder. Zu dem 
Zweck führen wir den Begriff der zwei Hauptebenen 
ein. Diese haben die Eigenschaft, dass jeder Strahl, 
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welcher durch die erste geht, in derselben 
Höhe auch die zweite passiert. Wir sehen 
wegen der allseitigen Symmetrie sofort ein, dass diese 
beiden Ebenen senkrecht auf dem Hauptstrahl stehen 
müssen. Ihre Schnittpunkte mit ihm nennen wir die 
Hau ptp un k t e. 

Wir haben also zwei Ebenen von der Eigenschaft 
zu suchen, dass der Gegenstand in der einen congruent 
dem Bild in der andern ist. Wir verfolgen dabei 
wieder die Methode, die gestellte Aufgabe erst für zwei 
brechende Flächen zu lösen, da ja die Rechnung für 
mehrere Flächen nach demselben Schema vor sich .geht. 
Wir haben nach dem vorhergehenden Paragraphen für 
das Verhältnis des Gegenstands / zum Bild B bei der 
ersten Brechung 

/ A, 

für die zweite 
G1 

;,1 F' 
t; = f' = , r 

Nun ist aber der Gegenstand bei der zweiten Brechung 
das von der ersten Brechung gelieferte Bild, also 

G'=B, 
folglich 

G Ä..:i' FF' w=u-= µµ'· 
Da das Bild sich bei jeder Brechung umkehrt, so ist 
das zweite wieder aufrecht. Soll es daher mit dem 
Gegenstand kongruent sein, so muss Gegenstand und Bild 
im Verhältnis Eins stehen. Wir haben also 

;, ;.' FF' 
EEe = µ µ' = tr (9) 
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Aus Gleichung (8) ergibt sich 
µ, 1 .V ~ # o F - Ee ~ o. (10) 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit ..t, so erhalten 
wir mit Zuziehung der Gleichungen (6) und (9) 

fF+ff'= o ..t, 
..t = fF+ff'. 

0 
Ganz analog ergibt sich durch Multiplikation der Gleich- 
ung (10) mitµ,' 

FF' 1 Ee F' = o µ,', 
F F1+f1 F' µn e~ooooor 0 

Damit ist die Lage der beiden Hauptebenen bestimmt, 
doch ist es bequemer, ihren Abstand von der ersten 
bezgl. zweiten brechenden Fläche zu wissen. Für die 
erste Hauptebene ist er 

h = ..t 1 f =fr-~ f' + 1) = ¾ (F+f'+e-F-f')= e,t. 

Für den Abstand der zweiten Hauptebene von der 
zweiten brechenden Fläche findet sich gleicherweise 

# F' 
) ~o· ö 

Es ist noch angezeigt, die Brennweiten von den 

Fig. 13. 

Hauptpunkten an zu zählen. Wir haben dann (Fig. 13) 
die vordere Brennweite 
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e - Ee EEe 
p= <p- h=f-0- - h = -6, 

Für die hintere 
e-F' FF' 

P=~-H=F---H=--, o o 
Da nun 

F = n f, F' = n' f', 
BO 
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n u/f Eh 
w =---=nn'p. 

g+ 

Ist liulcs und rechts vom optischen System dasselbe 
1 

Medium, so n' = Le folglich 
P=p. 

Die Konstruktion des Bilds ist nun sehr einfach. 
Wir errichten in den beiden Hauptpunkten h1 und H1 

(Fig. 14) die beiden senkrechten Ebenen h und H. Ein 
Strahl, welcher parallel zum Hauptstrahl von T ausgeht 
und die erste Hauptebene in A trifft, muss in gleicher· 
Höhe bei A' die zweite Hauptebene verlassen und dann 
durch den hintern Brennpunkt P1 gehen. Ein Strahl, 
welcher durch den vorderen Brennpunkt p1 geht nnd 
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in B die erste Hauptebene trifft, verlässt ebenfalls in 
gleicher Höhe in B' die zweite und geht dann parallel 
zum Hauptstrahl weiter. In T' schneiden sich beide 
Strahlen; es ist dort das Bild des Punkts T. 

§ 11. Biconvexe Linse. 
Die beiden brechenden Flächen einer biconvexen 

Linse sollen denselben Krümmungsradius haben. Es 
gilt also die Beziehung 

f'=F=nf. 
Die Lage der ersten Hauptebene ist daher gegeben durch 

e E e E 
h - ----- - ---- - e - F - Ee o e - 2 n f • 

Ist die Linse nicht sehr dick, so können wir e gegen 
2 n f vernachlässigen und erhalten 

e e 
h=-2n=-3, 

8 
wenn wir, wie es bei Glas ungefähr zutrifft, ~ = f setzen. 

h ist negativ, d. h. es liegt die erste Hauptebene h1 

(Fig. 15) hinter der Linsenfläche, symmetrisch dazu die 

{; 
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zweite Hauptebene Il,. Die beiden Brennweiten p und 
]:> sind einander g leich, Für das Verhältnis des Gegen­ 
stands zum Bild haben wir daher 

/ ,t p 
B = w o o..o• 

woraus folgt 
Äµ=p2. 

Wir versetzen nun unser Auge in den Punkt 0, 
welcher die Strecke µ so teilt, dass 

µ=w+rJ. 
Wir wollen die Linse a ls Lupe benützen. Die Ent­ 
fernung des Bilds vom Auge muss also in de!' deutlichen 
Sehweite s und negativ sein. Wir haben demnach 

(J = - Z 
zu setzen. Darnach wird 

µ,=w-s, 
wobei s ' w, µ, also negativ ist. Desgl. wird 

p• 
Ä=--- 

S-(J) 

negativ, d, h. der Gegenstand muss innerhalb der Brenn­ 
weite p liegen. Unter der V ergrösserung verstehen wir 
das Verhältnis des Bilds zum Gegenstand 

B p 
V= G =-x 

In unserm gegebenen Fall wird somit 

V=-s-w. 
p 

Das negative Vorzeichen bedeutet, dass wir ein auf­ 
rechtes Bild erhalten. Je weiter wir das Auge von 
der Linse entfernen, desto grösser wird w, desto kleiner 
das Bild. Denken wir uns das Auge in der zweiten 
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Hauptebene, so w = - p und 
V ~ o » 1 P ~ o (!.. 1 1), p 11 . 

was die gewöhnlich in Verwendung kommende Ver­ 
grösserungsformel ist. 

§ 12. Hnyghena'sches Prmclp. 

Wir haben das Licht nach Huyghens' Theorie als 
We 11 en be w e gun g aufgefasst. V on Huyghens rührt 
folgendes Princip her: Einen jeden Punkt einer 
Welle kann man als einen Erregungspunkt 
neuer vVellen betrachten. Die gemeinschaft­ 
liche Umhüllende dieser Wellen, der Ele­ 
mentarwellen, stellt die wirkliche We Ile, 
die Hauptwelle, dar. Denken wir uns z.B. eine 
Kugelwelle, welche von einem leuchtenden Punkt aus­ 
geht. Werden alle Punkte der Kugelfläche als Er­ 
regungspunkte neuer Weilen aufgefasst, so entstehen 
unendlich viele congruente Kugelwellen , deren um­ 
hüllende thatsächlich die Hauptwelle darstellt. 

Aus diesem Princip 
lässt sich leicht das Ge­ 
setz der Reflexion und 
B recuung ableiten. Es 

rIorrjrorlUererPjFrrrrrjMr£llr n4jrrrWW n falle ein paralleles Strah­ 
E lenbündel AB (Fig. 16) 

auf die Ebene EE' unter 
. dem Einfallswinkel a. Im 

Ä 

Punkt A' entsteht eine Elementarwelle der Planwelle 
A'B' und so der Reihe nach in allen Punkten der 
Strecke A1B11• Rommt schliesslich der Punkt B' in 
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B" an, so haben wir als Hauptwelle A"B". Da nun 
A'A" l A"B", A1B1 J_ B1B", A1A11 ~ B·B", 

so muss auch a = fJ sein, womit das Reflexionsgesetz 
als eine Folge der Wellentheorie erscheint. 

Das Brechungsge- 
setz können wir folgender­ 
massen erhalten. AB (Fig. 
17) sei die Trennungsfläche 
zweier Medien. Im obe­ 
ren sei die Lichtgeschwin­ 
digkeit c, im unteren c', 
und es sei c ' c'. Trifft 
die ebene Welle CD in 0' 
auf, so entsteht da eine 
Elementarwelle mit der 

wAvrt t r 

Geschwindigkeit c'. Dasselbe geschieht der Reihe nach 
in allen übrigen Punkten der Strecke 01D11• Während 
C nach 0'' gelangt, kommt D' nach D". Es ist daher 
C"D" die neue Welle, Nun ist 

" 1- 11
• sin a=D'D", C•D". sin {J=C1C11, 

folglich . 
D'D" sin a c 
oo~oo~o~Ln 
010" sin ß c' 

Damit ist das Brechunggesetz abgeleitet, und es zeigt 
sich, dass der Brechungsexponent nichts anderes 
als das Ver h ä 1 t n i s der L ich t g es ch win dig­ 
k e it en in den beiden Medien ist. 

§ 13, Fermat's Satz. 
Fermat stellte folgendes Prinzip auf: Jeder 

Lichtstrahl pflanzt sich so fort, dass die zur 
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Zurücklegung des Wegs erforderliche Zeit 
ein Minimum wird. Auch dieses Princip ergieLt 
das Reflexions- und Brechungsgesetz in derselben Form 
wie das Huygens'sche. Soll das Licht vom Punkt A 

c (Fig. 18) ausgehend von 
der Fläche E F in B nach 
C reflektiert werden, so 
wird die Reflexion so von 
statten gehen, dass die 

£ WW WWnWW W WWnnW WW ootrrr WW ,p Zeit der Fortpflanzung 
c · B .H folglich auch der Weg 

Fig.iS. ABO ein Minimum wird, 
.~ach unserer Zeichnung 

A 

ist 
GH=AG. t g « +HO. tgß, 

was durch Differentiation ergiebt 
AG.da HU.d(J 
cos" ct = - cos~· 

Soll der Weg 

AB+BO =AG+ HC 
cos a cos (J 

(11) 

em Minimum werden, so muss sein Differential Null 
sein. Das ergiebt 

AG. sin a da HO. sin(Jdß (12) 
cos" a cos" (J 

Dividieren wir Gleichung (12) durch (11), so resultiert 
sin ct= sin (J oder a= (J. Wir erhalten also in der That 
das Reflexionsgesetz. 

Auf ganz demselben Weg ergiebt sich auch das 
Brechungsgesetz. AB O (Fig. HJ) stelle uns den 
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Strahlengang durch die brechende Ebene EF dar. 
Oben sei die Lichtgeschwindigkeit c1 unten c'. Die 
2OrAÄ 

.A 

Fig.19. 
C 

AB BO :A.G HO 
t = -c- 1 Oe = c cos a 1 c' cos fJ 

soll ein Minimum werden, d. h. es muss das Differential 
dt = 0 sein, was 

AG.sinada 
c cos" a c' cos" fJ 

ergiebt. , Ferner folgt wiederum aus dem Differential 
der konstanten Strecke G H die Gleichung (11). Gleich­ 
ung (13) durch (11) dividiert, ergiebt sodann 

HO.sinfJdfJ (13) 

sm c sin Z 
-c-=c', 

oder 
sm « C 
--=-=n 
sin{J c' 

das Brechungsgesetz. Es stimmen also die Folgerungen 
aus dem Huyghe n s'schen und dem Ferm a t'schen 
Prinzip vollständig überein, 
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§ 14. Interferenz. 
Nach dem Früheren müssen wir das Licht als eine 

schwingende Bewegung des Aethers auffassen. Diese 
Bewegung pflanzt sich in ähnlicher Weise fort wie die 
Schallbewegung in der Luft. Eine befriedigende V or­ 
stellung von der Bahn, welche die Aetherteilchen bei 
der Lichtbewegung beschreiben, ist jedoch bis jetzt noch 
nicht geliefert worden. Sicher ist nur das eine, dass 
die Aetherteilchen eine p er i o disc h e B ewe gun g 
machen müssen , d. h. eine solche, bei welcher sie 
nach einer bestimmten Zeit immer wieder eine be­ 
stimmte Lage passieren, Dieser Bewegungszustand 
pflanzt sich in Wellenform fort nnd hat die Eigen­ 
schaft, dass er n a ch V er 1 a u f ein er h a 1 b e n 
We 11 e n 1 ä n g e gerade en t g e g en g e s et z t e Be­ 
wegungen darstellt. Zwei gleichartige Strahlen, welche 
um eine halbe Wellenlänge gegen einander verschoben 
sind, werden daher die Aetherteilchen gar nicht in Be­ 
wegung setzen können, da die Kräfte, welche von den 
beiden Lichtstrahlen ausgeübt werden, gleich und ent­ 
gegengesetzt sind. Das Licht muss verschwinden. Die 
?eiden Strahlen werden sich aber in ihrer Wirkung 
unterstützen, wenn sie ohne Phasenverschiebung 
den Aetherteilchen begegnen. Wir haben hier also ganz 
analoge Vorgänge wie bei der Interferenz des Schalls 
(I. Bd, § 73) und belegen sie daher auch mit dem 
Namen ,,Interferenz des Lichts". 

§ 15. Fresnel's Spiegelversuch, 
Strahlen, welche mit Phasenunterschied in einem 

Punkt ankommen sollen, müssen ihren Weg in ver· 



Fresnel's Spiegelversuch. 4.1 

schiedenen Zeiten zurücklegen. Dies ermöglicht eine 
Anordnung von Spiegeln, welche von Fresnel, dem her­ 
vorragendsten Pfadfinder auf dem Gebiet der Optik, 
gefunden wurde. Zwei ebene Spiegel AB und A 0 
(Fig. 20) stossen unter einem sehr spitzigen Winkel rp 

.l 

Fig.20. 

in A zusammen. Der leuchtende Punkt L liege so, 
dass AL mit der Spiegelfläche AB den Winkel a ein­ 
schliesst. Beschreiben wir daher mit dem Radius AL 
um A als Mittelpunkt einen Kreis, so liegen auf dem 
Kreisumfang die beiden Bilder L' und L", welche die 
Spiegel AB und AC von L entwerfen. Halbieren wir 
L' L" in E, so ist die Gerade EA F eine Symmetrie­ 
linie zwischen L' und L ". Die Strahlen, welche von den 
beiden Bildern L' und L" ausgehen, werden daher Inter­ 
ferenzerscheinungen liefern, welche zu E F symmetrisch 
liegen. 

Wir stellen in F (Fig. 21) einen Schirm auf und 
fragen nun, welche Lichterscheinungen sich in einem 
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beliebigen Punkt M zeigen werden. Wir wollen die 
Strecken 

L'L"=2a,EF=b, FM=y 

setzen. Es handelt sich also darum, den Zeitunterschied, 
oder was hier dasselbe ist, den Wegunterschied der 
beiden Strahlen L'M und L"M kennen zu lernen. Wir 
haben --• L"M = bf +(a+ y)2, 

L'1Vr2 = b' + (a-y)f n 

daher 

L"M
f 
-L'1Vr2 = (L"M-L'M) (L"M+L'M) =4ay. 

Wir können nun mit sehr kleiner Vernachlässigung 
L" M+L'M = 2 b 

setzen und erhalten so 

L"M-L'M= 
2
Ü§r 

Haben wir Licht von der Wellenlänge Ä., so wird 
für alle y, wo der Gangunterschied der beiden Strahlen 
Ä. 3 Är 5 Är r D . . d . h d 
f n 2, 2 • • . 1St, unkelheit eintreten, a sic ort 

beide Strahlen infolge der Interferenz austilgen, 
ist dies also für · 

W 1 (2k 1 1) b Ä. 
€oW 4a 

der Fall, wenn k = 0, 1, 2 .. , ist. 

Es 

(14) 
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In Wirklichkeit steht uns nun ein mathematischer 
Lichtpunkt nicht zur Verfügung, sondern wir müssen 
eine schmale Spalte L L1 (Fig. 22) anwenden, durch 
welche wir das Licht eintreten lassen. Die Folge davon 

Fig 22. 

ist, dass die beiden Spiegelbilder ebenfalls eine gewisse 
Ausdehnung haben, so dass die Bilder des Punkts L 
die Gerade AF, hingegen die Bilder von L

1 
die Ge­ 

rade A F1 zur Symmetrielinie haben. Es kann daher 
vorkommen, dass auf eine dunkle Stelle des Schirms, 
die von L herrührt, gerade eine lichte, durch L

1 
erzeugt, zu 

fallen kommt, so dass wir keine Interfereozstreifen 
wahrnehmen können. Es darf somit die Spalte LL, 
eine gewisse Breite nicht übersteigen. Unsere Aufgabe 
läuft darauf hinaus FF, möglichst klein zu machen. 
Es ist F F1 ~ A.F. ß, wenn wir den<)::: LAL1 ~ ß, setzen, 

Wir haben somit ß = :~, folglich 

FF =D.~ 
1 AL • 

Wir erzielen also eine möglichst gute Wirkung, wenn 
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wir die Spiegel möglichst weit von der Spalte aufstellen 
und diese selbst sehr schmal machen, während wir den 
Winkel Dµ der beiden Spiegel sehr klein wählen. 

Die Grössea in der Gleichung (14)istdurcb den Winkel 
der beiden Spiegel und ihre Entfernung vom Lichtpuukt 
gegeben. Da wir b und y ebenfalls messen können, so 
haben wir in Fresnel's Spiegelversuch ein Mittel, die 
We 11 e n 1 ä n g e J des Licht s und sodann aus der 
bekannten Lichtgeschwindigkeit die Schwingungs• 
z ah 1 zu bestimmen. 

§ 16. Farben dünner ßfättchen. 

Von dem leuchtenden Punkt S (Fig. 23) falle em 
Strahl SA auf die planparallele Platte PP'. Im Punkt 

.l' d P' 

A wird er teilweise nach C reflektiert, teilweise nach 
B gebrochen. Dort findet ebenfalls Reflexion und 
Brechung statt; ein Teil geht nach E, der andere nach 
A', und das geht so fort, so dass eine Reihe von 
Strahlen nach oben, eine andere nach unten von der 
Platte weggeht. Das Auge wird daher sowohl von oben 
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als von unten in der Platte Interferenzerscheinungen 
der nebeneinander verlaufenden Strahlen sehen können, 
welche man mit dem Namen ,,Farben dünner Blätt­ 
chen" belegt, da für den Fall, als vom Punkt S weisses 
Licht, oder sonst eine Mischfarbe ausgeht, au einer be­ 
stimmten Stelle der Platte nur Licht von bestimmter 
Wellenlänge, d. h. von bestimmter Farbe verlöschen wird, 
so dass wir dann die Mischfarbe des übrigen Lichts 
in der Platte sehen. 

Wir wollen den Schwingungszustand des 
Aethers durch 

. 2nt 
a=as1n-- 

on. 

rlarstellen. Welcher Art von periodischer Bewegung 
dieser Schwingungszustand a"' ist, wissen wir bekannt­ 
lich nicht, doch ist das für die folgenden Untersuchungen 
auch nicht nötig. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
sei ausserhalb der Platte c, innerhalb c'. Der Schwing- 

ungszustand o in A wird daher nach der Zeit AC in 
7 

in C sein, nur mit dem Unterschied, dass er dort mit 
geringerer Stärke auftritt, da er ja nur teil weise re­ 
flektiert wird. Wir können daher den Bewegungs­ 
zustand in 7 

. 2n ( AC) <J = cxas1n- Äooo 1 -,; C 

nennen, wobei a ein echter Bruch ist, der die Ver­ 
minderung der Stärke des Schwingungszustands an­ 
deutet, oder wenn wir wollen, der das V erhältnis 
zwischen der neuen und alten Amplitude der Schwing­ 
ung darstellt. In ähnlicher Weise können wir nun 
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weiter schliessen. Wir werden in 0' den Znstand 
. 2n ( AB BA' A'Ü') u. =a'ß'ßasm- t----. - --- = 

f Ü c' c' c 

= a' ß'ßasin~ (t- 2AB - A'C') 
~ C1 C 

haben. Wir haben hier durch a' dem Lichtverlust bei 
der Brechung in A, durch ß jenem bei der Reflexion 
in B, durch ß' dem bei der Brechung in A' Rechnung 
getragen. Auf ganz dieselbe Weise finden wir nun 
weiter 

2n( 4AB A"C") u. = a'ß»ß'asin - t--- --- 
» Ü c' 7 e 

2n ( 6A B A"'Ü'") v =(1.'ß?ß'asin- t-------- • ~ c' 7 e 

Es ist nun 
A'C' = AC-AD, 
· h 011 = · äof rEAW - 

rrr , 
wenn A'D das Loth auf AC ist. Wir setzen jetzt 

2; (t-Ac~ =p, 

2n(2AB _AD)=••• 
~ C1 C 'I' 

und erhalten dann für die Summe sämtlicher v den 
Ausdruck 
2 = a [a sing,+ a' ß' ßsin(r,p-1/J) + a' ß' p8sin(g,-2,p) + 

+a' ß' p5 sin(p-3'1/J) + ... ]. 
Diese Summe wird uns also das Resultat darstellen für 
die Lichterscheinung, welche unser Auge in der dünnen 
Platte PP' im reflektierten Licht erblickt. Um die 
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Summierung durchführen zu können, führen wir folgende 
Hilfssummen ein: 
S = sin ('P-1/') 1 ßf sin (rp-21/J) + ß4 sin (ip-31/J) 1 rrr n 
R = cos (ip-1/J) 1 ß2 cos (p-21/J) 1 /34 cos ('P-3 1/J) 1rnn 
und bilden 
R +Si= e (ip-1/J)i + ß2 e(p-9-1/J) 1 1 ß4 e(<JJ-31/J)I 1 rr n = 
= e(CJJ-1/J)i gt + ß2 e-1/Ji + ß4 e-21/Ji 1 ß° e-31/'l 1 rrr + = 

= icp-1JJ)i (1 1 n 1 n• 1 n» 1n rr +n 
wenn wir ßf e-1/J1 = n setzen. Die geometrische Reihe 
hat nun eine bekannte Summenformel, wornach wir er­ 
halten 

1--ßf e'!/Ji 

_ cos (ip-1/J) 1 i sin (-R-1/J)-ß2 cos ip-i ß2 sinrp 
- N ' 

wobei wir 
1-2 ßf cos 1/J + ß' = N 

gesetzt .haben. Der imaginäre Teil der Summe ergiebt 

S 
_ sin (ip-'1/J )-flf sin <p 
- N '· 

somit 
n 1 sin(cp-1/J)-flf sinrp 

:S = a a sin rp a' fl' ß a N 

Wir wollen hier die Glieder mit den Faktoren sin <JJ 
und cos rp noch trennen, erhalten somit 

. ( cos 1/J-ß') sin 1/J :S = a sin <p a+ a' ß' fl N -:-a cos <p. a' fl' ß-W-• 

Es ist also das Resultat wiederum eine schwi igeude 
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Bewegung von derselben Schwingungsdauer, aber von 
verschiedener Amplitude und Phase. 

Wir finden das Quadrat der Amplitude der resul­ 
tierenden Schwingung aus der Gleichung 
• ( cos111-ß')' sinf tEt A2=a2 a+a'ß'{J N +a2a'2{J'2ß'-W· 
(Siehe Bd. I § 73). Dieser Grösse setzen wir die 
Lichtstärke proportional. Sie gieht uns also ohne 
weiters Aufschluss über die Intensität des reflektierten 
Lichts. 

In ganz derselben Weise wie für das reflektierte 
können wir nun die Rechnung auch für das durch­ 
gehende Licht machen. Wir erhalten in E den 
Schwingungszustand 

u' = a'{J'asin ~ (t- AB - BE) 
" c' 7 e 

in E' 
2n· ( 3AB B'E') u" = deß erbMf asin- t--· ----- 
" c' 7 

u. s. w. Wir füaren 

~(t-AB _ BE)=x 
?: c' 7 

ein und können so für die Summe sämtlicher u schreiben 
~' =a' {J' d sin g 1 a' {J' {Jfasin (x-111) 1 1 a' {J' ß4 d sin (x - 21P) + ... ' 

was nach dem früheren Vorgang 
sin x-l siYifi 1 1/') 

~• =a'{J'a FloFh 
ergiebt. 

Es handelt sich uns jetzt darum, 
zwischen a, a', ß und ß' zu ermitteln. 

die Bezieh nng 
"Wir benützen 
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dazu die Erfahrungsthatsache, dass von einem unend­ 
lich dünnen Blättchen kein Licht reflektiert wird, son­ 
dern alles durchgeht. Für ein solches wird tuM = O, 
folglich 

. ( l-ß
f 

+ Z = 0 = a sin r:p a+ a' ß' ß 1 _ 2 ß' + ß' , 

I • - I I • 1-ß2 
.2 = a sin X - a a ß sm X l _ 2 {J' + r· 

Es muss somit 
a'ß'ß 

a+ l-ß2 =O, 
1-ß' a' ß' 

a'ß'l-2ß'+ß4= l-ßf =l 
sein. Darnach reduziert sich die vorletzte Gleichung 
auf a+ ß = ä oder 

a=-ß• 
Das besagt, dass sich die Amplitude bei einer 
Reflexion umkehren muss. Es bleibt jedoch un­ 
entschieden, ob dies bei der äusseren oder bei der 
inneren Reflexion geschieht. 

Jetzt · können wir uns auch eine Vorstellung von 
dem Quadrat der resultierenden Amplitude im reflek­ 
tierten und durchgehenden Licht machen. Der Aus­ 
druck 

( 
cos ß')' • ,- cos tuM ß'-1' a+a'ß'ß 1/~- =.=-ß+(l-ß2)ß ao W~ 

ß2(L+ß?(l-COS'lf1)2 

N' 
was sich durch Ausmultipliziereu leicht fiiden Iä sst. 
Wir haben somit 
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A2 (1 + /l)' (1-cos,p)'+ (1-p2)2sin2tuM 
a' ß' = a e = 

2(1-cos,p) 
a 

Wird demnach cos ,p = 1, d. i. für ,p = 01 2 n, . , ., so 
wird kein Licht reflektiert, für ,p = n, 3 n . . . werden 
wir hingegen das Maximum der Lichtstärke erhalten, 

V erfahren wir mit dem durchgelassenen Licht Z' 
genau • ( wie mit dem reflektierten, • ( finden wir für 
das Quadrat der Amplitude 

' a" (l-ß')' • ~ooa oor 

Hier kann also nie völlige Dunkelheit eintreten, wohl 
giebt es aber auch ein Minimum der Lichtstärke, d. i. 
für cos ,p = O, also für tuM = n, 3 n, ... Haben wir also 
im reflektierten Licht das Maximum der Intensität, so 
ist im durchgelassenen das Minimum und umgekehrt. 
Man sagt, die Er sch e i nun g xP n im re flektierten 
und durchgelassenen Licht sind zueinander 
O o m p l e m e n t ä r. Beide Intensitäten geben zusammen 
die ursprüngliche; _denn es ist 

A'+B'=a'. 
Wir haben noch zu erklären, weshalb wir die 

Lichtintensität proportional dem Quadrat 
d er Amplitude der schwingenden Bewegung setzen. 
Die Lichtstärke ist offenbar proportional der lebendigen 
Kraft der schwingenden Bewegung. Aendert sich nun 
der Schwingungszustand nach der Gleichung 

. 2nt 
a= a sm --, 

r: 
so wirrt. die jeweilige Geschwindigkeit der sich be- 
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wegenden Teilchen dem Ausdruck 
do 2n 2nt <lt= -i;- a cos-i;- 

proportional sein. Die lebendige Kraft ist demnach der 

Grösse (~ lD und damit a• proportional. Da wir die 

Schwingungsdauer als unabhängig von der Intensität 
halten, so ändert sich der Mitte I we rt der lebendigen 
Kraft thatsächlich nur mit dem Quadrat der Amplitude. 

§ 17. Newton's Farbeng'Ias, 

Legen wir auf eine planparallele Glasplatte eine 
sehr flache convexe Linse (Fig. 24), so begrenzen wir 
damit eine Luftschicht von veränderlicher Dicke, welche 

Fig. 24. 

in der Mitte unendlich dünn wird. Man nennt diese 
Anordnung ,,Newton's Farbenglas". Eine solche 
Luftschicht muss nach dem vorhergehenden Paragraphen 
sowohl im durchgehenden als reflektierten Licht Inter­ 
ferenzerscheinungen zeigen. An einer bestimmten Stelle 
vom Radius x hat die Luftschicht die Dicke 

V--- x" 
MN=AB=R- R'-xf=2R, 

wenn wir den Krümmungsradius R der Linse gegen- 
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über x sehr gross annehmen. Wir erhalten nach § 16 
für 1/J = 0,2 n , , , im reflektierten Licht Dunkelheit, 
Lassen wir das Licht senkrecht auffallen, so wird 
AB= d (Fig. 23), wenn wir unter d die Dicke der 
Schicht verstehen, AD =O. Mithin ist 

4r~ 
Äµ = 7;· 

Es ist aber c' 1: = Ä' die W ellenlange des Lichts in der 
Platte. Wir haben demnach Dunkelheit für d = O, 
Ä' 2..i' 3..i' 
2, f n f rrr n das ist für xf = O, Ä'R, 2..i'R, .. , 
Wir erhalten demnach in unserm Farbenglas dunkle 
Kreise, deren Radien sich der Reihe nach wie 
ä l 1 : J,'2: j/3 verhalten. Bei Licht, welches aus meh­ 
reren Farben zusammengesetzt ist, entstehen natürlich 
entsprechende farbige Ringe. 

§ 18. Wirkung dünner Blättchen bei schief auffallendem 
Licht - Talbot's. Linien. 

Auf ein Blättchen von der Dicke d (Fig. 25) falle 

d 

Licht unter dem Winkel a auf, welches unter dem 
Winkel ß im Blättchen weitergeht. In der Formel 

1/J= 2n (2A~_AD) 
,l C' C 
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g§ 16) wollen wir AB und AD durch Blättchendicko, 
Einfalls- und Brechungswinkel ausdrücken, Wir haben 

d=AB. cosß, 
ferner 

D -- . -- . . 2d sinß sin a A =AA'. sma=2AB. smß sm c = -----, 
cosß 

folglich 

__ 2 ,11; (~ _ 2 d sin a sin ß)- 
1/J - hD 7 1 7 ( � ß 7 7 ( � ß - 

4 n OF c' . . 4 n d . 4 n d 
-c, -ß(t--sma sin s) =,-,---ß(l-smf ß) =-,-, cosß, 

Ü 7 ( � 7 A 7 ( � A 
I • • 

. _., . c . sin a . . t F O 2 , 1DuemJa-sma=--=smß1s. ür'f/l=, 1r, ••• 
C Il 

haben wir wiederum Dunkelheit im reflektierten Licht. 
Indem die Strahlen schief auffallen, erzielen wir also 
den Effekt, als würde das Blättchen dünner. 

Wir setzen nun voraus, unser Blättchen sei so dick, 
dass die Formel 

4nd 
-X, cosß=2m1r, 

nach welcher wir Dunkelheit erhalten, erst für ein 
grösserea m erfüllt ist, Gehen wir vom roten zum 
violetten Licht über, so wird die Wellenlänge etwa halb 
so gross. Es muss daher wiederum für den Fall der 
Dunkelheit m sich etwa verdoppeln, Haben wir daher 
weisses Licht, so werden durch unser Blättchen in dem­ 
selben alle jene Lichtsorten verlöschen, deren Wellen­ 
längen obige Gleichung erfüllen, wenn wir der Reihe 
nach anstatt m die Werte AFF1 1 , AFF1 2 ... 2 AFF ein­ 
setzen, Wir können dies dadurch nachweisen, dass wir 
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das Licht nach der Reflexion durch ein Prism a gehen 
lassen. Wir erhalten dann ein Spektrum mit m dunklen 
Streifen, welche nach ihrem Entdecker den Namen 
Tal b o t' sch e L in i en führen. 

§ 19. Beugung des j AOpÄZr 
Fr es n e 1 machte vom Huyghe n s'schen Prinzip 

folgende Anwendung. Er sagt: von allen Punkten einer 
Kugelwelle (Fig. 26) gelangt Licht nach dem Punkt B. 

Derselbe erscheint aber nur deshalb nicht heller, als 
,,ürde er von einem geraden Strahl von ( aus getroffen, 
weil die Strahlen F;4 • n 4;4e • u. s. w. ver sch i eden e 
· { e g e zurücklegen, sich infolgedessen du r ch Inter­ 
f e r e n z g e g e n s e it i g a u Z 1 ö s ch e n. 

Wir denken uns auf der Kugel durch F;4 einen 
Kreis gezogen , indem wir die Kugel einfach um O B 
rotieren lassen. Die Fläche der Kugelcalotte zwischen 
A und F5l4 ist dann 

F= 2 n:a• (1-cosp). 
Ferner ist 

• U 2= a' +(a+ C+2oof a (a+ j + cosrp= C2+ 
+ f a (a+ C+ (1-cos rp), 

folglich 
) Ueo Cf 

to cos sp = -,,-,--,-, -, . 
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Wir erhalten scnach 

F=a~\(BM2-b2
) 

und analog 

55 

üe~Üg• U tf o b') 
a+b 

u. s. w. Wir setzen nun 

na • U • B"''• F'-F=f= a+b( ' - _ r +n 

I na -- -­ 
Ee ~ d1 C g• Uhf

o • Ueh+ 

u. s. Er Wir machen jetzt die Voraussetznng, dass 
• t5teo• U~• Uho• Ue~ • Ueh o· • Uh~ rrr = p 
ist. Dann wird 

E~ :~Pb g• Ue1• l5t +n 

Ee~ Ldµ g• Uh1• Ue+ 
a+b ' 
Ldµ 

£11 = -- g• Ueh1 • Uh+ a+b ' 

Daraus folgt nun 
f - f Ee 1 Eh = o. 

Die Fläche einer jeden derartigen Kugel­ 
zone ist also gleich der halben Flächensumme 
der beiden benachbarten Zonen, oder es wird vom 
Punkt O aus durch jede Zone gerade halb so viel Licht 
gehen als durch ihre beiden Nachbarzonen zusammen. 

Wählen wir nun die Punkte M, M', ... so, dass 
Ä, 

U• o· • ~Ue• ooU• ~ rr · ~f n 
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so wird sämtliches Licht, welches durch MM' (Fig. 27) 
geht, durch jenes, welches bei MN und M' N' passiert, 
aufgehoben; und so geht es über die ganze KugelfläcLe 

fJ----"'-+-------iJ 

rüAvr 27. 

fort. Also nur jenes Licht, welches durch den kleinen 
Kreis AN geht, wird in B nicht vernichtet, 

Der Punkt B wird also bei voller Beleuchtung 
nicht heller erscheinen, als wenn wir in A eine a 
Schirm mit einer Oeffnung vom Radius AN anbringen. 
Vergrössern wir jetzt die Oeffnung, so wird B noch 
he 11 er werden. Die Helligkeit wird jedoch bei weiterer 
Vergrösserung wieder schwächer, und wir werden 
die schwächste Beleuchtung haben, wenn die Oeffnung 
den Radius AM' hat. Dann wird das Licht wieder 
heller u. s. w. Ebenso können wir aber auch nach r· 
einen kleinen· kreisförmigen Schirm bringen. Hat er 
den Radius AN, so wird in B kein Licht sein, \\ ird 
er grösser , so wird es in B he 11. Bei weiterer V er­ 
grösserung wird B wie d er dunk e I u. s. f. Die 
L ich ts tr ah 1 en er l e id en also eine Ab 1 e n k u n g, 
so oft sie nahe an der Kante eines Schirms verübe r­ 
gehen. Man nennt diese Erscheinung "Beugung des 
Lich t s," 
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§ 20. Beugung durch eine Spalte. 
Der Schirm OX (Fig. 28) besitze · eine Spalte 

A A1, auf welche unter dem Winkel a eine Planwelle 
AB fällt. Der Schirm sei gleichzeitig die Grenze 

zweier verschiedener Medien. Im oberen sei die Licht­ 
geschwindigkeit c, im unteren c'. Bei w haben wir 
den Schwingungszustand. ,, 

r f Ll 
u= s1n - t. 

i 

In P' haben wir dann 

u' = sin 2 n; (t- P l\I - MP'). 
i 7 c' 

Dorthin gelangt das Licht unter dem Wink
1
el ß zum 

Loth, und die gesammte Licht.menge wird sich dar­ 
stellen lassen durch 

1 = r sin 2 n: (t - p M - MP') d f 
<l C C' 1 

wenn wir unter d E ein Flächenelement : der Spalte 
im Punkt M verstehen, während 'Y jener Bruchteil des 
Lichts ist, der in das untere Medium eindringt. Wir 
setzen nun ( F§4 = x, also 

w F§4 = x sin «, F;4 we~ (p -x) sin ß, 
wobei O 0' = p ist. Ferner sei noch d E = d x d y, dann 
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4o r 2n(t-xsina psinp+xsinß)a d - y sin -,- --C- - -C-,- -C,- X y, 

Integrieren wir über den ganzen Spalt, so wird aus d y 
einfach die Höhe h des Spalts, und es bleibt uns für 
die gesammte Lichtmenge L der Ausdruck 
• X0 1 b 
L h f . 2 n ( & sin a p sin ß & sin ß)d =y � FFFo t------+-- l&l~ 

r: c c' c' 
x. 

x,+b 

f. yh f 
=yh sm(cp-mx)dx=m 1cos(cp-mxä-mb)- 

x. - 
hM 2 y h . ( _ b) . _ b _ -cos(cp-mx0j=~sm cp -mx0 -2 sm2- 

. mb 

( 
m b sm2 

=ybhsin cp-mxäo of o+_C Wn 
f 

(15) 

wobei wir 

f n (t _ p s!~ P) =s 2n (sin a _ sinß) =m 
' r; 7 c' 

gesetzt haben und unter b =AA' die Breite des Spalts 
verstehen. Die Amplitude der neuen Lichtbewegung 
ist also 

. mb 
smf A=ybh --. 
mb 
f 

Sie ist eine periodische Funktion von m. Ihr Ma­ 
ximum hat sie für m = O. Das ist der Fall, wenn 
sin a sin ß 
-c--c' =o, 
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sin a c 
sinp=c' =n 

wird. Das lVIaximum der Beleuchtung haben 
wir demnach dort, wohin der Strahl nach de m Br e - 
ch u n gs g es et z zu fallen hat. 

Eür die Folge wollen wir annehmen, dass auf beiden 
Seiten des Schirms dasselbe Medium, also c = c' ist. 
Ferner sollen die Strahlen senkrecht einfallen. Es muss 
somit a= ( sein, und wir haben 

m=- 
f n sin ß 

A, 

Was nun die Lichtintensität für verschiedene ß be­ 
trifft, so handelt es sich um den Faktor 

r gC n sin ß) 
SID /4 

bnsinß · 
/4 

Das Licht wird also durch unsere Spalte so gebeugt, 
dass für ß = O die grösste Lichtintensität vorhanden 
ist. Nach links und rechts nimmt sie sodann ab, bis für 

/4 
sinß =b 

Dunkelheit eintritt. Für grössere ß haben wir dann 
wieder Licht, hierauf wieder Dunkelheit u. s. w., doch 
da der Bogen gegenüber dem Sinus rasch wächst, so 
nimmt mit wachsendem ß auch die Intensität der Ma­ 
xima bald ab. 

§ f tr Beugung durch zwei Spalten - Interfcrenzvcr­ 
suche vou Young und Arago, 

Der Schirm ( Ü e (Fig. 29) besitze zwei parallele 
Spalten A A' und BB' von gleicher Breite b und 
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gleicher Höhe h. 
habe die Breite a. 

Fig. 29 · 

Der Zwischenraum beider Spalten 
Das Licht falle unter dem Winkel 

a auf, und wir fragen nach der Lichtmenge, welche 
unter dem Winkel ß unterhalb des Schirms austritt. 
Wir brauchen also für die beiden Spalten bloss die 
Formel des vorigen Paragraphs anzuwenden und zu ad­ 
dieren, Demnach haben wir für die erste Spalte 

. m C 
b smf 

.u= y b h sin (p - m xä o m2 ) m b , 

2 
für die zweite 

u' = y b h sin (,p - m xä o m a - m b 

. m b 
_ m b)sm 2 

f mb, 
f 

indem wir bei der zweiten anstatt xä den Wert 
x0 + a+ b zu setzen haben. Die Summe beider Licht­ 
mengen ist also 
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. m b 
s1n- o+ a'= r b h __ 2_ 2sin(p-mxo_ma+mb mh)x 
mb• 2 -2 
f 

ma+mb 
X cos 2 . 

für die resultierende Amplitude erhalten wir 
. mb 
sm2 b 

A=2ybh--cosma+m . 
m b 2 
2 

Wiederum sei oben und unten dasselbe Medium 
f n sin ß 

und der Einfallswinkel a = O, also m = - Ä · 

Mit wachsendem Winkel ß erhalten wir wieder Maxima und 
. mb s1n- 

l\~· . 2 .Llmmader Beleuchtung.Jene, welche von demFactor--- 
m b 

f 
man die Maxima bezgl. Minim a 

ma+mb 
jene des Factors 2 die 

herrühren, nennt 

c r s t e r K t a s s e, 

zweiter Klasse. Die Minima zweiter Klasse werden 
also eintreten für 

ma+mb + n +Bn 
oofoo~of nof ee rr n 

das ist für 
r 1 M 1 • M 

SlDß=- 2(a+b)'-2(a+b)'" · • 
Man nennt diese Erscheinung "Young's Interferenz­ 
Versuch", welche Arago dahin abgeändert hat, dass 
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er vor die eine Spalte ein dünnes Blättchen gab. Da­ 
durch wird der Strahlengang verzögert, und die Folge 
ist, dass die Symmetrielinie der Erscheinung gegen die 
Symmetrielinie der beiden Spalten verschoben ist. 

§ 22. Fraunhofer's Gitter. 
Bringen wir auf einem Schirm eine Reihe gleich­ 

weit von einander abstehender Spalten an, so erhalten 
wir ein Fraunhofer'sches Gitter. Dieses zeigt 
Interferenzerscheinungen, welche wir nach derselben 
Methode wie den Young'schen Versuch im vorher­ 
gehenden Paragraphen herleiten können. Das Gitter 
soll n Spalten besitzen. Wir haben somit n Gleichungen 
von der Form der Gleichung (15) zu addieren, welche 
sich nur dadurch von einander unterscheiden, dass wir 
in der zweiten anstatt x0 die Grösse x0 +a+ b, in der 
dritten xä + 2 (a+ b) u. s. w. zu setzen haben. Ferner 
führen wir noch die Grössen 

mb 
1fi=p-mxäof n 11=m(a+b) 

ein und erhalten somit schliesslich das Resultat 
. mb sm- 

2=ybh m: { sin1fi+sin(1/-'-11)+sin(,µ-211)+ 

2 

1 rrr +sin[,µ-(n-l)11l}· 

Die Summierung dieser Reihe geschieht auf dieselbe 
Weise wie in § 16. Wir können schreiben 

R+s. = ,Pl+ (,p-11)+ (1/-'-2'1/)it 
1 e e e ••• 
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Darnach erhalten wir 
2 • <4e,• e, 

Wr g LeF rl>W+ Z_ f oZ_ < 
S-sm,µ-2+2 1 . .. - COS'] 

Die Amplitude, des resultierenden Lichts wird nun 
, m b • n m(a + b) 

Slll f S111 2 
A= yb p_ Ce r m<a+b). 

i sin 2 
Es ergeben sich somit wiederum Maxim a und Minima 
erster und zweiter K 1 ass e. Was die Sichtbarkeit 
anbelangt, so wird die Intensität der Maxima zweit.er 
Klasse um so grösser werden, je grösser n ist. ..bur 
diese Maxima haben wir nämlich 

. m(a+b)_
0 Slll f o n 

also 
m(a+b) --2--=+n,+2n, .. , 

Es wird dann 

• m(a+b) =n. 
Slll--2--- 
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Ist demnach n gross genug, so werden die Maxima 
erster Klasse gegenüber jenen zweiter ganz verschwinden. 

. 2 n sin ß . 
Erinnern wir uns, dass m = - --,1,- ist , so finden 

wir ohne weiteres für die Maxima zweiter Klasse 

r 1 .2 1 2.2 
smß = -a+b'-a+b' · · · 

n(a+b)=B 
ist die Gesamtbreite unseres Gitters. Kennen wir daher 
die Zahl der Linien, so finden wir aus der Breite des 
Gitters leicht die Grösse a+ b. Damit ist uns die 
l\Iöglichkeit gegeben, die Wellenlänge des Lichts 
aufs Genaueste zu b est im men. Die Winkel, bei 
welchen die einzelnen Maxima auftreten, werden um so 
grösser sein, je grösser die Zahl der Spalten auf der 
Längeneinheit des Gitters ist. Ist das Licht eine Misch­ 
farbe, so wird es durch das Gitter in die einzelnen 
Farben infolge· der verschiedenen Wellenlängen Ä zer­ 
legt. Wir erhalten ein Gitterspectrum. 

§ 23. Polarisation des Lichts bei der Reflexion 
Gleichungen von Fresnel. 

Malus machte die Beobachtung, dass Licht, durch 
einen Turmalin betrachtet, verschiedene Erscheinungen 
hervorruft, je nachdem es direkt oder erst nach vorher­ 
gegangener Reflexion an einer ebenen Fläche den 
'l'urmalia passiert. Das Licht erfährt also durch die 
Reflexion eine Veränderung, die man Po 1 a r is at ion 
nennt, Fresnel wusste diese Erscheinung in mathe­ 
matischeFormelnzu fassen; er sah sich jedoch dabei genötigt 
anzunehmen, dass die A ether t e i 1 ch en S ch wing- 
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ungen vollführen, welche senkrecht zur Fort­ 
p flan zu n gs rich tung des Lichts stattfinden. Wir 
kö unen von dieser kühnen Hypothese jedoch absehen, wenn 
wir anstatt der Sehwiugung eines Teilchens den Bewegungs­ 
zustand der Aetherteilchen einführen. Welche Bewegung 
dio einzelnen Aetherteilchen dabei machen, brauchen 
wir gar nicht zu wissen, wenn sich nur der ganze Be­ 
w e gun gs zus tan d durch einen ; e ct or darstellen 
lässt, welcher senkrecht auf derFortpflanzungs­ 
r i ch tung ist. Auch bei dieser Annahme kö nnen wir 
d cu Weg Fresnel's zur Herleitung der Polarisations­ 
gleichungen einschlagen, Nach ihm gelten folgende 
Sätze: 

tr Es muss die lebendige Kraft des ein­ 
Ed 11 enden St rah FZ gleich der Summ 8 

der lebendigen Kräfte des reflektierten 
und gebrochenen St rah Is sein. 

2. In der Trennungsebene beider Medien 
m u s s 7 o n ti n u i t ä t v o r h a n d e n s e i n. D a s 
heisst: in der Trennungsebene muss 
die Summe der Bewegung im ersten 
Medium gleich der Bewegung im zwei­ 
te u sein. 

Wir wollen nun daran gehen, die l #C e n d i g e 
K raft ein er W e t t # aufzusuchen. Wir setzen voraus, 
dass unsere Lichtwelle eine Plan welle parallel zur yz-Ebene 
eiues rechtwinkeligen Koordinatensystems (Fig. 30) sei, 
Ihre Breite sei g, ihre Höhe h. Der Bewegungsau­ 
stand im Anfangspunkt sei gegeben durch 

. 2 nt 
u= as1n--, 

i 

J ä g e r . Theoretische Physik. 11. 
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Dann haben wir in der Entfernung x die Bewegung 

. 2n( X) a= as1n- t--, 
x · O 

r Fig.30. 

wenn c die ]1ortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichts 
ist. Im Punkt P denken wir uns zwei parallele Ebenen 
senkrecht zur x-Achse, welche um d x von einander 
entfernt sind. Diese schneiden aus der Lichtwelle ein 
Volumen g h d x von der Masse eghdx. Wir nehmen 
also an, die Dichte des Aethers sei e• Die Lichtbe­ 
wegung· wird daher in diesem Volumen eine lebendige Kraft 

dL = ~ keghdx(!:r 

besitzen, wobei k der entsprechende Prcportionali­ 
tätsfaktor ist. Integrieren wir diesen Ausdruck von 
0 bis Ä, so erhalten wir die gesamte lebendige Kraft 
einer Welle. Sie ist somit 

Ä Ä 

L=½ke g h rLP ;)'ax f 
n
2
\~ g h a

fE cos2~;(t-~)ux=> 
ä • 

Ä 

-- 2n2 k r g h a2 (',-..!_ 1 _!_cos-1 rr(_i:_--~) J,1 Nl = -,;' ,! Wf f r • A 
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nf k()gha',1, 
i;• 

üü D die lebendige Kraft einer Welle im reflektierten 
Licht ändert sich in dem ganzen Ausdruck nichts als 
die Grösse a. Wir wollen sie für dieses Licht a' nennen. 
Im gebrochenen Licht haben wir jedoch auch eine andere 
Dichte (h ein anderes h und ,1,. Wir wollen hier an alog 
a,, (),, h, und Ä.1 einführen. Somit muss folgende 
Gleichung gelten 

rL2k()gha2 Är L2k()glia'2 Är L2>H+ gh a 2Ä.1 -----------"cc---+ t 1 I 
x2 - i-2 i-2 

oder 

Es ist 

ferner 

()ha 2 ,l. = () h a'" ,1, 1 (!, h, a, 2 ,11• 
nun nach Fig. 31 

h: h, = cos e : co3ß, 

(1G) 

,1,=ci:, Är 1 =c,i:, 
wenn c und c1 die Lichtgeschwindigkeiten oben und 
nuten sind. Dara.us folgt 

Fig 8tr 

,1, c sin a 
oo~o~ L~oror 
/ 1 C1 Slit ß 
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Demnach können wir die Gleichung (16) schreiben 
(! (a2 
- a'2) sin a cos a=(!, a, 2 sin ß cos ß· 

Fresnel macht nun weiter die Annahme, dass sich 
die Grösse der Lichtgeschwindigkeit aus ähnlichen Ele­ 
menten wie die Schallgeschwindigkeit zusammensetzt. 
Er schreibt daher 

c=V!· 
wobei wir unter E die Elasticität des Aethers verstehen 
können. Mit der Annahme, E sei für alle Körper 
gleich, folgt 

wonach 
O2 (!, sin2a 
c,' = e = sin f ß 

gesetzt werden kann. Obige Gleichung der lebendigen 
Kraft wird somit 

(a2- a'2)sin a cos a sin2 ß =a,' sin ß cos ß sin2 a 
oder 

(a2 - a'2) cos a sin ß =+a, 2 cos ß sin a. (17) 
Wir haben jetzt noch die Gleichungen der Kontinuität 

zu entwickeln. Wir wissen, dass der Schwingungszu­ 
stand durch einen Vektor ausgedrückt werden kann, 
welcher senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung des Lichts 
steht. Wir zerlegen diesen Vector in zwei Compo­ 
nenten, deren eine in der Einfallsebene, während die 
andere senkrecht dazu ist. Diese wollen wir zuerst 
betrachten. Sie fällt in die Trennungsebene selbst 
hinein, und es muss zur Aufrechterhaltung der Konti­ 
nuität der Zustand a, im unteren Medium gleich der 
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Summe u 1 u' im oberen sein. Daraus folgt 
a+ a'= a,, (18;. 

was in Gleichung (17) eingesetzt 
(a-a') cosasinß -- (a+ a') cos ß sin a= 0 

ergiebt, was sich weiter umwandeln lässt in 
a (cos a sin ß - sin a cos s) = a sin (ß-a) = a' sin (a+ ß), 

sin(a-fJ) 
a' = - a sin (a+ ß)' (HJ) 

Es kehrt sich also die Amplitude im reflek­ 
tierten Licht um. Für die Amplitude im ge­ 
brochenen Strahl finden wir aus den Gleichungen (17) 
und (18)· 

f cos a sin ß ' 
dt = d sin (a+ ß)' (20) 

Für die Komponente in der Einfallsebene haben 
wir eine bestimmte Richtung als positiv anzunehmen. 
Es sei jene des Vektors a (Fig. 32). Diesen Vektor 

Fig.32. 

wollen wir im Punkt l\lI abermals in eine Komponente 
in der Trennungsebene AB und eine im Einfallslot l\lIN 
zerlegen. E.s muss also dann der Kontinuität halber 

a cos c - a'cosa = a1 cos{J, (21) 
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ferner 
a sin a+ a' sin a= a, sinß (22) 

sem. Wenn wir die Gleichungen (21) und (22) mit 
einander multiplizieren, so gelangen wir in Widerspruch 
mit der Gleichung (17). Fresnel nahm daher an, dass 

, die Gleichung (22) den Vorgängen in der Wirklichkeit 
nicht entspricht. 

Dividieren wir Gleichung (17) durch Gleichung (21), 
so erhalten wir 

( a + a') sin ß = a, sin a. 
Wir multiplizieren diese Gleichung mit cos ß, hingegen 
<lie Gleichung gf j + mit sin a und subtrahieren beide 
von einander. Es bleibt dann 

(a+ a') sin ß cos ß - ( a - a') sin et. cos a = O, 
woraus weiter folgt 

, sin 2 a - sin 2 ß cos ( a + ß) sin ( a - ß) 
a =a sin2a+ sin 2ß = a sin(a +ß) cos (a -ß)' 

Wir erhalten sonach für die Amplitude des reflektierten 
Lichts, welches in der Einfallsebene schwingt 

tg (a-ß) 
a'=atg(a+ß)' (23) 

Ferner findet sich für die entsprechende Amplitude des 
gebrochenen Lichts wieder aus den Gleichungen ( 17) 
und (21) leicht 

4 cos a sin ß 2 cos a sin ß 
a1 = a sin 2 a+ sin 2 ß = a sin ( a + ß) cos ( a - ß) · (2 t + 

· LD· n; ,·v ird a+ ß =f n so wird tg (a+ ß) = cc , also a'= 0, 
-Wenn wir demzufolge Licht so einfallen lassen, class 

a+ ß = ; ist, so werden p a r a 11 e 1 z ur Ei n fa 11 s - 
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ebene gehende Schwingungen überhaupt nicht 
ref I e kt i e rt. Es ist für Glas dieser Winkel a etwa 
57°. Man nennt ihn den Polarisationswinkel. 
Für den Polarisationswinkel ist also sin ß = cos a, daher 

. . sin a sin a 
n= sinß = cos 7/ ~DÄv «, 

es ist die Tangente des Pol'arisationswinkels 
g t e i c h d e m B r e c h u n g s e x p o n e n t e n. 

In Fig. 33 sei EE die Einfallsebene des Lichts, 
PP liege in der Trennungsebene der beiden Medien 

F, s 

.B 
Fig. 33. 

und stehe senkrecht auf EE. Die Schwingungeu des 
Lichts finden in der Geraden SS statt. OA sei die 
Amplitude des einfallenden Lichts. Wir zerlegen sie 
in die Komponenten OB senkrecht und 00 parallel 
zur Einfallsebene. Wir haben somit 

OB= OA sin cp, 00 = OA. cos cp. 
Nach der Reflexion verwandelt sich OB nach Gleichung 
(19) in 
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und nach Gleichung (23) 0 0 in 
- tg(a-ß) 

00'=00. tg(a+ß)' 
Es ist nun 

OB' OB cos(a-ß) cos(a-ß) 
uc,=-oo cos(a+ß) =-tgg,. cos(a+ß) 

Es werden sich nach der Reflexion die Kompo­ 
nenten sonach zu einer S ch wing u n gs rich tung g,' 
zusammensetzen, welche von der früheren ab­ 
weicht. Wir haben nämlich 

OB' 
tg rp' = 0 0' = - tg rp 

cos(a-ß) 
cos(a+ß) 

Es wird also durch die Reflexion eine D re h u n g d r r 
Schwingungs ebene oder, wie man auch sagt, du: 
Po 1 a r is at ions ebene bewirkt. 

n 
Wird a+ß=2, d. h. fällt das Licht unter 

dem Polarisationswinkel auf, so wird tgrp' = - c», 
das reflektierte Licht schwingt parallel zur 
Trennungsebene beider Medien. Das n at ü :·- 
1 ich e Licht, dessen Schwingungen nach allen Ricl.­ 
tungen in einer zum Lichtstrahl senkrechten Ebene 
gehen, wird daher, wenn es unter dem Polarisations­ 
winkel reflektiert wird, nur noch Schwingungen 
in einer Richtung, nämlich parallel zur Tren­ 
nungsebene machen, es ist vollkommen po 1 a r i­ 
s i er t. Lassen wir nun solches Licht unter dem Polari­ 
sationswinkel auf einen Spiegel fallen, aber so, dass es 
parallel zur Einfallsebene schwingt, so wird es 
überhaupt nicht mehr reflektiert. 

Wir wollen jetzt eine ähnliche Betrachtung für 
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das gebrochene Licht anstellen. Für dieses seien die 
Komponenten OB1 und 001, und wir haben nach den 
Gleichungen (20) und (24) 

WW f cos a sin ß __ f cos a sin ß 
OB1 ~" ß siu(a+ß) ' 001 =ÜO sin(a+ß)cos(a-ß)' 
folglich 

OBI OB 
tgg\ = oo-= oo· cos(a-r)=tgpcos(q-p), 

I 

Also auch bei der Brechung haben wir eine 
Aen derung der Sch wingu ngsrich tung. Lasscu 
wir Licht durch eine planparallele Platte fallen, so habcu 
wir bei der ersten Brechung · 

tg(f' 1 = tg <p, cos (a-ß), 
bei der zweiten 

tg(f' 2 = tg q;1• cos (a_: ß}= tg cp. cos2 (a - ß). 
Fällt das Licht durch n Platten, so haben wir 

. tgcp2n =tg(f). cos2n (a-ß). 
Da nun cos ( a -ß) < 11 so nähert sich mit wachsender 
Zahl der Platten. jedes Dµ mehr jenem Winkel, für 
welchen tgq.,~n = 0 ist, d. i. dem Winkel q;f n = O. 
Man nennt eine solche Reihe aufeinander geschich­ 
teter · planparalleler Platten einen P t at ten sat z, 
welcher ebenfalls die Fähigkeit hat, natürliches Licht 
in teilweise polarisiertes zu verwandeln, jedoch 
schwingt das polarisierte Licht dann in der Einfallsebene. 

Neumann ging nun von der Anschauung aus, 
dr ss die Dichte des Aethers in allen Körpern 
gleich, die Elastizität jedoch verschieden ist, 
Man erhält sodann aus der Gleichung gt : + 

(a2 - a'2) sin a cos a= a1 
2 sin ß cos ß, 

und es stimmt dann auch die Gleichung (22) mit den 
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anderen überein. Führen wir unter dieser Annahme 
in ganz derselben Weise wie früher die Berechnung 
der verschiedenen Amplituden durch, so erhalten wir 
zwar dieselben Formeln, doch erscheinen sie bez ü g­ 
lich der beiden Komponenten der Licht- 

• schwingung vertauscht. Das heisst, nach Neumann 
gelten die Gleichungen (Ht) und (20) für das Licht, 
welches in der Einfallsebene schwingt, die Gleichungen 
(23) und (24) für jenes senkrecht zur Einfallsebene, 

§ 24. Doppelbrechung. 
Geht ein Lichtstrahl durch eine Ka 1 ks path - 

p I at t e, so wird er im Allgemeinen in z w e i p o 1 a r i. 
s i e rt e Lichts tr ah I en z er l e gt, deren Schwing­ 
ungs ebenen senkrecht zu einander liegen. 
Huyghens erklärte diese Erscheinung wieder mit Hilfe 
der Elementarwellen. Diese sind im Kalkspath jedoch 

• nicht Kugelwellen, sonde,rn jeder vom Lichtstrahl ge­ 
troffene Punkt des Kalkspaths wird zum Erregungs­ 
punkt neuer E 1 em en t arw ell en, deren eine eine 
Kugel, die andere ein Rotationsellipsoid dar­ 
stellt, deren Rotationsachse die k I eine Achse der 

Ellipse ist und die Grösse des 
Durchmessers der Kugel­ 
we 11 e hat. Es liegt somit die 
Kugelwelle innerhalb des 
E 11 ipso ids . und berührt es in 
zwei Punkten A und B (Fig. 34) 
Die Richtung AB nennt man die 
optische Achse. Sie fällt beim 
Kalks path mit der V erbi ndungsge- 

.lJ 
üArvr8gtnn 
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raden der stumpfen Rhomboederecken zusammen. Die 
Ebene, welche von der optischen Achse und dem Licht­ 
strahl gebildet wird, nennen wir den Hauptschnitt, 

Wir denken uns den Kalkspath senkrecht zur 
optischen Achse ox (Fig. 35) geschliffen. Das 

s' 

0-' 

X 
Fig.35 .. 

Lichtbündel SS' falle schief auf. In O entstehen so­ 
dann die zwei Elementarwellen, welche den Durch­ 
messer, bezüglich die kleine Achse 00 erreicht haben, 
wenn der Punkt A der Lichtwelle nach B kommt. 
Die Tangenten von B an die Kugel bezügl. Ellipsoid­ 
fläche ergeben dann die zwei neuen Planwellen, welche 
in den Richtungen F und G ihren Weg fortsetzen. 
Das Licht hat also thatsächlich eine Doppelbrechung 
erlitten. Würde es anstatt schief, senkrecht einfallen, 
so wäre keine Brechung vorhanden. 

Dies ist nicht mehr der Fall, wenn wir den Kalk­ 
spath s ch i e f z ur op ti s ch en A ch s e schleifen. Es 
ergibt dann Fig. 36, in welcher ox die optische Achse 
sein soll, zwei "'\V ellen, deren, eine ungebrochen in der 
Richtung AB durch den Kalkspath geht, während die 
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Fig,36 

andere gebrochen wird und die Richtung AC em­ 
schlägt. Der u n gebrochene Lichtstrahl, dessen 
Elementarwellen Kugelflächen sind, heisst der 
ordentliche Strahl. Er ist immer senkrecht 
zum Hauptschnitt polarisiert. Der andere je­ 
doch, der a u s s e r o r d e n t l i c h e Strahl, rührt von 
den Ellipsoiden her, und sein Licht schwingt 
parallel zum Hauptschnitt. Drehen wir don 
Kalkspath um den einfallenden Strahl als Achse, so 
behält der ordentliche Strahl seine Lage bei, währeud 
der ausserordentliche sich um jenen herumdreht. Der 
Brech ungsex p on en t des ordentlich en St rah 1 s 
hat einen ganz bestimmten Wert, jener des 
ausserordentlichen ändert sich mit dem 
Winke 1, we 1 ch en der ein Ed 11 ende St r ab 1 mi t 
der optischen Achse bildet. Man gibt jedoch 
in der Regel als Brechungsexponenten für den ausser­ 
ordentlichen Strahl seinen k 1 e inst en Wert au. 
Dieser tritt ein, wenn die optische Achse in der 
brechenden Fläche selbst liegt und senkrecht zur Ein­ 
fallsebene ist. Wir erhalten dann den ordent.lichen und 
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ausserordentlichen Strahl nach der Konstruktion Fig. 37, 
wo der kleinere Kreis der Kugelfläche angehört, wäh- 

0 E 

Fig.37. 

rend der grössere der Aeq uator des Rotationsellip­ 
\ soids ist. 

§ 25. Elliptische und cirkulare Polarisation. 
Wir nehmen an, ein polarisierter Lichtstrahl falle 

senkrecht auf eine planparallele Kalkspathplatte, deren 
optische Achse RH (Fig. 38) senk­ 
recht zum Einfallslot liegt, während 
die Schwingungen in der Richtung 
PP vor sich gehen. RH versinnlicht 
also gleichzeitig die Lage des Haupt­ 
schnitts. Die Dicke der Platte aei ß; 
der Bewegungszustand beim Einfalls­ 
punkt sei gegeben durch 

. 2 n t 
<J = 4r5 Sln -- , 

on. 

Dieser wird zerlegt in den ordentlichen 
und ausserordentlichen Strahl. Ersterer 
ist beim Austritt aus der Platte 

.P 

E 

:z, 
Fig. 38. 
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. . 2n ( jF+ aä=asm q,sm-.- Äoän 
letzterer 

. 2n( jF+ ae = a cos <p sin -.- t--e-, 

wenn wir mit o und e die Lichtgeschwiudigkeit des 
ordentlichen bezgl. ausserordentlichen Strahls bezeichnen. 
Wir wollen 

~(t-A_)=,1, Üg·WW·W+ ={} -,; o n • o e 
setzen, können sonach schreiben 

a.=17=asinrpsin,ip, O'e = s=acosq,sin(l/J+{}): 
führen wir noch 

acos<p=p, asin<p=q 
ein, so erhalten wir schliesslich 

s=psin(,ip+,&), 11=qsin'1/J. 
Betrachten wir diese Grössen als rechtwinkelige 

Koordinaten einer ebenen Kurve, so erhalten wir für 
,'J,=2n 

; = ! = tgrp. 
Das Licht der beiden Strahlen setzt sich also nach dem 
Austritt wieder zu einer geradlinigen Bewegung zu­ 
sammen, welche dieselbe Schwiogungsrichtung wie das 
einfallende Licht hat. Ist &=n, so wird 

s = - p sin ,ip, 17 = q sin ,ip, 
ee4 q 
y=-P=-tgcr. 

Es hat also die neue Schwingungsebene zur alten eine 

Drehung von - 2 <p erhalten. 1r: Es sei nun & = f n dann 
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g = p cos ,p, 'l'J = q sin ,p, 
g• n• .-+.-= 1. p q

Wir haben somit als resultierenden Schwingung,szustand 
eine Bewegung, die uns bis jetzt noch nicht vorgekommen 
ist. Die von uns erhaltene Kurve ist eine Ellipse, 
weshalb wir das Licht elliptisch polarisiert nennen. 
Ist die Schwingungsrichtung des einfallenden Lichts 

durchg:,= : gegeben, d. h. bildet die Schwingungs­ 

richtung mit dem Hauptschnitt einen Winkel 
von 45 °, so wird p = q und wir haben die Gleichung 
eines Kreises. Licht von einem derartigen Bewegungs­ 
zustand nennt man daher zirkular polarisiertes 

Licht. Ist ,{} = 
8
,/\ so erhalten wir dieselbe Ellipse bezgl. 

denselben Kreis, nur geht jetzt die Bewegung in ent­ 
gegengesetzter Richtung vor sich. 

Wir wissen, class 

,{}=2n(~-~) 
~ o e 

ist. Für ,{} = -} wird demnach 

LI LI ◊-e--:r·
Nun ist aber~ die Zeit, welche der ordentliche Strahl 

0

braucht, um die Platte zu passieren, ~ die Durchgangs­ 

zeit fiir den ausserordentlichen Strahl. Wir erhalten 1 

somit elliptisch bezgl. zirkular p o l a r i si e rt s s 
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Licht, wenn sich die Durchgangszeiten b e i d e r 

S tr ah 1 en u m ! Schwing u n gs da u er von einander 
unterscheid en. Glimmer lässt sich in dünne Blätter 
spalten, für welche diese Bedingung erfüllt ist. Man 

nennt ein solches Glimmerblättchen ¼- Undulations­ 
glimmer. 

§ 26. Po]arisationsapparat - Turmalinzange -­ 
senkrecht einfallendes Licht. 

Um zu erkennen, in welcher V{eise polarisiertes 
Licht beim Durchgang durch Kristallplatten geändert 
wird.. benutzt man einen sogenannten Po 1 a r is a ti on s­ 
ap par at. Ein solcher besteht aus zwei Hauptteilen, 
dem Polarisator und dem Analysator. Ersterer 
verwandelt das natürliche Licht in geradlinig polarisiertes. 
Dieses Licht lässt man dann durch die zu untersuchende 
Krystallplatte und sodann durch den Analysator gehen, 
aus welchem ebenfalls linear polarisiertes Licht austritt. 
Der einfachste derartige Apparat ist die sogenannte 
Turm a Ii n z an g e. Der Turmalin hat die Eigenschaft, 
nur Licht von bestimmter Schwingungsrichtung 
durchzulassen. Bringen wir daher ·zwischen zwei Turmalin­ 
platten einen Krystall, so kann durch Ve_rdrehung der 
Turmaline gegen einander alles erzielt werden, was man 
von einem Polarisationsapparat verlangt. 

Es seien nun a~ = A M (Fig. 39) und 0-0 =AM', 
die beiden Schwingungen nach dem Passieren der 

' Krystallplatte. Die Strahlen gelangen sodann durch den 
Analysator, der sie nur Schwingungen in der Richtung 
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Q Q ausführen lässt. Es könnte dies z. B. ein Spiegel 
sein, auf welchen die Strahlen unter dem Polarisations­ 
winkel auffallen. 

Wir haben nun nach dem Z' 
früheren 

o-0 = a sin ,:p sin ,p, O'e = 
= a cos cp sin (1/' + fJ,). 

V om ordentlichen Strahl entfällt 
sodann auf die Richtung Q Q die 
Komponente 0'0 sin (w - ,:p), wenn 
'" - ,:p der Winkel zwischen dem 
Hauptschnitt der Krystallplatte und 
der Schwingungsebene des Analy­ 
sators ist. Der ausserordentliche 
Strahl liefert O'e cos ( w - ,:p), "und 
wir haben als resultierende Schwingung 

ti= O'e cos (w - ,:p) - 0'0 sin (w - ,:p) = 
=acos,:pcos(w - ,:p)sin(,P + ,{J,)-asinpsin(w - ,:p) sin ,p. 
Wir wollen hier die Glieder mit cos ,p bezgl. sin ,p als 
Faktoren herausheben, erhalten somit 
u' = [a cos ,:pcos (w - ,:p) cos,{J,-asin,:p sin (w-,:p)] sin ,p+ 

• +- a cos ,:p cos ( w - ,:p) sin ,{J, cos ,p. 
Wir haben also eine schwingende Bewegung von der 
Form 

O" = A sin 1/' + B cos ,P. 
Die Amplitude J dieser Bewegung ist gegeben durch 

J2=A2+B", 
woraus für unsern speziellen Fall folgt 
J2 = a,2 cos" ,:p cos" (w - ,:p) + a2 sin" ,:p sin2 (ro - ,:P) - 
- 2 a2 sin q, cos ,:p sin (w - ,:p) cos (w - <p) cos ,{J,, 

Fügen wir der zweiten Seite dieser Gleichung noch 
J ii:;: er, Theoretische Physik. n. 6
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- 2 a2 cos cp sin rp cos (w.- rp) sin (w - rp) + 
+ 2 a2 cos rp sin rp cos (w - p) sin (w - p) 

hinzu, so können wir leicht finden 

J2= a2 cos" w+a2sin 2 cp sin(2 w -2 p) sin2 
-:. (25) 

Wir setzen nun w = O. Man nennt das die Parallel­ 
ste 11 un g, da die Schwingungen im Polarisator jenen 
1111 Analysator parallel sind. Wir haben dann 

J~ = a 2 - a 2 sin 2 2 cp sin 2 ! . 
Für w = ; , die gekreuzte Stellung, erhalten wir 
hingegen 

J~ = a2 sin" 2 p sin" ,{}2. 2
Es ist somit 

J~ + J~ = a•. 
T 

Das heisst, die Erscheinungen der Par a 11 el­ 
st e 11 u n g und der gekreuzten sind einander 
comp 1 em en t ä r. Verändern wir die Lage des Haupt­ 
schnitts, so wird für die Kreuzstellung 

J2...:.. o, 
wenn 

t,; 
<p = o, 2' 1r, • ' • 

wird. In diesem Fall erhalten wir also ein dunkles 
Gesichtsfeld. Hat der Krystall die Eigenschaft, daß 
Licht zirkular zu polarisieren, so geschieht dies für 

n. n {} = 2 und rp = 4. Dann wird 
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, l a" a2

J2 = a2 cos? w - a cos 2 w. 2=2+2 cos 2 w 
a2 a2 -2 co~ 2 w =2. 

Es ist hier die Int en sit ä t des Lich ts v on cl er 
Stellung des Pol,arisationsapparats ganz un­ 
abhängig. 

§ 27. Schief einfallendes Licht.

Durch eine planparallele Platte AB (Fig. 40.) gehe 
ClU Lichtstrahl S OD und. parallel dazu durch die Luft 

s s 

• .B 

der Strahl 8' 01 D'. Der Strahl SOD erleidet dabei 
gegen S1 01 D1 eine Verzögerung 

0 D <YD' Z==-----,
U V 

wenn u die Lichtgeschwindigkeit in der Platte, v jene 
in der Luft ist. 'Wir können diese V erzögernng au~h 
so darstellen 

z = C D _DJ}. cos (a - ß) = 
U V 
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AB Aß. cos (a-fJ) 
U COS /1 V COS {J 

AB,- v cos(a-(J)-, = 7 _U COS {J - COS' (J _ = 
_AB ( sin a sin a sin (J)- - -- . - cos a - - v _srn (J cos (J • cos (J 
_ A B ,- sin a ( 1 - sin 2 fJ) -1- - -- . -cosa - 

V _ Slll {J COS {J _ 

= A B (sin ~ cos (J _ cos a) = 
v sm (J 

=AB (co;(J _ co:a). ' 

Wenden wir diese Formel auf eine doppelbrechende 
Platte an, so erhalten wir für die V erzögernng des 
ordentlichen Strahls 

_·_ (cos(] cosa) Z = AB -----, 
o O V 

für den ausserordentlichen Strahl 

Z _ -- (cos (J' cos a) e- A.B -----, 
U V 

mithin für den Zeitunterschied beider Strahlen 

z _ z = A B (cos (J' _ cos ß). 
e o . u o 

Wir haben hier die Geschwindigkeit des ausserordent­ 
lichen Strahls u genannt. Diese ist gegeben, sobald 
der Winkel des Strahls mit der optischen Achse be­ 
kannt ist. Es lässt sich nun cos (J und cos (J' als Funktion 
von a, sowie den Geschwindigkeiten v, o und u dar­ 
stellen, wobei u wieder eine Funktion von a, e, o und 
v iat, sodass Ze - Z0 für eine bestimmte Krystallplatte 
lediglich eine Funktion des Einfallswinkels ist, da ja 
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die Geschwiodigkeiten v, o und e konstante Grössen 

sind. ' Somit ist auch ,{), = 2 n (Ze - Z0) eine Funktion 
'C 

von a, Führen wir daher jetzt unser ö in die Gleichung 
(25) ein, so werden wir mit wechselndem a auch wech­ 
selnde Iuteusitäten des Lichts erhalten, Blickt daher 
<las Auge durch einen Polarisationsapparat, in welchem 
sich eine Kalkspatliplatte befindet, so wird es eine Seh­ 
linie geben, welche den Kalkspath senkrecht zu seinen 
Begrenzungsflächen durchsetzt. In dieser Richtung sehen 
wir dann die im vorhergehenden Paragraphen behandel­ 
ten Erscheinungen, In jedem konzentrischen Kreis um 
diese Sehlinie herum liegen Sehlinien, welche . unter 
demselben Winkel die Platte treffen. Die Interferenz­ 
erscheinuogen der Platte, welche von schief auffallenden 
Strahlen herrühren, werden daher kreisförmig angeordnet 
sein. Wir sehen somit eine Reihe k on z en tri scher 
Kreise, welche abwechselnd hell und dunkel sind, je 
nachdem wir ,{), = n, 3 n, 5 n ... oder ö = O, 2 n, 4 n ... 
haben. Diese Kreise werden infolge der durch den 
Winkel cp bedingten Interferenzen von einem recht­ 
winkeligen Kreuz radial geschnitten, welches je nach der 
Wahl der Winkel w und cp hell oder dunkel sein kann. 

§ 28. Totale Retlexiou, 

Für die Brechung des Lichts fanden wir die 
Gleichung 

Slll a C 

~== c'' 
welche immer einen Sinn hat, falls c > c' ist. Geht 
jedoch der Strahl von einem optisch dichteren ;n. em 
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dünneres Medium, d. h. ist c < c', so gelangen wir 
schliesslich zu einem Einfallswinkel a, für welchen 
. n . d smß=l,ß=:r WH. Der Strahl tritt dann nicht 

mehr in das zweite Medium ein, sondern er wird für. 
alle Winkel, welche grösser als dieser Grenzwinkel 
sind, volbtändig reflektiert, weshalb wir diesen Vor­ 
gang ,, totale Reflexion" und den Grenzwinkel a1 für 

welchen ß = ; wird, den Grenzwinkel der totalen Re­ 

flexion nennen. 
Wir fanden für die Grösse der Amplitude des 

reflektierten Lichts, welches senkrecht zur Einfallsebene 
schwingt nach Gleichung (19) 

a' sin (a - ß) sin a cos ß - cos a sin ß 
a=- sin(a+ß) =- sinacosß+cosasinß 

Wir wollen die Substitution 
cos ß = l' 1 - sin 2 ß = i V sin 2 ß - 1 

einführen. Dann haben wir' 
a' cos a sin ß - sin a. i V sin" ß - 1 f - gi . 

. . . =f +gt·= h-j-ki .. a cos a sin ß + sin a. 1 V sin" ß - 1 
Wir erhalten somit bei der totalen Reflexion für die 
Arn plitude der reflektierten Welle eine k om p 1 ex o 
Zahl, Dies deutet nun Fr es n e 1 in sehr sonderbarer 
Weise. Er sagt: Multiplizieren wir den Schwingungs­ 
zustand mit -1, so bedeutet das eine Verzögerung um 
eine halbe Schwingungsdauer. Ebenso können wir die 
Multiplikation mit V - 1 als eine Verzögerung um 

l . 
4 Schwrngungsdauer auffassen. Es wird dann der 

Schwingungszustaud nach der Reflexion 
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. 2nt .. 2nt 
u' = a' sin--= a (h+ ki) sm-- = • •

87 

( 
2nt 2nt) . 2n =a hsin-.--kcos -.- =as1n--.- (t-,9,), 

wenn wir 
2 n,9, . 2 n,'> 

h=cos --, k=sm-­ •
setzen. Es folgt somit, dass 

a'=a 
ist, da ja jetzt die neue Amplitude durch 

a''= a' (h' + k')
bestimmt ist. 

Für die Amplitude des reflektierten Lichts, 
welches in der Einfallsebene., schwingt, haben wir nach 
Gleichung (23) 

~'.- tg (a-ß) _ 
a - tg (a +ß) - 

sin(a-ß) cos(a+ß) 
=- .sin (a +ß>·- cos (a - ß) = 

. cos a cos ß - sin a sin ß 
= (h + k i). - cos a cos ß + sin a sin ß = (2G) 

. sin a sin ß - cos a. i 11sin' ß - l = 
- (h + kl) . . ß + · · .- sin a sin cos a. 1 l siu ' ß - 1

I-mi 
= (h + k i) I+ Ill i = 
= (h + k i) (r + s i). 

Die Phasendifferenz der Lichtkomponenten senkrecht 
und parallel zur Einfallsebene ist daher durch r + s i 
Lestimmt, Nennen wir sie ö, so wird 

2nÖ 2nö 
r=cos-.-, S=Sln --. •
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Auch hier folgt wie oben 
a'=a. 

Es entsprechen also unsere ·Formeln insofern thatsäch­ 
lieh der Wirklichkeit, als aus ihnen die Totalreflexion 

• folgt, doch werden wir sofort noch weitere Konsequenzen 
kennen lernen , die alle durch das Experiment er­ 
härtet sind. 

§ 29. Elliptische Pularlsatlon durch totale Reflexion.' 

Wir wollen annehmen, dass die Schwingungsebene 
des einfallenden Lichtes 

. 2nt 
u=as1n-­ 

.,;

mit der Einfallsebene den Winkel <p bildet. Dann 
sind die beiden Komponenten senkrecht und parallel 
zur Einfa/Hsebene 

s = u sin p, '1J = u cos p, 
folglich, wie wir im vorhergehenden Paragraphen er­ 
fahren haben, nach der Reflexion 

. . 2n $1 = a Sill p sin -.,;- (t - J), 

. 2n ( 111 = a cos p sm- - t- ,{}-ö) . .,;

i- 
Wird cl= 4, se setzen sich die beiden Kompo- 

nenten zu einer Schwingung zusammen, welcher die 
Gleichung 
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entspricht. Wir haben somit elliptisch polarisiertes Licht. 
re • 

Dies wird zu cirk ular polarisiertem, wenn <p =-:;r 1St. 
~ 2 re Ö 

Wird nun ö =-,so wird r = cos---= O. Aus 4 i 

der Gleichung 

finden wir 

1-m i 
l+mi r +si 

l2-m•.
r=F+m•· 

Soll demnach r = o werden, so muss 1 = m sein, Wir 
finden daher nach Gleichung (26) 

sin a sin ß = cos a y~~1~. n-,-,1----1- 
oder 

sin" a sin" ß = cos" a (sin" ß- 1). 
Hier können wir sin ß durch a und den Brechungs­ 
exponenten n aus der Gleichung 

sin a 1 
sin ß n 

ersetzen, wenn wir den Brechungsexponenten beim Gang 
des Lichts aus dem dünneren in's dichtere l\ledium u 
nennen. 

Es lässt sich nun leicht die Gleichung 
. n• + 1 . 1
sin" a-~ s1112 a= - ~ 

und somit auch 
• 2 n2+1 1/(n2+1)' 

sm a =4n'±v 16 n• -2IT
herleiten. Soll also a einen reellen Wert haben, so 

( • 1)2 1 muss~-"------ sein. Daraus folgt aber ein 
16 n• / 2n 2
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Brechungsexponent, welcher so gross ist, dass nur beim 
Diamant durch eine einmalige Totalreflexion elliptisch 
polarisiertes Licht zn erhalten wäre. Wir können aber 
die Phasendifferenzen summieren. Lassen wir daher 
einen Lichtstrahl anstatt einmal, zweimal total reflek- 

l • tieren, so dass jedesmal eine Phasendifferenz ö = 8
entsteht, dann erhalten wir ebenfalls elliptisch polari­ 
siertes . Licht. Dies geschieht im Fresnel's ch en 
Parallelepiped ABCD (Fig. 41), <lessen Winkel a 

fl 

.IJ Fig.41. 

so geschliffen sind, dass sie einer Phasendiflerenz 
-,;

ö = 8 entsprechen. Ein bei G senkrecht eintretender 

geradlinig polarisierter Lichtstrahl wird daher beiH in der 
Richtung HP als elliptisch polarisierter austreten. Geht 
die ursprüngliche Schwingung unter einem Winkel von 
45" zur Einfallsebene GEF vor sich, so erhalten wir 
ei non cirkular polarisierten Strahl. 

Es eignet sich ein derartiges Parallelepiped viel 
besser zur Erzeugung cirkular polarisierten Lichts, als 

der sogenannte ~ =Undnlationsglimmer. Da in letzterem 
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der (hn"unterscbied des ordentlichen und ausserordent- 
0

lichen Strahls ~ Schwingungsdauer ausmachen soll, so 

lässt sich die Cirkularpolarisation nur für eine. be­ 
stimmte Farbe genau herstellen, indem ja die Wellen­ 
länae mit d er Farbe sich erheblich verändert, wiihrPr1n 

0 •
die A enderung des Brechungsexponenten eine ver- 
hältnismässig gnin~e ist. 

Die Lehre von der Wärme. 
Wiirme.leitung. 

§ 30. Wärmemeng·e - Temperatur - spezHischc Wännc 
- Wiirmekapazität. 

Wie wir die 'Schall, und. Lichterscheinungen aui 
blosse Bewegungserscheinungen zurückgeführt haben, so 
thun wir es auch mit den Erscheinungen der Wärme. 
Wir fassen die Wär rn e als Bewegung der kleinsten 
T e i 1 ch e n e i n e s K ö r p er s, als l\lI o 1 e k u I a r b e w e • 
gung auf. Für die Bahnen der M'o Le k e l n gibt 
es keine bevorzugte Richtung, sie sind nach a 11 en 
Richtungen gleichförmig verteilt. Der Schwer­ 
punkt des Körpers bleibt also in Ruhe, und da die 
Bewegung der einzelnen Molekeln sinnlich nicht wahr­ 
nehmbar ist, so ist für die Sinnesorgane auch der ganze 
Körper in Ruhe. Die Gesamtenergie der Mo­ 
lekeln nennen wir seine Wärmemenge. Bringen 
wir zwei Körper zur Berührung, so wird ein Energie­ 
aus tausch stattfinden. Von jenem Körper, welcher 
Energie an den andern abgibt, sagen wir, er besitze 
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die höhere Temper·atur. Nach willkürlichem 
Mass messen wir die Temperatur mit dem Thermo - 
meter und nennen die Mass e i n h ei t einen Tempe­ 
ratur grad, Die Wärmemenge, welche <lie Gewichts- 

• einheit eines Körpers um einen Grad erhöht, ist 
dessen specifische Wärme c. Diese kann sich mit 
der Temperatur ändern, wir werden sie daher besser 
durch 

dQ 
C=du 

definieren, wenn wir unter Q die Wärmemenge und 
unter u die Temperatur verstehen .. Die Wärmemenge, 
welche wir demnach einem Körper zuführen, wird gleich 
dem Produkt aus seinem Gewicht, spezifischer Wärme 
und Temperaturerhöhung sein. Das Produkt aus der 
spezifischen Wärme und dem Gewicht ist die ·wärme­ 
k a pa cit ä t des Körpers. 

Die Erfahrung lehrt, dass verschieden temperierte 
Körper, sich selbst überlassen, ihre Temperaturen aus­ 
gleichen. Dies geschieht entweder durch Leitung 
oder durch St rah 1 u n g der Wärme. Im erstern Fall 
müssen die Körper einander berühren, und es gibt 
direkt der eine Energie an den andern ab, Es ist dies 
die Regel, wenn verschiedene Punkte ein und desselben 
Körpers verschiedene Temperatur besitzen. Im zweiten 
Fall ist der Träger der Wärme der hypothetische Licht­ 
äther, und es lehrten die Untersuchungen, dass Licht­ 
und Wärmestrahlen sich physikalisch von einander gar 
nicht unterscheiden. 

Die im folgenden gegebene Theorie der Wärme­ 
leitung wurde von Fourier begründet und ausgearbeitet. 
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§ 31. Gleichung der Wärmeleitung in einem Stab. 

Wir halten das eine Ende eines dünnen Stabs be­ 
ständig auf der Temperatur a, das andere auf der 
niedrigeren 'I'emperatur b. Es strömt dann durch den 
Stab Wärme von a nach b. Je grösser der Temperatur­ 
unterschied a - b ist, desto mehr Wärme wird in der 
Zeiteinheit durch einen Querschnitt des Stabs fl.iessen. 
Machen wir die Voraussetzung, der Stab gebe nach 
aussen keine Wärme ab, was freilich in Wirklichkeit 
nur angenähert erreicht werden kann, so muss durch 
jeden Querschnitt des Stabs in derselben Zeit dieselbe 
Wärmemenge W gehen. Wir wollen sie daher pro­ 
portional der Zeit und dem 'I'emperaturunterschied 
setzen. Sie wird ferner noch proportional dem Quer­ 
schnitt des Stabs .q und schliesslich von der Länge 1 
des· Stabs abhängig sein, so dass wir für die durch den 
Querschnitt gehende Wärmemenge 

W = q t ( a - b) f (1) 
erhalten. 

Teilen wir unsern Stab in gleiche Teile von der 
Länge A und sei in der Fntfernung Ä von a die Tem­ 
peratur a1' in der Entfernung 2 Ä a2 u. s. w., so muss 
die Gleichung 

W =qt (a - aJ f (Ä) =qt (a1 - a2) f (Ä) = ... 
gelten, woraus folgt 

a - a1 = a, - a.2 = • . • 
Es fällt also von a nach b die Temperatur linear ab. 
Wir können daher ganz allgemein schreiben 

\V= qt (M N-1\I'N1
) f (lVI lVI')

( Fig. 42). Da aber 
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l\1~-M'N' a-h 
lHM' -1-=-=G

a 

ff' 

. o 
l . X 

Fig.U. 

ist, so wird 
1V = qt G. 1\.11\-l' f (M lVI') = qt G y f (y), 

wenn wir JI/IM'= y einführen. Wir können nun 
y f (y) = k, also 

k 
f(y) =­y 

setzen, wornach 
a-b 

W=qtk 1- 

wird. Die Constante k nennen wir die Wärme - 
leitungsfähigkeit; es ist die Wärmemenge, welche 
in der Zeiteinheit durch die Querschnittseinheit beim 
Temperaturgefälle Eins geht, wobei wir unter dem 

a-b · 
Temperaturgefälle die Grösse--1- verstehen. 

Das lineare Temperaturgefälle in unserm Stab ist 
nur für den Fall eines stationären Zustands vorhanden. 
In allen andern Fällen können wir daher unsere 
Gleichung nur für ein sehr kurzes Stück cl x des Stabs 
l.enützcn, für wdclw,; w i r das GefäEa als linear an- 
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nehmen. 

du fallen. 

Auf der Strecke d x soll die Temperatur um 
a- b du 

Anstatt -1- haben wir demnach - h 
zu setzen. Das negative Vorzeichen rührt davon her, 
dass die Wärme immer entgegen der Richtung der Tem­ 

d u 
pernturzunahme fliesst. Das Temperaturgefälle dx 
wird ferner nur für eine kurze Zeit r als konstant an­ 
zusehen sein. Während dieser Zeit fliesst dann durch den 
Querschnitt des Stabs die Wärmemenge 

du 
W=-qxkdx' (21) 

Ein sehr kurzes Stabstück von der Länge 5 sei 
durch die Querschnitte M und M' begrenzt, Es strömt 
dann in der Zeit ,: durch den Querschnitt M die 'Wär­ 
memenge, welche durch Gleichung (27) gefunden wird, 
ein, durch M' die Menge 

. W' = - q xi((!:)'
aus. Es bleibt daher in unserm Stabelement die Wärme 
W-W' zurück und erhöht· die Temperatur um o. Das 
Volumen des Stabelements ist q s, das spezifische Ge­ 
wicht sei s, die spezifische Wärme c. Dann ist sein 
Gewicht q 5 s und seine Wärmekapacität q 5 s c. Es 
besteht somit die Gleichung 

W - W' = q 5 s c Ö, 
Die Temperaturerhöhung per Zeiteiuheit könnten wir 
ou at schreiben, daher für die Zeit 1: 

0 Ll
Ö= Bt,x. 
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mithin 
OU 

W-W'=qssc8ti-. 
Für einen Zeitpunkt oder für eine unendlich kleine Zeit 
i: können wir die Wärmemenge W als eine Funktion 

• von x ansehen, wenn wir mit x die Entfernung eines 
Punkts des Stabs vom Anfangspunkt bezeichnen. Dann ist 

W'=W+ow/: ox;, 
folglich 

o\V 02U 
W - W'=-hs= q des O JL'. 

Wir erhalten somit die Gleichung 
OU o2u 

q5scati:=qi-ks ox• oder 

o u k 02 u
Bt=---;;;-·ox•· 

Wir lassen jetzt die Bedingung, dass der Stab nach 
aussen keine Wärme abgibt, fallen und nehmen an, dass 
die abgegebene Wärme der Temperaturdifferenz zwischen 
Stab und Umgebung und der Oberfläche proportional sei. 
J st p der Umfang, so ist p s die Oberfläche des Stab­ 
elements und hp s (u- a) i- die nach aussen abgegebene 
"Wärme, wenn wir a die Temperatur der Umgebung nennen. 
Da es nun ganz gleichgiltig ist, wo wir den Nullpunkt der 
Temperaturscala anbringen, so können wir von Fall zu 
F~ a=O 
annehmen. Es bleibt uns dann für die nach aussen 
abgegebene Wärmemenge der Ausdruck hp s u i-. Die 
im Stabelement verbleibende Wärme ist daher 

W-W'-hpsui-, 
was uns die Gleichung 
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OU o'u 
q s s c <lt i- =qi-ks Ox" - hp s u i- 

ergiebt, welche sich reduciert auf 
OU k 02 u hp 
-=----(1ot scox.2 qsc 

oder 
o u o2 n
o t =mo x~ - nu. 
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(28) 

D. G k d' 'l' Je +rösse m = - nennt man re e m p e r at u r- 
S C

lei tung s fähig k ei t oder auch das therm ome tri sch e 
Leitungs vermögen, h die äus sere Wärmeleitungs­ 
fäliigkeit. 

Es darf also das Temperaturleitungsvermögen nicht 
mit, dem Wärmeleitungsverniögen verwechselt werden. 
Während z. B. die Wärmeleitungsfähigkeit der Gase 
gegenüber jener der Metalle sehr klein ist, haben sie 
doch ziemlich dasselbe Temperaturleitungsvermögen. 
Das heisst, es gleichen sich verschiedene Temperaturen 
in Gasen ebenso rasch aus wie in Metallen, 

§ 32. Stationärer Zustand. 
Bleibt jeder Punkt unseres Stabs auf konstanter 

Temperatur, so nennen wir diesen Zustand stationär. 
Es ist also dann • 

ou at=O, 
und· Gleichung (28) wird 

02 u n
---u=Oox' . ll1 • 

Eine Lösung dafür ist 
,1 i\ g er. Theoretische Pb vsik. II. 
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ßx 
u=e. 

Darnach wird unsere Gleichung 

ßi eßx -~ eßx = O, 
m 

folglich 

ß~ = 1:' {J = + iJ:.
Wir erhalten also zwei Werte für ß, welche w11· zu­ 
sammenfassen können in 

1/n 101 
u = A e - X r m + B e X r m. 

Unser Stab sei nun sehr lang. 
soll aber für ein unendlich grosses 
werden. Dann ist B = 0 zu setzen, 

A -xj/!!..U = e W, 

Die 'I'emperatur 
x nicht unendlich 
und es bleibt 

Für x = 0 sei u = u0• Folglich wird A = u0• Haben 
wir zwei Stäbe mit derselben Anfangstemperatur, so ist 
für den einen 

u=u e-xJI& 
0

für den andern 
1/ n·

U1 = U0 0 - X' Y lli1• 

Für zwei Punkte gleicher Temperatur muss somit 

Vn v·n' X -- X1 - m- m'
sem.: Es ist nun 

n __ hp n' -'-h'p' 
m -- qk' 1;; - q· k''
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Geben wir daher den Stäben kongruente Form und 
gleiche Oberflächenbeschaffenheit, so ist 

hp_ h' p' q--q',
und WH' erhalten 

k' x'2
k="x', 

was uns die Möglichkeit liefert, die Wärmeleitauge­ 
fähigkeiten von Stäben verschiedenen Materials zu ver­ 
gleichen. 

s 33. Wiil'meleitung in einem Ring', 
Setzen wir in Gleichung (28) 

u =ye - nt, 

so nimmt sie, wie leicht zu finden, die Form 
a y a2 y 
TI= ma x2

an. D:1s ist aber die Form der Wärmeleituugsgleichung 
ohne Wärmeabgabe nach aussen, welche wir schreiben 
können. 

(2rl)

Es wird demnach in vielen Fällen genügen, die Lösung 
für die Gleichung (29) zu kennen, weil diese mit e-nt 
multipliziert, sodann die Lösung für (28) ergieLt, Eine 
Lösung der Gleichung (29) ist 

u=eat+ßx, 
Dieser Wert, in die Gleichung eingesetzt, 

a=mß2. 
Soll die Temperatur mit der Zeit nicht ins Unendliche 

(::10) 
gibt 
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wachsen, so muss c,. negativ sein. Wir wollen a = - 'JI
schreiben, wonach wir 

ß }'m=± i ]1y 
erhalten, was sich in das partikuläre Integral 

u = e - r t (A cos x J / r + B sin x 1/ r) 1m 111 

zusammenfassen lä st Bd. I § 10.) 
·11_gts · en Stab an, wel- 

cher Ring-zu-a ist, so dass sich 
Anf 'l ptblJi · nd legen wir in 
eine el~ ßes nfangspunkt der 
Absc &:i'J'd , x+l, x+21, .. , 
die Temperatur J;= und iese e rosse haben, wenn 
1 der Umfang des Rings ist. Daraus folgt, dass 

11~= 2 re, 4 re, 6 re.,, 
sein muss, wonach 

4 re' rn 16re2m 3lire2m 
r = --l2-' -1-,-' --1-, -, ... 

wird. Wir haben somit als allgemeine Lösung 
k = co 4 k' re• m t ( 2 k re x 2 k re x) 

u = ;s e- l' A1rcos--
1
-+B1tsin--

1
-. 

l<:::: 0

Die Konstanten A und B lassen sich berechnen, sobald 
für t = 0 die Temperatur durch u = f (x) gegeben ist 
(Bd. I § 85). Die höheren Glieder unserer Summe 
nehmen mit wachsender Zeit sehr rasch ab. In der 
Praxis genügt es daher, sich auf 

4re'mt( 2rex 2rex) n = A
0 
+ e- -1-,- A1 cos-1

-+B, sin-
1
- 

zu beschr änken. Es ist dies die Temperatur der Ali- 
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scisse x. Gegenüber liegt der Punkt x + 2 mit der 

Temperatur 
,1,n'mt( 2nx 2nx) u' = A

0 
+ e- -1-,- -A1 cos-1--B

1 
sin -1-.

Die Summe beider liefert 
u + u'= 2 A0,

die Differenz 
4 n'mt ( 2nx 2nx) u-u'=2e ---1,- A, cos-1-+ B1 sin-1- 

Es nimmt also die Differenz der Temperaturen zweier 
gegenüber liegender Punkte geometrisch mit der Z<-:it 
ab, woraus wir die Grösse des Exponenten, somit auch 
die Temperatur- und Wärmeleitungsfähigkeit bestimmen 
köunen. -- 

§ 34. Die täg llche und jährliclte 'I'emperaturschwaukuug 
unter der Erdeberfläche, 

In der Lösung der Gleichung (29), welche durch 
Gleichung (30) gegeben ist, ist eine der beiden Kon­ 
stanten a· und (J vollständig willkürlich, Wir wollen 
deshalb a imaginär, also a= a i wählen. Wir haben dann 

+ 1/ai 
ß=- V m' 

ferner 

]lai=Vi+iy; 
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Es lässt sich also u als periodische Funktion bei rich­ 
tiger Wahl der Anfangszeit in folgender Weise dar­ 
stellen 

u= Ce- xY& sin (at-x ~). 

Fi:lr den Anfangspunkt x = 0 erhalten wir somit 
u0 = C sin at. 

Unsere Lösung gilt also für einen Stab, der nach aussen 
keine Wärme abgibt und an dessen Anfangspunkt die 
Temperaturänderung eine harmonische Schwingung 
darstellt. 

Denken wir uns ein Prisma, welches von der Erd­ 
oberfläche senkrecht in die Tiefe geht, so hab on wir 
den Fall verwirklicht, dass nach aussen keine Wärme 
abgegeben wird, da wegen der gleichen Verteilung der 
Temperatur in einer horizontalen Ebene keine Wärme­ 
bewegung stattfindet. Die tägliche und jährliche 
Temperaturschwankung an der Erdoberfläche können 
wir in erster Annäherung als eine harmonische auffassen, 
können daher unsere Lösung auf die Temperaturänderung 
unter der Erdoberfläche beziehen. Wir finden in jeder 
Tiefe eine periodische 'I'emperaturäuderung, jedoch wird 
die Amplitude mit wachsender Tiefe immer kleiner, so 
dass wir etwa 28 m tief unter der Erdoberfläche die 
'I'emperaturschwankung überhaupt nicht mehr wahr­ 
nehmen, sondern jahraus jahrein eine konstante Tem­ 
peratur, nämlich die mittlere Jahresternperatur haben, 
Hat zu einet· bestimmten Zeit t die 'I'emperatur an der 
Erdoberfläche den Wert Null, so muss at= n n sei 11. 
In der Tiefe x wird diese 'I'emperatnr erst nach der 
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Zeit ö eintreten, welche sich daraus bestimmt, dass dann 

a (t-f-'ö) - x y
2
am = n n ist, Wir finden somit a o = 

= x oder 
m 

X ,;-­ -;r= y2ma. 

Das können wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
·wärmewelle nennen. Nennen wir analog die Schwing- 

ungsdauer r, so haben wir a= 2 n, folglich 
-,;

C - x Y n . (2 n t l /ll) u = e m-,; sin --,;- -x V m -,; . 

_:_= 1/4 m n. 
a V r .. 

Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eine 
Funktion der Schwingungsdauer, und zwar wird sie um 
so grösser, je kleiner die Schwingungsdauer ist. Es 
pflanzen sich deshalb die t5 glichen Aenderungen viel 
rascher in die Tiefe fort als die jährlichen. Dafür 
nimmt aber die Amplitude der letzteren mit der Tiefe 
viel langsamer ab. 

Die Gleichung (31) gibt uns die Mittel an die Hand, 
nach zwei Methoden die Wärmeleitungsfähigkeit 
cl er Erde zL1 bestimmen, einmal aus der Abnahme 
der Amplitude mit der Tiefe, das zweite Mal aus der 
Verzögerung des Maximums bezgl. des Minimums der 
'I'emporatur. In der Tiefe x' ist die Schwankung der 
Temperatur 

(3L)
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in der Tiefe x" 
,,)fn o" = 2 C e- x ;:;;i;, 

folglich 

o' (x"-x')~---;p- = e rn r 
1 

woraus sich m bestimmen lässt. 
Das Maximum der Temperatur haben wir m x' 

zur Zeit t', wenn 

2nt' -x' 1;n =.!!_ 
• V m. 2

desgl. m x" nach der Zeit t" für 
2 n t" _ x" 1 (n _ .!!__ , . v~- 2 

woraus sich eriLt 

~ (t" - t') = (x" - x') 1 /n. • V~ 
Dieselbe Formel erhalten wir für die Wanderung des 
Minimums, und wiederum ist es leicht, aus dieser 
Gleichung die Temperaturleitungsfähigkeit m und somit 
auch die Wärmeleitungsfähigkeit der Erde zu finden. 

§ 35. Gleichung der Wärmeleitung in einem tsotrnpen 
Körper - Analogie zwischen Wä1·me• und Plüsslgkeits- 

strömung·. 
Denken wir uns aus einem isotropen Körper ein 

Volumelement g "I t herausgeschnitten, so können wir 
für die drei Richtungen parallel zu den Koordinaten­ 
achsen dieselbe U eberlegung machen, welche wir ü U( r 
die Wärmeströmung nach einer Richtung (§ 31) au­ 
stellten. Der Unterschied ist dann nur der, dass dein 
V olumelement nicht nur von einer Seite, sondern von 
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drei Wärme zu- und gleicherweise abgeführt wird. Die 
Gleichung (29) erweitert sich daher auf 

0 U (i)' U 02 
U 02 u) at = m 8 x2 + a y• +R · 

Für den stationären Zustand wird sie 
a• u 02 u a• u
i) x2 + i) y2 + ö z2 = o. 

Dieselbe Gleichung fanden wir (I. Bd. § 62) für die 
stationäre Strömung einer Flüssigkeit mit dem Ge­ 
schwindigkeitspotential u. Wir können daher alle 
speziellen Fälle stationärer Wärmeströmung 
in einem isotropen Körper, der nach aussen 
keine Wärme abgibt, auf die stationäre Be­ 
wegung einer idealen Flüssigkeit und u m «

gekehrt üb er tragen , w e.n n wir T e mp e rat ur 
und Geach windigkeitsp o t e n ti al, Temperatur­ 
gefälle und Strömungsgeschwindigkeit mit 
e i II an der ver t' a u sch en. 

(32) 

§ 36. Gleiclmug· der Wärmeleitung in einer Kugel. 
Wenden wir die Gleichung (32) auf eine Kugel 

an, in welcher die Wärmeströmung nur radial vor sich 
gehen soll, so muss in jeder konzentrischen Kugelschale 
die Temperatur konstant sein. Verlegen wir den Ur­ 
sprung des Koordinatensystems in die Mitte der Kugel, 
so wird x2 + y2 + z2 = r2 die Gleichung einer konzentri­ 
schen Kugelfläche, ferner 

a• u a• u ö' u 02 u 2 ö u 1 ö' (r u) 
. ax•+ oy•+~=T?+--;- Fr=-;- aT' 

(Bd. I.§ 67.) Wir könuen daher Gleichung (32) schreiben 
i'J(ru) i'J2(r u) 8t = m -872- , (3.':l)
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da ja bei der partiellen Differentiation von r u nach 
t r als konstant anzusehen ist. Wir erhalten also für 
die Kugel dieselbe Gleichung der Wiirmeleitung wie 
für den Stab, der nach aussen keine Wärme abgibt, 
wenn wir u durch r u und x durch r ersetzen. Es tritt 
hisr dieselbe Analogie auf wie für die Fortpflanzung 
einer ebenen und einer Kugelwelle (Bel. I. §§ 68 u. ti!J). 

§ 37. Das Temperaturgefälle in der Erdrtude, 
Als eine Lösung der Gleichung (33) fanden wir 

im § 33 

ru=e-r{,\.cosrJ/: +BsinrJ/:iJ 

Für r = 0 soll die Temperatur einen endlichen Wert 
behalten. Dann muss A= 0 sein, und es bleibt uns 

u = Be-rtsiur V~ (34) 
r 

Die Wärmemenge, welche durch die Elächeneiuheit der 
Kugeloberfläche in der Zeiteinheit geht, können wir 
auf zweierlei Art ausdrücken. Sie ist erstens g-leich 

öu 
- k °ar' ferner gleich h u (§ 31). Wir haben somit 

öu 
-ka-;:=hu 

oder 
öu 
~+nu=0, 
vl' 

(35) 
wenn -wir 

h 
k=n 

setzen. Doch gilt diese Gleichung nur für die Ober- 
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fläche der Kugel, d. h. für r = (!, wobei also (! der 
öu 

Kugelradius ist. Wir können ·ar aus Gleichung (34) 

fiudeu, Wir erhalten dafür 

öu. B-Yt(i/ycosrl/Y sinrllL\ 7r;.= e V1n m_ Vm;- 
r 1-- 

Sctaen wit· hier, sowie in der Gleichung (3±) r = (!, E:> 

gestaltet sich Gleichung (35) folgendermassen 

(I/Y cos 1/r sin 1/r) 
Be-l't V m (! V m - -(! K Ill +

' (! (!' 

sin(!-~ 
+nBe-l't---=O, 

.!! 
welche sich leicht verwandeln lässt in 

siu(!l/l' (n(!-1)-\-(!l/r cos(!l/Y_=O V Ill V Ill V 111 

oder 

-- (! jlr_ 
tg () v.1'... = -~-- m 1-n(! 

Setzen wrr (! V-:~= x, so vereinfacht sie sich noch zu 

X 
tgx= ---. 1-n(' (36) 

Diese letzte Gleichung köunen wir nun sehr leicht auf 
gm phischem \Veg lösen, wenn wir sowohl tg x als auch 

_x_ in ein rechtwinkeliges Koordinatensystem ein- 
1-n (! 

tragen. 
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Wir wollen eine Anwendung davon auf unsere 
l Erde machen. Es wirJ somit (! sehr gross, also -

1
-­ 
-n e 

eine kleine negative Zahl. Es ist daher die Kurve 
X 

y=l-ne 
eine Gerade, welche vom Ursprung O (Fig. 43) aus- 

r 

Fig.'l:.3. 

geht, mit der x-Achse einen sehr kleinen Winkel bildet 
und für positive x unterhalb der x-Achse liegt. Wo 
diese Gerade die zweite Kurve 

y =tgx 
schneidet, dort ist immer eine Wurzel der Gleichung 
(36). Wir erhalten somit unendlich viel Werte für x:
und somit auch für r, Die Gleichung (34) verwandelt 
sich daher in eine unendliche Reihe. Das erste Glied 
fällt ganz weg, weil dafür x = O, also auch r = 0 ist. 
Die nächste Wurzel von x liegt nahe bei 1r, die zweit- 
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nächste nahe Lei 2 n u. s. w. Sie werdou sich also 
nahezu verhalten wie 1 : 2: 3 ... , folglich die Werte der 
r nahezu wie 1 : 4: 9 . . . Das heisst , die höheren 
Glieder unserer unendlichen Reihe nehmen mit wachsen­ 
der Zeit sehr rasch ab, so dass wir uns nach einiger 
Zeit lediglich auf die Gleichung 

sin l' vr,_ 
u = Bl e--r,t m 

r 
beschränken können. 

Wir wollen nuu x1 = n-1! setzen, wobei e sehr 
klein ist. Aus dieser Ursache können wir aber dann 
ABO (Fig. 43) als ein rechtwinkeliges Dreieck auf­ 
fassen und 

AB =BO = e = ~--n_ = ..!:_ 
1-n (! n(! 

setzen. Somit wird 

. x =n (1- _l )
1 ll(! l 

~=~ =; (1- n\)
und 

n• 
)',=lll ,,

(! 

indem wir die anderen Glieder vernachlässigen können. 
Führen wir die Tiefe z ein, so wird 

r=(>-Z,

und es soll z gegen (! ebenfalls eine kleine Grösse sein, 
Wir haben dann 

sin r vl r, =sin~(e-z)(1 - -
1
-) = V m (> D(! 
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. ( z) ( 1) . ( nZ n) = sin n \ 1 ·- -e 1 - n;- = sin n - -(!- - ~ =

= sin !:..._ (z + .!_) ~ ~ (z + _!_) 
(! n (! n '

n 
da wir wegen der Kleinheit von - den Sinus mit dem 

(! 
Bogen vertauschen können. Wir erhalten demnach 
weiter 

sin r ,{£_ ( ) V m- n 1 
------''---- -- z + - 

I' - e' n ' 
wenn wir z gegen (! vernachlässigen, was hier erlaubt 
ist. Somit wird schliesslich 

""" 1117Z8 
_.1.:i, n -~,-t( + )u---., o l nz. 

11 (!" 

Es muss also die 'l'emperutur von der Oberfläche gegen 
das Erdinnere mit der Tiefe linear zunehmen. Die 
Erfahrung lehrt, dass die Temperaturzunahme für öO m 
etwa 1 ° C. beträgt. 

§ 38. AIJlliihlung Iler Erclc. 
Für ein konstantes r wird nach Gleichung (34) 

die Temperatur lediglich eine Funktion der Zeit, welche 
für unsere Erde die Form 

mn• 
u=Ae-T-t 

annimmt. Setzen wir für die Zeit t = 0 die Temperatur 
u=u0, so wird A=u0 und 

m 'T[';J 
u = u

0
e ·- -V, t, 

du m n2U0 dt =--(!-,- 
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mnst 

da wir wogen des grossen (! • e - 7 t = 1 setzen kön- 
nen. Die 'I'emperatur unter der Erdoberfläche muss 
demnach mit der Zeit abnehmen, doch geschieht dies 
ungemein langsam. 

Da u0 der U eborschuss über die Temperatur der 
du 

Umgebung der Erde ist, so müssten wir, um d t be- 

rechnen zu können, die 'I'emperatur des Weltraums 
kennen. Aber selbst wenn diese den absoluten Null- 

du 
punkt, cl. h. - 273 ° 0. erreicht hätte, · würde cl t so 

klein, dass die 'I'emperatur der Erdrinde erst in vielen 
Millionen Jahren um 1 ° sinkt. 

Die Wännemenge , welche durch die Oberflächen­ 
einheit der Erde in der Zeiteinheit ausgestrahlt wird, 

ist - k ~ ;. Wir können dieselbe berechnen, da wir 

du 
sowohl cl r kennen, als auch die Wärmeleitungsfähigkeit 

k der Erde (§ 34) bestimmbar ist. Es ergibt sich dar­ 
aus, dass jährlich eine Wärmemenge aus dem Innern 
der Erde zur Oberfläche strömt, welche imstand ist, 
eine neun Millimeter dicke Eisschicht zu schmelzen. 
Es kommt diese Wärmemenge somit im Vergleich zu 
der von der Sonne gespendeten w·ärme gar nicht in 
Betracht, Ob es daher im Innern der Erde kalt oder 
heiss ist, für die Lebensbedingungen auf der Oberfläche 
ist das völlig belanglos. 



112 Mechamscho Vi'iirm~f.heorie. 

Mechanische Wärmetheorie. 
§ 39. Zustand eines Körpers - Zustantlsglelclmng­ 

idealer Gase - absolute Temperatur. 

Wir fassen die Wärme als Bewegung der kleinsten 
'.feilchen der Körper auf. Zu einem gegebenen Zeit­ 
punkt wird daher jedes Teilchen eine bestimmte Lage 
und eine bestimmte Geschwindigkeit besitzen. Wir 
nennen dies den Zustand des Körpers. Um ihn 
zu kennen ist es nicht nötig, den Zustand jedes ein­ 
zelnen Körperteilchens zu wissen, sondern bloss die 
Mittelwerte der den Zustand bestimmenden 
Gr ö s sen, da ja die thermischen Erscheinungen, welche 
wir an einem Körper wahrnehmen, durch das Zusam­ 
menwirken der kleinsten Teilchen hervorgebracht wer­ 
den. Der Zus tau d eines Körpers ist son ach in un­ 
serrn Sinn bestimmt durch seine 'I'emperatur, sein 
Vo I um en, seine Gest a lt und die auf ihn wirkenden 
ä u s s e r e n und inneren Kräfte. Soweit diese ver­ 
schiedenen Grössen voneinander abhängig sind, lassen 
sie sich in Gleichungen fassen, und jene Gleichung, 
welche alle den Zustand bestimmenden Grössen unter­ 
einander verbindet, nennen wir die Zustands g I e i c h , 
u n g des Körpers. 

Diese ist z. B. für ideale Gase durch das Boy 1 e­ 
C ha r 1 e s'sche Gesetz 

pv = Po v0 (1 +at) 
gegeben. Das heisst, der Zustand eines Gases ist voll­ 
ständig durch sein Volumen v, seine Temperatur t und 
den Druck p, unter dem es sich befindet, gegeben. 
Benutzen wir das hundertteilige 'I'hermometer, so ist 
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1 
a= 273. Verlegen wir daher den Nullpunkt auf 

- 273 ° 0., so wird 
1 

pv= p0 v0a(-;+ t) = p0 v0aT = R'I', 
In der Form 

pv = RT (37) 
wollen wir das Boy le• Ch :1 rle s'sche Gesetz künftig 
benutzen und 

T=t+2. 
a 

die ab s o 1 u t e 'rem p er at ur nennen. 

§ 40 .. Ilmwandclbarkeit der Wiirme in Arbeit und der 
Arbeit in Wärme - mechanisches Wärmeiiquivalent - 

äussere und innere Arbeit,, - erster Hauptsatz. 
R. Mayer hat zuerst bestimmt ausgesprochen, class 

Arbeit in Wärme und Wärme in Arbeit ver­ 
w an d e 1 t w erde n k an n und dass einer C a 1 or i e 
- d. i. jene Wärmemenge, welche ein Kilogramm 
Wasser von 0° auf 1 ° C. erhöht - ein ganz bestimmter 
Arbeitswert zukommt. Die experimentellen Unter­ 
t uchungen haben gelehrt, dass einer Calorie rund 427 
mkg entsprechen, welche Zahl man daher das me ch a­ 
n is ch e \Värmeäquivalent nennt. Da das Gewicht 
eines Kilogramms sich mit dem Breitengrad ändert, so 
ist es für praktische Arbeiten manchmal angezeigter, 
den Wert des mechanischen Wärmeäquivalents in ab­ 
solutem Mass anzugeben, 

Fähren wir einem Körper Wärme zu, so wird im 
Allgemeinen seine Temperatur und seine Gestalt ver­ 
ändert. Es muss daher eine Arbeit aufgewandt werden, 
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um die inneren Kräfte zu überwinden und die Energie 
der kleinsten Teilchen zu erhöhen. Man nennt dies die 
innere Arbeit oder die Vermehrung der inne­ 
ren Energie, welche auf Kosten der Wärme erzeugt 
wird. Ferner ist Arbeit zur Ueberwindung der äusseren 
Kräfte notwen<lig, welche wir analog die ä us s er e 
Arbeit nennen. Es wird sich daher die unendlich 
kleine Wärmemenge d Q, welche wir einem Körper zu­ 
führen, in einen Teil d U zerlegen lassen, welcher die 
Temperaturerhöhung und die innere Arbeit bewirkt, 
und einen zweiten, der die äussere Arbeit dK leistet, 
Um diese Arbeit in Wärmemass zu bekommen, haben 
wir sie durch das mechanische 'Wärmeäquivalent _E zu 
dividieren oder mit dem reciproken Wert desselben, dem 

1 
ca 1 or is ch en Arb e its ä qui v a 1 en t A= E- zu mul- 

tiplizieren. Sonach erhalten wir nach dem Stitz von 
der Erhaltung der Energie die Gleichung 

<l Q=d U +AdK, (38) 
welche man gewöhnlich den ersten Hauptsatz der 
mechanischen Wä r m e t h e o r i e neunt. 

§ 41. Spezlflsche Wiirme der Gase bei konstantem 
Volumen und konstantem Druck, 

Steht ein Körper unter keiner äusseren Kraft als 
einem konstanten, senkrecht zu seiner Oberfläche wir­ 
kenden Druck p, wie es etwa der Luftdruck ist, so 
wird die zugeführte Wärmemenge c1 Q lediglich cine 
kleine V olumsänderuug hervorbringen. Jedes Ober­ 
fli:ichenelcrncnt cl w legt dabei einen Weg 6 n zurück. 
Die äussero Arbeit, welche geleistet wird, ist sonach 
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gleich dem Produkt aus der Kraft pd w in den Weg 
r5 n, die Gesamtarbeit also 

dK =Jpondw=p Jöndw=p d v, 
da ja J cl n d w nichts anderes als die Volumszunabme d v 
des Körpers ist. Es verwandelt sich daher die Glei­ 
chung (38) in 

dQ=d U +Apdv. (39) 
Die innere Arbeit wird im Allgemeinen ebenfalls eine 
Funktion der Temperatur, des Drucks und des Volumens 
sein. Da aber eine dieser drei Grössen wegen der 
Gleichung (37) immer durch die beiden andern be­ 
stimmt werden kann, so genügt es 

U=f(v_, T) 
zu setzen, wonach or ar 

d U= 7fv dv + 0 '1' d T
wird. 

Es hat nun schon Gay-Luss a c gezeigt, dass ein 
G a s, w e n n e s s i c h o h n e ä u s s er e A r b e it s- 
1 eist u n g ausdehnt, seine Temperatur nicht 
ändert. Es leistet daher ein Gas bei der V olums­ 
veräuderung auch keine innere Arbeit, cl. h_. es muss 
die Grösse 

sein. Setzen wir 

a f 
-=0ov 

a f 
0 T = c, so können wir Gleichung (39) 

schreiben 
dQ=cdT+Apdv. (40) 

Wir wollen voraussetzen, dass sich unsere Gleichung 
auf die l',Iasseneinheit Gas bezieht. Führeu wir die 
Wärme bei konstantem V olumeu zu, so ist d v = O, 
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folglich 1~ = c die spezifische Wärme bei k on­ 

st ante 111 Vo 1 u 111 e n. 
Die Differentiation der Zustandsgleichung (:37) 

ergibt pdv+vdp=RdT. (41) 
Dadurch können wir Gleichung (40) in 

dQ=(c+AR) d'l'--A v d p 
verwandeln. Nehmen wit· eine Wärmeausdebnung bei 
konstantem Druck vor, so wird d p = 0, folg! ich 

d Q 
d'l' =-=c+AR=O. 

Dies ist also die spezifische Wärme des Gases 
bei konstantem Druck. 

§ 42. Adial.rntischc Znst:uulslintlcrnng·cn. 
Verändern wir den Zustand eines Körpers, ohne 

d a s s i h m 'i~ ä r m e z u - o de r a b g e Hi h r t w i r cl, so 
nennen wir dies eine adiabatische Zustands­ 
änderung. Für eine solche muss also in Gleichung (40) 

dQ=o 
werden. Dividieren wir dann die Gleichung noch durch 
p v =RT, so ergibt dies 

cdT Adv 
o = R 'l' +-v- oder 

o= c~T + A~dv. 

Durch Integration erhalten wir 
clT+ARlv=G. 

Zu Beginn des Prozesses sei diese Gleichung 
cl T0+ARl v0= G. 

Durch Subtraktion beider Gleichungen folgt 
T V 

c 1,----1, + A R 1 - = o, 
O Vo 
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was wir schliesslich noch umwandeln können in 

oder 

(
'l' )c ( v )AR 1 - +1 - =0 
To Vo 

(_'!__)c(:!_)AR = 'I' 1.o Vo 

Beachten wir noch, dass 
O-c=AR, 

so bleibt uns schliesslich 
:£._ _ ('!.2--)_Q_ _ 1 = ('!.2-),i - l 
'I' - C '

0 V V 

wenn wir das Verhiiltnis der spezifischen 
Wärmen 91 nennen. Diese Gleichung besagt somit: 
dass d u r c h K o m p r e s s i o n e in e s G a s e s s e i n e 
Temperatur erhöht, durch Ausdehnung er­ 
nieclrigt wird. 

Auf ähnliche ·weise können wir auch die Be­ 
ziehung zwischen Druck und Volumen bei einer adia­ 
batischen Zustandsänderung eines Gases finden. Er­ 

pd v + v d p 
setzen wir in Gleichung (40) cl T durch H, -- 

(42) 

aus der- Gleichung ( 41 ), so wird 
C

d Q=R(p d v+vdp)+Ap d v = 
(c +AR) p cl v+c v dp _ C p cl v + c v d p 

R - R 
l<'ür eine acliabatische Aenderung muss wieder d Q = 0, 
also 

sein, was durch 
0 p cl V -J- c V d p = 0
p v dividiert 

Cdv +c!£=0 
V p 



us Mechanische Würmctheorie. 

Durch Integration finden wir wie früher 

C 12- + cl _g_= o. 
Vo Po 

I 

E._ = (i):, (y_)n , 
Po v (lo 

wenn wir p die Dichte des Gases nennen. Diese Formol 
mussten wir benutzen, um dieSchallgeschwindig­ 
kei t in der Lu ft zu finden (Bel .. I § 66). 

ergibt. 

oder 

§ 43. Kreisprozess. 
Lassen wir den Zustand eines Körpers 

v o rs ch i e den e A end erung en cl ur chm ach en, 
bis er wieder den Anfa.ngszustand erreicht, 

r 

A 

1 ti;,. 

V: v:· r .A' J)' .B' C' 
Fig.44. 

so nennen wir das einen Kreisprozess. Können 
die Veränderungen auch in entgegenge­ 
setzter Richtung ablaufen, so ist es ein um­ 
kehrbarer Kreis pro z cs s. Einen solchen wollen 
wir an einem i cl ea 1 en Gas vornehmen. Wir stellen 
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den Zustnnd der Masseneinheit des Gases durch einen 
Punkt in einem rechtwinkeligen Koordinatensystem dar 
(Wig. 44), dessen Abscisse das Volumen, während die 
Ordinate den Druck darstellt. Die Kurve, welche wir 
fiir eino konstante Temperatur dabei erhalten, nennen 
wir eine Isotherme, Bei einem idealen Gas ist sie 

p v = konst., 
also eine gleichseitige Hyperbel. 

Dor Punkt A sei der Anfangszustand des Gases 
bei der Temperatur 'J'o, dom Druck p0 und dem Vo­ 
lumen v0• Das Gas dehne sich jetzt isotherm, d. h. 
b e i konstanter Temperatur T0 aus bis zum Zn­ 
stand B mit den zugehörigen Grössen T0, p1, v1• F□r 
diesen Vorgang ist also d T= o, daher nach Gleichung (40) 

dQ=Äpdv. 

Die gesamte Wärme Q0, welche wir auf dem Weg von 
A nach B in unser Gas hineinstecken, wird also nur 
zur Arbeitsleistung verwendet, und es ist 

V V

Q0=A (' p d v= AR T0 f~ = AWJ\ 1 J J V 
(43) 

V V 
O 0 

da ja p v = R'I', ist. 
Wir nehmen nun eine adiabatische Ausdehnung 

vor. Bei dieser wird somit der Zustand von B längs 
oiuer adiabatischen Kurve bisC vorrücken. Wir führen 
also Wärme weder zu noch ab. Das Gas kühlt sich 
daher von der 'I'emporatur T0 auf T1 au, und w11· 
haben nach Gleichung (42) 

(44) 
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Wir komprimieren nun das Gas isotherm, haben 
somit eine Wärmemenge 

Q =ART lv8
I I V2 

zuzuführen. Diese Wärmemenge erscheint aber, da 
v8<v2, negativ, es wird in Wirklichkeit dem 
8-as Wärme entzogen. Die Kompression wird 
längs CD so lang fortgesetzt, bis die Isotherme die 
durch den Punkt A gezogene Adiabate in D schneidet. 
V on dort aus komprimieren wir dann weiter a di a - 
bat is ch, langen also wieder beim Ausgangspunkt in 
A an. Für den letzten Vorgang gilt die Gleichung 

n-1 n-1
vs T1 =v, To. 

Multiplizieren wir die Gleichungen 
(45) 

(44) und (45) 
miteinander, so finden wir v1 v8 = v0 v2 oder 

~ ~- 
Vo Va 

Daher ist 

Q =ART 1i=-ART 1i, 
l I v2 1 Vo 

was mit Gleichung (43) vereinigt ergibt 
Qo Q, 
T=-T'

0 I 

wo also das n e g at i v e Vorzeichen sagt, dass Q1 eine 
dem Gas entzogene Wärmemenge ist. Rechnen 
wir hingegen jed.eMenge positiv, so ist die in 
Arbeit umgewandelte Wärme Q0-Q,. Sie entspricht 
in Fig. 44 der Fläche ABCD, da ja die Flächen ABB'A', 
BCC'B' u. s. w. die geleistete bezgl. aufgewendete 
Arbeit bei den einzelnen Vorgängen des Kreisprozesses 
darstellen. 
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Von d e r Wä r m e m e n g e Qj, welche bei der 
Temperatur 'l'o in das Gas hineingesteckt 
wird, wird also nur der '1.'eil Q0-Q1 in Arbeit 
verwandelt, während die Wärmemenge Q1 b e i der 
Temperatur T, wieder abgegeben wird. Da 
sich der Kreisprozess beliebig wiederholen lässt, so 
haben wir hier eine sogenannte k a J or is ch e Ma sch in e 
vor uns, we 1 ch e Wärm e i n Arb e it v e r wan d e 1 t. 
Doch ist es nur der Bruchteil 

Qo-Q, _ To-T1 
"lo - To 

welcher wirklich von der gesamten aufgewendeten 
Wärme in Arbeit verwandelt wird. .Ie grösser dieser 
Bruch ist, desto besser wird die Wärme ausgenützt. 

G
T0-T1 Man nennt daher die rösse -'--:=---=-- den ö k o n o - 

'1.'o 
mischen Koefficienten der Maschine. Diese 
arbeitet mithin umso ökonomischer, je grösser 
der Temp e r a t u r u n ters ch ie d T0-T1 ist. 

_ § 44. Entropie - zweiter Hauptsatz. 
Es ist nicht nötig, einen Kreisprozess einfach längs 

der früher gewählten Isothermen und Adiabaten vor 
sich gehen zu lassen, sondern es k an n d i es 1 ä n gs 
jeder beliebigen geschlossenen Kurve ge­ 
schehen, indem die Gleichung ( 40) ja nichts anderes 
als die Summe aus einem adiabatischen und einem 
isothermen Vorgang enthält, welche bei der g raphi­ 
schen Darstellung eine geometrische Summe wird, 
Je nach der Fläche der geschlossenen Kurve wird daher 
das Integral der Gleichung ( 40) verschiedene 
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Werte annehmen können. Dividieren wir die gesamte 
Gleichung durch die absolute Temperatur T, so er­ 
halten wir 

d Q _ c d ·r -1 AR d v T - T - --V- . 
Integrieren wir nun diese Gleichung zwischen 

zwei Punkten der Kurve, welche den Grössen 'l'o, v0

und 'r1, v1 entsprechen, so wird 

SI dQ - T, VJ ,1,- cl,1,- + ARl-. 
o o Vo 

Es ist also ganz g l e i c h g i l t i g , auf welchem 
Weg wir von dem einen zum andern Punkt 
gelangen, da das Integral nur vom Anfangs­ 
und Endwert abhängig ist. Für jede geschlossene 
Kurve ist daher s \~=0. (46) 

Man pflegt daher \Q ein VO 11 s t 1:i. n cl i g 0 s D if - 

forential zu nennen. Wir wollen 
clQ
'f= d S 

setzen, wonach wir erhalten 

f aJl-=s+c. 
Clausius nennt 8 die Entropie des Gases. "Wir 

worden später sehen, dass wir dieselben U oberlegungon 
auf jeden beliebigen Körper anwenden können. 

D io Gleichung ( 46) ist der Inhalt dos zweiten 
H a u p t s a t z e s d e r m e ch a n i s c h e n vV ä r m e t h e o­ 
r i e, den wir etwa folgendermassen formulieren können: 
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Rechnen wir die zugeführte Wärme positiv, 
die entzogene negativ, so ist die Summe 
aller unendlich kleinen Wärmemengen, jede 
dividiert durch ihre jeweilige Temperatur 
für einen umkehrbaren Kreisprozess gleich 
Null. 

Bei jeder ad i abatischen Zustandsänderu ng ist 
d Q = 0, es wird daher 

f clQ _c 
T-, 

d. h. die Entropie b l e i b t constant, weshalb 
man die ad i abatischen Vorgänge auch is en tr o. 
p i sch e nennt. 

§ 45. Unabhllngigkeit des zweiten Hauptsatzes vou der 
Natur der Körper - thermisches perpetuum mobile. 

Wie wir durch einen umkehrbaren Kreisprozess 
Wärme in Arbeit verwandeln können, so lässt sich auch 
Arbeit in Wärme umsetzen, sobald wir den Prozess 
entgegengesetzt durchlaufen. Gleichzeitig wird eine 
gewisse "Wärmemenge auf höhere Temperatur gebracht. 
Wie ein Gas können wir auch jeden anderen beliebigen 
Körper zwei isotherme und zwei adiabatische Kurven 
durchlaufen lassen und somit eiuen umkehrbaren Kreis­ 
prozess herstellen. Umgrenzen die Kurven eine Fläche 
von derselben Grösse wie der Kreislauf eines Gases, 
so leisten beide Prozesse dieselbe Arbeit. Lassen wir 
sie daher entgegengesetzt vor sich gehen, so heben sie 
sich in ihrer Wirkung auf. Aber es wäre noch die 
Möglichkeit vorhanden, dass die Wärmemengen, welche 
von tieferer auf höhere Temperatur und umgekehrt be- 
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fördert werden, verscb ieden sind. Das widerspricht 
aber dem Erfahrungssatz, dass es noch niemals in 
der Natur beobachtet wurde, dass Wärme 
ohne vorhandene anderweitige Energie­ 
änderung von selbst zu höherer 'l'emperatur 

, aufsteigen kann. Es muss daher auch für unsern 
zweiten Kreisprozess wie für das Gas die Gleichung 

Q• Q, 
T= T 0 I 

gelten. Schon Carnot sprach aus, dass bei der durch 
die Wärme hervorgebrachten Arbeit nur die Te m­ 
p er at ur en, nicht aber die dazu verwendeten 
Körper massgebend sind. 

Wäre es möglich, dass Wärme von selbst zu höherer 
Temperatur aufsteigt, so könnte ein beständiger Wärru e­ 
k reis 1 auf ohne Arb e its I eist u n g hergestellt wer­ 
den, indem ja durch Leitung oder Strahlung die Wärme 
wieder auf ihre ursprüngliche Temperatur sinken würde. 
Man hätte dann ein sogenanntes the rm is ch es per­ 
p et u u m m obi 1 e. Aber dieses ist e b ens o u n - 
möglich wie ein mechanisches. 

Der zweite Hauptsatz hat in der von uns gege­ 
benen Form die Voraussetzung einer w i 11 k ü r lichen 
Temp er at ur, indem wir ein i d ea 1 es G as a 1 s 
thermometrische Substanz benützten. Hätten 
wir ein anderes Temperaturmass gewählt, so würden 
wir auch eine andere Form des zweiten Hauptsatzes 
erhalten haben, W. Thomson machte daher den V or­ 
schlag, den zweiten Hauptsatz direkt zur Temperatur­ 
definition zu benützen, da dann das Temper at ur­ 
m ass von einer thermometrischen Substanz 
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völlig unabhängig wird. Willkürlich bleibt 
jedoch wiederum die Wahl der Form der 
'remperatnrfunktion, und es darf die Annahme 
der sogenannten absoluten Temperatur nur als eine 
Folge der Gewohnheit angesehen werden, 

§ 4.6. Anwendung der beiden Hauptsätze. 
Wir lernten den ersten Hauptsatz in der Form 

dQ=dU+Apdv 
kennen. Hier ist die Grösse d U ebenso ein voll - 
ständige s Differential wie das Differential der Entro- 

pie\~. Es zeigt sich nämlich in der Erfahrung, dass 

die Wärmemenge, welche wir einem Körper lediglich 
zur Aenderung seines Zustands abgesehen von der 
äusseren Arbeitsleistung zuführen müssen, nur vom An­ 
fangs- und Endwert des Zustands abhängig ist, hin­ 
gegen völlig unabhängig von den Zwischenzuständen. 

Wir machen nun die Annahme, der Zustand eines 
Körpers sei durch die Temperatur T und das V 0!11- 
men v vollständig bestimmt. Die beiden Differentia o 
der inneren Energie und der Entropie sind sonach 
Funktionen von T und v und ebenso die dem Körper 
zugeführte Wärmemenge d Q. Wir wollen deshalb 

dQ:;:=adT+ßdv 
setzen, wobei a und ß Funktionen von T und v sind. 
Betrachten wir die Gewichtseinheit des Körpers, so er- . 
gibt sich ohne weiters, dass a die spezifische 
Wärme bei c o n a t a n t e m Volumen ist, da dann 
d v = 0 wird. Jedes vollständige Dillerential d F, das 
eine Funktion von T und v ist, können wir schreibcu 
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oF oF 
dF= oTd T+Bv dv=MdT+N<lv 

und es fo lgt 
oM oN 02F 
h=oT=aTov· 

• Demnach können wir aus 
d U =dQ-Apd v=ad T+(ß-Ap)clv 

die Folgernng ziehen 
o a _ o (ß - A p]_ _ o {J _ \.. ~p ('' 7) o v - o 'l' - ci T 1 o 'l'" a 

Ferner haben wir 
d.Q a {J 
T=yd.T+ T d v, 

und wiederum gilt 

!v({-)=a;(:) 
oder 

r~ ::= ~ :;- ~21 

ooc o{J {J o v = o T - 'l' . ( 4 S) 
Gleichungen ( 4 7) und ( 48) erhalten wir 

op 
{J=AT oT' 

dQ=ocdT+A'r :~ dv. (49) 

Stellen wir den Zustand als Funktion der Temperatur 
und des Drucks, also durch T und p dar, so können 

Ans den 

folglich 

wir dQ=ydT+11dp 
setzen, wobei also y die spezifische Wärme bei 
ltonstantem Druck ist. Wir haben dann 
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tl U =clQ-Apdv=clQ-Ap(!;,d'l'+ :; clp), 
da wir jetzt v als Funktion von T und p auffassen 
müssen. Aus 

d U = (r -- A p : ,;) d T + ( 71 - A p : ;) d p

finden wir 

a°p(r-Ap :,1v,)= 0~,(71-Ap !;).
führen wir die Differentiation durch, so ergibt sich 

a r a v a2 v o ri a• v 
r p - A o 'l' - AP op a 'l' - a 'l' - AP op a 'l" 

oder 
or av 071 
äp-A o'r= oT' 

Wir haben nun weiter 
d Q y 71 
T = 'l' d T +T d p, 

(50) 

folglich 

und. aus den 

/r ( f) = /r· ( J,),
1 or 1 071 71 
"¥ a p - T o 'l' T" 

or ari 71 
ap=aT-T 

Gleichungen (50) und (51) 
ov 

17 = - A T O 'I'' 
av 

d Q = y cl T -AT ßT dp. (52) 

(51) 

An:1,log diesem Vorgang ist es nicht schwer für be- 
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liebige Variable, welche den Zustand bestimmen, die 
entsprechende Gleichung herzuleiten. 

§ 47. Verdampfungswärme - Schmelzwärme - 
gesiittigter Dampf - Schmelzpunkt. 

Wir haben in einem geschlossenen Gefäss die 
Masseneinheit eines Körpers teilweise in :flüssigem, teil­ 
weise in dampfförmigem Zustand. Das Gewicht des 
Dampfs sei x, das der Flüssigkeit also 1- x. Das 
Volumen v des Gefässes ist demnach 

v = l -x +~=_!_+(I_-_!_) x=u'+(u-u')x 
s a s u s ' 

wenn s und u das spezifische Gewicht der Flüssigkeit 
bezgl. ihres gesättigten Dampfes ist. Es ist u' also 
das sogenannte spezifische Volumen der Flüssigkeit, u 
jenes des Dampfs. Wir wollen nun eine Verdampfung 
der Flüssigkeit bei konstanter Temperatur vornehmen. 
Dann wird d T = 0 und Gleichung (49) 

op 
dQ=AT §r_r(u-u')dx. 

Nennen wir die Verdampfungswärme r, so wird 
dQ=rdx, 

daher 

r =AT !J (u - u'). (53) 
Diese Formel können wir benützen, um z. B. die Dichte 

1 
des gesättigten Dampfes - zu finden, wenn die übrigen u 
Grössen bekannt sind. 

Diese Gleichung gilt nun ebenso für einen 
festen Körper und seinen Dampf, wie etwa für 
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Eis und dem dabei befindlichen Wasserdampf. Sie gilt 
für die Schmelzwärme eines Körpers, wenn 
wir r damit bezeichnen, unter p den Flüssigkeitsdruck 
boim Schmelzpunkt, unter u und u' das spezifische 
Volumen des flüssigen bezgl. festen Körpers verstehen. 
Schreiben wir z. B. die Gleichung 

op - r 
oT AT(u~' 

und bedenken wir, dass das Volumen des Wassers 

kleiner als jenes des Eises ist, so finden wir !£ ne­ 
gativ, Das heisst, mit wachsendem Druck erniedrigt 
sich der Schmelzpunkt und umgekehrt. Wir können 
die Gleichung (53) auch anwenden, wenn sich ein 
Körper durch Tempemturerböhung bezgl. Druckver­ 
minderung in seine chemischen Bestandteile zerlegt. Es 
ist dann p einfach der Dissociationsdruck, r die 
Dissociationswärme u. s. w. 

§ 48. Beziehung zwischen Druck und Temperatur 
eines Körpers. 

Nehmen wir eine adiabatische Zustandsänderung 
durch Aenderung des Drucks vor, so können wir die 
Gleichung (52) benützen, wenn wir d Q = 0 setzen. Es 
bleibt dann 0 V 

rd T = A T ßT d p. 
ov 

Es ist nun oT nichts anderes als v cl, wenn wir unter 

o den Ausdehnungscoeffizienten des Körpers verstehen, 
'.Vir können daher schreiben 

r d T = A T v o d p. 
J ii g er, Tboorotische Physik IT. g 
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r, A, T v sind ihrer Natur nach positive Grössen, ö kann 
jedoch sowohl positiv als auch, wie z. B. beim Wasser 
zwischen 0° und 4° 0. negativ sein. Im ersteren Fall 
wird sich daher mit wachsendem Druck die Temperatur 
erhöhen, im andern jedoch erniedrigen. 

§ 49. 'I'emperaturänderung tlnrch Dehnung. 
Ein Stab von der Masse Eins und der Länge I 

wird durch ein angehängtes Gewicht P gedehnt. Führen 
wir dem Stab die Wärme d Q zu, so verlängert er sich 
um d 1. Das Gewicht sinkt und leistet dabei die Arbeit 
P d I. Die Wärme wirkt also diesmal nicht einer 
äusseren Kraft entgegen, sondern im selben Sinn. Wir 
haben deshalb nach dem ersten Hauptsatz 

dU=dQ+Al:'dl. 
Die Wärmemenge Q werde als Funktion von T und P 
dargestellt. Es ist sonach 

cl Q = 'Y cl T + 'I'/ d P.
Benützen wir nun die Eigenschaft der vollständigen 

Differentiale d U und cl'~ wie früher, indem wir 

81 ol 
d 1 = 0 'l' d T + 0 p cl P (54)

setzen, so finden wir leicht 
ol 

11= AT o'l'' 
für eine adiabatische Dehnung erhalten wir somit 

o 1
O=yd T+AT oT dP 

o l r ist die spezifische Wärme bei konstantem Zug OT =2 I, 
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wenn wir mit /4 den Ausdehnungskoeffizienten be­ 
zeichnen. Wir haben somit 

A 'r,,n
dT=----dP 

r 
Da in der Regel Ä- positiv ist, so kühlt sich bei der 
Dehnung der Stab ab. Bei gespanntem Kautschuk 
ist i negativ. In der That erwärmt sich eine Kaut­ 
schuksclmur bei der Dehnung und kühlt sich mit ab­ 
nehmender Spannung ab. 

Aus Gleichung (54) erhalten wir 

d 1- :,t cl T
dP= ill

8P
folglich 

d Q 0=. r J T + Tl ( d 1- : ,~, J 1'). 
8.1:'

Bei konstanter Länge wird cl 1 = 0 und 
i) 1 

cl Q=(r--11 88~) cl T. 
i)J:' 

Es ist daher die spezifische Wärme bei konstanter 
Länge 

81 ( iJ 1 )
2

iJT AT 81' 
r' = r - 'I'/ 8T = r - a 1

iJP iJP

= r - AT i2 J£ 1 q, . 

· 0 l l I § ) d Q 1 . tt indem aP· = E CJ. (ßd. 8G , wenn q er uersc 1111 
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des Stabs nnd E der Elasticitätsmodul ist. Bei Me­ 
talldrähten und vielen anderen Körpern zeigt sich, dass 
das Produkt A T Ä2 E 1 q so klein ist, dass mau es in 
der Regel gegen 'Y vernachlässigen, das V erhältnis der 
spezifischen Wärmen also gleich Eins setzen kann. 

Die kinetische Theorie der Gase. 

§ 50. Die Wiinnebeweguug in Gasen. 
D. B em o u Il i, vorzüglich aber R. Clausius entwickel­ 

ten eine Theorie, welche direkt eine Vorstellung jener 
Bewegung der kleinsten Teilchen gibt, die wir Wärme 
nennen. Vollständig entwickelt ist diese Hypothese für 
G- as e, und man fasst die ganze Anschauungsweise unter 
dem Namen ,,mechanische" odor ,,dynamische", 
in der Regel aber ,,kinetische" Theorie der G-ase 
zusammen. Nach ihr stellt man sich im gasföl'mi.gen 
Zustand die Molekeln vollständig von einander getrennt 
und in geradliniger Bewegung begriffen vor. ,,Die 
Bewegungsrichtungen sind für ein ruhendes G-as über 
die Gesamtheit der G-asmolekeln im Raum g 1 eich­ 
m ä s s i g verteilt, so dass sich nach jeder Richtung des 
Raums gleich viel lYiolekeln bewegen. Da man don 
Molekoln eine gewisse Au s dehn u n g zuschreiben muss, 
so sind natürlich Zusammen st ö s s e derselben nicht 
ausgeschlossen. Damit aber der Zustand des Gases 
unverändert bleibt, ist erforderlich, dass die Molekeln 
infolge der Zusammenstösse weder in ihrer Durch - 
sch ni ttsgesch wind i gkeit noch in ihrer Durch­ 
sc Ii ni t t s be, e r u n g s r i c h b u n g eine A.on,forn,g ,r- 
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faliren. Um dieser Bedingung Genüge zu thun, ist es am 
bequemsten, die Molekeln als vollkommen elastische 
Ku go 1 n von gleicher Grösse und gleicher Masse an­ 
zusehen. Für deren Zusamrnenstoss gilt dann das Ge­ 
setz von der Erhaltung der gemeinsamen 
R e w o gun gs gr ö s s e als auch der k i n e t i s ch e n 
]~ n erg i e, uncl entsprechend dem Zustand vor dem 
Stoss ist auch nachher die Bewegung der Molekeln nach 
jeder Richtung des Raums gleich wahrscheinlich. 

Es genügt in den meisten Fällen, und es vereinfacht 
die mathematische Behandlung bedeutend - thatsächlich 
wurde es anfangs von Seite der Forscher auch stets so 
gepflogen , uncl wir werden uns im folgenden ihnen 
darin anschliessen - wenn man allen Molekeln eine 
bestimmte Ge sch win di g k e it zuschreibt. Dies 
ist aber nur ein Mitte 1 wert aus allen möglichen Ge­ 
schwindigkeiten, welche nach einem bestimmten Gesetz 
über die Molekeln verteilt sein müssen." 

§ 51. ßoyle-Clmrles'sches Gesetz. 
Ein Gas, welches sich in keinem Gefäss befindet 

und keiner äusseren Kraft, wie etwa der Schwere unter­ 
worfen ist, muss sich nach der kinetischen Theorie immer 
weiter zerstreuen. Befindet es sich aber in einem all­ 
seits geschlossenen Gefäss, so ist die Folge davon, class 
von den Molekeln beständig Stösse auf die Gefäss­ 
w an cl ausgeübt werden. Indem diese wegen der grossen 
Zahl der Molekeln sehr rasch auf einander folgen, be­ 
wirken sie den Eindruck eines k o n t in u i er 1 i ch en 
Drucks. Damit dieser, sowie der ganze Zustand dos 
G:t~~s ko,nsbnt. ,bleibt, ist es, nötig, dass ebensoviel 
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Molekeln von der ,V and in das Gas zurü ckllicgen als 
gegen die Wand stosseu, Es wird dies am leichtesten 
erfü llt , wenn wir annehmen, die Gasmolekeln werden 
von der ,Vand nach den Reflexionsgesetzen zurück­ 
geworfen, was ja bei vollkommen elastischen K11gel11 und 
einer absolut starren Wand thatsächlich der Fall ist. 

,,Wirkt auf einen Körper eine Kraft, so 
i s t d a s l\I a s s d e r s e 1 b e n d i e B e w e g u n g s g r ö s s e , 
welche in der Zeiteinheit auf den Körper 
übertragen wird. Stösst eine Molek el von der Masse 
m mit einer Geschwindigkeitskomponente u senkrecht 
gegen die Wand, so hat sie nach dem Stoss ebenfalls 
senkrecht gegen die Wend die Geschwincligkeit-u. Es 
muss also während des Stosses auf die Molekel ein 
Gegendruck ausgeübt werden, welcher sie vol lstfinclig 
zur Ruhe bringt, ferner muss ein weiterer Gegendruck 
vorhanden sein, welcher ihr die Geschwindigkeit - u 
erteilt. Die Molekel empfängt also von der Wand die 
Bewegungsgrösse 2 mu. Dieselbe Bewegungsgrösse, nur 
entgegengesetzt gerichtet, hat aber auch die Wand nach 
<lern Gesetz d e r Gleichheit von Wi r k u n g und 
G e gen wirk u n g von der Molekel erhalten." 

Eine Molekel besitze die Geschwindigkeit c n;i.it 
den Komponenten s, '1, {;. Es ist also 

s2+•l+s2=c2• 
In der Volumeneinheit seien N, Molekeln vorhanden 
von der Geschwindigkeitskomponente s. Es werden 
daher N1 s solcher Molekeln gegen die Flächeneinheit 
einer Waud fliegen, welche senkrecht zur x-Achse steht. 
N, s Stösse erhält davon die Wand in der Sekunde und 
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N1 s. 2 ms= 2 N1 m s" 
ist daher die Bewegungsgrösse, welche die Wand em­ 
pfängt, Bilden wir die Summe über sämtliche Molekeln, 
so erhalten wir den Druck 

p = Z 2 N1 m s2 = Z 2 N1 m 112 = Z 2 N1 m t;2, 
da wegen der gleichen Verteilung es ebensoviel gleich 
grosse 17 und t; als 5 geben muss. Es ist demnach 

Z2N1m(s2+112+t;2) 2mc2 
P = a =-3-ZN1.

Uebcrlogen wir nun, dass die Hafte der Molekeln 
positi vo, die andere negative 5 u. s. w. besitzt, so fliegen 
gegen die Wand, wenn N die Zahl sämtlicher Mol ekeln 

N 
in der Volumeinheit ist, 2 Molekeln. Es ist daher 

2 N1 = ; , folglich 
Nmc2

p=-3-· (55) 

Enthält unser Gcfäss vom Volumen v n Molekcln, 

so ist N = ~, folglich 
V

(56) 

Dies ist der Inbegriff des Boyle-Charles'schen 
Gesetzes, welches wir nach Gleichung (37) in cler 
Form p v=RT 
kennen gelernt haben. Da für eine bestimmte Gasmenge 
die Zahl n der Molekeln, als anch die Masse m einer 
l\!Iolekel konstant ist, so muss c2 proportional der abso- 

m c1 
luten Temperatur sein. -2- ist die kinetische Energie 
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nm c'' 
einer Molekel und -2- jene des ganzen Gases. Das 

ist gleichzeitig die im Gas enthaltene Wärme­ 
menge. 

§ 52. Regel von Avogadro - Gesetze von Gay-Lussac 
und Dalton - Geschwhultgkett der lllolckcln. 
Es lässt sich zeigen, dass für Gase vou gleicher 

'I'ernperatur die lebendige Kraft der MolekeJn gleich 
ist. Wir haben deshalb die Gleichung 

2 2 
lll C _ 11\ c, _ I 
2 - 2 - r, 

wenn m und c dem einen, 1111 und c, dem andern Gas 
angehören. Stehen daher Gase von gleicher Temperatur 
auch unter demselben Druck, so muss 

Nm c" N, m1 c, 2 p=-3-= 3 = ... ,

daher N=N,= ...
sein, G as e unter g 1 e i ch em Druck h ab en b e i 
derselben Temperatur in gleichen Räumen 
g 1 e i ch vi e 1 Mo 1 eke 1 n. Es ist dies Av o g a d r o's 
Regel, welche hier als eine Folge der kineti­ 
schen Gastheorie erscheint, 

Nach Gay-Lussac stehen zwei eine 
chemische Verbindung eingehende Gasmengen, 
bezogen auf gleichen Druck und gleiche 
'l' em per a t u r , un terein anders ow i e zur Menge 
der Verbindung in Verhältnissen, welche 
d u r c h einfache ganze Zahlen dargestellt 
werden. Es folgt dies unmittelbar aus Avogadros 
Regel und Daltons Theorie, nach welcher die l\Iolekeln 
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emer chemischen Verbindung aus ganzen Zahlen von 
Atomen der sie bildenden Elemente bestehen. 

Haben wir mehrere Gase in einem Gefäss, deren 
Molekelzahlen in der Volumeinheit NP N2, ••• ain.l, 
so ist die Gesamtzahl der lUolekeln in der V olumeinlieit 
N = N1 + N~ + ... und der Druck 

2 2 2 
p = 1 N k = 3 NI k + 3 N2 k + ... = P, + P2 + ... '

wenn wir mit p,, p2 ••• die Drucke bezeichnen, welche 
die einzelnen Gase für sich im Gefäss erzeugen würden. 
Es ist der Gesamtdruck eines Gasgemenges 
gleich d e r Summe der Partialdrucke der 
einzelnen Gase, ein Gesetz, welches Dalton fand. 

Setzen wir Nm = e, so haben wir unter e die 
Masse der Volumeinheit, cl. i. die Dichte des 

oc2

Wir haben sonach p = T oder 

2 3 p 
C =-,

e 
Da aber Druck und Dichte eines Gases bestimmbar 
ist, so· ist uns damit auch die Geschwindigkeit 
der Gasmolekeln gegeben. Wir finden so für 
Sauerstoff 461 m, Stickstoff 492 m, Wasserstoff 1844 m. 
Diese Zahlen gelten für die Temperatur des schmelzen­ 
den Eises, und sie wachsen proportion a 1 cl er 
W u r z e 1 a u s d e r ab s o 1 u t e n T e m p e r a t u r. ·wir 
haben es sonach mit Geschwindigkeiten zu thun, welche 
jene der Geschosse unserer modernen Feuerwaffen zum 
Teil weit übertreffen. 

Gases zu verstehen. 



t:38 Die kinetische Theorie der Gase. 

§ 53. Abwcichung·cn vom Boyle-Charles'sclien Gesetz 
- Zustauclsgleichung von van der Waals. 

Nach dem Boyle-Charles'schen Gesetz muss mit 
wachsendem Druck clas Volumen · des Gases beständig 
kleiner werden, bis es bei unendlich hohen Drucken 
schliesslich Null wird. Dasselbe musste mau auch bei 

• endlichen Drucken erreichen, wenn die Temperatur bis 
zum absoluten Nullpunkt sinkt. Die Erfahrung lehrt 
jedoch, class man Gase nur bis zu o in er gewiss on 
Grenze komprimieren kann, wie gross man auch clen 
Druck wählt. Wir erklären uns das so, class wir uns 
die Molekeln nicht als Massenpunkte, sondern, wie wir 
bereits früher annahmen, als kleine vollkommen elastische 
Kugeln vorstellen. Ist nun das Gas so stark kom­ 
primiert, class dieMolekeln einander berühren, 
so füllen sie den ihnen zu Gebote stehenden Raum aus 
und lassen sich nicht weiter zusammendrücken. Das 
besagt, dass infolge des Vo 1 um ens cl er Mo I eke In, 
cler Bewegung einer einzelnen nicht der ganze Gefäss­ 
raum zur Verfügung steht. Der Einfluss des Mo 1 e­ 
kular-Vol u mens auf das Boyle-Charles'sche Gesetz 
konnte bis jetzt strenge noch nicht ermittelt werden. 
Es genügt jedoch, für nicht zu hohe Drucke das 
Volumen v um eine konstante Grösse b zu vormindern, 
welche sich als das vierfache Molekularvolumen 
ergiebt, Das heisst : das Volumen, welches die Molekeln 
wirklich mit Materie ausfüllen, entspricht in seinem 
vierfachen Wert der Grösse b. Die Zustandsgleichung 
verändert sich dadurch in 

nm c2

p (v - b) = -3-. (57) 
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Wir müssen aber noch einen zweiten Einfluss in 
Rechnung ziehen. Bisher nahmen wir nämlich an, 
dass die l\folekeln gar keine Kräfte auf einander aus­ 
üben. Diese Annahme ist jedoch sehr willkürlich. Es 
liegt im Gegenteil nahe, den Molekeln Anziehungs­ 
kräfte zuzuschreiben, da ja sonst ein Verflüssigen 
der Gase und ein Ueberführen in den festen 
Zustand bei abnehmender Temperatur kaum denkbar 
wäre. Wir haben von den Kräften anzunehmen, dass 
sie nur dann wirksam sind, wenn die Molekeln einander 
sehr nahe kommen. Damit ist die Möglichkeit ge­ 
geben, dass bei einem Zusammentre'fen von mehr a Is 
zwei Molekeln eine Konstellation eintritt, bei welcher 
zwei Molekeln dauernd zusammen bleiben 
und eine sogenannte Dopp e l m ol. ekel bilden. Du re h 
di e Anz i eh u n gs k r ä ft e wird also die G es amt­ 
z ah 1 der sich als Einzelindividuen bewegenden Molekeln 
verringert, was nach Gleichung (56) einer Ver­ 
minderung des Drucks gleich kommt. Auch diese 
Abweichung vom Boyle-Charles'schen Gesetz ist er­ 
fahruogsgemäss vom Volumen abhängig. Sie ver­ 
schwindet bei sehr grosser Verdünnung des 
Gases. Für diesen Fall haben wir also anzunehmen, 
dass nur einfache Molekeln vorhanden sind. Das 
gilt auch für sehr hohe Temperaturen, was ohne­ 
weiters verständlich ist. Mit wachsender Temperatur 
nimmt die Energie der Molekeln zu und erschwert _so 
die Vereinigung zu Doppelmolekoln. Die Zahl der 
Molekeln in einem verdünnten Gas von hoher Tem­ 
peratur sei n0• Verdichten wir es allmählich, so treten 
die .Abweichungen auf, welche mit abnehmendem 
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Volumen und sinkender Temperatur immer 
stärker ins Gewicht fallen. Wir werden daher die 
Zahl der jeweilig vorhandenen Molekeln durch 

n=n0(1 -v
1
~,)

darstellen können. Wird v und T genügend gross, so 
k 

kann v T gegen Eins vernachlässigt werden, d. h. wir 

merken keine Abweichung vom Boyle-Oharles'schon 
Gesetz, während mit abnehmendem v und T auch n, 
wie es die Erfahrung verlangt, immer kleiner wird. 
Demnach erhalten wir aus Gleichung (57) 

n0mc
2
( k )' p(v-b)=-3- 1-vT· 

Es ist zu bemerken, dass sowohl b gegen v als auch 

~,.1; gegen Eins klein sein muss, da wir sonst nicht so 
einfache Funktionen voraussetzen können. Es ist somit 
die Annahme 

D0 m c2 k n0 m c2 
P = 3 (v - b) - 3 v' T 

erlaubt, wobei wir höhere Glieder nicht m Betracht 
c2 
T ist eine konstante Grösse; wir können daher 

k n0 m c2 
7r=a 

setzen und die Gleichung in die Form 

(r + ;.) (v- b) = R 'l' (fi8)
lll'ingen. Dies ist die Zustandsgleiclrnng der Gase, 
welche zuerst YOU v a n der Wu a ls, jedoch mit.els 
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anderer Erklärungsweise aufgestellt wurde. Sie ist 
umso wertvoller, als sie noch für viel höhere Drucke, 
als man nach der theoretischen Betrachtung glauben 
sollte, giltig ist, ja von van d e r Waals selbst auch für 
die Verfliissigung der Gase angewandt wurde. Sie 
zeichnet sich durch Einfachheit aus, da sie in die Zu­ 
standsgleichung idealer Gase nur die z w e i neuen 
Konstanten a und b einführt. 

§ 54. Kritische 'I'eutperntur - krlblscher Druck 
kritisches Volumen. 

Wir können die Gleichung (58) in die Form 
pv8
- (pb + RT) v2+av-ab =O 

bringen, Sie ist somit bezüglich des Volumens v eine 
Gleichung 3. Grads. Eine solche hat drei Wurzeln, 
von welchen entweder alle "re ell, oder eine re el 1 
und die beiden andern imaginär sein können. 

p 

C- K .M .II 
Fig.45. 
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Wir veranschaulichen uns dies am besten durch die 
graphische Darstellung (Fig. 45), indem wir die Vo­ 
lumina als Absciasen, die Drucke als Ordinaten in ein 
rechtwinkeliges Koordinatensystem eintragen. Thun wir 
das bei verschiedenen Temperaturen, so erhalten wir 
eine Schar von Isothermen. Bei tiefen Tempera- 

• turen, für welche die Kurven ein Minimum bei E und 
ein Maximum bei F haben, erhalten wir drei m ö g­ 
liche Werte des Volumens, wenn wir innerhalb 
des Druckunterschieds EF eine zur v -Achse parallele 
Gerade ziehen. Diese schneidet die Kurve in drei 
Punkten, welche die drei Wurzeln der Gleichung er­ 
geben. Es lassen sich aber nicht alle drei Wurzeln 
realisieren. Zwischen E und F haben wir nämlich 
einen labilen Zustand, indem bei wachsendem 
Druck auch das Volumen wachsen soll, was nicht 
ausführbar ist. Sondern, wenn wir das Gas kompri­ 
mieren, beginnt es sich beim Punkt O zu ver fl ü s - 
sigen. Wir haben dann gleichzeitig zweierlei 
Zustände, den flüssigen und gasförmigen, und 
die Strecke BG= OH veranschaulicht den Druck 
des gesättigten Dampfs. Während wir also von 
0 an das Volumen weiter verkleinern, bleibt der Druck 
konstant. Es verläuft die Volurnsänderung längs der 
Geraden OB. In B ist aber nur noch Flüssigkeit vor­ 
handen. Es muss dann für weitere Volumsvermindc­ 
rungen der Druck gleich beträchtlich steigen. 

Es wäre verfehlt, nach dem Bisherigen zu glauben, 
dass das Stück BO der Kurve völlig wertlos sei. Bei 
der nötigen Vorsicht ist es möglich, den Punkt O zu 
passieren, ohne dass Verflüssigung eintritt. Wir haben 
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dann einen übersättigten Dampf. Dasselbe ge­ 
schieht beim umg(·•kelirten Durchlaufen der Kurve im 
Punkt B, Wir sprechen dann von einer überhitzten 
FI ü s s i g k e it. 

Je höher die Temperatur wird, desto mehr nähern 
sich die Punkte B, J und O, bis sie schliesslich zu­ 
sammenfallen. Für diesen Punkt sind somit a II 0 drei 
Wu r z 0 I n der Gleichung g 1 eich gr o s s. Steigern 
wir die Temperatur noch mehr, so erscheint nur noch 
ein 0 r 0 ell e Wurzel. Die Temperatur der drei gleichen 
Wurzeln nennt man die kritische Temperatur. 
Sie ist nämlich die Gren z temper at ur, für welche 
die Verflüssigung eines Gases noch möglich ist. 
Gleicherweise nennen wir auch das Volumen und den 
Druck, welcher dem Punkt ßer drei gleichen Wurzeln 
entspricht, das kritische Volumen und den kri­ 
tischen Druck. 

Die Maxima und Minima der Kurven sind durch 

d. Gl . h d p 
10 eic ung d v = 0 gegeben. Nach Gleichun¥ (58) 

haben wir also 
a 2a(v- b) 

p + -, - 3 = o. (59) 
V V 

Es ist das die Gleichung der Kurve KELFM, welche 
die Minima bezgl. Maxima der Isothermen verbindet. 
Sie hat wieder ein Maximum, welches gleichzeitig der 
kritische Punkt ist. Wir erhalten sonach das kri- 

tische Volumen v1, wenn wir für Gleichung (59) : ~ = 0 
setzen. Dies ergibt 
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6a(v1-b) 4a ------=0 
v, 4 v, 3 ' 

daher v1 = 3 b. 
Die Gleichungen (58) und (59) lassen jetzt mit 

Hilfe des Werts v1 auch den kritischen Druck 
a

P1 = 27b• 
und die kritische Temperatur 

8a 
Tl= 27bR 

ermitteln. 
Mnchen wir die kritischen Werte zur Ein­ 

heit, d. h. setzen wir 
v= wv1 = 3bw, 

a
p=np1=27h2n, 

T , Ha
= r'I, = 27b R r, 

so verwandelt sich die Zustandsgleichung in 
3(n:+2) (3w-1)=8r. w 

Es haben alle Körper dieselben Isothermen, 
w e n n w i r a 1 s M a s s e i n h e i t e n d e s D r u c k s, d e s 
Volumens und der Temperatur deren kriti­ 
s ch o Wer t e nehmen. 

§ 55. Spannungs- und Aus<lclumug·slwcffizicnt. 
Schreiben wir das Boyle-Oharles'sche Gesetz m 

der Form pv=p0v0(l+at), 
so wird bei konstantem Volumen v0

p = p0 (1 + at), 
und wir nennen a den Spannungskoeffizienten. 
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Lassen wie hingegen den Druck konstant, so heisst 
analog in der Gleichung 

v=v0 (1+ at) 
a der Ausde'l1nungskoeffizient. Für ideale 
Gase sind somit diese beiden Koeffizienten 
identisch, nicht aber für wirkliche Gase. Wir 

wollen daher den Spannungskoeffizienten mit ap = p-p°, 
Pot 

den Ausdehnungskoeffizienten mit 
V-V 

av= --0 be­ v0t 
zeichnen. Nach Gleichung (58) ist 

a
(p + v") (v - b) =RT= R, (1 +at), 

wenn. wir R, = 273R setzen. Gleicherweise ist 
a .,

(Po+ ,i) (v- b) =R,. 
V 

Subtrahieren wir beide Gleichungen voneinander, so 
a

(p - p0) ( V - b) = R1 at = (p0 + 2) (v - b) at, 
V 

daher p- Pn a
ocp= -t = (1+-,)oc. 

Po J?o V 
Für ein bestimmtes Volumen ist also der Span­ 
nungskoeffizient eine konstante Grösse, 
doch ist er im m er gr ö s s er a 1 s sei n i d ea 1 er 
We r t, Erst wenn das Volumen v gross wird, kann 

a
-, vernachlässigt werden und wir erhalten oc p = /X, 
Pov 
Der Umstand, dass für Wasserstoffgas a verschwindend 
klein ist, macht dieses Gas geeignet zur Bestimmung 
des idealen Spannungskoeffizienten a. 

,T ä f! er. 'rhnnrAt.i.,rnlrn Phvafk Tr ,n 
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Nicht so einfach wie der Spannungskoeffizient lässt 
sich der Ausdehnungskoeffizient av finden. Wir müssten 
zu diesem Zweck v und v0 aus Gleichungen vom 3. Grad 
bestimmen und würden so zu sehr komplizierten, un­ 
übersichtlichen Ausdrücken kommen. Für bestimmte 
Grenzen der Temperatur und des Drucks lassen sich 

• jedoch Vereinfachungen einführen, so dass die Aus­ 
drücke handlicher werden. Für Wasserstoff z. B. wird, 
da a= 0 gesetzt werden kann 

av=(l- ~)a, 
mithin av< ap, Bei anderen Gasen findet das Gegen­ 
teil statt. 

ß 56. Spezifische Wiirme. 
Die in einem Gas enthaltene Wärmemenge ist die 

gesamte kinetische Energie der Molekeln. Wir be­ 
trachten die Masseneinheit des Gases, für welche 
nm= 1 ist. Sonach wird nach Gleichung (56) 

c2 
pv=3 

und die im Gas enthaltene kinetische Energie 
~· 3 ~ = 2P v. 

Bekanntlich ist 
c'=c\(l+at), 

c2 a 
daher _Q__ die Zunahme der gesamten Energie des 2
Gases bei eiuer Temperaturerhöhung um 1 ° C. Lassen 
wir dabei keine Volnmsändernng eintreten, so ist 

•c 0a A r=T 
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die spezifische Wärme bei konstantem Vo­ 
lumen, wenn A das kalorische Aequivalent der Arbeit 
ist. Bei konstantem Druck gilt für das Gas 

v= v0 (1 +at). 
Die Zunahme für einen Grad ist v0 a, wobei die äussere 
Arbeit p v

0 
a zu leisten ist. Das entspricht der Wärme­ 

menge A p v0 a. Um diesen Wert ist also die spezi­ 
f i s c h e W ä r m e b e i k o n s t a n t e m D r u c k I' grösser 
als jene bei konstantem Volumen. Es ist somit 

A2 A2 A2 

I'= ~ o~ + A p Vo a= ~ o a+--?~= 
5 c2

=- Aa -0

3 2 

I' .. 5r=s· 
und 

In Wirklichkeit ist aber nur für wenige Gase, die 
sogenannten einatomigen, wie z.B. für den Queck­ 
silberdampt das Verhältnis der spezifischen 

5 
Wärmen 3. Das rührt davon her, dass wir bei den 

meisten· Gasen die l.Holekeln nicht als Kugeln von 
vollkommen glatter Oberfläche auffassen dürfen, sondern 
als k om plizi er t ere Gebilde. Demzufolge besitzen 
sie nicht nur eine fortschreitende Bewegung, 
sondern auch eine drehende, sowie eine innere Be­ 
wegung, wie z. B. Schwingungen der die Mole. 
keln bildenden Atome. Wir haben daher einen 
Unterschied zwischen der Gesamtenergie H und der 
Energie der fortschreitenden Bewegung K der 
Molekeln zu machen. Für die Masseneinheit des 
GaseR ·~f.
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c2
K=Aa-f, 

hingegen 
C •

H=AaT+k=r, 
wobei k von jenem Teil der Energie herrührt, der nicht 
in der fortschreitenden Bewegung liegt. Ferner ist 

5 Aac\ I'=r+Apvoa=3-2- +k. 
Aus diesen Gleichungen findet man leicht 

I' 2 K 
r=l+3I[·

Ueberlegen wir, dass ! zwischen Null und Eins liegen 

muss, so folgt 
I' 5

1 <--:;- < 3'
was sich ausnahmslos in der Erfahrung bestätigt. 

§ 57. Stosszahl und mittlere Weglänge der Molekeln. 

Wir betrachten die Molekeln als kleine Kugeln 
vom Durchmesser a. Alle sind nach den verschiedensten 
Richtungen des Raums in geradliniger Bewegung be­ 
griffen. Es muss sich folglich ereignen, class eine 
Mol ekel mit anderen zusammenstösst, Die Z ah 1 der 
Zusammenstösse, welche eine Molekel in der Se­ 
kunde erfährt, wollen wir berechnen. Wir denken uns 
zu dem Zweck erst alle Molekeln in Ruhe bis 
auf eine, welche sich mit der Geschwindigkeit c be­ 
wegt. Stösst sie mit einer anderen zusammen, so ist 
die Entfernung der Mittelpunkte beider gleich dem 
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Durchmesser u einer Molekel. Wir werden also den­ 
selben Effekt erreichen, wenn wir uns die ruhende Mo­ 
lekel als Punkt, hingegen die sich bewegende als eine 
Kugel vom Radius u denken. Eine solche Kugel 
hinterlässt als Spur einen Cylinder vom Querschnitt 
:rr: u2 und der Länge c per Sekunde. In der Sekunde 
fegt unsere Kugel also einen Raum :rr: u'c ab. In diesem 
Raum befinden sich N :rr: u2 c Gasmolekeln, falls N die 
Zahl der Molekeln in der Volumeinhcit ist. 

Fit.46. 

Z=N :rr;U2C 

ist daher die Zahl der Zusammenstösse, welche die 
wandernde Molekel erfährt. 

Dieselbe Betrachtungsweise können wir für den 
Fall festhalten, dass alle Molek eln in Bewegung 
sind, nur haben wir dann anstatt C die mitt 1 ere 
relative Geschwindigkeit r einzusetzen, welche 
eine Molekel gegenüber den andern hat. Bilden die 
Bewegungsrichtungen zweier Molekeln den .. Winkel {} 
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(Fig. 46), so ist die relative Geschwindigkeit r gegeben 
durch 

r2= c2 + c2-2 c2 cos&= 2 c2 (1- cos ö), 
Die Zahl sämtlicher Geschwindigkeiten sei N. Sie ver­ 
teilen sich gleichmässig nach allen Richtungen des 
Raums. Wir können sie uns zum Zweck der Rechnung 
als Radien einer Kugel vorstellen, welche gleichmässig 
verteilt die Kugeloberfläche treffen. Auf die Flächen- 

N 
einheit der Kugel gehen demnach -4 2 solcher Ra- n c 
dien. Auf einer Kugelzone 2 n c2 sin & d ,9 liegen die 
Geschwindigkeiten, welche mit der Richtung OA den 
Winkel & einschliessen, Ihre Zahl ist 

2nNc2sin&d-& _N . "d 
4 2 --2smv ,& . n C

und ihre Gesamtsumme 

~ sin,& d ,& V 2 c' (1- cos&) = c N sin,& d {) y1 -;os {) = 

= c N sin ,& sin ! d ,& = 4 c N sin 2 ! cos ! d ! . 
Bilden wir nun durch Integration die Summe über dio 
ganze Kugelfläche und dividieren wir durch die Gesamt­ 
zahl N der Geschwindigkeiten, so erhalten wir die 
mittlere relative Geschwindigkeit. Diese ist somit 

n {) ,{} ,{} 
r = 4 c J sin" 2 cos2 d 2 = 4 c 

0

- • 8 ,,9,-ln sin 2 4c 
-3- =3·

- - 0
Es ist demnach die Zahl der Zusammenstösse einer 
Molekel in der Sekunde 

Z =!_ N n <J2 c. 
3
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Dividieren wir den Weg c, welchen die Molekel in der 
Sekunde zurücklegt, durch die Zahl der Zusammenstösse, 
so erhalten wir die mittlere Weglänge, d. i. den 
Weg, welchen die Molekel im Durchschnitt zwischen zwei 
Zusammenstössen zurücklegt, 

3
Ä = 4 N n a~· 

§ 58. Innere Reibung, 
Bewegen sich zwei einander berührende parallele 

Gasschichten mit verschiedener Geschwindig­ 
keit , so übt die schnellere auf die langsamere eine 
Beschleunigung, diese auf jene eine Verzögerung aus. 
E s wird somit B e w e g u n g s g r ö s s e v on der 
schnelleren an die langsamere Schichte abge­ 
geben, u. z. wird durch die Flächeneinheit der Schichte 
die Bewegungsgrösse 

du 
R=- 'I'/ dz (60) 

per Sekunde getragen. Das heisst, R ist die Kraft, 
welche die schnellere Schichte auf die Flächeneinheit 
der langsameren ausübt. Wir bezeichnen diese Kraft 
mit dem Namen ,,innere Reibung" (SieheBd.I.§64). 

'I'/ nennen wir den Reibungskoeffizienten, !: ist 
das Geschwindigkeitsgefälle senkrecht zur Be­ 
wegungsrichtung der Gasschichte. V erstehen wir unter z die 
eine der Koordinaten eines rechtwinkeligen Koordinaten­ 
systems, so bewegen sich die Schichten parallel zur xy­ 
Ebene. Den Vorgang der inneren Reibung der Gase nach 
der kinetischen Theorie zu erklären läuft also darauf hinaus, 
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die Möglichkeit des Transports vonBewegungs­ 
g r ö s s e parallel zur z-Achse nachzuweisen. 

Die Bewegungsrichtung der Gasschichten sei parallel 
zur x-Achse. In der V olumeinheit des Gases seien n 
lVIolekeln von der Geschwindigkeit s' parallel zur x-Achse 
und [; parallel zur z-Achse. Durch die Flächeneinheit 
der xy-Ebene wird sonach in der Sekunde die Be- 
'wegungsgrösse 

R=Znrns's 
getragen , wobei sich die Summe über alle möglichen 
Werte von s' und [; erstreckt. Die lVIolekeln, welche 
die xy-Ebene mit der Geschwindigkeit [; passieren, 
kommen aus verschiedenen Schichten. Die aus dor 
Schichte mit der Ordinate z stammen, haben die Ge­ 
schwindigkeit 

du 
s'=s+u+azz, 

wobei sich sauf die Wärmebewegung, u+ !:z auf 

die Bewegung der Schichte als Ganzes bezieht. 
Es ist somit u die Geschwindigkeit der Schichte in der 
xy-Ebene. Für die Reibung haben wir also 

R=Znm(s+u+{; z)[;. 

Die Sum men Zn ms[; und Zn mu [; verschwinden wegen 
der gleich grossen Anzahl positiver und negativer t 
und [;. Es bleibt also nur 

du 
R=d~Znm[;z, 

b .. du h I d wo 01 wir dz als konstant anse en. st er Weg, welchen 
die lVIolekel nach ihrem letzten Zusammenstoss in m 
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(Fig. 4. 7) bis zum Passieren der xy-Ebene zurli.cklegt, 
r, so besteht die Proportion 

i;: c=-z:r, 
daher 

{;r 
Z=--'--,

C 

Darnncl. können wir schreiben 
1 du 

R=---d J!nms•r, 
C Z 

1n 

Fig. 47. 

Der M i_t t e 1 wert von r ist aber für alle s eine 
konstante Grösse und zwar gleich der mittleren 
Weglänge Ä, weshalb 

Ä du 2R=-cdzs« ms 
gesetzt werden kann. Nun ist 

J!nms"=p 
gleich dem Druck des Gases, so dass wir leicht nach 
Gleichung (60) für die Gr ö s s e des Reibungs­ 
k o effiziente D 
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p,l, Nmc,l, 
11= c=-3- (61) 

erhalten, wenn wir den Wert von p aus Gleichung (55) 
benützen. 

Führen wir m Gleichung (61) den Wert der mitt­ 
leren Weglänge 

• ein, so ergibt dies 
me 

17 = 4 re a2• 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist frei von der Zahl 
der Molelceln in der V olumeinheit, d. h. die i n n e re 
Reibung eines Gases ist von dessen Dichte oder, 
was dasselbe ist, vom Druck unabhängig. Dieses 
überraschende von Maxwell gefundene Resultat bestätigt 
sich thatsächlich innerhalb sehr grosser Druckgrenzen. 

Aber noch einen anderen merkwürdigen Aufschluss 
gewährt uns die Theorie der inneren Reibung. Wir 
wissen, dass N m = (! die Dichte des Gases ist, somit 
finden wir nach Gleichung (61)

3 'I/
,l,=-.

I? C 
Die Geschwindigkeit cler Molekelu ist uns bereits be- 
kannt (§ 52), der Reibungskoeffizient uncl die Dichte 
sind experimentell bestimmbare Grössen. Wir können 
somit clen Zahlenwert cler mittleren Weglänge 
angeben und damit auch die Stoss zahl einer lYiolekel. 
So finden wir für Weglänge 

W asserstofl O OOOJ 1855 cm 
Sauerstoff 
Stickstoff 
Kohlensäure 

1059 " 
959 ,, 

Stosszahl 
94 80 Millionen. 
4065 ,, 
4735 
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Es beziehen sich diese Zahlen auf den Druck einer 
Atmosphäre und die Temperatur 0° 0. 

§ 59. Wärmeleitung, 
Haben wir parallel zur z-Achse eines rechtwinkeligen 

Koordinatensystems ein Temperaturgefälle !~, so 

fliesst beständig von oben nach unten Wärme durch die 
x y-Ebene. Für die Flächen- und Zeiteinheit ist diese 
Wärmemenge d T 

W=-k-d, z
wenn wir k die Wärmeleitungsfähigkeit nennen. 
Nach unserer Auffassung ist nun W nichts anderes als 
eine Energiemenge, welche von oben nach unten getragen 
wird, und wir können deren Grösse genau so finden, 
wie den Wert der transportierten Bewegungsgrösse im 
vorhergehenden Paragraphen. Es trägt jede passie­ 
rende Molekel ·durch die x y - Ebene die Wärmemenge 

mr(T0 + !~ z), indem_ m die Masse einer Molekel, r die 
spezifische Wärme bei konstanten Volumen und z die 
Höhejener Schichte bedeutet, aus welcher die Molekel 
kommt, Dabei haben wir vorausgesetzt, dass die 'I'em- 
peratur dT 

T =T0+-1-z ( z

sei. T0 ist also die Temperatur in der x y-Ebene. · Wir 
brauchen somit in den Formeln für die innere Reibung 
nur m durch m r und u durch T zu ersetzen und haben 
unmittelbar die Formel für die Wärmeleitung 

cN mÄy (! cÄy 
k= 3 =-3-·
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Es besteht demnach zwischen dem Reibungskoeffi­ 
zienten und der Wärmeleitungsfähigkeit die 
enge Beziehung k = 'Y/Y· 
Ferner folgt, dass auch die Wärmeleitungsfähig­ 
keit vom Druck des Gases unabhängig ist, und 
schliesslich haben wir auch in der Wärmeleitung ein 
.Mittel den Zahlenwert der mittleren Weglänge 
kennen zu lernen. 

§ 60. Grösse der llolekeln, 
Komprimieren wir ein Gas durch sehr grosse Druck­ 

kräfte auf das kleinste mögliche Volumen, so können 
wir annehmen, dass die Molekeln den Raum V der 
ihnen zur Verfügung steht, völlig mit Materie aus­ 
fällen. Ist das ursprüngliche Volumen Eins, die darin 

enthaltene l\folekelzahl N, so wird, da ! N n a8 das 
achtfache Molekularvolumen ist 

1 V=6 N na8• 

Diese Gleichung erlaubt mit Hilfe des Werts der mitt­ 
leren Weglänge 

ß 
,1. = 4 N n:7' 

den Durchmesser einer Molekel 
a=8V). 

zu finden. Dieses überraschende Resultat verdanken 
wir Losch mid t. Er fand auf diesem Weg für 

Wasser 
Kohlensäure 114 " .



Für ausgedehntere Studien der optischen Erschei­ 
nungen sind folgende Werke zu erwähnen. 

V. v. Lang: Einleitung in die theoretische Physik. 2. Aufl. 
Braunschweig 1881. 

A. Be er: Einleitung in die höhere Optik. 2. Aufl. Bearbeitet 
von V. v. Lang. Braunschweig 1882 

E. Verde t: Vorlesungen über die Wellentheorie des 
Lichtes, Deutsche Bearbeitung von R. Exner. Braun­ 
schweig 1881. 

F. Neumann: Vorlesungen über theoretische Optik. Her­ 
ausgegeben von E. Dorn. Leipz.ig 1885. 

H. Poi n care: Mathematische Theorie des Lichts. Deutsch 
von E. G a m l i c h und W. Jäger. Berlin 1894. 

Für tiefere Studien in der Wärmelehre und kine­ 
tischen Gastheorie sind folgende Werke zu nennen: 
V. v. Lang: Einleitung in die theoretische Physik. 2. Aufl. 

Braunschweig 189 l. 
C Christ. i a n s e n : Elemente der theoretischen Physik. 

Leipzig 1894. 
B. Ric rn an n: Partielle Differentialgleichungen, angewendet 

auf physikalische Fragen. Herausgegeben von Hatten­ 
dorf. Braunschweig 1876. 

R. CI aus i us: Die mechanische Wärmetheorie. Braun­ 
schweig 1876. 

- Die kinetische Theorie der Gase. Herausgegeben 
von M. P 1 a 11 ck und C. Pu I fr ich. Braunschweig 
1889-1891. 

II. Poi n care: Thermodynamik. Deutsch von W. Jäger 
und E. Gum Ii ch. Bedin 1893. 

0. E. Meyer: Die kinetische Theorie der Gase. 2. Aufl. 1 

Breslau 18i" .("' 1 ,. " , 
s:,Y ,?.,, ~ ' L. Bo lt z man n: °':'~\1esunge~ ti~ r ~as~h~orie. L · :l'ff r. 

J. D van der f iaals: DN:'t .tinuität des g~ö·m1~ 
und flüssigen Zusta11d'es.; . Aufl. 't Lei·Jl'z.i.J. 11 ~ 



0. J. Göschen'sclle Verlagshandlung, Lefpsle. 

P. P. 
Gestatten Sie uns, Ihre Aufmerksamkeit auf eine Publi­ 

kation unseres Verlages zu lenken, die unter dem Namen 
,,Sammlung Schubert" 

im Sommer 1899 zu erscheinen begonnen hat. 
Der ungeahnte Aufschwung, clen in den letzten Jahr­ 

zehnten Technik und Naturwissenschaften genommen haben, 
• bat clie naturgemässe Folge gehabt, dass sich von Jahr zu 
Jahr ein lebhafteres Interesse der 

Mathematik 
zugewendet und das Bedürfnis nach gründlicher mathema­ 
tischer Bildung mehr und mehr gesteigert hat. Giebt doch 
die Mathematik für alle technischen Fächer die theoretische 
Grundlage und für jede tiefere Auffassung der Naturgesetze 
die fein gegliederte Ausdrucksweise her. Dazu kommt die 
immer mehr um sich greifende Erkenntnis, dass die Mathe­ 
matik das beste Mittel zu einer formalen Ausbildung des 
Verstandes ist, dass man an derselben am besten denken 
lernen und den Geist befähigen kann, Jeden, gebotenen Stoff 
in sich aufzunehmen und zu einem verwendbaren Eigentume 
zu verarbeiten. 

Wenngleich für jedes der einzelnen Gebiete der Mathe­ 
matik Lehrbücher genug vorhanden sind, so fehlte es doch 
bisher an einem auf dem heutigen Standpunkt der Wissen­ 
schaft und der Lehrmethoden stehenden Lehrgange der ge­ 
samten Mathematik , welcher, einheitlich ang·eleg-t, in 
systematisch sich entwickelnden Einzel-narstelluugen 
alle Gebiete der Mathematik umfasste. 

Dieser Umstand bewog uns, die ,,Sammlung Sehu b e r t" 
ins Leben zu rufen, eine 
Sammlung mathematischer Lehrbücher, 

die erstens auf wissenschaftlicher Grundlage beruhen, 
zweitens den Bedürfnissen des Praktikers Rechnung 

tragen, und 
drittens durch eine leicht fassliche Darstellung des Stoffs 

auch für den Nichtfachmann verständlich sind. 
So hoffen wir, dass diese Bücher in doppelter Weise 

sich brauchbar und nützlich erweisen werden: einerseits für 
den Mathematiker, der in Fächern, die nicht zu seiner Spe- 



z ialität gehören, sich unterrichten oder auch nur nachschla­ 
gen will, anderseits für den Techniker und Naturwissen­ 
schaftler, dem in leicht fasslicher Sprache alles geboten wird, 
was er von der Mathematik für seine besonderen Zwecke 
wissen muss. Die Form der Darstellung ist so gewählt, dass 
die einzelnen Bände in gleicher Weise für den Unterricht, wie 
für den Selbstunterricht oder zur Repetition geeignet sind. 

Verzeichnis der erschienenen und projektierten 
Bände der ,,Sammlung Schubert". 

Erschienen sind bis Herbst r goo : 
Band I: Elementare Al'ithmetik und Alg·ebra von Prof. 

Dr. Hermann Schubert in Hamburg M. 2.80. 
It: Elementare Plauimetde von Prof. W. Pflieger 

in Münster i. E. M. 4.80. 
JJI: Euene und sphärtsche 'l'rig·onometrie von 

Dr. F. Bohnert in Hamburg M. 2.-. 
,, VI: Algebra mit Einschluss (l. elementaren Zahlen• 

t.heorie von Dr. Otto Pund in Altona. M. 4.40. 
VII: Ebene Geometrie der Lag·e von Prof. Dr. Rud. 

Böger in Hamburg. M. 5.-. 
,, VIII: Analytische Geometrie der Ebene von Prof. 

De. Max Simon in Strassburg. M. 6.-. 
,, JX: Analyti"sche 6eometrie des Raumes von Prof. 

Dr. Max Simon in Strassburg. M. 4.-. 
XII: Elemente der darstellenden Geometrie von 

Dr. John Schröder in Hamburg. M. 5.-. 
,, XIII: Differentinlg·leichnugen von Prof. Dr. L. Schle­ 

singer in Klausenburg- M. 8.-. 
,, XIV: Praxis der Gleichungen von Prof. C. Runge in 

Hannover. M. 5.20. 
XIX: Wahrscheinlichkeits- und Ausg'lelclnmgsrecll• 

nung von Dr. Norbert Herz in Wien. M. 8.-. 
,, XXV: Analytische 6eometrie der FI.ächeu_ zweiten 

Grades von Prof. Dr. Max Simon 111 Strass­ 
burg. M. 4.40. 

In Vorbereitung bezw. projektiert sind: 
Band IV: Elementare Stereometrie von Dr. F. Bohnert 

in Hamburg. 
V: Niedere Analysis von Prof. Dr. Hermann 

Schubert in Hamburg. 



Band X: Differentialrechnung von Prof. Dr. Franz 
Meyer in Königsberg. 

X[: Integralrechnung von Prof. Dr. Franz Meyer 
in Königsberg. 

XV: Elemente der Astt·onomie von Dr. Ernst 
Hartwig in Bamberg. 

XVI: Mathematische Geographie von Dr. Ernst 
Hartwig in Bamberg. 

XV[[: Anwendung der darstellenden Geometrie 
von Dr. John Schröder in Hamburg. 

XVIII: Geschichte der Ma1;11ematik von Prof. Dr. A. 
v. Braunmühl und Prof. Dr. S. Günther. 

XX: Versicherung·smatltematik von Ferd. Paul 
in Budapest. 

XXI: Dynamik von Dr. Karl Heun in Berlin. 
XX[[: 'I'eclmische Mechanik von Dr. Karl Henn in 

Berlin. 
XXIII: Geodäsie von Prof. Dr. C. Reinhertz. 
XXIV: Allg·emeiue Funktionentheorie von Dr. Paul 

Epstein in Strassburg. 
XXVI: Räumliche projektive Geometrie. 

" XXVH: Geometrische 'I'ranstormattonen von Dr, 
Karl Doehlemann in München. 

,, XXVIII: 'l'heorie der höheren nlgebratschen Kurven. 
" XXIX: Allg·emeine Theorie tier Elächen und Raum­ 

kurven von Prof. Dr. Victor Kommerell 
in Calw und Dr. Karl Kommerell in Gmünd. 

XXX: Elliptische Funktionen von Dr. Paul Epstein 
in Strassburg. 

XXXI: Hyperelliptische und Abelsche Funktionen 
von E. Landfried in Strassburg. 

" XXXI[: 'l'heorie und Praxis der Reihen, 
XXXUI: lnvariantentheorie von Dr. Jos. Wellstein 

in Strassburg. 
XXXIV: Linieug·eometrie von Dr. Konrad Zindler in 

Wien. 
" XXXV: Mehrdimensionale Geometl'ie. 
" XXXVU: Kinematik von Dr. Karl Heun in Berlin. 
"XXXVIII: Potentialtheol'ie von Oberlehrer Grimsehl 

in Hamburg. 
XXXIX: Wärmelehre von Prof. Dr. W. Voigt in. 

Göttingen. 
XL: Theoretische Optik von Dr. J. Classen in 

Hamburg. 
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