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Elektrostatil.

§ 1. Grunderscheinungen — Coulombs Gesetz.

An Seide geriebenes Glas oder an Wolle geriebene
Harze ziehen leicht bewegliche Korper an und stofien
gie nach der Anziehung wieder ab. Als Ursache dieser
Erscheinung sieht man die Elektrizitdt an, welche
durch Reiben auf der Oberfliche des Glases oder Harzes
entsteht und deshalb Reibungselektrizitiit genanut
wird. Bringen wir einen Korper mit einem elektrischen -
in Beriihrung, so wird er in der Regel ebenfalls elek-
trisch. Es wird ihm Elektrizitit mitgeteilt. Geschieht
dies leicht und verteilt sich die Elektrizitiit sofort iiber
den ganzen Korper, so nennen wir diesen einen Leiter,
im entgegengesetzten Fall einen Nichtleiter der
Elektrizitit oder Isolator.

Zwei kleine Kugeln, welche durch einen Glasstab
elektrisiert worden sind, stoBen sich ab, ebenso durch
Harzstiibe elektrisierte Kugeln. Enthilt aber die eine
(Hlaselektrizitit, die andere Harzelektrizitit, so ziehen
gie einander an. Gtlas- und Harzelektrizitit haben
entgegengesetzte Eigenschaften. Wir nennen die
(Haselektrizitit positiv, die Harzelektrizitit
negativ. Gleichnamige Hlektrizititen stoBen
einander ab, ungleichnamige ziehen ein-
ander an,



6 ; Elektrostatik.

Befindet sich auf einer sehr kleinen Kugel die
Elektrizititsmenge m, auf einer zweiten m’, so stofien
sie sich mit einer Kraft

mm’
K=8

& (1)
ab, wenn die Entfernung ihrer Mittelpunkte r ist.
Der Proportionalititsfaktor ¢ hingt von der Einheit

ab, mit welcher wir Elektrizititsmengen messen. Wir
wollen kiinftig

e=1
setzen. Wihlen wir fiir die Kraft und Liinge die ge-
wohnten (C-G-S)-Einheiten, so messen wir die Elektri-
zititsmengen im absoluten elektrostatischen MaB.
Das in der (leichung (1) ausgesprochene Kraftgesetz
wurde von Coulomb entdeckt.

§ 2. Komponenten der elektrischen Kraft — Potential.

Aus der mathematischen Formulierung des Coulomb-
schen Gesetzes geht hervor, daB wir eine abstoBende
Kraft als positiv, eine anziehende als negativ
auffassen. Die Kraft wirkt in der Richtung der Ver-
bindungslinie r zweier elektrischer Punkte, welche die
Koordinaten x, y, z bez x/, y, # besitzen. Wir
konnen sie daher in drei Komponenten nach den
Achsen eines rechtwinkeligen Koordinatensystems  zer-
legen. Diese sind

& L 0 [mm'
G =mm.z___£=-__(__)
K cose o g

2 r
und ebenso
Y — _i(m_nl
Ayl
o ) mm')
y siiE _8_z( ¥ g



Komponenten der elektrischen Kraft — Potential. 7

Ist ein dritter elektrischer Punkt von der Menge

m” in der Entfernung r” von m vorhanden, so iibt er
”

auf m die Kraft nlll—,n; aus. Diese gibt parallel zur

x-Achse eine Komponente

0 (mm’
” P IV (o iy
" ox ( g ,) ]
Wir haben daher als Gesamtkraft parallel zur
x-Achse :

‘ d (mm’ mm”
3] ’ //____ s Ll e )
X=X4X"= 6x< 7 S 1",)

g iy m”
- g+ )
Wir konnen diese Uberlegung ohne weiteres auf

beliebig viel elektrische Punkte ausdehnen und erhalten
80, wenn wir m = 1 setzen,

] m
e e S

0 m
e g

a m
g

Die Groe 2 Bri ist also nichts anderes als- das
Potential der Krifte X, Y, Z (Bd. I, § 14). Man
nennt daher 2% das elektrische Potential, die

Potentialfunktion oder auch die Spannung der
Elektrizitiit.



8 Elektrostatik.

§ 3. Potential einer Kugel, auf deren Oberfliche die
Elektrizitit gleichmiBig verteilt ist.

Auf einer Kugelfliiche vom Radius a (Fig. 1) befinde
sich gleichmiflig verteilt die Elektrizititsmenge M. Auf
der Flicheneinheit ist somit die Menge

M
6= ——
4ma?’

und wir nennen ¢ die Flichendichte der Klektrizit#t.
Auf dem Flichenelement w sitzt daher die Menge wo.

Thr Potential im Punkt A ist ﬂui Das Potential der

gesamten Elektrizitit -ist daher 2 % . Lassen wir w

um OA rotieren, so erhalten wir eine unendlich schmale

Fig. 1.

Kugelzone, deren Punkte simtlich von A gleichweit
entfernt sind. Ihre Fliche ist 2 za?sinpdg und ihr

Potential
fliche ist daher

Ao
2ma 0:m¢d¢ . Das Potential der Kugel-

e

Ve gato[F2202 @

0



Potential einer Kugel, 9
Aus Rk a8 L Y g
= p apcose
erhalten wir leicht
udu =apsinpde
oder

singpd i
plo ap '
was in Gleichung (2) eingesetat
Uz
2nao 2mao
V= du = U, —
b f p (U — W)
Up
ergibt. Dabei ist u, der Wert von u fiir ¢ = 0, also
shrabid U=p—a,
wihren
U =D+ a
der Wert von u fiir ¢ = n ist. Danach wird
2maco 4na’c
Y = (a+p—p-+a) = np .
ist
“lli\Tctlllnls aber dnato =1,
olg
Y
P

Das heifit, die auf einer Kugelfliche gleich~-
miBig verteilte Elektrizitit wirkt auf einen
Punkt auBerhalb der Kugel so, als wire sie im
Mittelpunkt vereinigt.

Liegt der Punkt innerhalb der Kugel, so ist

U=2a—p, U; =a-+Dp;

dah
i 2nao

V=

@+p—a+p)=4nao.



10 Elektrostatik.

Wir haben also wohl zu unterscheiden zwischen
dem Wert des Potentials in einem Punkt auBerhalb
und in einem Punkt innerhalb der Kugelfliche.
Fiir einen Punkt auf der Fliche selbst, d.h. fir p =a
gehen natiirlich beide Formeln ineinander {iber.
Innerhalb der Kugel haben wir also ein konstantes
Potential, wo immer der Punkt A liegt. Die Kraft,
welche auf den Punkt wirkt, ist daher Null.

§ 4. Potential einer Vollkugel.

Die Elektrizititsmenge M sei im Innern einer Voll-
kugel gleichmiiBig verteilt. Wir konnen uns das in
einer Kugel, welche aus einem Isolator besteht, realisiert
denken. Wir haben dann in der Volumeinheit die Menge

M

Lt 4 mal
und nennen ¢ die Dichte der Elektrizitat. Wir
denken uns die Kugel in unendlich viel diinne kon-
zentrische Schalen zerlegt. Kine jede Schale wirkt dann
auf einen Punkt auBerhalb so, als wire die gesamte
Elektrizitit im Mittelpunkt vereinigt. Wir haben daher
auch fiir die Vollkugel als Potential auf einen auBer-
halb liegenden Punkt

M f}na“’

P P

Liegt jedoch der Punkt im Innern der Kugel, so
setzt sich das Potential aus zwei Teilen zusammen.
Der eine riihrt von Kugelschalen her, welche innerhalb
der Kugel vom Radius p liegen. Sie wirken wie auf
einen auferhalb liegenden Punkt. Thr Potential ist

$nplo 4amplo
v1= ==
P 3




Die Laplacesche Gleichung. 11

Fir die fibrigen Kugelschalen ist jedoch der Punkt
ein innerhalb liegender. Wir haben fiir eine solche
Schale als Potential 4 wao. In unserem Fall ist nun

o=pdr
zu setzen, und es wird der zweite Teil des Potentials
a
Vi = 4ng]rdr =2ng(a2—p?,
P
indem eine Schale den Anteil 4 mordr liefert. Es ist
somit

VeV, + V=228 4 2aper — p)

-=2nga.2—-27;9p".

§ 5. Die Laplacesche Gleichung.

Zwei Punkte in der Entfernung r haben die Ko-
ordinaten x, y, z bez. X/, y/, . Hs ist dann

e —x)'+F -9+ @ -2 3
"~ Es lift sich nun leicht zeigen, daB

g e+ ae) +a(a) 4 (3) =

“ist. Wir haben niimlich

@1 10 0n . L Tex &% . < Rliiix
?3’:2(?) A 3 T"Suntie” RENT YR BT T Es
da nach Gleichung (3)
gL N X
ox ) 4o\



12 Elektrostatik.
ist. Wir erhalten nun durch weitere Differentiation

02 (]) 8(2’_:) 1 3 —x)or

ox2\t/) " Ox r3 r8 4 ox
1. 8(x—x)
iR, SEOHET TIAA.

Gileicherweise ergibt sich

SRR L .

dy? \r 18 rs
und

02 (1 1 3@ —z)?

zﬂﬁ““ﬁ+—7r*

Addieren wir die drei letzten Gleichungen, &0 er-
halten wir tatsichlich

(9o

Haben wir anstatt zwei mehrere Punkte, so ist
natiirlich fiir einen bestimmten Punkt ebenfalls

2aft) - s3(t) o

Daran wird nichts gefindert, wenn in jedem Punkt

eine elektrische  Masse sitzt und wir 45~ bilden.
i

Auch diese GroBe muB gleich Null sein. Nun ist aber

E

das Potential der elektrischen Massen auf einen Punkt,



Die Poissonsche Gleichung. 13

Wir erhalten daher die Gleichung
02V . 0*V. . 6V
o0x? o dy? L P el 3
welche nach ihrem Entdecker die Laplacesche
Gleichung genannt wird.

§ 6. Die Poissonsche Gleichung.
Wir fanden fiir das Potential einer Vollkugel auf
einen aullerhalb liegenden Punkt (§ 4)
_Amate 1 4adp 1

W 8 .]—/x?—{—y?—{—z?,
wenn wir uns den Mittelpunkt der Kugel zum Ursprung
eines rechtwinkeligen Koordinatensystems wihlen. Es
gilt fiir diesen Fall auch die im vorigen Paragraphen
gefundene Gleichung AV. = 0

 Bocat M

Ve

Anders yverhilt es sich jedoch, wenn der Punkt im
Innern der Vollkugel liegt. Wir haben dann

270

Vi=2mnpa?—
wobei p? = x? 4 y? 4 22 ist.
Durch Differentiation erhalten wir

p?,y

03N O8Ny T @R R
dx? dy* 0z2 3
oder AVi= —4np. (4)

Diese Gleichung stimmt mit der Laplaceschen nicht
tiberein. Das rithrt daher, weil der Raum rings um
unsern Punkt, fiir welchen wir das Potential bestimmt
haben, von Massen erfiillt ist, wiihrend wir die Gleichung
von Laplace unter der Bedingung ableiteten, da8 der
Punkt von den fibrigen Massen getrennt ist.



14 Elektrostatik.

Was wir fiir die Kugel fanden,
gilt aber flir jeden mit Masse er-
fiillten Korper. Immer besteht fiir
einen Punkt innerhalb zusammen-
hiingender Massen die Gleichung (4).
Wir konnen uns nimlich immer
um diesen Punkt eine kleine Kugel

Fig. 2. geschlagen (Fig. 2) und uns das
Potential des ganzen Korpers aus den zwei Teilen V, , von
den Massen auBerhalb der Kugel herriihrend, und dem
Potential Vy der Kugel bestechend denken. s gilt dann

AV, =0, 4V, = —4ng,
also auch, da
AV = AV, + V) = AV, + 4V,

- AV = —4np.
Das ist die Poissonsche Gleichung.
z
122
2 !
M X
Y
Fig. 8.

§ 7. Potential einer Kreisscheibe.
_ Eine Kre@sscheibe (Fig. 3) liege in der (y z)-Ebene
mit ihrem Mittelpunkt O im Ursprung des Koordinaten-



Potential einer Kreisscheibe. 15

systems. Sie sei mit Masse von der Flichendichte o
gleichmifig belegt. Wir suchen ihr Potential auf den
Punkt M in der x-Achse. S#mtliche Punkte des Flichen-
elements 2z rdr liegen in der Entfernung u von M,

liefern daher das Potential E_:_erdg, und da

u? =r? 4 x?,
so ist das Potential der gesamten Scheibe

R R
2nrdro rdr
V=|—————=27a0] ———
frnte e

0

R
= 2no[Vr2+x2]=2na(yR2—|—x2—X). ;
R

Fiir die Kraft auf den Punkt finden wir

' 0 x
p QP LRTA AP SRS (O S
0 YR? 4 x?
- Riickt _der Punkt sehr nahe an die Scheibe, so
x
konvergiert e gegen Null, und wir erhalten

JR? + x
fiir die Kraft in unmittelbarer Nihe der Scheibe
X=2mo.

Denselben Wert hat natiirlich die Kraft auf der
andern Seite der Scheibe, nur ist sie hier entgegen-
gesetzt gerichtet. Geht man also von der positiven
Seite durch die Scheibe auf die negative, so #ndert
sich die Kraft um 4 #¢. Nennen wir das Potential auf
der positiven Seite V,, auf der negativen V_, so ist

oV, . 9V_
gt v i o bkl



16 Elektrostatik.

Diese Gleichung gilt aber fiir jede Fliche. Wir
kionnen n#mlich aus einer beliebigen Fliche (Fig. 4) eine
kleine kreisférmige Scheibe herausschneiden. Nennen
wir dann das zum Punkt M gehdrige Potential V., das
zum Punkt M’ gehorige V_, so #ndert sich die Kraft,

Fig. ¢.

welche von der Scheibe NN herrtlﬁrt, beim Durchgang
sprungweise, hingegen jener Teil, der von den iibrigen
Teilen der Fliche stammt, stetig. Hs bleibt daher fiir
den Durchgang wiederum

OV PN .

W ey ©)

wenn wir unter n die Normale zur Fliche verstehen.

§ 8. Der GauBische Satz.

Von GauB wurde folgender Satz gefunden: Be-
zeichnen wir mit m die Menge Elektrizitit in einem
Punkt, dessen Entfernung von einem beliebigen Flichen-
element dS mit r, mit N die Normalkraft, welche m
in dS erzeugt, und mit w den Raumwinkel, welchen
die ganze Fliche S von m aus betrachtet bildet, so
gilt die Gleichung

f NdS=mw.



Der Gaullsche Satz. 1?7

Tie Rratt von'm In 48 ist%. Hiidet - die  Home
male zu dS mit r den Winkel «, so ist

m
= — COS X
r2

und _
NdS=m 9_%5;_22 —mdo.

Ziehen wir ndmlich von m aus Gerade an die Um-
grenzung von d S, so bilden sie einen Kegel, der aus
einer Kugelfliiche vom Radius Eins, die wir um m als
Mittelpunkt schlagen, die Fliche d w herausschneidet.
Das ist aber gleichzeitig die Definition des Raumwinkels,
welchen dS von m aus betrachtet bildet. Es ist damit
der Gaufische Satz

[NdS=mo
bewiesen.
Spezielle Fille erhalten wir fiir eine geschlossene
Fliche. Liegt m innerhalb derselben, soist w = 4 7, also
/ NdS=4nm.

Ist m auBerhalb, so w = 0, da jedes Raumwinkel-
element einmal positiv und einmal negativ in Réchnung
kommt, daher

[NaS=0.

Liegen mehrere Punkte m, m’, m”... zum Teil
innerhalb, zum Teil auBerhalb der geschlossenen Fliche, so
/ NdS =47n2m,
wobei Z'my die Summe aller wirksamen Punkte im

Innern der Fliche bezeichnet.

JAger, Theoretlsche Physik. IIL 2



18 J Blektrostatik.

§ 9. Wirkung einer homogenen Zylinderfliiche.

Ein unendlich langer Kreiszylinder vom Radius R
sei gleichformig mit wirksamer Masse von der Dichte o
belegt. ~ Die Anschauung ergibt, daB die Kraft senk-
recht zur Zylinderachse gerichtet sein mufB. Legen
wir durch einen Punkt in der Entfernung r von der
Achse eine konzentrische Zylinderfliche, und begrenzen
wir sie auBerdem durch zwei zur Achse senkrechte
Ebenen im Abstand Eins, so liegt innerhalb dieses
Zylinders die Masse 27 Ro, und es ist nach dem
GauB’schen . Satz

[NadS=2arN,=4n:2aRo
und somit die Kraft des Zylinders auf einen #uferen
Punkt
4nRo

T

N, =

Fiir einen inneren Punkt ist
fNidS =2xrN;j=0,
W04

§ 10. Wirkung einer Ebene.

Haben wir eine unendliche Ebene mit Masse von der
Dichte ¢ belegt, so steht die Kraftrichtung natiirlich senk-
recht auf der Ebene und ist symmetrisch zu beiden Seiten
der Ebene. Wir legen durch einen Punkt in der Entfernung
x eine parallele Ebene und eine zweite symmetrisch dazu.
Diese beiden Ebenen sollen einen mit seiner Achse zu ihnen
senkrechten Zylinder vom Querschnitt Eins begrenzen.
Fiir diesen Zylinder ergibt nun der GauB’sche Satz

deS=2N—4no,
fishes N=2ao,
wie wir bereits 8, 15 auf anderm Weg gefunden haben,

also
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§ 11. Verteilung der Elektrizitit auf einem Leiter.

Im § 1 lernten wir zweierlei Elektrizititen kennen,
die positive und die negative. Laden wir einen Korper
positiv mit einer bestimmten Elektrizititsmenge und
geben dann so viel negative Elektrizitit noch hinzu,
bis der Korper wieder unelektrisch ist, so konnen wir
sagen: er enthilt gleichviel positive und negative
Elektrizitit. Jeder unelektrische Kdrper kann
als mit gleichviel positiver und negativer
Elektrizitit geladen angesehen werden. Beide
Klektrizititen sind in dersélben Weise verteilt, konnen
daher keine Wirkung nach aufien ausiiben. Bringen
wir nun einen elektrischen Korper in die Nihe, so
wird er die gleichnamige Elektrizitit abstofen, die un-
gleichnamige anziehen. Ks erweist sich der urspriing-
lich unelektrische Korper sodann elektrisch. Wir nennen
diesen Vorgang Elektrizititserregung durch Ver-
teilung.

Laden wir einen Leiter mit Elektrizitit, so wird
sie sich auf ihm in bestimmter Weise anordnen. Es
befindet sich die Elektrizitit im Gleichgewicht, wenn
alle Kriifte, welche die einzelnen elektrischen Teilchen
aufeinander austiben, im Gleichgewicht sind. Fiir
alle Punkte im Innern des Leiters mufi daher
die Kraft gleich Null, folglich das Potential
eine konstante Grofe sein. Xs ist dann aber im
Innern des Korpers

AN =0

das heifit, es muB die Dichte der Elektrizitit ¢ = 0
sein; denn wire dies nicht der Fall, so hiitten wir ja
nach Poisson

AV e — 4 np .

2'
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Ist demmach die Elektrizitit auf einem Leiter im
Gleichgewicht, so befindet sie sich nur an der Ober-
fliche des Leiters.

§ 12. Verteilung der Elektrizitiit auf einer Kugel —
Kapazitit einer Kugel.

Aus der allseitigen Symmetrie einer Kugel geht
ohne weiteres hervor, daB die Elektrizitit sich auf ihr
gleichmiBig verteilen muB, so da die Dichte an allen
Punkten der Kugeloberfliche gleich groB ist. Das
Potential auf einen inneren Punkt ist dann nach § 3

4nalc E

YV =4dmat == 3
a a

wenn wir mit B die gesamte Elektrizititsmenge auf der
Kugel bezeichnen. Die Elektrizitiitsmenge ist also

E= Va.

Die GroBe a, mit welcher das Potential multipli-
ziert werden mufi, damit man die Elektrizititsmenge
erhilt, nennen wir die Kapazitit der Kugel.

Sind zwei Kugeln sehr weit voneinander entfernt,
so konnen wir den EinfluB, welchen die Elektrizitiits-
mengen dieser Kugeln aufeinander ausiiben, vernach-
lassigen. Die Radien der beiden Kugeln seien a und
a’, ihre Elektrizititsmengen B beziehungsweise K. Die
Kugeln besitzen dann das Potential

V= E, e
a

al

Wir verbinden nun beide Kugeln durch einen
diinnen Draht. Demzufolge werden die Kugeln das
gemeinschaftliche Potential P annehmen, da wir sie ja



Allgemeine Beziehungen. 21

jetzt als einen einzigen Korper betrachten kdnnen. Es
mulB jetzt ’
e €
o T A s s
R
sein, wenn wir mit e und ¢- die Elektrizititsmengen
bezeichnen, welche nunmehr auf den Kugeln sitzen. Es
ist also auch
- Pt e B Ry e
Cada ata’
B G
T &kl

Daraus folgt

§ 13. Allgemeine Beziehung zwischen Elektrizitiits-
menge, Potential und Kapazitit — Potential der Erde.

Bestimmen wir fiir einen beliebigen Korper (Fig. 5)
das Potential auf einen innerhalb liegenden Punkt M,
so haben wir jedes Flichenelement w mit der zuge-

Fig. 5.

hérigen Flichendichte zu multiplizieren, durch die Ent-
fernung u zu dividieren und iiber die ganze Oberfliche
zu summieren. Das Potential ist also

WO

T FEL,
u
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u. z muB es im Innern des Korpers einen konstanten
Wert haben. Wichst nun in allen Punkten des Korpers
die Dichte der Elektrizitit proportional, so wird dds
Gleichgewicht nicht gestort. HEs besteht somit auch die
Gleichung

wno

nV=2 5
u

2Zonoc=nk

ist nun die auf dem Korper vorhandene Elektrizitits-
menge, welche frither den Wert

E=Z2wo

hatte. Es wichst daher die Elektrizititsmenge
mit dem Potential proportional, so daB immer die
Gleichung EeaV

besteht, wobei « eine konstante GriBe ist, die wir die
Kapazitiat des Korpers nennen. Fiir die Kugel fan-
den wir sie gleich dem Radius a. Wir konnen daher
sagen:  Die Kapazitit hat die Dimension einer
Linge.

Haben wir mehrere Kérper von verschiedener Kapa-
zitit, die sehr weit voneinander entfernt sind, und
verbinden wir sie durch sehr diinne Drihte, so werden
gie ein gemeinsames Potential annehmen, wihrend sich
in diesem Fall die Kapazititen einfach summieren.
Die Kapazitit #ndert sich jedoch, wenn sich
die Korper einander nihern. Die Elektrizitits-
mengen auf den einzelnen Korpern kdnnen wir ebenso
finden wie im vorhergehenden Paragraphen flir die
Kugeln, nur haben wir jetzt anstatt a die Kapazitit «
usw. zu setzen.
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Bringen wir einen Korper mit der KErde in Ver-
bindung, so nimmt er ihr Potential an. Wir setzen
dies gewdhnlich gleich Null, doch ist das nicht not-
wendig; denn die Grofie, welche wir das Potential
eines Kdrpers nennen, ist immer nur die Differenz
zum Potential der Erde. Ks liegt sogar nahe, der
Erde auch ein Potential zu geben. Die positiv und
negativ elektrischen Korper weichen dann in ver-
schiedenem Sinn vom Potential der Erde ab. Wir be-
folgen hier dieselbe Anschauungsweise wie bei der
Wiérme, wenn wir die Temperatur unter Null durch
Kiltegrade, die tiber Null durch Wirmegrade messen,
obwohl wir beide, wie wir es nach Einfithrung des
absoluten Nullpunkts ja auch getan haben (Bd. II, § 39),
auch als gleichbezeichnetes GréBen ansehen konnen.

§ 14. Der Kugelkondensator.

Wir betrachten zwei konzentrische leitende Hohl-
kugeln (Fig. 6). Die Oberflichen der inneren Hohl-
kugel haben die Radien a, und a,, die der duBeren

a; und a,. Durch einen sehr diinnen Draht sei die
innere Hohlkugel mit einem Korper vom konstanten
Potential A verbunden, die #uBlere werde auf dem
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Potential B gehalten. Wir nehmen nun an, auf den
Kugelfliichen sitzen entsprechend den Radien a,, a,
usw. die Elektrizititsmengen E,, E,, E;, E,. Fir
einen innerhalb der inneren Hohlkugel liegenden Punkt
M, der sich in der Entfernung r vom Mittelpunkt 0
befindet, kann also das Potential nur den Wert A,
hingegen in einem Punkt M’ der #uBeren- Hohlkugel
-in der Entfernung r’ den Wert B haben. Die Elektri-
zititsmengen E,, E, usw. haben wir uns wegen der
allseitigen Symmetrie auf den zugehdrigen Kugelfliichen
gleichmiBig verteilt zu denken. K, wirkt daher auf
M, als wire die gesamte Menge im Punkt 0 vereinigt.
Fiir die iibrigen Kugelflichen ist M ein innerhalb
liegender Punkt. Das Potential A setzt sich daher
folgendermaBen zusammen:

E, B E E
x i By #® ag a4,
Fiir den Punkt M’ liefern die Elektrizititsmengen
E,, E,, E,; ein Potential, als wiren sie in 0 vereinigt.
Nur fir die duBlerste Kugelfliche ist M’ ein innerhalb
liegender Punkt. Wir erhalten somit
B4 By By B
B 7 + o
Wir miissen nun
E, =0
setzen, da A fiir alle Punkte der inneren Hohlkugel
konstant sein muB. Es bleibt somit

D+t ©)
E+E

\

+_,—.:
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Das Potential B muB wiederum fiir alle Punkte

der #uBeren Hohlkugel konstant sein. Daraus folgt
E,+E=0.

Es sitzt demnach auf den zwei einander zuge-
kehrten Kugelflichen gleich viel, aber entgegengesetzte
Elektrizitit. Somit bleibt uns nur

T
=24 @
d. h. derselbe Potentialwert, als wire nur eine
einzige leitende: Kugel vom Radius a, vor-
handen. Die Gleichungen (6) und (7) ergeben

L

und da %
E = —E,
80
1 1
A i
oder

Wir nehmen nun an, die innere Kugelschale sei
isoliert und die #uBere werde geladen. Dann muB
E + E, =0, oder da E; = 0, so muB auch E, = 0
und damit auch E; = 0 sein. Es befindet sich also
dann Elektrizitit nur auf der #uBeren Oberfliche, deren
Menge die Gleichung

B, =a,B

angibt. Verbinden wir jetzt die innere Kugel mit der
Frde, so daB A = 0 wird, so folgt

GG B M BRI L vy RS P T

)

g — 2y gy



26 Elektrostatik.

E, und E; sind also um so groBer, je kleiner
a; — a, ist, d.h. je n#her die beiden inneren Kugel-
flichen aneinander riicken. Wir kénnen dann in erster

Anniiherung By e By e B g RS

setzen, hingegen sei &

I

Es wird jetzt
“2 2
i 0 o 470 s

Da aber 4ma? die Oberfliche der Kugel ist, so
heifit das, daB die angesammelte Elektrizititsmenge Ky
proportional der Kugelfliche und verkehrt proportional
dem Abstand J der beiden Kugelflichen ist. Ein der-
artiges System von leitenden Flichen kann also als
Elektrizititssammler oder Kondensator beniitzt
werden, und man nennt speziell den von uns unter-
suchten Apparat einen Kugelkondensator.

-§ 156. Der Plattenkondensator.
Zwei gleichgestaltete Platten (Fig. 7) liegen parallel
zueinander in der kleinen Entfernung &. Die linke

:

B

o
E
Fig. 7.
gei zur Erde E abgeleitet, die Rechte werde auf dem
konstanten Potential P gehalten. In erster Anniherung



Der Plattenkondensator. 27

kénnen wir annehmen, das Potential steige zwischen
den beiden Platten linear an. Wir haben daher

o oA
e
fiir das Innere der linken Platte gilt
AN
o 0.
Somit ist nach Gleichung (5) '
I)

'5‘ =—4na )
d
oder P
0 =———-m-=,
47d
Wir haben also auf der ganzen inneren Seite der
linken Platte eine Elektrizitiitsmenge von der Dichte

o i 3 sitzen. Fiir die innere Seite der rechten Platte
haben wir analog
av,
i dx i
geget av. P

dx <

mithin
<
BETH

Die Elektrizititsmenge, welche sich auf der rechten
Platte ansammelt, ist somit

o FB
 4nd’
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wenn wir mit F die Fliche der Platte bezeichnen.
Wir erhalten somit auch fiir diesen Kondensator die-
selbe Formel wie fiir den Kugelkondensator, doch ist
nicht zu vergessen, daB jetzt die Formel nur an-
nihernd gilt, daB der wahre Wert sich dem von
uns berechneten jedoch um so mehr nihert, je kleiner
die Entfernung & ist.

§ 16. Kraftlinien — Niveauflichen.

Fiir ein ruhendes System von Leitern konnen wir
das Potential als Funktlon der Koordinaten x, y, z

auffassen, also
V= f(X, Y, Z)

setzen. Halten wir das Potential V konstant, so stellt
die letztere Gleichung eine Fliche dar, welche wir
wegen der Konstanz des Potentials auf ihr eine Aqui-
potential- oder Niveaufliche nennen. In einer
solchen Fliche liegt also keine Kraftkomponente. Die
Kraft ist somit senkrecht darauf gerichtet. Fr-
teilen wir nun dem V einen stetig wachsenden Wert,
80 erhalten wir eine Schar von Flichen, deren ortho-
gonale Trajektorien die jeweilige Richtung der Kraft
angeben. Diese Linien nennt man deshalb auch Kraft-
linien.

Fiir einen einzigen Massenpunkt m ist das Po-
tential

V=2

r

« Die Niveauflichen sind daher Kugelflichen mit m
als Mittelpunkt, wihrend die Kraftlinien die Radien
gind. Nehmen wir an, es gehen N Kraftlinien vom
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Punkt m ats, so ist deren Dichte auf einer Niveaufliche

vom Radius r N
: el YTy
und setzen wir dnr
; N=4zam,
80 S
g = ?

Es gibt dann die Dichte der Kraftlinien un-
mittelbar auch die GréB8e der Kraft an. KEs empfiehlt
sich daher anzunehmen, daB jede Masse m 4 zm Kraft-
linien aussendet. Ks ist dann durch die Kraftlinien
Richtung und GroBe der Kraft vollstindig be-
stimmt, da letztere gleich der Anzahl der Kraftlinien ist,
welche die Flicheneinheit passieren. Einen von elek-
-trischen Kraftlinien erfiillten Raum nennen wir ein elek-
trisches Feld und die Grofie der oben definierten Kraft
die Feldstirke oder Feldintensitét.

Die Einfiihrung der Kraftlinien ergibt auch eine
bequeme FErliuterung der Sitze von Laplace und
Poisson. Haben wir niimlich ein Elementarparallel-
epiped mit den Kanten dx, dy, dz, so ist die Zahl der
Kraftlinien, welche durch dle linke Fliche dy dz ein-

ov
treten, gleich — ¥ dy dz, wihrend auf der rechten
Seite, wie man mit Zuhilfenahme der Entwickelung von

9
b nach der Taylorschen Reihe leicht erkennt, die

ox
ov 2
Zahl — ( + g de) dy dz austritt. Die Differenz

gibt den 'Uberschuﬂ der austretenden Kraftlinien {iber
2V
die eintretenden an, also - e dxdy dz, Gleicher-
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weise erhalten wir fiir die beiden anderen Rich-

tungaenvdes Koordinatensystems — 6 2 dx dy dz und
' dx dy dz. Fiir den Fall, daB in unserem

Volumelement keine elektrischen Massen vorhanden sind,

muB die Zahl der eintretenden und austretenden Kraft-

linien gleich sein. Wir erhalten daher durch Addition

der letzten drei Ausdriicke die Gleichung von Laplace:
AV=0.

Ist hingegen in dem Volumelement die elektrische
Masse m vorhanden, so ist der UberschuB der aus-
tretenden Kraftlinien iiber die eintretenden 4 7z m, und
wir haben

— AVdxdydz=4am=4npdxdydz,
falls wir voraussetzen, daB die Massen gleichformig im
Volumelement verteilt seien und die Dichte o besitzen.
Diese letzte @leichung ergibt daon den Satz von

Poisson: AV = —4dng.

Es ergibt sich auch leicht der unmittelbare Zusam-
menhang dieser Sdtze mit dem GauBschen Satz (8).

§ 17. Arbeitswert eines Systems elektrischer Punkte.

Der elektrische Massenpunkt m befinde sich in einem
Raum vom Potential V. Der Punkt bewege sich auf
dem Weg 8. Die Kraft, welche in der Richtung des
Wegs auf ihn wirkt, ist also — mi—z und es leistet
auf dem Weg ds die Kraft die Arbeit

AL e —mﬂdl.
: ds
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Gelangt der Punkt von einer Stelle mit dem Po-
tential V; zu einer andern vom Potential V,, so haben
die elektrischen Kriifte dabei die Gesamtarbeit

fdL=—mV, + mV, =m(V; —V,)
geleistet. Diese Arbeit ist von der Form der
Bahn vollstindig unabhéingig. Sieist nur durch
den Anfangs- und Endwert des Potentials be-

dingt. Ist der Endpunkt unendlich weit weg, und
haben wir im Unendlichen das Potential
V? =0,
so stellt das Produkt mV, die Arbeit dar, welche die
elektrischen Kriifte leisten, wenn der Punkt ins Unend-
liche gebracht wird. Dieselbe Arbeit, mufi aufgewendet
werden, wenn wir den Punkt aus dem Unendlichen in
den Raum vom Potential V, bringen wollen. Es ist
daher das Potential nichts anderes als der mecha-
nische Wert oder der Arbeitswert der Massen-
einheit. :
Bringen wir einen Massenpunkt m, aus dem Un-
endlichen in die Entfernung r;, von der Masse m;, so
haben wir dabei die Arbeit ——2 zu leisten. Bringen
12
wir nun noch die dritte Masse mg; aus dem Unendlichen

. ; ., M
dazu, so haben wir noch die Arbeit —Lo2

m, mg

beziiglich

13
aufzuwenden, wenn r;; die Entfernung zwischen
T

23
m; und mg, ryg jene zwischen m, und mg ist. Um

daher diese Anordnung zu bewerkstelligen, mu die

Arbeit
A wa ml,__m' + m, my + mimﬂ
Pig Tig oy
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geleistet werden. A ist daher der Arbeitswert dieses
Systems.

Es sollen nun auf dieselbe Weise beliebig viel
Punkte einander genihert werden. . Der Gesamtarbeits-
wert A wird dann durch folgende Gleichung be-
stimmt sein:

2 A& it (ﬁ+ﬂ+£@.+...)

Tyg T Ty4

m m m

1 3 4
+n12(—+——+——+...>

Tig Tayg Toy

g , m Iy
+m3(—+—+—+...)

Iyg Tos Tgy

sl iele bisie ey We wheleli s € Ee b

s ist leicht einzusehen, daf die Summe auf der
rechten Seite der Gleichung gleich dem doppelten
Arbeitswert ist, da wir jede Arbeit, welche bei der
Zuftthrung eines Massenpunkts aus dem Unendlichen
zu leisten ist, doppelt geziihlt haben. So finden wir
z. B. die Arbeit, welche wir bei der Anndherung von
m, an m, zu leisten haben, einmal im ersten Summan-
den, dann noch einmal im zweiten usw. Der Faktor
von m, ist nun nichts anderes als das Potential aller
Massenpunkte auf den Punkt m,. Wir wollen es V,
nennen. Desgleichen sei

m,
V2 ="—‘+ﬂ+o.o
iy, a8

wsw. Danach erhalten wir
2A-m1v1 +m,v,+...
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Befinden sich alle elektrischen Massen auf einem leiten-
den Korper, so muB
W=DV el Y
sein, wobei also V das konstante Potential im Innern
des Korpers vorstellt. Es ist dann
2A=(m +my+..)V=MV

oder
MV
A = ﬁé“,
wobei M die gesamte Elektrizitit auf dem Korper ist.
Uberlegen wir, daB M
S

ist, wenn wir unter C die Kapazitit des Korpers ver-

stehen, so konnen wir den Arbeitswert auch durch die
Gleichung M2

A==

darstellen. i

Haben wir mehrere Leiter mit den Potentialen

VvV, V/, V”..., so ist der Arbeitswert des gesamten

Systems MY WV

A= b =ty

wenn M, M ... die Elektrizititsmengen auf den zuge-
horigen Korpern sind.

§ 18. Der Druck in der Oberfliiche einer elektrisch
geladenen Kugel.

Eine leitende Kugel sei auf das Potential V ge-
laden. Ist B die Elektrizititsmenge und a der Radius
der Kugel, so besteht die Gleichung

B

Yaah
a

Juger, Theoretische Physik. IIL : 3
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Der Arbeitswert ist somit
AR
b S O
Wir nehmen nun an, die Kugel habe eine bhewegliche
Oberfldche, wie es etwa fiir eine Seifenblase gelten
wiirde, und wir suchen nun die Arbeit, welche die
Elektrizitéit bei der Ausdehnung der Kugel leistet. Sie
muBl der Verkleinerung des Arbeitswerts entsprechen,
ist daher durch die Gleichung
B2
—dA =_—da

2a?
bestimmt, wenn sich der Radius um da vergrdBert.
2

B

5at ist somit nichts anderes als die Gesamtkraft, welche
senkrecht zur Kugeloberfliche nach auBen wirkt. TIhre
Grofe sei fiir die Flicheneinheit P. Es muB also

2
47ma2P =5a
oder
T2
S 8 m al

sein. Ist die Dichte der Elektrizitit o, so
E=4mna?
mithin e
16 m?at ¢?
Presate e o 2
Siral 2mo?.

Dieses Resultat gilt iibrigens fiir jeden elektrisch
geladenen Leiter, wie man leicht durch folgende Uber-
legung erkennt. Da sich eine unendlich groBe Raum-
dichte der Hlektrizitit praktisch nicht herstellen liBt,
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so milssen wir annehmen, daf§ die {iber die Oberfliche
eines Leiters verteilte Elektrizitit eine gewisse Schicht-
dicke besitzt. Diese Schicht teilen wir in unendlich
viele parallele Schichten von der Dichte do, deren
jede fiir sich im Gleichgewicht ist. Es erfihrt jede
Schicht von den sie umschliefenden Schichten keine
Kraftwirkung, hingegen von den eingeschlossenen die
Kraft 4 modo senkrecht nach auBlen. Die gesamte
Elektrizitiit steht somit unter einem Druck nach aufien
von der Grofie "
47:/0(10 =20 0%
0

§ 19. Theorie der Dielektrika.

Wir fanden fiir die Kapazitit eines Kugelkonden-
sators (§ 14) aus der Formel

2
By—5B
die GroBe
a,2
C= 3

da ja die angesammelte Elektrizitit gleich dem Produkt
aus Kapazitiit und Spannung sein muB. Diese Gleichung
gilt aber nur dann, wenn wir den Zwischenraum zwischen
den beiden Hohlkugeln mit Luft ausgefiillt haben.
Bringen wir jedoch eine andere Substanz, etwa eine
nicht leitende Fliissigkeit oder einen festen Isolator
hinein, so #ndert sich die Kapazitit, sie wird grofer.
Wir haben daher unsere Formel in
a?

C=8—6—

abzusindern, wobei & eine Konstante ist, welche nur
30



36 Elektrostatik.

von der Natur des isolierenden Zwischenmittels abhiingig
ist. Da Faraday die Isolatoren Dielektrika
nannte, so gab er der Grofe & den Namen ,Dielek-
trizititskonstante®.

Man kann sich vorstellen, daB die Dielektrika aus
Molekeln bestehen, welche zwar die Elektrizitit sehr
gut leiten, die aber untereinander isoliert sind. Bringen
wir deshalb einen Isolator in ein elektrisches Feld, so
tritt in jeder Molekel eine elektrische Verteilung ein,
indem die positive Elektrizitit das Bestreben hat, sich
in der Richtung der Kraftlinien zu bewegen, die nega-

- 00000+
~-00000 +

-00000+
-00000Q+

Fig. 8.

tive aber entgegengesetzt. Denken wir uns deshalb die
Molekeln wie in Fig. 8 angeordnet, und es gehen die
Kraftlinien von links nach rechts, so wird die linke
Seite der Molekeln negativ, die rechte positiv elektrisch.
Im Tnnern des Korpers heben sich die Elektrizititen
der benachbarten Molekeln wieder auf, und es bleibt
nur an der Oberfliche links eine negative, rechts eine .
positive Schicht freier Elektrizitit {ibrig.

§ 20. Elektrisches Moment — Flichendichte
und Raumdichte der Elektrizitiit.

Wir bringen in ein homogenes elektrisches
Feld (Fig. 9), das ist ein solches, in welchem die
Kraftlinien gerade, parallel und von konstanter
Dichte sind, zwei elektrische Massen + e und — e,
welche starr miteinander verbunden sind. Ihre Ent-
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fernung sei a, die Feldstirke N. Ks wirkt dann auf
+ e eine Kraft Ne in der Richtung der Kraftlinien,
auf — e in entgegengesetzter Richtung dieselbe Kraft,

ﬂ/ﬂ‘ﬂ)
Ze

Fig. 9.

also — Ne. Unser System erfihrt daher ein Drehungs-
moment Nea sing, und man nennt speziell die Grofe
ea das elektrische Moment der beiden getrennten
elektrischen Massen --e und — e.

Wir denken uns nun ein Dielektrikum in einem
elektrischen Feld. Uberall wirke dieselbe elektrische
Kraft, d. h. wir haben ein homogenes Feld. Es werden
also alle Molekeln des Dielektrikums gleichmiBig po-
larisiert werden. Wir schneiden nun aus dem Dielek-
trikum ein Parallelepiped so heraus, daf eine Kante in
die Richtung der Kraftlinien fillt. Hs zeigt sich dann
nach dem Fritheren nur auf jenen Flichen, welche senk-
recht zu den Kraftlinien stehen, freie Elektrizitit. Thre
Dichte sei o, und wir machen nun die Annahme, daf
o proportional der verteilenden elektrischen Kraft ist.
Die Elektrizititsmengen, welche auf den Endflichen
sitzen, sind somit qo bez. — qo, wenn wir mit q
den Querschnitt des Parallelepipeds bezeichnen. Wir

kénnen nun
m=gqal

das elektrische Moment des Parallelepipeds nennen,
vorausgesetzt, daB wir anter 1 seine Linge verstehen.
Man pflegt nun den Quotienten aus dem elektrischen
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Moment und dem Volumen des Korpers das elektrische
Moment der Volumeinheit zu nennen, welches
somit -durch die Formel

qlo

v

gegeben ist. Fiir unsern Fall ist aber das Volumen

k&
- daher

p=o0.
Das heiBt: das elektrische Moment der Volum-
einheit ist gleich der Flidchendichte der freien
Elektrizitit.

Die elektrischen Kriifte konnen wir in drei Kom-
ponenten X, Y, Z zerlegen. Fiir die Endflichen eines
Elementarparallelepipeds in einem Isolator seien die
Flichendichten durch e, B, y gegeben, wobei sich «
auf die TFliche senkrecht zur x-Achse bezieht, usw.
Wir machen dann die Annahme, daf

¥ =kX, f=kY, y=kZ

ist, und geben der Konstanten k den Namen , Elektri-
sxerungsza.hl“ Andert sich der Wert von X, Y, Z
mit den Koordinaten nicht, so sind auch die Flachen-
dichten «, B, y konstante GroBen und, wie bereits
frither bemerkt, kann demnach im Innern eines Isolators,
der von einem homogenen Feld beeinflufit wird, keine
freie Elektrizitit vorhanden sein. Wichst aber die
elektrische Kraft X lings der Strecke dx, so da wir
auf der rechten Seite des Elementarprismas die Kraft X’
haben, dann befindet sich' dort die Flichendichte

o =kX,
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Wihrend wir also links etwa die freie Elektrizitit
— & dydz haben, haben wir dann rechts «’dydz,
und wir kOnnen schreiben

0
oc’=oc+£dx

Andert sich nun « lings der x-Achse von Molekel zu
Molekel, so kdnnen sich die durch Verteilung erzeugten
Elektrizititsmengen im Innern des Korpers nicht mehr
vollstindig aufheben, sondern es wird zwischen je zwei
Molekeln eine freie Elektrizitdtsmenge {ibrig bleiben,
welche gleich der algebraischen Summe der beiden zu-
sammenstofenden Mengen ist. Fiir das ganze Volum-
element erhalten wir daher unter dem EinfluB der
veriinderlichen Kraft X eine freie Elektrizititsmenge

0
— (¢ — w)dydz =———5§— dxdydz,

indem ja der Zuwachs der Flichendichte multipliziert
mit der Fliche selbst die Menge der freien Elektrizitit

rx
X

angibt. Die frei werdende Elektrizitit ist negativ,
wenn wir (Fig. 10) die Kraft X mit der.Abszisse x
wachsen lassen. Die Kriifte Y und Z erzeugen analog

/3

die freien RElektrizititsmengen — =— dxdydz und

— g_}' dxdydz. Dieim Volumelement vorhandene freie
z

Elektrizitiit ist also gleich — (K -i— '8 + 3 ) dxdydz,
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wir koénnen somit die GroBe
o
o=—(+5E+3)

die Menge in der Volumelnhelt oder die Dichte
der freien Elektrizit4t nennen, wobei unter o zum
Unterschied von der Flichendichte o eme Raum-
dichte zu verstehen ist.

Wir setzen nun voraus, die elektrischen Kréfte haben
ein Potentlal V. Wir haben dann

oc——kX=~~ka—V
! ~
oV
ﬂ—LY--———kgyr
6V

Es 14Bt sich nun unter der Annahme, die Elektrisie-
rungszahl k sei eine konstante GroBe, leicht folgende
Gleichung bilden:

0V a2V 82V 1 0B 0
Erchu fa?:“( * oy +az)=§'
Von frither her (§ 6) wissen wir aber, daB
AV =—4amg
ist. Wir erhalten somit
Q
— 4o = X
oder
1+ 4nk)o=0
Da k einen endlichen positiven Wert hat, so folgt
e=0.
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Das heift: im Innern eines Dielektrikums ent-
steht unter dem RinfluB duBerer elektrischer
Kriafte keine freie Hlektrizitiit.

§ 21. Kapazitiit eines Leiters, der von einem
Dielektrikum umgeben ist.
Ein Leiter (Fig. 11) besitze die Elektrizititsmenge
E und befinde sich in der Mitte eines sehr grofen.
kugelformigen Dielektrikums. Die Menge E wirkt ver-
teilend auf das Dielektrikum. Ks wird daher auf der

Fig. 11.

Oberfliche der Kugel eine Elektrizititsmenge E’ frei
und ebenso an der Oberfliiche des Leiters die Menge
— K, da wir annehmen, daB die Elektrisierungszahl k
an allen Punkten des Isolators dieselbe Grofe hat. Der
Radius der Kugel sei a. Die Kraft, welche daher an

4
der Oberfliche der Kugel wirkt, ist

, da wir

bei sehr groBem a annehmen konnen, die gesamte Elek-



42 Elektrostatik.

trizititsmenge E und damit auch — F sei im Mittel- -
punkt der Kugel vereinigt. Auf der Oberfliche haben
wir daher die Dichte

a=kE_—L i
a2

Da aber

E =4ma’e
so folgt weiter -

B kE—E’

2 2
il 4dma a
4k

F—=4nk(E—E)= B.

1+4ak
Es sei die Kapazitiit unseres Leiters C. Er stinde
also ohne umbhiillendes Dielektrikum auf dem Potential
E
E )
hingegen bei Anwesenheit des Dielektrikums gilt fiir
jeden Punkt im Innern des Leiters das Potential
o 4 /4
Ve s + E
C a

was allerdings nur unter der Voraussetzung giiltig ist,
daf a gegeniiber den Dimensionen des Leiters sehr
groB ist; denn nur dann haben wir eine gleichférmige
Verteilung der freien Elektrizitdt auf der Oberfliche

4

N

der Kugel. Ist aber a sehr groB, so kdnnen wir %

vernachlissigen und erhalten
E—-F
Vi ——
C
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Um daher das alte Potential V wiederzuerhalten,
haben wir unserm Leiter noch weiter Elektrizitit zu-
zufiihren. Das besagt aber nichts anderes, als: die
Kapazitit eines Leiters wird durch das Um-
hiillen mit einem Dielektrikum erhdht. Ist der
umbiillende Isolator geniigend ausgedehnt, so verhalten
sich die Kapazitiiten
C':C=E:E— E,

e C'=(14+4ak)C.
Die Zahl 1l dnkes,

oder

welche das Verhiltnis der Kaparzititen angibt, ist nichts
anderes als die Dielektrizitdtskonstante.

§ 22. Wirkung des Dielektrikums in einem Kondensator.

Was wir im vorhergehenden Paragraphen fiir einen
Leiter gefunden haben, k6nnen wir unmittelbar auf
einen Kondensator tibertragen, dessen Raum zwischen
den beiden Belegungen mit einem Dielektrikum aus-
gefiillt ist. Die Kraft, welche von

der einen Belegung AB (Fig. 12) c B,
auf die Mengeneinheit der Elektri- B’
zitit ausgeiibt wird, ist ohne ,”

Zwischenmittel 47 o, wenn wir !
unter ¢ wieder die Flichendichte 4 ;

der Elektrizitit auf AB verstehen. gl

Ist ein Dielektrikum vorhanden, so wird sich an AB
eine Elektrizititsmenge von der Dichte — § ausscheiden,
welche wir nach der Gleichung

d=4ak(c— 9
finden, da ja dann 4 7(oc — J) die auf das Dielektrikum
wirkende Kraft ist. Die neue Dichte ist somit, wie
leicht zu finden,
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47k ) o

1+4dnk/ 14 4ak’

Danach erhalten wir auf dieselbe Weise wie im
vorhergehenden Paragraphen, daB bei Vorhandensein
des ausfiillenden Dielektrikums die Kapazitiit des Kon-
densators 1 - 4k = ¢ mal grofer ist. Aus diesem
Beispiel erkennen wir also unmittelbar, daf 14 4zk
als die Dielektrizititskonstante anzusehen ist.

‘Wir kénnen uns die Sache auch folgendermafBen zu-
recht legen. Bringen wir in einen leeren Raum, der
ein elektrisches Feld darstellt, einen Isolator, so zeigt
sich, daB die Dichte der Kraftlinien im Isolator gr&fer
ist als im leeren Raum. Man kann sich dies nach § 19
so vorstellen, daB in den kleinsten Teilchen des Isolators
unter dem EinfluB der elektrischen Kriifte eine Elektri-
sierung durch Verteilung entsteht, derart, daB sich po-
sitive Elektrizitit in der Richtung der Kraltlinien, ne-
gative entgegengesetzt verschiebt. Von Teilchen zu
Teilchen werden nun von den positiven Massen Kraft-
linien zu den negativen fithren, und so die urspriing-
lich vorhandenen Kraftlinien des Feldes vermehren.
Bezeichnen wir die urspriingliche Intensitit des elek-
trischen Felds mit €, die Dichte der Kraftlinien im
Isolator mit ®, so ist nach dem obigen

D=cC.
Der GroBe © hat man die Namen dielektrische Po-

larisation, dielektrische Verschiebung und elek-
trische Erregung gegeben.

0'=0——(5=0<1

§23. Analogien zwischen der Theorie der Wiirmeleitung
und der Elektrostatik, Brechung der Kraftlinien.

Fiir einen stationdiren Zustand der Wirmestromung
gilt die Gleichung (Bd. II, § 35)
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02u  d%u G%u
0x? ' Oy? ' 0z
vorausgesetzt, daB wir es mit einem isotropen Korper

zu tun haben. Fiir die Grenzfliche zweier verschiedener .

Korper haben wir jedoch
kdu g 7 du’

dn dn.’
wenn wir unter u die Temperatur, k die Wirmeleitungs-

=0’

d
fihigkeit, ﬁ das Temperaturgefille in der Richtung der

Normalen der Trennungsfliche verstehen. Die erste
Gleichung gilt nun ohne weiteres auch Y

fiir die Elektrostatik in allen Punkten B

eines elektrischen Feldes, wo keine B’ \
freien Massen vorhanden sind, wenn p

wir unter u das Potential verstehen.

Aber auch die zweite Gleichung fin- i
det ihr Analogon. Denken wir uns, es

stoBlen zwei verschiedene Isolatoren I ok
und IT von den Elektrisierungszahlen £ A

k und k” in einer Fliiche A’B’ (Fig.13)
zusammen, und es wirken in ihnen
elektrische Kriifte. Zerlegen wir diese fiir einen Punkt
der Grenzfliche in Komponenten senkrecht zur Fliche
und in derselben, so rufen natiirlich die in die Fliche
selbst fallenden Komponenten keine freie Elektrizitit in
dem betrachteten Punkt hervor. Die senkrechten Kraft-

i ov
komponenten sind fiir die verschiedenen Medien R
.

Fig. 13.

und —

3 In der Grenzfliche werden daher nach
n ;

§ 20 Elektrizititsmengen von den Dichten
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ov oV’
=—kﬁ und o—k—%

frei. Die freie Elektrizitit in dem betrachteten Punkt
der Grenzfliche hat somit die Dichte
ov 6V’

640 =—k—+— o + k’ s
Nun ist nach § 7
ok S i A ,6V’>
. -ﬁ———(ﬁ=—4n(o+a)=4n(k§5———k L

woraus folgt

(1+4nk)gv=(1+4 k')

Y < rvChee
o0~ °on
Steht die Richtung der Kraftlinien nicht senkrecht zur
Trennungsﬂache der beiden Medien, so muB die Kom-
ponente T in der. Trennungsﬂliche wegen der Kontinuitiit
fiir beide Medien dieselbe sein. Die senkrechten Kom-
ov 4
ponenten sind aber — —+— und ——6V Schlieft die
Jn on
Richtung der Kraft mit der Normalen die (spitzen)
Winkel 9 beziiglich &’ ein, so ist

ov’

oder

ov oV’ 4
T=——a tgd = — on tgd’ .
Da aber nach dem Friiheren
oV i ,0V’
¢ on = % on’
80
tgd &
=—7.
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Diese (leichung kénnen wir das Brechungsgesctz der
Kraftlinien nennen.

Die Gleichungen der Elektrostatik gelten also auch
fiic die Warmeleitung, wenn wir, wie wir oben sahen,
unter & die Wirmeleitungsfihigkeit und unter V die
Temperatur verstehen. Wir kénnen somit ohne weiteres
Probleme der- Wirmeleitung auf die Elektrostatik und
umgekehrt tibertragen. Die Leiter der Elektrizitit sind
dabei als Dielektrika von unendlich grofien Dielektri-
zitlitskonstanten aufzufassen. Wie also in einem Leiter
das Potential in allen Punkten gleich grof ist, so ist
in einem Kérper von unendlich groBer Wirmeleitungs-
fihigkeit auch die Temperatur konstant. Fiir die Rech-
nung sind Aquipotentialflichen und Flichen
gleicherTemperatur, Kraftlinienund Strémungs-
linien gleichbedeutend. Wir fanden auch zwischen
der Fliissigkeits- und Wérmestromung formale Analo-
gien (Bd. II, § 35). Sie bestehen natiirlich gleicher-
weise zwischen den Erscheinungen der Fliissigkeits-
stromung und der Elektrostatik.

Magnetismus.

§ 24. Grunderscheinungen — Coulombs Gesetz.

Wir erkennen die magnetischen Kuriifte an ihrer
anziehenden Wirkung auf Hisen. Zwei Stellen eines
Magnets pflegen in der Regel besonders kriiftig zu
wirken, wir nennen sie die Pole, weil sie entgegen-
gesetzte Bigenschaften besitzen. Hingen wir nimlich
den Magneten frei beweglich auf, so stellt sich die
Verbindungslinie der beiden Pole immer in der Rich-
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tung Nord-Siid ein, und wir nennen den nach Nor-
den zeigenden Pol den Nordpol, den andern den
Stidpol. Der Nordpol eines Magnets stiBt den Nord-
pol eines andern ab, zieht aber den Siidpol an; gleicher-
weise stoBt auch der Siidpol des einen den Siidpol des
andern ab. Gleichnamige Pole stoBen einander
ab, ungleichnamige ziehen einander an.

Lange Stahlnadeln lassen sich so magnetisieren, daf
fast nur die Enden Magnetismus zeigen. Mit solchen
Nadeln fand Coulomb das Gesetz, daB sich zwei
gleichnamige Magnetpole mit einer Kraft ab-
stofien, welche verkehrt proportional dem Qua-
drat ibhrer Entfernung ist und direkt proportional
dem Produkt der magnetischen Massen beider
Pole. Wir haben somit genau dasselbe Gesetz wie bei
elektrostatischen Kraftwirkungen (§ 1), konnen es des-
halb auch in die Form

kleiden. In diesem Fall messen wir dann die magnetischen
Massen im absoluten elektromagnetischen Ma8.

§ 25. Magnetisches Feld — Erdmagnetismus — Dekli-
nation — Inklination — magnetisches Moment,

Aus der Ubereinstimmung des Kraftgesetzes zwischen
zwei magnetischen Massen mit jenem fiir die Elektri-
zitdt 1aBt sich leicht erkennen, da man viele Begriffe
der Elektrostatik ohne weiteres auf den Magnetismus
iibertragen kann, Jede magnetische Masse erzeugt ein
Kraftfeld, welches wir durch magnetische Kraft-
linien darstellen konnen, deren Zahl pro Flicheneinheit
die GroBe der magnetischen Kraft gibt. Von jeder Masse
m gehen 4z m Kraftlinien aus. Positive magne-
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tische Massen suchen sich in der Richtung der
Kraftlinien, negative entgegengesetzt zu be~
wegen.

Da jeder Magnet sich in der Richtung von Nord
nach Siid einzustellen sucht, miissen wir den uns um-
gebenden Raum selbst als ein magnetisches Feld
ansehen, und zwar zeigt sich, daB bei moglichster Fern-
haltung von Eisen und #hnlichen Substanzen, die vom
Magneten stark angezogen werden, wir es mit einem
homogenen Feld zu tun haben. Das Vorhandensein
dieses grofien magnetischen Feldes schreiben wir dem
Erdmagnetismus zu. Die Vertikalebene, in welche
sich ein nach allen Richtungen frei beweglicher, im
Schwerpunkt aufgehéingter Magnet einstellt, nennen wir
den magnetischen Meridian, den Winkel, welchen
dieser mit dem astronomischen Meridian einschlieft, die
Deklination, den Neigungswinkel der Nadel zum Hori-
zont die Inklination.

Da sich in einem magnetischen Feld der positive
und negative Magnetismus in entgegengesetzter Richtung
zu bewegen sucht, miiBte sich ein Korper, welcher die
eine Art Magnetismus im UberschuB besitzt, nach der
entsprechenden ' Richtung bewegen. ' Kine solche Be-
wegung konnte aber bisher noch an keinem Magneten
nachgewiesen werden. Wir miissen deshalb annehmen,
daB in jedem Magneten ebensoviel positiver als
negativer Magnetismus vorhanden ist.

Wir wollen nun die Stiirke des magnetischen Felds
der Frde mit E bezeichnen, Wir kinnen E in eine
vertikale und eine horizontale Komponente zerlegen,
Erstere ist

: YV = Esini,

Jager, Theoretische Physik. IIL 4
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letztere
H = Ecosi,

wenn wir unter i den Inklinationswinkel verstehen.
Auf den Magnetpol m (Fig. 14) wirkt daher vertikal
die Kraft mV, horizontal mH. Dieselben Kriifte, nur

in entgegengesetzter Richtung, greifen in — m an. Ist
der Magnet um O drehbar, so erzeugen die Kriifte das
Drehungsmoment (Bd. I, § 28)
mVicosp —mHlsing,

wenn wir 1 die Entfernung der beiden Magnetpole nennen.
Der Schwerpunkt des Magnets sei in S in der Ent-
fernung d von O. Das Gewicht des Magnets sei P.
Dann erzeugt dieses das Drehungsmoment — P dcos ¢,
wenn ¢ der Winkel der magnetischen Achse, d. i. der
Geraden mm’, mit dem Horizont ist. Soll sich der
Magnet somit im Gleichgewicht befinden, so muff

mVlicosp —mHIlsing — Pdcosgp =0
sein. Dabei ist also vorausgesetzt, daf die Drehachse
des Magnets senkrecht auf dem magnetischen
Meridian steht. Die GroBe

ml=M
nennt man das Moment des Magnets oder kurz
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das magnetische Moment. Aus der letsten Glei-
chung erhalten wir leicht

A PR R . e S TR tei Pd
$P=H MH Tosi MH °  MH'
Wenn wir nun die Nadel ummagnetisieren, so wer-

den die Pole vertauscht. Dann wirkt das Moment des
Schwerpunkts entgegengesetzt, und wir bekommen
AL |

gy =tgi+ gy

folglich
t t
AR & dusk s
2

Auf diese Weise bestimmt man mit Hilfe der In-
klinationsnadel die Richtung der erdmagnetischen
Kraft.

Steht die Drehachse nicht senkrecht zum magne-
tischen Meridian, sondern schlieft die Schwingungsebene
mit dem Meridian den Winkel v ein, so kann, voraus-
gesetzt, daB die Achse horizontal steht, nicht mehr
die gesamte Horizontalkraft H wirken, sondern nur die
Komponente Hcosy, und die Gleichgewichtsbedin-
gung wird

MVecosep —MHecosysing —Pdcosg = 0
oder
W MV-—-Pd
9= MHcosy °
4®
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Fiir o =%wirdcosqp =0 ,demnach tg<p=oooderqu=~g

Die Magnetnadel stellt sich somit vertikal, wenn die
Schwingungsebene des Magnets senkrecht zum Meridian
steht. Auf diese Weise kann man also auch ohne
Deklinationsnadel die Richtung des magnetischen Meri-
dians auffinden.

§ 26. Potential eines Magnets.

Wir nahmen bisher immer an, ein Magnet bestehe
aus zwei punktférmigen magnetischen Massen. In einem
homogenen magnetischen Feld ist dies immer gestattet,

P

~
L,

B -m
Fig. 18.

da ja dann simtliche Massen im Massenmittelpunkt
vereinigt gedacht werden konnen (Bd. I, § 21) Wir
konnen daher den Magnet immer durch zwei punkt-
formige Massen, welche gleich gro8, aber entgegengesetat
sind, ersetzen. Diese Massen + m und — m (Fig. 15)
seien vom Punkt P um r, beziiglich r, entfernt. Wie
bei elektrischen Massen konnen wir nun auch hier vom
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Potential der magnetischen Massen auf den
Punkt P sprechen. KEs wird

o i T SO

ST
gein; denn es wire ja die Kraft, welche m auf die
positive magnetische Masseneinheit in P ausiibt, gleich

% und ebenso die Kraft von — m gleich ——Eq. Die
1 i

zugehdrigen Potentiale sind also ? und — E, und
X4

die Summe beider ist das Potentla.l V des Magneten
~auf den Punkt P.

Halbieren wir die Strecke AB = 1 in O und setzen
« wir OP ==r, so folgt
: A2
1} = r? + — —r cose,

a3 = [2—{— —{—rlcose.

Es ergibt sich ferner -
£ 12)"’%' 1( i a\d
~r—l._<r — Arcose + »-7;1—;cose+m>
1 vl
=?(1 + 5T coss) ;

wenn wir voraussetzen, daB 4 gegen r eine kleine
GroBe ist, 0 daB wir nur die erste Potenz von .
r

zu berticksichtigen brauchen. Gleicherweise erhalten wir
e l-(1 ——l—cose>
o 2r 4

Do
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mithin

und
mAcose M cose
Der Punkt P habe nun die Koordinaten x, y, z,
der Punkt O gleicherweise a, b, ¢. Ferner schliefie
die Gterade AB mit den Achsen des Koordinatensystems
die Winkel f, g, h ein. Dann gilt
X —a y—b %z —C

s f
: cos f 4 " cos g + >

v

COS € ==

cosh,

und es wird
M(x—a)cosf+ M(y—b)cosg -+ M(z—c) cosh
% T’ : :
Die GroBe AB =1 kénnen wir nun auf die drei

Koordinatenachsen projizieren und erhalten so die Liingen

Acosf, Acosg, Acosh. Folglich ist es erlaubt,
mAcosf=DMcosf=A,
mAcosg=Mcosg =B,
mAcosh=Mcosh = C

die Komponenten des magnetischen Moments

beziiglich der drei Achsen zu nemnen, und es wird so
das Potential

_AE—a)+BEF—b+C@—09
r8 4

v

W (®)

Wir wollen dieses Potential jetzt bentitzen, um die
magnetischen Krifte zu berechnen, welche ein Magnet,
der im Ursprung eines Koordinatensystems (Fig. 16) so
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1

liegt, daB seine beiden Pole in der x-Achse und gleich-
weit vom Ursprung entfernt sind, in einem Punkt A

Y

Fig. 16,

duBert. Es sind dann die Momente B = C = 0, wihrend
A =M das Gesamtmoment bedeutet. Hs ist weiter

a=Db =c¢=0, mithin
Mx

V=—rT|

Fiir die magnetischen Krifte erhalten wir sonach
ov M. +8Mxt

Mg R ik -
oV 3Mxy

Y=_—¢F= B

Yok 3V__3sz

Y R

was ohne weiteres verstindlich ist, wenn wir iiber-
legen, daf

r2=x’+y2+z2’
also

(o5

i1
X

|

)

D

X
r
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ist. Befindet sich der Punkt in der x-Achse, etwa in
P, so wird x =r, also
2M

L Xz
Fiir einen Punkt in der z-Achse ist z =r, somit
M
=
und wieder
Y=7Z=0.

§ 27. Bestimmung der Intensitiit des Erdmagnetismus
und des magnetischen Moments.

Wir legen einen Magnet (Fig. 17) so, daf er senk-
recht zum magnetischen Meridian MN ist. Er erzeugt
dann im Punkt P in der Entfernung r vom Mittelpunkt

N

it e e o ot raiad LA gL Sk Z/

M
Fig. 17.

O des Magnets ein magnetisches Feld von der Stirke

¥~ Er wird daher eine kleine Magnetnadel im
g

Punkt P um den Winkel ¢ ablenken, indem er auf
2M
sie ein Drehungsmoment . M’ cosp ausilibt, wenn

M’ das magnetische Moment der Nadel und ¢ der
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Winkel der Nadel mit dem magnetischen Meridian ist.
(leichzeitig erzeugt die Horizontalintensitdt H des Krd-
magnetismus das Drehungsmoment — M’H sing . Fiir
das Qleichgewicht der Nadel gilt somit

i 2M
.— M'H sing +.M’—r—3— cosp =0

oder
M

rs
ﬁ=‘_§tgfp-

Wir sind also in der Lage, den Quotienten % Zu,

bestimmen, erhalten aber keinen AufschluBl iiber den
wahren Wert der Gréfen M und H. Dies erreichen
wir erst durch einen sogenannten Schwingungs-
versuch. Wir wollen zu dem Zweck unsern Magnet
an einem langen Faden aufhiingen, so daB er leicht in
einer Horizontalebene schwingen kann.  Schlieft er
mit dem magnetischen Meridian den Winkel ¢ ein, so
gibt ihm der Erdmagnetismus ein Drehungsmoment
— MH sing, und wir erhalten fiir seine Bewegung
die Gleichung

dz

K —ag:—) = — MH sing

(Bd. I, § 28), wenn wir unter K sein Tréigheitsmoment
verstehen. Sind die Schwingungen nicht grof}, so kdnnen
wir sin@ = @ setzen, und die Bewegungsgleichung
wird

d2g MH

7T B E
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Das ist aber dieselbe Gleichung wie jene fiir die
Schwingungen eines Pendels (Bd. I, § 9), und wir er-
halten fiir die Schwingungsdauer

B,
R AT
woraus folgt, daf
2
MH == f
7

ist. Wir ktnnen also nach der von GauB angegebenen
Methode sowohl den Quotienten %—, als das Produkt
MH experimentell bestimmen und sind jetzt in der
Lage, sowohl die GréBe des magnetischen Mo-
ments M, als auch die der Horizontalkomponente
des Erdmagnetismus anzugeben,

§ 28, Magnetische Induktion — Potential eines
magnetisch induzierten Kérpers.

Bringen wir Eisen in die N#he eines Magnets, so
wird es selbst magnetisch. Wir konnen diese BEr-
scheinung so auffassen wie die Elektrisierung eines
Dielektrikums, welches wir in ein elektrisches Feld
bringen (§ 19). Wir kdnnen annehmen, in jeder Molekel
werde gleichviel positiver und negativer Magnetismus
ausgeschieden usw., und nennen diesen Vorgang ,mag-

netische Induktion“. Wir werden als magne-
. tisches Moment der Volumeinheit
p=kP

erhalten, wenn wir unter P die- magnetisierende
Kraft verstehen, wihrend jetzt k die Magnetisie-
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rungszahl heifit. Die Komponenten des Moments
o sind
o=kX, f=kY, y=kZ,

wihrend X, Y, Z die Komponenten von P bedeuten.
Das Potential des ganzen Korpers werden wir finden,
wenn wir das Potential eines Volumelements suchen
und dann {iiber das ganze Volumen des Korpers inte-
grieren. Das Potential eines Volumelements da.db de
erhalten wir aber leicht nach Gleichung (8). Als mag-
netisches Moment des Volumelements beziiglich der drei
Achgen haben wir

A =« da db de,

B = fdadbde,

C =ydadbde,
folglich als Potential

v 8E= BT =D +r(—0)

rd

d dadbde. (9)

Dabei ist
rP=x—a2+4+Fy—b?2+4 (z—c)2.
Differenzieren wir diese Gleichung nach a, so fin-

den wir leicht
or X —a

PR o
was wir weiter beniitzen ktnnen, um folgende Gleichung
zu bilden:
d (1) 16r x—a
da

N

¥ ) e EGE A TR

Auf ganz dieselbe Weise erhalten wir

6(1)_’y—b _19_(_1_)__z—c
ab Vet - a8 tuv@aNe) B
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Diese GrdBen kdnnen wir nun in die Gleichung (9)
einsetzen und erhalten dann durch Integratlon das
Potential des gesamten Korpers

=[/flea )+ ()

. (l)]da.dbdc.
de\r
Es ergibt sich nun weiter

([ EJonnac a5

Fassen wir ein Oberflichenelement d O wunseres
Korpers ing Auge, dessen Normale mit den Koordinaten-
achsen die Winkel f, g, h einschlieft, so konnen wir

dOcosf=dbde
setzen, gleicherweise
dOcosg=dade, dOcosh=dadb.

Das erlaubt uns, unser Potential folgendermafen
umzuéindern:

V:/foccosf+ﬂcosg+ycoshdo

o

—fff (6’a.+ GZ)dadbdc.

Es zerfﬁ.llt also im allgemeinen in zwei Teile,
deren einer sich bloB auf die Oberfliche, der
andere blo8 auf das Volumen des Kdorpers be-
zieht. Hs ist auch unmittelbar klar, daB

acosf -4 fcosg 4 ycosh=g¢

r
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gein muB, wenn wir unter ¢ die Oberflichendichte
des Magnetismus verstehen, wihrend

(304 ﬂ*‘ac)*"

Oa R
die Dichte des freien Magnetismus im Innern .
des Korpers ist (§ 20). Unser Potential wird sonach

v.=.ff"‘10 +/f %dadbao.

Diesen Ausdruck hiitten wir ohne weiteres bilden
konnen, wenn wir von vornherein die Begriffe des
freien Magnetismus in der Oberfliche und im Innern
eines Korpers aufgestellt hiitten, indem er ja nichts
anderes besagt als die gewdhnliche Definition des Po-
tentials, daB es gleich ist der Summe sémtlicher vor-
handenen Massen, jede einzelne dividiert durch ihre
Entfernung von jenem Punkt, fiir welchen das Poten-
tial bestimmt wird.

§ 29. Die homogen magnetisierte Kugel.

Ist eine Kugel homogen magnetisiert, so heiBt das,
das magnetische Moment der Volumeinheit ist in allen
ihren Punkten gleich groB und gleich gerichtet. Wir
wollen es mit der Richtung der x- Achse eines Koor-
dinatensystems zusammenfallen lassen. Fiir das mag-
netische Moment der Volumeinheit gilt also

o« =konst,  f=y=0.
Nach dem vorhergehenden Paragraphen ist nun

__fff"‘(x ) dadbdo,
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X—a ] (1)
dal\r

X % 8 6(_1_)
B dx\r

‘getzen kOnnen. Sonach wird

V= ufffai(l)dadbdo
dx\r
=—ifffﬁdadbdo.
0x r

Es ist dies erlaubt, weil ja nach der Variablen x
keine Integration vorkommt. Fiir die Vollkugel haben
wir nun, wenn der Punkt, auf welchen das Potential
sich bezieht, auBlerhalb gelegen ist (§ 4),

o 47 pda
ff/‘;dadbd"”?'g‘fr’

wenn p der Radius der Kugel und R die Entfernung
des Kugelmittelpunkts von dem aufBerhalb gelegenen
Punkt ist. Danach finden wir
_ 0 4nap® 4dmapdx

dx B8R g iR
wenn wir den Kugelmittelpunkt in den Ursprung des
Koordinatensystems verlegen, indem dann

R? = x? 4 y? 4 22,
d (1) 1 6R x

75 oot o YO

wobel wir

oder auch

V=

R/T T R?Ox ' R8
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ist. Da « das magnetische Moment der Volumeinheit,

8
fl—%P-— das Volumen der Kugel ist, so ist

4dnpdo
3

nichts anderes als das magnetische Moment der Kugel.
Damit wird das Potential

v

=M

Mx
e

Dasselbe Resultat haben wir aber fiir einen kleinen
Magnet vom Moment M (§ 26) erhalten, dessen Pole
in der x- Achse zu beiden Seiten des Ursprungs liegen.
Es kann daher die Wirkung einer homogen magneti-
sierten Kugel durch einen kleinen Magnet vom selben
magnetischen Moment ersetzt werden.

Z

Fig. 18.

Suchen wir die magnetische Kraft in einem Punkt
P (Fig. 18) der Kugeloberfliiche, so haben wir
X ==Rcosgp
zu setzen, das Potential wird also

M
Vnﬁ-oosq).
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Die Kraft im Punkt P wollen wir in eine Kompo-
nente in der Richtung des Radius und eine senkrecht
darauf zerlegen. FErstere wird demnach sein

ov 2M's¢p

i e v ;
letztere e

_ 0V Msing

Rdgp R °

Fiir die x- Achse selbst ist @ == 0. Wir haben
daher nur eine Kraft in der Richtung des Radius. Eine
Magnetnadel wiirde sich also dort senkrecht zur Kugel-
oberfliche stellen. In der yz-Ebene hingegen ist

Q= —721 . Dort haben wir also nur eine Kraft parallel

zur Kugeloberfliche. Ein i#hnliches  Verhalten zeigt
unsere Erde, wenn wir die Verbindungslinie ihrer

a0
e T

Fig. 19.

beiden magnetischen Pole als die x-Achse auffassen.
An den beiden magnetischen Polen steht tatsichlich
die Magnetnadel senkrecht, am Aquator horizontal,
Doch trifft dies nur annihernd zu. Wir kdnnen dem-
nach aus den Beobachtungen auf der FErdoberfliche
nicht ohne weiteres auf die Verteilung des Erdmagnetis-
mus schliefen, kann ja doch ein kleiner starker Magnet
eine homogen magnetisierte Kugel vollstindig ersetzen,
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Wir wollen nun das Potential unserer homogen
magnetisierten Kugel auf einen innerhalb liegenden
Punkt M (Fig. 19) berechnen, der vorerst in der x-Achse
liegen soll. Da wir im Innern keinen freien Magnetis-
mus haben, so ist ¢ =0, und es wird

V=/fod0 :
u
o= «cost,

-off2teo

Da um die x-Achse alles symmetrisch ist, so
k¢nnen wir

dO =pdf.:2npsinf =2z p2sinfdf
setzen. Danach wird

V= 22p? aJCOSfSInfdf ; (10)

Es ist ferner

daher

u

Wir haben ferner
u? = p? 4 x? — 2pxcosf
und durch Differentiation
udu = pxsinfdf,
withrend aus der Gleichung fiir u?
-l i, ol
2px
folgt. Fithren wir diese GrofSen flir cosf und sinfdf
in die Gleichung (10) ein, so bleibt uns

Jiger, Theoretische Physik. TIT. B

cosf =
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3 ptx
Ve ;;Sxt:'/(p?—i—x?——u?)du
8T 4
2 u KX
ETTRRES
p-x

was durch Finsetzen der Grenzen p — x und p -+ x
leicht gefunden wird. Diese sind die Werte des u fiir
die Winkel f =0 und f =z Unser Potential ist also
der Abszisse x proportional. Die Kraft parallel zur
x-Achse wird daher

o% P

wihrend sie senkrecht darauf Null ist. Wenn wir aber
eine konstante Kraft parallel und keine senkrecht zur
x-Achse haben, so heifit das: Die Kraftlinien sind parallel.
Es gilt daher der Ausdruck unseres Potentials nicht
nur fiir Punkte in der x-Achse, sondern {iberhaupt fiir
jeden Punkt im Innern unserer Kugel. Fiir einen Punkt
in der Oberfliche wird

x='peosf .,
Ferner wissen wir von frither, da8
dnpie
3

das magnetische Moment der Kugel ist. Wir kdnnen
daher ,

=M

4na—%¥
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setzen und die (tleichung bilden:
dnoax Mpceosf Mcost

B st ko L B

Dieselbe Formel fanden wir aber schon oben, nur
ersetzten wir dort p durch R und f durch ¢. Die
Werte der beiden Ausdriicke fiir das Potential auf

einen Punkt innerhalb und auBerhalb werden also, wie
es ja auch sein muB, fiir die Oberfliche der Kugel gleich.

V=

§ 30. Magnetische Induktionslinien — Potential einer
Kugel in einem homogenen magnetischen Feld.

Bringen wir einen Korper in ein magnetisches Feld,
g0 wird in ihm Magnetismus induziert, an seiner Ober-
fliche wird Magnetismus frei. Dieser freie Magnetismus
wirkt nun abermals induzierend auf den Korper ein
und verfindert daher die Lage der magnetischen Kraft-
linien sowohl im Innern des Korpers als auch auBer-
halb. Diese neuen, infolge der Induktion erzeugten
Kraftlinien pflegt man daher auch hiufig die magne-
tischen Induktionslinien zu nennen.

Bringen wir eine Kugel in ein homogenes magne-
tisches Feld, so ist die erste Erscheinung eine homogene
Magnetisierung. Von einer solchen Kugel wissen wir
aber, daB in ihrem Tnnern die Kraftlinien parallel laufen.
Folglich kénnen auch die frei gewordenen Magnetismen
das homogene Feld im Innern der Kugel nur seiner
Stiirke nach veréindern.

Die urspriingliche Feldstirke sei P. Diese ruft das
magnetische Moment der Volumeinheit

«=kP (11)
hervor, was das Potential
(1]
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Ve 4 ngoc b
und die Kraft
v 4rnu
K e g

auf einen Punkt im Innern der Kugel zur Folge hat.
Den wahren Wert des « finden wir also nicht aus der
Gleichung (11), sondern aus der Formel

. &=k +X),
wobel X jene magnetische Kraft ist, welche vom indu-
zierten freien Magnetismus ausgeht. Daraus folgt

o V¥ 21

nysiallt U b2

k .
was wir weiter umformen konnen in

1 4n
a(g+5) =,

Fiir Substanzen wie Eisen, Nickel usw. ist nun

k so groB, daB wir —lk— gegeniiber 4—32 _vernachléissigen :
kénnen. Es wird dann
o i 3P
B 7%
Das magnetische Moment einer Kugel vom Radius p
ist oun

Mu%’-‘p'a—p"P.
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Fs ist also gleich dem Produkt aus der 3. Potenz
des Radius und der Feldstéirke, wenn nur der Koérper
eine grofile Magnetisierungszahl besitzt. Ist hingegen
die Magnetisierungszahl wie bei den meisten Korpern

sehr klein, so kann ~37—t gegen % vernachliissigt werden,

d wir erhalt
und wir erhalten Loy
§ 31. Satz von Thomson — magnetische Induktions-
konstante — formale Analogien.
Bezeichnen wir das Potential im Innern eines
Korpers mit V_, auBerhalb mit V., die Dichte des
freien Magnetismus an der Oberfliche mit o, so gilt
fiir die Oberfliche die Gleichung (5)
oV, 0V._
dn on
Fiir die Komponenten des magnetischen Moments
der Volumeinheit haben wir

=—4n0. A3

ov._ A oY
e i L g T TR At Ml
Ferner ist
; 1av_
=t Kitprcin
Obige Gleichung kann daher geschrieben werden
Oy O oV
W Rt

oder
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eine (leichung, die zuerst von Thomson aufgestellt
wurde. - Auch diese Gleichung ist uns schon aus der
Theorie der Dielektrika bekannt. Sie existiert ja fiir
die Oberfléiche eines Dielektrikums, welches mit dem
freien Raum in Berithrung steht; nur ist dort die GroBe
14 4 xk die Dielektrizititskonstante, wihrend wir sie
hier die magnetische Induktionskonstante oder
magnetische Permeabilitit 4 nennen.

Wir kénnen nach Analogie des Vorgangs in § 22
auch folgende Darstellungsform wihlen. Ist die Inten-
sitit des magnetischen Feldes §, die Dichte der Kraft-
linien in einem ins Feld gebrachten Korper B, so ist

B=uH.
B nennt man die magnetische Induktion oder ma-
gnetische Erregung.

StoBen zwei Koérper zusammen mit den Magneti-
sierungszahlen k und k’, so gilt natiirlich analog

v av’

(1—{—4111{)-(%:(]4-4751{') 7n

Diese Gleichung fiihrt uns aber wiederum zur Ana-
logie mit der Wirmeleitung und der Fliigsig-
‘keitsstromung (§ 23).

§32. Transversal magnetisierter Zylinder im homogen
magnetischen Feld.

Wir haben einen unendlich

[/ < langen Kreiszylinder aus Kisen

M (Fig. 20), dessen Achse die y-Achse

eines Koordinatensystems bilden

_x soll. Der Zylinder befinde sich

in einem urspriinglich homogenen

magnetischen Feld, dessen Kraft-

Fig. 20. linien parallel zur x-Achse laufen.
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Durch die auf dem Zylinder frei werdenden magne-
tischen Massen wird das homogene Feld gesttrt; wir
wollen die auf diese Weise entstandenen magnetischen
Induktionslinien kennen lernen. Die Anschauung er-
gibt unmittelbar, daf lings einer zur y-Achse parallelen
Greraden das Potential einen konstanten Wert haben
muB. Nennen wir das Potential im Innern des Zylinders
Vi, auBerbalb V,, so wird sonach
o e oL B R R L Y

F{:—— dy? s dy o Jdy? i

sein, AuBerhalb und innerhalb des Zylinders gilt
ANi== 05,

da nur an der Oberfliche freie magnetische Massen
vorhanden sind. Dies fithrt zu den Gleichungen

92V,
¢9x2 927 b
und
02V; 02V, e
0x? WY e

Jede Funktion von x - zi ist eine L&sung dieser
Gleichung. Wir werden in der Folge sehen, daf die
(leichungen

Vo= A(x + zi) +

+z1
/
X+ zi

sich mit den von uns gestellten Bedingungen vertragen,
also als Ldsungen unserer Aufgabe angesehen werden

V1=A'(X—|—Zi)+
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konnen. Ks muB nun der reelle Teil der von uns auf-
gestellten Losung fiir sich wieder eine Losung sein,
wodurch wir

B X
V°=Ax+x——2+z2’

B'x
V1=A,X+m

erhalten.
Betrachten wir das Potential in einem von unserm
Zylinder sehr weit entfernten Punkt, so wird x2 4 22

sehr groB, sz_:za sehr klein, daher
' Ve=AX
und die Kraft
aV,
it 7 o

Wir haben also tatséchlich, wie wir es voraussetzten,
in weiter Entfernung vom Zylinder ein homogenes
magnetisches Feld. Fiir die Achse des Zylinders wird
x24-22=0. Da aber Vi nicht unendlich werden
kann, so muB B’ = 0 sein, und es bleibt

Also auch im Innern des Zylinders existiert ein
homogenes magnetisches Feld. Der Zylinder ist trans-
versal magnetisiert, und zwar laufen die magne-
tischen Induktionslinien parallel zur x-Achse.

Setzen wir nun
X =T COSQ,
8o wird

B
Ve = (Ar-]— —r-)COS(p, Vi=A’rcosp.
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Fiir die Oberfliiche des Zylinders muf
ve =Vl
werden, das heifit, es muB
Aa—}—%:A’a (12)

sein, wenn wir unter a den Radius des Zylinders ver-
stehen. Ferner muf

: I3 Ol i 0N
2 kool ] St i
sein, woraus folgt
B :

Gleichung (12) konnen wir nun auch noch so
gchreiben:

B
A + 3,—2 e A, .
Eliminieren wir aus den beiden letzten Gleichungen
;B;, so ergibt sich leicht

A A B Pk
“1+2ak’ & 1+ 2nk

Das magnetische Moment der Volumeinheit des
Zylinders ist

S AVORRES
Y—|—2n

ox T 14 2nk e
Wir erhalten also eine dhnliche Formel wie fiir die
Kugel (§ 30).
Ist eine Verdinderliche durch eine Gleichung mit
*komplexen Zahlen gegeben und trennen wir sie in zwei

A’ A.
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Gleichungen, deren eine nur den reellen, die andere
nur den imaginiiren Bestandteil enthilt, so entsprechea
diesen Gleichungen Kurvenscharen, deren eine die
orthogonalen Trajektorien der andern darstellt. Wiih-
rend also

Vy=A’x, Ve—-—-—Ax—{—BT;—(

uns die Niveauflichen des Potentials geben, liefern uns
‘die imagindren Bestandteile

B
Uy=A's, Ug=Az——
T

die magnetischen Krafflinien.

In groBer Entfernung vom Zylinder laufen die
Kraftlinien parallel zur x - Achse. Wir Wollela eine her-

A ' D
17%( s
a
okl e
Fig. 21.
ausheben (Fig. 21), fiir welche z = h ist. Wir haben
dann, da %—21} als sehr klein zu betrachten ist,

Ue=Ah.

Die allgemeine Gleichung der Induktionslinien auBer-
halb des Zylinders wird daher

Bz
F=AZ+

2mka?

G Bamyr

Ah=Az —
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wenn wir den Wert von B dem Obigen entnehmen.
Durch Kiirzung ergibt sich schlieflich

2mka? 7

1+2ak x®f2°°

h =z

Es sind die magnetischen Induktionslinien somit
Kurven dritten Grads. Der Punkt C, in welchem die
Induktionslinie die Oberfliche des Zylinders trifft, hat
die Ordinate z, . Fiir diese ist x? 4 22 = a?. Unsere
(Hleichung wird

W 2nk

1F2ak *'

Bei einem Kisenzylinder ist k so groB, daB wir
Kins gegen 2 mk vernachldssigen konnen, woraus folgt

g h
)i 9 :

Alle Kraftlinien, welche also im Unendlichen eine
Ordinate kleiner als 2a haben, gehen durch unsern
Zylinder. Das FEisen zieht sozusagen die Kraftlinien
gegen sich.

Auf ganz dieselbe Weise kénnten wir die Stromungs-
linien der Wirme finden, wenn wir in einen Raum von
konstantem Temperaturgefiille einen Zylinder briichten.
Wire dessen Wirmeleitungsfihigkeit gegeniiber jener
des umgebenden Raumes sehr groB, so wiirden die
Strémungslinien genau so wie die magnetischen Induk-
tionslinien des Kisens verlaufen.

Wie ein Vollzylinder 148t sich auch ein Hohlzylin-
der berechnen. s zeigt sich da, daB im Innern des
Hohlraums ein homogenes magnetisches Feld vorhanden
ist, welches um so schwiicher wird, je stiirker die Winde
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des Zylinders sind. Man nennt diese Erscheinung die
magnetische Schirmwirkung des Hisens.

§ 33. Verhalten der Korper von sehr kleiner Magne-
tisierungszahl im magnetischen Feld.

Bei Korpern von sehr kleiner Magnetisierungszahl
ktnnen wir die Riickwirkung der induzierten Magne-
tismen gegeniiber den induzierenden Kriiften vollstindig

vernachléssigen. Durch die Krifte X, Y, Z wiirden
sonach die magnetischen Momente

6V 8V
oV
y——-kZ——kaz

erzeugt. Die Wirkung der Kraft X auf einen kleinen
Magnet ns (Fig. 22) liBt sich folgendermaBen dar-
stellen. Haben wir im Punkt O mit den Koordinaten
X, y, z die Kraft X, so finden wir in n die Kraft

| + £+ay +6Zc,
wobei

&= 7}. cosf, 9= i21-005g, (= —g—cosh

ist. Unter 1 ist also die Lé#nge des Magnéts, unter
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f, g, h sind die Winkel, welche er mit den Aéhsen ein-
schlieBt, zu verstehen. In s haben wir analog die Kraft

: b e SRS

ok ool g d 1l T

9x

Unser Magnet habe in n die magnetische Masse

+ m, in s die Masse —m. Als Kraft auf unsern
Magnet haben wir also

e
(a 5+ay’7+az¢>

dX X X
=ml(a cosf—{—& cosg—l—a cosh)

mX —mX” =

Wir denken uns ein Volumelement dx dy dz
unseres Korpers im magnetischen Feld. Sein magne-
tisches Moment ist udx dy dz. Darauf wird die
magnetische Kraft gerade so wirken wie auf unseren
kleinen Magnet, dessen magnetisches Moment m 4 ist,
Wir konnen daher als Kraft auf das Volumelement

X X X
dK=ludxdydz(Ecosf+Tcosg+—é;cosh)

0X aX
-dxdydz( +8y'8+az )

annehmen, da ja
& = ucosf
usw. ist.

Setzen wir nun fir X den Wert — 3— usf, des-
gleichen fir «, B, y dle Werte aus den eingangs er-
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wihnten Gleichungen, so finden wir fiir die Kraft
ov 92V oV a2V ov 02V )
kdxdyds (G- 50 T oy oxdy T 95 9x0z

-3 () + )+ ()]

i 2 2 2
dxdydzax(X + Y2 + 29

¢ (kR2
dy ‘“E(T)'

Gleicherweise finden wir fiir die Kriifte nach der

y- und z-Achse
2
dxdy dz—q—(ﬁ)

k
2
dx

ay\ 2
und
0 (kR?

§ 34. Die magnetische Kraft auf einen langen Zylinder,
dessen eines Ende sich im magnetischen Feld befindet.

Wir nehmen an, wir hitten das eine Ende eines
Zylinders in einem magnetischen Feld, etwa zwischen
den zwei Polen eines Hufeisenmagnets (Fig, 23). Fiir
die Kraft, welche der Magnet auf unseren Zylinder
parallel zur x-Achse ausiibt, erhalten wir nach den
Gleichungen des vorhergehenden Paragraphen

[[foctrac o) = for B2

Da wir aber zur yz-Ebene alles symmetrisch haben,
50 sind auch die magnetischen Krifte R, und R, einander
gleich, Daher wirkt in der Richtung der x-Achse auf
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unseren Zylinder keine mechanische Kraft, ebenso in
der Richtung der y-Achse. Fir die Kraft in der
Richtung der z-Achse haben wir jedoch

79 /9
it

Dabei ist R’“die magnetische Kraft, d. i die Feld-
stirke, am Ende des Zylinders zwischen den Magnet-
polen, R” jene am entgegengesetzten Ende. Diese sei
gleich Null. HEs bleibt dann bloB

kR2 kR?
N ——

wenn q der Querschnitt des Zylinders ist. Wir setzen
hier voraus, da das magnetische Feld am Knde des

Z

Fig. 23.

Zylinders an allen Punkten den konstanten Wer/ R’

qkR? ; ; z
hat. 5 ist also die mechanische Kraft, mit welcher

unser Zylinder in das Feld hineingezogen wird. Diese
Kraft la8t sich mit der Wage bestimmen, so daf wir
hier eine Methode haben, bei bekannter magnetischer
Kraft R’ die Magnetisierungszahl k, oder bei bekannter
Magnetisierungszahl die Feldstirke R’ zu finden.
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§ 35. Kraftfunktion und Potential der magnetischen
Kriifte.

Wir fanden (§.33) fiir die Kraftkomponenten, welche

ein magnetisches Feld auf ein Volumelement ausiibt,

2
66_1( (sz dxdy dz) usw. Wir konnen daher k—dxdydz

als die Kraftfunktion fiir ein Volumelement an-
sehen. (leicherweise wie die Kraftfunktion k&nnen
wir nun auch das Potential finden. Wir suchen es
erst wieder fiir einen kleinen Magnet sn (Fig. 22).
Das Potential im Punkt 0 sei V, dann haben wir in n

ov
V—l—aX§+ayn+ C,

6 v ov CAY
Das Potential auf unseren kleinen Magnet wird also
)
mV — mV”—— gyml cosf+ mloosg—]— —vmi.cosh
sein. F tir das magnetische Moment m A konnen wir

nun wieder das Moment des Volumelements udx dy dz
einsetzen und erhalten so

(—?,ucosf—kg—vycosg-i— %X‘ucosh)dxdydp
av
(ax + 3y ’8+¢9 y)dxdydz

- —x{(gz)+ ) + () Jemores

wr — kR?dxdydz,
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Wir erhalten also das paradoxe Resultat, daf das
Potential doppelt so groB ist als die Kraft-
funktion. Das riihrt daher, weil wir bei der Bildung
der Kraftfunktion die Massen als konstant ansehen,
was jedoch tatsiéichlich nicht der Fall ist, indem ja das
magnetische Moment durch die Kraft selbst bedingt
wird und sich mit dieser #ndert. Wihrend uns die
Anderung der Kraftfunktion die GroBe der
mechanischen Kraft angibt, liefert uns die
Anderung des Potentials die Anderung der
gesamten Energie. Diese besteht in unserm Fall
aber nicht bloB in Erzeugung kinetischer Energie,
gondern es wird gleichzeitig Arbeit zur Erzeugung
des magnetischen Moments in dem induzierten
Kdrper bendtigt. Diese Arbeit ist, wie wir im
folgenden Paragraphen sehen werden, ebenso grof
wie die Anderung der kinetischen Energie des
Korpers, weshalb das Potential auch doppelt so groB
als die Kraftfunktion ausfallen muB.

§ 36. Die magnetische Molekularkraft.

Werden in einem Korper die urspriinglich ver-
einigten magnetischen Massen -+ m und — m durch
die magnetische Kraft R getrennt, so wirkt auf 4 m
die Kraft 4+~ mR, auf — m gleicherweise — mR.
Ist die Entfernung, welche die beiden Massen dadurch
erlangt haben, A, so ist mAR die Arbeit, welche bei
der Trennung geleistet werden mubBte. Das Differential
der Arbeit bei konstanter Kraft ist also Rd(m4). Fir
ein Volumelement ergibt dies (§ 28)

Rd(mi) = Rdudxdyds.
Jager, Theorelischs Phynik. IIL a8
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Da

80
Rdpdxdydz = "_E’idxdydz.

Fir die Volumeinheit ist daher die zur Uber-
windung der magnetischen Molekularkraft
ndtige Arbeit

"
/#du=ﬂ_’
k- gk

0
und fiir das Volumelement

e e

ok dxdydz = 3 dxdydz,
da ja u=kR ist. Wir erhalten also in der Tat die
Arbeit zur Uberwindung der magnetischen
Molekularkraft genau so groB wie die Kraft-
funktion.

§ 37. Magnetische Energie.

Wir fanden fiir den Arbeitswert A eines Systems
elektrischer Punkte (§ 17) die Gleichung

.mV
A

wobei wir unter m eine elektrische Masse verstanden,
unter V das Potential, unter welchem sie steht. Diesen
Ausdruck konnen wir unmittelbar auf den Magnetismus
iibertragen und so den Arbeitswert oder die Energie
eines magnetischen Systems bestimmen. Wir nehmen
an, daf wir es mit einem System von permanenten
Magneten und verschiedenen anderen Kdrpern su
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tun haben, in welchen die Magnete freie magnetische
Massen hervorrufen. Unter permanenten Magneten
verstehen wir dabei magnetische Massen, welche
bei einer Anderung des Systems 1hre GroBe
nicht &ndern, wie es etwa bei Stahlmagneten an-
nihernd der Fall ist. Wir kdnnen sonach die ge-
samte magnetische Energie in drei Teile zer-
legen. Den ersten liefert die Wirkung der fixen
Magnete auf die freien magnetischen Massen
der Korper. Der zweite besteht in der Wirkung
der freien Massen auf sich selbst. Der dritte Teil
ist jene Arbeit, welche zur Uberwindung der
magnetischen Molekularkraft in den Kérpern er-
forderlich ist. !

Freie magnetische Massen haben wir nur an der
Oberfliiche der Korper. Ihre Dichte nennen wir o. Ist
das Potential, welches die fixen Magnete erzeugen, V,
g0 gibt uns

av v av

den ersten Teil des magnetischen Arbeitswerts. Daf}
diese (tleichung wirklich besteht, konnen wir leicht
ermitteln. Die partielle Integration ergibt néimlich

av av ov
ff/(ﬁ0€+6_§ﬁ+5_z_7>(1Xdydz

.=ff(Vocdydz +Vﬁdxdz + Vydxdy)

_./ffv( r)dxdydz.

(44
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Unter der Voraussetzung, daB wir nur auf der
Oberfliche freie magnetische Massen haben, wird

do  0p
1= + +

Das zweite Glied unseres Integralausdrucks fallt
also weg, und es bleibt nur

[[(Vadydz+ Vpdx dz + Vydx dy)
B ffV(cxcosf + Beosg+ycosh)dO = /fVadO :
(§ 28), womit unsere Behauptung bewiesen ist.

‘Wir haben nun als zweiten Bestandteil der magne-
tischen Energie das Potential der freien magnetischen
Massen auf sich selbst, multipliziert mit der jeweiligen
freien Masse, zu nehmen. Dieses Potential sei U. Wir
erhalten somit fiir die Energie

1froa0 = & (/8 + 2754 2 duxays,

Hier muB der Faktor 4 stehen, weil wir bei der
Bildung des Arbeitswerts gerade’ so wie beim. Arbeits-
wert eines elektrischen Systems jede Masse zweimal in
Rechnung gezogen haben. Beim ersten Teil war der
Faktor 4 nicht notig, weil wir dort das Potential der
fixen Massen auf die freien, aber nicht umgekehrt ein-
fiihrten.

Die zur Uberwindung der magnetischen Molekular-
kraft ndtige Arbeit ist nach dem vorhergehenden Para-
graphen

f/fé“;d’ Ay dv = gl—kff («? + g* + y")dxdy da. |
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Dabei ist

0 0
und — b die Kraft der fixen Magnete, — i die riick-
0x . ox

wirkende Kraft der freien Magnetismen. Die Summe
der drei maBgebenden Bestandteile liefert uns nun die
.Gresamtenergie

! O N ln@lRa s iog
g f/f[(a} +toaxt z‘k)“

ARt S

dy 2dy ' 2k
ov. . 1éU y)}
+(5;+_2_‘.9.; 2%/ 7 dx dy dz

10U 18V 18 '
//f[( 26x T 20x 20x .. ](lxdydz

=_fff( 6yﬁ+avy)dxdyd7

Es ist somit die Gesamtenergie nichts anderes
als die Hilfte der Energie, welche die Wirkung
der fixen Magnete auf die freien magnetischen
Massen erzeugt.

Bei der Erzeugung ‘der Momente &, B, y sind in
oV
oyl o dg Sy

erster Linie die Kriifte — %’
gebend. Moment und erzeugende Kraft haben immer das-



86 - Elektromagnetismus,

6V 0
selbe Vorzeichen, folglich ist die GroBe 752 + Vﬂ

- (9Vy und damit die gesamte Energie negatlv

Bringen wir die K6rper in unendliche Entfernung
von den permanenten Magueten, so wird das Potential
und damit der magnetische Arbeitswert E Null.
Nihern sich nun die Korper, so muB Energie gewonnen
werden. Es ist dies die kinetische Energie, welche die
Korper durch die Anziehung der Magnete erlangen.
Tatstichlich ist auch der Differentialausdruck fiir die
Energie ;
1(0V ov ov

nichts anderes als die von uns bereits frither (§§ 33, 35)
gefundene Kraftfunktion.

Elektromagnetismus.

§ 38. Der elektfrische Strom — Oersteds Entdeckung
— Ampéres Schwimmregel — das Gesetz von Biot und
Savart.

Halten wir zwei Punkte eines Leiters auf konstantem
elektrischen Potential, so strémt bestindig Elektrizitiit
von dem Punkt hheren Potentials zu jenem tieferen, wir
haben einen konstanten elektrischen Strom.

Oersted machte die Entdeckung, daB eine Mag-
netnadel durch einen nahe voriiberflieBenden elek-
trischen Strom abgelenkt wird. Die Ablenkung
befolgt nach Ampére folgende Regel: Denken wir
uns im Strom schwimmend, das Gesicht der
Nadel zugewendet, so weleht der Nordpol nach
links ab.
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Befindet sich unter einem unendlich langen
geradlinigen Strom eine Magnetnadel, so wird
sie mit einer Kraft abgelenkt, welche verkehrt
proportional ihrer Entfernung vom Strom ist.
Dieses Gesetz fanden Biot und Savart. Die nithere
Untersuchung ergibt, daB das magnetische Feld,
welches von einem geradlinigen Strom erzeugt
wird, kreisfdrmige Kraftlinien besitzt, die mit ihrer
Ibene senkrecht auf dem Strom stehen, wihrend ihr
Mittelpunkt im Strom selbst liegt. Zwei Strome, welche
also unendlich nahe, aber in entgegengesetzter Richtung
und mit gleicher Stiéirke nebeneinander laufen, werden
auf eine Magnetnadel keine Kraft ausiiben, da sie sich
in ihrer Wirkung gegenseitig aufheben miissen.

§ 39. Wirkung eines Stromelements auf einen
Magnetpol.

Wir machen die Annahme, daB sich die Wirkung
eines Stroms aus der Wirkung der einzelnen Strom-
elemente berechnen liBt. Stellen wir den Lauf des
Stroms durch eine Kurve dar, das heifit, haben wir
einen linearen Stromleiter, so konnen wir ein
Kurvenelement als die Lage eines Stromelements
ansehen. Denken wir uns einen Kreisstrom, in dessen
Mitte sich eine kleine Magnetnadel befindet. Die
Wirkung eines Stromelements wird nun proportional
geiner Léinge ds sein und einer Funktion des Radius r
des Kreises. Wir konnen letztere durch f(r) darstellen.
Da alle Stromelemente vom Magnet gleichweit entfernt
sind, so ist f(r) konstant, und die Wirkung des gesamten
Kreisstroms auf die Nadel wird 22 f(r), da 2ar der
Umfang des Kreises ist. Die Messung ergibt nun, daf
diese Kraft
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2nrf(r) =-§

ist, wobei k eine Konstante bedeutet. Ks ist somit

e |
il i

In unserm Fall steht jedes Stromelement senkrecht
zur Verbindungsgeraden zwischen Magnetpol und Strom.
Ist das nicht der Fall, sondern schliefit diese Gerade
mit dem Stromelement im allgemeinen den Winkel &
ein, 80 kommt nur die Wirkung der senkrechten Strom-
komponente dssind in Betracht. Die Kraft, welche
somit von einem Stromelement auf einen Magnetpol aus-
getibt wird, wird erstens der Masse des Magnetpols m,
ferner der Lénge der senkrechten Komponente des Strom-
elements dssind, der Stiirke des Stroms i direkt und
dem Quadrat der Entfernung des Elements vom Pol r
verkehrt proportional sein. Die Kraft ist somit

ds — Kmdssmt?i,
2
wobei unter K die entsprechende Proportionalititskon-
stante zu verstehen ist.
Die Stromstérke bestimmt sich durch die Menge
der Elektrizitit, welche in der Zeiteinheit den
Querschnitt des Leiters passiert.

§ 40. Die Tangentenbussole — MaB der Stromstiirke.

Wir bringen einen kreisformigen Stromleiter in den
magnetischen Meridian; in die Mitte des Kreises eine
in einer Horizontalebene bewegliche Magnetnadel. Wird
der Leiter von keinem Strom durchflossen, so stellt
sich die Nadel in die Richtung des magnetischen
Meridians A B (Fig. 24). FlieBt ein Strom, so sucht
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er die beiden Pole in entgegengesetzter B
Richtung senkrecht zur Strombahn zu be-
wegen. Hs wirkt also auf die Nadel ein
Drehungsmoment, und es wird Gleich-
gewicht sein, wenn dieses Drehungsmoment i
gleich jenmem des Erdmagnetismus wird. -
Letzteres ist HM sing, unter H die Hori- 7
zontalintensitit des Erdmagnetismus und A
unter M das magnetische Moment der Nadel
verstanden. Ersteres ist SAcosp, wenn S ¢
die magnetische Kraft des Stromkreises auf
einen Pol ist. Im Fall des Gleichgewichts
der Nadel muB8 nun

HM sing = SAcose

A

e H},M g Fig. 24,

sein. Nach dem vorhergehenden Paragraphen ist aber
die ablenkende Kraft des Stroms

S=,Kmi/smﬁds.

r2

oder

Fiir unsern Fall ist fiir alle Stromelemente 9 — g_,

also sin® = 1. Ebenso ist der Radius des Kreises r
konstant, und es bleibt

Kmi ’
8 = 2 /ds,
wobei
fds=2ar
der Umfang des Kreises ist. Hs ergibt sich somit
=K 27mi i HM i

A
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oder
; HMr
' = 3zmik 8P

Es ist nun das magnetische Moment der Nadel
M = s,

go daf wir

g 1515 $

=37k °F
setzen konnen. Falls wir uns also iiber die Konstante K
einigen, haben wir in unserm Fall eine Methode, die
GroBe der Stromstirke i zu bestimmen. Wihlen wir
K =1, so sagen wir, wir haben die Stromstirke in
absolutem Maf$ angegeben. Fiir die Praxis ist diese
Einheit -zu gro8, man hat deshalb den 10. Teil davon
als Einheit angenommen und sie ein Ampére genannt.
Ein Strom von 10 Ampére entspricht somit der ab-
soluten Stromeinheit. Um die Stromstiirke in Ampére
auszudriicken, haben wir also K = —11—0 zu setzen.

Der von uns zur Bestimmung der Stromstirke be-
niitzte Apparat besteht also aus einem kreisférmigen
Draht, in dessen Mitte sich eine kleine Magnetnadel
befindet. Die GroBe

H.r

, snE T 2

ist eine Konstante. Die Stromstirke ist sonach durch
i=Atge

bestimmt, d.h. sie ist proportional der Tangente
des Ausschlagwinkels der Nadel. Man nennt daher
einen derartigen Apparat auch eine Tangentenbussole
und A ihren Reduktionsfaktor. Fiihren wir den Strom
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zweimal im Kreis herum, so wird die ablenkende Kraft
die doppelte, bei nmaligem Umlauf die nfache. Der

¢ Ll '
Reduktionsfaktor ist dann natiirlich o Wir kénnen

so die Empfindlichkeit einer Tangentenbussole bedeutend
steigern.

§ 41. DPotential eines elektrischen Stroms auf einen
Magnetpol — Vektorpotential.

Wir fanden fiir die Kraft, welche ein Stromelement
auf einen Magnetpol ausiibt (§ 39), die GroBe

s — im sin?d ds

Die Richtung der Kraft ist senkrecht auf der Ebene,
in welcher das Stromelement und der Magnetpol liegen.
Sie bilde mit den Achsen eines Koordinatensystems die
Winkel 4, x, ». Es sind dann die Komponenten der
Kraft dS

im sind ds

do ——'——1‘2—0031,

im sind ds
dﬂ == —rz—COSIu,

im sind ds

d” = _1'2_ Cosy.

Verbinden wir die Endpunkte des Stromelements
mit dem Magnetpol, so erhalten wir ein Dreieck von
der Grundlinie r und der H6he ds sind.

rdg sind = 2 4
ist daher der doppelte Flicheninhalt dieses Dreiecks.
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Wir koénnen somit auch

d(x=%-2Acosl
r

schreiben, wobei 2 4 cosA der doppelte Flicheninhalt
der Projektion unseres Dreiecks auf die yz-Ebene ist.
Wir wollen die Koordinaten des Magnetpols a, b, ¢
nennen, die des Anfangspunkts unseres Klements
X, ¥y, z; die des Endpunkts sind somit x -+ dx,
y+dy, z-+4dz. Die doppelte Fliche der Projektion
des Dreiecks auf die yz-Ebene ist daher

24 cosd=(b—y)dz—(c—z)dy,
und es wird

im
docz—rT[(b—y)dz—(o—z)dy].

Durch zyklische Vertauschung der Buchstaben finden
wir ferner

dﬂ:i%l[(c-—z)dx——(a—x)dz],

dy = 2 o —x)dy — (b — )ax].

Da
P=@—32+b—y?2+(c—2?2 (14)
g0 ist
b—y Jd (1
Tz*a_b<?>

usw. Unsere Gleichungen werden daher
; L L ] 8
usw. Durch Integration erhalten wir

-
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o =~infa (5 )d’+ n 55 (x) v
=—tng [F4ing [

Wir wollen nun
d d
it FOO SN L i/—z=0 (15)
T r r

einfithren und anstatt m die Masseneinheit setzen. Hg
bestehen dann die (leichungen

0B 4C L4 60l ok _6_4_8_B 18
% o Pma e T e 19
0 ‘ : av

Existiert ein Potential V, so daB o = ~ s UsW.
.wird, dann muf
0 Od«
6_3,_‘%—0 (17)

gsein usw. Wir haben nun
0 _oa_o2C_ o014 0B 80
da Ob 0a? o0dadc Obdc ' db?
G205 020 020 0
=6_;ﬂ+7b—2+‘56?_5€(?9§+ﬁ+5€)'

Nach der Bedeutung von C =i f Erz ist die Summe
02C 020 020
a1 Tow T aa

wenn der Magnetpol nicht im Strom selbst liegt, da
dann (§ 5)
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02 (1 0?2 (1 02 (1
) ralei Rl

ist. Die Summe oA OB 60
T T

o S EJor S0
[ B o )
- fo) - -2)

Die Gleichung (17) wird also nur dann erfiillt
sein, wenn 1 1
— — — = konst.

i gt
ist. Da nach der Erfahrung jeder konstante Strom ein
geschlossener ist, fiir welchen wegen des mit dem An-
fangswert zusammenfallenden Endwerts von r

1 1

——— =10

. T
ist, so ist obige Bedingung immer erfiillt, d.h. es
existiert immer ein Potential.

Liegt der Magnetpol im Strom selbst, so kénnen wir
unseren Leiter nicht mehr als linear auffassen. Die
Stromstiirke wird dann

1= ql)
wenn wir D die Dichte des Stroms, q den Querschnitt
des Leiters nennen. Ferner wird

om0 (TR S R b g
t ¥ r das
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Wir kénnen dz
D—=w
ds

die Komponente der Stromdichte parallel zur z-Achse
nennen. Ebenso haben wir parallel zur x- und y-Achse
die Komponenten der Stromdichte

dx dy
n=D ES" y ve=D —(l—s— . )
Ferner kann das Volumelement q ds durch dxdy dz
ersetzt werden. Es wird daher

C=f//¥dxdydz.

Dieser Ausdruck hat die Form des Potentials fiir
Krifte, welche verkehrt proportional dem Qua-
drat der Entfernung wirken, und wir wissen (§ 6),

daB dann 020 020 020
dat Tapr T g
ist. Daher werden flir diesen Fall auch unsere obigen

=—4naw

Gleichungen
. PRIRY, - S
de ob’
dy O«
X T e 48
do 0p
D e

Diese (leichungen geben also die Beziehung zwi-
schen den Stromkomponenten und den magne-
tischen Kr#ften, welche auf den Magnetpol wirken.

Es sei noch erwhhnt, da8 man die Ausdrticke A, B, C
als die Komponenten einer GroBe auffassen kann, die
den Namen Vektorpotential filthrt.
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§ 42. Ersatz eines geschlossenen Stroms durch eine
magnetische Platte.

Ein kleiner ebener geschlossener Strom liege um
den Anfangspunkt eines Koordinatensystems in der
yz-Ebene. Seine Koordinaten seien x, y, z, die
eines Magnetpols a, b, ¢. Folglich ist

=2t (b — 3+ -2,
da ja x = 0 ist. Die Entfernung des Magnetpols vom
Ursprung O sei R, also
R? = a2 { b2 4} 2.

Wir wollen nun die Ausdriicke fiir A, B, C nach

den Gleichungen (15) bilden. Dabei haben wir den

Vorteil, daB wir % nach dem Taylorschen Lehrsatz

in eine Reihe entwickeln kdnnen, von welcher wir nur
die ersten Glieder in Betracht zu ziehen brauchen, da
wir ja y und z als sehr klein annahmen. Wir haben

ki %= +3y(1> +¢9z(1)

1y 6(1) a(1>
T B N T AT

Alle hoheren Glieder konnen wir vernachlissigen.
Daraus folgt dx
A=i S vetia g

)

weil x = 0 ist, ferner

B - gf o7 =gy (g) oy —175(5) frer.

Da wir tiber einen geschlossenen Strom integrieren,
g0 st fdy—fydy—o;
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hingegen ist
f zdy = — f,

wenn wir unter f die von unserem Strom umflossene
Fliche verstehen, indem wir den im Sinn des Uhr-
zeigers flieflenden Strom, von der pesitiven x-Richtung
aus betrachtet, als positiv ansehen. Wir erhalten daher

Lo ; 6(1)
B=lf'é€'(ﬁ), C=-—1f5g§,

wobei C gerade so wie B gebildet wird. Diese Aus-
driicke wollen wir nun in die Gleichungen (16) ein-
setzen. Hs ergibt sich demnach

gB, 60 . [a 1\ . & (1
* =75~ o~ 7 (g) + 73 (3]

e e
= —Ha\g/

da ja
2 2
”a(?a?(ili)Jrai?( )+802 (%)=0

ist. Gleicherweise ergibt sich

o (1 G o
e 8aab<) 7=_‘faaac(ﬁ)'

Setzen wir nun

S0 \Vird
pony 8 B R S 7; = -
(;a 4 ab { (9() :

Jager, Theoretische Physik. IIL | 7
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Wir kénnen sonach V als das Potential des
Kreisstroms auf den Magnetpol auffassen. Is

ist aber
0 (1) R
ETR T A
ifa
R3
Dieselbe Formel haben wir nun auch fiir das Po-

tential eines kleinen Magnets (§ 26) erhalten, welcher in
der x-Achse im Ursprung O liegt. Nur haben wir dort

—if=M

gesetzt. Wenn wir also unseren kleinen geschlossenen
Strom durch eine magnetische Platte vom magnetischen
Moment M = — if ersetzen, so haben wir in der Wir-
Jkung auf den Magnetpol gar nichts gefindert. Das
negative Vorzeichen ist nur durch die entgegengesetzte
Lage der Pole bedingt. Hat die Platte die Dicke &
und die Flichendichte o, so ist ohne Riicksicht auf das
Vorzeichen 6Of—if

das magnetigche Moment. Daraus folgt also

daher
p v

i=o0d.

Dieses Resultat 148t sich nun auf einen beliebigen
geschlossenen Strom fiibertragen. Wir knnen uns ném-
lich die von einem Strom umschlossene Fliche in sehr
viele kleine Flichen zerlegt denken. Alle diese kleinen
Flichen sollen von einem Strom i in derselben Rich-
tung umflossen werden. Man sieht dann ohne weiteres,
daB sich die Strdme im Innern der Fliche aufheben,
da die Gtrenze von je zwei benachbarten Flichenstiicken
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zweimal vom Strom, und zwar in entgegengesetzter
Richtung, durchlaufen wird. HEs bleibt also nur der
Randstrom {ibrig. Die kleinen umstrdmten Flichen
koénnen wir aber alle durch magnetische Platten von
der Flichendichte ¢ und der Dicke & ersetzen, was so
zu wihlen ist, da ¢ =i wird. Welche Gestalt wir
dabei der vom Strom begrenzten Fliche geben, ist
vollig gleichgiiltig.

§ 43. Wirkung einer kreisférmigen magnetischen
Platte auf einen Magnetpol.

Wir denken uns eine kreisformige Scheibe (Fig. 25)
in der yz-Ebene mit ihrem Mittelpunkt im Ursprung
Z .

Fig. 25,

des Koordinatensystems. Ihre Flichendichte sei ¢, der
Radius h. Im Punkt M der x- Achse befinde sich ein
Magnetpol. Das Potential auf ihn wird sein (§ 7)

h h

e 2noxE+ 1
VX2 + 12

0 0

= 2na(yx2+h2—x).

*
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Dieses Resultat wollen wir nun auf eine magne-
tische Platte von der Dicke J ausdehnen, welche wir
so lagern, daB sie mit der negativen Seite in der yz-
Ebene (Fig. 26), mit der positiven links davon ist. Das
Potential der rechten Seite auf M ist also

Vo= —2no[yh2+x2-—x],

das der linken

Vi=2as[yn®+ &+ 62— (x+9)],

+ + 4+ ++ ++ T+ ++
T‘
\E
®

I

Fig. 26.

das aesamtpotoutial gomit
V=V, 4V_
= 20 [ F (0P —x— 8 — T 1]
yh 4 (x+ 82— yh2 4 x2
0

= 2700

Da & eigentlich unendlich klein ist, so kinnen wir
den ersten Teil in der Klammer als den Differential-

quotienten
d yh? 4 x2 x
dx ]/h2 + x?
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ansehen. Wir erhalten somit

o i BRI e s Al
th el c?

Setzen wir hier ¢4 =i, so haben wir das Poten-
tial eines Kreisstroms auf den Punkt M. Die
Kraft wird nun

av 9 i 1 X ]
s ealiesdl NG R e
0x []/h2+x2 (h2+x2)§'_l
; 28 2mih?
(h2+x2)%
Setzen wir nun x = 0, so wird
av 2mi
g e

Das ist tatséichlich dieselbe Formel, welche wir
bereits frither fiir die Wirkung eines Kreisstroms auf
einen in seiner Mitte befindlichen Magnetpol fanden

§ 40).

§ 44. Ersatz einer begrenzten magnetischen Platte
durch eine unendliche — magnetische Arbeit,.

Nach §§ 7, 10 und 43 ist die Kraft, welche eine
unendliche Ebene mit der Flichendichte ¢ auf die
Masseneinheit ausiibt, unabhiingig von der Entfernung
des Punktes von der Ebene gleich 2mo. Haben wir
demnach eine unendliche ebene magnetische Platte mit
den Belegungen + o und — o, so ist ihre Wirkung
auf einen magnetischen Massenpunkt gleich Null. Mit
einer solchen Platte bringen wir nun eine begrenzte
Platte von derselben magnetischen Dichte so zur Deckung,
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daB die entgegengesetzten Magnetismen aufeinanderfallen
(Fig. 27). Die Wirkung dieses Systems auf den Punkt
M ist natiirlich gerade so wie die der begrenzten Platte
allein, da ja die unendliche Platte keine Wirkung her-
vorbringt. Das System selbst stellt jetzt aber eine
unendliche magnetische Platte mit einem ILoch von
der GroBe und Form der begrenzten Platte dar, da
gich die zusammenfallenden positiven und negativen
Magnetismen in ihrer Wirkung aufheben. Es kann
somit eine magnetische endliche Platte durch
eine unendliche mit einem Loch von der Form,
GroBe und Flichendichte o der endlichen Platte
ersetzt werden, wenn gleichzeitig das Vor-
zeichen der Flichenbelegungen in das ent-
gegengesetzte verwandelt wird.

&N

B R SN
T+ + + + +

|
ik

s

. U

)
PR —

I

e e

Fig. 2.

Durch diesen Satz sind wir in der Lage, auch
dann einen geschlogsenen Strom durch eine magnetische
Platte zu ersetzen, wenn wir die Wirkung auf einen
Punkt wissen wollen, der in die Platte selbst hinein-
fallen wiirde. Wir brauchen die begrenzte Platte dann
nur mit einer unendlichen zu vertauschen, so daf der
Punkt ins Loch zu liegen kommt.
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Fithren wir eine magnetische Masse durch ein mag-
netisches Keld, so miissen dies magnetischen Kriifte
Arbeit leisten. Beschreibt die magnetische Masse eine
geschlossene Bahn, so ist die Gesamtarbeit gleich Null,
da die Masse dabel ja wieder auf den Anfangswext
ihrer potentiellen Energie zuriickgebracht wird (§ 17).
Teilen wir demnach irgendeine geschlossene Bahn in
zwei Teile, so muB die Arbeit der magnetischen Kriifte
in dem einen Teil gleich groB, aber entgegengesetst
bezeichnet der Arbeit im anderen Teil sein.

Wir bringen nun in unmittelbare Nihe der positiven
Oberfliiche unserer magnetischen Platte, durch welche wir
einen geschlogsenen Strom ersetzen, die magnetische
Masseneinheit und gehen mit ihr um den Rand der Platte
herum bis auf die negative Seite, so werden die magneti-
schen Kriifte dieselbe Arbeit leisten, als wenn wir mit der
Masseneinheit direkt durch die Platte hindurch von der
positiven zur negativen Seite gehen. Letztere Arbeit ist
aber leicht zu bestimmen. Von der positiven Fliicheneinheit
werden nimlich im ganzen 4 7o Kraftlinien ausgehen
(§ 16). Der Symmetrie halber werden 27z ¢ Kraftlinien
nach aufien, ebensoviel nach innen gerichtet sein. Dag-
selbe ist bei der negativen Seite der Platte der Fall;
da dort die Kraftlinien aber negativ zu zihlen sind, so
addieren sie sich zu den positiven im Innern der Platte
und ergeben eine Liniendichte oder, was dasselbe ist, eine
Kraft 4 7z 6, die von der positiven zur negativen Fliche ge-
richtet ist. Der Abstand beider Flichen ist ¢ . Bringen wir
somit die Masseneinheit von der positiven zur negativen
Seite, so leisten die magnetischen Krifte die Arheit 4766.
Dieselbe Arbeit miissen sie aber auch leisten, wenn wir
die magnetische Masseneinheit von der einen Seite der
Platte um deren Rand herum nach der anderen fithren.
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§ 45. Das Solenoid.

Kine Reihe paralleler, gleich grofier und in gleichen
Abstinden voneinander befindlicher Kreisstréme, wie
man sie angenihert in einer Drahtspule besitat, nennt
man ein Solenoid. Wollen wir die Wirkung eines
solchen Solenoids auf einen auBerhalb liegenden Punkt
kennen lernen, so brauchen wir jede Drahtwindung
nur durch eine kreisférmige magnetische Platte zu er-
setzen. Gehen n Windungen auf die Léingeneinheit, so

hat eine solche Platte die Dicke o =% und somit

nach § 42 eine Flichendichte

o= % g

Daim Innern des Solenoids die zusammenfallenden positiven
undnegativen Magnetismen sichinihrer Wirkungnachaufen
aufheben, so wirkt das Solenoid auf einen #uBeren Punkt
wie ein gleich groBer Zylinder, dessen Endflichen mit mag-
netischer Masse von der Dichte ni bez. —ni belegt sind.

Wollen wir die Wirkung auf einen Punkt im Innern
kennen, so brauchen wir nach § 44 jeden Kreisstrom
nur durch eine unendliche ebene magnetische Platte
mit einem kreisférmigen Loch zu ersetzen. Auf jener
Seite, von welcher besehen der Strom im Sinne des
Uhrzeigers flieft, hat nach dem Fritheren die positive
Belegung ¢ = ni zu sein. Hs heben sich dann wieder
sémtliche Magnetismen mit Ausnahme jener der beiden
Endflichen auf. Die Achse des Solenoids falle mit der
x-Achse eines Koordinatensystems zusammen, von rechts
besehen flieBe der Strom im Sinne des Uhrzeigers.
Es haben dann unsere unendlichen Flichen rechts po-
sitiven, links negativen Magnetismus. Die Wirkung
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einer solchen unendlichen Platte auf einen Punkt in
der Achse des Solenoids liBt sich ersetzen durch eine
unendliche Platte ohne Loch, welche eine Kraft 2 7 o
ausilibt, und eine Kreisscheibe, die mit dem Loch zu-
sammenféllt und mit Magnetismen von gleicher Dichte,
aber entgegengesetztem Vorzeichen belegt ist.

Denken wir uns ein sehr langes Solenoid, so kann
die Wirkung der Kreisscheiben auf einen Punkt im
Innern, der weit von den Endflichen entfernt ist, ver-
nachlissigt werden, und es bleiben nur die Kriifte der
beiden unendlichen Ebenen. Diese suchen die positive
Masseneinheit nach links zu bewegen, jede mit der
Kraft 2720, Die Kraft im Solenoid ist demnach

X=—4nmo=—4xmni.

Es ist somit die Kraft unabhiingig von der Lage des
Punkts, und die Kraftlinien miissen parallel zur x-Achse
verlaufen. Das Solenoid ist demnach ein bequemes
Mittel, um ein homogenes magnetisches Feld her-
zustellen, dessen Stirke direkt proportional der Win-
dungszahl per Liingeneinheit und der Stromstiirke ist.

§ 46. Der Stokes’sche Satz — der curl.

Wir werden im folgenden den von Stokes ge-

fundenen Satz
>LOS(X
de

Jlegi+ v+ 2o -Gz -
o s

oX 6 7 oY
+(¢9c - aa) S’3_}_(
bendtigen. Die Komponenten X, Y, Z einer Vektor-
griofe K sind Funktionen der Koordinaten a, b, ¢ einer
Fliche, deren Randkurve s ist, wihrend «, §, y Win-
kel sind, welche die Normale zum Flichenelement d8
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mit den drei Achsen einschlieft. Wir wollen den Be-
weis dafiir mit Zuhilfenahme der Mechanik erbringen.
X, Y, Z seie? die Kraftkomponenten, welche auf einen
Punkt wirken. Beschreibt der Punkt eine geschlossene
Kurve, so ist die Arbeit, welche dabei die Kriifte leisten,

[Kcosq?ds= f(Xda-{— Ydb + Zde).

Wir wollen nun zuerst die Formel fiir die Arbeit
aufstellen, welche die Kriifte leisten, wenn ein Punkt
7 in der yz-Ebene (Fig. 28) das
unendlich kleine Rechteck OBCD

ab AP umkreist. In irgendeinem Punkt
(¢ de von der Ordinate b der unendlich
x kleinen Strecke OB ist die Kraft

Y PR o
B Y=Yo+ﬁb,wennsxelmbr-
Fig. 2. sprung O den Wert Y, hat. Auf

Z
der Strecke BC haben wir analog Z = Z{ -+ —— EP Es

liBt sich aber die Kraft Z{ im Punkte B darstellen

07 07
durch Z{="2,-+ Zdb folglich Z=17,- 6bdb+ 67

wobei es glelchgultlg ist, ob wir das zur Strecke BC
02

oder OD gehorige o einfithren, da wegen des unend-

lich kleinen ¢ wir hierbei nur unendlich Kleines htherer

Ordnung vernachlissigen. In gleicher Weise finden

wir, daB auf der Strecke von D nach C die Kraft

Y=Y,+ gY de + 8§b und aunf der Strecke OD die

Kraft Z, -+ a—cc wirkt. Legt nun der Punkt den Weg
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OBCDO zuriick, so leisten die ihn angreifenden Kriifte
die Arbeit

db de
Y /'( ¥/ 0Z
0 0
db P P de o
X i /( Z
-—()/(Yo + —&-dc—l—?ﬂ;b) db *—0 Zo+ (,ch)dc.
Die einfache Auswertung der Integrale ergibt das Resultat

0% Y Y/ 6Y)
gk e (6—b-~5€)abd (6b 5= )18k = F-ds, .

Analog ergibt sich

o ipY
G’dSy = ((9_(} aa‘)ds) y
QiSO
Ay o (5?5 ab>d5” :

wenn wir mit dSy, dSy, dS, Flichenelemente senkrecht
zur X- bez. y- und z-Achse verstehen, wihrend I, G, H
die Arbeiten sind, welche zur 7
Umkreisung der F liichenein- o
heit einer Kbene benttigt
werden, die zur x- bzw. y-
oder z-Achse senkrecht steht.

Es seinun OABC (Fig.29) B
ein Elementartetraeder, und y ~
es durchlaufe der Punkt der Fig. 29,
Reihe nach die Dreiecke OAB, OBC, OCA. Xr hat
dann die Strecken OA, OB und OC zweimal in ent-
gegengesetzter Richtung zurlickgelegt. Die dabei ge-
leistete Arbeit ist also gleich Null, und es bleibt nur

X
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die Arbeit iibrig, welche vom Durchlaufen des Dreiecks
ABC herriihrt. Nach dem Fritheren ist diese Arbeit
FdSy + GdSy -+ HAS,

= FdScosex + GdScosp + HdS cosy

= (Feosox + G cosp + Heosy)dS = JdS,
wenn wir mit &, f, y die Winkel bezeichnen, welche
die Normale N zur Fliche ABC mit den Koordinaten-
achsen einschlieft.

J = Fcosa + Gcosf - Heosy

ist somit die Arbeit, welche beim Umkreisen der Flichen-
einheit der Fliche ABC = dS geleistet wird.

Eine geschlossene Kurve sei
gleichzeitig die Randkurve einer be-
liebigen Fliche (Fig. 80J, die wir in
ihre Elemente auflésen wollen. Ein
Punkt umkreise in derselben Rich-
tung ein jedes Flichenelement. KEr
durchlduft dann jede Begrenzungs-

Fig. 80. linié eines Fldchenelements im Innern
der Fliche zweimal in entgegengesetater Richtung, so
da8 die dabei geleistete Gesamtarbeit Null ist, Es bleibt
somit nur die Arbeit iibrig, welche beim Umkreisen der
Randkurve geleistet wird. Dieselbe ist also

[[3d8 = [ [(Fcosex + G cosB + Hcosy)dS
=[(Xda+Ydb + Zdo),
und wir konnen nach dem Friitheren diese Gleichung
umwandeln in

/(X da +deb + Zdec) =/f[<g—§ — g—j)cosoc -
X

0X 97 oY 4
ahs (_6—0 e 8—3) cosf + (5; — Tb)cosy] ds.
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Das ist aber der Satz von Stokes, dem wir somit be-

wiesen haben. Wir konnen ihn mit den von uns ge-

brauchten Bezeichnungen am kiirzesten in der Form
/Kcosﬂds=/[JdS

schreiben. Die Grofie J mit den Komponenten ¥, &
ist eine Funktion der Komponenten X, Y, Z der GriBe K
und somit in letzter Linie eine Funktion dieser Grife K
selbst. Man hat daher der Funktion J auch .einen be-
stimmten Namen gegeben und sie mit ,;rot K“ (Rotation,
Rotor) oder, wie dies jetzt fast ausschlieBlich geschieht,
mit ,curl K bezeichnet. Das Wort curl 148t sich mit
ylocke® und ,,Quirl* wiedergeben.

§ 47. Unterschied zwischen geschlossenem Strom und

magnetischer Platte — magnetische Arbeit bei einer
Umkreisung des Stroms.

Dieselbe Arbeit, welche die magnetischen Kriifte
leisten, wenn die Masseneinheit sich von der positiven -
zur negativen Seite einer magnetischen Platte begibt,
leisten auch die magnetischen Kriifte eines geschlossenen
Stroms. Wihrend jedoch beim Durchsetzen der Platte
die Arbeit wieder vollkommen aufgehoben wird, ist dies
im magnetischen Feld des Stroms nicht der Fall. Wir
haben niimlich zu beachten, daB ein geschlossener Strom
durch eine magnetische Platte nur insofern ersetzt wer-
den kann, als wir den Raum auflerhalb der Platte in
Betracht ziehen. Fithren wir demnach die magnetische
Masseneinheit einmal vollstindig um den Stromleiter
herum, so leisten die magnetischen Krifte des Stromg
dabei immer die Arbeit 466 oder, da jetzt o — i
gesetzt werden kann, so ist die Arbeit bei einem Umlauf
immer gleich 4 7i. Selbstverstindlich hat der Umlanf
in dem Sinne zu geschehen, in welchem die Kraftlinien
den Leiter umkreisen. - Denken wir uns den Strom gegen
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uns fliefend, so umkreisen die magnetischen Kraftlinien,
von uns aus betrachtet, in entgegengesetztem Sinn der
Uhrzeigerbewegung . den Leiter. Die Gestalt der geschlos-
senen Bahn, in welcher wir die magnetische Massen-
einheit um den elektrischen Strom herumfithren, ist
nach dem Friiheren natiirlich ganz gleichgiiltig.

Nennen wir die Stiirke des magnetischen Feldes §,
so ist nach § 46 die Arbeit bei einem Umlauf

f.i) cosdds = ffcurlg) -dS.
Fiir unsern speziellen Fall ergibt sich also die Gleichung
—4ni=[/curl.5-ds.
Das negative Vorzeichen fithren wir ein, weil wir den
Strom positiv rechnen, wenn er uns entgegenflieBt, und
einen Umlauf positiv ansehen, wenn er im Sinn des
Uhrzeigers erfolgt.

§ 48. Die Wirkung elektrischer Strome aufeinander.

Zwei geschlossene Strome A und B (Fig. 31) konnen
als zwei magnetische Lamellen
(§ 42) angesehen werden. Eine
Gerade CDE soll die Lamelle B
in C und D senkrecht durch-
schneiden. CD ist also die
Dicke der Lamelle. In C sei .
das Potential, welches A ent-
wirft, V, und ein Flichenele-
ment dS’ in C besitze die
magnetische Masse 0 dS’. Der Arbeitswert (§ 37) dieser
Masse ist daher VodS’. In D haben wir das Potential

Fig. 81,

ov
V+ ;o d», wenn wir mit d» die Strecke CD bezeichnen.
Der Arbeitswert der zugehorigen . Masse — "odS’ ist
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daher — (v g 6_Y d'y) o d8’, folglich der Gesamtarbeits-

wert —~~alrdvodS’.

dy
Beachten wir, daB ody =i’ die Stromstiirke ist
(§ 42), so wird der Arbeitswert fiir die ganze Lamelle

Wi oN g
\V=—l/ -a—v'ds.

— —— ist nun nichts anderes als die Kraft, welche in

v
der Richtung CD wirkt. Wir kénnen deren Komponenten
X, Y, Z bestimmen und erhalten, wenn «, 8, y die Winkel
der Richtung der Kraft mit den Koordinatenachsen sind,

W= i’f/(X cosex + Y cosf + Zcosy)dS’,
wobei also nach § 41

TR E iy afdz"
k“‘[ézf””'«s_b o
[Gsz 6 dx'
Fia ;
I'.J

dx (9 dy]
v [abf r

ist, so daB wir schlieBlich erhalten

W——“/ff{[ab( )it 75 a3 e
+[aac< )ds () ] il

Jd (1\dy 6 (1)(1 ] } 2
+[6a( >El—s 35 cosy dst

Nach dem Stokesschen Satz (§ 46) konnen wir
diese Gleichung aber umformen in
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dy db  daz dc)
M““./-f (ds ’+ds ds’+ds d ksl

Wenn wir unter ¢ den Winkel verstehen, welchen
die beiden Stromelemente ds und ds’ miteinander ein-
schlieBen, erhalten wir schlieflich die Gleichung

W e f@da'

und wir nennen W das elektrodynamische Poten-
tial der beiden geschlossenen Stréme i und i’
aufeinander.

Man kann diesesPotential auch fiir die Wirkung eines
Stroms auf sich selbst bilden Es wird dann den Wert

U=—_—-— /Es—ed ds’

erhalten. Hier sind ds und ds” zwei beliebige Strom-
elemente des geschlossenen Stroms i. Hs wird somit
bei der Integration jedes Element zweimal in Rechnung
gesetzt, weshalb wir auch von der gewdhnlichen Po-
tentialformel nur die Hilfte nehmen diirfen.

§49. Die Gesetze von Ohm nnd Joule — Arbeit des Stroms.

Wir erfubren im § 38, daB ein elektrischer Strom
entsteht, wenn zwei Punkte eines Leiters sich auf ver-
schiedenem elektrischen Potential befinden. Die Erfahrung
hat gezeigt, daB die Stromstirke i proportional
dem Potentialunterschied e ist, den man deshalb
auch die elektromotorische Kraft nennt. Ferner wird
sie auch durch die Gestalt und Natur des Leiters bedingt,
weshalb® hm die Beziehung der Stromstiirke zur elek-
tromotorischen Kraft in die Formel

1 =

e
w
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zusammenfaBt, wobei die Konstante w der Widerstand
genannt wird.

Hat der Strom keine Arbeit zu leisten, so findet
er ein Aquivalent in der Erwdrmung des Leiters,
und es ist nach den Versuchen von Joule die im
Leiter in der Zeiteinheit erzeugte Wirmemenge

W=wi?=oei.
Das Produkt aus Stromstiirke und elektromotorischer Kraft
ist somit eine auf die Zeiteinheit bezogene Arbeit, ein Effekt,

Haben wir in die Strombahn eine Zersetzungszelle
eingeschaltet, so muB der Strom chemische Arbeit
leisten. Diese ist erfahrungsgem#f wiederum pro Se-
kunde proportional der Stromstdrke. Der ge-
samte Effekt kann daher dargestellt werden durch

ei=wit+4pi, '
wobei p ein entsprechender Proportionalititsfaktor ist,
Daraus folgt 2
e—p=wi.

p hat also ebenfals die Dimension einer elektro-
motorischen Kraft. Man nennt es die elektro-
motorische Gegenkraft der Zersetzungszelle oder die
galvanische Polarisation.

Wird der Strom durch eine galvanische Kette hervor-
gerufen, so wird die ganze Arbeit des Stroms durch den Ver-
brauch von chemischer Energie in den Elementen erzeugt,
Die verbrauchte chemische Energie ist somit immer gleich
ei, wobei e die elektromotorische Kraft der Batterie ist.

§ 50. Der Induktionsstrom.

Veréindern wir die Lage eines Magnets zu einem
Stromleiter, so wird das Potential des Stroms auf den
Magnet ein anderes, d. h. wir haben bei der Veriinde-
rung Arbeit zu leisten. Diese Arbelt findet thr Aqui.

Jiger, Theorotinche Physik III, 8
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valent in einer voriibergehenden Anderung des Stroms
im Leiter. Derartig entstehende Stréme nennt man In-
duktionsstrome.

Wir kénnen auf vertinderliche Strome die Gleichung
des vorhergehenden Paragraphen anwenden, wenn wir
sie auf eine unendlich kleine Zeit beziehen. Wir er-
halten sonach

eidt= wi?dt 4 pidt.
pidt ist die Arbeit des Stroms. Besteht sie in mag-
netischer Arbeit, so kénnen wir sie d A schreiben, und
unsere Gleichung wird

eidt=wi2dt+dA,
wobei d A die Anderung des Potentials bedeutet.
Dieses ist gegeben durch

U =1V

42), also
i dA=—dU= —idV
und

eidt=wi2dt—idV,
was wir wieder in die Form des Ohmschen Gesetzes
kleiden ktnnen: av

e+ 3 =wi, (19)

wobei %_:;I also nichts anderes ist als die elektro-

motorische Kraft, welche durch die Veridnde-
rung der gegenseitigen Lage von Strom und
Magnet erzeugt wird. Ist in unserem Stromkreis
urspriinglich keine elektromotorische Kraft da, so wird
in Gleichung (19) e = 0, also

aVv

--—‘w‘.

dt
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was integriert ;
Vi = Vo=w [idt
0

ergibt. Damit lassen sich alle Fiille der Induktion dar-
stellen, ob sie nun von bewegten Magneten oder Strom-
leitern ausgeht.

§ 51. Das ballistische Galvanometer.

Die Stiirke der Induktionsstrome miBt man mit
Galvanometern von sehr geringer Didmpfung und grofier
Schwingungsdauer, sogenannten ballistischen Gal-
vanometern. Die Krifte, welche auf die Magnet-
nadel vom magnetischen Moment M einwirken, sind
der Erdmagnetismus und der Strom. Jener liefert das
Drehungsmoment — HMsing, wenn H die Horizon-
talkomponente ist (§§ 25 und 27); der Strom hingegen
erzeugt das Moment G Micose, wobei wir G die Gal-
vanometerkonstante nennen. Der Drehungswinkel ¢ ist
also durch die Gleichung

d? ; .
Kd—ﬁ: — HMsing + G Micosg

gegeben. K ist das Tréigheitsmoment der Nadel (Bd. T,
§ 28).

Der Induktionsstrom sei von so kurzer Dauer, daf
die Nadel wihrend diegser Zeit ihre Ruhelage kaum
verliBt, so daB wir ¢ = 0 setzen konnen. Es verein-
facht sich dann die Gleichung in

ag ;
K T G M1,

/%
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Durch Integration erhalten wir

T T
do ’
K[ﬂ} = GMfldt.
0 0: Tl
Fiir die Zeit t = 0 ist die Geschwindigkeit der Nadel

ebenfalls Null, wir haben also ( ] t) = 0 ; hingegen nach

der Zeit T, nach welcher der Strom wieder aufhort,

soll die Nadel die Winkelgeschwindigkeit (i—?) =
] 0

haben. Somit ist

b
Ka:GMfidt
0

Sind die Ausschlige der Nadel nicht groB, so folgt fiir
deren Bewegung nach Verlauf des Induktionsstroms die
Gleichung
A%
— = —MH
KT v
(§ 27). Diese Gleichung 148t sich genan so wie die

Pendelgleichung (Bd. I, § 9) behandeln. Wir erhalten
als Losung

@ = Asinyt,
folglich
?]—(f = Ay cosyt.
Dabei ist
2n MB
7 0 cems En P
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I de
Nun ist fir t =0 ¥ rRmo also

o =7yA
und

X
¢p=7smyt,

folglich der grofte Ausschlag der Nadel
0 ;

LGl
¢1=7'—K—fldto
0

T
Damit ist uns aber alles gegeben, das 6/ idt auszu-
werten.

§ 52. Der Erdinduktor — absoluter Widerstand.

Der Erdinduktor besteht seinem Wesen nach aus
einer kreisfsrmigen Drahtrolle, welche um einen Durch-
messer drehbar ist. Wird sie gedreht, so wird dag
magnetische Feld der Erde Stréme induzieren, die wir,
wenn die Drehung rasch erfolgt und nur kurze Zeit
andauert, nach der im vorhergehenden Paragraphen
angegebenen Methode messen kénnen. Fiir das Potential
eines Kreisstroms auf einen Magnetpol m fanden wir

(§ 42)

. ifam
U=iV=. T
Dabei ist
a
T{‘ == COS KX ,

wenn wir unter « den Winkel der Normalen zur
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Stromebene mit der Verbindungsgeraden Strom-Magnet-
pol verstehen. % ist aber nichts anderes als die
magnetische Intensitéit J an der Stelle des Stromkreises.
Wir kénnen daher das Potential auch schreiben

U=iV=idficosn
oder
V=Jfocos«x .

Diese Formel kénnen wir nun fiir das Potential des
Erdmagnetismus auf den Erdinduktor anwenden. Der-
selbe sei um eine vertikale Achse drehbar. Die Fliche
des Induktors sei F und u der Winkel, welchen die
Normale zur Fliche F mit der Richtung der Horizontal-
komponenten H einschlieBt. Dann ist

V=FH cosy ,
folglich
O o b s B S
i e
wenn w der Widerstand der Induktorrolle ist. Diese
Gleichung ergibt durch Integration
V, — Vo =w[idt = FH (cosyp, — cosy,) .

Wiéhlen wir nun v, und v, so, daB der Induktor
eine halbe Drehung macht und daf zu Beginn als auch
zum Schluf der Bewegung die Ebene des Induktors
senkrecht zum magnetischen Meridian steht, so ist
vy =0, y,=um, folglich cosy; — cosy,=2 und

w/idt: 2FH.
Stellen wir die Drehungsa&se des ‘Induktors horizontal,
so erhalten wir auf gleiche Weise

w[idt=2FV,
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wenn V' die Vertikalkomponente der gesamten mag-
netischen Intensitéit ist. Wir erhalten nun durch ein
ballistisches Galvanometer Ausschlige, welche den
Werten f idt und f i’ dt proportional sind. Sie seien
@y und @,. Dann wird

2FH =0gp,, 2FV =Cq,

A
— = L2 =t
Hbes = o Y

wenn wir unter J’ die Inklination verstchen (§ 25).

und

Nach den vorhergehenden Paragraphen ist der griBte
Ausschlag des ballistischen Galvanometers

GMf dt——2”G idt,

_2a_y/HN
R T K
ist. Wir haben somit

3 Ha
./ldt_2nG(p“

nach dem Obigen aber auch
f it M

da ja

folglich
2FH A il
w 276G P

__4aFG
P T .
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In dieser Formel kénnen wir alle Grofen der rechten
Seite in absolutem Maf bestimmen. Wir haben somit
hier ein Mittel, den elektrischen Widerstand einer
Leitung in absolutem MaB auszudriicken.

§ 53. Das elektrostatische und elektromagnetische
Magsystem.

Wir sind in der Lage, alle uns aufstoBenden
physikalischen GroBen durch die absoluten Ein-
heiten der Linge, Masse und Zeit auszudriicken,
und wir nennen dann die so erhaltenen neuen Einheiten
die abgeleiteten. Die Formel, welche uns die Zu-
sammensetzung einer abgeleiteten Einheit aus den abso-
luten ergibt, nennen wir die Dimension der abge-
leiteten Einheit. So wird z B. eine Kraft dargestellt
durch das Produkt aus einer Masse [M] und einer
Beschleunigung.  Die Beschleunigung ist aber eine
Geschwindigkeit, dividiert durch eine Zeit [T], die Ge-
schwindigkeit wiederum eine Linge [L], geteilt durch

M)
(1]
man jedoch gewthnlich in der Form [LMT - 2] schreibt.

eine Zeit. Die Dimension der Kraft ist also , was

Die Kraft, mit welcher sich zwei Elektri-

zititsmengen e und ¢’ anziehen, ist gegeben durch
ee

(§1). Driicken wir dies in Form einer Dimensions-
gleichung aus, so haben wir

P L
LT = oy

le] = [L¥acdr |

oder
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Das elektrostatische Potential ¥ hat die Di-
mension der GriBe % (§ 2), also

[¥] = [Ldmdr s
hingegen hat die Kapazitit [C] die Dimensionen der

GroBe % (§ 13), also
[0] = [L].
Wir haben diese Dimensionen alle aus dem elektro-
statischen Kraftgesetz abgeleitet; wir sagen: wir
haben die GroBen in elektrostatischem MafB ge-
messen.
Zwei magnetische Massen ziehen sich nach
demselben Gesetz an wie elektrische. Wir haben

fiir die Anziehungskraft -
.2,

r?

Folglich erhalten wir fiir die Dimension einer mag-
netischen Masse ebenfalls den Ausdruck

(m] = [L¥ad
Wir fanden fiir die Wirkung eines Stromelements
auf einen Magnetpol (§ 39) die Kraft

P mds:mﬂ 5
T
oder
i dSr?
mds sind ’
daher

G g A
i [I[J%M‘}T .2 arte .

da sin® eine dimensionslose Zahl ist.
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Die Stromstirke ist nichts anderes als die Elektri-
zititsmenge, welche in der Zeiteinheit den Querschnitt
des Leiters passiert. Das Produkt aus Stromstirke und
Zeit gibt uns daher die Elektrizititsmenge an, und
wir finden somit fiir deren Dimensionen

6] =[m¥rd].
Die durch den Strom in der Zeiteinheit ent-
wickelte Wiarmemenge wi? (§ 49)- hat die Dimen-
sion einer Energie, dividiert durch eine Zeit, also einer
Kraft multipliziert mit einem Weg, geteilt durch eine

Zeit, folglich [wif] = [L2 MT_s] :

2. -8 ;

MT -1
w] = @___21 =[LT 7].

[LMT °]
Fiir die Dimension der elektromotorischen Kraft E
haben wir somit (§ 48)
[E] = [wi] = [Lad o).

Vergleichen wir die in elektrostatischem und die
in elektromagnetischem Mall gemessenen Grofien,
so zeigt sich die auffallende Erscheinung, da8 ein und
dieselbe GroBe, nach den verschiedenen Systemen ge-

messen, verschiedene Dimension hat. So fanden wir in
elektromagnetischem MaB fiir die Dimension der Elek-

trizititsmenge
[e] = [ard],
in elektrostatischem MaB hingegen
[e] = [L¥adr Y,
Das Verhiiltnis der letzteren zur ersteren ist
V=[LT ],

woraus folgt
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hat also die Dimension einer Geschwindigkeit. Messen
wir eine Elektrizititsmenge einmal mit der Coulomb-
schen Drehwage, das andere Mal mit dem Galvano-
meter, 8o erhalten wir sie in den zwei verschiedenen
Systemen gemessen, und es zeigt sich, daB ihr Ver-
héltnis

V=31010"2
sec

d. i. gleich der Lichtgeschwindigkeit ist.

Wie die Elektrizitdtsmengen _stimmen ‘- auch die
iibrigen elektrischen GroBen, die Energie ausgenom-
men, in beiden Systemen gemessen, in ihren Dimen-
gionen nicht iiberein, und zwar ist das Verhéltnis natiir-
lich immer eine Potenz der Lichtgeschwindigkeit V.

§ 64. Absolute und praktische Einheiten.

Fiir praktische Zwecke sind die absoluten Einheiten
in der Regel unbequem, da sie entweder sehr grofBie
oder sehr kleine Zahlen ergeben. Man hat daher fiir
die Bediirfnisse des alltéiglichen Lebens andere Einheiten
gewiihlt. Es ist uns bereits das praktische MaB der
Stromstiirke, das Amp ére (§ 40), bekannt, welches 4
der absoluten Stromeinheit ist. Die absolute Einheit des
Widerstandes ist so klein, daf man das 109°fache als
praktische Einheit gewihlt und mit dem Namen Ohm
belegt hat. Analogerweise fithrt das 108fache der ab-
soluten Einheit der elektromotorischen Kraft den Namen
Volt, damit Ampére, Ohm und Volt ebenfalls in sol-
chen Verhiltnissen zueinander stehen, daB auch fiir sie
das Ohm’sche Gesetz k

A
aufrecht bleibt.
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Fir die Energie per Sekunde
ei = wi? :

haben wir als praktisches MaB das Watt oder Volt-
Ampére, welches somit gleich 107 absoluten Einheiten ist.
Die Elektrizititsmenge, welche in der Sekunde durch
den Querschnitt eines Leiters von der Stromstiirke eines
Ampére geschickt wird, nennen wir ein Coulomb.

Leiten wir die eine Belegung eines Kondensators
zur Erde ab, und erzielen wir durch die Ladung von
einem Coulomb auf der zweiten Belegung gerade die

Spannung eines Volts, so hat der Kondensator die
L

Kapazitit von cinem Farad. Dieses besitzt also o

= 10—? absolute Einheiten. Das Verhiiltnis der MaB-
einheiten in den hbeiden Systemen ist fiir die Elektri-
zititsmenge V (§ 53), fiir das Potential %, fiir die
: 2

Kapazitit somit V2. Kin Farad hat also % elek-
trostatische Einheiten. Es ist dies eine so groBe Einheit,
daB man in der Regel als praktische Einheit den
millionten Teil, das Mikrofarad, beniitzt.

§ 55. Der Extrastrom.

Ein von einem Strom durchflossener Leiter erzeugt
in seiner Umgebung ein magnetisches Feld, dessen
Stérke proportional der Stromstirke i ist (§ 40).
Das Potential eines magnetischen Felds auf
einen Strom ist der Stromstirke proportional.
Das vom Strom i erzeugte magnetische Feld
besitzt daher auf den Strom i ein Potential,
welches i? proportional ist. Wir kinnen es somit

U= Aj?
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setzen, wenn A eine Konstante ist. Andert sich die
Stromstéirke withrend der Zeit dt, so #ndert sich das
Potential um
A G IR e Al
und die Energiegleichung ergibt
Eidt = wi2dt 4 2Aidi,

oder
d

i
dt’

Der Ausdruck C = 2A ldBt sich, da er nicht nur
von der Form der Strombahn, sondern auch von der
Umgebung abhéingt, in der Regel mathematisch nur sehr
schwer, meist gar nicht bestimmen. Um so leichter ist
es, ihn mit Zuhilfenahme der Gleichung

di
E=wi—|—Catl

E=wi+42A

experimentell zu finden. Als Losung dieser Gleichung

haben wir

: i=A + Best, (20)
wenn wir unter A, B und &« Konstanten verstehen, Wir
finden dann niimlich

B = wA -+ wBe#*t 4+ CBaxe*t.
Denken wir uns etwa, wir hiitten ein konstantes galva-
nisches Element von der elektromotorischen Kraft E,
80 ist B natiirlich eine konstante GroBe, d. h. es muff
von der Zeit unabhéingig sein. Das ist aber nach
unserer (leichung nur mdoglich, wenn
wB 4 CBx =0

i8t, woraus

W
“-—'a'
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folgt. Ferner ist E = wA oder A = % Es wird so-

mit nach Gleichung (20) die Stromstirke
i +B 5

Wir wollen nun zu einer bestimmten Zeit t = o
den Strom schlieBen. Dann ist fiir t = o auch i =0,

also auch‘—]i— + B=20 oder B= — ];% Somit ergibt sich
1=E(1—e_5t)l
w

In dem Augenblick, wo wir den Strom schliefen, ist
also die Stromstirke Null und steigt dann mit der Zeit

‘g fast immer eine sehr grofie Zahl ist, so geht
w

das Anwachsen sehr rasch, da dann das Glied e ©
sehr rasch Null wird. Es ist dann der Strom konstant

an. Da

i= g. ‘Wir haben also beim Schliefen des Stroms

v o2 34
einen Gegenstrom — —e ©

gtrom nennen.

, welchen wir den Extra-

Offnen wir nun den Strom, so ist unmittelbar nach
der Unterbrechung die elektromotorische Kraft nicht
mchr vorhanden. KEs gilt dann also

! di
0= W-l 4+ C TR
Wir haben jetzt als Ldsung
| = Bo™ §t,
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Fiir t =0 ist nun i = o:5 daher B = —, folglich

w
i=—g”G",

w
Wir haben also auch bei der Offnung einen Extrastrom,
welcher gleich gerichtet ist dem urspriinglich vorhan-
denen Strom.

Beim Offnen haben wir die volle Stromstirke im
Leiter, beim SchlieBen ist sie Null. Wir erhalten da-
her beip Offnen einen intensiven elektrischen Funken,
beim SchlieBen hingegen nur einen sehr schwachen
Die GroBe C nennt man den Koeffizienten der
Selbstinduktion.

§ 56. Dimpfung einer schwingenden Magnetnadel.

Die Bewegung einer Magnetnadel besteht in einer
Drehung um ihren Aufhéingepunkt. KEs mufl somit
ihr Trigheitsmoment K multipliziert mit der Winkel-

beschleunigung (31 2 gleich der Summe aller Drehungs-

momente sein (Bd. I, § 28). Der Erdmagnetismus ibt
auf die Magnetnadel das Drehungsmoment — HM sing
aus (§ 25). Die Magnetnadel hiéinge in der Mitte eines
kreisformigen geschlossenen Stromleiters. Fiir das Po-
tential eines solchen Stroms auf einen Magnetpol fan-
den wir (§ 43)

m X
U s 27!1 (}/ﬁ o 1) .
Die Entfernung der beiden Pole < m und — m unserer
Nadel wel 4, und swar sel ele so klein, dafl wir an.
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nehmen konnen, die Wirkung des Stroms auf die Pole
sei gerade so, als ligen sie in der x-Achse (Fig. 32).
Die y-Achse habe die Richtung des magnetischen Meri-
dians. Fiir den Siidpol 8 ist dann die Abszisse

A5
: X = o sing,
fiir den Nordpol

X = —~2-sin<p.

Das Potential des Stroms auf den Magnet wird sich
daher zusammensetzen aus dem Potential U, auf den

S
Vi
——X
N

Y

Fig. 82,

Nordpol und U_ auf den Siidpol. Nach &em Obigen

ist nun
: o
——Esmtp
U;=2ai\———1/m,

h

-gsintpA
Ul = 2ni W -1 ~m,
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folglich * ; ,
Wil 0. = —2nthsinq),

da ja
mil=M
nichts anderes als das magnetische Moment der Nadel ist,
a_VV _2#iM
i Ty .
ist somit das Drehungsmoment, welches der Strom auf
die Nadel ausiibt. Somit erhalten wir die Bewegungs-
gleichung

d2e s 2xiM
W:—HMsmq)+ b CoSQ . (21)
Setzen wir W=Vi, also
V= — 27;M sing

go gilt fiir unsern Leiter, in welchem gonst keine
elektromotorische Kraft wirkt (§ 50),

.+2nM de

g AV
0=Wi——=wi

dt h COS(P'E-F.
Daraus folgt '
i=— idi co8 ae
= hw tpﬁ )

Diesen Wert filhren wir nun in Gleichung (21) ein
und erhalten demmnach
d?¢ " 4 n? M2 d
Sk gk HM “G 195 at
3o sing hry s’e TR
Wir setzen nun voraus, daB die Ausschlags-
winkel ¢ der Nadel nur klein seien. Dann k&pnen
wir sing = @, cosep =1, folglich ;

Jiger, Theoretische Physik. IIL 9
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dz2e HM 4n2M2 de -

atr -~ K YT wrwk at
setzen. Das ist aber die Gleichung einer geddmpften
schwingenden Bewegung, wie sie etwa ein Pendel im
widerstehenden Mittel ausfiihrt (Bd. I, § 10). Da die
Gréfen H, M, K nach bekannten Methoden bestimm-
bar sind, so haben wir auch hier ein Mittel, aus der
Abnahme der Schwingungsweite den Widerstand w
unseres Stromleiters in absolutem MaB zu finden.

§ 57. Induktionswirkung zweier Stromleiter
aufeinander.

Wir fanden in § 48 als Potential zweier Stréme

aufeinander .
—ii’f/gs—edsds'-—.—ii’v.

Das Potential eines jeden Leifers auf sich selbst 1st
hingegen

cos e 5 Ui?
; ff—d ihwa =

und ;
[Egsjd R ik

2 ’
wobei aus den Glelchungen ohne weiteres hervorgeht,
was wir unter V, U und U’ zu verstehen haben.

Wir wollen nun die Stromkreise withrend der un-
endlich kleinen Zeit dt beobachten und alle Vorginge
in Rechnung ziehen. Die gesamte Energiefinderung
wird wiedergegeben sein durch Ei dt - E'i"dt, wenn
wir unter B und B die elektromotorischen Kriifte in
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den beiden Kreisen verstehen. Diese Energieéinderung
wird sich erstens als Wirmewirkung zeigen — diese
ist wi? dt 4 w'i"?dt —, ferner als Anderung des

Potentials der Stréme auf sich selbst d(U;)

7 379
o4 d(.U—zl-—) und gegeneinander d(Vii), schlieBlich

als geleistete mechanische Arbeit, wenn die Strome
ihre gegenseitige Lage als auch die Gestalt éindern, was

12 2
sich darstellen liBt durch iV dV+ 52- du + 1? au .
Wir erhalten somit die Gleichung
i2
Bidt+ Eidt=wi2dt4+ wi2dt4d (U—l)

+d<U' '2) -|—d(V11’)—|—11’dV+—dU+—dU’

Fithren wir die Differentiation durch und d1v1dleren wir
alle Glieder durch dt, so bleibt uns

di di
g 2 /2 h i il ’
Bi4 Ei=wi +w’1 +Uldt+ +U ,dt
s o dU +V' +V1—+211 (31:

Dabei haben wir also gleich die gleichartigen Glieder
zusammengezogen. Wegen der vollstindigen Symmetrie
muB sich diese Gleichung in zwei, eine fiir Ei und
eine flir B/, zerlegen lassen, welche der Form nach
vollig tibereinstimmen. Kin Blick {iber die Gleichung

ergibt, daB dabei das letzte Glied 2ii g zu halbieren

dt
ist. Das Resultat ist somit
g*
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E1=w12+U1——+ 2 +V1d + i 1((11:’,

di’ dU di av
’9 ’32 219 s Y]
E1=w-1 + U’i d!;+l ———-dt-l—Vld——t-I-u—dt.

Dividieren wir dle eine dieser Glelchungen durch i,
die andere durch i’, so bleibt uns

——w1+ (U1 + Vi’),
. (22)
E -—W’1'+ (U’1’+V1) :

Man nennt diese Gleichungen auch manchmal die
Grundgleichungen der elektrodynamischen In-
duktion. U, U’ und V sind die Induktions-
koeffizienten, U und U’ die Koeffizienten der
Selbstinduktion, V jener der gegenseitigen In-
duktion.

Die Gleichungen (22) lassen sich in einfacher Weise
durch folgende ﬁberlegung gewinnen., Nach den §§ 16
und 52 konnen wir das Potential eines magnetischen
Feldes auf einen geschlossenen Strom durch die Zahl N
der magnetischen Kraftlinien definieren, welche die vom
Strom umflossene Fliche durchsetzen. Die durch In-
duktion in dem Leiter erzeugte elektromotorische Kraft
ist dann gegeben durch die Anderung des Potentials
oder der Zahl der Kraftlinien nach der Zeit, also

g AN _ 4@mi)
= TR
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indem N proportional i ist. Werden durch einen zweiten
Strom i’ in der Fliche des ersten Stroms ebenfalls
magnetische Kraftlinien erzeugt, so 1Bt sich deren Zahl
analog durch Vi’ darstellen. Die Gesamtzahl der vom
Strom i umschlossenen Kraftlinien ist also Ui 4 Vi,
ihre Anderung mit der Zeit daher

dN d

Die gesamte elektromotorische Kraft ist somit in Uber- -
einstimmung mit den Gleichungen (22)

E=wi-|—%(Ui+Vi’).

Haben wir nur einen Stromkreis, ist also
E,= LTl v U’:’ 0 :
80 bleibt nur

E=wi+dit(Ui).

wenn sich die Strombahn nicht #ndert, so geht diese
Gleichung iiber in

’ di
E=W1+Ud_t'

Wir erhalten also in Ubereinstimmung mit § 55 die
Gleichung fiir den Extrastrom, wenn wir dort C =T
setzen.

Die eingangs gegebene Form fiir die Induktions-
koeffizienten gilt natiirlich nur dann, wenn der um-



134 FElektromagnetismus,

gebende Raum frei von magnetisierbaren Korpern ist.
Ist dies nicht der Fall, so &#ndern sich die Gleichungen
(22) ihrer Form nach zwar nicht, doch die Werte der
Induktionskoeffizienten werden andere.

§ 58. Induktionsapparate — Transformatoren.

Wir denken uns zwei ineinander befindliche Draht-
spulen, deren gegenseitige Lage sich nicht #ndert. Hs
ist dann ihre Selbstinduktion wie auch die gegenseitige
von der Zeit unabhiéingig. In der einen Spule wirke
die verdnderliche elektromotorische Kraft K. Die
(leichungen (22) werden somit

—W1+U +th,

(23)
0=w’i’+U’—~+V—

Es wird also der induzierte Strom i’ lediglich durch
die Anderung des prim#ren Stroms i bestimmt werden.

Ist adT_“O’ so folgt auch i’ = 0.

Wir nehmen nun an, daB i eine rasche Anderung
erfihrt und dann wieder konstant bleibt. Hs nimmt

di TR A L
also a% fiir kurze Zeit einen positiven oder negativen

Wert an, vorher und nachher ist i konstant, daher

ditl_ =0. Uber die Zeit = der Stroménderung wollen

wir unsere (fleichung integrieren, erhalten also

fw’l dt+U’ dt=—Vf—dt
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oder

w’fi’ @t AL — B e =T, = 1) .
0

Zu Beginn und zu Ende der Zeit v haben wir keinen
Induktionsstrom, es ist daher i = iy = 0, folglich

w’fi’dt==—-V(i,—io).
0

Wichst der Strom i, d.h. ist i,>1iy, so wird der
Induktionsstrom i’ negativ sein; nimmt i hingegen ab, so
ist i positiv. i’ wird um so groBer ausfallen, je kleiner
7 wird, d. h. je rascher der Strom i sich &ndert, und je
groBer die gegenseitige Induktion V ist. Es ist jetzt
auch ein leichtes, den Koeffizienten der gegenseitigen
Induktion - experimentell zu bestimmen, da wir ja alle
iibrigen GroBen unserer Gleichung leicht messen kdnnen.,

Wir nehmen nun an, es sei in der priméiren Leitung
eine periodische elektromotorische Kraft vorhanden, also

B = Aginat + Beosax t . ,
Das heiBt, die priméire Leitung wird von einem
Wechselstrom durchflossen. Es genfigt dann fiir die
Gleichungen (23) die Losung
i=asinat-+bcosat,
/= a’sinoc t 4 bcosax t .
Fiihren wir nimlich diese Werte in die Gleichungen
ein, so erhalten wir
Asingt 4+ Beosat = wasinat 4+ wbcosot
+ Uancosaxt —Ubasinat -4 Va’a cosx t
—VVWasinxt
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und
0 = wa'sinat + wh'cosxt 4 U'a’xcosa t »
—UVWasinat-4 Vaxcosawt— Vbasinat.

Diese Gleichungen sind erfiillt, wenn die Glieder mit
sinx t fiir sich einander gleich sind und ebenso jene
mit cosx t. Wir konnen dann durch sinx t bez. cosx t
kiirzen und erhalten die vier Gleichungen

A=wa —Ubax —VVW«,
B=wb +Uax +Vd'«x,
0=wa —UbWV&x—Vbu,
0=wbt4+Ua«x-+Vanx.

Diese vier (leichungen reichen hin, um die GrdBen
a, b, &, b’ zu bestimmen, womit auch der Verlauf des
priméren und sekundéiren Stroms gegeben ist.

Daraus ergeben sich mehrere wichtige Erscheinungen.
Da A, B, a, b, a, 1t/ im allgemeinen voneinander ver-
schieden sind, so besitzt sowohl der primére als auch
der sekundidre  Strom gegeniiber -der elektro-
motorischen. Kraft eine Phasenverschiebung,
wihrend - die ' Stéirke beider Stréme auch noch durch
die Schwingungszahl, die Widerstiinde und die Induktions-
koeffizienten bestimmt wird, was alles bei der Kon-
struktion von Induktionsapparaten und Trans-
formatoren in Betracht zu ziehen ist.

§ 69. Oszillierende Entladung eines Kondensators.

Verbinden wir die beiden Belegungen eines Kon-
densators mit einer Funkenstrecke, zu welcher die
Elektrizit4t ‘durch einen sehr groBen Widerstand, etwa
eine nasse Schnur, geleitet wird, so sehen wir bei einer
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Entladung nur einen einzigen Funken; ist hingegen der
Widerstand der Zuleitung klein, so zeigt ein rotierender
Spiegel, daB mehrere Funken hintereinander auftreten,
daB wir es also mit mehreren aufeinanderfolgenden
Entladungen zu tun haben.

Wir setzen nun voraus, die eine Belegung des
Kondensators sei zur Erde abgeleitet, die andere befinde
sich vor der Entladung auf dem Potential P, und ent-
halte die FElektrizititsmenge Q,. Zu einer beliebigen
Zeit t seien diese Grofien etwa P und Q. Geht die
Entladung vor sich, so entsteht in der Leitung ein
Strom i, und es ist die Veriinderung der Elektrizitits-
menge Q in der Zeit dt

- dQ = —idt
(§ 39). Ferner ist nach § 55 die elektromotorische
Kraft oder, was dasselbe ist, der Potentialunterschied
di
dt’

wenn U der Koeffizient der Selbstinduktion der Leitung
ist. Zwischen P und Q besteht nun die Gleichung

P=wi4 U

Q =CP )
wobei C die Kapazitit des Kondensators darstellt. Hs
ist also Q i :
; i
= wi+4+ U e

woraus durch Differentiation nach der Zeit folgt

1edl) di dzi
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Nun ist aber nach dem Obigen
dQ

T

woraus die (Hleichung folgt

d?i  w di i

Das ist genau dieselbe Gleichung wie jene fiir ein
Pendel im widerstehenden Mittel (Bd. I, § 10). Wir
ktnnen also auch hier die Stromstéirke

—1i,

1a=Agut
setzen, woraus fiir & folgt
R w we ey
o S AT U0
1 : g ey
Ist somit 4U2> oo % haben wir keine periodische

Bewegung. s tritt nur ein einziger Funken auf.
w2 1
WA vd di AP
4U?<UC’ so wird die Wurzel imagi
nir, wir haben eine periodische Bewegung vor uns, es
tritt eine oszillierende Entladung ein.

Ist hingegen

Haben wir einen sehr kleinen Leitungswiderstand,

80 konnen wir in (leichung (24) das Glied gL, g

U’ dt
vernachlissigen, und wir erhalten
di i
ar " U0
Dieser Gleichung entspricht eine schwingende Bewegung

von der Dauer
T=827U0%
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§ 60. Elektrische Strome in einem Dielektrikum.
Leiten wir die eine Belegung eines Plattenkonden-
sators (§ 15) zur Erde ab, und es befindet sich zwischen
den beiden Platten bloB Luft, so ladet sich die andere
Belegung mit Elektrizitdt von der Dichte
e
T4z’
wenn wir unter P das Potential dieser Belegung ver-
stehen. Ist zwischen den Platten ein Dielektrikum, so
erhalten wir eine andere Dichte der Elektrizitit
eP
T &nd’

wobei wir die Konstante ¢ die Dielektrizititskon-
stante nennen. Die Oberflichendichte ¢ denken wir uns
nun auf die Weise entstanden, daB innerhalb der Mo-
lekeln die positive und negative Elektrizitiit infolge der
Einwirkung des Potentialgefilles, d. i. der elektromoto-
rischen Kraft per Léngeneinheit

: A

el S

getrennt wird. Wenn wir also senkrecht zur Richtung
der Kraft € eine Fliche legen, so wird per Flichen-
einheit, sobald € zu wirken beginnt, eine Elektrizitits-
menge o hindurchgetrieben. Zerlegen wir demnach die
elektromotorische Kraft in die drei Komponenten X,
Y, Z, so sind die Elektrizititsmengen, welche parallel
den drei Achsen die Flidcheneinheit passieren,

o

. & &
= ——— == ———Y h P 5

kR e F g
Man pflegt die Grofien f, g, h auch die Komponenten
der elektrischen Verschiebung zu nennen.
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Wir definieren die Stromstéirke (§ 39) als die Elek-
trizititsmenge, welche in der Zeiteinheit den Querschnitt
des Leiters durchflieBt, und die Stromdichte als das
Verhiiltnis zwischen Stromstiirke und Querschnitt, d. i.
die durch die Flicheneinheit per Zeiteinheit flieBende
Elektrizitdtsmenge. Wir haben somit fiir die Strom-
dichten parallel zu den drei Achsen

u_df__ g 0X
dt - 4z 0t’
dg e 0Y
__dh_ ¢ 0Z
YTat dmas’

wihrend die resultierende Stromdichte nach den Be-
zeichnungen des § 22
1 d® ¢ d€
dndt 4z dt
. b it |
gesetzt werden kann, wobei auch Ehauﬁg die dielek-

trische Verschiebung genannt wird, obwohl wir diese
Bezeichnung auch fiir ® kennen lernten (§ 22). Der
durch die Anderung von ® entstehende Strom heifit
Verschiebungsstrom.

§ 61. Allgemeine Gleichungen der Induktion.
Wir wollen die Beziehung aufstellen, welche zwischen
den Komponenten der magnetischen Induktion
a, b, ¢ und den Komponenten der magnetischen
Kraft o, B, y besteht. Wie eine elektrische Kraft
. eine Verschiebung der Elektrizitéit, so bringt eine mag-
netische eine Verschiebung des Magnetismus hervor.
Wird demnach ein Korper im magnetischen Feld (Fig. 33)
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von der (yz)-Ebene durchschnitten, so wird auf der
linken Seite der Magnetismus von der Dichte
o=k
o=—kou ;
frei. Denken wir uns anstatt der (yz)-Ebene also
wirklich einen sehr schmalen Raum, so wird auf einen
Punkt von der magnetischen Masse Eins von links die
Kraft 2 7 o ausgeiibt, welche den Punkt in der Richtung
der x-Achse zu treiben 2
sucht. Dieselbe Kraft in i
derselben Richtung {ibt
auch die rechte Seite aus.
Der Punkt erfihrt somit

+0 m
die Gesamtkraft 4mo. ‘ “’/—_

auf der rechten

Diese GrofBe ist also auch

die Zahl der pro Flichen- <
einheit induzierten Kraft-
linien, welche noch zu den '

urspriinglich vorhandenen gL

« hinzukommen. Wir haben somit als Zahl der
Kraftlinien parallel zur x-Achge
a=a+4no=x+4dankao=(1+4ak)o=unx,
wobei demnach

p=1+4+4xak
nichts anderes als die magnetische Induktionskon-
stante ist. Ganz dieselbe Uberlegung koénnen wir
natiirlich auch fiir die f{ibrigen Komponenten der In-
duktion machen, so daf wir die drei Gleichungen

= uox, b= C = 26
erhalten. e b o i

Nennen wir 4, u, » die Winkel, welche die Nor-
male des Flichenelements dS mit den Koordinaten-
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achsen eingchlieBt, so kénnen wir die Zahl N der Kraft-
linien, welche durch die Fliche S gehen, durch
N = [(acosA + beosu + ccos»)dS (27
darstellen.
Nach § 57 ist die durch Induktion in einem Leiter
erzeugte elektromotorische Kraft B gegeben durch die
Anderung des Potentials oder der Zahl der Kraftlinien

nach der Zeit, also

AN :
E=2. (28)

Diese elektromotorische Kraft in der Randkurve unserer
Fliche ist natiirlich immer vorhanden, auch wenn die
Leitfihigkeit unendlich klein ist, d. h. es 148t sich diese
Betrachtung auch unmittelbar auf einen Isolator {ibertragen.

Dividieren wir die elektromotorische Kraft E durch
die Linge der Randkurve, so erhalten wir die elektro-
motorische Kraft per Léngeneinheit oder die elektrische
Feldintensitéit €. Sind deren Komponenten X, Y, Z,
so laBt sie sich darstellen durch

dx dy dz
X 7= +Y x5 -+ Z ¢
fiir das Kurvenelement ds wird sie

(Kj_er v . g )ds-de-l—Ydy—{-Zdz

Die gesamte elektromotorische Kraft in der Randkurve
1iBt sich somit auch darstellen durch

o = [Xdx +Ydy + Zdz) _/f[(-——-—z cos A

o o Y | 90X
+(6z ax)eo +(6x W)cosv]ds, (2.9)
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wenn wir den Stokesschen Satz (§ 46) zu Hilfe nehmen.
Aus den @leichungen (27) und (28) folgt nun

dN da
E=-(i—t=ff(d—1;-msl cos,u+——cosv)dS

Bringen wir diese Gleichung in Ubereinstimmung
mit Gleichung (29), so folgt, wenn wir noch iberlegen,
daB nach den Gleichungen (26)

a=ux, b=puf, c=puy

ist,
da 0Z 0Y
#-5;—5;—'37’
0 0X 0Z
'“'a_t'"ﬁ?—ﬁ’ (30)
8y 9Y 06X
ot 0x OJy

Fithren wir an Stelle der Kraftliniendichte die ma-
gnetische Feldintensitét £ ein, so kénnen wir nach § 46
die Gleichungen (30) als die Komponenten der Gleichung

a9
L T curl @

ansehen.

§ 62. Die Grundgleichungen der Elektriziti‘ltsbewegung
in Isolatoren.

Die Gleichungen fiir die Beziehung zwischen den
Komponenten der Stromdichte und den von ihnen er-
zeugten magnetischen Kriiften, welche wir in § 41 fanden,
lassen sich, wenn wir die Koordmaten anstatt mit a,
b, ¢ mit x, ¥, z bezeichnen, leicht in die Form brmgen
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op

(81)

(SE]
o

144
—4nu=aﬁ§-——-,
—ny =52
—4nw—z—ﬁ

aX dy
ST T TN

0Y da
—e = —

9z 88
9t ~ox

el

(32)

Wegen der Wichtigkeit dieser Gleichungen sei noch
darauf hingewiesen, daB wir sie auch leicht aus der

SchluBigleichung des § 47

dni= —ffcurl.f)-ds

gewinnen kdnnen. Nennen wir néimlich die Stromdichte D
und den Querschnitt des Stroms S, so ist

oder

i=[[Dds
di=Dds.

Die Differentiation der obigen Gleichung ergibt daher
4ndi=4xDdS = —curl.dS
47D = —curly,
was (§ 46) mit den Gleichungen (31) identisch ist.

oder

Da wir nach § 60

e
 4n dt



Die Grundgleichungen der Elektrizititsbewegung. 145

setzen konnen, so gilt auch

dE

B S EN curl® ,

was fiir die einzelnen Komponenten das Gleichungs-
system (32) ergibt. Nach ganz analoger SchluBweise
héitten wir auch die SchluBigleichung des § 61

n %% = curl®
gewinnen knnen. :

Aus § 53 wissen wir, daB die Stromstiirke, in elektro-
statischem MaBB gemessen, Vmal grofler ist als in
elektromagnetischem. Wir wollen die elektrischen Kriifte
X, Y, Z und ebenso die Komponenten u, v, w der
Stromdichte von nun an in elektrostatischem MaB aus-
driicken. Die magnetischen Kriifte ««, #, y messen wir
in elektromagnetischen Einheiten. Die Gleichungen (81)
haben demnach zu lauten:

4nu 0y dp

Vi e
4nv Oa Oy
Y G O
dnw 0f O«

Y. . -0x. a5
In #hnlicher Weise haben wir die Gleichungen (30)
umzuformen in o7 oY V)
V( -f
dy ~ 0z ot
0X 0Z 8,3
. (;9-z e 6x> #ot
O N0 X 0 y
J (E " @) 2 T

Jager, Theoretische Physik III. 10
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Wie aus dem Obigen leicht zu ersehen ist, kénnen wir
diese sechs letzten Gleichungen in zwei symmetrische
Gruppen folgendermaBien zusammenfassen:

& 0X% gy 0B
ot oy 0z’

7ﬂ=$“£’

Vot ox oy’
Nach anderer Schreibweise liBt sich dieses Glei-
chungssystem durch die zwei Gleichungen

e dE€
¢ oy ey
unt
w4
v Tt = curl

wiedergeben. Das sind die Grundgleichungen fiir
die Bewegung der Elektrizitit und des Magne-
tismus in Isolatoren, welche zuerst von J, Cl. Max-
well aufgestellt und sowohl zur Darstellung der elektro-
magnetischen als auch der Lichterscheinungen
in den Nichtleitern der Elektrizitit benutzt wurden,
womit wir uns im Band IV ausfiihrlicher besch#ftigen
werden,
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