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. Die Lehre vom Licht. 

§ 1. Geradlinige Fortpflanzung des Lichts - 
Beleuchtung - Photometrie. 

In der Lehre vom Licht, der Optik, behandeln wir 
die außerhalb unseres Auges liegenden Ur 
sachen der Lichterscheinungen. Es ist hier ähn 
lich wie bei den Schallerscheinungen (Bd. I). Wie wir 
dort als die Ursache des Schalls einen schwingenden 

. Körper annahmen, der seine Bewegungen auf die Luft 
überträgt, die sie dann an unser Ohr abgibt, so müssen 
wir hier die Ursache des Lichts ebenfalls in Bewegungs 
zuständen der kleinsten Teilchen eines Körpers suchen. 
Damit diese Bewegung fortgepflanzt werden kann, ist 
es aber nötig, die Voraussetzung zu machen, daß der 
ganze Raum mit einem sehr feinen Stoff, dem soge 
nannten Lichtäther, angefüllt ist, den wir als Träger 
des Lichts ansehen. Auf diese Weise gelangt das Licht 
in unser Auge und bewirkt die Gesichtsempfindungen. 

Aus dieser Auffassungsweise ergibt sich sofort, daß 
sich das Licht ebenso wie der Schall, wenn das Fort 
pflanzungsmedium überall gleichartig beschaffen ist, 
wegen der allseitigen Symmetrie nur geradlinig fort 
pfl a az en kann, wie es ja auch die Erfahrung bestätigt. 

Die Lichtmenge, welche die Flächeneinheit eines 
Körpers von einem leuchtenden Körper . erfährt, können 
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wir die Beleuchtungsstärke nennen. Ist die Licht 
quelle punktförmig, so wird jede Kugelfläche, welche. 
wir nm den leuchtenden Punkt als Mittelpunkt schlagen, 
gleichviel Licht empfangen. Daraus geht ohne weiteres 
hervor, daß die Beleuchtungsstärke verkehrt pro 
portional dem Quadrat der Entfernung des be 
leuchteten Körpers von der Lichtquelle sein, muß. 

Aber eF/, ist auch nicht gleichgültig, ob das Licht 
senkrecht oder schief die Oberfläche des beleuchteten 
Körpers trifft. Nennen wir den Winkel der Flächen 
normale mit dem auffallenden Lichtstrahl e<., so ist leicht 
ersichtlich, daß die Beleuchtungsstärke dem cos e<. pro 
portional ist, da sich ja das· Licht auf einen um so 
kleineren Raum zusammendrängt, je kleiner der Winkel ix 
ist. Wir können demnach für die Beleuohtungsstärks B 
einer ebenen Fläche die Fom1el 

B = Ccose<. 
r~ 

aufstellen, wenn r die Endemung der Lichtquelle von 
der beleuchteten Fläche ist. 

Die Größe C hängt nur von der Natur der Licht 
quelle ab. Hiefür lehrt nun die Erfahrung, daß auch 
die Menge des ausgesandten Lichts dem Kosinus des 
Winkels ß proportional ist, welchen der ausgesandte 
Strahl mit der Normalen jenes Flächenstücke einschließt, 
von wo er seinen Ausgang nimmt. Die Beleuchtungs 
stärke wird. sich daher durch folgende Gleichung dar 
stellen lassen: 

B = L COSlX cosß 
r2 ' 

wobei wir L die Lichtstärke der Flä,cheneinheit d~ 
leuchtenden Körpers nennen können. 
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Durch die Wahl der Entfernung der Lichtquelle 
und · der Neigung des auffallenden Lichts ist es leicht, 
eine Beleuchtung von bestimmter Stärke herzustellen. 
Es beruht darauf die Vergleichung der Intensitäten ver 
schiedener Lichtquellen, die Photometrie. 

§ 2. Reflexionsgesetze ebener Spiegel. 
Einen sehr dünnen Lichtkegel nennt man ein 

Strahlenbündel. Denken wir uns den Lichtkegel 
unendlich dünn, so haben wir einen Lichtstrahl. Es 
ist vorteilhaft, diese Begriffe zur bequemen Darstellung 
des Gangs des Lichts einzuführen. 

Trifft ein Licht- 
strahl auf eine glatte s s· 
Fläche, so wird er 
nach bestimmten Ge 
setzen, den Reflexi 
on ag e ae t z en, zurück- .A..------1"1'------B 
geworfen. Es sei AB Fig. 1. 
(Fig. 1) eine Ebene. 
Im Punkt O treffe ein Lichtstrahl SO auf. Wir nennen 
ihn den e i n Ial l enden Strahl, 0 den Einfallspunkt. 
Im Einfallspunkt errichten wir die Normale ON zur 
Ebene AB. Sie heißt das Einfallslot. Der Winkel 
zwischen einfallendem Strahl und Einfallslot sei i:x., es 
ist der Ei ufa ll.ew lnk e l. Der Reflexionswinkel ß 
ist der Winkel zwischen dem Einfallslot und dem re 
flektierten Strahl OS'. 

Es gelten nun für die Reflexion folgende Gesetze: 
1. Einfallender Strahl, Einfallslot und ro 

fl.ektierter Strahl liegen in einer Ebene. 
2. Der Einfallswinkel ist gleich dem Re- 

flexionswinkel, lX = ß. 
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Treffen demnach von einem leuchtenden Punkt S· 
(Fig. 2) Strahlen auf eine glatte ebene Fläche .A. B, so 
werden sie so zurückgeworfen, daß sie nach rückwärts 
verlängert sich alle im Punkt S' vereinigen würden. 
Für ein beobachtendes Auge scheinen demnach die re 
flektierten Strahlen aus dem Punkt S' zu kommen, es 

ist S' ein Bild von S. AB ist also .eine spiegelnde 
Fläche, ein ebener Spiegel. Ein solcher entwirft 
Bilder, welche dieselbe Größe wie der Gegen 
stand haben und zu ihm symmetrisch liegen. Die 
Spiegelfläche bildet dabei die Symmetrieebene. 

§ 3. Kugelspiegel - Gegenstands- und Bildweite - 
Brennpunkt. 

Der leuchtende Punkt S (Fig. 3) sende Strahlen auf 
eine polierte Kugelfläche KK'. Den Strahl SA, welcher 
durch den Mittelpunkt O der Kugel geht, nennen wir 
den Hauptstrahl. Jedes Lot auf die Spiegelfläche 
geht durch 0. Es ist daher OM das Einfallslot für 
den Strahl SM. Der reflektierte Strahl :MB schneidet 
den Hauptstrahl in B. Dort muß ein Bild des Punktes S 
',mtstehen, da alle Strahlen, welche in einem Kreis um 
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A hemm auftreffen, sich im Punkt B vereinigen. In 
B ist demnach wiederum die Ausgangsstelle von un 
endlich vielen Strahlen. 

K 

Fig.3 .K 

Wir wollen den Einfalls- und Reflexionswinkel mit 
den gewohnten Buchstaben ix bezgl. ß bezeichnen. Ferner 
seien die Winkel 

ASl\I = Ä., AOM = µ, ABM= v 
und die Strecken 

AS= a, AB= b, AO = OM = r. 
a nennen wir die Oegenstandsweite, b die Bild 
weite. r ist der Radius der Kugel. Es gelten nun 
folgende Beziehungen: 

(X=µ-l, 
ß=11-µ,, 

iX=ß=µ-A.=Y-µ, 
daher 

(1) 
Wir setzen voraus, daß :M nahe bei A liege, daß 

also die Winkel ix, ß, J., µ, Y klein seien. Wir haben 
dann 

\ 
und nach 

AM = a /4 = r µ = b v 
Gleichung (1) 

AM+AM= 2AM 
a b r ' 



10 

oder 

Die Lehre vom Licht. 

1. 1 2 c2) a + t = -; · 
Diese Gleichung drückt die Beziehung zwischen 

Gegenstands- und Bildweite aus. 
Kommen die Strahlen aus dem Unendlichen, d. h. 

fallen auf unsern Spiegel para1lele Strahlen, so wird 

für a = oo b = ; . Als parallele Strahlen können wir 

die Sonnenstrahlen auffassen. Da dieselben gleichzeitig 
wärmen, so wird im Punkt 

r 
P=2 

eine hohe Temperatur erzeugt, weshalb dieser Punkt 
auch der Brennpunkt genannt wird, während p die 
Brennweite heißt. Mit Benutzung dieser Größe können 
wir Gleichung (2) auch 

1 1 1. 
-;+b=p 

schreiben. Liegt der leuchtende Punkt im Mittelpunkt 
der Kugelfläche, so wird a = r, mithin auch b = r. 
Gegenstand und Bild fallen zusammen, Für a < r ist 
b > r, und es wird b = oo für a = p . Befindet sich 

, also eine Lichtquelle im Brennpunkt, so sendet der 
Spiegel parallele Strahlen aus. Eine solche Anordnung 

~ eignet sich dazu, das Licht auf weite Strecken hinaus 
zusenden, ohne daß es sich erheblich zerstreut, wie es 
bei den großen elektrischen Scheinwerfern geschieht. 

Wird a noch kleiner als ; , so muß b negativ 

werden, das heißt: es liegt der Bildpunkt hinter 
dem Spiegel. Die Strahlen vereinigen sich nicht 
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wirklich, sondern nur scheinbar. Wir haben kein reelles 
Bild mehr, sondern ein imaginäres, virtuelles, ähn 
lich wie wir es bereits beim ebenen Spiegel kennen 
gelernt haben. Wir können übrigens ohne weiteres 
vom Kugelspiegel zum ebenen übergehen, wenn wir 
r = oo setzen. Es wird dann b negativ und ebenso groß 
wie a, in Übereinstimmung mit dem Resultat des § 2. 

Liegt der Kugelmittelpunkt wie bisher auf der 
Seite des Gegenstands, so nennen wir den Spiegel einen 
Hohlspiegel, einen konkaven Spiegel, im entgegen 
gesetzten Fall hingegen einen erhabenen oder Konvex 
spiegel. Dafür haben wir r also negativ zu wählen. 
Es ist daher auch die Bildweite negativ, das Bild liegt 
hinter dem Spiegel, d. h. es ist nur scheinbar vor 
handen, ein virtuelles Bild. Die größte Bildweite ist 

b = ; für a = oo . Sie ist also gleich der Brennweite 

eines Hohlspiegels vom selben Krümmungsradius, 

§ 4. Bildei· von Kugelspiegeln mit kleiner Öffnung. 
Wir denken uns eine leuchtende Linie ST (Fig. 4). 

Der Punkt S hat sein Bild in B, der Punkt T in B'. 

Wir erhalten ein ver kohrtes Bild BB' des Gegen 
stands ST. Das Verhältnis der Bildgröße BB' zur 
Gegenstandsgröße ,Jit~~~ un leicht finden, da ja 
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BB' OB r - b 
ST= OS= a-r 

Nach Gleichung (2) haben wir 
1 ar b=----- 

2 1 - 2a - r' 
r a 

folglich 

BB' 
ST= 

ar r---- 
2a-r r 

a-r 
Das Bild wird also je nach der Wahl der Gegenstands 
weite sehr verschieden ausfallen. 

Für einen unendlich weiten Gegenstand ist es un 
endlich klein. Es wächst mit der Annäherung des 
Gegenstands. Wird a = r , so ist Bild und Gegenstand 
gleich groß. Für a < r ist das Bild größer als der 
Gegenstand. Es wird unendlich groß und rückt in 
unendliche Entfernung, d. h. es verschwindet für 

r w· d r . d B B' . d Bild a = 2 . ir a < 2 , so wir ST negativ, as 

kehrt sich um. Während wir also früher ein verkehrtes 
Bild hatten, haben wir jetzt ein aufrechtes. Aber es 

. ist kein reelles Bild mehr, da auch b negativ wird, es 
liegt hinter dem Spiegel. Das Bild ist aber größer als 
der Gegenstand, wir haben einen Ver g r öß er unga- 

BB' 
spiegel. Setzen wir r = ex:,, so wird ST= - 1 , wir 
haben wieder den Fall des ebenen Spiegels, für welchen 
Gegenstand und Bild gleich groß ist. 

Wird r negativ, so liefert unsere Formel die Bild 
größe in einem erhabenen Spiegel. Das Bild steht 

2a-r · 
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aufrecht und ist immer kleiner als der Gegen 
stand. 

§ 5. Brechungsgesetz - Brechungsexponent - 
geometrische Optik - Katoptrik - Dioptrik. 
Fällt ein Lichtstrahl auf einen durchsichtigen Körper 

von glatter Oberfläche, so dringt er in den Körper ein, 
wird aber dabei im all 
gemeinen von seinem W e 
ge abgelenkt, er wird ge 
brochen. Nennen wir 
analog dem Vorgang bei A-----------ß 
Spiegeln SO (Fig. 5) den 
einfallenden Strahl, 
welcher. im Einfalls 
punkt O die Oberfläche 
AB des durchsichtigen 
Körpers trifft, 0 S' den gebrochenen Strahl, o:. den Ein 
falls-, ß den Brechungswinkel, während OD .das 
Einfallslot ist, so gelten folgende Gesetze: 

1. Einfallender Strahl, Einfallslot und ge 
brochener Strahl liegen in einer Ebene. 

2. Das Verhältnis der Sinus des -Einfalls 
und Brechungswinkels ist eine konstante 
Größe, also 

C s 
/ 

1-'ig. 5. 

sin cc 
sinß = n. 

Die Konstante n nennen wir den Brechungsquoti 
enten oder Brechungsexponenten. 

3. Nimmt das Licht seinen Ausgang auf 
der entgegengesetzten Seite und in entgegen 
gesetzter Richtung, so macht es genau den- 
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selben Weg. Das heißt: wird der Strahl SO nach S' 
gebrochen, so wird ein Strahl S'O nach S abgelenkt. 

Die Lehre vom Strahlengang bei Vorhandensein 
reflektierender und brechender Flächen nennt man die 
geometrische Optik. Diese teilt man wieder in die· 
Katoptrik und Dioptrik ein, je nachdem man es 
nur mit reflektierenden oder nur mit brechenden Flächen 
zu tun hat. 

Setzen wir den Brechungsexponenten. gleich 
Eins, den Brechungswinkel jedoch gleich dem Supple 
ment des Einfallswinkels, so erhalten wir das Reflexions 
gesetz. Wir werden demnach alle Resultate, welche 
wir für brechende Flächen erhalten, nach obigen An 
nahmen auf reflektierende Flächen beziehen können. Es 
gelten so die Gesetze der Dioptrik auch in der Katoptrik. 

§ 6. Der Regenbogen. 
Bekanntlich hängt der Wert des Brechungs 

exponenten nicht nur von der Natur der brechenden 
s Substanz, sondern auoh 

von der Art des Lichts 
ab. Er ist für ver 
schiedene Farben 
verschieden. In der 
Regel nehmen die 
Brechungsexponenten 
mit der Farbe in fol- 

'.Z/· gender Reihenfolge zu: 
rot, orange, gelb, 
grün, blau, violett. 

li Fig. 6· Es wird daher jeder 
Lichtstrahl, der durch Brechung eine Ablenkung 
erleidet, gleich.zeitig in seine Farben zerlegt. Eine 
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teilweise hierher gehörige Erscheinung ist der Regen 
bogen, welchen wir im folgenden näher untersuchen 
wollen. 

Der Kreis (Fig. 6) stelle einen Regentropfen dar. 
Ein Sonnenstrahl SA treffe in A unter dem Einfalls 
winkel ex den Tropfen. Er wird nach B gebrochen, 
wo er teilweise nach C reflektiert, teilweise nach B' 

. gebrochen wird. In C erleidet er wieder eine teilweise 
Brechung nach R und Reflexion usw. Der Strahl BB' 
erfährt die Ablenkung 

D1 = 2 cx - 2 ß, 
der Strahl CR die Ablenkung 

D2 = 2 ex - 2 ß + n - 2 ß , 
da die Ablenkung in B, wie aus der Zeichnung leicht 
zu ersehen, n - 2 ß ist. Überhaupt wächst bei jeder 
Reflexion im Innern des Tropfens die Ablenkung um 
n - 2 ß, so daß ein Strahl, der nach k-maliger Refle 
xion wieder austritt, die Deviation 
D = 2 ex - 2 ß + k ( n - 2 ß) = 2 ex - 2 (k + 1) ß + k'n 
erfährt. 

Je stärker ein Sonnenstrahl gebrochen wird, desto 
mehr wird auch seine Farbe zerstreut. Wir werden 
daher das intensivste Licht im Minimum der Ab 
lenkung haben. Wir wollen deshalb den Einfalls- 

. winkel fürs Ablenkuugsminimum suchen. Wir haben 
dafür die Gleichung 

dD dß 
(3) dcx = 2 - 2 (k + 1) d ex = 0 • 

Differenzieren wir die Gleichung 
sin cc = n sinß, 

so erhalten wir 
coscx dcx = n oosß dß, 
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dß COScX 
dcX = n cosß • · 

Dieser Wert, in Gleichung (3) eingesetzt, ergibv 
dD COScX 
d cX = 2 - 2 (k + 1) n cos ß = 0 ' 

was wir noch folgendermaßen umformen können· 
n cosß = (k + 1) coax . 

Diese Gleichung quadriert, ergibt 
n 2 - n 2 sin 2 ß = (k + 1) 2 -- (k + 1) 2 sin 2 cX 

und wegen sin cX = n sin ß 
[(k + 1)2 -1]sin2cX = (k + 1)2 - n2, . v(k + 1 )2 - n 2 

Sille%= (k + 1)2 - 1 . 
Setzen wir k = 0, so erhalten wir für sincX einen 

unmöglichen Wert, jedoch für k = 1, 2, 3 ... wird der 
Wurzelausdruck für Was 
ser kleiner als Eins, da 
n < 2 ist. Wir werden 
demnach eine Reihe von 
Regenbogen erhalten, 
deren lichtstärkster der 
erste für k = 1 sein wird, 
da der Lichtstrahl um so 

je öfter die Reflexionen statt- 

s 

B 
Fig. 7. 

mehr geschwächt wird, 
finden. 

Wir fragen nun nach der Form des Regen- 
bogens und wollen uns in unserer Untersuchung auf 
den ersten, den Hauptregenbogen beschränken, da 
sie für die weiteren, die Nebenregenbogen, ganz 
analog durchgeführt werden kann. Zu bemerken ist 
höchstens, daß für die einzelnen Regenbogen der das 
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Ablenkungsminimum liefernde Sonnenstrahl auch auf der 
unteren Seite des Regentropfens (Fig. 7) auffallen kann. 

Ist AB (Fig. 8) die Erdoberfläche, und bildet der 
Sonnenstrahl SP mit ihr den Winkel o, der gebrochene 
Strahl jedoch den Winkel (!, so ist bei einer einmaligen 
Reflexion D die Deviation, und es muß 

D+e+o=n 
sein. Da aber 

so ist 
D=2a-4ß+.n, 

e+o=n-D=4ß-2a. 
Setzen wir o = 0 , d. h. steht die Sonne im Horizont, 
oder sehen wir davon 
ab, daß AB die Erd 
oberfläche sei, sondern 
eine zu den Sonnen 
strahlen parallele Ge 
rade, so wird um AB 
herum alles symme 
trisch. Der Regenbogen wird also ein Kreis sein vom 
Öffnungswinkel 2 (e + a). Den vollständigen Kreis 
können wir nie sehen, wenn wir auf der horizontalen 
Erdoberfläche stehen, sondern höchstens einen Halb 
kreis bei Sonnenauf- oder Sonnenuntergang. Etwas 
anderes ist es jedoch auf einer hohen Bergesspitze 
oder vom Luftballon aus, wo der vollständige Kreis 
beobachtet wurde. Die Möglichkeit dazu ist auch vor 
handen, wenn nicht die Sonne direkt, sondern ihr Spiegel 
bild in einem ruhigen Gewässer den Regenbogen erzeugt. 
Die Winkelsumme (! + o beträgt ungefähr 42 Grad. 

Bilden wir den Ausdruck 
de dD 
dn =-dn 

Fig.8. 

Jäger, Theoretische Physik IL 2 
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so erhalten wir die Reihenfolge der Farben. Wir 
haben nun 

dD =2dx·_4 dß =2dx _4 dß. dx _4 oß 
dn dn d n dn dx dn an ' 

indem wir ß ~ls abhängige Veränderliche von <X und n 
einführen. Von früher her kennen wir als Bedingung 
des Deviationsminimums 

2 - 4 dß = 0 
dx ' 

daher wird 
dD=_4ap dn on. 

Den Differentialquotienten !! gewinnen 
Gleichung 

wir aus der 

. ß sin o; sin = --, n 
welche differenziert 

cosß oß = - sincx on n2 

ergibt. Demnach ist 
de dD 4 sinzc 
dn = - dn = - n2-cosß · 

Der Differentialquotient dd(! ist negativ, d. h. mit wach- • n 
sendem n nimmt e ab. Es wird also die rote Fa rbe 
den äußersten Rand des Regenbogens bilden, gegen 
die Mitte zu folgen dann die übrigen Farben. 

Die hier gegebene Theorie trifft strenge nur fßr 
unendlich große Regentropfen zu, indem die Entstehung 
der Farben von der Tropfengröße nicht unabhängig ist, 
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was jedoch an dieser Stelle nicht näher erörtert werden 
kann. Daß die Farben nicht bloß durch Lichtbrechung 
entstehen, hat zur Folge, daß der Regenbogen nicht 
aus dem gewöhnlich genannten siebenfarbigen Band 
besteht, sondern wir können bei manchem Regenbogen 
eine ganz andere Farbenfolge beobachten. 

§ 7. .Abbildung eines Punktes durch eine brechende, 
Kugelfläche -· Brennpunkte - Brennweiten. 
KK' (Fig. 9) sei eine brechende Kugelfläche. ' ·Es 

ist dies der Fall, wenn sich links von ihr etwa Luft, 

rr / 

Fig.!l. 

rechts Glas befindet. Der Strahl SA, welcher gegen 
den Krümmungsmittelpunkt O der Kugelfläche gerichtet 
ist, wird nicht gebrochen, da er mit dem Einfallslot 
zusammenfällt. Wir nennen ihn den Hauptstrahl. 
Ein Strahl SM wird nach dem Gesetz sin a = n sinß 
gebrochen und schneidet den Hauptstrahl in B. Wir 
wollen unsere· Untersuchung nur auf kleine Einfalls 
winkel ausdehnen, können dann den Sinus mit dem 
Bogen vertauschen und schreiben 

lX=Il/J> 
Wir haben nun 

~=P+1P, ß;;::'lfJ-x, 
mithin 

2* 
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'P+'IJ-'=n'IJ-'-nx, 
(4) · q:, + n X= (n - 1) V'. 

Die verschiedenen Winkel können wir folgendermaßen 
darstellen: 

MA MA MA 
'P =SA' V'= OA' x=BA. 

Wir setzen ferner 
SA=a, OA =r, BA=b 

und nennen a die Gegenstandsw.eite, r den Krüm 
mungsradius, b die Bildweite. Wir erhalten dann 
aus Gleichung (4) ohne weiteres 

1 n ·n - 1 a + b = -r- · 

Es vereinigen sich-also in der Tat alle Strahlen, welche 
von S ausgehen, in B. Wir haben hier ein reelles 
Bild. 

Lassen wir S ins Unendliche rücken, d. h. setzen 
wir a = oo oder, was dasselbe bedeutet, lassen wir 
parallele Strahlen auffallen, so vereinigen sie sich in 
einem .Punkt, den wir F1 nennen wollen. Es ist der 
hintere Brennpunkt und 

F=b=~ n-1 
die hintere Brennweite. Das ist auch gleichzeitig 
die kleinste mögliche Bildweite. Lassen wir S näher 
rücken, so wird b größer und wir erreichen schließlich 
einen Punkt f1, für welchen b unendlich wird. Die 
Gegenst.andsweite ist dann 

f=a.-=~j- . 
n-1 
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Wir nennen f die vordere Brennweite, f1 den 
vorderen Brennpunkt. Die beiden Brennweiten 
stehen also in der Beziehung 

F= nf. 
Wird nun a noch kleiner, so wird b negativ, d. h. die 
Strahlen vereinigen sich nicht mehr, wohl aber ihre 
rückwärtigen Verlängerungen in einem Punkt, welcher 
vor der Kugelfläche liegt. Wir erhalten ein imagi 
näres Bild. 

Lassen wir r unendlich werden, so erhalten wir 
eine ebene brechende Fläche. Es wird dann 

b = - na. 
Wird r negativ, haben wir also den Krümmungsmittel 
punkt O links von der brechenden Fläche, so wird 
auch die Brennweite negativ. Es vereinigen sich dann 
die Strahlen nur virtuell. Wir erhalten kein reelles 
Bild mehr. 

§ 8. Bildgröße. 
Gleicherweise wie der Punkt S (Fig. 10) in B, 

bildet sich T in B' ab. Wir erhalten von dem Gegen- 

Fig.10. 

stand ST das verkehrte Bild B B', dessen Größe wir 
leicht finden können. Wir wollen die Bezeichnungen 

S f1 = l , F1 B = µ 
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einführen und haben dann 
ST·· ST l 
BB' =AN= f' 

aber auch 
,S11 AM. F 
BB; = BB' =.µ 

Rückt also der Gegenstand aus dem Unendlichen hie 
in die vordere Brennweite, so wächst das Bild vorl der 
Größe Null bis zur Größe Unendlich. Es ist reell 
und umgekehrt. Rückt der Gegenstand noch näher, 
.so wird l negativ, wir erhalten ein aufrechtes ver 
.g rö ß er tes virtuelles Bild. Für eine konkave 
brechende, Fläche -wird r negativ. Es wird dann auch 
f und gleicherweise F negativ und für alle Fälle l > f. 
Wir haben also dann immer ein virtuelles auf 
rechtes, verkleinertes Bild. 

§ 9. System zweier brechender zentrierter Kugel 
flächen - Linsen. 

· Kugelflächen, deren Mittelpunkte auf einer Geraden 
liegen; nennt man zentriert. Zwei brechende Kugel- 

s----~-n-· --0--yrf--#--JJ' 
Fig.11. 

flächen, A und A' (Fig. 11 ), sind demnach immer zentriert. 
Das Bild B des Punktes S, welches die erste brechende 
Fläche entwirft, wird für die zweite brechende Fläche 
zum leuchtenden Punkt und sie entwirft davon · ein 
Bild in B'. Für die brechende Fläche A gilt nun die 
Gleichung 
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1 n n-1 
(5) a + b = -r-, 

für die zweite .A! analog 
1 n' n'-1 
°ä' + b' = -r'-- . 

Ist nun das Medium rechts von A' gleich jenem links 

A · ' l F ·t vqn , so 1st n = - . erner 1s n . 
a' = A.A! - AB = e - b , 

wenn e die Entfernung der beiden Kugelflächen ist. 
Darnach wird die Gleichung für den Strahlengang in 
der zweiten Fläche 

n 1 n-1 
e-b+b,=--r'-. 

Wir nehmen noch an, e sei . so klein, daß wir es 
gegenüber den anderen vorhandenen Größen vernach 
lässigen können. Wir haben dann eine dünne Linse 
vor uns. Unsere letzte Gleichung wird jetzt 

n 1 n-1 
- b + b' = - -r'- ' 

was zur Gleichung (5) addiert 

.!_ + _!._ = (n - 1) (_!_ - _!_) 
a b' r r' 

ergibt. Es ist dies die sogenannte Linsenformel. 

Ist .!_ - .!_ positiv· so haben wir eine Sammel- 
r r' ' 

linse, im entgegengesetzten Fall eine Zerstreuungs 
linse. Im ersten Fall vereinigen sich 'parallel auf 
fallende Strahlen, für welche a = oo ist, in der Ent 
fernung p hinter der Linse nach der Gleichung 
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1 (1 1) p = (n -1) r -7 , 
und es ist p die Brennweite der Linse, weshalb wir 
die Linsenformel auch 

1 1 1 
a+b,=p 

schreiben können. Diese Gleichung hat dieselbe Form 
wie jene für den Kugelspiegel (§ 3), weshalb wir uns 
hier ihre weitere Diskussion ersparen können. 

Im vorhergehenden Paragraphen fanden wir für 
das Verhältnis des Gegenstands zum Bild die Gleichung 

ST ). F 
BB' =7= µ 

Es gilt demnach für eine brechende Fläche die Beziehung 
(6) Äµ=fF, 

welche wir auch auf mehrere brechende Flächen aus 
dehnen können. Für die beiden Kugelflächen A und 
A' (Fig. 12) haben wir also die Gleichung (6) nebst 
der zweiten 

(7) .t' µ! = f F' , 
wenn wir das Bild B zum Gegenstand für die zweite 
brechende Fläche werden lassen. Die Entfernung beider 
Flächen ist also 

(8) e = F + µ + .t' + f . 
Wir finden den vorderen Brennpunkt des Systems, wenn 
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nach der zweiten Brechung die Strahlen parallel laufen, 
also µ' = oo wird. Dann muß nach Gleichung (7) l' = 0 
werden, während aus Gleichung (8) 

µ=e-F-f 
und aus Gleichung (6) 

l = fF 
e-F-f 

folgt. 
Wir rechnen die vordere Brennweite <p von der 

ersten Kugelfläche aus. Sie wird also 
fF e-f 

<p=l+f= e-:b,-f+f=fe-F-f" 
Und in ganz derselben Weise finden wir für die 
hintere Brennweite unseres Systems 

e-F 
4>=F'~-F-f' 

wobei diese Brennweite von der hinteren Linsenfläche 
aus gezählt ist. 

Wir wollen als ein Beispiel für die gewonnenen 
Gleichungen die plankonvexe Linse behandeln. Der 
Krümi:nungsradius der vorderen Fläche sei r, für die 
hintere Fläche ist er demnach oc. Wir haben dann.(§ 7) 

f=_r_ 
n-1 

nr 
F===-- f=EV=oo. n-1' 

daher 
e-f' -f 

<p=f ---=f•-=f e-F-f -f ' 
da ja e und F gegen ex, wegfällt. Ferner haben wir 

e-F e-:B, J.J'-e e e 
4>= F'---=, n'f-•-::aaa-- = f--= cp--. e-F-f -f n n n 
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e 
Die hintere Brennweite ist also um kleiner als die n 
vordere. 

§ 10. Hauptebenen - Hauptpunkte. 
Durch die Einführung der Brennweiten <p und <J) 

können wir wiederum zwei brechende Flächen wie eine 
einzige behandeln, und es ist leicht einzusehen, daß 
wir auf dieselbe Weise jetzt drei, vier usw. brechende 
Flächen kombinieren können,· vorausgesetzt, daß sie ein 
zentriertes System sind, d. h. daß die Krümmungs 
mittelpunkte der Kugelflächen alle in einer Geraden 
liegen. Nicht so einfach wie bei einer unendlich dünnen 
Linse ist aber jetzt die Konstruktion der Bilder. Zu dem 
Zweck führen wir den Begriff der zwei llauptebenen 
ein. Diese haben die Eigenschaft, daß jeder Strahl, 
welcher durch. die erste geht, in derselben 
Höhe auch die zweite passiert. Wir sehen wegen 
der allseitigen Symmetrie sofort ein, daß diese beiden 
Ebenen senkrecht auf dem Hauptstrahl stehen müssen. 
Ihre Schnittpunkte mit ihm nennen wir die Haupt 
punkte. 

Wir haben also zwei Ebenen von der Eigenschaft 
zu suchen, daß der Gegenstand in der einen kongruent 
dem Bild in der andern ist. Wir verfolgen dabei 
wieder die )lethode, die gestellte Aufgabe erst für zwei 
brechende Flächen zu lösen, da ja die Rechnung für 
mehrere Flächen nach demselben Schema vor sich geht. 
Wir haben nach dem vorhergehenden Paragraphen für 
das Verhältnis des Gegenstands G zum Bild B bei der 
ersten Brechung 

G l F 
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für die zweite 
G' ).' F' 
B' = f = µ'. 

Nun ist aber der Gegenstand bei der zweiten Brechung 
das von der ersten Brechung gelieferte Bild, also 

G'=B, 
folglich, wenn wir die obigen Gleichungen miteinander 
multiplizieren, 

G .U' FF' 
B' =ff=µµ'' 

Da das Bild sich bei jeder Brechung umkehrt, so ist 
das zweite wieder aufrecht. Soll es daher mit dem 
Gegenstand kongruent sein, so muß Gegenstand und Bild 
im Verhältnis Eins stehen. Wir haben also 

(9) .U' = FF' = 1 • 
ff µµ' 

Aus Gleichung (8) ergibt sich 
(10) µ + ).' = e - F - f' = ~. 

Multiplizieren wir diese, Gleichung mit l, so erhalten 
wir mit Zuziehung der Gleichungen (6) und (9) 

fF+ff=H, 
l= fF+ff. 

b 
Ganz analog ergibt sich durch Multiplikation der 
Gleichung (10) mit µ' 

FF' + fF' = b µ' , 
, FF'+ fF' 

µ = b . 

Damit ist die Lage der beiden Hauptebenen bestimmt, 
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doch ist es bequemer, ihren Abstand von der ersten 
bezgl. zweiten brechenden Fläche zu wissen. Für die 
erste Hauptebene ist er 

h=l+f =f(Ftf +1) =¾(F+f+e-F-f')= e~f. 

Für den Abstand der zweiten Hauptebene von der 
zweiten brechenden Fläche findet sich gleicherweise 

H= eF' <5 • 

EB ist noch angezeigt, die Brennweiten von den 

➔~~ ~F---......C::~'.f=~c__--=~i==~--=-~ 

'f ~ 
\ 

J 

Fig.13. 

Hauptpunkten an zu zählen. Wir haben dann (Fig. 13) 
die vordere Brennweite 

e-f ff 
p =-== <p-h = f-b- - h = -d, 

für die hintere 
e - F FF' P = 4>-H = F'-- -H= - - ~ 6 

Da nun 

80 

nn'ff , 
P=---~-=nnp. 

Ist links und rechts vom optischen System dasselbe 
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Medium, so n' = _!_ , folglich 
n 

29 

P=p. 
Die Konstruktion des Bildes ist nun sehr einfach. 

Wir errichten in den beiden Hauptpunkten h1 und H1 
(Fig. 14) die beiden senkrechten Ebenen h und H. Ein 
Strahl, welcher parallel zum Hauptstrahl von T ausgeht 
und die erste Hauptebene in A trifft, muß in gleicher 
Höhe bei A' die zweite Hauptebene verlassen und dann 
durch den hinteren Brennpunkt P 1 gehen. Ein Strahl, 

,. u: 
Fig.14. 

welcher durch den vorderen Brennpunkt p1 geht und 
in B die erste Hauptebene trifft, verläßt ebenfalls in 
gleicher H~he in B' die zweite und geht dann parallel 
zum Hauptstrahl weiter. In T' schneiden sich beide 
Strahlen; es ist dort das Bild des Punktes T. 

§ 11. Bikonvex" Linse. 
Die beiden brechenden Flächen einer bikonvexen 

Linse sollen denselben Krümmungsradius haben. Es 
gilt also die Beziehung 

f=F=nf. 
Die Lage der ersten Hauptebene ist daher gegeben durch 
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h = ef . = ef . 
e-F-f e-2nf 

Ist die Linse nicht sehr dick, so können wir e gegen 
2 n f vernachlässigen und erhalten 

·h= -·~=-~ 
2n 3' 

wenn wir, wie es bei Glas ungefähr zutrifft, n = : setzen. 
h ist negativ, d. h. es liegt die erste Hauptebene h1 
(Fig. 15) hinter der Linsenfläche, symmetrisch dazu die 

zweite Hanptebene H1• Die beiden Brennweiten p und 
P sind einander gleich. Für das Verhältnis des Gegen 
stands zum Bild haben wir daher 

G l p 
B=p=µ 

woraus folgt: 
lµ = p2. 

Wir versetzen nun unser Auge in den Punkt O, 
welcher die Strecke µ 'SO teilt, daß 

µ=w+o. 



Huygenssches Prinzip. 81 

Wir wollen die Linse als Lupe benutzen. Die Ent 
fernung des Bildes vom Auge muß also in der deutlichen 
Sehweite s und negativ sein. Wir haben demnach 

o=-S 
zu setzen. Darnach wird 

µ=ro-s, 
wobei a > t» , µ also negativ ist. Desgleichen wird 

p2 
A.=--- 

8 - Q) 

negativ, d. h. der Gegenstand muß innerhalb der Brenn 
weite p liegen. Unter der V crgrößerung verstehen wir 
das Verhältnis des Bildes zum Gegenstand 

B p 
V=o=T· 

In unserm gegebenen Fall wird somit 

V=-s-ro_ 
p 

Das negative Vorzeichen bedeutet, daß wir ein auf 
rechtes Bild erhalten. Je weiter wir das Auge von 
der Linse entfernen, desto größer wird eo; desto kleiner 
das Bild. Denken wir uns das Auge in der zweiten 
Hauptebene, so ro = - p und 

V = - 8 + P = - (!.. + 1) 
p p ' 

was die gewöhnlich in Verwendung kommende V er 
größerungsformel ist. 

§ 12. Huygenssches Prinzip. 
Wir haben das Licht nach Iluygens Theorie als 

Wellenbewegung aufgefaßt. Von Huygens rührt 
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folgendes Prinzip her: Einen jeden Punkt einer 
Welle kann man als einen Erregungspunkt 
neuer Wellen betrachten. Die gemeinschaft 
liche Umhüllende dieser Wellen, der Elemen 
tarwellen, stellt die wirkliche Welle, die Haupt 
welle, dar. Denken wir uns z. B. eine Kugelwelle, 
welche von einem leuchtenden Punkt ausgeht. Werden 
alle Punkte der Kugelfläche als Erregungspunkte neuer 
Weilen aufgefaßt, so entstehen unendlich viele kongru 

ente Kugelwellen, deren 
Umhüllende tatsächlich 
die Hauptwelle darstellt. 

Aus diesem Prinzip 
läßt sich leicht das Ge 

.E-..J____:A~ . .ft..J.....J.....JL...e.....:.B:'lll."---E' setz der Reflexion und 
Brechung ableiten. Es 
falle ein paralleles Strah 

lenbündel AB (Fig. 16) auf die Ebene EE' unter dem 
Einfallswinkel ~- Im Punkt A' entsteht eine Ele 
mentarwelle der Plan welle A' B' und so der Reihe nach 
in allen Punkten der Strecke A'B"· Kommt schließ 
lich der Punkt B' in B" an, so haben wir als Haupt 
welle A"B". Da nun 

A' A" J_ A"B': , A'B' J_ B' B" , A' A" = B'B'' , 
so muß auch ~ = ß sein, womit das Reflexionsgesetz 
als eine Folge der Wellentheorie erscheint. 

Das Brechungsgesetz können wir folgendermaßen 
erhalten. AB (Fig. 17) sei die Trennungsfläche zweier 
Medien. Im oberen sei die Lichtgeschwindigkeit c, im 
unteren cf, und es sei c > c!. Trifft die ebene Weile 
CD in C' auf, so entsteht da eine Elementarwelle mit 
der Geschwindigkeit c'. Dasselbe geschieht der Reihe 
nach in allen übrigen Punkten der Strecke C'D". Während 

Fig.16. 
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C nach C" gelangt, kommt 
D nach D". Es ist daher 
C"D" die neue Weile. Nun 
ist 

C'IY'. sinzx = D'D" , 
C'D". sin/J = C'C", 

folglich 
D' D" sin IX o 
-=--=-=ll. 
C' C" sin fJ cf 
Damit ist das Brechungs 
gesetz abgeleitet, und es zeigt sich, daß der Brechungs 
exponent nichts anderes als das Verhältnis der 
Lichtgeschwindigkeiten in den beiden Medien ist. 

Fig.17. 

§ 13. Fermats Satz. 
Fermat stellte folgendes Prinzip auf: Jeder Licht 

strahl pflanzt sich so fort, daß die zur Zurück 
legung des Wegs er 
forderliche Zeit ein 
Minimum wird. Auch 
dieses Prinzip ergibt das 
Reflexions-uudBrechungs 
gesetz in derselben Form 
wie das H uy g ens sehe. E---;.---;;----±--F 
SolldasLichtvomPunktA c K 
(Fig. 18) ausgehend von 
der Fläche EF in B nach C reflektiert werden, so 
wird die Reflexion so von statten gehen, daß die Zeit 
der Fortpflanzung, folglich auch der Weg ABC ein 
Minimum wird. Nach unserer Zeichnung ist 

GH =AG. tgix +HO· tg{J, 
was durch Differentiation ergibt 

C 

Ä 

Jäger, Theoretische Physik II. 3 
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(11) HC·dß 
cos2 ß · 

Soll der Weg 
AG HO 

AB+BC=-+- cos x cosß 
ein Minimum werden, so mnß sein Dillerential 
sein. Daß ergibt 

AG• sin<X d<X . HC • sinß dß 
= - cos2ß (12) 

Null 

Ä 

C 
Fig.19. 

Dividieren. wir Gleichung (12) durch (11), so resultiert 
sin<X = sinß oder <X= ß. Wir erhalten also in der 
Tat das Reflexionsgesetz. 

Auf ganz demselben Weg ergibt sich auch das 
Brechungsgesetz. ABC (Fig. 19) stelle uns den Strahlen 
gang durch die brechende Ebene EF dar. Oben sei' 
die Lichtgeschwindigkeit c, unten cf. Die Zeit 

t=AB +BC = AG +~ 
0 cf OCOS(X <f cosß 

soll ein Minimum werden, d. h. es muß das Differential 
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d t = 0 sein, was 
AG· sin x dtX 

(13) ccos2tX c'cos2ß 
ergibt. Ferner folgt wiederum aus dem Differential der 
konstanten Strecke G H die Gleichung (11). Gleichung 
(13) durch-(11) dividiert, ergibt sodann 

sin<X sinß -c-=-;;-, 

HO- sinßdß 

oder 
sin ze C 
--==-=n, sinß c' 

das Brechungsgesetz. Es stimmen also die Folgerungen 
aus dem Huygensschen und dem Eermat.schen Prin 
zip vollständig überein. 

§ 14. Interferenz. 
Nach dem Früheren müssen wir das Licht als eine 

schwingende Bewegung des Äthers auffassen. Diese 
Bewegung pflanzt sich in ähnlicher Weise fort wie die 
Schallbewegung in der Luft. Eine befriedigende Vor 
stellung von der Bahn, welche die Ätherteilchen bei 
der Lichtbewegung beschreiben, ist jedoch bis jetzt noch 
nicht geliefert worden. Sicher ist nur das eine, daß die 
Atherteilchen eine periodische Bewegung machen 
müssen, d. h. eine solche, bei welcher sie nach einer 
bestimmten Zeit immer wieder eine bestimmte Lage 
passieren. Dieser Bewegungszustand pflanzt sich in 
Wellenform fort und hat die Eigenschaft, daß er nach 
Verlauf einer halben Wellenlänge gerade ent 
gegengesetzte Bewegungen darstellt. Zwei gleich 
artige Strahlen, welche um eine halbe Wellenlänge gegen- 

3* 
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einander verschoben sind, werden daher die Äther 
teilchen gar nicht in Bewegung setzen können, da die 
Kräfte, welche von den beiden Lichtstrahlen ausgeübt 
werden, gleich und · entgegengesetzt eind. Das Licht 
muß verschwinden. Die beiden Strahlen werden sich 
aber in ihrer Wirkung unterstützen, wenn sie ohne 
Phasenverschiebung den Ätherteilchen begegnen. 
Wir haben hier also ganz analoge Vorgänge wie bei der 
Interferenz des Schalls (Bd. I § 7 3) und belegen sie 
daher auch mit dem Namen „Interferenz des Lichts". 

§ 16. Fresnels Spiegelversuch. 
Strahlen, welche mit Phasenunterschied in einem 

Punkt ankommen sollen, müssen ihren Weg in ver 
schiedenen Zeiten zurücklegen. Dies ermöglicht eine 

Fig. 20. 

Anor~ung von Spiegeln, welche von Fresnel, dem 
hervprragendsten Pfadfinder auf dem Gebiet der Optik, 
gefunden wurde. Zwei ebene Spiegel AB und AC 
(Fig. 20) stoßen unter einem sehr spitzigen Winkel <p 
in A zusammen. Der leuchtende Punkt L liege so, 
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daß AL mit der Spiegelfläche AB den Winkel lX ein 
schließt. Beschreiben wir daher mit dem Radius AL 
um A als Mittelpunkt einen Kreis, so liegen auf dem 
Kreisumfang die beiden Bilder L' und L", welche die 
Spiegel AB und AC von L entwerfen. Halbieren' wir 
L';L" in E, so ist die Gerade EAF eine Symmetrie 
linie zwischen L' und L". Die Strahlen, welche von den 
beiden Bildern L' und L" ausgehen, werden daher Inter 
ferenzerscheinungen liefern, welche zu E F symmetrisch 
liegen. · 

Wir stellen in F (Fig. 21) einen Schirm auf und 
fragen nun, welche Lichterscheinungen sich in einem 

Fig. 21. 

beliebigen Punkt M zeigen werden. Wir wollen die 
Strecken 

L'L" = 2 a , EF = b , FM = y 
setzen. Es handelt sich also darum, den Zeitunterschied, 
od~r was hier dasselbe ist, den Wegunterschied der 
beiden Strahlen L'M und L"M kennen zu lernen. Wir 
haben 

L"M2 = b2 + (a + y)2 , 
L'M2 = b2 + (a - y)2, 

daher 

L"M
2 
- L'M2 = (L"M - L'M) (L"M + L'M) = 4 ay. 

Wir können nun mit sehr kleiner V ernachlässig,.mg 
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L"M + L'M = 2 b 
setzen und erhalten so 

L"M - L'M = 2ay ~ 
b 

Haben wir Licht von der Wellenlänge l, so wird 
für alle y, wo der Gangunterschied der beiden Strahlen 
l B l 5 l . D k 1h ·t . tr da . h d 
2 , 2 

, 2 ... 1st, un e e1 ein eten, sie ort 

beide Strahlen infolge der Interferenz austilgen. Es ist 
dies also für 

{14) _ + (2 k + 1) bl 
Y-- 4a 

~er Fall, wenn k = 0 , 1 , 2 . . . ist. 

Fig. 22. 

In Wirklichkeit steht uns nun ein mathematischer 
Lichtpunkt nicht zur Verfügung, sondern wir müssen 
eine schmale Spalte LL1 (Fig. 22) anwenden, durch 
welche wir das Licht eintreten lassen. Die Folge davon 
ist, daß die beiden Spiegelbilder ebenfalls eine gewisse 
Ausdehnung haben, so daß die Bilder des Punktes L 
die Gerade AF, hingegen die Bilder von L1 die Ge 
rade AF1 zur Symmetrielinie haben. Es kann daher 
vorkommen, daß auf eine. dunkle Stelle des Schirms, 
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die von L herrührt, gerade eine lichte, durch Li erzeugt, 
zu fallen kommt, so daß wir keine Interferenzstreifen 
wahrnehmen können. Es darf somit die Spalte LLi_ 
eine gewisse Breite nicht übersteigen. Unsere Aufgabe 
läuft darauf hinaus, FF1 möglichst klein zu machen. 
Es ist JfF1 = AF • ß, wenn wir den -c}:LAL1 = ß, setzen. 
Wir haben somit ß = ~i, folglich 

AF ,LL1 
FF1 = AL 

Wir erzielen also eine möglichst gute Wirkung, wenn 
wir die Spiegel möglichst weit von der Spalte aufstellen 
und diese selbst sehr schmal machen, während wir den 
Winkel <p, der beiden Spiegel sehr klein wählen. 

Die Größe a in der Gleichung (14) ist durch den Winkel 
der beiden Spiegel und ihre Entfernung vom Lichtpunkt 
gegeben. Da wir b und y ebenfalls messen können, so 
haben wir in Fresnels Spiegelversuch ein Mittel, die 
Wellenlänge l des Lichts und sodann aus der be 
kannten Lichtgeschwindigkeit die Schwi ng ungs aahl 
zu bestimmen. 

§ 16. Farben dünner Blättchen. 
Von dem leuchtenden Punkt S (Fig. 23) falle ein 

Strahl SA auf die planparallele Platte PP'. Im Punkt 
A wird er teil weise nach C reflektiert, teil weise nach 
B gebrochen. Dort findet ebenfalls Reflexion und 
Brechung statt; ein Teil geht nach E, der andere nach 
A', und das geht so fort, so daß eine Reihe von 
Strahlen nach oben, eine andere nach unten von der 
Platte weggeht. Das Auge wird daher sowohl von oben 
als von unten in der Platte Interferenzerscheinungen 
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der nebeneinander verlaufenden Strahlen sehen können, 
welche man mit dem Namen „Farben dünner Blätt 
chen" belegt, da für den Fall, daß vom Punkt S weißes 
Licht oder sonst eine Mischfarbe ausgeht, an einer be 
stimmten Stelle der Platte nur Licht von bestimmter 
Wellenlänge, d. h. von bestimmter Farbe verlöschen wird, 

s 
" 

.P d P' 

so daß wir dann die Mischfarbe des übrigen Lichts 
in der Platte sehen. 

Wir wollen den Schwingungszustand des Äthers 
durch 

. 2nt 
<1 = asm-- 

r 
darstellen. Welcher Art von periodischer Bewegung 
dieser Schwingungszustand <1 ist, wissen wir bekannt 
lich nicht, doch ist das für die folgenden Untersuchungen 
auch nicht nötig. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
sei außerhalb der Platte c, innerhalb c'. Der Schwin- 

gungszustand a in A wird daher nach der Zeit AC in C 
C 

sein, nur mit dem Unterschied, daß er dort mit geringerer 
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Stärke auftritt, da er ja nur teilweise reflektiert wird. 
Wir können daher den Bewegungszustand in C 

a ==tXasin2:n(t~AC) 
l T C 

nennen, wobei tX ein echter Bruch ist, der die Ver 
minderung der Stärke des Schwingungszustands an 
deutet, oder wenn wir wollen, der das Verhältnis 
zwischen der neuen und alten Amplitude der Schwin 
gung darstellt. In ähnlicher Weise können wir nun 
weiter schließen. Wir werden in C' den Zustand 

2 :n ( AB BA' A'C') o =tX'ß'ßasin- t-------- 
2 't cf cf C 

'ß'ß . 2 :n ( 2 AB A'C') = tX a sm-;- t - ~ - -
0
- 

haben. Wir haben hier durch tX' dem Lichtverlust bei 
der Brechung in A, durch ß jenem bei der Reflexion 
in B, durch ß' dem bei der Brechung in A' Rechnung 
getragen. Auf ganz dieselbe Weise fi~den wir nun weiter 

, 8 , • 2:n( 4AB A"C") a8 = lX ß ß al!l!Il- t------ -r cf C ' 

, 5 , • 2 :n ( 6 A,B A"'C"') 
04. = lX ß ß a Sill - t - -- - -- 

T C
1 0 ' 

Es ist nun 
A' C' = AC - AD , 
A" C" = AC - 2 AD , 

. ' 
wenn A'D das Lot auf AC ist. Wir setzen jetzt 

\:n (t- \c) = <p, 
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und erhalten dann für die Summe sämtlicher a den 
Ausdruck 
2 === a[cXsinqy + «' ß' ßsin (<p - 'f/J) + cX' ß' ß3sin(<p-2VJ) 

+ cX' ß' {35 sin (<p - 3 1/J) + ... ] . 
Diese Summe wird uns also das Resultat darstellen für 
die Lichterscheinung, welche unser Auge in der dünnen 
Platte PP' im reflektierten Licht erblickt. Um die 
Summierung durchführen zu können, führen wir folgende 
Hilfssummen ein: 
S = sin(<p-VJ) + ß2sin(<p-21J-')+ ß4sin(<p-31J-') + , 
R = cos(<p-VJ) + ß2cos(<p-21J-')+ß4cos(<p-3VJ) + . 
und bilden 
R +Si= e(ip-v,)i + p2 e(ip-2tp)t + ß4 e(ip-Stp)t + . · .. 
::a::, eCir··V1)l (1 + p2 e-'l'i + ß4 e- ~v,t + ß6 e-sv,1 + ... 

= u(q,-·y,)i (1 + n + n.2 + ns + ... ) , 
wenn wir ß2 e - V' 1 = n setzen. Die geometrische Reihe 
bat nun eine bekannte Summenformel, wonach wir er 
halten 

1 e<1P-V1)1 1 p2 e'l'i 
R + Si =·eC1P-V1)1 •-- = ---------- 1 - n 1 -ß2e-V'1 1-ß2ev,1 

= e(,p-tp}i 1 - p2 eV'i = e(ip-v,)i - p2 eq,t 

1 - 2 ß2 COS1J) + ß4 N 
cos (<p - 1P) + i sin (<p -. tp) - ß2 cos<p - i ß2 sin<p 

= N 
wobei w 

1 - 2 ß2 COSVJ + ß4 :=,= N 
gesetzt haben. Der imaginäre Teil der Summe ergibt 
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sin (cp - "P) - ß2 sin<p • 
S == N ' 

43 

somit 
"C' ·• 'ß'ß sin (cp - 't/1) - ß2 sincp ~ = ex a sm<p + <'.X- • a N • 

Wir wollen hier die Glieder mit den Faktoren sin <p 
md cos <p noch trennen, erhalten somit 

( 
COS'tp-ß2) sin 't/J 

-l'=asincp cx+lX' ß' ß N -acoscp•0<,' ß' ßN · 
Es, ist also das Resultat wiederum eine schwingende 
Bewegung von derselben Schwingungsdauer, aber von 
verschiedener Amplitude und Phase. 

Wir finden das Quadrat der Amplitude der resul 
tierenden Schwingung aus der Gleichung 

( ß2)2 . 2 A.2-:-- a2 <'.X- + <'.X-' ß' ß cos't/J N- + a2 «» ß'2 p2 s1;2'P . 

(Siehe Bd. I § 7 3.) Dieser Größe setzen wir die Licht 
stärke proportional. Sie gibt uns also ohne weiteres 
.A.ufschluß über die Intensität des reflektierten Lichts. 

In ganz derselben Weise wie für das reflektierte 
können wir nun die Rechnung auch für das durch 
gehende Licht machen. Wir erhalten in E den Schwin 
gungszustand · 

rl = ex' ß' a sin 2 n (t - AB - BE) 
1: c' C ' 

in E' 
_,, , ß' ß2 • 2 n ( 3 A B ' B'E') u =ex asm- t,------ 

1: c' C 
usw. Wir führen ' 

2.n(t-AB _BE)= X 
1: <f C 
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ein und können so für die Summe sämtlicher o schreiben 
I' = rx,' ß' a sin x + ex' ß' ß2 a sin (x - tp) 
+ ex' ß' ß4 a sin (x - 2 tp) + ... , 

was nach dem früheren V org~ng 
I' , ß' sinx - ß2 sin (x + 1p) =ex a N 

ergibt. 
Es handelt sich für uns jetzt darum, die Beziehung 

zwischen ex, ex', ß und ß' zu ermitteln. Wir benützen 
dazu die Erfahrungstatsache, daß von einem unendlich 
dünnen Blättchen kein Licht reflektiert wird, sondern 
alles durchgeht. Für ein solches wird tp = 0, folglich 

I = 0 = asinq, (.x + .x' ß' ß 1 _\{Jf~ p•), 
I' = asinx = aex' ß'sinx t- ß2 

1 - 2 ß2 + ß'. 
Es muß somit 

ex' ß' ß 
ex+ 1 - ß2 = 0' 
1 - p2 ex' ß' 

ex' ß' 1 - 2 p2 + ß' = 1 - p2 = 1 
sein. Danach reduziert sich die vorletzte Gleichung 
auf ex + ß = 0 oder 

ex=-ß. 
Das besagt, daß sich die Amplitude bei einer 
Reflexion umkehren muß. Wir werden in 
§ 23 sehen, daß dies bei der äußeren Reflexion ge 
schieht. 

Jetzt können wir uns auch eine Vorstellung von 
dem Quadrat der resultierenden Amplitude im reflek- 
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tierten und durchgehenden Licht machen. Der Ausdruck 

("' + ,x' /i' ßcos,~-ß•r = [-ß + (1-ß')ßcos,pN-ß']' 
ß2 (1 + ß2)2 (1 - C0S1Jl)l! 

N2 
was sich durch Ausmultiplizieren leicht finden läßt. 
Wir haben somit 

A2 (1 + ß2)2 (1 - costp)2 + (1 - p2)2 sin2,p 
a2p2 = N2 

2 (1 - COS'f/J) 
N 

. Wird demnach costp · 1, d, i. für "P = O, 2 n, ... , so 
wird kein Licht reflektiert, für "P = n, 3 n . . . werden 
wir hingegen das Maximum der Lichtstärke erhalten. 

V erfahren wir mit dem durchgelassenen Licht !' 
genau so wie mit dem reflektierten, so finden wir für 
das Quadrat der Amplitude 

a2 (1 - ß2)2 
B'= N . 

Hier kann also nie völlige Dunkelheit eintreten, wohl 
gibt es aber auch ein Minimum der Lichtstärke, d. i. 

· für cos ,p = 0, also für "P = n, 3 n, . . . Haben wir also 
im reflektierten Licht das Maximum der Intensität, so 

- ist im durchgelassenen das Minimum und umgekehrt. 
Man sagt, die Erscheinungen im reflektierten 
und durchgelassenen Licht sind zueinander 
komplementär. Beide Intensitäten geben .zusammen 
die ursprüngliche; denn es ist 

A2 + B:t = a2. 
Wir haben noch zu erklären, weshalb wir die 
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Lichtintensität proportional dem Quadrat der 
Amplitude der schwingenden Bewegung setzen. Die 
Lichtstärke ist · offenbar proportional der lebendigen 
Kraft der schwingenden Bewegung. Ändert sich nun 
der Schwingungszustand nach der Gleichung 

. 2 nt 
.<J = a Slil--, 

T 

so wird die jeweilige Geschwindigkeit der sich be 
wegenden Teilchen dem· Ausdruck 

da 2.n 2.nt -=-acos--· 
dt l' T 

proportional sein. Die lebendige Kraft ist demnach der 

Größe (:;r und damit a2 proportional. Da wir die 

Schwingungsdauer als unabhängig von der Intensität 
halten, ~o ändert sich der Mittelwert der lebendigen 
Kraft tatsächlich nur mit dem Quadrat der Amplitude. 

§ 17. Newtons Farbenglas. 
Legen wir auf eine planparallele Glasplatte eine 

sehr flache konvexe Linse (Fig. -24), so begrenzen wir 
damit eine Luftschicht von veränderlicher Dicke, welche 
in der Mitte unendlich dünn wird. Man nennt diese 
Anordnung „Newtons Farbenglas". Eine solche 
Luftschicht muß nach dem vorhergehenden Paragraphen 
sowohl im durchgehenden als reflektierten Licht Inter 
ferenzerscheinungen zeigen. An einer bestimmten Stelle 
vom Radius x hat die Luftschicht die Dicke 

x2 
MN = AB = R - y R2 - x2 = 2 R , 

wenn wir den Krümmungsradius R der Linse gegen- 
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über x sehr groß annehmen. Wir erhalten nach § 16 
für V' ;= 0,2 :n:, • • • im reflektierten Licht Dunkelheit. 
Lassen wir das Licht senkrecht· auffallen, so wird 
AB= d (Fig. 23), wenn wir unter d die Dicke der 
Schicht verstehen, AD=:= 0. Mithin ist 

4nd r=>;: 
Es ist aber cf 1: = l' die Wellenlänge des Lichts in der 
Platte. Wir haben . demnach Dunkelheit für d = 0, 
l'j 2 l' 3 l' d . . f" 2 o 1,R 2 ,,R -
2 

, - - .•. , as 1st ur x = , 11. , 11. , ••• 
2 ' 2. · · 

Wir erhalten demnach in unserm Farbenglas dunkle 

Pig-.:!!. 

Kreise, deren Radien sich der Reihe nach wie 
0 : 1 : f2 : -{3 ... verhalten. Bei Licht, welches aus meh 
reren Farben zusammengesetzt ist, entstehen natürlich 
entsprechende farbige Ringe. 

§ 18. Wirkung dünner Blättchen bei schief auffallen~ 
. dem Licht - Talbots· ~~nien. . . . . 

1 

Auf ein Blättchen von der Dicke d (Fig, 25) falle 
Licht unter dem Winkel ~ auf, welches unter dem 
Winkel ß im Blättchen weitergeht. In der . Formel . 

1P = 2 n (2 AB _ A 'D) 
T <f 0 
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(§ 16) wollen wir AB und AD durch Blättchendicke, 
Einfalls- und Brechungswinkel ausdrücken, Wir haben 

d =- AB-cosß, 
ferner 
-- . - . · . 2d sinpsint.x 

AD= AA' • smt.x = 2 AB· smß smt.x = cosß , 
folglich 

= 2 n (~ _ 2 d SinlX sinß) 
'1./J T cf cosß c cosß 

4nd (i cf . • P) = --SlillXSlil c' Tcosß c 
4nd . 4nd = --(1 - sm2ß) = -- cos/J J..' cosß ).' ' 

Fig. 25 . 

. d . rr . sin « . ß. m em Ja -SlillX = -- = sm 1st. Für '1./J = 0, 2n, •.• 
C n 

haben wir wiederum Dunkelheit im reflektierten Licht. 
Indem die Strahlen schief auffallen, erzielen wir also 
den Effekt, als würde das Blättchen dünner. 

Wir setzen nun voraus, unser Blättchen sei so dick, 
daß die Formel 

4nd 
-x,cosß = 2 m zs , 
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nach welcher wir Dunkelheit erhalten, erst für ein 
größeres m erfüllt ist. Gehen wir vom roten zum 
Violetten Licht über, so wird die Wellenlänge etwa halb 
80 groß. Es muß daher wiederum für den Fall der 
Dunkelheit m sich etwa verdoppeln. Haben wir daher 
weißes Licht, so werden durch unser Blättchen in dem 
selben alle jene Lichtsorten verlöschen, deren Wellen 
längen obige Gleichung erfüllen, wenn wir der Reihe 
nach anstatt m die Werte m + 1, m + 2 ... 2 m ein 
setzen. Wir können dies dadurch nachweisen, daß wir 
das Licht nach der Reflexion durch ein Prisma gehen 
lassen. Wir erhalten dann ein Spektrum mit m dunklen 
Streifen, welche nach ihrem Entdecker den Namen 
Talbotsche Linien führen. · 

§ 19. Beugung des Lichts. 
Fresnel machte vom Huygensschen Prinzip fol 

gende Anwendung. Er sagt: Von allen Punkten einer 

Fig. 26. 

Kugelwelle (Fig. 26) gelangt Licht nach dem Punkt B. 
Derselbe erscheint aber nur deshalb nicht heller als 
~de. er von einem geraden Strahl von O ans getrotf en, 
we~ die Strahlen MB, M'B usw. verschiedene Wege 
zurucklegen, sich infolgedessen durch Interferenz 
gegenseitig auslöschen. 

Jäger, Theoretische Physik II. 4: 
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Wir denken uns auf der Kugel durch M einen 
Kreis gezogen, indem wir die Kugel einfach um OB 
rotieren lassen. Die Fläche der K ugelkalotte zwischen 
A und M ist dann 

F = 2 n a2 (1 - coscp) . 
Ferner ist 

BM1 = a2 + (a + b)2 - 2 a(a + b) costp 
= b1 + 2 a (a + b) (1 - coscp), 

folglich 
BM1 
- b' 

1 - coscp = 2 a (a + b). 
Wir erhalten sonach 

F = ~(BM2 
- b2) 

. a+b 
und analog 

JlV = ~(BM'2 - b2) 
a+b 

usw. Wir setzen nun 

F' - F = f = ~(BM'2 - BM2
) 

· a + b ' 

f = ~ (BM"11 
- BM'2) a+b 

usf. Wir machen jetzt die Voraussetzung, daß 
BM' - BM = BM" - BM' = BM"' - BM" = ... = p 
ist. Dann wird 

f = nap (BM' + BM) 
a+ b ' 

f' = .n a p (BM" + BM') 
a+b ' 
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f' = n a p (BM"' + BM''), 
a+b 

51 

. . . . . . . 
Daraus folgt nun 

f - 2 f' + f'' = 0 . 
Die Fläche einer jeden derartigen Kugel 

zone ist also gleich der halben Flächensumme 
der beiden benachbarten Zonen, oder es wird vom 

Fig. ZT. 

Punkt O aus durch jede Zone gerade halb so viel Licht 
gehen als durch ihre beiden Nachbarzonen zusammen. 

Wählen wir nun die Punkte M, M', . . . so, daß 

MB - AB = M'B - MB =- ... = ~ , 

so wird sämtliches Licht, welches durch MM' (Fig. 27) 
geht, durch jenes, welches bei MN und M'N' passiert, 
aufgehoben; und so geht es über die ganze Kugelfläche 
fort. Also nur jenes Licht, welches durch den kleinen 
Kreis AN geht, wird in B nicht vernichtet. 

. Der Punkt B wird also bei voller Beleuchtung 
nicht heller erscheinen als wenn wir in A einen 
ichirm mit einer Öffnu~g vom Radius AN anbringen. 
ergrößern wir jetzt die Öffnung, so wird B noch 

heller werden. Die Helligkeit wird jedoch bei weiterer 
V ergrö.ßerung wieder soh wächer und wir werden 1 

4* 
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die schwächste Beleuchtung haben, wenn die Öffnung 
den Radius A )I' hat. Dann wird das Licht wieder 
heller usw. Ebenso können wir aber auch· nach A 
einen kleinen kreisförmigen Schirm bringen. Hat er 
den Radius AN, so wird in B kein Licht sein; wird 
er größer, so wird es in B h e 11. Bei weiterer V er 
größerung wird B wieder dunkel u.,:. Die Licht 
strahlen erleiden also eine Ablenkung, so oft sie 
nahe an der Kante eines' Schirms vorübergehen. Man 
nennt diese Erscheinung „Beugung des Lichts". 

§ 20. Beugung durch eine Spalte. 
Der Schirm OX (Fig. 28) besitze eine Spalte A.A!, 

auf welche unter dem Winkel ~ eine Planwelle .A13 

fällt. Der Schirm sei gleichzeitig die Grenze zweier 
verschiedener Medien. Im oberen sei die Lichtgeschwin 
digkeit c, im unteren c'. · Bei P haben wir den Schwin 
gungszustand: 

. 2n 
a = asm-t, 

T 

in P' 

o' = asin 2 n (t - PM - M~'). 
T C C 
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Dorthin gelangt das Licht unter dem Winkel p zum 
Lot, und die gesamte Lichtmenge wird sich darstellen 
lassen durch 

1 = yasin~~(t- PM - MP"\ df 
T C c'/ ' 

wenn wir unter d f ein Flächenelement der Spalte im 
Punkt M verstehen, während y jener Bruchteil des 
Lichts ist, der in das untere Medium eindringt. Wir 
setzen nun OM = x, also 

PM= x sin x , MP' = (p - x) sinp, 
wobei O 0' = p ist. Ferner sei noch d f = d x d y, dann 

2 .n ( x sin a: p sinp x sinß) 1 = rasin- t- --- - -- +-- dxdy. 
1: c c' c' 

Integrieren wir über den ganzen Spalt, so wird aus d y 
einfach die Höhe Ir des Spalts, und es bleibt uns für 
die gesamte Lichtmenge L der Ausdruck 

x0+ b 

f. 2 .n ( x sin cc p sinp x sinp) L=rah sm- t------+-- dx 
T C cf C1 

Xo 
xo+b 

= i' a h f sin ( <p - m x) d x 
Xo 

rah = -[cos(p - m x0 - m b) - cos(p - m x0)] m 
2rah . ( mb) . mb = ~Sill <p-m:xo-2 sm2 

. m b 
. ( mb)8m2 = yabhsm <p- mx0 -2 mb' 

2 

(15) 
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wobei wir 
2Tn (t ~ ps:ß) = <p, 2 n (sincX _ sinß) = m 

T C cf 

gesetzt haben und unter b = AA' die Breite des Spalts ver 
stehen. Die Amplitude der neuen Lichtbewegung ist also 

. mb sm2 
A=rabhmb. 

2 \ 
Sie ist eine periodische Funktion von m. Ihr Maxi 
mum hat sie für m == 0. Das ist der Fall, wenn 

sinzr sinß _ 0 -c--7- ' 
sin cX c 
--=-=Il 
sinß c' 

wird. Das Maximum der Beleuchtung haben wir 
demnach dort, wohin der Strahl nach dem Brechungs 
gesetz zu fallen hat. 

Für die Folge wollen wir annehmen, daß auf beiden 
Seiten des Schirms dasselbe Medium, also c = c! ist. 
Ferner sollen die Strahlen senkrecht einfallen. Es muß 
somit cX = 0 sein, und wir haben 

2 nsinß 
m=- l . 

Was nun die Lichtintensität für verschiedene ß be 
trifft, so handelt es sich um den Faktor 

. (bn sinß) 
Blil l 

bn sinß 
l 
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Das Licht wird also durch unsere Spalte so gebeugt, 
daß für ß = 0 die größte Lichtintensität vorhanden ist. 
Nach links und rechts nimmt sie sodann ab, bis für 

. ß l 
Sill =b 

Dunkelheit eintritt. Für größere ß haben wir dann 
wieder Licht, hierauf wieder Dunkelheit usw., doch da 
der Bogen gegenüber dem Sinus rasch wächst, so 
nimmt mit wachsendem ß auch die Intensität der Ma 
xima bald ab. 
§ 21. Beugung durch zwei Spalten - Interferenz 

versuche von Y oung und Arago. 
Der Schirm 00' (Fig. 29) besitze zwei parallele 

Spalten AA! und B B' von gleicher Breite b und gleicher 

Fig. 29. 

Höhe h. Der Zwischenraum beider Spalten habe die 
Breite B. Das Licht falle unter dem Winkel tx. auf, 
und wir fragen nach der Lichtmenge, welche unter dem 
Winkel p unterhalb des Schirms austritt. Wir brauchen 
also für die beiden Spalten bloß die Formel des vorigen 
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Paragraphen anzuwenden und zu addieren. Demnach 
haben wir für die erste Spalte 

. mb 

( 
mb) sm2 

a = rabhsin 'P- m:xo - 2 ~, 
2 

für die zweite 
. mb 

( b) sm2 
o'=vabhsin <p-mx -mB-mb-~ --- 

' 
0 2 mb ' 

2 
indem wir bei der zweiten anstatt x0 den Wert 
Xo + B + b zu setzen haben. Die Summe beider Licht 
mengen ist also 

. mb 
Slil- . 

2 . ( mB+mb mb) a+o'=rabhmb•2sm <p-m:xo---2---2 
2 

mB+mb X cos 2 , 

für die resultierende Amplitude erhalten wir 
. mb 

Slll- 
2 mB+mb 

A = 2 ra bh~cos 2 
2 

Wiederum sei oben und unten dasselbe Medium 

und der Einfallswinkel iX = O, also m = - 2 n ;inß . 
Mit wachsendem Winkel ß erhalten wir wieder Maxima und 
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. mb sm- 
Minimader Beleuchtung. Jene, welche vondemFaktor--

2
- 

m b 
2 

herrühren, nennt man die Maxima bezgl. Minima 
. Kl . d Fakt m B + m b di erster asse, Jene es ors cos 

2 
e 

zweiter Klasse. Die Minima zweiter Klasse werden 
also eintreten für 

mB+mb :n 3:n 
2 =+2, ±2,···, 

das ist für 
. ß l 3l 

sm = + 2 (B + b) ' ± 2 (B + b) ' •••• 
Man nennt diese Erscheinung „Youngs Interferenz 
ver such'', welche Arago dahin abgeändert hat, daß 
er vor die eine Spalte ein dünnes Blättchen gab. Da 
durch wird der Strahlengang verzögert, und die Folge 
ist, daß die Symmetrielinie der Erscheinung gegen die 
Sym.metrielinie der beiden Spalten verschoben ist. 

§ 22. Fraunhofers Gitter. 
Bringen wir auf einem Schirm eine Reihe gleich 

weit voneinander abstehender Spalten an, so erhalten 
Wir ein Fraunhofersches Gitter. Dieses zeigt 
Interferenzerscheinungen, welche wir nach derselben 
Methode wie den Youngschen V ersuch im vorher 
gehenden Paragraphen herleiten können. Das Gitter 
soll n Spalten b=sitzen. Wir haben somit n Gleichungen 
V~n der Form der Gleichung (15) zu addieren, welche 
sich nur dadurch voneinander unterscheiden, daß wir 
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in der zweiten anstatt :i0 die Größe Xe, + B + b, in der 
dritten Xe, + 2 (B + b) usw. zu setzen haben. Ferner 
führen wir noch die Größen 

mb 
tp=q.,-mx0-2, 1J=m(B+b) 

ein und erhalten somit schließlich das Resultat 
. m b sm- 

.2 = r ab h m: {sinVJ + sin(,p - 17) + sin('P - 211) 

2 
+ ... + sin [ 11' - (n - 1) 17 ]} • 

Die Summierung dieser Reihe geschieht auf dieselbe 
Weise wie in § 16. Wir können schreiben 

R +Si= eV'1 + e(V' - 11)1 + e<V' - 2,,)1 + ... 
1 - 0-D']i + e[v,-(n-1)'1]1 = ev,i _ 
1- n-'11 

_ eV'1(1 - e-n'11)(1 - e'11) 
- 2 (1 - cosri) 

DfJI ( n11l Df/1) f/1 ( ql f/1) 
e'l'l. e 2 e 2 - e , e 2 e t - e 2 

2 (1 - cos17) 
(
V' _ D '7 + !l._)i D '7 !l._ 

e » 2 • 2 i sin 2 • - 2 i sin 2 

2 (1 - cos17) 
Danach erhalten wir 

2 sin n 77 sin !l.. 
S = sin (l/J - n 77 + !L) 2 2 

• 
2 2 1 - cos77 

Die Amplitude des resultierenden Lichts wird nun 
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. mb . nm(B+b) sm2 sm 2 
A = rabhmb• . m(B + b) . 

2 sm 2 
Es ergeben sich somit wiederum Maxima und Minima 
erster und zweiter Klasse. Was die Sichtbarkeit 
anbelangt, so wird die Intensität der Maxima zweiter 
Klasse um so größer werden, je größer n ist. Für 
diese Maxima haben wir nämlich 

sin m (B + b) _= 0 , 
2 

also 
m(B + b) 2 =+.n, ±2.n, ..• 

Es wird dann 
. nm(B + b) am 

2 
------=n • 

. m(B + b) 
sm. 2 

Ist demnach n groß genug, so werden die Maxima 
erster Klasse gegenüber jenen zweiter ganz verschwinden. 

Er. daß 2 .n sin{J . fi d innem wir uns, m = - l ISt, so n en 

wir ohne weiteres für die Maxima zweiter Klasse 
. {J l 2l 

am =+B+b' +B+b' ... 
n(B + b) = A 

ist die Gesamtbreite unseres Gitters. Kennen wir daher 
die Zahl der Linien, so fi.u<len wir aus der Breite des 
Gitt.ers leicht die Größe H + b. Damit ist uns die 
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Möglichkeit gegeben, die Wellenlänge des Lichts 
aufs genaueste zu bestimmen. Die Winkel, bei 
welchen die einzelnen Maxima auftreten, werden um so 
größer sein, je größer die Zahl der Spalten auf der 
Längeneinheit des Gitters ist. Ist das Licht eine Misch 
farbe, so wird es durch das Gitter in die einzelnen 
Farben infolge der verschiedenen Wellenlängen l zer 
legt. Wir erhalten ein Gitterspektrum. 

§ 23. Polarisation des Lichts bei der Reflexion - 
Gleichungen von Fresnel. 

Malus machte die Beobachtung, daß Licht, durch 
einen Turmalin betrachtet, verschiedene Erscheinungen 
hervorruft, je nachdem es direkt oder erst nach vor 
hergegangener Reflexion an einer ebenen Fläche den 
Turmalin passiert. Das Licht erfährt also durch die 
Reflexion eine Veränderung, die man Polarisation 
nennt. Fresnel wußte diese Erscheinung in mathema 
tische Formeln zu fassen, er sah sich jedoch dabei genötigt 
anzunehmen, daß die Ätherteilchen Schwingungen 
vollführen, welche senkrecht zur Fortpflanzungs 
richtung des Lichts stattfinden. Wir können von 
dieser kühnen Hypothese jedoch absehen, wenn wir 
anstatt der Schwingung eines Teilchens den Bewegungs 
zustand der Ätherteilchen einführen. Welche Bewegung 
die einzelnen Ätherteilchen dabei machen, brauchen 
wir gar nicht zu wissen, wenn sich nur der ganze Be 
wegungszustand durch einen Vektor darstellen 
läßt, welcher senkrecht auf der Fortpflanzungs 
richtung ist. Auch bei clieser Annahme können wir 
den Weg Fresnels zur Herleitung der Polarisations 
gleichungen einschlagen. Nach ihm gelten folgende 
Sätze: 
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1. Es muß die lebendige Kraft des einfallen 
den Strahls gleich der Summe der leben 
digen Kräfte des reflektierten und ge 
brochenen Strahls sein. 

2. In der Trennungsebene beider Medien 
muß Kontinuität vorhanden sein. Das 
heißt: in der Trennungsebene muß die 
Summe der Bewegung im ersten Medium 
gleich der Bewegung im zweiten sein. 

Wir wollen nun daran gehen, die lebendige 
Kraft einer Welle aufzusuchen. Wir setzen voraus, 
daß unsere Lichtwelle eine Planwelle parallel zur yz 
Ebene eines rechtwink 
ligen Koordinatensystems 
(Fig. 30) sei. Ihre Breite 
sei g, ihre Höhe h. Der 
Bewegungszustand im An 
fangspunkt sei gegeben 
durch u------=--------r 

. 2 .nt 
o = asm--. 

'l y 
Dann haben wir in der 
Entfernung :x: die Bewegung 

Fig. 80. 

. 2 .?l ( X) a=asm-;- t-c ' 
wenn c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichts 
ist. Im Punkt P denken wir uns zwei parallele Ebenen 
senkrecht zur x-Achse, welche um dx voneinander 
entfernt sind. Diese schneiden aus der Lichtwelle ein 
Volumen g h d x von der Masse (! g h d x. Wir nehmen 
also an, die Dichte des Äthers sei p. Die Lichtbewegung 
wird daher in diesem Volumen eine lebendige Kraft 
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dL = t keghdx (:;r 
besitzen, wobei k der entsprechende Proportionalitäts 
faktor ist. Integrieren wir diesen Ausdruck von O bis l, 
so erhalten wir die gesamte lebendige Kraft einer Welle. 
Sie ist somit · 

1 1 

L= tkegh fi(da)2 dx = 2n2kegha2 (cos22 n(t-~)m- J I d t i-2 J I 

t o · 
0 0 

1 

= 2n2k ;/ha2J[t + tcos4n (f- ~)] dx 
0 

n2ke gha2 l 
i-2 

Für die lebendige Kraft einer Weile im reflektierten 
Licht ändert sich in dem ganzen Ausdruck nichts als 
die Größe a. Wir wollen sie für dieses Licht a! nennen. 
Im gebrochenen Licht haben wir jedoch auch eine andere 
Dichte e, ein anderes h und 1. Wir wollen hier analog 
ai , e1 , h1 und 11 einführen. Somit muß folgende 
Gleichung gelten: 
n2 k e g h a2 ). = n2 k e g h a'2 ). + n2 k e1 g h1 a1 Ä.1 

1:2 i-2 7:2 

oder 
(16) eh a2 ,t = e h a'2 ,t + e1 h1 aP1 • 

Es ist nun nach Fig. 31 
h : h1 = cos <X : cos ß , 

ferner 
Ä.=CT, Ä1=C1T, 

wenn c und Ci die Lichtgeschwindigkeiten oben und 
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unten sind. Daraus folgt 

,t C sin e; 
-=-==-n=-- l1 Ci sinß . 

Demnach können wir die Gleichung (16) schreiben 
e (a2 - a'2) sinzc cos a = e1 a? sinß cosß. 

Fresnel macht nun weiter die Annahme, daß sich 
die Größe der Licht 
geschwindigkeit aus ähn 
lichen Elementen wie die 
Schallgeschwindigkeit zu 
sammensetzt. Er schreibt 
daher A----,...---=1r--.1J 

c=if¾, 
wobei wir unter E die Ela 
stizität des Äthers ver 
stehen können. Mit der 
Annahme, E sei für alle Körper gleich, folgt 

Ci-~. 

Fig.81. 

wonach 
c2 e1 sin2cX er= e = sin2ß 

gesetzt werden kann. Obige Gleichung der lebendigen 
Kraft wird somit 

(a2 - a'2) sin« coaa sin2 ß = 3.i sinß cosß sin2tX 
oder 

(a2 - a'2) COScX sinß == at COSß sinze . (17) 
Wir haben jetzt noch die Gleichungen der 

Kontinuität zu entwickeln. Wir wissen, daß der 
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Schwingungszustand durch einen Vektor ausgedrückt 
werden kann, welcher senkrecht zur Fortpflanzungs 
richtung des Lichts steht. Wir zerlegen diesen Vektor 
in zwei Komponenten, deren eine in der Einfalls 
ebene, während die andere senkrecht dazu ist Diese 
wollen wir zuerst betrachten. Sie fällt in die Trennungs 
ebene selbst hinein, und es muß zur Aufrechterhaltung 
der Kontinuität der Zustand a1 im unteren Medium 
gleich der Summe o + a' im oberen sein. Daraus folgt 
(18) a + a' = ai_ , 

Fig. 82. 

was in Gleichung (1 7) eingesetzt 
(a - a') cos« sinß - (a + a') cosß sinze == 0 

ergibt, was sich weiter umwandeln läßt in 
a(coscx sinß- sincx cosß) = asin(ß- cx) = a' sin(«x + /J), 

, sin(cx - ß) 
(19) a = - a sin(cx + ß) . 
Es kehrt sich also die Amplitude im reflek 
tierten Licht um. Für die Amplitude im gebrochenen 
Strahl finden wir aus den Gleichungen (17) und (18) 
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2 COS<'.X s1nß 
&i = a sin ( ex + ß) • 
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Für die Komponente in der Einfallsebene haben 
wir eine bestimmte Richtung als positiv anzunehmen. 
Es sei jene des Vektors a (Fig. 3 2). Diesen Vektor 
wollen wir im Punkt M abermals in eine Komponente 
in der Trennungsebene AB und eine im Einfallslot MN 
zerlegen. Es muß also dann der Kontinuität halber 
(21) a COS<'.X - a' COS<'.X = al cosß, 
ferner 
( 2 2) a sin ex + a' sin ex = 3.i sin ß 
sein. Wenn wir die Gleichungen (21) und (22) mit 
einander multiplizieren, so gelangen wir in Widerspruch 
mit der Gleichung (17). Fresnel nahm daher an, daß 
die Gleichung (22) den Vorgängen in der Wirklichkeit 
nicht entspricht. 

Dividieren wir Gleichung (17) durch Gleichung (21), 
so erhalten wir 

(a + a') sinß = a1 sin a . 
Wir multiplizieren diese Gleichung mit cos ß, hingegen 
die Gleichung (21) mit sinzx und subtrahieren beide 
voneinander. Es bleibt dann 

(a + a') sinß cosß - (a - a') sin.x cos x = 0 , 
Woraus , weiter folgt 

, sin 2 ex - sin 2 ß cos ( ex + ß) sin ( ex - ß) a = a-----_;_ = a--------'---. 
sin 2 ex + sin 2 ß sin ( ex + ß) cos ( ex - ß) 

Wir erhalten sonach für die Amplitude des reflektierten 
Lichts, welches in der Einfallsebene schwingt, 

, tg(cx-ß) a =a----. 
tg (ex+ ß) 

(23) 

Jäger, Theoretische Physik II. 6 
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Ferner findet sich für die entsprechende Amplitude des 
gebrochenen Lichts wieder aus den Gl. {17) und (21).leicht 

2 
_ 4 COStX sinß = 2 COStX sinß 

( J) 81 - a sin2 tX + sin2 ß a sin(tX + ß) cos(tX - ß) · 

Wird tX+ß=;, so wird tg(tX+ß)=oo, also a'=O. 

Wenn wir demzufolge Licht so einfallen lassen, daß 

tX + ß = ; ist, so werden parallel zur Einfalls 

ebene gehende Schwingungen überhaupt nicht 
reflektiert. Es ist für Glas dieser Winkel tX etwa 57°. 

Man nennt ihn den Po l ar i- · 
s a t i o n s w in k e 1. Für den 
Polarisationswinkel ist also 
sin ß = cos tX , daher 

sin x sin o; 
.P----111---'----:l' n = sinß = costX = tgtX' 

es ist die Tangente des Po 
larisationswinkels gleich 
dem Brechungsexponen 
ten. 

In Fig. 33 sei E E die 
Einfallsebene des Lichts, PP liege in der Trennungs 
ebene der beiden Medien und stehe senkrecht auf E E. 
Die Trennungsebene ist also zur Bildebene um den 
Einfallswinkel tX geneigt zu denken. Die Schwingungen 
des Lichts finden in der Geraden SS statt. 0A sei die 
Amplitude des einfallenden Lichts. Wir zerlegen sie 
in die Komponenten OB senkrecht und O C parallel 
zur Emfallsebene. Wir haben somit 

OB= 0A sin e , 00 = 0A · cosq,,. 

s 

Fig.ßß. 
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Nach der Reflexion verwandelt sich OB nach Gleichung 
~19) in 

OB'= - OB sin(x - ß) 
siI1(x + ß) 

und nach Gleichung (23) OC in 

OC' = OC • tg(x - ß). 
tg(x + ß) 

Es ist nun 
0 B' = _ 0 B cos ( ex - ß) = _ t • cos ( x - ß) . 
00' OC cos(x + ß) · g<p cos(x + ß) 

Es werden sich nach der Reflexion die Kompo 
nenten sonach zu einer Schwingungsrichtung <p' 
zusammensetzen, welche von der früheren abweicht. 
Wir haben nämlich 

. t _ 0 B' __ t cos ( x - ß) 
g <p' - 0 C' - g <p cos ( ex + ß) . 

Es wird also durch die Reflexion eine Drehung de:r 
Schwingungsebene oder, wie man auch sagt, der 
Polarisationsebene bewirkt. 

Wird x + ß = ; , d. h. fällt das Licht unter 
dem Polarisationswinkel auf, so wird tg <p' = - oo, 
das reflektierte Licht schwingt parallel zur 
Trennungsebene beider 1\Iedien. Das natürliche 
Licht, dessen Schwingungen nach allen Richtungen 
in einer zum Lichtstrahl senkrechten Ebene gehen, 
Wird daher, wenn es unter dem Polarisationswinkel 
reflektiert wird, nur noch Schwingungen in einer 
Richtung, nämlich parallel zur Trennungsebene 
machen, es ist vollkommen polarisiert. Lassen wir 
nun solches Licht unter dem Polarisationswinkel auf 

. 5* 
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einen Spiegel fallen, aber so, daß es parallel zur 
Einfallsebene schwingt, so wird es überhaupt nicht 
mehr reflektiert. 

Wir wollen jetzt eine ähnliche Betrachtung für 
das gebrochene Licht anstellen. Für dieses seien die 
Koruponenten O B1 und O 01 , und wir haben nach den 
Gleichungen (20) und (24) 

OB = OB 2 coscX sinß, 00 = 00 2 coscX sinß 
1 sin(cX + ß) 1 sin(cX+ß)coscX-ß' 

folglich 
OB1 OB 

tg<Pt = - = - . cos (cX - ß) = tg<p cos ( cX - ß) • 
001 00 . 

Also auch bei der Brechung haben wir eine Ände 
rung der Schwingungsrichtu,ng. Lassen wir Licht 
durch eine planparallele Platte fallen, so haben· wir bei 
der ersten Brechung 

tg<p1 = tg<p • cos(cX - ß) , 
bei der zweiten 

tg<p2 = tg<Pt • cos(ß - cX) = tg<p • cos2(cX - ß). 
Fällt das Licht durch n Platten, so haben wir 

tg<p2n = tg<p • cos2n (cX - ß) • 
Da nun cos ( IX - ß) < 1, so nähert sich mit wachsender 
Zahl der Platten jedes <p mehr jenem Winkel, für 
welchen tg<p2n = 0 ist, d. i. dem Winkel <p2n = 0. 
Man nennt eine solche Reihe aufeinandergeschichteter 
planparalleler Platten einen Plattensatz, welcher eben 
falls die Fähigkeit hat, natürliches Licht in teil weise 
polarisiertes zu verwandeln, jedoch schwingt das 
polarisierte Licht dann in der Einfallsebene. 

Neumann ging nun von der Anschauung aus, daß 
die Dichte des Äthers in allen Körpern gleich, 
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die Elastizität jedoch verschieden ist. Man- erhält 
sodann aus der Gleichung (16) 

(all - a'2) sin a COS.X = ar smß COSß, 
und es stimmt dann auch die Gleichung (22) mit den 
anderen überein. Führen wir unter dieser Annahme 
in ganz derselben Weise wie früher die Berechnung 
der verschiedenen Amplituden durch, so erhalten wir 
zwar dieselben Formeln, doch erscheinen sie bezüglich 
der beiden Komponenten der Lichtschwingung ver 
tauscht. Das heißt, nach Neumann gelten die 
Gleichungen (19) und (20) für das Licht, welches in 
der Einfallsebene schwingt, die Gleichungen (23) und 
(24) für jenes senkrecht zur Einfallsebene. 

§ 24. Doppelbrechung. 

Geht ein Lichtstrahl durch eine Kalkspatplatte, 
so wird er im allgemeinen in zwei polarisierte 
Lichtstrahlen zerlegt, deren 
Schwingungsebenen senk- 
recht zueinander liegen. 
Buygens erklärte diese Erschei 
nung wieder mit Hilfe der Ele 
mentarwellen. Diese sind im Kalk 
spat jedoch nicht Kugelwellen, 
sondern jeder vom Lichtstrahl ge- JJ 
troffene Punkt des Kalkspats wird Fig. 84. 
zum Erregungspunkt neuer El e- 
m en tarw ell en, deren eine eine Kugel, die andere ein 
Rotationsellipsoid darstellt, deren Rotationsachse die 
kleine Achse der Ellipse ist und die Größe des Durch 
messers der Kugel welle hat. Es liegt somit die 
R::ugelwelle innerhalb des Ellipsoids und berührt 
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es in zwei Punkten A und B (Fig. 34). Die Richtung AB 
nennt man die optische Achse. Sie fällt beim Kalk 
spat mit der Verbindungsgeraden der stumpfen Rhom 
boederecken zusammen. Die Ebene, welche von der 
optischen Achse und dem Lichtstrahl gebildet wird, 
nennen wir den Hauptschnitt. 

Wir denken uns den Kalkspat senkrecht zur 
optischen Achse ox (Fig. 35) geschliffen. Das Licht 
bündel· S S' falle schief auf. In O entstehen sodann 

(}' 

Fig.fl5. 

die zwei Elementarwellen, welche den Durchmesser 
bezüglich die kleine Achse O C erreicht haben, wenn 
der Punkt A der Lichtwelle nach B kommt. Die Tan 
genten von B an die Kugel bezüglich Ellipsoidfläche 
ergeben dann die zwei neuen Planwellen , welche in 
den Richtungen F und G ihren Weg fortsetzen. Das 
Licht hat also tatsächlich eine Doppelbrechung erlitten. 
Würde es, anstatt schief, senkrecht einfallen, so wäre 
keine Brechung vorhanden. 

Dies ist nicht mehr der Fall, wenn wir den Kalk 
spat schief zur optischen Achse schleifen. Es 
ergibt dann Fig. 36, in welcher O X die optische Achse 
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sein soll, zwei Wellen, deren eine ungebrochen in der 
Richtung AB durch den Kalkspat geht, während die 
andere gebrochen wird und die Richtung AC einschlägt. 
Der ungebrochene Lichtstrahl, dessen Elementar 
wellen Kugelflächen sind, heißt der ordentliche 
Strahl. Er ist immer senkrecht zum Hanpt 
sch n i tt polarisiert. Der andere jedoch, der au ß er 
orden tliche Strahl, rührt von den Ellipsoiden her, 
und sein Licht schwingt parallel zum Hau p t 
schnitt. Drehen wir den Kalkspat um den einfallen- 

Fig. 8G. 
0 1! 

Fig. 37. 

den Strahl als Achse, so behält der ordentliche Strahl 
seine Lage bei, während der außerordentliche sich um 
jenen herumdreht, Der Brechungsexponent des 
ordentlichen Strahls hat einen ganz bestimmten 
Wert, jener des außerordentlichen ändert sich 
mit dem Winkel, welchen der einfallende 
Strahl mit der optischen Achse bildet. Man gibt 
jedoch in der Regel als Brechungsexponenten für den 
außerordentlichen Strahl seinen kleinsten Wert an. 
Dieser tritt ein, wenn die optische Achse in der 
brechenden Fläche selbst liegt und senkrecht' zur Ein 
fallsebene ist. Wir erhalten dann den ordentlichen und 
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außerordentlichen Strahl nach der Konstruktion Fig. a 7, 
wo der kleinere Kreis der Kugelfläche angehört, während 
der größere der Äquator des Rotationsellipsoids ist. 

§ 25. Elltptische und zirkulare Polarisation, 
Wir nehmen an, ein polarisierter Lichtstrahl . falle 

senkrecht auf eine planparallele Kalkspatplatte, deren 
optische Achse HH (Fig. 38) senk- 

.P recht zum Einfallslot liegt, während 
H die Schwingungen in der Richtung 

PP vor sich gehen. HH versinnlioht 
also gleichzeitig die Lage des Haupt 
schnitts. Die Dicke der Platte sei LI; 
der Beweg·ungsznstand beim Einfalls 
punkt sei gegeben durch 

. 2nt 
<J = a sm--. 

1: 

Dieser wird zerlegt in den ordentlichen 
und außerordentlichen Strahl. Ersterer 
ist beim Austritt aus der Platte 

Fig. 88. 

. . 2n ( L1) 
CJ0 = a Sill <p Slll 7 t - O , 

letzterer 
. 2n ( L1) 

CJe = acoscpsm7 t- e , 
wenn wir mit o und e die Lichtgeschwindigkeit des 
ordentlichen bezgl. außerordentlichen Strahls bezeichnen. 
Wir wollen 

2Tn { t - ~ ) = VJ ' 2 t ( ~ -- ~ ) = f 
setzen, können sonach schreiben 
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Oo = tJ = asin<pSin'ljJ, <1e = e = aCOS<psin('IJ' + {)) ;. 
führen wir noch 

a cos<p = p , a sin<p = q 
ein, so erhalten wir schließlich 

e = p sin ( V' + ,{}) ' 'YJ = q sin V' • 
Betrachten wir diese Größen als rechtwinkelige 

Koordinaten einer ebenen Kurve, so erhalten wir für 
{) = 2 .7l 

1 = ~ = tgsp , 
Das Licht der beiden Strahlen setzt sich also nach dem 
Austritt wieder zu einer geradlinigen Bewegung zu 
sammen, welche dieselbe Schwingungsrichtung wie das 
einfallende Licht hat. Ist ,{} = .n , so wird 

e = - p sin V' ' 'YJ = q sin V' ' 

; = - : = - tg<p. 

Es hat also die neue Schwingungsebene zur alten eine 

Drehung von 2 <p erhalten. Es sei nun {) = ; , dann 
~ = p cos V' , 'YJ = q sin V' , 

~2 'YJ2 
2+2=1· p q 

Wir haben somit als resultierenden Schwingungszustand 
eine Bewegung, die uns bis jetzt noch nicht vorgekommen 
ist. Die von uns erhaltene Kurve ist eine Ellipse, 
weshalb wir das Licht elliptisch polarisiert nennen. 
Ist die Schwingungsrichtung des einfallenden Lichts 

durch <p = .: gegeben, d. h. bildet die Schwingungs- 
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richtung mit dem Hauptschnitt einen Winkel 
von 45°, so wird p = q und wir haben die Gleichung 
eines Kreises. Licht von einem derartigen Bewegungs 
zustand nennt man daher zirkular polarisiertes 

Licht. Ist{}= 
3 n, so erhalten wir dieselbe Ellipse bezgL 2. 

denselben Kreis, nnr geht jetzt die Bewegung in ent 
gegengesetzter Richtung vor sich. 

Wir wissen, daß 
{} = 2n(J _ A) 

1: o e 

ist. Für {} = ; wird demnach 

LI LI 1: o--;=-r· 
Nun ist aber ~- die Zeit, welche der ordentliche Strahl 

0 

braucht, um die Platte zu passieren, ~ die Durchgangs- 
e 

zeit für den außerordentlichen Strahl. Wir erhalten 
somit elliptisch bezgl. zirkular polarisiertes Licht, 
wenn sich die Durchgangszeiten beider Strahlen 
um t-Schwingungsdaner voneinander unter 
scheiden. Glimmer läßt sich in dünne Blätter spalten, 
für welche diese Bedingung erfüllt ist. l\Ian nennt 
ein solches Glimmerblättchen t-Undulationsglimmer. 

§ 26. Polartsationsapparat - Turmalinzange - 
senkrecht elufuüendes Licht. 

Um zu erkennen, in welcher Weise polarisiertes 
Licht beim Durchgang durch Kristallplatten geändert 
wird, benutzt man einen sogenannten Polarisations- 
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apparat. Ein solcher besteht aus zwei Hauptteilen, 
dem Polarisator und dem Analysator. Ersterer 
verwandelt das natürliche Licht in geradlinig polarisiertes. 
Dieses Licht läßt man dann durch die zu untersuchende 
Kristallplatte und sodann durch den Analysator gehen, 
aus welchem ebenfalls linear polarisiertes Licht austritt. 
Der einfachste derartige Apparat ist die sogenannte 
Turmalinzange. Der Turmalin hat die Eigenschaft, 
nur Licht von bestimmter Schwingungsrichtung 
durchzulassen. Bringen wir daher 
zwischen zwei Turmalinplatten L' 
einen Kristall, so kann durch Ver- .Ir i 
drehung der Turmaline gegenein 
ander alles erzielt werden, was 
man von einem Polarisationsapparat 
verlangt. 

Es seien nun <Je= AM (Fig. 39) 
und a0 = AM', die beiden Schwin 
gungen nach dem Passieren der 
Kristallplatte. Die Strahlen ge 
langen sodann durch den Analy- 
sator, der sie nur Schwingn ngen Fig. 39. 
in der Richtung Q Q ausfii hren 
läßt. Es könnte dies z. B. ein Spiegel sein, anf welchem 
die Strahlen unter dem Polarisationswinkel auffallen. 

Wir haben nun nach dem Früheren 

<10 = a sin cp sin '1/J , <Je = a cos cp sin ( '1/J + {}) . 
Vom ordentlichen Strahl entfällt sodann auf die Rich 
tung QQ die Komponente 00 Rin(ro - cp), wenn w-cp 
der Winkel zwischen dem Hauptschnitt der Kristall 
platte und der Schwingungsehene des 'Analysators ist. 
Der außerordentliche Strahl liefert 08 cos(w - <p), und 
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wir haben als resultierende Schwingung 
o' = 00 cos(ro - <p) - 00 sin(ro - <p) 

= acos<pcos(ro - <p)sin(',p+ll)- asin<psin(ro-<p)sinv,. 
Wir wollen hier die Glieder mit cos v, bezgl. sin v, als 
Faktoren herausheben, erhalten somit 
o' = [a cos<p cos(ro - <p) cos{} - a sin<p sin(ro - <p)] sinv, 

+ a cos<p cos(ro - <p) sin{} cosv, . 
Wir haben also eine schwingende Bewegung von der 
Form 

o' = A sin '1/J + B cos '1/J • 
Die Amplitude J dieser Bewegung ist gegeben durch 

J2 = A2 + B2, 
woraus für unsern speziellen Fall folgt 

J2 = a2 cos2<pcos2(ro - <p) + a2sin2<psin2(ro - cp) 
- 2 a2 sin<p cos<p sin(ro - <p) cos(ro - <p) cos{} • 

Fügen wir der zweiten Seite dieser Gleichung noch 
- 2 a2 cos<p sin<p cos(ro - <p) sin(ro - <p) 
+ 2 a2 cos<p sin<p cos(ro - <p) sin(ro - <p) 

hinzu, so können wir leicht finden 

(25) J2 = a2 cos2ro + a2 sin2<p sin(2ro - 2<p) sin2:. 

Wir setzen nun ro = 0. Man nennt das die Parallel 
s tel1 ung, da die Schwingungen im Polarisator jenen 
im Analysator parallel sind. Wir haben dann 

l5 = a2 - a2 sin2 2<p sin2 {} • 
2 

Für eo = ; , die gekreuzte Stellung, erhalten wh 
hingegen 
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J2 = a 2 sin 2 2 <p sin 2 {} . 
n 2 
i 

.77 

Es ist somit 
Ji + J! = a2. 

i 
Das heißt, die Erscheinungen der Parallelstellung 
und der gekreuzten sind einander komplemen 
tär. Verändern wir die Lage des Hauptschnitts, so 
wird für die Kreuzstellung 

J2 == 0, 
wenn 

31, 

<p=O, 2, n, .•• 
wird. In diesem Fall erhalten wir also ein dunkles 
Gesichtsfeld. Hat der Kristall die Eigenschaft, das 
Licht zirkular zu polarisieren, so geschieht dies für 

31, 31, {} = - und <p = - . Dann wird 
2 4 

a2 a2 
J2 = a2 cos2 eo - a2 cos 2 to • t = 2 + 2 cos 2 ro 

a2 a2 
- -cos2ro = - . 

2 2 
Es ist hier die Intensität des Lichts von der 
Stellung des Polarisationsapparats ganz un 
abhängig. 

§ 27. Schief einfallendes Licht. 
Durch eine planparallele Platte AB (Fig. 40) gehe 

ein Lichtstrahl SCD und parallel dazu durch die Luft 
der Strahl S'C'D'. Der Strahl SOD erleidet dabei gegen 
S' C'D' eine Verzögerung 
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CD C'D' 
Z---- 
- U V ' 

wenn u die Lichtgeschwindigkeit in der Platte, v jene 
in der Ln f t ist. Wir können diese Verzögerung auch 
so darstellen: 

Fig. 40. 

Z = CD _ CD. cos ( (X - ß) 
U V 

AB Aß. cos(lX-'- ß) 
= U COS ß - V COS ß 
_ AB [-v- _ cos(lX - ß)] 
- v u cosß cosß 

AB ( sinzx ' ain x sinß) =- ----COS(X- . 
v sin ß eosß cos ß 
AB [sin a (1 - sin2 ß) ] =- -----~-coslX 
v siuß cosß 
AB (sin lX cosß ) = - ---- - COS(X 
v sinß 

= AB (co~ß - CO:(X). 
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Wenden wir diese Formel auf eine doppeltbrechende 

Platte an, so erhalten wir für die Verzögerung des 
ordentlichen Strahls 

Z _ AB (cosß _ costX) 
o - 0 V ' 

für den außerordentlichen Strahl 
-(cosß' costX) Ze=AB ------ 

u V ' 

mithin für den Zeitunterschied beider Strahlen 

z, - z, = AB ( co~ß' - co:ß) . 

Wir haben hier die Geschwindigkeit des ordentlichen 
Strahls o, die des außerordentlichen u genannt. Letztere 
ist gegeben, sobald der Winkel des Strahls mit der 
optischen Achse bekannt ist. Es läßt sich nun cosß 
und cosß' als Funktion von IX, sowie den Geschwindig 
keiten v, o und u darstellen, wobei u wieder eine Funktion 
von IX, e, o und v ist, so daß Z, - Z0 für eine be 
stimmte Kristall platte lediglich eine Funktion des Ein 
fallswinkels ist, da ja die Geschwindigkeiten v, o und 
e, d. i. der größte mögliche Wert von u, konstante Größen 

sind. Somit ist auch {} = 2 n (Z, - Zo) eine Funktion 
-'l 

von IX. Führen wir daher jetzt unser {) in die Gleichung 
(2 5) ein, so werden wir mit wechselndem IX auch wech 
selnde Intensitäten des Lichts erhalten. Blickt also 
das Auge durch einen Polarisationsapparat, in welchem 
sich eine Kalkspatplatte befindet, so wird es eine Seh 
linie geben, welche den Kalkspat senkrecht zu seinen 
Begrenzungsflächen durchsetzt. In dieser Richtung sehen 
wir dann die im vorhergehenden Paragraphen behandel- 
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ten Erscheinungen. In jedem konzentrischen Kreis um 
diese Sehlinie herum liegen Sehlinien, welche unter 
demselben Winkel aie Platte treffen. Die Interferenz 
erscheinungen der Platte, welche von schief auffallenden 
Strahlen herrühren, werden daher kreisförmig angeordnet 
sein. Wir sehen somit eine Reihe konzentrischer 
Kreise, welche abwechselnd hell und dunkel sind, je 
nachdem wir {} = n, 3 n, 5 n ... oder {} = 0, 2 n, 4 n ... 
haben. Diese Kreise werden infolge der durch den 
Winkel cp (§ 26) bedingten Interferenzen von einem recht 
winkligen Kreuz radial geschnitten, welches je nach der 
Wahl der Winkel w und <p hell oder dunkel sein kann . . 

§ 28. Totale Reflexion. 
Für die Brechung des Lichts fanden wir die 

Gleichung 
sinzx c 
sinß = c'' 

welche immer einen Sinn hat, falls c > cf ist, Geht 
jedoch der Strahl von einem optisch dichteren in ein 
dünneres Medium, d. h. ist c < c', so gelangen wir 
schließlich zu einem Einfallswinkel cX, für welchen 

sinß = 1, ß = ; wird. Der Strahl tritt dann nicht 

mehr in das zweite Medium ein, sondern er wird für 
alle Winkel, welche größer als dieser Grenzwinkel sind, 
vollständig reflektiert, weshalb wir diesen Vorgang 
„totale Reflexion" und den Grenzwinkel i:x, für 

welchen ß = ; wird, den Grenzwinkel der totalen 
Reflexion nennen. 

Wir fanden für die Größe der Amplitude des 
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reflektierten Lichts, welches senkrecht zur Einfallsebene 
schwingt, nach Gleichung (19) 

af sin(x - ß) sinx cosß - cosx sinß -=-----=- a sin(x + ß) sin x cosß + cos cc sinß · 
Wir wollen die Substitution 

cos ß = V 1 - sin 2 ß = i y sin 2 ß - 1 
einführen. Dann haben wir 
a' cos x sin ß - sin x • i y sin 2 ß - 1 f - g i . _ = ----=-----'-;:::=== = -- = h + k1. 
a ccs x sinß + sinx -i fsin2 ß- 1 f + gi 
Wir erhalten somit bei der totalen Reflexion für die 
Amplitude der reflektierten Welle eine komplexe Zahl. 
Dies deutet nun Fresnel in sehr sonderbarer Weise. 
Er sagt: Multiplizieren wir den Schwingungszustand mit 
- 1, so bedeutet das eine Verzögerung um eine halbe 
Schwingungsdauer. Ebenso können wir die Multipli- 
kation mit V 1 als eine Verzögerung um eine viertel 
Schwingungsdauer auffassen.' Es wird dann der Schwin 
gungszustand nach der Reflexion 

_, , . 2 n t (h k .) . 2 n t u = a s1n -- = a + 1 sm -- r T 

( 
. 2 n t 2 n t) . 2 n = a h sm-- - kcos-- = asm-(t - #) 

T T T 1 

wenn wir 
2n# h=cos--, 

T 

setzen. Es folgt somit, daß 
a' = a 

ist, da ja jetzt die neue Amplitude durch 

. 2n# 
k=Slll- 

T 

Jäger, Theoretische Physik II. 6 
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a'2 = a2 (h2 + k2) 
bestimmt ist. 

Für die Amplitude des reflektierten Lichts, welches in 
der Einfallsebene schwingt, haben wir nach Gleichung (23) 
a! tg ( X - ß) sin ( X - ß) cos ( X + ß) 
a tg ( x + ß) sin ( x + ß) cos ( x - ß) 

k. cosx cosß - sinx sinß 
= (h + i) • - cosx cosß + sin cc sinß 
= (h + k i) sin x sin ß - cos x • i y,,_si_n_2 ß-.--1 

sin x sin ß + cos x • i V sin 2 ß - 1 
= (h + k i) 

1
1 - m ~ = (h + k i) (r + s i) . + m i 

(26) 

Die Phasendifferenz der Lichtkomponenten senkrecht 
und parallel zur Einfallsebene ist daher durch r + s i 
bestimmt. N e:nne:n wir sie <5, so wird 

2nb . 2nb r = cos~-, s = s1:n--. ~ ~ 
Auch hier folgt, wie oben, 

a' = a. 
Es entsprechen also unsere Formeln insofern tatsäch 
lich der Wirklichkeit, als aus ihnen die Totalreflexion 
folgt; doch werden wir sofort noch weitere Konsequenzen 
kennen lernen, die alle durch das Experiment er 
härtet sind. 

29. EI liptische Polarisation durch totale Reflexion, 
Wir wollen annehmen, daß die Schwingungsebene 

des einfallenden Lichtes 
. 2nt 

o = as1n- 
T 
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mit der Einfallsebene den Winkel <p bildet. Dann sind 
die beiden Komponenten senkrecht und parallel zur· Ein 
fallsebene 

~ = a sin <p , rJ = a cos <p , 

folglich, wie wir im vorhergehenden Paragraphen er 
fahren haben, nach der Reflexion 

~' = a sin<p sin 
2 n (t - {}) , 
1: 

17' = a coscp sin 2 n (t - {} - <5) • 
1: 

Wird c5 = : , so setzen sich die beiden Kompo 

nenten zu einer Schwingung zusammen, welcher die· 
Gleichung 

~,2 r/2 
--+--=1 a2 sin 2 <p a2 cos2<p 

entspricht. Wir haben somit elliptisch polarisiertes Licht 

Dies wird zu zirkular polarisiertem, wenn <p = !!.. ist. 
4 

Wird nun c5 = : , so wird r = cos 2 : c5 = 0. Aus 

der Gleichung 

finden wir 

1-mi 
1-+ .=r+si m l 

l2--m2 
r=---. 12 + m2 

~oll demnach r = o werden, so muß l = m sein. Wir 
finden daher nach Hleichung (26) 

fi* 
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sinLX sinß = cos« ysin2 ß- 1 
oder 

sin2 LX sin2 ß = cos2 LX (sin2 ß - 1) . 
Hier können wir sin ß durch lX und den Brechungs 
exponenten n aus der Gleichung 

sinze 1 
,sinß = n 

ersetzen, wenn wir den Brechungsexponenten beim Gang 
des Lichts aus dem dünneren ins dichtere Medium n 
nennen. 

Es läß~ sich nun leicht die Gleichung 
• 4 nll + 1 . 2 1 

Sm lX -~Sill lX = - 2n2 

und somit auch 
n2 + 1 (n2 + 1)2 1 sin2lX =---+ ----- 4n2 - 16n4 2n2 

herleiten. Soll also lX einen reellen Wert haben, so 
(n2 + 1)2 1 . muß 16 n 4 > 2 n 2 sein, Daraus folgt aber ein 

Brechungsexponent, welcher so groß ist, daß nur beim 
Diamant durch eine einmalige Totalreflexion elliptisch 
polarisiertes Licht zu erhalten wäre. Wir können aber 
die Phasendifferenzen summieren. Lassen wir daher 
einen Lichtstrahl, anstatt einmal, zweimal total reflek- 

tieren, so daß jedesmal eine Phasendifferenz ~ = !:_ . 8 
entsteht, dann erhalten wir ebenfalls elliptisch polari 

. siertes Licht. Dies geschieht im Fresnelschen Pa 
rallelepiped ABCD (Fig. 41), dessen Winkel cX so 
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geschliffen sind, daß sie einer Phasendifferenz (5 = .!_ 
8 

entsprechen. Ein bei G senkrecht eintretender gerad 
linig polarisierter Lichtstrahl wird daher bei H in der· 
Richtung HP als elliptisch polarisierter austreten. Geht 
die ursprüngliche Schwin- 
gung unter einem Winkel .B 
von 45 ° zur Einfalls- 
ebene G EF vor sich, so '~-----i:=--:P 
erhalten wir einen zirkular 
polarisierten Strahl. 

Es eignet sich ein der 
artiges Parallelepiped viel s·---=+-~7i> 
besser zur Erzeugung zir- 
kular polarisierten Lichts, .O Fig. 41. 
als der sogenannte t- Un- 
dulationsglimmer. Da in letzterem der Gangunter 
schied des ordentlichen und außerordentlichen Strahls 
¼-Schwingungsdauer ausmachen soll, so läßt sich die 
Zirkularpolarisation nur für eine bestimmte Farbe genau 
herstellen, indem ja die Wellenlänge mit der Farbe 
sich erheblich verändert, während die .Änderung des 
Brechungsexponenten eine verhältnismäßig geringe ist. 

Die Lehre von der Wärme. 

Wärmeleitung. 
§ 30. Wärmemenge - Temperatur - spezifische Wärme 

- Wärmekapazität. 
Wie wir die Schall- und Lichterscheinungen auf 

bloße Bewegungserscheinungen zurückgeführt haben.. so 
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tun wir es auch mit den Erscheinungen der Wärme. 
Wir fassen die Wärme als Bewegung der kleinsten 
Teilchen eines Körpers, als Molelrnlarbewegung 
auf. Für die Bahnen der Molekeln gibt es keine 
bevorzugte Richtung, sie sind nach allen Richtungen 
g laichför m ig verteilt. Der Schwerpunkt des Kör 
pers bleibt also in Ruhe, und da die Bewegung der 
einzelnen Molekeln sinnlich nicht wahrnehmbar ist, so 
ist für die Sinnesorgane auch der ganze Körper in 
Ruhe. Die Gesamtenergie der Molekeln nennen 
wir seine Wärmemenge. Bringen wir zwei Körper 
zur Berührung, so wird ein Energieaustausch statt 
finden. Von jenem Körper, welcher Energie an den 
andern abgibt, sagen wir, er besitze die höhere Tem 
peratur. Nach willkürlichem Maß messen wir die 
Temperatur mit dem Thermometer und nennen die 
Maßeinheit einen Temperaturgrad. Die Wärme 
menge, welche die Gewichtseinheit eines Körpers 
um einen Grad erhöht, ist dessen spezifische Wärme c. 
Diese kann sich mit der Temperatur ändern, wir werden 
sie daher besser durch 

dQ 
c= du 

definieren, wenn wir unter Q die Wärmemenge und 
unter u die Temperatur verstehen. Die Wärmemenge, 
welche wir demnach einem Körper zuführen, wird gleich 
dem Produkt aus seinem Gewicht, spezifischer Wärme 
und Temperaturerhöhung sein. Das Produkt aus der 
spezifischen Wärme und dem Gewicht ist die Wärme 
kapazität des Körpers. 

Die Erfahrung lehrt, daß verschieden temperierte 
Körper, sich selbst überlassen, ihre Temperaturen aus- 
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gleichen. D ies geschieht entw eder dur ch Leitung oder 
dur ch Strahlung der Wärme. Im ersteren Fall müssen 
di e Körper ein an der berühren, un d es gibt · direkt der 
eine Energi e an den andern ab. Es ist dies die Regel, 
wenn verschi edene Punkte ein und desselben Körpers 
verschiedene Temperatur en besitzen. Im zweiten Fall 
ist der Träger der Wärme der hyp othetische Lichtä ther, 
un d es lehrt en die Untersuchungen, daß Licht- und 
Wärmestrahlen sich physik al isch vonein ander gar nicht 
unterscheiden. 

Di e im fo lgenden gegebene Theorie der Wärmeleitung 
wurde von Fourier begrün det un d ausgear beitet. 

§ 31. Gleichung der Wärmeleitung in einem Stab. 
Wir halten das eine Ende eines dünnen Stabs be 

ständig auf der Temperatur a, das andere auf der 
niedrigeren Temperatur b. Es strömt dann durch den 
Stab Wärme von a nach b. Je größer der Temperatur 
unterschied a - b ist, desto mehr Wärme wird in der 
Zeiteinheit durch einen Qnerschnitt des Stabs fließen. 
Machen wir die Voraussetzung, der Stab gebe nach 
außen keine Wärme ab, was freilich in Wirklichkeit 
nur angenähert erreicht werden kann, so muß durch 
jeden Querschnitt des Stabs in derselben Zeit dieselbe 
Wärmemenge W gehen. Wir wollen sie daher pro 
portional der Zeit und dem Temperaturunterschied 
setzen. Sie wird ferner noch proportional dem Quer 
schnitt des Stabs q und schließlich von der Länge 1 
des Stabs abhängig sein, so daß wir für die durch 
den Querschnitt gehende Wärmemenge 

W = q t(a - b)f(l) 
erhalten. 

Teilen wir unsern Stab in gleiche Teile von der 
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Länge Ä. und sei in der Entfernung Ä. von a die Tem 
peratur 31, in der Entfernung 2 Ä. ¾ usw., so muß die 
Gleichung 

W = q t (a - a1) f (Ä.) = q t (a1 - a.z) f (Ä.) = ... 
gelten, woraus folgt 

a-a1=ai-a.z= .•• · 

a 

l 
K 

Fig. 42. 

Es fällt also von a nach b die Temperatur linear ab. 
Wir können daher ganz allgemein schreiben 

W = q t (MN - M'N') f (MM') 
(Fig. 42). Da aber 

MN-M'N' a-b 
MM' =-1-=G 

ist, so wird 
W = q t G · MM' f (MM') = q t Gy f (y), 

wenn wir MM' = y einführen. Wir können nun 
y f (y) = k , also 

k 
f (y) = - y 

setzen, wonach 
a-b W=qtk-1- 

wird. Die Konstantek nennen wir die Wärmeleitungs- 
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fähigkeit; es ist die Wärmemenge, welche in der Zeit 
einheit durch die Querschnittseinheit beim Temperatur 
gefälle Eins geht, wobei wir unter dem Temperatur- 

a - b gefälle die Größe -1- verstehen. 

Das lineare Temperaturgefälle in unserm Stab ist 
nur für den Fall eines stationären Zust.ands vorhanden. 
In allen andern Fällen können wir daher unsere Gleichung 
nur für ein sehr kurzes Stück dx des Stabs benützen, 
für welches wir das Gefälle als linear annehmen. Auf 
der Strecke d x soll die Temperatur um du fallen. 

a - b . du 
Anstatt -1- haben wir demnach - dx zu setzen. 

Das negative Vorzeichen rührt davon her, daß die 
Wärme immer entgegen der Richtung der Temperatur- 

zunahme fließt. Das Temperaturgefälle - ~ wird 
dx 

ferner nur für eine kurze Zeit T als konstant anzusehen 
sein. Während dieser Zeit fließt dann durch den Quer 
schnitt des Stabs die Wärmemenge 

du 
W = - q r k dx . (2 7) 

Ein sehr kurzes Stabstück von der Länge ,; sei 
durch die Querschnitte M und M' begrenzt. Es strömt 
dann in der Zeit T durch den Querschnitt M die Wärme 
rnenge, welche durch Gleichung (2 7) gefunden wird, 
ein, durch M' die Menge 

W·, l (du)' = - q r c dx 

aus. Es bleibt daher in unserm Stabelement die Wärme 
W - W' zurück und erhöht die Temperatur um ~- Das 
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Volumen· des Stabelements ist q ~ , das spezifische Ge 
wicht sei s , die spezifische Wärme c. Dann ist sein 
Gewicht q ~ s und seine Wilrmekapazität q ~ s c. Es 
besteht somit die Gleichung 

w - W' = q ~ s C (5 • 
Die Temperaturerhöhung per Zeiteinheit können wir !: schreiben, daher für die Zeit -r 

au 0=-7: öt ' 
mithin 

w - W' = q ~ s C :: T • 
Für einen Zeitpunkt oder für eine unendlich kleine Zeit i 
können wir die Wärmemenge W als eine Funktion von x 
ansehen, wenn wir mit x die Entfernung eines Punkts 
des Stabs vom Anfangspunkt bezeichnen. Dann ist 

W'=W+ aw ~ 
. d x. ' 

folglich nach Gleichung (27) 

1 aw 82u 
W - W = - ~ ~ = q -r k ~ ö x2 • 

Wir erhalten somit die Gleichung 
ßu . a2u 

q ~ s c öt T = q r k ~ ßx2 
oder 

ou k ö2u 
ot = sc· ox2 • 

Wir lassen jetzt die Bedingung, daß der Stab nach 
außen keine Wärme abgibt, fallen und nehmen an, daß 
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die abgegebene Wärme der Temperaturdifferenz zwischen 
Stab und Umgebung und der Oberfläche proportional 
sei. Ist p der Umfang, so ist p ~ die Oberfläche des 
Stabelements und h p ~ (u - a) -r: die nach außen ab 
gegebene Wärme, wenn wir a die Temperatur der Um 
gebung nennen. Da es nun ganz gleichgültig ist, wo wir 
den Nullpunkt der Temperaturskala anbringen, so können 
wir von Fall zu Fall 

a=O 
annehmen. Es bleibt uns dann für die nach außen ab 
gegebene Wärmemenge der Ausdruck h. p ~ u 1:. Die im 
Stabelement verbleibende Wärme ist daher 

W-W'-hp~u-r:, 
was uns die Gleichung . 

ou a:iu 
q~sCßt'l = q1:k~ ox2 -hp~UT 

ergibt, welche sich reduziert auf 
8u k82u hp -=-----u at scox2 qsc 

oder 
au o2u -=m--nu. ot 8x2 

(28) 

Die Größe m = ~ nennt man die Temperatur- 
sc 

leitungsfähigkeit oder auch das thermometrische 
Leitungsvermögen, h die äußere Wärmeleitungs 
fähigkeit. 

Es darf also das Temperaturleitungsvermögen nicht 
rnit dem Wärmeleitungsvermögen verwechselt werden. 
Während z. B. die Wärmeleitungsfähigkeit der Gase 
gegenüber jener der Metalle sehr klein ist, haben sie 
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doch ziemlich dasselbe Temperaturleitungsvermögen. 
Das heißt, es gleichen sich verschiedene Temperaturen 
in Gasen ebenso rasch aus wie in Metallen. 

§ 32. Stationärer Zustand. 
Bleibt jeder Punkt unseres Stabs auf konstanter 

Temperatur, so nennen wir diesen Zustand stationär. 
Es ist also dann 

öu 
Tt=O, 

und Gleichung (28) wird 
02U n 
---u=O, 8x2 m 

Eine Lösung dafür ist 
U = eßx. 

Danach wird unsere Gleichung 

ß2eßx - ~eßx = 0, 
m 

folglich 
n ß2=-, 
m 

ß=+lfll. -Vm 
Wir erhalten also zwei Werte für ß, welche wir zu 
sammenfassen können in 

U=Ae-x~+Bex~. 
Unser Stab sei nun sehr lang. Die Temperatur 

soll aber für ein unendlich großes x nicht unendlich 
werden. Dann ist B = 0 zu setzen, und es bleibt 

U=Ae-x~. 
Für x = 0 sei u = llo. Folglich wird A = u0• Haben 
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wir zwei Stäbe mit derselben Anfangstemperatur, so ist 
für den einen 

-xY¾ U=U0e m, 
für den andern 

u' = Uo e - x' yf, 
Für zwei Punkte gleicher Temperatur muß somit 

V-;- yn1 
X -=X1 

- m m' 
sein. Es ist nun 

~=hp n' h'p' 
m qk' m'=q'k/· 

Geben wir daher den Stäben kongruente Form und 
gleiche Oberflächenbeschaffenheit, so ist 

h p h'p' q=7, 
und wir erhalten 

k' :x:12 
1r= x2' 

was uns die Möglichkeit liefert, die Wärmeleitungs 
fähigkeiten von Stäben verschiedenen Materials zu ver 
gleichen. 

§ 33. Wärmeleitung in einem Ring. 
Setzen wir in Gleichung (28) 

u=ye-nt, 
so nimmt sie, wie leicht zu finden, die Form 

ay a2y 
aT = m ßx2 
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an. Das ist aber die Form der Wärmeleitungsgleichung 
ohne Wärmeabgabe nach außen, welche wir schreiben 
können 

(29) 

Es wird demnach in vielen Fällen genügen, die Lösung 
für die Gleichung (29) zu kennen, weil diese, mit e- n t 
multipliziert, sodann die Lösung für (28) ergibt. Eine 
Lösung der Gleichung (29) ist 
(30) u = e~t+,Dx. 

Dieser Wert, in die Gleichung (29) eingesetzt, gibt 
IX= ui ß>, 

Soll die Temperatur mit der Zeit nicht ins Unendliche 
wachsen, so muß IX negativ sein. Wir wollen IX = - y 
schreiben, wonach wir 

ßfrn=±il'r 
erhalten, was sich in das partikuläre Integral 

a=e-,'(Acosx Vf.+Bsinx ~ 
zusammenfassen läßt. (Bd. I § 10.) 

Wenden wir diese Formel auf einen Stab an, wel 
cher zu einem Ring zusammengebogen ist, so daß sich 
Anfangs- und Endpunkt berühren, und legen wir in 
eine beliebige Stelle des Rings den Anfangspunkt der 
Abszissen, so muß in den Punkten x, x + 1, x + 21, ... 
die Temperatur ein und dieselbe Größe haben, wenn 
1 der Umfang des Rings ist. Daraus folgt, daß 

11/r =2.n, 4.n, 6.n .•• v~ 
sein muß, wonach 
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4n2m 
r=-1-2-, 

16n2m 
12 

36n2 m 
12 ' ... 

wird. Wir haben somit als allgemeine Lösung 
k ee ec _4k2n2mt( 2knx 2knx) 

u= ,2e 111 Akcos--1-+Bksin--1- . 
k=O 

Die Konst.anten A und B lassen sich berechnen, sobald 
für t = 0 die Temperatur durch u = f (x) gegeben ist 
(Bd. I § 85). Die höheren Glieder unserer Summe 
nehmen mit wachsender Zeit sehr rasch ab. In der 
Praxis genügt es daher, sich auf 

-
4n2mt( 2nx 2nx) u = Ao + e 12 A1 cos-1- + B1 sin-1'- 

zu beschränken. Es ist dies die Temperatur der Ab 

szisse x. Gegenüber liegt der Punkt x + ~ mit der 

Temperatur 
' - 4 n22 m t ( 2 1t X . 2 n X) u =Ao+e 1· -A1cos-1--B1sm-1-. 

Die Summe beider liefert 
u+u'= 2Ao, 

die Differenz 
-4n2mt( 2nx 2nx) u-u' = 2 e 12 A1 cos-1- + B1 sin-1- . 

Es nimmt also die Differenz der Temperaturen zweier 
gegenüberliegender Punkte geometrisch mit der Zeit 
ab, woraus wir die Größe des Exponenten, somit auch 
die Temperatur- und Wärmeleitungsfähigkeit bestimmen 
können. 
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§ 34. Die tägliche und jährliche ~emperaturschwankung 
unter der Erdoberfläche. 

In der Lösung der Gleichung (29), welche durch 
Gleichung (30) gegeben ist, ist eine der beiden Kon 
stanten lX und p vollständig willkürlich. Wir wollen 
deshalb lX imaginär, also lX = ai wählen. Wir haben dann 

1/ai 
P=±Vm' 

ferner 

und 
au+~(1~+ i1!i_) alt- 2-(1!i_+ 11~) u = .A.e ym V2 V2 +Be. ym V2 V2 

. X 1 ja + i (a t + X l f:) - X l /a + i (a t - X 1 ta) = .A.e V2m V2m + Be Vim Viin . 
Es läßt sich also u als periodische Funktion bei richtiger 
Wahl der Anfangszeit in folgender Weise darstellen: 

u. Ce-•~sin(at-x~. 

Für den Anfangspunkt x = 0 erhalten wir somit 
1lo = Csinat. 

Unsere Lösung gilt also für einen Stab, der nach außen 
keine Wärme abgibt und an dessen Anfangspunkt die 
Temperaturänderung eine harmonische Schwingung dar 
stellt. 

Denken wir uns ein Prisma, welches von der Erd 
oberfläche senkrecht in die Tiefe geht, so haben wir 
den Fall verwirklicht, daß nach außen keine Wärme 
abgegeben wird, da wegen der gleichen Verteilung.der 
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Temperatur in einer horizontalen Ebene keine Wärme 
bewegung stattfindet. Die tägliche und jährliche 
Temperaturschwankung an der Erdoberfläche können 
wir in erster Annäherung als eine harmonische auffassen, 
können daher unsere Losung auf die Temperaturänderung 
unter der Erdoberfläche beziehen. Wir finden in jeder 
Tiefe eine periodische Temperaturänderung, jedoch wird 
die Amplitude mit wachsender Tiefe immer kleiner, so 
daß wir etwa 28 m tief unter der Erdoberfläche die 
Temperaturschwankung überhaupt nicht mehr wahr 
nehmen, sondern jahraus jahrein eine konstante Tem 
peratur, nämlich die mittlere Jahrestemperatur haben. 
Rat zu , einer bestimmten Zeit t die Temperatur an der 
Erdoberfläche den Wert Null, so muß at = n zr sein. 
In der Tiefe x wird diese Temperatur erst nach der 
Zeit ö eintreten, welche sich daraus bestimmt, daß 

dann a (t + b) - x V 2 ':,, ~ n" ist. Wir finden somit 

aÖ=xl/ a V2m 
Das können wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Wärmewelle nennen. Nennen wir analog die Schwin- 

gungsdauer T, so haben wir a = 2 n, folglich 
T 

- X l r;;- (2 1l t 1 ;-;;-) u = Ce V m7 sin -T- - x V mT . 

~-~- 
Es ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eine 
Funktion der Schwingungsdauer, und zwar wird sie um 

oder 

(31) 

Jäger, Theoretische Physik IL 7 
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so größer, je kleiner die Schwingungsdauer ist. Es 
pflanzen sich deshalb die täglichen Änderungen viel 
rascher in die Tiefe fort, als die jährlichen. Dafür 
nimmt aber die Amplitude der letzteren mit der Tiefe 
viel langsamer ab. 

Die Gleichung (31) gibt uns die Mittel an die Hand, 
nach zwei Methoden die Wärmeleitungsfähigkeit 
der Erde zu bestimmen, einmal aus der Abnahme der 
Amplitude mit der Tiefe, das zweite Mal aus der V er 
zögerung des Maximums bezgl. des Minimums der 
Temperatur. In der Tiefe x ist die Schwankung der 
Temperatur 

in der Tiefe x'' 
„1/n 

b"-2Ce-x Vna - ' folglich 
l/ (x"-x11/n _ e Vüü 
ö" - ' 

woraus sich m bestimmen läßt. 
· Das Maximum der Temperatur haben wir in r 

zur Zeit t', wenn 
P nt' xlfn n 
-T-- vIDT=2, 

desgl. in x' nach der Zeit t'' für 
2 nt'' _ x''l ;n = !!_ 

i- V mT 2 ' 
woraus sich ergibt 

2 n (t'' _ t') = (x'' _ x') l / n • 
T Vmi 
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Dieselbe Formel erhalten wir für die Wanderung des 
Minimums, und wiederum ist es leicht, aus dieser 
Gleichung die Temperaturleitungsfähigkeit m und somit 
auch die Wärmeleitungsfähigkeit der Erde zu finden. 

§ 35. Gleichung der Wä1·meleitnng in einem isotropen 
Körper - Analogie zwischen Wärme- und Flüssigkeits- 

strömung. 
Denken wir uns aus einem isotropen Körper ein 

Volumelement ~ 'Y/ C herausgeschnitten, so können wir 
für die drei Richtungen parallel zu den Koordinaten 
achsen dieselbe Überlegung machen, welche wir über 
die Wärmeströmung nach einer Richtung (§ 31) an 
stellten. Der Unterschied ist dann nur der, daß dem 
V olumelement nicht nur von einer Seite, sondern von 
drei Wärme zu- und gleicherweise abgeführt wird. Die 
Gleichung (29) erweitert sich daher auf 

au (82u 82u o2u) 
at=m fJx2+iJy2+iJz2. 

Für den stationären Zustand wird sie 
Ö2u 82u o2u 
fJx2 + iJy2 + a z2 = 0 • 

Dieselbe Gleichung fanden wir (Bd. I § 62) für die 
stationäre Strömung einer Flüssigkeit mit dem Ge 
schwindigkeitspotential u. Wir können daher alle 
?Peziellen Fälle stationärer Wärmeströmung 
in einem isotropen Körper, der nach außen 
keine Wärme abgibt, auf die stationäre Be 
wegung einer idealen Flüssigkeit und umge 
kehrt übertragen, wenn wir Temperatur und 
Geschwindigkeitspotential, Temperaturgefälle 

(32} 

7* 
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und Strömungsgesch windigkeit miteinander ver 
tauschen. 

§ 36. Gleichung der Wärmeleitung in einer Kugel. 

Wenden wir die Gleichung (32) auf eine Kugel 
an, in welcher die Wärmeströmung nur radial vor sich 
gehen soll, so muß in jeder konzentrischen Kugelschale 
die Temperatur konstant sein. Verlegen wir den Ur 
sprung des Koordinatensystems in die Mitte der Kugel, 
so wird ;x:2 + :y:2 + z2 = r2 . die Gleichung einer konzen 
trischen Kugelfläche, ferner 

ß2u + ß2u + ß2u = 82u + ~ Bu = 2_ ß2(ru) 
dx2 8y2 8z2 8r2 t dr r or2 • 

(Bd. I § 67.) Wir können daher Gleichung (32) schreiben 

(33
) 8(ru) . 82 (ru) 

a"t=mih2, 
da ja bei der partiellen Differentiation von r u nach t 
r als konstänt anzusehen ist. Wir erhalten also für 
die Kugel dieselbe Gleichung der Wärmeleitung wie 
für den Stab, der nach außen keine Wärme abgibt, wenn 
wir u durch r u und x durch r ersetzen. Es tritt hier 
dieselbe Analogie auf wie für die Fo;tpflanzung einer 
ebenen und einer Kugelwelle (Bd. I §§ 68 u. 69). 

§ 37. Das Temperaturgefälle in der Erdrinde. 

Als eine Lösung der Gleichung (33) fanden wir 
im § 33 

ru = e-''(Acosr ~ + Bsinr -V:)• 
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Für r = 0 soll die Temperatur einen endlichen Wert 
behalten. Dann muß A = 0 sein und es bleibt uns 

sinrt 
u= Be-rt m. 

r (34) 

Die Wärmemenge, welche durch die Flächeneinheit der 
Kugeloberfläche in der Zeiteinheit geht, können wir 
auf zweierlei Art ausdrücken, Sie ist erstens gleich 

- kau ferner gleich h u (§ 31). Wir haben somit ar' 
au 

-k-=hu ar 
oder 

au 
ar+nu=O, (35) 

wenn wir 
h 
-=11 
k 

setzen. Doch gilt diese Gleichung nur für die Ober 
fläche der Kugel, d. h. für r = {! , wobei also {! der 

K 
au . 

ugelradius ist. Wir können -0 aus Gleichung (34) . r 
finden. Wir erhalten dafür 

au =Be-r'(i/ ycosr~ _ sinr~). 
a r V m r . . r2 

Setzen wir hier wie in der Gleichung (34) r = e , so 
gestaltet sich Gleichung (35) folgendermaßen: 
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Be-rt(~_:_cose_v1 __ •ineV-'--:) 
(! (!2 

. -~ · Slll(! - 

+ n Be-r t m = O , 
(! 

welche sich leicht verwandeln läßt in 

sin(? n(ne-1) + (? v1COS(? v1 = Ü 
oder 

tgelfr = !?~. 
V m 1-• ne 

Setzen wir !? V~ = x, so vereinfacht sie sich noch zu 
X 

tgx=---· 
1-ne 

(36) 

Diese letzte Gleichung können wir nun sehr leicht auf 
graphischem Weg lösen, wenn wir sowohl tg x als auch 

X --- in ein rechtwinkeliges Koordinatensystem ein- 
1 - n e 
tragen. 

Wir wollen eine Anwendung davon auf unsere 

Erde machen. Es wird somit e sehr groß, also 1 
1-ne 

eine kleine negative Zahl. Es ist daher die Kurve 
X 

y= 
1-ne 
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eine Gerade, welche vom Ursprung O (Fig. 43) ausgeht, 
mit der x-Achse einen sehr kleinen Winkel bildet und 
für positive x unterhalb der x-Achse liegt. Wo diese 
Gerade die zweite Kurve 

y= tgx 
schneidet, dort ist immer eine Wurzel der Gleichung 
('36). Wir erhalten somit unendlich viel Werte für x 

r 

Ftg, 413. 

und somit auch für y. Die Gleichung (34) verwandelt 
sich daher in eine unendliche Reihe. Das erste Glied 
fällt ganz weg, weil dafür x = O, also auch r = 0 ist. 
Die nächste Wurzel von x liegt nahe bei n, die zweit 
nächste nahe bei 2 n usw. Sie werden sich also nahezu 
verhalten wie 1 : 2 : 3 ... , folglich die Werte der r 
nahezu wie 1 : 4 : 9 . . . Das heißt, die höheren Glieder 
unserer unendlichen Reihe nehmen mit wachsender 
Zeit sehr rasch ab, so daß wir uns nach einiger Zeit 
lediglich auf die Gleichung 
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sinr 1 / i'i 
u = B1 e-rt V m 

r 
beschränken können. 

Wir wollen nun x1 = n - e setzen, wobei e sehr klein 
ist. Aus dieser Ursache können wir aber dann ABC 
(Fig. 43) als ein rechtwinkeliges Dreie,ck auffassen und 

AB=BC=e=- n 
1-ne 

setzen. Somit wird 

x1 = n ( 1 - :e) , 
ff->; (i- n1e) 

jf, 

Il(! 

und 
n2 

i'1 = m (!2' 

indem wir die anderen Glieder vernachlässigen können. 
Führen wir die Tiefe z ein, so wird 

r= e- z' 
und es soll z gegen e ebenfalls eine kleine Größe sein. 
Wir haben dann 

sinr 1/ri = sin!!..(e - z) (1-!.) · V m e · ne 

-sinn ( 1 - ;) ( 1 - n~) ~ sin (n- "(;- n:) 
= sin !!.. (z + 2-) = ~ (z = 2-) , e )_ e . n' 
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da wir wegen der Kleinheit von!!... den Sinus mit dem 
. e 

Bogen vertauschen können. Wir erhalten demnach 
weiter 

sinrV: n ( 1) 
----=- z+-' . r e2 n 

wenn wir z gegen e vernachlässigen, was hier erlaubt 
ist. Somit wird schließlich . 

B n - mn\ . 
u=-¾e e'J, (l+nz). ne 

Es muß -also die Temperatur von der Oberfläche gegen 
das Erdinnere mit der ,Tiefe linear zunehmen. Die 
Erfahrung lehrt, daß die Temperaturzunahme für 3 0 m 
etwa 1 ° C. beträgt. 

§ 38. Abkühlung der Erde. 
Für ein konstantes r wird nach Gleichung (34) die 

Temperatur lediglich eine Funktion der Zeit, welche für 
unsere Erde die .Form 

mn-2 
--t 

u = Ae e'J, 
annimmt. Setzen wir für die Zeit t = 0 die Temperatur 
u = Uo , so wird A = Uo und 

mni --~ ,, u=u0e e 
du mn2Uo 
dt = - e2 

ron:1 
--t 

da wir wegen des großen e 2 e ei = 1 setzen können. 
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Die Temperatur unter der Erdoberfläche muß demnach 
mit der Zeit abnehmen, doch geschieht dies ungemein 
langsam. 

Da u0 der Überschuß über die Temperatur der 

Umgebung der Erde ist, so müßten wir, um ! : be 
rechnen zu können, die Temperatur des Weltraums 
kennen. Aber selbst wenn diese den absoluten Null- 

punkt, d. h. - 273° C. erreicht hätte, würde !: so 
klein, daß die Temperatur der Erdrinde erst in vielen 
Millionen Jahren um 1 ° sinkt. 

Die Wärmemenge, welche durch die Oberflächen 
einheit der Erde in der Zeiteinheit ausgestrahlt wird, 

ist - k ddu . Wir können dieselbe berechnen, da wir . r 
du 

sowohl d r kennen, als auch die Wärmeleitungsfähigkeit 

k der Erde (§ 34) bestimmbar ist. Es ergibt sich 
daraus, daß jährlich eine Wärmemenge aus dem Innern 
der Erde zur Oberfläche strömt, welche imstande ist, 
eine neun Millimeter dicke Eisschicht zu schmelzen. 
Es kommt diese Wärmemenge somit im Vergleich zu 
der von der Sonne gespendeten Wärme gar nicht in 
Betracht. Ob es daher im Innern der Erde kalt oder 
heiß ist, für die Lebensbedingungen auf der Oberfläche 
ist das völlig belanglos. 
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Mechanische Wärmetheorie. 
§ 39. Zustand eines Körpers - Zustandsgleichung 

idealer Gase - absolute Temperatur. 
Wir fassen die Wärme als Bewegung der kleinsten 

Teilchen der Körper auf. Zu einem gegebenen Zeit 
punkt wird daher jedes Teilchen eine bestimmte Lage 
und eine bestimmte Geschwindigkeit besitzen. Wir 
nennen dies den Zustand des Körpers. Um ihn 
z~ kennen, ist es nicht nötig, den Zustand jedes ein 
zelnen Körperteilchens zu wissen, sondern bloß die 
Mittelwerte der den Zustand bestimmenden 
Größen, da ja die thermischen Erscheinungen, welche 
wir an einem Körper wahrnehmen, durch das Zu 
sammenwirken der kleinsten Teilchen hervorgebracht 
werden. Der Zustand eines Körpers ist sonach in 
unserm Sinn bestimmt durch seine Temperatur, sein 
Volumen, seine Gestalt und die auf ihn wirkenden 
äußeren und inneren Kräfte. Soweit diese ver 
schiedenen Größen voneinander abhängig sind, lassen 
sie sich in Gleichungen fassen, und jene Gleichung, 
Welche alle den Zustand bestimmenden Größen unterein 
ander verbindet, nennen wir die Zustandsgleichung 
des Körpers. 

Diese ist z.B. für ideale Gase durch das Boyle 
Ohar lessche Gesetz 

p v = Po v O (1 + IX t) 
gegeben. Das heißt, der Zustand eines Gases ist voll 
ständig durch sein Volumen v, seine Temperatur t und 
den Druck p, unter dem es sich befindet, gegeben. 
Benutzen wir das hundertteilige Thermometer, so ist 
lX = rhr · Verlegen wir daher den Nullpunkt auf 
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- 273° C., so wird 

p v = p0 v0 IX (! + t) = Po v0 IX T = R T • 
In der Form 

(37) pv = R'r 
wollen wir das Boyle-Charlessche Gesetz künftig 
benutzen und 

1 
T=t+- 

IX 

die absolute Temperatur _nennen. 

§ 40. Umwandelbarkeit der Wärme in Arbeit und der 
A.I·beit in Wärme - mechanisches Wärmeäquivalent - 

äußere und- innere Arbeit - erster Hauptsatz. 
R. Mayer hat zuerst bestimmt ausgesprochen, daß 

Arbeit in Wärme und Wärme in Arbeit ver 
wandelt werden kann und daß einer Kalorie - d. i. 
jene Wärmemenge, welche ein Kilogramm Wasser von 
0 ° 'auf 1 ° C. erhöht - ein ganz bestimmter Arbeits 
wert zukommt. Die experimentellen Untersuchungen 
haben gelehrt, daß einer Kalorie rund 427 mkg ent 
sprechen, welche Zahl man daher das mechanische 
Wärmeäquivalent nennt. Da das Gewicht eines 
Kilogramms sich mit dem Breitengrad ändert, so ist es 
für praktische Arbeiten manchmal angezeigter, den Wert 
des mechanischen Wärmeäquivalents in absolutem Maß 
an.zugeben. 

Führen wir einem Körper Wärme zu, so wird im 
allgemeinen seine Temperatur und seine Gestalt ver 
ändert. Es muß daher eine Arbeit aufgewandt werden, 
um die inneren Kräfte zu überwinden und die Energie 
der kleinsten Teilchen zu erhöhen. Man nennt dies die 
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innere Arbeit oder die Vermehrung der inneren 
Energie,. welche auf Kosten der Wärme erzeugt wird. 
Ferner ist Arbeit zur Überwindung der äußeren Kräfte 
notwendig, welche wir analog die äußere Arbeit 
nennen. Es wird sich daher die unendlich kleine Wärme 
inenge d Q, welche wir einem Körper zuführen, in einen 
Teil d U zerlegen lassen, welcher die Temperaturerhöhung 
und die innere Arbeit bewirkt, und einen zweiten, der 
die äußere Arbeit dK leistet. Um diese Arbeit in 
Wärmemaß zu bekommen, haben wir sie durch das 
mechanische Wärmeäquivalent E zu dividieren oder mit 
dem reziproken Wert desselben, dem kalorischen Ar- 

beitsäquivalent A = ! zu multiplizieren. Sonach 

erhalten wir nach dem Satz von der Erhaltung der 
Energie die Gleichung 

dQ = dU + AdK, (38) 
Welche man gewöhnlich den ersten Hauptsatz der 
mechanischen Wärmetheorie nennt. 

§ 41. Spezifische Wärme der Gase bei konstantem 
Volumen und konstantem Druck. 

Steht ein Körper unter keiner äußeren Kraft als 
einem konstanten, senkrecht zu seiner Oberfläche wirken 
den Druck p, wie es etwa der Luftdruck ist, so wird 
die zugeführte Wärmemenge d Q lediglich eine kleine 
-V- olumsänderung hervorbringen. Jedes Oberflächen 
element d w legt dabei einen Weg b n zurück. Die 
äußere Arbeit, welche geleistet wird, ist sonach gleich 
dem Produkt aus der Kraft p d w in den Weg C, n, die 
Gesamta.rbeit also 

d-K = J p '5ndw = p J <5ndw'= p d v, 
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da ja / ~ n d eo nichts anderes als die Volumszunahme d v 
des Körpers ist. Es verwandelt sich daher die Glei 
chung (38) in 

dQ=dU+Apdv. (39) 
Die innere Arbeit wird im allgemeinen ebenfalls eine 
Funktion der Temperatur, des Drucks und des Volumens 
sein. Da aber eine dieser drei Größen wegen der 
Gleichung (3 7) immer durch die beiden andern be 
stimmt werden kann, so genügt es, 

U = f (v, T) 
zu setzen, wonach 

of of 
dU= ßvdv+ oTdT 

wird. 
Es hat nun schon Gay-Lussac gezeigt, daß ein 

Gas, wenn es sich ohne äußere Arbeitsleistung 
ausdehnt, seine Temperatur nicht ändert. Es 
leistet daher ein Gas bei der Volumsveränderung auch 
keine innere Arbeit; d. h. es muß die Größe 

~=0 ov 

sein. Setzen wir :~ = c, so können wir Gleichung (39) 
schreiben 

dQ=cdT+Apdv. (40) 
Wir wollen voraussetzen, daß sich unsere Gleichung 

auf die Masseneinheit Gas bezieht. Führen wir die 
Wärme bei konstantem Volumen zu, so ist d v = 0 , 
folglich !~ = c die spezifische Wärme bei kon 

stantem Volumen. 
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Die Differentiation der Zustandsgleichung (3 7) ergibt 
pdv+vdp=RdT. (41) 

Dadurch können wir Gleichung (40) in 
dQ = (c + AR)dT-A vdp 

verwandeln. Nehmen wir eine Wärmeausdehnung bei 
konstantem Druck vor, so wird d p = 0, folglich 

:~ =c+AR=C. 

Dies ist also die spezifis.che Wärme des Gases 
bei konstantem Druck. 

§ 42. Adiabatische Zustandsänderungen. 
Verändern wir den Zustand eines Körpers, ohne 

daß. ihm Wärme zu- oder abgeführt wird, so 
nennen wir dies eine adiabatische Zustands 
¾inderung. Für eine solche muß also in Gleichung (40) 

dQ =O 

werden. · Dividieren wir dann die Gleichung noch durch 
pv = RT, so ergibt dies 

cdT Adv 
O= RT +-v- 

Durch Integration erhalten wir 
clT+ARlv=G. 

·zu Beginn des Prozesses sei diese Gleichung 
cl T0 + ARl v0 = G. 

Durch Subtraktion beider Gleichungen folgt 
T V 

cl-T + ARl- == 0, 
0 Vo 

Was wir schließlich noch u;mwandeln können in 

oder cdT ARdv 
o=T+-v-· 
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1(U+ie:r =0 

Beachten wir noch, daß 
C-c= AR, 

oder 

so bleibt uns schließlich 
C --1 

:, = (~)' = (~t·, (42) 

wenn wir das Verhältnis der spezifischen 
Wärmen u nennen. Diese Gleichung besagt somit, daß 
durch Kompression eines Gases seine Tempe 
ratur erhöht, durch Ausdehnung erniedrigt wird. 

Auf ähnliche Weise können wir auch die Be 
ziehung zwischen Druck und Volumen bei einer adia 
batischen Zustandsänderung eines Gases finden. Er 

p d v + vdp setzen wir in Gleichung (40) dT durch R 

aus der Gleichung (41), so wird 
C 

dQ = R(pdv + vdp) + Apdv 

(c + AR)pdv + cvdp 
R 

Cpdv + cvdp 
R 

Für eine adiabatische Änderung muß wieder d Q = 0, also 
Cpdv+cvdp=O 

sein, was ·durch p v dividiert 

Cdv+cdp=O 
V p 

ergibt. Durch Integration finden wir wie früher 
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V p p (Vo)" ((! )" C 1- + c 1- = 0 oder - 
Vo Po Po - v = (!o ' 

wenn wir g die Dichte des Gases nennen. Diese Formel 
mußten wir benutzen, um die Schallgesch windig 
kei t in der Luft zu finden (Bd. I § 66). 

§ 43. Kreisprozeß. 
Lassen wir den Zustand eines Körpers ver 

schiedene Änderungen durchmachen, bis er 
wieder den Anfangszusfand erreicht, so nennen 
wir das einen Kreis- 
prozeß. Können die 
Veränderungen auch 
in entgegengesetzter 
Richtung ablaufen, so 
ist es ein umkehrbarer 
Krei sprozeß. Einen 

· solchen wollen wir an 
einem idealen Gas vor 
nehmen. Wir stellen den 
Zustand der Massenein 
heit des Gases durch 
einen Punkt in einem 
rechtwinkligen Koorqinatensystem dar (Fig. 44), dessen 
Abszisse das Volumen, während die Ordinate den Druck 
bedeutet. Die Kurve, welche wir für eine konstante 
Temperatur dabei erhalten, nennen wir eine Isotherme. 
Bei einem idealen Gas ist sie 

pv = konst., 
also eine gleichseitige Hyperbel. 

Der Punkt A sei der Anfangszustand des Gases 
bei der Temperatur T0, dem Druck p0 und dem Vo- 

Ä 

n---.A-'-,'-J)...1-oL' _.B_._..' -'-"'--JT 
Fig. 44. 

J II. g e r, Theoretische Physik II. 8 
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lumen v0• Das Gas dehne sich jetzt isotherm, d. h. 
bei konstanter Temperatur T0 aus bis zum Zu 
stand B mit den zugehörigen Größen T O, p1 , v 1 • Für 
diesen Vorgang ist also d T = o, daher nach Gleichung (40) 

dQ=Apdv. 
Die gesamte Wärme Q0, welche wir auf dem Weg von 
A nach B in unser Gas hineinstecken, wird also nur 
zur Arbeitsleistung verwendet, und es ist 

(43) fvi fdv v1 Q0=A pdv=ART0 -=ART01-, 
V Vo 

Vo Vo 

da ja pv = RT0 ist. 
Wir nehmen nun eine adiabatische Ausdehnung 

vor. Bei dieser wird somit der Zustand von B längs 
einer adiabatischen Kurve bis C vorrücken. Wir führen 
also Wärme weder zu noch ab. Das Gas kühlt sich 
daher von der Temperatur T0 auf T1 ab, und wir haben 
nach Gleichung ( 42) 
(44) V1"-1 T~ = V2"-1 T1 . 

Wir komprimieren nun das Gas isotherm, haben 
somit eine Wärmemenge 

Vs Ql = ART1l- 
V2 

zuzuführen. Diese Wärmemenge. erscheint aber, da 
Vs< v2, negativ, es wird in Wirklichkeit dem Gas 
Wärme entzogen. Die Kompression wird längs CD 
so lange fortgesetzt, bis die Isotherme die durch den 
Punkt A gezogene Adiabate in D schneidet. Von dort 
aus komprimieren wir dann weiter adiabatisch, langen 
also wieder beim Ausgangspunkt in A an. Für den 
letzten Vorgang gilt die Gleichung 
(45) Vs"-1 T1 = Vo"-1 To . 
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Multiplizieren wir di~ Gleichungen (4j) und (45) 
miteinander, so finden wir v1 v8 = v0 v2 oder 

V1 = V2 
Vo Vs 

Daher ist 
Vs V1 Q1=ART11-=-ART11-, V2 Vo 

was mit Gleichung ( 43) vereinigt ergibt 
Qo . Ql -=--, r, T1 

wo also das negative Vorzeichen sagt, daß Q1 eine 
dem Gas entzogene Wärmemenge ist. Rechnen wir 
hingegen jede Menge positiv, so ist die in Arbeit 
umgewandelte Wärme Q0 - Q1 • Sie entspricht in Fig. 44 
der Fläche ABCD, da ja die Flächen ABB'A', B00'B' 
usw. die geleistete bezgl. aufgewendete Arbeit bei den 
einzelnen Vorgängen des Kreisprozesses darstellen. 

Von der Wärmemenge Q0, welche bei der 
Temperatur T0 in das Gas hineingesteckt wird, 
wird also nur der Teil Q0 - Q1 in Arbeit verwan 
delt, während die Wärmemenge Q1 bei der Tempe 
ratur T1 wieder abgegeben wird. Da sich der 
Rreisprozeß beliebig wiederholen läßt, so haben wir 
hier eine sogenannte kalorische Maschine vor uns, 
welche Wärme in Arbeit verwandelt. Doch ist 
es nur der Bruchteil 

Qo - Q1 To - T1 
~ To 

Welcher wirklich von der gesamten aufgewendeten 
Wärme in Arbeit verwandelt wird. Je größer dieser 
Bruch ist, desto besser wird die Wärme ausgenützt. 

8* 
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Man nennt d;her die Größe To; Ti den ökonomischen 
0 

Koeffizienten der Maschine. Diese arbeitet mithin 
um so ökonomischer, je größer der Temperatur 
unterschied T0 - T1 ist. 

§ 44. Entropie - zweiter Hauptsatz. 
Es ist nicht nötig, einen Kreisprozeß einfach längs 

der früher gewählten Isothermen und Adiabaten vor sich 
gehen zu lassen, sondern es kann dies längs jeder 
beliebigen geschlossenen Kurve geschehen, in 
dem die Gleichung (40), wenn wir sie in der Form 

Apdv = dQ - cdT 
schreiben, ersichtlich ja nichts anderes als die Summe 
aus einem adiabatischen und einem isothermen Vorgang 
enthält, welche bei der graphischen Darstellung eine 
geometrische Summe wird. Je nach der Fläche der 
geschlossenen Kurve wird daher das Integral der 
Gleichung (40) verschiedene Werte annehmen können. 
Dividieren wir die gesamte Gleichung durch die abso 
lute Temperatur T, so erhalten wir 

dQ cdT ARdv 
T = T + -V- . 

Integrieren wir nun diese Gleichung zwischen zwei 
Punkten der Kurve, welche den Größen T0, v0 und 
T1, v1 entsprechen, so wird 

1 

fdQ = cl T1 + ARl V1. 
T T0 v0 

0 

Es ist also ganz gleichgültig, auf welchem 
Weg wir von dem einen zum andern Punkt ge- 
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langen, da das Integral nur vom Anfangs- und 
Endwert abhängig ist. Für jede geschlossene Kurve 
ist somit 

fdTQ = 0. (46), 

Man pflegt daher d~ ein vollständiges Diffe 

rential zu nennen. Wir wollen 
dQ =dS 
T . 

setzen, wonach wir erhalten 

f~Q = s + c. 
Clausius nennt S die Entropie des Gases. Wir 

werden später sehen, daß wir dieselben Überlegungen 
auf jeden beliebigen Körper anwenden können. 

Die Gleichung (46) ist der Inhalt des zweiten 
Hauptsatzes der mechanischen Wärmetheorie, 
den wir etwa folgendermaßen formulieren können:: 
Rechnen wir die zugeführte Wärme positiv, 
die entzogene negativ, so ist die Summe aller 
unendlich kleinen Wärmemengen, jede divi 
diert durch ihre jeweilige Temperatur für einen 
umkehrbaren Kreisprozeß, gleich Null. 

Bei jeder adiabatischen Zustandsänderung ist 
dQ = 0, es wird daher 

f~Q=C' 
d. h. die Entropie bleibt konstant, weshalb man 
die adiabatischen Vorgänge auch isentropische· 
nennt. 
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§ 45. Unabhängigkeit des zweiten Hauptsatzes von der 
· Natur der Körper - thermisches Perpetuum mobile. 

Wie wir durch einen umkehrbaren Kreisprozeß 
Wärme in Arbeit verwandeln können, so läßt sich auch 
Arbeit in Wärme umsetzen, sobald wir den Prozeß ent 
gegengesetzt durchlaufen. Gleichzeitig wird eine gewisse 
Wärmemenge auf höhere Temperatur gebracht. Wie ein 
Gas können wir auch jeden anderen beliebigen Körper 
zwei isotherme und zwei adiabatische Kurven durch 
laufen lassen und somit einen umkehrbaren Kreisprozeß 
herstellen. Umgrenzen die Kurven eine Fläche von der 
selben Größe wie der Kreislauf eines Gases, so leisten 
beide Prozesse dieselbe Arbeit. Lassen wir sie daher 
entgegengesetzt vor sich gehen, so heben sie sich in 
ihrer Wirkung auf. Aber es wäre noch die Möglich 
keit vorhanden, daß die Wärmemengen, welche von 
tieferer auf höhere Temperatur und umgekehrt befördert 
werden, verschieden sind. Das widerspricht aber dem 
Erfahrungssatz, daß es noch niemals in der Natur 
beobachtet wurde, daß Wärme ohne vorhandene 
anderweitige Energieänderung von selbst zu 
höherer Temperatur aufsteigen kann. Es muß 
daher auch für unsern zweiten .Kreisprozeß wie für das 
Gas die Gleichung 

QO Ql 
To = T1 

gelten. Schon Carnot sprach aus, daß bei der durch 
die Wärme hervorgebrachten Arbeit nur die Tempe 
raturen, nicht aber die dazu verwendeten Kör 
per maßgebend sind. 

Wäre es möglich, daß Wärme von selbst zu höherer 
Temperatur aufsteigt, so könnte ein beständiger Wärme- 
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kreislauf ohne Arbeitsleistung hergestellt werden, 
indem ja durch Leitung oder Strahlung die Wärme 
wieder auf ihre ursprüngliche Temperatur sinken würde. 
Man hätte dann ein sogenanntes thermisches Per 
petuum mobile. Aber dieses ist ebenso unmög 
lich wie ein mechanisches. 

Der zweite Hauptsatz hat in der von uns gegebenen 
Form die Voraussetzung einer willkürlichen Tem 
peratur, indem wir ein ideales Gas als thermo 
metrische Substanz benützten. · Hätten wir ein 
anderes Temperaturmaß gewählt, so würden wir auch 
eine andere Form des zweiten Hauptsatzes erhalten 
haben. W. Thomson machte daher den Vorschlag, 
den zweiten Hauptsatz direkt zur Temperaturdefinition 
zu benützen, da dann das Temperaturmaß von einer 
thermometrischen Substanz völlig unabhängig 
wird. Willkürlich bleibt jedoch wiederum die 
Wahl der Form der Temperaturfunktion, und es 
darf die Annahme der sogenannten absoluten Temperatur 
nur als eine Folge der Gewohnheit angesehen werden. 

§ 46. Anwendung der beiden Hauptsätze. 
Wir lernten den ersten Hauptsatz in der Form 

dQ=dU+Apdv 
kennen. Hier ist die Größe d U ebenso ein vollstän 
diges Differential wie das Differential der Entropie 

~ Q . Es zeigt sich nämlich in der Erfahrung, daß die 

"Färrnemenge, welche wir einem Körper lediglich zur 
A.nderung seines Zustandes abgesehen von der äußeren 
Arbeitsleistung zuführen müssen, nur vom Anfangs- und 
Endwert des Zustands abhängig ist, hingegen völlig 
unabhängig von den Zwischenzuständen. 



120 Mechanische Wärmetheorie. 

Wir machen nun die Annahme, der Zustand eines 
Körpers sei durch die Temperatur T und das Volu 
men v vollständig bestimmt. Die beiden Differentiale 
der inneren Energie und der Entropie sind sonach 
Funktionen von T und v und ebenso die dem Körper 
zugeführte Wärmemenge d Q . Wir wollen deshalb 

dQ = <XdT + ßdv 
setzen, wobei <X und ß Funktionen von T und v sind. 
Betrachten wir die Gewichtseinheit des Körpers, so er 
gibt sich ohne weiteres, daß <X die spezifische Wärme 
bei konstantem Volumen ist, da dann dv = 0 wird. 
Jedes vollständige Differential dF, das eine Funktion 
von T und v ist, können wir schreiben 

BF 8F 
dF= oTdT+ ovdv=MdT+Ndv 

und es folgt 
BM 8N ß2F 
8v = o T = c3T c3v. 

Demnach können wir aus 
dU = dQ-Apdv = <XdT + (ß-Ap)dv 

die Folgerung ziehen: 
iJ<X iJ(ß - Ap) iJ ß iJp 

( 4 7) a v = a T = a T - A a T • 
Ferner haben wir 

dQ = ~dT + lav 
T T T 

und wiederum gilt 

:; (;) = a~r (~) 
oder 
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1 iJ°' 1 oß ß 
rfav = rf BT - T2' 

iJ°' oß ß Tv = BT -T. (4S) 
Aus den Gleichungen ( 4 7) und ( 48) erhalten wir 

op 
P=ATiJT' 

folglich op dQ = 0<,dT + AT oTdv. (49) 

Stellen wir den Zustand als Funktion der Temperatur 
und des Drucks, also durch T und p dar, so können wir 

dQ=ydT+ndp 
setzen, wobei also r die spezifische Wärme bei 
konstantem Druck ist. Wir haben dann 

dU=dQ-Apdv "dQ-Ap(!;dT+!;ap), 
da wir jetzt v als Funktion von T und p auffassen 
müssen. Aus 

dU =(r -Ap ;~,) dT + (11 -Ap !;) dp 
finden wir 

a ( ov) a ( öv) öp r-ApöT =aT n-Apap; 
führen wir die Differentiation durch, so ergibt sich 

oy iJv 82v 0'1] 82v 
op --A oT--Ap opoT = oT --Ap öpöT' 

oy 8v Ö'YJ --.A.--=---=- Öp 8T oT· 
oder (50) 
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Wir haben nun. weiter 
dQ 'Y n T = T d T + Tdp' 

folglich 

(51) 

und aus den 

(52) 

}P ( f) = a0T (;) ' 
löy lÖrJ rJ 
rfap=rar-r2' 

a„ arJ rJ 
ap=ar-'f 

Gleichungen (50) und (51) 
av 

rJ=-AToT' 

ov 
dQ = 'Y d T - AT a T dp. 

Analog diesem Vorgang ist es nicht schwer, für be 
liebige Variable, welche den Zustand bestimmen, die 
entsprechende Gleichung herzuleiten. 

§ 47. Verdampfungswärme - Schmelzwärme - 
gesättigter Dampf - Schmelzpunkt. 

Wir haben in einem geschlossenen Gefäß die 
Masseneinheit eines Körpers teilweise in flüssigem, teil 
weise in dampfförmigem Zustand. Das Gewicht des 
Dampfes sei x, das der Flüssigkeit also 1 - x. Das 
Volumen v des Gefäßes ist demnach 

1-X X 1 (1 1) 1 
V = -- +--'- = - + - - - X = u + (u - u') X ' 

S O S O S 

wenn s und o das spezifische Gewicht der Flüssigkeit 
bezgl. ihres gesättigten Dampfes ist. Es ist u' also das 
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sogenannte spezifische Volumen der Flüssigkeit, u jenes 
des Dampfes. Wir wollen nun eine Verdampfung der 
Flüssigkeit bei konstanter Temperatur vornehmen. Dann 
wird d T = 0 und Gleichung (49) 

·ap 
d Q = AT O T (u - u1 dx . 

Nennen wir die Verdampfungswärme r, so wird 
dQ = r dx , 

daher 
ap 

r=AT0T(u-u1. 
(53) 

Diese Formel können wir benützen, um z. B. die Dichte 

des gesättigten Dampfe~ ..!:_ zu finden, wenn. die übrigen 
u 

Größen bekannt sind. 
Wir wollen jetzt die Temperatur der Masseneinheit 

des gesättigten Dampfes um d T erhöhen, dabei den 
Druck und das Volumen aber derart ändern, daß der 
Dampf gesättigt bleibt. Die Gleichung (3 9) läßt sich, 
auf unsern Fall angewendet, schreiben 

dQ =(!~ + .A.p !;) dT, (53a) 

hingegen auf die Verdampfungswärme angewendet, er 
gibt die Integration 

r = ul - U2 + .A. p (u - u1 ' 
wenn wir unter U1 die innere Energie der Massenein 
heit Dampf, unter U2 dieselbe Größe für die Massen 
einheit Flüssigkeit verstehen. Nun können wir aber 
annehmen, daß 

U2 = oT + k, 
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wobei c die spezifische Wärme der Flüssigkeit und k 
eine Konstante bedeutet. Danach erhalten wir 

U1 = r + c T + k - A p (u - u') , 
aul dr au ap 
c3 T = d T + c - A p o T - A (u - u') i) T , 

da wir das spezifische Volumen u' der Flüssigkeit mit großer 
Annäherung als konstant ansehen können. Diesen Ausdruck 

haben wir für :; in Gleichung (53a) einzusetzen, wo- 

bei wir nach Gleichung (53) A (u - u') !~ = ; ein 

führen wollen. Das ergibt 

d Q = (:; - ; + c) d T 
Die Größe 

dr r 
r=dT-T+c 

können wir· somit die spezifische Wärme des ge 
sättigten Dampfes nennen. Wie man sieht, kann 
sie positiv oder negativ sein. In letzterem Fall können 
wir den Dampf komprimieren, erhöhen dabei seine 
Temperatur und bewirken, daß er nicht mehr gesättigt 
ist. Wir müssen ihm Wärme entziehen, wenn er ge 
sättigt bleiben soll. Lassen wir einen derartig gesättigten 
Dampf sich ausdehnen, so wird er übersättigt und es 
tritt Kondensation ein. Es verhält sich so der Wasser 
dampf bei gewöhnlicher Temperatur. Es tritt daher 
gewöhnlich klares Wetter ein, wenn der Wind vom 
Berg ins Tal weht, da unten der Luftdruck höher ist, 
als oben. Steigt jedoch der Wind, so ist dies in der 
Regel mit Wolkenbildung verbunden. 
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Die Gleichung (53) gilt nun ebenso für einen 
festen Körper und seinen Dampf, wie etwa für 
Eis und den dabei befindlichen Wasserdampf. Sie gilt 
für die Schmelzwärme eines Körpers, wenn wirr 
damit bezeichnen, unter p den Flüssigkeitsdruck beim 
Schmelzpunkt, unter u und u' das spezifische Volumen 
des flüssigen bezgl. festen Körpers verstehen. Schreiben 
wir z. B. die Gleichung 

ap r 
a T = AT (u - u') ' 

und bedenken wir, daß das Volumen des Wassers kleiner 

1 . E' . t fi d . ap t· D a s Jenes des ises 1s , so n en Wir a T nega 1v. as 

heißt, mit wachsendem Druck erniedrigt sich der Schmelz 
punkt und umgekehrt. Wir können die Gleichung (53) 
auch anwenden, wenn sich ein Körper durch Tempe 
raturerhöhung bezgl, Druckverminderung in seine che 
mischen Bestandteile zerlegt. Es ist dann p einfach 
der Dissoziationsdruck, r die Dissoziations 
wärme usw. 

§ 48. Beziehung zwischen Druck und Temperatur 
eines Körpers. 

Ne~!Ilen wir eine adiabatische Zustandsänderung 
durch Anderung des Drucks vor, so können wir die 
Gleichung (52) benützen, wenn wir dQ:::::; 0 setzen. Es 
bleibt dann 

öv 
ydT = AT ßTdp. 

Es ist nun ! ; nichts anderes als v ~, wenn wir unter 

d den Ausdehnungskoeffizienten des Körpers verstehen. 
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Wir können daher schreiben 
ydT = ATvC,dp. 

r, A, T, v sind ihrer Natur nach positive Größen, c5 kann 
jedoch sowohl positiv als auch, wie z. B. beim Wasser 
zwischen O O und 4 ° C., negativ sein. Im ersteren Fall 
wird sich daher mit wachsendem Druck die Temperatur 
erhöhen, im andern jedoch erniedrigen. 

§ 49. Temperaturänderung durch Dehnung. 
Ein Stab von der Masse Eins und der Länge 

wird durch ein angehängtes Gewicht P gedehnt. Führen 
wir dem Stab die Wärme d Q zu, so verlängert er sich 
um dl. Das Gewicht sinkt und leistet dabei die Arbeit 
P dl. Die Wärme wirkt also diesmal nicht einer äußeren 
Kraft entgegen, sondern im selben Sinn. Wir haben 
deshalb nach dem ersten Hauptsatz 

dU = dQ + APdl. 
Die Wärmemenge Q werde als Funktion von T und P 
dargestellt. Es ist sonach 

dQ=ydT+17dP. 
Benützen wir nun die Eigenschaft der vollständigen 

Differentiale d U und dTQ wie früher, indem wir 

81 81 
(54) dl = aT d T + ap dP 
setzen, so finden wir leicht 

81 
17=AT0T' 

für eine adiabatische Dehnung erhalten wir somit 
81 

0 = r d T + AT O T dP . 
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al 
'Y ist die spezilisohe Wärme bei konstantem Zug. 0 T = l l, 
wenn wir mit l den Ausdehnungskoeffizienten bezeich 
nen. Wir haben somit 

ATH 
dT=---dP. . r 

Da in der Regel Ä. positiv ist, so kühlt sich bei der 
Dehnung der Stab ab. Bei gespanntem Kautschuk ist Ä. 
negativ. In der Tat erwärmt sich eine Kautschuk 
schnur bei der Dehnung und kühlt sich mit abnehmender 
Spannung ab. 

Aus Gleichung (54) erhalten wir 

dl-~dT 
dP= 8T 

ol 
aP 

folglich 
ao = ydT + J1 (dl- :~dT). 

aP 
Bei konstanter Länge wird dl = 0 und 

ol 

d Q = (r - 1J ~ ;) d T • 

8P 
Es ist daher die spezifische Wärme bei konstanter Länge 

Öl (01)2 
, 8T AT ßT 

,' =r-11-=r----=y-ATl2Elq 81 ol • ' 
oP 
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indem :~ = El q (Bd. I § 86), wenn q der Querschnitt 

des Stabs und E der· Elastizitätsmodul ist. Bei Metall 
drähten und vielen anderen Körpern zeigt sich, daß das 
Produkt AT ,l 2 E 1 q so klein ist, daß man es in der 
Regel gegen y vernachlässigen, das Verhältnis der spezi 
fischen Wärmen also gleich Eins setzen kann. 

Die kinetische Theorie der Gase. 
§ 50. Die Wärmebewegung in Gasen. 

D. Bernoulli, vorzüglich aber R. Clausius ent 
wickelten eine Theorie, welche direkt eine Vorstellung 
jener Bewegung der kleinsten Teilchen gibt, die wir 
Wärme nennen. Vollständig entwickelt ist diese Hypo 
these für Gase, und man faßt die ganze Anschauungs 
weise unter dem Namen „mechanische" oder „dyna 
mische", in der Regel aber „kinetische" Theorie 
der Gase zusammen. Nach ihr stellt man sich im 
gasförmigen Zustand die Molekeln vollständig voneinan 
der getrennt und in geradliniger Bewegung be 
griffen vor. ,,Die Bewegungsrichtungen sind für ein 
ruhendes Gas über die Gesamtheit der Gasmolekeln im 
Raum gleichmäßig verteilt, so daß sich nach jeder 
Richtung des Raums gleichviel Molekeln bewegen. 
Da man den Molekeln eine gewisse Ausdehnung zu 
schreiben muß, so sind natürlich Zusammenstöße 
derselben nicht ausgeschlossen. Damit aber der Zustand 
des Gases unverändert bleibt, ist erforderlich, daß 
die Molekeln infolge der Zusammenstöße weder in 
ihrer Durchschnittsgeschwindigkeit noch in ihrer 
Durchschnittsbewegungsrichtung eine Änderung 
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erfahren. Um dieser Bedingung Genüge zu tun, ist es 
am bequemsten, die Molekeln als vollkommen ela 
stische Kugeln von gleicher Größe und gleicher Masse 
anzusehen. Für deren Zusammenstoß gilt dann das 
Gesetz von der Erhaltung der gemeinsamen 
Bewegungsgröße als auch der kinetischen Ener 
gie, und entsprechend dem Zustand vor dem Stoß ist 
auch nachher die Bewegung der Molekeln nach jeder 
Richtung des Raums gleich wahrscheinlich. 

Es genügt in den meisten Fällen, und es verein 
facht die mathematische Behandlung bedeutend . - tat 
sächlich wurde es anfangs von seiten der Forscher auch 
stets so gepflogen, und wir werden uns im folgenden 
ihnen darin anschließen -, wenn man allen Molekeln 
eine bestimmte Geschwindigkeit zuschreibt. Dies 
ist aber nur ein Mittelwert aus allen möglichen Ge 
schwindigkeiten, welche nach einem bestimmten Gesetz 
über die Molekeln verteilt sein müssen." 

§ 61. Boyle-Charles sches Gesetz. 
Ein Gas, welches sich in keinem Gefäß befindet 

und keiner äußeren Kraft, wie etwa der Schwere, unter 
worfen ist, muß sich nach der kinetischen Theorie immer 
weiter zerstreuen. Befindet es sich aber in einem all 
seits geschlossenen Gefäß, so ist die Folge davon, daß 
von den Molekeln beständig Stöße auf die Gefäß 
wand ausgeübt werden. Indem diese wegen der großen 
Zahl der Molekeln sehr rasch aufeinander folgen, be 
wirken sie den Eindruck eines kontinuierlichen 
Druckes. Damit dieser, sowie der ganze Zustand des 
Gases konstant bleibt, ist es nötig, daß ebensoviel 
Molekeln von der Wand in das Gas zurückfliegen, als 
gegen die Wand stoßen. Es wird dies am leichtesten 

J ä '?'er. Theoretische Physik II. 9 
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erfüllt, wenn wir annehmen, die Gasmolekeln werden 
von der Wand nach den Reflexionsgesetzen zurück 
geworfen, was ja bei vollkommen elastischen Kugeln und 
einer absolut starren Wand tatsächlich der Fall ist. 

,,Wirkt auf einen Körper eine Kraft so ist das 
Maß derselben die Bewegungsgröße, welche in 
der Zeiteinheit auf den Körper übertragen wird 
(Bd. I, § 11). Stößt ein Molekel von der Masse m mit 
einer Geschwindigkeitskomponente u senkrecht gegen die 
Wand, so hat sie nach dem Stoß ebenfalls senkrecht 
gegen die Wand die Geschwindigkeit -u. Es muß 
also während des Stoßes auf die Molekel ein Gegen 
druck ausgeübt werden, welcher sie vollständig zur 
Ruhe bringt, ferner muß ein weiterer Gegendruck vor 
handen sein, welcher ihr die Geschwindigkeit - u er 
teilt. Die Molekel empfängt also von der Wand die 
Bewegungsgröße 2 m u. Dieselbe Bewegungsgröße, nur 
entgegengesetzt gerichtet, hat aber auch die Wand nach 
dem Gesetz der Gleichheit von Wirkung und 
Gegenwirkung von der Molekel erhalten." 

Eine Molekel besitze die Geschwindigkeit c mit den 
Komponenten ~, 17, l;. Es ist also 

~2 + 172 + 1;2 = c2. 
In der Volumeneinheit seien N1 Molekeln vorhanden 
von der Geschwindigkeitskomponente ~. Es werden 
daher N1 ~ solcher Molekeln gegen die Flächeneinheit 
einer Wand fliegen, welche senkrecht zur x-Achse steht. 
N1 ~ Stöße erhält davon die Wand in der Sekunde und 

N 1 ~ • 2 m ~ = 2 N 1 m ~2 
ist daher die Bewegungsgröße, welche die Wand emp 
fängt. Bilden wir die Summe über sämtliche Molekeln, 
so erhalten wir den Druck 
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p = .2 2 N1 m e2 = 2 2 N1 m ri2 = 2' 2 N1 m (2, 
da wegen der gleichen Verteilung es ebensoviel gleich 

. große fJ und C als e geben muß. Es ist demnach 
2' 2 N1 m (;2 + 1'}2 + (2) - 2 m c2 2N 

P= 3 - -3- i • 

Überlegen wir nun, daß die Hälfte der Molekeln 
positive, die andere negative ~ usw. besitzt, so fliegen 
gegen die Wand, wenn N die Zahl sämtlicher Molekeln 

. N 
in der Volumeneinheit ISt, 2· Molekeln. Es ist daher 

2'N1 = ~, folglich 
Nmc2 

p=-3-· (55) 

Enthält unser Gefäß vom Volumen v n Molekeln, 

so ist N = !:_ , folglich· 
V 

n m c 
p~=-3-· (56) 

Dies ist der Inbegriff des Boyle-Charlesschen 
Gesetzes, welches wir nach Gleichung (37) in der Form 

pv=RT 
kennen gelernt haben. Da für eine bestimmte Gasmenge 
die Zahl n der Molekeln, als auch die Masse m einer 
Molekel konstant ist, so muß c2 proportional der abso- 

1 t T tu . m c2 . di ki . E . u en empera r sein. -
2
- 1st e netische • uergie 

· M 1 k 1 d n m c2 • einer o e e un -
2
- jene des g·anzen Gases. Das 

ist gleichzeitig die im Gas enthaltene Wärmemenge. 
9* 
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§ 52. Regel von Avogadro - Gesetze von Gay-Lussac 
und Dalton - Geschwindigkeit der Molekeln. 
Es läßt sich zeigen, daß für Gase von gleicher 

Temperatur die lebendige Kraft der Molekeln gleich ist. · 
Wir haben deshalb die Gleichung 

2 2 m c m1 c1 k 
-2-=-2- = ' 

. wenn m und c dem einen, m1 und Ci dem andern Gas 
angehören. Stehen daher Gase von gleicher Temperatur 
auch unter demselben Druck, so muß 

Nmc2 N1m1cr 
p=-3-= 3 =···, 

daher 
N= Nl = ... 

sein. Gase unter gleichem Druck haben bei der 
selben Temperatur in gleichen Räumen gleich 
viel Molekeln. Es ist dies Avogadros Regel, 
welche hier als eine Folge der kinetischen Gas 
theorie erscheint. 

Nach Gay-Lussac stehen zwei eine che 
mische Verbindung eingehende Gasmengen, 
bezogen auf gleichen Druck und gleiche Tem 
peratur, untereinander sowie zur Menge der 
Verbindung in Verhältnissen, welche durch ein 
fache ganze Zahlen dargestellt werden. Es folgt 
dies unmittelbar aus Avogadros Regel und Daltons 
Theorie, nach welcher die Molekeln einer chemischen 
Verbindung aus ganzen Zahlen von Atomen der sie 
bildenden Elemente bestehen. 

Haben wir mehrere Gase in einem Gefäß, deren 
Molekelzahlcn in der Volumeneinheit N1, N2 ••• sind, 
so ist die Gesamtzahl der Molekeln in der Volumeneinheit 
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N = N1 + N2 + ... und der Druck 
p = f N k = t N1 k + i N2 k + .. · = P1 + P2 + · .. , 
wenn wir mit p1, p2 ••• die Drucke bezeichnen, welche 
die einzelnen Gase für sich im Gefäß erzeugen würden. 
Es ist der Gesamtdruck eines Gasgemenges 
gleich der Summe der Partialdrucke der ein 
zelnen Gase ein Gesetz, welches Dalton fand. 

Setzen wir Nm = e, so haben wir unter e die 
Masse der Volumeinheit, d. i. die Dichte des .Gases, 

(! c2 
zu verstehen. Wir haben sonach p = - oder 

3 
2 3 p 

C =-. 
(2 

Da aber Druck und Dichte eines Gases bestimmbar. 
ist, so ist uns damit auch die Geschwindigkeit der 
Gasmolekeln gegeben. Wir finden so für Sauerstoff 
461 m, Stickstoff 492 m, 'Wasserstoff 1844 m. Diese 
Zahlen gelten für die Temperatur des schmelzenden 
Eises, und sie wachsen proportional der Wurzel 
aus der absoluten Temperatur. Wir haben es 
sonach mit Geschwindigkeiten zu tun, welche jene der 
Geschosse unserer modernen Feuerwaffen zum Teil weit 
übertreffen. 

§ 53. Abweichungen vom Boyle-Charlesschen Gesetz 
- Zustandsgleichung von van der Waals. 

Nach dem Boyle-Charlesschen Gesetz muß mit 
wachsendem Druck das Volumen des Gases beständig 
kleiner werden, bis es bei unendlich hohen Drucken 
schließlich Null wird. Dasselbe müßte man auch bei 
endlichen Drucken erreichen, wenn die Temperatur bis 
zum absoluten Nullpunkt sinkt. Die Erfahrung lehrt 
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jedoch, daß man .Gase nur bis zu einer gewissen 
Grenze komprimieren kann, wie groß man auch den 
Druck wählt. Wir erklären uns das so, daß wir uns 
die Molekeln nicht als Massenpunkte, sondern, wie wir 
bereits früher annahmen, als kleine vollkommen elastische 
Kugeln vorstellen. Ist nun das Gas so stark kompri 
miert, daß die Molekeln einander berühren, so 
füllen sie den ihnen zu Gebote stehenden Raum aus 
und lassen sich nicht weiter zusammendrücken. Das 
besagt, daß infolge des Volumens der Molekeln 
der Bewegung einer einzelnen nicht der ganze Gefäß. 
raum zur Verfügung steht. Der Einfluß des Mole 
kular-Volumens auf das Boyle-Charlessche Gesetz 
konnte bis jetzt strenge noch nicht ermittelt werden. 
Es genügt jedoch, für nicht zu hohe Drucke das Volu 
men v um eine konstante Größe b zu vermindern, 
welche sich als das vierfache Molekularvolumen 
ergibt. Das heißt: das Volumen, welches die Molekeln 
wirklich mit Materie ausfüllen, entspricht in seinem 
vierfachen Wert der Größe b. Die Zustandsgleichung 
verändert sich dadurch in 

(57) 
nmc2 

p(v-b)=--. 
3 

Wir müssen aber noch einen zweiten Einfluß in 
Rechnung ziehen. Bisher nahmen wir nämlich an, daß 
die Molekeln gar keine Kräfte aufeinander ausüben. 
Diese Annahme ist jedoch sehr willkürlich. Es liegt 
im Gegenteil nahe, den Molekeln Anziehungskräfte 
zuzuschreiben, da ja sonst ein Verflüssigen der Gase 
und ein Überführen in den festen Zustand bei 
abnehmender Temperatur kaum denkbar wäre. Wir 
haben von den Kräften anzunehmen, daß sie nur dann 
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wirksam sind, wenn die Molekeln einander sehr nahe 
kommen. Damit ist die Möglichkeit gegeben, daß bei 
einem Zusammentreffen von mehr als zwei Molekeln 
eine Konstellation eintritt, bei welcher zwei Molekeln 
dauernd zusammenbleiben und eine sogenannte 
Doppelmolekel bilden. Durch die Anziehungs 
kräfte wird also die Gesamtzahl der sich als Einzel 
individuen bewegenden Molekeln verringert, was nach 
Gleichung (56) einer Verminderung des Drucks 
gleichkommt, Auch diese Abweichung vom Boyle 
Charlesschen Gesetz ist erfahrungsgemäß vom Volu 
men abhängig. Sie verschwindet bei sehr großer 
Verdünnung des Gases. Für diesen Fall haben wir 
also anzunehmen, daß nur einfache Molekeln vor 
handen sind. Das gilt auch für sehr hohe Tempe 
raturen, was ohne weiteres verständlich ist. Mit 
wachsender Temperatur nimmt die Energie der Molekeln 
zu und erschwert so die Vereinigung zu Doppelmolekeln. 
Die Zahl der Molekeln in einem verdünnten Gas von 
hoher Temperatur sei n0 • Verdichten wir es allmäh 
lich, so treten die Abweichungen auf, welche mit 
abnehmendem Volumen und. sinkender Tempe 
ratur immer stärker ins Gewicht fallen. Wir werden 
daher die Zahl der jeweilig vorhandenen Molekeln durch 

11 = Do ( 1 - Vl~) 
darstellen können. Wird v und T genügend groß, so 

k kann v T gegen Eins vernachlässigt werden, d. h. wir 

merken keine Abweichung vom Boyle-Charlesschen 
Gesetz, während mit abnehmendem v und T auch n, 
wie es die Erfahrung verlangt, immer kleiner wird. 
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Demnach erhalten wir aus Gleichung (57) 

n0 m c2 ( k) p(v-b)=-3- 1-vT • 

Es ist zu bemerken, daß sowohl b gegen v als auch /T gegen Eins ldein sein muß, da. wir sonst nicht so 

ein.fache Funktionen voraussetzen können. Es ist somit 
die Annahme 

n0 m c2 k n0 m c2 
p = 3 (v - b) - 3 v2 T 

erlaubt, wobei wir höhere Glieder nicht in Betracht 

ziehen. ;
2 
ist eine konstante Größe; wir können daher 

kn0mc2 

3T =a 

setzen und die Gleichung in die Form 

( 5 8) ( p + ;2) ( v - b) = R T 
bringen. Dies ist die Zustandsgleichung der Gase, 
welche zuerst von van der Waals, jedoch mittels 
anderer Erklärungsweise aufgestellt wurde. Sie ist um so 
wertvoller, als sie noch für viel höhere Drucke, als 
man nach der theoretischen Betrachtung' glauben sollte, 
gültig ist, ja von van der Waals selbst auch für 
die Verflüssigung der Gase angewandt wurde. Sie 
zeichnet sich durch Einfachheit aus, da sie m die Zu 
standsgleichung idealer Gase nur die zwei neuen 
Konstanten a und b einführt. 
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§ 54. Krttiaohe Temperatur - kritischer Druck - 
kritisches Volumen. 

Wir können die Gleichung (58) in die Form 
p vs - (p b + R T) v2 + a v - ab = 0 

bringen. Sie ist somit bezüglich des Volumens v eine 
Gleichung 3. Grads. Eine solche hat drei Wurzeln, 
von welchen entweder alle reell, oder eine reell 
und die beiden andern imaginär sein können. 
Wir veranschaulichen uns dies am besten durch die 

.H ff 
Fig. 45. 

graphische Darstellung (Fig. 45), indem wir die Volu 
mina als Abszissen, die Drucke als Ordinaten in ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem eintragen. Tun wir 
das bei verschiedenen Temperaturen, so erhalten wir 
eine Schar von Isothermen. Bei tiefen Tempera 
turen, für welche die Kurven ein Minimum bei E und 
ein Maximum bei F haben, erhalten wir drei mö g 
liche Werte des Volumens, wenn wir innerhalb des 
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Druckunterschieds EF eine zur v-Achse parallele 
Gerade ziehen. Diese schneidet die Kurve in drei 
Punkten, welche die drei Wurzeln der Gleichung er 
geben. Es lassen sich aber nicht alle drei Wurzeln 
realisieren. Zwischen E und F haben wir nämlich 
einen labilen Zustand, indem bei wachsendem 
Druck auch das Volumen wachsen soll, was nicht 
ausführbar ist; sondern, wenn wir das Gas kompri 
mieren, beginnt es sich beim Punkt C zu verflüs 
sigen. Wir haben dann gleichzeitig zweierlei Zu 
stände, den flüssigen und gasförmigen, und die 
Strecke BG = CH veranschaulicht den Druck des 
gesättigten Dampfes. Während wir also von C an 
das Volumen weiter verkleinern, bleibt der Druck kon 
stant. Es verläuft die Volumsänderung längs der 
Geraden C B. In B ist aber nur noch Flüssigkeit vor 
handen. Es muß dann für weitere Volumsverminde 
rungen der Druck gleich beträchtlich steigen. 

Es wäre verfehlt, nach dem Bisherigen zu glauben, 
daß das Stück BC der Kurve völlig wertlos sei. Bei 
der nötigen Vorsicht ist _es möglich, den Punkt C zu 
passieren, ohne daß Verflüssigung eintritt. Wir haben 
dann einen übersättigten Dampf. Dasselbe ge 
schieht beim umgekehrten Durchlaufen der Kurve im 
Punkt B. Wir sprechen dann von einer überhitzten 
Flüssigkeit. 

Je höher die Temperatur wird, desto mehr nähern 
sich die Punkte B, J und C, bis sie schließlich zu 
sammenfallen. Für diesen Punkt sind somit alle drei 
Wurzeln der Gleichung gleich groß. Steigern wir 
die Temperatur noch mehr, so erscheint nur noch 
eine reelle Wurzel. Die Temperatur der drei gleichen 
Wurzeln nennt man die kritische Temperatur. 
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Sie ist nämlich die Grenztemperatur, für welche 
die Verflüssigung eines Gases noch möglich ist. 
Gleicherweise nennen wir auch das Volumen und den 
Druck, welcher dem Punkt der drei gleichen Wurzeln 
entspricht, das kritische Volumen und den kri 
tischen Druck. 

Die Maxima und Minima der Kurven sind durch 

die Gleichung !~ = 0 gegeben. Nach Gleichung (58) 

haben wir also 
p + ~ _ 2a(v - b) = 0 v2 vs . (59) 

Es ist das die Gleichung der Kurve KELFM, welche 
die Minima bezgl. Maxima der Isothermen verbindet. 
Sie hat wieder ein Maximum, welches gleichzeitig der 
kritische Punkt ist. Wir erhalten sonach das kri- 

tische Volumen v1, wenn wir für Gleichung (59) dp =0 
dv 

setzen. Dies ergibt 
6a(v1 - b) _ 4a = 0 vf vj 

daher v1 = 3 b . 
Die Gleichungen (58) und (59) lassen jetzt mit 

Hilfe des Wertes v1 auch den kritischen Druck 
a 

P1 = 27 b2 
und die kritische Temperatur 

Sa 
T1=27bR 

ermitteln. 
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Machen wir die kritischen Werte zur Einheit, 
d. h. setzen wir 

v = wv1 = 3bro, 
a 

p = n P1 = 27 b2 n, 
Sa 

T = r T1 = 27 b R -r, 
so verwandelt sich die Zustandsgleichung in 

( n + !2) (3 w - 1) = 8 f • 
Es haben alle Körper dieselben Isothermen, 
wenn wir als Maßeinheiten des Drucks, des 
Volumens und der Temperatur deren kritische 
Werte nehmen. 

§ 55. Spannungs- und Ausdehnungskoeffizient. 
Schreiben wir das _Boyle-Charlessche Gesetz in 

der Form 
p v = Po v0 (1 + lX t) , 

so wird bei konstantem Volumen v0 
p = Po (1 + ex t) ' 

und wir nennen IX den Spannungskoeffizienten. 
Lassen wir hingegen den Druck konstant, so heißt 
analog in der Gleichung 

. V= v0 \1 + (X t) 
ex der Ausdehnungskoeffizient. Für ideale Gase 
sind somit diese beiden Koeffizienten identisch, 
nicht aber für wirkliche Gase. Wir wollen daher den 

p-po d Spannungskoeffizienten mit lXp = --- , en Aus- 
Pot 
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. . v-v0 • . 
. dehnungskoeffizisntsn mit (Xv = -- bezeichnen. Nach 

V0 t 
Gleichung (58) ist 

(p + ;2) (v - b) = RT = R1 (1 + (X t) , 
wenn wir R1 = 2 7 3 R setzen. Gleicherweise ist 

( Po + ;2) ( v - b) = Ri · 
Subtrahieren wir beide Gleichungen voneinander, so 

(p - p0) (v - b) = Ri (X t = (Po + :2) (v - b) (X t, 
daher 

(XP = p - Po = ( 1 + _a_)(X • 
Pot , Po V2 

Für ein bestimmtes Volumen ist also der Span 
nungskoeffizient eine konstante Größe, doch ist 
er immer größer als sein idealer Wert. Erst 

wenn das Volumen v groß wird, kann -. _a_ vernach- 
Po v2 

lässigt werden und wir erhalten (XP= (X. Der Um 
stand, daß für Wasserstoffgas a verschwindend klein ist, 
macht dieses Gas geeignet zur Bestimmung des idealen 
Spannungskoeffizienten (X. · 

Nicht so einfach wie der Spannungskoeffizient läßt 
sich der Ausdehnungskoeffizient (Xv .finden. Wir müßten 
zu diesem Zweck v und v0 aus Gleichungen vom 3. Grad 
bestimmen und würden so zu sehr komplizierten, un 
übersichtlichen Ausdrücken kommen. Für bestimmte 
Grenzen der Temperatur und des Drucks lassen sich 
jedoch Vereinfachungen einführen, so daß die Aus- 
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drücke handlicher werden. Für Wasserstoff z. B. wird, 
da a = 0 gesetzt werden kann, 

· av = ( 1 - !Ja , 
mithin av < ap . Bei anderen Gasen findet das Gegen 
teil statt. 

§ 56. Spezifische Wärme. 
Die in einem Gas enthaltene Wärmemenge ist die 

gesamte kinetische Energie der Molekeln. Wir betrachten 
die Masseneinheit des Gases, für welche n m = 1 ist. 
Sonach wird nach Gleichung (56) 

c2 
pv=3 

und die im Gas enthaltene kinetische Energie 
c2 
2=ipv. 

Bekanntlich ist 

2 
daher 00t die Zunahme der gesamten Energie des Gases 

bei einer Temperaturerhöhung um 1 ° C. Lassen wir 
dabei keine V olumsändernng eintreten, so ist 

2 r = Co X A 
2 

die spezifische Wärme bei konstantem Volumen, 
wenn A das kalorische Äquivalent der Arbeit ist. Bei 
konstantem Druck gilt für das Gas 

v = v0 (1 + a t). 
Die Zunahme für einen Grad ist v0 a, wobei die äußere 
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Arbeit p v0 IX zu leisten ist. Das entspricht der Wärme 
menge A p v0 IX. Um diesen Wert ist also die spezi 
fische Wärme bei konstantem Druck I größer 
als jene bei konstantem Volumen. Es ist somit 

Ac5iX Ac5iX + Ac51X 
I'=-2-+APVolX=-2- -3- 

05 
-==fAiX2 

und 
r =½• 
r 

In Wirklichkeit ist aber nur für wenige Gase, die 
sogenannten einatomigen, wie z. B. für Quecksilber 
dampf, Argon, Krypton, Xenon, das Verhältnis der 
spezifischen Wärmen f. Das rührt davon her, daß 
wir bei den meisten Gasen die Molekeln nicht als 
Kugeln von vollkommen glatter Oberfläche auffassen 
dürfen, sondern als kompliziertere Gebilde. Dem 
zufolge besitzen sie nicht nur eine fortschreitende 
Bewegung, sondern auch eine drehende, sowie eine 
innere Bewegung, wie z. B. Schwingungen der 
die Molekeln bildenden Atome. Wir haben daher 
einen Unterschied zwischen der Gesamtenergie H und 
der Energie der fortschreitenden Bewegung K 
der Molekoln zu machen. Für die Masseneinheit des 
Gases ist 

2 
K=A Co' 

2 
hingegen 
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wobei k von jenem Teil der En ergie herrüh rt, der ni cht 
in der fortschreitenden Bewegung liegt. Ferner ist 

Aac5 I'= y + Apv0a = f-2- + k x , 
c2 

indem wir y = A a -f + k a setzen müssen. 
Aus diesen 

Überlegen wir, 

muß, so folgt 

Gleichungen findet man leicht 

; =l+t!• 
K 

daß - zwischen Null und Eins liegen 
H 

r 
1 <- <¾, r 

was sich ausnahmslos in der Erfahrung bestätigt. 

§ 57. Stoßzahl und mittlere Weglänge der Molekeln. 
Wir betrachten die Molekeln als kleine Kugeln 

vom Durchmesser a. Alle sind nach den verschiedensten 
Richtungen des Raums in geradliniger. Bewegung be 
griffen. Es muß sich folglich ereignen, daß eine Molekel 
mit anderen zusammenstößt. Die Zahl der Zusammen 
stöße, wel ehe eine Mol ekel in der Sekunde erfährt, 
wollen wir berechnen. Wir denken uns zu dem Zweck 
erst alle Molekeln in Ruhe bis auf eine, welche 
sich mit der Geschwindigkeit c bewegt. Stößt sie mit 
einer anderen zusammen, so ist die Entfernung der 
Mittelpunkte beider gleich dem Durchmesser a einer 
Molekel. Wir werden also denselben Effekt erreichen, 
wenn wir uns die ruhende Molekel als Punkt, hingegen 
die sich bewegende als eine Kugel vom Radius a denken 
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Ei ne solche Kugel hin terl äßt al s Spur einen Zylinder 
vom Querschnit t :n a2 und der Länge c per Sekunde. 
In der Sekunde fegt unsere Kugel also einen Raum :n a2 c 
ab. In diesem. Raum befinden sich N :n a2 c Gasmolekeln, 
falls N die Zahl der Molekeln in der Volumeneinheit ist. 

Z = N :na2c 
ist daher die Zahl der Zusammenstöße, welche die 
wandernde Molekel erfährt. 

Dieselbe Betrachtungs 
weise können wir für den 
Fall festhalten, daß alle 
Molekeln in Bewegung 
sind; nur haben wir dann 
anstatt c die mittlere re la- 1 

tive Gesch windig koi t r 
einzusetzen , welche eine 
Molokel gegenüber den andern 
hat. Bilden die Bewegungs- Fig. 4a. 
richtungeu zweier Molekoln 
den Winkel ,& (Fig. 46), so ist die relative Geschwindig 
keit r gegeben durch 

r2 = c2 + c2 - 2 c2cosr} = 2 c2 (1 - cosr}). 
Die Zahl sämtlicher Geschwindigkeiten sei N. Sie ver 
teilen sich gleichmäßig nach allen Richtungen des Raums. 
Wir können sie uns zum Zweck der Rechmmg als 
Radien einer Kugel vorstellen, welche gleichmäßig ver 
teilt die Kugeloberfläche treffen. Auf die Flächonoinheit 

der Kugel gehen demnach - N 2 solcher Radien. Auf 
4:nc 

einer Kugelzone 2 :n c2 sin {) d {} liegen die Geschwindig 
keiten, welche mit der Richtung O A den Winkel {) ein 
schließen. Ihre Zahl ist 

Jäger, Theoretische Physik: II, 10 
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2 n N c 2 sin {} d ,{J N . _,.. _,.. ------ = - SIIlv d v 
4nc2 . 2 

und ihre Gesamtsumme 

;sin,?d,?f2 c2 (1 - cosß) - cN sin,?d,? f 
2
cos{} 

= cN sinß sin~ dß = 4 cN sin2~cos {} d~ 2 . 2 2 2 
Bilden wir nun durch Integration die Summe über die 
ganze Kugelfläche und dividieren wir durch die Gesamt 
zahl N der Geschwindigkeiten, so erhalten wir die 
mittlere relative Geschwindigkeit. Diese ist somit 

[ 

• 3 ,{}]:n: 
:n: {} ,{} ,& sm·2 4c 

r = 4cfsin2-2cos2a.2 = 4c -3- 0 
= 3 · 

0 
Es ist demnach die Zahl der Zusammenstöße einer 
Molekel in der Sekunde 

Z = tN na2c. 
Dividieren wir den Weg c, welchen die Molekel in der 
Sekunue zurücklegt, durch die Zahl der Zusammenstöße, 

. so erhalten wir die mittlere Weglänge, d. i. den 
Weg, welchen die Molekel im Durchschnitt zwischen zwei 
Zusammenstößen zurücklegt, 

A. = 3 
4N na2 

§ 68. Innere Reibung. 
Bewegen sich zwei einander berührende parallele Gas- 

- schichten mit verschiedener Geschwindigkeit, so 
übt die schnellere auf die langsamere eine Beschleunigung, 
diese auf jene eine Verzögerung aus. Es wird somit 
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ß·ewegungsgröße von der schnelleren an die 
langsamere Schichte abgegeben, u. z. wird durch 
die Flächeneinheit der Schichte die Bewegungsgröße 

du 
H=-17dz (60) 

per Sekunde getragen. Das heißt, R ist die Kraft, 
welche die schnellere Schichte auf die Flächeneinheit 
der langsameren ausübt. Wir bezeichnen diese Kraft 
mit dem Namen „innere Hei bung" (siehe Bd. I § 64). 

. l R "b l ff' . du · r; nennen wir c en . e1 nngs r o e i z i e n te.n , - 1st das 
dz 

Geschwindigkeitsgefälle senkrecht zur Bewegungs 
richtung der Gasschichte. Verstehen wir unter z die eine 
der Koordinaten eines rechtwinkligen Koordinatensystems, 
so bewegen sich die Schichten parallel zur xy-Ebene. 
Den Vorgang der inneren Reibung der Gase nach der 
kinetischen Theorie zu erklären, läuft also darauf hinaus, 
die Möglichkeit des Transports von Bewegungs- · 
g r ö ß e parallel zur z -Achse nachzuweisen. 

Die Bewegungsrichtung der Gasschichten sei parallel 
zur x-Achse. In der Volumeneinheit des Gases seien n 
Molekeln von der Geschwindigkeit t parallel zur x-Achse 
und C parallel zur z-Achse. Durch die Ffächeneinhoit 
der xy-Ebene wird sonach in der Sekunde die Be 
weg·nngsgröße 

R= 2:'nm~'C 

getragen, wobei sich die Summe über alle möglichen 
Werte von ;' und C erstreckt. Die Molekeln, welche die 
xy-Ebcne mit der Geschwindigkeit C passieren, kommen 
aus verschiedenen Schichten. Die aus der Schichte 
mit der Ordinate z stammen, haben die Geschwindigkeit 

10* 
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du 
t=;+u+--;r;z, 

. uu 
wobei sich~ auf die Wärmebewegung, u + -a z ani z 
die· B e weg u n g d er Schichte als Ganzes bezieht. 
Es sei nämlich u die Geschwindigkeit der Schichte in 

du der xy-Ebene, -d konstant. Für die Reibung haben , 
wir also z 

R=~nm(~+u+ ::z);. 
Die Summen ~ n m ~ l; und ~ n m u l; verschwinden wegen 
der gleich großen Anzahl positiver und negativer ~ 
und l; • Es bleibt also nur 

du """' ,- R = - ..:;. n m c,. z. 
cl z 

Ist der Weg, welchen die Molekel nach ihrem lohten 
Zusammenstoß in m (Fig. 4 7) bis zum Passieren der 
xy-Ebeno zurücklegt, r, so besteht die Proportion 

C: c = -z: r, 
daher 

Cr 
Z=--• 

C 

Danach können wir schreiben 
1 du R = -- -Xn m l;2r. 
C d z 

Der Mitte 1 wert von r ist aber fü.r alle , eine k o n - 
staute Größe und zwar gleich der mittleren Weg 
länge Ä. , weshalb 

J. du 
R = -- --~nm (9 

C d z 
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gesetzt werden kann. Nun. ist 
2nm ,2 = p 

gleich dem Druck des Gases, so daß wir leicht nach 
Gleichung (60) für die Größe des Reibungskoeffi 
zienten 

pl Nm c I 
'Yj=-=-- (61) 

C 3 
erhalten, wenn wir den Wert von p 
aus Gleichung (55) benützen. 

Führen wir in Gleichung (61) 
den Wert der mittleren Weglänge 

l = 3 
4Nna2 

ein, so ergibt dies 

--r--fJl----r 

m. 

Fig. 47. 
mc 

rJ = 4n a2 • 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist frei von der Zahl 
der MolekeJn in der Volumeneinheit, d. h. die innere 
Reibung eines Gases ist von dessen Dichte oder, 
was dasselbe ist, vom Druck unabhängig. Dieses 
überraschende von Maxwel l gefundene Resultat bestätigt 
sich tatsächlich innerhalb sehr großer Druckgrenzen. 

Aber noch einen anderen merkwürdigen Aufschluß 
gewährt uns die Theorie der inneren Reibung. Wir 
wissen, daß Nm = e die Dichte des Gases ist, somit 
finden wir nach Gleichung (61) 

Ä=~. ec 
Die Geschwindigkeit der Molekeln ist uns bereits be 
kannt (§ 52), der Reibungskoeffizient und die Dichte 
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sind experimentell bestimmbare Größen. W ir können 
somi t den Zahlenwert der mittleren Weglänge 
angeben und damit auch die Stoßzahl einer Molekel , 
So finden wir für 

Weglänge · Stoßzahl 
Wasserstoff 0 0000 1855 cm 9480 l\Iil1ioueu. 
Sauerstoff 1059 " 4065 )) 

Stickstoff 95U " 4735 ,, 
Kohlensäure 680 " 5510 " Es beziehen sich diese Zahlen auf den Druck einer 

Atmosphäre und die Temperatur oo C. 
§ 59. Wä1·meleitung. 

Haben wir parallel zur z-Achse eines rechtwinkligen 
. dT Koordinatensystems ein Temperaturgefälle - , so 

dz 
fließt beständig von oben nach unten Wärme durch die 
xy-Ebene. Für die Flächen- und Zeiteinheit ist diese 
Wärmemenge 

d'f 
W=-k- . dz ' 

wenn wir k die Wärmeleitungsfähigkeit nennen. 
Nach unserer Auffassung ist nun W nichts anderes als 
eine Energiemenge, welche von oben nach unten getragen 
wird, und wir können deren Größe genau so finden, 
wie den '\Vert der transportierten Bewegungsgröße im 
vorhergehenden Paragraphen. Es trägt jede passie- 

• rende Molekel durch die xy-Ebene die Wärmemenge 

_ - m y ( T O + ! ! z), indem m die lfasse einer Molekel, y die 

spezifische Wärme bei konstantem Volumen und z die 
Höhe jener Schichte bedeutet, aus welcher die .Molekel 
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kommt. Dabei haben wir vorausgesetzt, daß die Tem 
peratur 

ar 
T='l.10+-z dz 

sei. T0 ist also die Temperatur in der xy-Ebene. Wir · 
brauchen somit in den Formeln für die innere Reibung 
nur m durch m y und u durch T zu ersetzen und 
haben unmittelbar die Formel für clie Wärmeleitung 

k = cNml_r == edy. 
3 3 

Es besteht demnach zwischen dem Reibungskoeffi 
zienten und der Wärmeleitungsfähigkeit die enge 
Beziehung 

k=rJY· 
Ferner folgt, daß auch die Wärmeleitungsfähigkeit 
vom Druck des Gases unabhängig ist, und schließ 
lich haben wir auch in der Wärmeleitung ein 1\IitteJ 
den Zahlenwert der mittleren Weglänge kennet~ 
zu lernen. 

§ 60. Größe der l\Iolekeln. 
Komprimieren wir ein Gas durch sehr große Druck 

krälte auf' das kleinste mögliche Volumen, so können 
wir annehmen, daß die Molekeln den Raum V, der 
ihnen zur Verfügung steht, völlig mit Materie ausfüllen. 
Ist das ursprüngliche Volumen Eins, die darin enthaltene 
Molekelzahl N, so wird, da t N n <18 das achtfache 
Molekularvolumon ist, 

V= ¼Nna8• 
Diese Gleichung erlaubt mit Hilfe des Werts der mitt 
leren Weglänge 
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3 
l = 4Nna2' 

den Durchmesser einer Mo lekcl 
a= 8-Vl 

zu finden. Dieses überraschende Resultat verdanken 
wir Loschmidt. Er fand auf diesem Weg für 

Wasser 
Kohlensäure 

a 
44.10-9 cm 
114 

Für ausgedehntere Studien der optischen Erscheinungen 
sind folgende Werke zu erwähnen: 

V. v. Lang: Einleitung in die theoretische Physik. 2. Aufl. 
Braunschweig 1891. 

A_. Beer: Einleitung in die höhere Optik. 2. Aufl. Bearbeitet 
von V. v. Lang. Braunschweig 1882. 

E. Verdet: Vorlesungen über die Wellentheorie des Lichtes. 
Deutsche Bearbeitung von K. Ex n er. Braunschweig 
1881. 

F. Neumann: Vorlesungen über theoretische Optik. Heraus 
gegeben von E. Dorn. Leipzig 1885. 

H. Po iuc ar e: Mathematische Theorie des Lichtes. Deutsch 
von E. Gamlich und W. Jäger. Berlin 1894. 

Für tiefere Studien in der Wärmelehre und kinetischen 
Gastheorie sind folgende Werke zu nennen: 

V. v. Lang: Einleitung in die theoretische Physik. 2. Aufl. 
Braunschweig 1891. . 

C. Christiansen: Elemente der theoretischen Physik, ~- Aufl. 
Leipzig 1910. 
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B. Riemann: Partielle Differentialgleichungen, angewendet 
auf physikalische Fragen. Herausgegeben von Hatten 
dorf. Braunschweig 1876. 

R. Clausius: Die mechanische Wärmetheorie. Braunschweig 
3 Bde. 1879-91. 

- - Die kinetische Theorie der Gase. Herausgegeben von 
M. Planck und C. Pulfrich. Braunschweig 1889 bis 
1891. 

H. Pni n c ar e: Thermodynamik. Deutsch von W. Jäger 
and E. Gamlich. Berlin 1893. 

0. E. Meyer: Die kinetische Theorie der Gase. 2. Auflage. 
Breslau 1899. 

L. Boltzmann: Vorlesungen über Gastheorie. 2 Bde. 2. Aufl. 
Leipzig 1910 und 1912. 

J. D. van der Waals: Die Kontinuität des gasförmigen 
und flüssigen Zustandes. 2. Aufl. Leipzig 1899. 

I 

J ä g er, Theoretische Physik II. 
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Theorie der Elektrizität 
und des Magnetismus 

von 

Dr. J. Classen 
Professor am physikalischen Staatslaboratorium zu Harnburg 

Zwei Bände. In Leinwand gebunden M. 12.- 

I. Elektrostatik und Elektrokinetik. Mit 21 Fig. 
[Sammlung Schubert Bd. XLI.] (X, 184 Seiten.) 
In Leinwand geb. M. 5.-. 

II. Magnetismus und Elektromagnetismus. 
53 Figuren. [Sammlung Schubert Bd. XLII.] 
251 Seiten.) In Leinwand geb. M. 7.-. 

Mit 
(IX, 

Die Darstellung sucht, von möglichst. einfachen und klar formulierten 
Grunderscheinungen ausgehend, eine klare, streng mathematische Theorie 
der gesamten elektrischen und magnetischen Erscheinungen im Sinne der 
Maxwellschen Theorie zu geben. Im I. Bande wird von den einfachen 
elektrostatischen Erscheinungen ausgegangen und die mathematische 
Formulierung und Einführung des Vektorflusses und der Induktion durch 
eine hydrodynamische Analogie nach Max~ell verständlich gemacht. An 
die Theorie der Elektrostatik schließt sich die Behandlung der stationären 
elektrischen Ströme an, und dann folgen die elektrochemischen und die 
thermoelektrischen Erscheinungen. In der Darstellung wird stets erst die 
Theorie auf Grund einfacher Erfahrungstatsachen entwickelt, und dann 
folgen Angaben über die Bestätigung der theoretischen Schlüsse durch die 
Erfahrung. Der II. Band bringt in gleicher Behandlungsweise zunächst 
die Theorie des Magnetismus, der in Parallele zur Elektrostatik gestellt 
wird. Dann folgt die Ableitung der elektromagnetischen Erscheinungen 
und die Theorie nicht stationärer Ströme, der elektrischen Schwingungen 
und der Wechselströme. Auch hier wechseln rein theoretische Ent 
wicklungen und • die Vergleiche mit der Erfahrung miteinander ab. 
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Thermodynamik 
von 

Dr. 'W. Voigt 
Prof. der theoretischen Physik a. d. Universität Göttingen 

Zwei Bände. In Leinwand geb. M. 20.- 

I. Einleitung: Thormom~trie, Kalorimetrie. Wärme 
leitung. - Erster Teil: Thermisch-mechanische 
Umsetzungen. Mit 43 Figuren. [Sammlung Schubert 
sa. XXXIX.] (XV, 360 S.) In Leinw. geb. M. 10.-~ 

II. Zweiter T~il: Ther~isch-chem~scho Umsetzungen. 
Dritter Teil: Therm1sch-elektr1sche Umsetzungen. 
Mit 44 Fig. u. 1 Kurventafel. [Sammlung Schubert, 
Bd. XLVIII.] (XI, 370 S.) In Leinw. geb. M. 10.-. 
Das Werk behandelt die Thermodynamik im weiteren Sinne des Wor• 

tes nicht nur - wie man nach dem 'Eitel vielleicht vermuten könnte - 
dei~ ehemals als '..'mec~iani.sche Theorie" bezeichneten Teil der Wärmelehre. 
Der (früher gebräuchlichen) Absonderung der sogenannten mechanischen 
Wärmetheorie" von dem Gesamtgebiet lag die Vorstellung •~ugrunde, daß 
es Vorgänge in der Natur gäbe, bei denen nur thermische Veränderungen 
sich abspielten; zu diesen wurden insbesondere die Erscheinungen der 
Wiirmeleitun~ m~d _-strahlung ~erechnet. Man weiß jetzt, daß jene Be 
trachtungsweise rrng ist, daß iede thermische Veränderung mit anders 
artigen Vorgängen verknüpft ist, und daß das volle Verständnis einer 
jeden von 1hn~n nur durch Anwendung der Prinzipien der allgemeinen 
'l'hennodynam1k oder mechanischen Wärmetheorie zu gewinnen ist. 

Gemäß dieser Sachlage sind. denn die Grenzen der Thermodynamik 
im vorliegenden W orke so weit gezogen, daß im wesentlichen alle Er 
scheinungen, bei denen thermische Veränderungen eintreten, umfaßt sind. 
Der erste Band behandelt die rein thermlsch-mechantscheu Umsetzungen, 
d. h. solche, bei denen die Konstltuüon des betrachteten Körpers sich 
nicht ändert und die Wechselwirkungen sich ausschließlich zwischen ther 
mischen und mechanischen Vorgängen abspielen. Hier findet sich neben 
der sogenannten Thermooluatlzltüt auch die thermodynamische Theorie 
der Wärrneleltung 

Der zweite 111111<1 umfaßt die thermlsch- chemischen Umsetzungen, 
bei denen nebeu mechanischen Wirkungen Änderungen der Konstitution 
oder des Aggreg:ttzusturnles eintreten; weiter die tbermiach-elektrischen 
Umsetzungen, bei denen rein thermische oder thermo-chemische Vorgänge 
mit elektrischen verknüpft sind; endlich dio thermodynamische Theorie 
der Wärmestrahlung, die an die elektrische Strahlungstheorie anknüpft. 
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Zll1ölf Uorlesun2en 
Ober die natur des Lichtes 

von 

Dr. J. Classen 
Professor am physikalischen Staatslaboratorium zu Hamburg 

Mit 61 Figuren 

In Leinwand gebunden M. 4.- 

In diesen Vorlesungen, die im Winter 1904/05 im 
Auftrag der Oberschulbehörde in Hamburg vor einem 
gebildeten Laienpublikum gehalten wurden, hat der Ver 
fasser den Versuch gemacht, in allgemeinverständlicher 
Weise an der Hand einer Reihe von Experimenten die 
Begründung der Wellentheorie des Lichtes und ihrer 
Weiterentwicklung zur Auffassung der Lichtwellen als 
elektrische Erscheinungen, also die Begründung dessen, 
was wir heute die elektromagnetische Lichttheorie 
nennen, darzustellen. Da ein derartiger Versuch bisher 
noch wenig gemacht sein dürfte, unseres Wissens wenig 
stens noch nirgends veröffentlicht ist, so hoffen wir, daß 
das Buch in den Kreisen der Gebildeten, die Freude 
daran haben, einen Blick in die Werkstatt der physika 
lischen Wissenschaft zu tun1,fr · ehe Aufnahme findet. 
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