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Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Buch enthlt im \)\'Irese‘?ltlichen dasjenige, was
als die erste Hiilfte des Lehrfaches ,Mechanik* im Winter des ersten
Studienjahres an der Technischen Hochschule zu Hannover vorge-
tragen wird. Der Studienplan der Hochschule ist so eingerichtet, daf}
die Vortrige iiber Mechanik erst beginnen, nachdem die Studierenden
etwa 2!/2 Monate lang Differential- und Integralrechnung gehort
haben. Auf Grund dieser Anordnung kann in den Vortriigen iiber
Mechanik von den Grundbegriffen der Differential- und Integral-
rechnung Anwendung gemacht werden. Dieser Vorgang kommt nicht
nur der Mechanik, sondern auch dem mathematischen Unterrichte
zu statten, weil dessen Ergebnisse durch die Anwendungen, die sie
in der Mechanik finden, geiibt und befestigt werden.

Besonderes Gewicht wurde auf Einfachheit und Anschaulich-
keit gelegt, sowie auf allmihlichen Uebergang vom Leichten zum
Verwickelteren. Allen wichtigen Siitzen sind erliuternde Beispiecle
aus dem praktischen Leben und aus der Technik in kleinerem
Drucke beigefiigt.

Der vorliegende erste Teil der Vortriige iiber Mechanik be-
handelt die Mechanik des Punktes und des starren Korpers. Die
Mechanik der elastischen und der fliissigen Korper soll einen zweiten
Teil, die allgemeine (analytische) Mechanik einen dritten Teil bilden,
withrend eine eingehendere Elektrizititslehre vom Verfasser bereits
1892/93 herausgegeben wurde.

Bei der Ahfassung des Buches ist auf Angabe®der Quellen, auch
der geschichtlichen, groBtenteils verzichtet worden; doch sei hervor-
gehoben, dal mir das Lehrbuch der technischen Mechanik von
A. Ritter in Aachen, meinem hochverehrten Lehrer, in vielen
Beziehungen ein Vorhild gewesen ist. Diejenigen Stellen, an denen
ich Ritters Werk unmittelbar benutzte, sind im Buche angegeben.



18% Vorwort.

Auch dem Lehrbuche der technischen Mechanik von Oscar Hoppe
in Clausthal verdanke ich wertvolle Anregung.
Den Schlufl des Buches hildet ein alphabetisches Verzeichnis

der in den Formeln benutzten Buchstaben, sowie ein alphabetisches
Inhaltsverzeichnis.

Hannover, im Januar 1896.

KCth

Vorwort zur zweiten Auflage.

Mit Ricksicht auf die freundliche Aufnahme, welche diesem
Buche bei seinem ersten Erscheinen zuteil geworden ist, habe ich
bei der Bearbeitung der zweiten Auflage den Hauptplan der ersten
Ausgabe beibehalten.

Die Einfachheit und Anschaulichkeit der Behandlung des Stoffes
habe ich zu verbessern gesucht durch Hinzufiigung einiger neuen Holz-
schnitte, durch Verbesserung solcher Figuren, die nicht nach Wunsch
ausgefallen waren, sowie durch zahlreiche kleine Aenderungen und
Erginzungen im Texte. Auch die Zahl der erliuternden Beispiele
wurde vermehrt durch die Vorfihrung der Steinzange und des
Bremsberges.

Den in dankenswerter Weise mir erteilten Winken und Rat-
schligen zur Verbesserung des Buches habe ich nach Moglichkeit
Rechnung getragen.

Hannover, im Januar 1900.

Keck.

Vorwort zur dritten Auflage.

Nachdem mit Ablauf weniger Jahre wiederum eine Neuauflage
dieses Buches erforderlich geworden, habe ich auf Ersuchen der
Verlagshuchhandlung und im Einvernehmen mit den Erben des



Vorwort. v

leider zu friih verstorbenen Verfassers die Durchsicht und Be-
arbeitung derselben iibernommen. In Riicksicht auf den regen
Zugpruch, welchen das Buch in seinem jetzigen Bestande seit seinem
ersten Erscheinen im Jahre 1896 gefunden hat, und insbesondere
gegeniiber den darin niedergelegten, einer langjihrigen erfolg-
reichen Lehrtitigkeit entsprungenen Erfahrungen des Verfassers im
Boreiche des behandelten Lehrgebietes habe ich, selbst erst seit
einigen Jahren der Lehrtitigkeit obliegend, mir die weitgehendste
Zuriickhaltung bei vorliegender Bearbeitung auferlegen zu sollen
geglaubt. Aus demselben Grunde ist auch davon abgesehen, den
veriinderten Lehrplinen, welche sich aus der Einfithrung gesonderter
Vorlesungen iiber Mechanik bezw. Statik fiir Architekten, Bau-
ingenieure und Maschineningenieure an der Technischen Hochscliule
zu Hannover im Oktober 1901 ergeben haben, im einzelnen Rech-
nung zu tragen.

In den Kapiteln iiber Zusammensetzung und Zerlegung von
Kriften in einer Ebene, Ermittelung der Momente von Kriiften usw.
sind, entsprechend der Stoffanordnung in den Vortrigen, die
graphischen Methoden etwas eingehender als in den vorhergehenden
~ Auflagen und in unmiftelbarer Nebeneinanderstellung mit der
analytischen Behandlung des Gegenstandes beriicksichtigt. Auch
sind im Anschlufl daran einige weitere wichtige graphostatische
Siitze und Regeln hinzugefiigt. — Die theoretische Behandlung der
Schraube hat eine geringe Ergiinzung erfahren und ist als Beispiel
fir die Anwendung nicht sperrenden Gewindes die sogenannte
»Otiitzspindel aufgenommen. —

Im iibrigen haben wesentliche Aenderungen nicht stattgefunden,
so daB das Buch auch in seiner neuen Auflage in der Hauptsache
noch als Werk seines Urhebers gelten mubB.

Hannover, im Herbst 1904.
L. Hotopp.



VI Vorwort.

Vorwort zur vierten Auflage.

Bei Bearbeitung der hier vorliegenden vierten Auflage des
ersten Teiles des bewiihrten Keckschen Lehrbuches iiber tech-
nische Mechanik habe ich mich, wie bei der der dritten Auf-
lage, hinsichtlich der Umgrenzung, Anordnung und Behandlung des
Lehrstoffes wiederum an die vom Verfasser bei Herausgabe des
Werkes betitigten Grundsitze gehalten.

Eine geringe Erweiterung des Rabmens ist nur insofern ein-
getreten, als in den Abschnitt iber das Gleichgewicht starrer
Korper eine allgemeinere Behandlung des Problems der Stiitzung
starrer Korper aufgenommen wurde. Hierbei ist besonderer Wert
darauf gelegt, dem Anfinger mdglichst anschauliche Merkmale fiir
die Beurteilung des Gleichgewichtes eines gestiitzten starren Korpers
an die Hand zu geben; ihn zu befihigen, den Stiitzzustand des
Korpers als statisch bestimmt oder statisch unbestimmt,
oder in bezug auf mogliche Angriffe aktiver Krifte, als einen
solchen unbedingten oder bedingten Gleichgewichtes zu erkennen.

Die Betrachtungen iiber den ,Hebel* als Beispiel eines im
Stiitzzustande bedingten Gleichgewichts befindlichen Korpers sind
durch Vorfithrung des zwei- und dreifachen Hebels erweitert.

Bei Behandlung der beschleunigten Bewegung von Massen-
punkten, Massengruppen oder starren Korpern schien es mir
geboten, um das Wesenhafte des Kampfes zwischen den be-
schleunigenden Kriften und der Triigheit der Massen im Sinne
des d’Alembertschen Prinzips im Ausdruck mehr hervortreten
zu lassen, den Widerstand, den ein Korper oder Massenpunkt ihrer
trigen Natur zufolge einer Beschleunigung entgegensetzen, seiner
Herkunft entsprechend als .Trigheitswiderstand“ zu be-
zeichnen und zu bewerten. Daneben ist einstweilen in Riicksicht
auf die noch stattfindende Benutzung ilterer Auflagen des Werkes
neben der neuen meist auch die hisherige weniger treffende Be-
zeichnung als ,Erginzungskrifte® hinzugefigt. An sich konnte
es scheinen, als ob die Wahl der einen oder anderen Bezeichnung
desselben Begriffes nur von geringem Belang sein mochte. Das
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trifftt aber in vorliegendem Falle um deswillen nicht zu, weil es
sich hier um die Bezeichnung eines wirklichen mechanischen Wertes
handelt, der im Kampfe zwischen Kraft und Masse eine aktuelle
Rolle spielt und dessen Wesenheit durch eine mdglichst treffende
Bezeichnung dem mechanischen Gefithl des angehenden Ingenieurs
nither zu bringen immerhin wichtig erscheinen mulf).

Hannover, im Juli 1912.

L. Hotopp:

A
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Allgemeines.

Die Mechanik ist die Lehre von der Bewegung der Korper
und von den Ursachen der Bewegung, den Kriften.

Wiihrend ein Korper sich bewegt, fithrt jeder Punkt desselben
seine besondere Bewegung aus, und es ist die Bewegung des ganzen
Korpers erst dann vollig bekannt, wenn sie fiir jeden einzelnen
seiner Punkte angegeben werden kann. '

Die Bahn eines sich bewegenden Kérpers ist die stetige Folge
der Orter, welche er nacheinander einnimmt.

Ein Punkt beschreibt bei seiner Bewegung eine ununterbrochene
Bahnlinie, wihrend zugleich eine gewisse Zeit verflieBt. Zur
Kenntnis der Bewegung eines Punktes ist daher erforderlich, dal}
man die Form der Bahnlinie kennt und auflerdem anzugeben ver-
mag, an welcher Stelle seiner Bahn der bewegliche Punkt sich in
jedem Augenblicke befindet.

Soll die Bewegung eines Kérpers aus ihren Ursachen hergeleitet
werden, so mufl man auller der geometrischen Form und Grifle der
Korper auch noch gewisse physikalische Eigenschaften derselben,
zuniichst ihre Stoffmenge, ihren Gehalt an triiger Materie, beriicksich-
tigen, weil diese von wesentlichem Einfluf} auf die Bewegung ist. Die
Menge der trigen Materie wird kurz die Masse des Korpers genannt.

Je Kkleiner die riumliche Ausdehnung eines Korpers ist im
Verhiiltnisse zur Lingenerstreckung der Bahnlinien seiner einzelnen
Punkte, desto niher werden diese einzelnen Bahnlinien aneinander
riicken, desto weniger werden sie sich also riiumlich voneinander
unterscheiden. Betrachtet man z B. die Bewegung einer geworfenen
Kugel aus einiger Kntfernung, so wird man in vielen Fillen nicht
mehr die verschiedenen Bahnlinien der einzelnen Punkte getrennt
auffagsen, sondern man wird diese simtlichen Bahnlinien als zu
einer einzigen (etwa der des Mittelpunktes) zusammengeschrumpft
ansehen und nur von einer Bahnlinie der geworfenen"Kugel sprechen.
Dabei wird also die riumliche Ausdehnung der Kugel vollig ver-
nachlissigt, sie wird hinsichtlich dergeometrischen Untersuchung
als zu einem Punkte verdichtet angesehen; jedoch denkt man sich
diesen Punkt als behaftet mit der Masse des entsprechenden Korpers
und bezeichnet ihn als einen Massenpunkt (materiellen Punkt).

Keock-Hotopp, Mechanik I. 4, Aufl. l



9 Einleitung.

Wenn man z B. sagt, die Erde bewege sich in einer Ellipse
um die Somne, so faBt man damit unseren ganzen Planeten als
einen einzigen Massenpunkt auf, indem man sich die ganze Masse
der Erde in ihrem Mittelpunkte vereinigt denkt. Wir wissen freilich,
dal}, wegen der gleichzeitigen Drehung der Erde um ihre Achse,
die einzelnen Punkte der Erde durchaus nicht séimtlich Ellipsen,
sondern verschiedene cykloidenartige Kurven beschreiben, aber
dennoch ist die Auffassung der Erde als einfacher Massenpunkt
bei solchen Untersuchungen zuliissig, bei denen es auf die Ver-
schiedenartigkeit der Bewegungen der einzelnen Punkte nicht an-
kommt, wihrend dagegen bei anderen Untersuchungen gerade die
verschiedene Lage der einzelnen Punkte der Erde von Wichtigkeit
sein kann, so daf dann natirlich die riumliche. Ausdehnung der
Erde nicht vernachliissigt werden darf.

In Fillen dieser Art, wo die Form und Grifle eines Korpers
nicht unberiicksichtigt bleiben darf, betrachtet man ihn als aus
Massenpunkten zusammengesetzt und bezeichnet ihn als eine Grup p é
von Massenpunkten.

Ob man also in einem gegebenen Falle den sich bewegenden
Korper als einfachen Massenpunkt, oder aber als eine Massengruppe
zu behandeln hat, hiingt nicht so sehr von der Grifle des Korpers,
sondern vielmehr von der Art der vorliegenden Aufgabe ab.
Ubrigens wird spiter gezeigt werden, dal die Ergebnisse der
Untersuchungen, bei denen ein sich bewegender Karper als zu einem
Punkte verdichtet angesehen wurde, nicht etwa ungenau, oder nur
anniihernd richtig sind, sondern fir einen bestimmten Punkt des
Korpers (den Schwerpunkt) vollstindige Giiltigkeit haben.

Es kann daher eine Untersuchung, bei welcher ein Korper als
Massenpunkt angesehen wurde, jederzeit weiter ausgefiihrt und
eingehender behandelt werden, indem man dazu iibergeht, den be-
treffenden Korper nunmehr als eine Massengruppe aufzufassen.
Es ist dann nur eine Vervollstindigung, nicht aber eine Verbesserung
oder Berichtigung der ersten einfacheren Untersuchung notig.

Wir werden uns nun zunichst mit der Bewegung eines ein-
fachen Massenpunktes beschiiftigen und erst spiter zu der Be-
handlung von Massengruppen fibergehen.

e e



Erste Abteilung.

Mechanik des Massenpunkies.

Die Bewegung eines Massenpunktes heilt geradlinig oder
krummlinig, je nachdem dessen Bahnlinie eine Gerade oder eine
Kurve ist. Unter der ,Richtung der Bewegung® versteht man die
Richtung der Bahnlinie an derjenigen Stelle, wo der Massenpunkt
sich augenblicklich befindet. Bei der geradlinigen Bewegung ist
also die Bewegungsrichtung dauernd dieselbe; bei der krummlinigen
Bewegung dndert sie sich fortwiihrend.

1. Darstellung des Gesetzes der geradlinigen Bewegung
eines Punktes.

Bewegt sich ein Massenpunkt auf einer Geraden, so kann der
Ort P desselben in irgendeinem Augenblick durch seinen Abstand s
von einem festen Punkte 4 der Bahnlinie 4 M (Iig. 1)
angegeben werden. Die withrend der Bewegung verfliefende Fig:
Zeit wird von irgendeinem Zeitpunkt an nach Zeiteinheiten
(etwa Sekunden) gezihlt und wit ¢ (von tempus) be-
zeichnet, wihrend s (von spafium) in Lingeneinheiten (etwa
Metern) ausgedriickt wird. Ist nun zwischen den heiden
veriinderlichen Griflen s und ¢ eine Beziehung hekannt, etwa

s =/ (),
so ist damit die Bewegung mit allen ihren Eigentiimlichkeiten
gegeben. Ks wird daher die Gleichung s= 7 () das Bewegungs-
gesetz der geradlinigen Bewegung des Massenpunktes genannt.
Sie ermoglicht, fiir jeden Zeitpunkt ¢ die zugehosrige Grofe s und
damit die Lage des Punktes zu bestimmen.

Ein solches Bewegungsgesetz wird am besten anschaulich gemacht
durch eine bildliche Darstellung, indem man die Zeitgroflen ¢ nach
einem beliebig gewiihlten Maflstab als Abszissen, die Liingen s
ebenso als Ordinaten auftrigt. Die Bahnlinie A M kann dann
unmittelbar als Ordinatenachse benutzt werden. = Die so erhaltene

1*

1%

—
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4 Erste Abteilung. Mechanik des Massenpunktes.

Linie B (Fig. 2) nennen wir die Wegeslingen-Kurve (die man
aber ja nicht als Bahnlinie auffassen darf). Aus Fig. 2 erkennt
man, daf} der Massenpunkt zu Anfang der Betrach-
tung, d. h. fiir ¢ = 0, schon in einem Abstaud
AB =35, von dem Festpunkt A sich befand,
und daf} dieser Abstand s sich mit wachsender P¢———_~@
Zeit vergrofert, dafl der Massenpunkt sich also ”//

in der Richtung von 4 nach M bewegen wird. | iy

Nach ¢#= AR Zeiteinheiten ist s= QR; zieht | ° i
man nun durch ¢ eine Parallele zur Zeitachse, so N

bestimmt diese den augenblicklichen Ort P auf der Bahnlinie A M.

Fig. 2.

Beispiel: Das Bewegungsgesetz s = 1 - 1/at?

liefert fiir angenommene Werte 0, 1, 2, . . . folgende
zugehorige Werte von s: 5
t =0 1 2 3 4 &

PR SR L B e
Das Bewegungsgesetz liflt sich auch schreiben
t?=2.2 (s—1); dies ist die Gleichung einer Parabel
mit lotrechter Achse und dem Scheitel B (Fig. 3). B

Tn manchen Fillen, wo das Gesetz einer 4~ z ¥ 3 4
Bewegung nicht bekannt ist, verschafft man
sich dadurch eine maglichst genaue Kenntnis desselben, dall man
den als Massenpunkt zu betrachtenden beweglichen Korper mit einem
Schreibstifte versieht, der auf einer durch
ein Uhrwerk gleichmiflig gedrehten Papier- . Fig. 4.
walze W die bildliche Darstellung des Be- o
wegungsgesetzes selbsttitig aufzeichnet.
So kann z B. ein veriinderlicher Wasser-
stand durch Schwimmer sich selbsttiitig
auftragen, indem ein mit dem Schwimmer S
verbundener Schreibstift P die ent-
sprechende Kurve (Flutkurve) beschreibt
(Fig. 4). Gewdhnlich ist der Wechsel der
Wasserstandshohe zur unmittelbaren Auf-
tragung zu grof3; alsdann ist die lotrechte
Bewegung durch geeignetes Riiderwerk in
verkleinertem Mafstab (etwa 1 :25) zur
Darstellung zu bringen.




la. Gleichformige Bewegung. Geschwindigkeit.

(@1

a) Gleichformige Bewegung eines Punktes. Geschwindigkeit.

Der einfachste Fall eines Bewegungsgesetzes ist offenbar die

gradlinige (lineare) Form e

1) 8=8,+ ¢t Fig 5.

(mit s, und ¢ als unveriinderlichen Griflen), welche 13

durch die Gerade B¢ (Fig. b) dargestellt wird.

Filr t= AR ist s= RQ = AP. Gibt man ¢

einen anderen, etwa grofleren Wert ¢, = AR,

re-—

80 wird #
Sl = S() + Gl I{I(L)l = API'
Durch Abziehen der ersten Gleichung von der ! R R,

letzten entsteht

s, —s  zuriickgelegter Weg

i ot A st LR e th,_-;ﬁf“ entsplgcheide Zeit
Die unverinderliche Grofe ¢ der Gl 1 ist also das Verhiltnis der
zuriickgelegten Wegeslinge zu der Anzahl der dazu verbrauchten
Zeiteinheiten. Kine Bewegung, bei der dieses Verhiltnis
des Weges zur Zeit sich nicht édndert, béi der also in
gleichen Zeitriumen stets gleiche Wegeslingen zuriick-
gelegt werden, heillt eine gleichférmige.

Wiihlt man den beliebigen Zeitraum ¢, —¢ gleich der Zeit-
einheit, so bedeutet ¢ = s,— s die in jeder Zeiteinheit zuriickgelegte
Wegeslinge, und dieses Verhiltnis: Weg durch Zeit, oder
die in jeder Zeiteinheit zuriickgelegte Wegeslinge
heilit die Geschwindigkeit ¢ (von celeritas) der gleich-
formigen Bewegung.

In der Darstellung des Bewegungsgesetzes (Fig. b) erscheint die

0N :
Geschwindigkeit ¢ = :—:~_~; = i)' 11\> = tg a als das Ansteigungsver-

hiiltnis der Wegeslingen-Kurve B(.
Ist das Ansteigungsverhiiltnis der Geraden Fig. 6.
B negativ (Fig. 6), so erhalten wir das Gesetz »
§ == 8y-— ¢t mit negativer Geschwindigkeit ¢; ese
bedeutet dies eine riickliufige Bewegung von B
nach dem Festpunkt 4 hin.
Ist B¢ der Zeitachse parallel, d. h. ist tg «
und damit die Geschwindigkeit ¢ = 0, so bleibt s 4
unveriindert = sy; der Massenpunkt ruht also.
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b) Ungleichformige Bewegung eines Punktes.
Hat das Bewegungsgesetz s = 7 (¢) nicht die einfach lineare Form.,
ist die Wegesliingen-Kurve also eine krum m e Linie (Fig. 7), so ist das
Verhiilltnis von s, — s zu ¢, —¢ veriinderlich; man

nennt dann die Bewegung eine ungleichférmige. e %
Wihrend des Zeitraumes RR, =t —t= At By ; ?,L
wird eine Wegeslinge PP, = s —s =43 Al
zuriickgelegt.  Stellt man sich nun vor, dal} 1,‘,~___Q,/'_X“. |
diese Strecke 4s statt nach dem gegebenen Be- / ‘;'
wegungsgesetze von dem Massenpunkte gleich- s :
formig durchlaufen wiirde, so wiire ¢
0 ,—8_ As R A= .8 IR
§ it

die Geschwindigkeit dieser gedachten gleichféirmigen Bewegung; die
Sehne @ @, gibe die Darstellung des Gesetzes derselben, und das An-
steigungs-Verhiiltnis dieser Sehne das Maf} der Geschwindigkeit v,, .
Die Geschwindigkeit v,, (von wvelocitas) dieser gleichfirmigen Be-
wegung, vermige deren der sich bewegende Punkt in dem Zeitraume
t,—t dieselbe Wegeslinge s, — s zuriicklegen wiirde wie nach dem
wirklichen Bewegungsgesetze, nennt man die mittlere Geschwindigkeit
fiir den Zeitraum ¢, — ¢.

Die stellvertretende gleichférmige Bewegung, dargestellt durch
die Sehne @@, wird sich nun der gegebenen Bewegung, dargestellt
durch die Kurve Q@,, in der Nithe des Zeitpunktes ¢ nm so mehr
anschmiegen, also von ihr um so weniger abweichen, je kleiner man
den Zeitraum ¢, —¢= J¢ und mithin auch die Sehne @@, wihlt.
Liaflt man den Zeitraum 4¢ im Sinne der Differentialrechnung zu
einem unendlich kleinen Zeitteilchen d¢ werden, so riickt auch der
Kurvenpunkt ¢, dem Punkte ¢ unendlich nahe, und aus der Sehne
@ @, wird dann eine Berithrungsgerade der Kurve im Punkte .
Die fir das unendlich kleine Zeitteilechen dt he-
rechnete mittlere Geschwindigkeit
2) v=ds:dt
bezeichnet man als die Geschwindigkeit der gegebenen
Bewegung im Zeitpunkte = Sie erscheint als das An-
steigungs-Verhiltnis der entsprechenden Beriihrungsgeraden
der Wegeslingen-Kurve oder (was dasselbe ist) als das Ansteigungs-
Verhiltnis der Wegeslingen-Kurve selbst. Man bestimmt
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die Geschwindigkeit im Zeitpunkte ¢ als die erste
Abgeleitete oder den ersten Differential-Quotienten

ds

<l Vg f'(t) des gegebenen Bewegungs-Gesetzes s = (t).
rraged’

{ a8 : A HeE
Die Form v=vy i welcher bei ungleichformiger Bewegung
(

8 —8
b1
bei der gleichformigen Bewegung; man betrachtet aber nur éin
unendlich kleines Teilchen der Bewegung und denkt sich dieses
durch eine gleichformige mit derselben Wegeslinge ds ersetzt.

die Geschwindigkeit ausgedriickt wird, entspricht der Form ¢ =

Beispiel: Dem Bewegungsgesetz s = 1 + /at* (S.4) entspricht hiernach
eine von der Zeit ¢ abhiingige Geschiwindigkeit, ein Geschwindigkeitsgesetz
ds 1
Gt =2
Fiir ¢ = 0 ist v — 0; mit fortlaufender Zeit nimmt die Geschwindigkeit v
gleichmiiBig zu. Man ersieht auch aus Fig. 3, dafl das Ansteigungs-Verhiltnis
der Kurve B bei B gleich Null ist und nach rechts fortwiihrend zunimmt.

Y=

Da die Geschwindigkeit die auf eine Zeiteinheit bezogene
Wegesliinge bezeichnet, so mussen bei einer Geschwindigkeits-Zahl
selbstverstiindlich auch die Lingeneinheit und die Zeiteinheit be- -
kannt sein, auf welche sich die Zahl bezieht. Rechnet man nach
Metern und Sekunden, so schreibt man z. B. v = 3™/, wenn die
sekundliche Geschwindigkeit 3 Meter betriigt, withrend v = 10%m/4,
eine (ieschwindigkeit von 10 Kilometern in einer Stunde bedeutet.

Kilometer, Meter, Centimeter und Millimeter werden durch
km, m, em und mm bezeichnet, withrend. Stunde, Minute und
Sekunde durch std, min und sek ausgedriickt werden sollen.

Zuweilen kennt man von einer Bewegung nur die in einzelnen
grofleren Zeitriumen zuriickgelegten Wegeslingen, kann daraus dann
die mittlere Geschwindigkeit fir jeden dieser Zeitriiume berechnen
und betrachtet diese annitherungsweise als wahre Geschwindigkeiten,
indem man jeden Bewegungsteil als einen gleichftfrmigen ansieht.

Beispiel 1: Letzteres findet Anwendung bei der zeichnerischen Darstellung
der Fahrpliine der Eisenbahnziige. Ein Eisenbahnzug ist freilich eine vielfiiltig
zusammengesetzte Korpergruppe, deren einzelne Teile die verschiedenartigsten
Bewegungen ausfithren. Tiir den Zweck der Fahrpline kommen aber diese
verwickelten Verhiiltnisse nicht in Betracht. Vielmehr denkt man sich den
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ganzen Zug zu einem Punkte zusammengedriingt, denkt sich die Mittellinie des
(Hleises geradlinig gestreckt und lings dieser Mittellinie den Punkt sich ver-
schiebend, Als Wegeslingen trigt man die Strecken von Mitte zu Mitte der
Stationen auf. Die Bewegungen von Station zu Station, welche in Wirklichkeit
zum Teil ungleichformige sind, betrachtet man anniihernd als gleichférmig,
indem man die Bewegungsgesetze nach mittleren Geschwindigkeiten durch gerade
Linien darstellt. Auf der

wagerechten Grundlinie Fig 8.

(Fig 8) sind die Zeiten, T2 D I
von Mitternacht begin- [ \ /
nend, aufgetragen, und  B[563

zwar bedeuten die kleinen /

Teile je 10 Minuten. Auf

der lotrechten Achse sind ’ }
die Strecken der Balm-  Wlays -

linie, nach Kilometern Shi1s /)<
angegeben, abgeteilt, und d J//

z. B. mit H (Hannover), H, 21 e ] S

S (Seelze), W(Wunstorf), 2 G ‘K b
B (Biickeburg) und M

(Minden) bhezeichnet. Lin Nachtschnellzug, um 2 Uhr 25 Min. von Hannover
abfahrend, trifft 2 Uhr 45 Min. in Wunstorf ein, fihrt nach 1 Minute Auf-
enthalt weiter, ist 8 Uhr 16 Minuten in Biickeburg, hat 1 Minute Aufenthalt
und langt 3 Uhr 37 Min. in Minden an. Dieser Zug ist durch die gebrochene
Livie 4 C dargestellt. Den Stationsaufenthalt bezeichnet ein kurzer wage-
rechter Strich oder Absatz. Der Linienzug DX bezieht sich auf einen
Gegenzug, der um 2 Uhr 11 Min. in Minden abfihrt und 38 Uhr 12 Min. in
Hannover eintrifft. Der Schnittpunkt ' beider Linien kennzeichnet den Zeit-
punkt und die Stelle (zwischen B und W), wo beide Ziige aneinander vorbei-
fahren. Da die Eisenbahn doppelgleisig ist, kann dies auf freier Strecke (zwischen
2 Bahnhifen) geschehen, wogegen es bei eingleisigen Bahnen nur auf einer Station
moglich wiire. Der Linienzug G-H bezeichnet einen Giiterzug, dessen erheblich
geringere Geschwindigkeit aus der schwiicheren Ansteigung hervorgeht. Dieser
Gitterzug hilt lingere Zeit in Seelze und wird hier von dem ohne Aufenthalt
durchfahrenden Schnellzug iiberholt. Linien, die nach derselben Seite hin an-
steigen, bezeichnen Ziige in derselben Richtung, die auf demselben Gleise fahren,
sich daher nur auf Stationen iiberholen konnen. Dieserhalb diirfen Linien, die nach
derselben Seite hin ansteigen, sich nur auf Stationslinien durchschneiden. Solche
Fahrpline enthalten in Wirklichkeit simtliche Ziige zu einem Bilde vereinigt
und sind ein unentbehrliches Hilfsmittel des Betriebes, wenn es sich um Ein-
legung von Sonderziigen, um Ausfuhrung von Gleisarbeiten u. dergl. handelt,
weil man daraus klar erkennen kann, zu welchen Zeiten die Gleise fiir neue Ziige
oder fiir Arbeiten frei sind. In der wirklichen Ausfihrung liegt freilich die
Zeitachse lotrecht, die Liingenachse wagerecht, doch lediglich aus iuBeren
ZweckmiiBigkeits-Riicksichten, die mit dem Wesen der Sache nichts zu tun haben.
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Die 83,8 km zwischen Wuustorf und Biickeburg werden in 30 Minuten
zuriickgelegt, d. h. mit einer mittleren Geschwindigkeit von 1,127 Kilometern
in der Minute

1,122 km/pnin == 60 - 1,127 km/go min == 67,62 km/sta oder

1127
1127 m/g0 sek — Mm/gok 18,8 M/gok .

60
Bine sokundliche Geschwindigkeit von 20 m wiirde gleichbedeutend sein mit
3600
20 - 3303 ek = 72000 mua = T2 W0/a,

‘d. h. mit einer stindlichen Geschwindigkeit von 72 km  wiihrend
100000

100 km/giq == 3600 m/gek == 27,78 M/gek

bedeuten,

Beispiel 2: Hat ein Radfahrer eine sekundliche Geschwindigkeit von 5m,
50 legt er in der Stunde 5-3600 m — 18 km zuriick, oder es ist

5+ 3600
5 [sek = ‘)‘3(.—)0‘6— m/gek, = 18000 m/sta =18 km/gtq .

Beispiel 3: Die lotrechte Auf- und Abwiirts-Bewegung eines der Ebbe
und Flut unterworfenen Wasserspiegels erfolge nach dem Bewegungsgesetze
§ = 3 4 2 sin 1/, = t, wobei die Zeiten ¢ in Stunden (abgekiirzt std), die Wege s
in Metern zu verstehen sind. Die Darstellung dieses Gesetzes (die Flutkurve)
hat dann die Form der foi
Fig.9. Fir ¢ - 8 Stunden Fig. 9.
orreicht sin '/o 7 ¢ seinen '
groBten Wert sin /2 =

- 1, fiir ¢ = 9#td geinen  *
kleinsten Wert sin %2 = 3
2

= — 1, so daf} & zwischen
«dem groften Werte 5 m
und dem Kleinsten Wert ' ‘

I m gchwankt. Das Ge- g TR T,
schwindigkeits - Gesetz ist

ve=1f3mcos /et = lpa7-cos/smt. Firt =0, t =12 und ganze Vielfache
davon hat o seinen groften Wert, néimlich vmas = 1,047 m/sta. Fiir ¢t =6,
4 = 18, 30 usw. hat v seinen groften negativen oder seinen Minimalwert,
niimlich vmin = — 1,007 m/sta. Die Geschwindigkeit v ist positiv, solange die
Wegeslingenkurve nach rechts ansteigt, und umgekehrt; sie ist Null, wenn das
Steigen in Fallen iibergeht, und umgekehrt, d.h. an den hichsten und tiefsten
Punkten der Kurve, niimlich fiir ¢ = 3, 9, 15 usw. — Fig. 9%stellt eine ideelle
Flutkurve dar. Die wahren Flutkurven weichen davon zuniichst grundsiitzlich
in der Weise ab, dal wegen der Bewegung des Mondes um die Erde die Zeit
zwischen zwei hochsten Wasserstinden nicht 12 Stunden, sondern mehr, nimlich
12 Stunden 25 Minuten betriigt. AuBerdem enthalten die wirklichen Flut-
karven Unregelmiifigkeiten, die von der ortlichen Gestaltung der FluBbetten,
des Meerhodens, der Ufer, den Windverhiiltnissen usw. abhingen.

=

|
i

L ) )

r/ 0 T ) T I 0 T 0 T T )
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2. Darstellung des Geschwindigkeits-Gesetzes der
geradlinigen Bewegung eines Punktes.

Wie s eine /(#) war, so ist die Abgeleitete davon, nidmlich v,
ebenfalls eine ¢ (f) = f' (¢), welche das Geschwindigkeits-Giesetz
heifen moge und ebenfalls zeichnerisch dargestellt werden kann.

Wiihrend man aus der Darstellung des Bewegungsgesetzes die
in einem beliebigen Zeitraume zuriickgelegte Wegeslinge unmittelbar
abgreifen konnte, ist dies aus dem Geschwindig-
keits-(Gresetze mnicht ohne weiteres moglich. Da
aber die Geschwindigkeit v aus dem Bewegungs-
gesetz s = f(f) durch Differentiation
v=ds:dt¢ zu finden war, so mufll man durch
das umgekehrte Verfahren, d. h. durch Inte-
gration, auch von » zu s gelangen konnen. Is
ist nimlich ds=wv-dt, folglich mittels sog.
unbestimmter Integration

s=fv-dt + C.
Die im allgemeinen unbestimmte Integrations-Konstante €' 1Rt sich
feststellen, wenn zu einem bestimmten Werte von ¢ der zugehorige
Wert von s bekannt ist, etwa fiir den Anfang der Beobachtung
f== Ouder Wert §=="8,.

Beispiel : Fiir die Bewegung eines Massenpunktes sei das Geschwindig-

keitsgesetz v = 3 t* gegeben; der Massenpunkt habe zu Anfang schon eine

Entfernung s, == 3m von dem gewiihlten Festpunkte der Bahnlinie. Dann ist
s=[3t0dt+ 0=1340,

Die GréBe C ist nun an dic Bedingung gebunden, daB die Gleichung fiir ¢ — 0

den Wert s = 3 liefern muBl. Setzt man demnach diese beiden Grifen in:

die Gleichung ein, also 3 = 0+ (f, so hestimmt sich € = 3, und das Be-

wegungsgesetz lautet

Fig. 10.

€

8§ =3+ 13
Als Probe erhiilt man hieraus wieder v = ds: dt = 3 ¢2)

Die (Gleichung ds= v - d¢ hat iibrigens auch eine geometrische
Bedeutung, indem v - d¢ den Inhalt des unmittelbar rechts neben
v= R (Fig. 10) liegenden lotrechten Flichenstreifens der Ge-
schwindigkeitskurve darstellt (mit " Vernachlissigung einer unendlich
kleinen Grofle hoherer Ordnung). Daher muf} die endliche Weges-
linge s, — s, die zwischen den Zeitpunkten ¢= ¢ und ¢ = ¢, zuriick-
gelegt wird, durch die Summe aller zwischenliegenden Flichenstreifen,
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d. h. durch die endliche Fliche @ QyR,R, ausgedriickt sein. Oder:
die wihrend einer gewissen Zeit, d. h. zwischen zwel
gegebenen Zeitpunkten, zurickgelegte Wegeslinge
wird dargestellt durch den Inhalt derjenigen Fliche,
welche von der Geschwindigkeitskurve, der Zeitachse
und den, jenen beiden Zeitpunkten entsprechenden
Gesehwindigkeits-Ordinaten eingeschlossen ist.

pt=t .
Analytisch bedeutet dies s,—s, = \v-d¢, also das bestimmte

Jimt,
Integral der Gleichung ds = v-dt, zwischen den Zeitgrenzen ¢, und
fy genommen.

LiBt man den auf der Bahnlinie«(Fig. 2) zu wiihlenden Fest-
punkt mit der Anfangslage des beweglichen Punktes zusammenfallen,
d. h. s, = O werden, so ergibt sich fiir die Wegeslinge von ¢ = O bis
t=1¢ (indem man s, =s,=0, ¢ =0 setzt und statt ¢, und s,

t==1t
einfach ¢ und s schreibt): s = \v-dt. (1
=0

a) Gleichformig veriinderte Bewegung. Beschleunigung.
Der einfachste Fall einer ungleichformigen (mit veriinderlicher
Geschwindigkeit erfolgenden) Bewegung ist offenbar ein solcher,
wobei die ganze Geschwindigkeitsinderung wihrend eines hestimmten
Zeitraumes ¢ sich gleichmiilig iiber letzteren verteilt. Ist also ¢
die Anfangsgeschwindigkeit, v die Geschwindigkeit nach ¢ Zeitein-
heiten, so betriigt die ganze Geschwindigkeitséinderung v — ¢ withrend
des Zeitraumes ¢. Soll diese Anderung sich gleichmiiBig iiber die
Zeit ¢ erstrecken, so mul} sie fir jede Zeiteinheit (v—c):¢ be-
tragen. Setzt man diese gleichbleibende Geschwindigkeitsinderung fiir
jede Zeiteinheit = p, so wird die Gesamtéinderung v—c¢ = pt oder
v=c+ pt. (2
Eine solche Bewegung, bei welcher die Anderung
der Geschwindigkeit verhiltnisgleich mit der ent-
sprechenden Zeit erfolgt, heifit eine gleichféormig ver-
inderte Bewegung, und Gl 2 ist ihr Geschwindigkeitsgesetz.
Ist die in jeder Zeiteinheit erfolgende Geschwindigkeits-
Anderung p positiv, d. h. eine Zunahme, so hei}t sie Beschleunigung,
und die Bewegung wird eine gleichformig beschleunigte
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genannt. Im entgegengesetzten Falle hat der Massenpunkt eine
gleichformig verzigerte Bewegung, und die dann negativ
werdende Geschwindigkeits-Anderung in der Zeiteinheit heift
Verziogerung; das entsprechende Geschwindigkeitsgesetz ist.
3) v=0—= Pt

Offenbar kann eine Verzogerung einfach wie eine negative Be-
schleunigung behandelt werden.

Das Geschwindigkeitsgesetz v = ¢ -+ p¢, in welchem » und ¢
veriinderlich, ¢ und p unverinderlich sind, wird durch eine an-

steigende Grade B¢ (Fig. 11) dargestellt. Fig. 11.
Die Beschleunigung
_ Q
——v_c——gie_—tga f(
ey Wil Bk
erscheint dabei als das Ansteigungsverhiltnis — pF—“ o i
der Geschwindigkeitslinie BQ. ¢ ‘
Die zufolge einer gleichformig beschleu- 4 = ”’V '

nigten Bewegung wihrend des Zeitraumes

t = AR nuriickgelegte Wegeslinge s ist (nach dem allgemeinen
Satze auf S. 11) gleich der Flichenzahl der Figur 4 R Q B, d. h.
4) s=k%w+e)t.

Soll s aber durch ¢, p und ¢ ausgedriickt werden, so zerlege
man das Trapez in das Rechteck 4 BN R = ¢t und das Dreieck
BNQ=%t-NQ= Y%t -pt= Y%pt?, so daB
5) S =ct-| %pt?
entsteht. Das Rechteck zeigt hierbei den Einflu der Anfangs-
geschwindigkeit, das Dreieck % p¢? dagegen den Einflufl der Be-
schleunigung auf die Wegeslinge. Will man endlich noch s durch

¢, v und p ausdriicken, so ersetze man in Gl 4 die Grofe ¢ durch
7% um zu erhalten
P
i ' v+ecv—e v2—¢?
( ." —_— p—l
i 4 2 P 2p
Fir die gleichformig verzogerte Bewegung, bei der ¢ > v,
gelten die Gleichungen 3, 5 ubd 6 ebenfalls, sobald darin -+ p
mit —p vertauscht wird.
Legt man Meter und Sekunden zu Grunde, so kann eine
Geschwindigkeit geschrieben werden: v™/,. Die Beschleunigung ist
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aber eine Geschwindigkeitszunahme, geteilt durch eine Zeit oder
die auf die Zeiteinheit bezogene Geschwindigkeitszunahme, ist daher
zu schreiben p ™/gxs und zu sprechen: p Meter in der Quadrat-
sekunde. (Vorschlag von A. Hasselblatt, Petersburg.)

Beispiel 1: Ein Bisenbahnzug setze sich vom Bahnhof aus in Bewegung
und habe, nachdem 180 Sekunden seit der Abfahrt verstrichen sind, seine volle
Geschwindigkeit von 25m/sek erreicht; es soll unter der Annahme, dafl die Be-
wegung eine gleichformig heschleunigte sei, die GroBle der Beschleunigung,
sowie die withrend der Anfahrt (d. h. der 180 sek) zuriickgelegte Wegesling®
berechnet werden.

Die Darstellung des Geschwindigkeitsgesetzes
(Fig. 12) ist in diesem Falle, wo die Anfangs-
geschwindigkeit = 0, ein Drejeck. Die Beschieuni-
gung ist das Ansteigungsverhiiltnis der Geraden 4 ),

mithin PR

D= m:ﬂ:: 0,14 "'/sekz, A4
)

oder es wiichst die Geschwindigkeit in jeder Sekunde um 0,14 m/gek .

Fig. 12.

180 8.

In km/gq?, d.h. in Kilometern fiir die Quadratstunde, ausgedriickt, wird
L 3600 - 3600m
P = (3600 sek)

wovon man sich auch leicht iiberzeugt, wenn man die Aufgabe mit

= 1800000 m/stqa® = 1800 km/s4q2,

std
v = 90 km/gtq und ¢ = 180 sek — ;{ durchfiithrt.

Die Wegeslinge withrend der Anfahrt wird gemessen durch den Inhalt
des Dreiecks AQR, d. h. es ist"

8§ = —— " — 2950m,

Wenn der Zug auf freier Strecke die soeben erlangte Geschwindigkeit unver-
iindert beibehiilt, so ist die Darstellung des Geschwindigkeitsgesetzes dieser
nun gleichformigen Bewegung eine durch den Punkt @ gezogene Wagerechte.

Soll der Zug nun auf der niichsten Haltestelle zum Stillstande kommen,
so mufl er durch geeignete Mittel (Widerstinde, Bremsen, unter Abstellung
des Dampfes der Lokomotive) verzogert werden. Es seien diese Mittel so be-
schaffen, daBl sie dem Zug eine gleichbleibende Verzigerung von 0,4 m/sex®
erteilen; wie lange wird diese gleichformig verzogerte Be-

S5 0 Fig. 12a.
wegung bis zum Stillstande wiihren, und wie grof wird a
ihre Wegesliinge sein, d. h. in welcher Entfernung vor der g
Haltestelle mufl sie beginnen (miissen die Bremsen angezogen 4
werden)?
Die Darstellung des Geschwindigkeitsgesetzes sei @), B B
(Fig. 12a). Da die Geschwindigkeit von 25 m/sex withrend jeder £

Sekunde um 0, m/sex sich vermindert, so sind 25 : 0,4 — 62,5 sek — R, B zur
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volligen Aufzehrung der Geschwindigkeit erforderlich. Die Wegeslinge in
diesen 62,5 ek betrigt nach der Figur /2 - 25 - 62,56 = 781,25 m; d. h. etwa 781 m
vor der Haltestelle mufl die Verzogerung beginnen.

Die Wegeslingen der gleichférmig beschleunigten und verzogerten Be-
wegungen wiirden bei gleichbleibender Geschwindigkeit von 25 m/gex je in der
Hilfte der Zeit zuriickgelegt sein. Durch Anhalten und Wiederanfahren gehen
daher, im Vergleiche zum einfachen Durchfahren, 90 + 31,25 — 121,25 sek oder
rund 2 Minuten verloren. Mit Einschlufl von einer Minute Aufenthalt kostet
also jeder Haltepunkt einem Schnellzuge 3 Minuten Mehraufwand an Zeit.

Die Annahme, daB die Anfahrt und das Anhalten gleichférmig ver-
inderte Bewegungen seien, ist eine vereinfachende Voraussetzung; das wahre
Geschwindigkeitsgesetz wird sich nicht durch gerade Linien darstellen, ist
vielmehr schwieriger zu ermitteln und hingt von vielen Umstinden ab, die
hier nicht beriicksichtigt werden kinnen. .

Beispiel 2: Ein Gewehrgescholt verlasse den 0,8 m langen Gewehrlauf
mit einer sekundlichen Geschwindigkeit von 400 m.  Wenn man nun die im
Augenblicke des Abfeuerns mit der Geschwindigkeit Null beginnende be-
schleunigte Bewegung des Geschosses im Rohre wieder annihernd als gleich-
formig beschleunigt betrachtet, wie lange dauert sodann die Bewegung im Rohr
und wie grof} ist die Beschleunigung?

Die Geschwindigkeitsfigur ist wiederum ein Dreieck, dessen Inhalt = 0,8

: ., 40
(Wegeslidnge) sein mufl. Nennt man die Zeit ¢, so ist th =05, “d. h.

&

0,8 4 1

=200 1000 250

In dieser geringen Zeit wiichst die sekundliche Geschwindigkeit von Null auf
555 = 400 - 250 = 100000 ™ok,
Diese iiberraschend groBe Zahl ist so zu verstehen, daB, wenn die gleichférmig
beschleunigte Bewegung unter Einwirkung der Pulvergase 1 Sekunde lang in
unverinderter Weise fortdauerte, eine Geschwindigkeit von 100000 m/gex ent-
stehen wiirde. Die beschleunigte Bewegung in dem Rohre wiithrt aber nur
/250 sek und bringt daher nur 400 m/sex Geschwindigkeit hervor.

400 m; die Beschleunigung betriigt also 400 :

b) Ungleichférmig veriinderte Bewegung.

Andert sich die Geschwindigkeit einer Bewegung nicht ver-
hiltnismilig mit der Zeit, so heifit die Bewegung eine ungleich-
formig verinderte; das Geschwindigkeitsgesetz ist dann nicht mehr
einfach geradlinig, sondern von der allgemeinen Form v = ¢ (f),
oder die Geschwindigkeitslinie ist irgendeine Kurve.

In derselben Weise nun, wie auf S. 6 der Begriff der Geschwindig-
keit; ausgehend von der gleichférmigen Bewegung, durch
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Verallgemeinerung auf beliebige Bewegungen ausgedehnt wurde, findet
auch hinsichtlich der Beschleunigung der geradlinigen Bewegung
eine allgemeinere Fassung des Begriffes statt.
Ist BQQ, (Fig. 13) die Geschwindigkeitslinie,
so erfolgt in dem Zeitraume RR, = 4¢ eine
Geschwindigkeitszunahme N, = Av.  Zieht
man nun die Sehne Q@,, so ist diese die
Geschwindigkeitslinie einer gleichformig  be-
schleunigten Bewegung, vermdge welcher die
Geschwindigkeit in dem Zeitraume 4¢ von v auf T
v -+ dv, also um die gleiche Grofle, wiichst wie

Fig. 13.
’(h

-

Ne———=—

-

; dn i 4 :
bei der gegebenen Bewegung. p,, = A—: ist dann die mittlere

Beschleunigung fiir diesen bestimmten Zeitraum RR,. Wenmn der
beliebige Zeitraum A¢ zur Girenze Null herabsinkt, nihert sich diese
mittlere Beschleunigung p,, einem bestimmten Grenzwerte p, und
diesen Grenzwert p = lim % oder

° dv
1) == dat
nennt man die Beschleunigung zur Zeit £. Die Beschleuni-
gung p ist die Abgeleitete der Geschwindigkeit » nach
der Zeit ¢, oder die zweite Abgeleitete der Wegeslinge s nach
der Zeit 7.
2) v=¢@l)= Z:=f ©); p= ‘C% =@'{t)= —%ﬁ =" ().
Die Beschleunigung erscheint wegen p= dv:dt¢ als das An-
steigungsverhiiltnis der Geschwindigkeitslinie, ebenso wie die
Geschwindigkeit das Ansteigungsverhiiltnis der Wegeslingenkurve
(S. 6) war.

Beispiel: Zu dem Bewegungsgesetz s — 3 + 2sin'/snt {8.9) gehorte
das Geschwindigkeitsgesetz v = '/az cos Y6 m¢ = 1,007 cos /e =t. Hieraus
ergibt sich die veréinderliche Beschleunigung

1 1 1
e W L P SR N T
P g™ sin GTEt O,assmﬁn

Indem man p=dv:dt oder dv= pdt¢ schreibt, betrachtet
man die Geschwindigkeitsiinderung dv als verhiiltnisgleich mit der
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Zeit dt, betrachtet, also ein Teilchen der beliebigen Bewegung als
gleichférmig verindert. Fir einen endlichen Zeitraum ¢, —¢
ist dann die Geschwindigkeitszunahme

4 Y
3) v —ov=\p-dt;

et

oder man kann auch die Geschwindigkeit » im Zeitpunkte ¢ in
Form eines unbhestimmten Integrals

1) v=fpdt+ C

schreiben, worin der Wert C bestimmt werden kann, wenn fiir
irgendeinen Zeitpunkt die Geschwindigkeit bekannt ist,

Beispiel 1: Das gegebene Bewegungsgesetz sei (auf Meter und Sekunden
bezogen)
8§=246¢t—2¢% 4 /313,

dann ergibt sich die Geschwindigkeit

v=ds:dt =6—4¢t+ t?,
die Beschleunigung
p=dv:dt=—4+4 2¢.

Man erkennt, dal hier eine ungleichférmig veriinderte Bewegung vorliegt, da
p wit der Zeit ¢ verinderlich. Zu Anfang, d. h. fiir ¢ = 0 ist p = — 4 m/gexs,
die Bewegung ist also eine verzigerte; die Geschwindigkeit, welche zu Anfang

= 0 fiir t = 250k, Die
Geschwindigkeits-Abnahme hort also auf nach 2 Sekunden, und es beginnt
dann eine beschleunigte Bewegung, und zwar wiichst nun auch die Be-
schleunigung verhiiltnisgleich mit der Zeit. Der Zeitpunkt ¢ — 2sek wo die
Geschwindigkeit aufhort abzunehmen und zu wachsen beginnt, gibt fiir v
einen Kleinstwert vmin = 2m/gex. Die Geschwindigkeitslinie ist eine Parabel
mit lotrecht aufwiirts gerichteter Achse; der Scheitel

entspricht dem Zeitwerte ¢ — 2 Sekunden. Die wiih- Fig. 14.

rend der ersten 4 Sekunden zuriickgelegto Wegeslinge B
s — 8, ist leicht als die unterhalb der Parabel B C' D
(Fig. 14) befindliche Fliche zu berechnen. Da man
weiB, daB die Parabelfliche B C'D = /s des umschrie-
benen Rechtecks ist, so wird

6m/sek betrug, nimmt zuniichst ab. Is ist aber p

Y

§—8 =6:-4—23(1—2)4 = 13"/3m,
Zur Priifung liefert das Bewegungsgesetz

fir t —4 s = 15Y/s,
fir t =0 & =2,  mithin s — 8§ = 13"/am,
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Beispiel 2: Eine geradlinige Bewegung erfolge mit der Beschleunigung
p=2+431t2 und es sei firt =0: v=c=1, § 0. Dann wird aus
do = (2 + 8t2) dt

t %
v—1 = ((2 + 3t2) dt =21t -+ t3 oder v =1 I 94 4¢3 und

e/ 0

=s(l+2t+”)dt:——t+t'—’ YL
e o

3. Zusammensetzung mehrerer gleichzeitigen Bewegungen
eines Punkies.

Bin Massenpunkt durchlaufe wihrend der Zeit ¢ die Bahnlinie
A B (Fig. 15), und zwar in der Richtung von A nach Bj; diese
Bahnlinie gehore aber einem Korper an, welcher sich derartig
parallel verschiebt, daf der Punkt A der Linie 4 B wihrend der
Zeit ¢ die Bewegung 4 C ausfihrt und die e
ganze Bahnlinie 4 B in die parallele Lage %5
CD kommt. Dann wird der Massenpunkt
infolge der beiden gleichzeitigen Bewegungen
aus der Anfangslage 4 in irgendeiner Bahn-
linie nach D gelangen, und man nennt diese
wirkliche Bewegung 4 D die Mittelbewegung oder Resultierende
aus den beiden Seitenbewegungen AB und A C.

Anstatt diese wirkliche Bewegung 4 D als das Ergehbnis der
Bewegungen A B und A4 €' zu bezeichnen, sagt man auch wohl kiirzer,
der Massenpunkt fithre zwei gleichzeitige Seitenbewegungen aus,
womit aber stets nur der beschriebene Vorgang gemeint sein soll.
Da die Figur ABD C ein Parallelogramm ist, so ergibt sich ohne
weiteres der Satz vom Parallelogramm der Bewegungen:

Fiihrt ein Massenpunkt gleichzeitig zwei Seiten-
bewegungen aus, so ist der dem Anfangspunkt 4
gegeniiberliegende Eckpunkt desaus denbeiden Seiten-
bewegungen gezeichneten Parallelogrammes der wahre
Ort des Punktes. 0

Man denke sich auf dem Stabe A B ein Sonnenkiiferchen entlang laufend,

withrend man den Stab parallel nach CD verschiebt; dann gelangt das
Sonnenkiiferchen in Wirklichkeit von .4 nach D.

Bine Gerade A4 B von bestimmter Richtung, bestimmter Grifle
und einem Pfeile, der einen bestimmten Bewegungssinn angibt,

Keck-Hotopp, Mechanik I. 4. Aufl. 2
L7
W, %
- e

A I
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nennt man eine Strecke. A B sei die Strecke x, A4 C die Strecke .
Zur Bestimmung des Punktes D ist offenbar nicht die Zeichnung
des ganzen Parallelogramms erforderlich; vielmehr geniigt es, an
den Endpunkt B der Strecke  die parallel ver-
schobene Strecke B.D = y anzutragen (Fig. 16).
Beide bilden dann einen sog. ,Streckenzug®,
und man kann sagen: Der wahre Ort D
des Punktes ist der Endpunkt des
aus den beiden Seitenbewegungen
gebildeten Streckenzuges. Die Reihen-
folge der Zusammensetzung ist offenbar gleichgiiltig. Der Strecken-
mg AC=y und C D=z fihrt zu demselben Endpunkte D.

Sind die Gesetze der heiden Seitenbewegungen bekannt, so dafl
man fiir den Zeitpunkt ¢ die Strecken z# und y berechnen kann,
so ist auch der Ort des beweglichen Punktes fir jeden Zeitwert ¢
bekannt und damit auch die Bahnlinie der
Mittelbewegung A D vollig bestimmt.

Fig. 16,

Beispiel: Die eine Seitenbewegung folge dem
Gesetze @ = ¢ (in Metern und Sekunden), sei also
gleichformig, die andere dem Gesetz

y =12t 101?

(also gleichformig beschleunigt). Dann ist fiir

=0 1 2 3 4 )

&=l 1 LR e, ST LR T e S

=0, 0ie didged e Siaaen d.
Die Gleichung der Bahnlinie findet man, indem man ¢ = 2 in die Gleichung
fir o einsetzt, ¥ ='/2a4 = '/10a® Dies bedeutet eine Parabel als Bahnlinie
des Punktes. 4

Fig. 18.

Frleidet, withrend die Seitenbewegungen
AB und AC erfolgen, die ganze Ebene
derselben eine Parallelverschiebung # in der
Richtung von A nach E (Fig. 18), so wird
der Massenpunkt, der infolge der beiden
Bewegungen z und y nach D gelangen
wiirde, sich nunmehr nach A bewegen, und
es folgt der Satz vom Parallelépiped der
Bewegungen:

Hat ein Massenpunkt drei gleichzeitige Seiten-
hewegungen,soist der dem Anfangspunkt 4 gegeniiber-
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liegende Eckpunkt H des aus den drei Seitenbewegungen
hestimmten Parallelepipeds, oder der Endpunkt des aus
den Seitenbewegungen z, y und z gebildeten Strecken-
zuges A BD H der wahre Ort des Punktes.

Als Beispiel konnten die Bewegungsgesetze: @ = ¢; y = '/at + '/10t?;
# = 3t benutzt werden.

Im allgemeinen ist die wahre Bahnlinie eine riumliche Kurve.

a) Zusammensetzung der Ges;chwindigkeiten.

1) Ein Massenpunkt habe zwei gleichfirmige, geradlinige
Seitenbewegungen mit den Geschwindigkeiten « bezw. u; dann sind
die Wegeslingen nach ¢ Zeiteinheiten
(Fig. 19)

AB =gz = wt und AC =y = ut;

. 7 . gt D
innerhalb eines anderen, etwa Kkleineren =
Zeitraumes ¢, :

AB, = z, = w¥, und

A,Cl == yl == utl- B, B

Wiy
Der wahre Ort nach ¢ bezw. ¢ Zeit-

einheiten ergibt sich durch den Streckenzug A BD hbezw. A B, D,
za D bezw. D,. Es findet aber statt:

i R L i AB' BD

5l o Sl Yl 3 0%
mithin sind die Dreiecke 4 BD) und A B, D, iihnlich, so dal3
A, D, und D auf derselben Geraden liegen miissen. Da dies fiir
alle Werte fir ¢ und ¢ gilt, so mufl die wahre oder Mittel-
bewegung geradlinig erfolgen. Zugleich ist aber auch wegen
der Ahnlichkeit % = jgl i l;l—, oder die Wegeslingen A4 1
und A4 D, sind den entsprechenden Zeiten # und ¢, verhiilénisgleich.
Die Mittelbewegung aus zwei geradlinigen und gleichformigen
Seitenbewegungen ist hiernach ebenfalls geradlinig und gleichformig.
Thre Geschwindigkeit » erhilt man, indem man den willkiirlichen
Zeitraum ¢, zur Zeiteinheit werden liBt. Dann wird 4 .B) = w;
B, D; =u und A D, = v, oder die Geschwindigkeit v der wahren
oder Mittelbewegung erscheint als die Schlufseite eines ans den

DA
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Geschwindigkeiten der Seitenbewegungen gebildeten Streckenzuges
(Fig. 20). Der Pfeil der Schluf3seite eines Streckenzuges wird stets
von dem Anfange nach dem Ende des Strecken-

zuges verstanden, wie es sich hier beziiglich der gt "
Geschwindigkeit » als notwendig ergibt. Die ;
in dieser Weise verstandene SchluBstrecke eines < K
Streckenzuges heiflt auch die geometrische >—p,

Summe der Einzelstrecken.
2) Sind die beiden Seitenbewegungen nicht gleichfirmig, er-

folgen sie vielmehr nach beliebigen Bewegungsgesetzen A B =z — /({)
und 4 C=y=q(¢) (Fig. 21), so indern HiKEr

sich AB und AC im allgemeinen nicht it i
verhiltnisgleich; es wird daher die Mittel- ] i

bewegung krummlinig ausfallen. Gleich-

wohl 1Bt sich fir jeden Zeitpunkt ¢ der

wahre Ort des Massenpunktes aus den

Seitenbewegungen z und y konstruieren. - I e
Andert sich ¢ um df, so werden in

diesem Zeitteilchen die Seitenbewegungen BB, = dz. OO, = dy
mriickgelegt, und der Massenpunkt gelangt von 1) nach D).
Nun sind aber die Geschwindigkeiten der beiden Seitenbewegungen

im Zeitpunkte #: w = % bezw. u = —‘%. Setzt man hiernach
dx=wdt und dy=udt, so betrachtet man fiir die Dauer eines
Zeitteilchens d¢ die Seitenbewegungen als gleichformig, so dal
fir die augenblickliche Geschwindigkeit » der wahren oder Mittel-
bewegung die fiir gleichfirmige Bewegungen abgeleitete Fig. 20
giltig bleibt. Die Richtung der Geschwindigkeit » fillt
hiernach mit der Sehne D1D),, also, da diese unendlich klein.
mit der Richtung der Bahnlinie, d. h. mit der Bewegungs-
richtung zusammen. Auch ist, wie bei der geradlinigen Be-
DDy ds
ab o b
Seitenbewegungen nennt man kiirzer die Seitengeschwindig-
keiten des Massenpunktes, » die wahre oder Mittelgeschwih—
digkeit. Es gilt also fiir zwei beliebige geradlinige Seiten-
bewegungen der Satz vom Parallelogramm oder vom Dreieck der
Geschwindigkeiten: ~ Die Mittelgeschwindigkeit ist die

wegung v = Die Geschwindigkeiten w und « der
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. . \ 1 -
Diagonale eines Parallelogrammes aus den Seiten
geschwindigkeiten, oder die geometrische Summe der
Seitengeschwindigkeiten.

Hiernach kann die Mittelgeschwindigkeit, die wahre oder
resultierende (reschwindigkeit durch Zeichnung gefunden werden;
will man aber ihre Grofe und Richtung
durch Rechnung bestimmen, so bedenke man, Fig.

g. 22.
daf) in dem Dreieck 4 BD (Fig. 22) D
v2= w24+ u>—2wu cos ABD, oder u P *
s I
weil cos AB.D = ¢os (®— o) = — 008 &, % «
5 ' A " n

1) v=Vaw?+u+2wu cos a ;
ebenso gilt sin ¢ :sin ABD =wu:v, also, weil sin A BD = sin x,

. ¥ TN
2) sin ¢ = sin - -

GL 1 liefert die Grofe, GL 2 sodann die Richtung von ». Dabei
ist zu bemerken, dall die Strecken w und u stets in der Weise an-
einander zu setzen sind, daB die Pfeile in dem Zuge ABD
iibereinstimmenden Umfahrungssinn haben, und daf} dann der Pfeil

von v stets vom Anfang 4 nach dem Endpunkte D des Strecken-
zuges gerichtet ist.

Je kleiner der Winkel « wird, desto mehr nihert sich « der
Richtung von A B, desto niher fillt also auch » der Richtung
von . Fallen schlieflich w und » in dieselbe Richtung, so wird
=0, cos a=1, sina=0, und man erhilt v=w-+u; @=0.
In diesem Falle wird die Mittelgeschwindigkeit v, welche allgemein

die geometrische Summe von  und «, auch arithmetisch gleich
der Summe von w und w.

Je mehr sich der Winkel « dem Winkel # niibert, desto
niedriger wird wiederum das Geschwindigkeits-Dreieck, desto kleiner
wird die SchluBseite v. Ist o=, so wird cos o = —1, sin 2 =0,
mithin, wenn w >« gedacht ist, v=w—u; ¢=0.

In beiden Fillen « =0 und « =7 wird » die algebraische
Summe von w und w, nimlich w -+ % bezw. w— u.

r
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Von besonderer Wichtigkeit ist noch der Fall, wo die beiden
Seitengeschwindigkeiten zueinander rechtwinklig stehen (Fig. 23).
Es ist dann

Fig. 23
rmr ; g. 23,
v=Vw?+u?; tge=u:w.

u v .
Ist z. B., bezogen auf Sekunden und Meter, w — 2, A
w=1, so wird ]

V= V= 2,885 tg o =12, ¢=26°34"

3) Hat man drei, nicht in derselben Ebene liegende, gleich-
formige Seitenhewegungen mit den Geschwindigkeiten w, » und ¢
zusammenzusetzen (Fig. 24), so liefern
zundchst zwei derselben, A.B und A, als Fig. 24,
Mittelbewegung wiederum eine gerad-
linige gleichformige Bewegung A D mit
der Geschwindigkeit v,, welche aus dem
Streckenzuge A B und BD als 4D
gefunden wird. Fiigt man nun zu der
Bewegung 4 D noch die dritte Seiten-
bewegung A F hinzu, so hat man
wiederum zwei geradlinige, gleichformige
Bewegungen zusammenzusetzen; man verlegt daher ¢¢ parallel an
den Endpunkt 1) von A D und erhilt H als Endpunkt der wahren
oder Mittelbewegung, welche geradlinig und gleichfsrmig von A
nach H erfolgen muf).

LiBt man in Fig. 24 #=1 werden, so erscheint die wahre
oder Mittelgeschwindigkeit » als Diagonale eines
Parallelepipeds aus den drei Seitengeschwindigkeiten,
oder als die Schluflseite eines riumlichen, aus den
drei Seitengeschwindigkeiten gebildeten Streckenzuges,
welche man auch wiederum die geometriseche Summe
der Seitengeschwindigkeiten nennen kann.

oy

Dieser Satz vom Parallelepiped oder (riumlichen) Viereck der
Geschwindigkeiten erhiilt auch Giiltigkeit fiir ungleichfsrmige Seiten-
bewegungen, wenn man dieselben Betrachtungen anstellt, wie auf
S. 20 beziiglich zweier Seitenbewegungen geschah.
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Stehen die 3 Seitengeschwindigkeiten rechtwinklig zueinander
(Fig. 25), so wird die wahre (resultierende) oder Mittelgeschwindigkeit

v="V w2+ u+ c¢? Fig. 25.
und fir die Neigungswinkel «, f und p E, i
der Geschwindigkeit » gegen die Richtun- Ae
i g G * 1
gen w, w und c ergibt sich, weil die “ T

Seitenfliche BDHUF rechtwinklig zu w /)ny
steht, also auch 7 ABH ein Rechter, A}g

€0S o = w:v; ebenso cos @ = w:v und L
COS Yy =c:u. € i

b) Zusammensetzung der Beschleunigungen.

1) Ein Massenpunkt habe zwei gleichformig beschleunigte Seiten-
bewegungen 4 B und A C, welche beide mit den Geschwindigkeiten
Null beginnen. Die Beschleunigungen
seien p und q (Fig. 26); dann ist in ¢
Zeiteinheiten (nach Gl 5, S. 12):

AB='/2pt? BD =1/,qt?
in ¢, Zeiteinheiten:

A:By = 94’ B, D, = Yaqt 2,

Die wahren Orte des Massenpunktes sind

A RN 42 BD
D bezw. D,. Somit ist e B1 i 9 ; es sind also die

Dreiecke A BD und A B, D, ihnlich, daher die wahre Bewegung

2
geradlinig. Fir die Wegeslingen gilt aber ;1451 = ;1411;[ B ;2,
oder sie sind mit den Quadraten der entsprechenden Zeiten ver-
hiiltnisgleich. ~ Fiir ein solches Bewegungsgesetz s — q#2 gilt aber
v=2at, d.h die Mittelbewegung ist wiederum eine gleichfirmig
beschleunigte mit der Anfangsgeschwindigkeit Null. Nennt man
sodann die Beschleunigung dieser Bewegung 7, so kann A 1) — 1/ap¢2
A Dy = Yart,? gesetzt werden. Wiihlt man endlich den beliebigen
Zeitraum #, so, daB '/24,2= 1 wird, so werden 4 B,, B, D, und
AD, bezw. zu p, ¢ und », und es erscheint die Beschleunigung
der wahren oder Mittelbewegung, welche kiirzer die Mittel-
beschleunigung genannt wird, ebenso wie die Geschwindigkeit,
als SchluBlinie eines aus den Seitenbeschleunigungen

Pig. 26
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gebildeten Streckenzuges, als geometrische Summe
der Seitenbeschleunigungen, oder als Diagonale eines
Parallelogramms aus den Seitenbeschleunigungen.

2) Dies gilt einstweileu nur, wenn die beiden Seitenbewegungen
gleichformig beschleunigt sind und mit der Geschwindigkeit Null
beginnen, so dafl die Mittelbewegung geradlinig wird. FErfolgen die
Seitenbewegungen aber nach beliebigen Bewegungsgesetzen, so ent-
steht eine krummlinige Bewegung, und fiir diese mufl der Begriff
der Beschleunigung erst eine Verallgemeinerung erfahren.

Die Richtung der Geschwindigkeit fillt nach Seite 20 mit der
Bewegungsrichtung zusammen. Bei einer geradlinige i Bewegung
bleibt also die Richtung der Geschwindigkeit dieselbe, es indert
sich nur deren Grife, und zwar withrend des Zeitteilchens d¢ um
dv=pdt. Diese Vergrofferung von » kann man nun auch so
auffassen, als ob zu der fritheren Geschwindigkeit v eine neue Ge-
schwindigkeit dv = pd¢ hinzugetreten wiire, und man nennt diese
letztere die llementarbeschleunigung, welche mittels Teilung
durch das Zeitteilchen d¢ die (auf die Zeiteinheit bezogene) Be-
schleunigung p = dv: d¢ liefert.

Bei der krummlinigen Bewegung éindert sich withrend eines
Zeitteilchens dt sowohl die Grifle, wie auch die Richtung der
Geschwindigkeit (Fig. 27); diejenige Fig. 27.
(eschwindigkeit nun, welche mit
der im Zeitpunkte ¢ vorhandenen
Geschwindigkeit v zusammengesetzt NPHea s iy
werden mufl, um mit ihr die fir
den Zeitpunkt ¢ + dt geltende Ge-
schwindigkeit » 4 dv nach Grofie
und Richtung zu ergeben, heif}t
wiederumr die Elementarbeschleunigung, welche dann, durch
dt geteilt, die Beschleunigung p der krummlinigen Bewegung im
Zeitpunkte ¢ nach Grofle und Richtung liefert.

Stellt also in Fig. 27 FG die Geschwindigkeit » im Zeit-
punkte ¢, I"H die Geschwindigkeit » + dv im Zeitpunkte ¢ d¢
dar, so ist G H die Elementarbeschleunigung = du. Letztere kann
offenbar als die geometrische Differenz zwischen » + dv und », oder
weil sie unendlich klein, als das geometrische Differential von »
bezeichnet werden.

A
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Die Beschleunigung p der krummlinigen Bewegung AD D,
im Zeitpunkte ¢ hezeichnet man nun als p = dw: d#, d.h. als die
geometrische Abgeleitete von » nach ¢ und als mit der Richtung
von dw iibereinstimmend. Die Beschleunigung weicht hier-
nach hei krummliniger Bewegung stets von der Be-
wegungsrichtung (v) ab. :

Bei der Zusammensetzung zweier beliebigen geradlinigen Seiten-

bewegungen ist nun die Geschwindigkeit v — A D im Zeitpunkte ¢
(Fig. 28) die Mittelgeschwindigkeit aus w 4
and w, die Geschwindigkeit « + dv = A D, 1. 28,
im Zeitpunkte ¢ - d¢ die Mittelgeschwindig-
keit aus w -+ dw und w -+ du. Legt man
‘beide Streckenziige so aufeinander, dal} v
und © 4+ dv gemeinsamen Anfangspunkt A
haben, so ist DD, die geometrische Diffe-
renz von v -+ dv und v, oder die Elementar-
beschleunigung = »- dt, wenn » die Beschleunigung. D D, ist aber
die SchluBseite eines aus dw = p-dt und du = ¢-dt¢ gebildeten
Streckenzuges D E D,.  Dasselbe Verhiltnis mufy also auch
zwischen », p und ¢ bestehen; mithin gilt auch fiir zwei beliebige
geradlinige Seitenbewegungen das auf 8. 23 unter 1 ausgesprochene
‘Gresetz fiir die Beschleunigung.

Fir die Berechnung der Grofle und Richtung der Mittel-
beschleunigung » gelten dieselben Formeln wie fiir die Geschwindig-

keit (S. 21); man braucht in denselben nur w«w, » und » mit p, ¢
und » zu vertauschen.

Ahnliche Betrachtungen, wie solche beziiglich der Geschwindig-
keiten (S.22 und 23) angestellt wurden, fithren auch leicht zum Satze
vom Parallelepiped oder Viereck der Beschleunigungen.

¢) Zusammensetzung krummliniger Seitenbewegungen.

Die im vorstehenden ausfiihrlich entwickelten Gesetze fiir die
Zusammensetzung von zwei oder drei Bewegungen, von deren Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen bleiben auch noch giiltig,
wenn die Seitenbewegungen nicht geradlinig, sondern krummlinig
erfolgen. UnerliBliche Bedingung hierfiir ist aber, daf} die beweg-
liche Bahnlinie eine reine Parallelverschiebung erfahre.
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Bewegt sich der Massenpunkt in der Bahnlinie 4 B (Fig. 29),
withrend diese eine Verschiebung in die Lage C'D erfihrt, so
erkennt man leicht, daBl D der Ort des
Massenpunktes nach der Bewegung sein
muf}, und daf} es gleichgiiltig ist, ob man
den Punkt D mittels der wahren Be-
wegungslinien A B, 4C und B D festlegt,
oder ob man die Sehnen 4 B, AC und BD
benutzt und aus ihnen ein Parallelogramm
oder einen Streckenzug A B D bildet. Auch
fir die Geschwindigkeit » der wahren Be-
wegung in irgendeinem Zeitpunkte £ muf} der frither (S. 21) be-
wiesene Satz aus dem Grunde giiltig bleiben, weil mit dem Begriffe
der Geschwindigkeit grundsitzlich die Vorstellung verbunden ist,
dal man jede krummlinige Bewegung fiir ein unendlich kleines
Zeitteilchen als geradlinig und gleichférmig betrachten darf, so dal}.
man es in jedem Zeitpunkte nur mit der Zusammensetzung der
Geschwindigkeit solcher einfachen Bewegungen zu tun hat.

Dall auch beziiglich der Beschleunigungen das Entsprechende:
gilt, ergibt sich durch folgende Betrachtung; A B und 4 C (Fig. 30)
seien die Seitenbewegungen wiihrend eines

Fig. 29.

Zeitteilchens: w und w + dw bezw. u i i e

und u + du die Seitengeschwindigkeiten e

zu Anfang und zu Ende desselben. Man ? .
wh

trage w und w -+ dw von einem Punkte
O aus auf. Setze daran die Strecken
PR =wu berw. @ S=u -+ du. Dann
ist OR =v die wahre Geschwindigkeit
im Zeitpunkte ¢, OS = v + dv diejenige
im Zeitpunkte 7 4 d¢. Danach wird dann
RS = r - dt die Elementarbeschleunigung
und » = RS : dt die Beschleunigung der
Mittelbewegung; P @ = p-dt ist die Ele-
mentarbeschleunigung der ersten Séiten-
bewegung. Macht man nun Q7= wund || PR = wu, so wird
TS =q-dt die zweite Elementarbeschleunigung, und weil
RE % PQ=pq
so erscheint RS = r- dt als SchluBlinie eines Streckenzuges aus
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RT—p-dtund TS=q-dt. Mithin muf auch » die SchluBlinie
eines Streckenzuges aus p und ¢ sein. Damit ist der Satz vom
Dreieck oder Parallelogramm der Beschleunigungen allgemein
bewiesen. Die Erweiterung zum Satze vom Parallelepiped bezw.
riumlichen Viereck der Beschleunigungen hat keine Schwierigkeit.

Erfihrt aber die Bahnlinie 4 B nicht eine einfache Parallel-
verschiebung, sondern eine allgemeinere Bewegung, so werden die
Beziehungen der wahren oder Mittelbewegung verwickelter; dieser
schwierige Fall wird erst spiiter in der Allgemeinen Mechanik
behandelt.

d) Zerlegung von Bewegungen, Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen.’

Wie man aus zwei bezw. drei gleichzeitigen Seitenbewegungen
mit Hilfe der (esetze vom Dreieck bezw. Viereck der Bewegungen
die Mittelbewegung finden kounte, wie ferner die Seitengeschwindig-
keiten und Beschleunigungen zu den Mittel-Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen sich zusammensetzen liefen, so kann auch um-
gekehrt jede Bewegung eines Massenpunktes in der Ebene oder im
Raum in zwei bezw. drei geradlinige Seitenbewegungen zerlegt oder
durch diese ersetzt werden, und das Gleiche gilt auch beziiglich
der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen.

Ist z. B. die Bewegung eines Massenpunktes in einer ebenen
Kurve A B gegeben (Fig. 31), kennen wir also fir jeden Zeit-
wert ¢ den Ort P des Punktes in der Kurve,
so kann man durch 4 zwei mit der Kurve i 4
in derselben Ebene liegende Gerade A C und :ﬁ
A D legen und nach deren Richtungen die ,‘,/‘ B ]

Fig. 31.

gegebene Bewegung zerlegen. Sind P @ / "
und PR parallel zu A C und A4 D, so kann 4 / ;
die gegebene Bewegung 4 P vollstindig e

durch diese Seitenhewegungen ersetzt werden, sobald nur,deren Be-
wegungsgesetze so geregelt sind, daB fiir jeden Zeitpunkt ¢ die
Orte P, @ und R der fraglichen Bewegungen einem solchen
Parallelogramm 4 Q PR angehoren. Wird aus der Geschwindig-
keit v der gegebenen Bewegung und den Seitenrichtungen- A '
und 4 1) ein Dreieck gezeichnet, so sind die zu 4 C und A D
parallelen Seiten zugleich die Geschwindigkeiten « und w der
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Seitenbewegungen, oder es ist ¢ in die Seitengeschwindigkeiten
w und w zerlegt.

Fiir die Behandlung krummliniger Bewegungen bietet eine
solche Zerlegung auflerordentliche Erleichterung; sie schliefit sich
auch unmittelbar dem Verfahren der analytischen Geometrie an,
welehe ja anch einen Punkt P in einer Ebene durch zwei Koordinaten
x und y gegen zwei Achsenrichtungen festlegt. In den meisten Fillen
legt man die Achsen rechtwinklig zueinander.

Soll die Bewegung des Punktes P (Fig. 32) Fig. 82,
in der zy-Ebene vollig bekannt sein, so ¥
mufl man fiir jeden Zeitpunkt ¢ sowohl
als auch y kennen, oder es miissen 2 und ¥
als Funktionen von ¢ gegeben sein. Jede der E
Funktionen z =/ (f) und y= ¢ (f) kamn | = &X
aber fiir sich allein als das Gesetz einer
geradlinigen Seitenbewegung aufgefallt werden, und zwar wiirden
fir den Zeitpunkt ¢ die Seitenbewegungen 4 @) =2 und PQ =y
sein, deren Vereinigung den Massenpunkt richtig nach seinem Orte P
fihrt. Diese beiden Bewegungsgleichungen bestimmen die Bewegung
des Massenpunktes vollstindig und in einfachster Weise. Bezeichnet
man die Seitengeschwindigkeiten in den beiden Achsenrichtungen
mit v, und »,, ebenso die Seitenbeschleunigungen mit p, und p,,
so ist nach 8.6

e A dy

Up = 9r U= Fir die wahre Geschwindigkeit gilt dann

V= l’/«vﬂ—i—vy'-’ = V (ﬂy—[— (ﬂjg = Vda? +d7/')

=

i
l

dt dt dt K

/ : s ds :
also, wie bei der geradlinigen Bewegung » = —-. Ferner ist

dt
d_y
L I
tgd&v, i de, dz’
dt

d. h. die Richtung der Geschwindigkeit » stimmt mit der Richtung
der Bewegung iiberein.
Nach S. 15 ist
dv, d3z

i g dy
Dz = dt *’%T_)s py"‘

TR

dv, _ ¢
AT
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fir die wahre Beschleunigung gilt

p=Vp2+p,’ :"/ (dfx_)‘ + (d?,y)? und

dt? dt?
a’y
S Bipas _d_ti
R
dt?

dy

Da dieser Wert im allgemeinen von tg o« = P verschieden ist,

so fallen, wie bereits S. 25 besprochen, die Richtungen der Be-
schleunigung und der Bewegung im allgemeinen nicht zusammen.

Erfolgt die Bewegung des Massenpunktes nicht in einer Ebene,
sondern in einer riumlichen Kurve, so sind die drei rechtwinkligen
Koordinaten des Ortes P als Funktionen der Zeit auszudriicken,
und es konnen dann wieder die Gleichungen z = f(¢); v = ¢ (4);
z2=1(f) als Gesetze dreier Seitenbewegungen aufgefallt werden,
deren Zusammenwirken die riumliche Bewegung des Massenpunktes
vollstindig wiedergibt. Es entsteht in dhnlicher Weise

dw dy de T ds
Vp = k(iﬁt/ § by e Hd%; 0y = ~(—l-tw; V= V(;‘- - Uy~ -+ @:2 — _d?;
ferner nach S. 23
Vg dax Vy dy Vy de
€08 o = —— = H cos = —— = —2 (08 _— = —
v ds P v ds’ 7 v ds -

Fiir die Beschleunigungen ergibt sich das Entsprechende.

Beispiel: Tiir eine ebene Bewegung sind gegeben die Gleichungen
& =a(l —cost); y = bsint.
Um hieraus die Gleichung der Bahnlinie zu finden, entferne man ¢. s wird

U om0 LN e
cos ¢ 5 sin t b Fig. 83.
mithin durch Quadrieren und Zusammenziihlen:
(@ — x)? 2
T
Dies ist die (ileichung einer Ellipse (Fig. 33),
aber nicht bezogen auf den Mittelpunkt I,
sondern auf den Endpunkt 4 der Halbachse a.
Denn sobald man a — & = a; setzt, wird

cos?t 4gin? € = 1 =

aus obiger Gleichung die bekannte Formel 1 — —— ?{;—



30 Erste Abteilung. Mechanik des Massenpunktes.

Die Seitengeschwindigkeiten sind :

& . a
— = @ 8in t = Yy

%= T b
vy id?;— =bcost = b (1 =g ‘2)

Fir ¢ = 0 ist 2 =y = 0; v, =0; v, = b (entsprechend dem Punkte 4);
fir ¢ = Yfa = = 1,57 Sek. ist sint = 1, cos ¢ =0,
x = a; y = b; v, = a; v, = 0, entsprechend dem Punkte B;

filr ¢ =7 = 8,14 Sek ist smt =0, cost = — 1,

&= ‘2 3 Y = .= 0; v, = — b, entsprechend dem Punkte C;
it 4 = 9s 1stsmt :—l, cos t = 0

r=a;,y=—>b; v,= —a; vy, = 03 entsprechend dem Punkte D,

Fir fortlaufende Zeit nehmen « und # immer wieder dieselben Werte
an, so oft sich ¢ um 2 = geiindert hat. Die Ellipse wird hiernach fortwiihrend
in derselben Richtung durchlaufen, und ein Umlauf erfordert 2 = Sekunden.
Fiir die Beschleunigungen gilt

dv,
Py = cst =a—a =2
Do at 1
dv
0 e Ll — bsint = —y.
Dy dt Y

Die Seitenbeschleunigungen werden also der Gréfle nach gemessen durch
die Mittelpunkts-Koordinaten des Punktes P; u. zw. ist p, = a— 2 = @,
nach rechts, p, = — y aber, wegen des negativen Zeichens, nach unten ge-
richtet. Es wird

p =1 (a—x)?® + 9> = r — dem Mittelpunkts-Fahrstrahle P}
u. zw. ist der Sinn von p stets nach dem Mittelpunkte M gerichtet.

4. Physikalische Grundgesetze der Mechanik.

In dem vorstehenden haben wir die Bewegungen als gegeben
angesehen und gewisse kennzeichnende Merkmale und Eigenschaften
derselben aufgefithrt. Die Betmchtunven waren rein mathematische;
wenn auch das Bewegliche als Massenpunkt bezeichnet wurde, so
geschah dies nur zur Erleichterung der Vorstellung.

Wollen wir nun aber die Bewegung eines Massenpunktes aus
ihren Ursachen, den Kriiften herleiten, so bediirfen wir gewisser
physikalischer Grundgesetze, die sich nicht mathematisch beweisen
lassen, die auch nicht ohne weiteres selbstverstindlich smd,“delen
Richtigkeit aber dadurch geniigend sichergestellt ist, daf} alle Er-
gebnisse, welche darans gezogen werden, mit der Beobachtung
{ibereinstimmen (]urfahmnfrsovesetze)
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Der erste Grundsatz ist das von Galilei im Jahre 1638 aus-
gesprochene Gesetz der Trigheit: Jeder Massenpunkt
bleibt im Zustande der Ruhe oder der geradlinigen,
gleichformigen Bewegung, solange er nicht durch
iufere Einwirkungen zu einer Anderung dieses Zu-
standes veranlafit wird.

Hiernach bedarf ein Massenpunkt zur Fortsetzung einer
Bewegung mit gleichbleibender Richtung und Geschwindigkeit keiner
duleren Einwirkung. Zu einer Abweichung aber von der
geradlinig-gleichformigen Bewegung ist eine Ursache, eine Kraft
erforderlich. Eine solche Kraftwirkung, der ein Massenpunkt aus-
geselzt ist, geht aber, so lehrt die Erfahrung, stets wieder von
einem anderen Massenpunkt aus; man kann daher sagen: Unter
»Kraft“ versteht man die Einwirkung eines Massen-
punktes auf die Bewegung eines anderen. — Die
Wirkung einer Kraft besteht in einer GrioBen- oder
Richtungs-Anderung der Geschwindigkeit eines
Massenpunktes.

Fine nach Grofle und Richtung gleichbleibende Beschleunigung,
wie sie bei der geradlinigen, gleichformig beschleunigten Bewegung
eines Massenpunktes vorkommt, wird als die Wirkung einer eben-
falls nach Grofie und Richtung gleichbleibenden Kraft angesehen.
Richtung und Sinn der Kraft werden als ibereinstimmend mit
denen der entsprechenden Beschleunigung bezeichnet.  Derjenige
Massenpunkt aber, von dem die Kraftwirkung ausgeht, ist auf der
Richtungslinie der Kraft zu suchen.

Wenn auf denselben Massenpunkt zu verschiedenen Zeiten zwei
Krifte K und K, wirken und die Beschleunigungen p bezw. p,
hervorbringen, so bezeichnet man die Grofen der Krifte als ver-

hiltnisgleich mit den Beschleunigungen, setzt also G- dl f; oder

1 1
§~ = % Wenn aber die gleiche Kraftwirkung, auf verschiedene

1 1

Massenpunkte ausgeiibt, die verschiedenen Beschleunigungen p und
Py hervorbringt, so erklirt man diese abweichende Wirkung
aus. der - verschiedenen MassengrofBe der beiden Punkte, und
zwar bezeichnet man diejenige Masse als die grdfBere, welche
durch die gegebene Kraft die kleinere Beschleunigung erfihrt,
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und setzt die Massen m und m, in umgekehrtes Verhiltnis zu den

; m
entstehenden Beschleunigungen p und p,, also %:% oder
1
%—:i Die Masse eines Korpers ist unverinderlich, wird
1

sogar durch chemische Umwandlung nicht beeinfluft. Die Be-
schleunigung aber, die ein Massenpunkt erfihrt, ist, wie die Kr-
fahrung lehrt, nur von ihrer Ursache, der Kraftgrofe, und von
der Masse des Punktes abhiingig. Da nun nach dem vor-
stehenden die Beschleunigung einmal in gleichem Verhiiltnisse zu
der Kraft, ein anderes Mal im umgekehrten Verhiiltnisse zu der
Masse steht, so gelangt man zu dem zweiten Grundgesetze, dem
Beschleunigungsgesetze: Jede Kraft K, die auf einen
Punkt von der Masse m wirkt, erteilt diesem eine
Beschleunigung p, welche verhiltnisgleich der Kraft
und umgekehrt verhiltnisgleich der Masse ist.

. (i ; :
Man kann hiernach setzen p = a - e Darin bedeutet a eine

Zahl, die sich offenbar nach den fiir Beschleunigung, Kraft und
Masse gewiihlten Einheiten richtet. Umgekehrt kann man aber
auch den Wert @ willkiirlich annehmen, wenn man zugleich auf
die freie Wahl einer der drei Einheiten, z B. der Masseneinheit,
verzichtet. Man hat es nun zweckmifig gefunden, « = 1 zu setzen,
so daf} einfach

1) Y 4 B

Beschleunigung = ;;—;25; sich ergibt. Dies Grundgesetz ist 1687

von Newton ausgesprochen.

Die Beschleunigung messen wir in der Regel nach ™/y2; wenn
spiter in einzelnen Fillen es zweckmifBig wird, diese Grofe in o™ /zqs
auszudriicken, so ergibt sich leicht, welche sonstige Anderung damit
verbunden ist.

Wie man die Krafteinheit zweckmifig wihlt und wie daraus
dann die Masseneinheit sich von selbst ergibt (infolge der will-
kiirlichen Setzung @ = 1), kann erst mit Hilfe des folgenden
Grundgesetzes erklirt werden.
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Nach dem vorstehend ausgesprochenen zweiten Grundgesetz (GL 1)
ist also die Kraft, die einem Massenpunkte die Beschleunigung p zu
erteilen vermag K = m - p. Der eigentliche Vorgang der Beschleuni-
gung besteht darin, daf die Kraft K die Trigheit des Massen-
punktes (Grundgesetz 1), d. h. den Widerstand iiberwindet, den er
Seiner Beschleunigung entgegensetzt, und den man seinem Ursprunge
und seinem Wesen nach als ,, Triigheitswiderstand bezeichnen kann:
mit der Bedeutung indes, daB dieser Widerstand kein absoluter,
sondern nur ein relativer ist, der erst mit der Beschleunigung auf-
tritt und deren Entstehung daher nicht hindern kann. Die Grofle
dieses Widerstandes allein bedingt die Grofe der beschleunigenden
Kraft. Er ist, wie diese sclbst, in seiner absoluten GroBe gleich
m-p, ihr aber gerade entgegengesetzt gerichtet, also gleich — m - p.
Im Kampfe zwischen beiden siegt stets die Kraft und der Massen-
p}mkt folgt ihr gleichsam unter dauerndem Protest (— m - p). Sobald
die Kraft zu wirken aufhort und damit die Beschleunigung ver-
schwindet, hort auch der Widerstand auf, den der Massenpunkt
seiner triigen Natur zufolge einer ]\nderung seiner Geschwindigkeit
entgegensetzt.  Bisher wurde die GroBe — m - p vielfach als
.,,Ergéinzungskraft“ bezeichnet. Diese Bezeichnung ist indes
msofern nicht recht treffend, als sie das Wesen der tatsichlich vor-
handenen, in der Triigheit der Masse begriindeten Gegegenwirkung
(—m - p) nicht ausdriickt, diese auch von dem, was wir sonst als
Kraft hezeichnen, vollig verschieden ist.

Von dem tatsiichlichen Vorhandensein einer solchen, die Be-
zeichnung ,Trigheitswiderstand“ rechtfertigenden Gegen-
Wwirkung iiberzeugt man sich leicht, wenn man sich die Kraft K
vermittels eines massenlosen Fadens auf den Massenpunkt wirkend
denkt (Fig. 83a). — Bei hin-
reichender Grofe der Kraft K Fig. 33a.
und damit also auch der Be-
Schleunigung p  bezw. des
Wertes m - p, wird der Faden
Zfarreissen. Das ist aber er- : :
sichtlich nur moglich, wenn sowohl der Widerstand (— m - p), der
dfm Faden an seinem ecinen Ende (a) zuriickzuhalten strebt, als
dl(? Kraft (K), die ihn am andern Ende (b) forbewegen mdachte,
beide gleich der Festigkeit des Fadens, d.h. gleich dem bestimmten

Keck-Hotopp, Mechanik TI. 8

—m.p K=mp

*® 3
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Widerstande sind, den dieser im #duflersten Falle seinem Zerreiflen
entgegenzusetzen vermag.

Drittes Grundgesetz, Gesetz der Schwere: Die Erde
iibt auf jeden Massenpunkt an ihrer Oberfliche eine
Kraft aus, welche lotrecht abwirts gerichtet ist und
jedem Massenpunkte die gleiche Beschleunigung er-
teilt. Diese Kraft heifit die Schwerkraft oder das
Gewicht des Massenpunktes, und die villig gleiche
Beschleunigung ¢ heifit die Beschleunigung der
Schwere oder die Fallbeschleunigung.

Ist also @ das Gewicht einer Masse m, so ergibt sich hier-
nach g = Q:m, oder — weil ¢ fiir alle Massen gleich — es ist
das Gewicht eines Massenpunktes seiner Masse verhiiltnisgleich und
umgekehrt.

2) O —=mg.

Die Fallbeschleunigung ¢ ist fiir verschiedene Punkte der Erd-
oberfliche allerdings etwas verschieden, aus Griinden, die spiiter
erliutert werden sollen; es fdndert das aber an dem vorstehenden
(Yesetze nichts; denn dieses soll zuniichst nur ausdriicken, dafl an
derselben Stelle der Erdoberfliche verschiedene Massenpunkte
itbereinstimmende Fallbeschleunigung ¢ erfahren, daf} die auf die
Massen ausgeiibten Schwerkrifte verhiltnisgleich ihren Massen sind.

Unter 45° geographischer Breite und in der Hohe des Meeres-
spiegels betrigt die Fallbeschleunigung g5 = 9,806™/sexa. In Berlin
ist g = 9,813, in Hannover ebenfalls = 9,813 (S. 96).

Das Gewicht eines Liters Wasser im Zustande der grifiten
Dichte (bei etwa 4° C.) heiBt das Kilogramm und dient als Ge-
wichtseinheit. Da dieser Wasserkorper eine ganz bestimmte
Masse enthilt, so ist seine Schwere @ wegen der Veriinderlichkeit
von g an verschiedenen Stellen der Erdoberfliche etwas verschieden.
Das Gewicht einesLiters Wasser (bei4? C.) an denjenigen
Stellen der Erde, wo g=9,806"/sex: betrigt, wihlen wir
zur Krafteinheit und bezeichnen es als Kilogramm (*).
— An anderen Stellen der Erde wird das Gewicht eines Liters Wasser
dann von 1% etwas verschieden ausfallen, sich nimlich verhiiltnis-
gleich mit ¢ &ndern. Fir technische Anwendungen kann diese
Veriinderlichkeit meist unberiicksichtigt bleiben, indem man fiir die
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meisten Fille einfach g = 9,81 setzt. Nur grundsitzlich muf) die
Stelle der Erde bezeichnet werden, wo das Gewicht von 1" Wasser
gleich unserer technischen Krafteinheit, dem Kilogramm, ist.

Um nun die Masseneinheit kennen zu lernen, brauchen wir
in der Gleichung @ = m gy; nur m =1 zu setzen, dann wird das
Gewicht dieser Masseneinheit @, = g4; = 9,806 ¥,

Die Masseneinheitistalsodie Masse cines Kdrpers,
der unter 45° geographischer Breite 9,806 ¥ wiegt, oder
die in 9806 Litern Wasser von 4° C. enthaltene Masse.

t MaBeinheiten der Physik. Da die Masse eines Korpers unveriinderlich
156, so liegt es eigentlich nither, einen Wasserkorper von abgerundeten
MaBen als Masseneinheit zu Grunde zu legen, wonach dann infolge der
Gleichung 1 (8. 32) mit K = 1 und m = 1 auch p = 1 werden, d. h. diejenige
Kraft zur Krafteinheit werden wiirde, welche der Masseneinheit eine Beschleu-
nigung 1 erteilt. So bezeichnet die neuere Physik die Masse eines Kubik-
centimeters Wasser als Masseneinheit und nennt diese Masseneinheit das Gramm.
Als Lingeneinheit dient das Centimeter, als Zeiteinheit die Sekunde, so daf
die Beschleunigung nach em/sex2 gemessen wird. Die Krafteinheit der Physik,
die Dyne, ist diejenige Kraft, welche einem Kubikcentimeter Wasser eine
Beschleunigung = 1 em/geks erteilt. Das Gewicht eines Kubikeentimeters Wasser,

. 1
d. h. T00g Wnserer Krafteinheit, erteilt diesem Korper die Beschleunigung

9 = 981 em/goa, ist also gleich 981 Dynen; unsere Krafteinheit, das Kilogramm,
di'a.her gleich 981000 Dynen. Fiir die technische Anwendung der Mechanik ist
die Wahl dieser Krafteinheit, wenngleich sie wissenschaftlich groBe Vorziige
besitzt, nicht recht zweckmilBig.  Bei den Aufgaben des Technikers kommt
08_ meist daranf an, Schwerkriifte zu benutzen, oder ihnen entgegenzuwirken.
l?lesc Schwerkriifte sind dann unmittelbar in Kilogrammen gegeben, und die
Endergebnisse miissen fiir die Ausfithrung auch meist Gewichté oder sonstige
Kriifte in Kilogrammen ausdriicken. Es wiirden daher bei den Aufgaben hiufig
gmwandlungen von Kilogrammen in Dyne und umgekehrt erforderlich werden,
Ahnliche Umwandlungen miissen, streng genommen, freilich auch bei der Wahl
unserer Krafteinheit ausgefiihrt werden, wenn die fraglichen Korper sich nicht
unter 45° geographischer Breite befinden, sondern an einem Orte, wo g von
9,.soa abweicht. Doch sind diese Abweichungen meist so gering, daB sie fiir
die Anwendung keine Bedeutung haben. '

‘ Viertes Grundgesetz: Gesetz der Wechselwirkung.
D.le Krifte, mit denen zwei Massenpunkte aufeinander
Wirken, treten stets paarweise in gleicher GroBe, aber
éntgegengesetztem Sinnauf Es wurde schon erwihnt
_(S- 31), daB eine Kraft K, die auf einen Massenpunkt m wirkt, von
irgendeinem anderen, in der Richtungslinie der Kraft befindlichen

3%
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Massenpunkt 22, ausgehen miisse. Die Erfahrung lehrt nun aber,
dall dann m auf m, dieselbe Kraft K, nur in entgegengesetztem
Sinne (mit entgegengesetztem Pfeil), ausiibt.

Die Fihigkeit eines Massenpunktes, die Kraft, die ein anderer
auf ihn ausiibt, in gleicher Grofle, aber entgegengesetzter Richtung
auf diesen auszuitben, besteht ebenso, wenn die Punkte aus einer
gewissen Entfernung dem gegenseitigen Einflusse unterliegen, als
wenn dies durch unmittelbare Berithrung geschieht. Ihre letzte
Ursache hat diese Wechselwirkung zwischen zwei Massenpunkten
wiederum in der Triigheit derselben.

Dies Gesetz wurde schon von Galilei (geb. 1564 zu Pisa,
gest. 1642 zu Arcetri) und Huyghens (geb. 1629 im Haag, gest.
1695 daselbst) angewandt, ist aber erst von Newton (geb. 1643
zu Woolstorpe, gest. 1726 zu Kensington) im Jahre 1687 bestimmt
ausgesprochen worden.

Beispiel 1: Der auf S, 13 behandelte Eisenbahnzug erfuhr bei der sog.
Anfahrt eine Beschleunigung p=0,14m/sex2.  Wenn nun das Gewicht des ganzen
Eisenbahnzuges 200000 kg betriigt, wie groB ist dann die zur Beschleunigung
erforderliche Kraft K? Die Masse des Zuges ist m = 200000:g Massen-
einheiten, mithin ist K = mp = 200000p:¢. Fiir solche Stellen der Erde,
fiir welche g = 9,81 gesetzt werden kanm, ist !/g = 0,102, mithin

K = 200000 - 0,14 - 0,102 = 2856 kg.
Setzt man annihernd g = 10, /g = 0,1, was fiir iiberschligliche Rechnungen
zuliissig, so wird K = 2800 ks.

Beispiel 2: Das auf S.16 behandelte Geschofy erfuhr eine Beschleunigung
p=100000 m/cex2. Wie grofl ist die Ausdehnungskraft der Pulvergase, wenn
das Gescho 20g = O,2kg wiegt? Es ist m = 0,2: 9,81 = 2: 981, mithin
K =2.100000: 981 = 204kg; fir g = 10 wird K = 200 kg,

5. Geradlinige Bewegung unter alleiniger Einwirkung
der Schwere.

Hilt man einen Punkt von der Masse s ruhend zwischen den
Fingern, so wird die Schwerkraft durch die Muskelkraft der Finger
aufgehoben, indem die Kraftwirkungen der Finger auf den Massen-
punkt eine Gesamtkraft ausiiben, welche .dem Gewichte mg genau
gleich und entgegengesetzt ist. Offnet man aber die Finger der
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Hand nach unten, so kommt die Schwere zur alleinigen Wirkung
und erteilt dem Massenpunkte die Beschleunigung g. Der Punkt
hatte vorher keine Bewegung, d. h. die Geschwindigkeit
¢=0; es entsteht nun eine gleichformig beschleunigte Fig 34.
Bewegung in der Richtung der Schwere, also lotrecht

abwirts. Nach ¢ Sekunden ist die Geschwindigkeit im ¥
Punkte P (Fig. 34) nach GL 2, S. 11: 3 img
1) v=gl, . lf f
die zuriickgelegte Wegeslinge my
2) 8="12¢g1t% (nach Gl 4, 8. 12).

Wenn man aus GL 1 ¢=wv:g entnimmt und in Gl 2 einsetzt,
o entsteht auch
42 V2
3 gl o ey e =T 2 g8,
) 291  2g g g
Die lotrechte Wegeslinge, welche ein Massen-
punkt durchfallen mufl, um ganz allein durch die

Wirkung der Schwere die Gesehwindigkeit v zu er-
2

¢ v ’
reichen, d. h.den Wert dirtia ey nennt man die der Ge-
g

schwindigkeit v entsprechende Geschwindigkeitshohe.
Fir g = 9,81 wird

1 e B
5o = 0,051 = rund 0,05 und V2_q = 4,429, = rund 4,4, mithin

A
s =005v2; v=44Vs.

Beispiel: Durchsinkt ein Massenpunkt in freiem Fall eine Hohe s=4m,
50 erreicht er eine Fallgeschwindigkeit v = 4, I/I= 8,8m/sex.  Die dazu
exforderliche Zeit ist

t=8,8:9,810=88 - 0,1=0,88 9¢k,

Bei der gradlinigen Bewegung stimmen die Richtungen der
Geschwindigkeit und der Beschleunigung iiberein, bei der krumm-
linigen aber nicht; mithin kann eine geradlinige Bewegung nur
entstehen, wenn die Richtung der wirkenden Kraft mit derjenigen
der Anfangsgeschwindigkeit tbereinstimmt und sich wihrend der
BeWegung nicht fdndert. Krteilt man also einem Massenpunkte mit.
der Hand eine derartige Bewegung, daf} er in dem Augenblicke, wo
die Hand den Punkt freilift, eine Geschwindigkeit ¢ hat, so ist diese

die Anfangsgeschwindigkeit fiir die unter alleiniger Wirkung der
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Schwere erfolgende Wurfhewegung, und letstere kann nur
geradlinig werden, wenn die Anfangsgeschwindigkeit ¢ lotrecht ge-
richtet ist.

Ist ¢ lotrecht nach unten gerichtet, so entsteht wiederum eine

beschleunigte Bewegung; es wird (Fig. 34) nach ¢ Sekunden

p v?—¢? P
'L':c+ﬂt; SZCt+l/2gt0:(v_;;i)t:—2g ; Flg.v.)).).

also auch v =1V ¢2+ 2gs.

Bei aufwirts gerichtetem Wurf aber (Fig. 35)

entsteht eine gleichférmig verzogerte Bewegung. Nach
W
¢t Sekunden ist v=c—gt; s=ct— f2gi2= Shiateld

v="Ve?— 2@5:.

Nach ¢, = ¢/y Sekunden ist die Geschwindigkeit ¢ durch die
Verzogerung aufgezehrt; es ist »=0 und damit die grolite
A
29
Steighohe ist hiernach gleich der Geschwindigkeitshohe, welche der
Anfangsgeschwindigkeit ¢ entspricht. Ist der Massenpunkt an der
hochsten Stelle B (Fig. 35) mit der Geschwindigkeit Null angelangt,
so geht er nun sofort in eine Fallbewegung dber; die Geschwindig-
keit v, , mit der der Massenpunkt die Anfangsstelle A4 wieder erreicht,
ist vy =V 2gh und weil &= ;_g war, v, = ¢, mithin gleich der
aufwirts gerichteten Anfangsgeschwindigkeit, nur jetzt abwirts ge-
richtet. Auch die Zeit des Niederfallens ¢, = ¢/y ist gleich der
Dauer ¢, = ¢/y des Steigens; iiberhaupt erfolgen Abwirts- und
Aufwirtsbewegung ganz symmetrisch zu der Hochstlage, insofern
jeder Punkt P die Bahnlinie beim Fallen mit derselben Geschwindig-

keit » durchlaufen wird wie beim Steigen.

mogliche Hohe, die Steighthe AB=h= erreicht.  Die

Beispiel: Ein Massonpunkt werde mit der Geschwindigkeit ¢=9m/gep
aufwirts geworfen. Dann ist die Steighthe h = c®:2g = 81.0,05 = 4,05m;,
die Steigdauer #, =c¢/; =9 - 0,1 = 0,9%k,  Ebensolange wihrt das Herabfallen ;
mit der Geschwindigkeit ¢ — 9m/gek trifft der Punkt unten wieder ein, —
Waurfgeschwindigkeiten, die man einem Massenpunkt erteilt, lassen sich schwer
unmittelbar abmessen oder beurteilen.  Dazu kann aber ein aufwiirts gerich-
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teter Wurf dienen, indem man die Dauer der Steig- und Fallbewegung
zusammen beobachtet.  Nennt man diese ¢, so ist #;,=2¢/,, mithin
c=Y3 g1,

Ein Massenpunkt werde lotrecht aufwiirts geworfen und lange nach
t, = 6 Sek. unten' wieder an. Dann war seine Aufangsgeschwindigkeit
¢~="'3g.6 - rund 30, die erreichte Hdhe
! Toghes? 1
37 =T g = g ot = 4om.

4 29

Bei all diesen Betrachtungen war vorausgesetzt, dall auf den Massen-
punkt nur die Schwere als Kraft wirke. Bei Fall- und Wurfbewegungen in
freier Luft tritt aber ein Luftwiderstand der Bewegung entgegen, der an
dieser Stelle noch nicht beriicksichtigt werden kann. Es sei nur hemerkt, daf
dieser Widerstand unbedeutenden Einflul hat bei Massenpunkten aus dichtem
Stoff und bei kleinen Geschwindigkeiten. Wirft man eine Blei- oder Eisenkugel
mit der Hand, so kann der Luftwiderstand meist vernachlissigt werden, wihrend
lockere Massen einen verhiiltnismiiig groBen Luftwiderstand erfahren. Auch
bei den groBen Geschwindigkeiten der Geschosse hat der (mit dem Quadrate
der Geschwindigkeit wachsende) Luftwiderstand so bedeutenden Einflul, daf
vorstehende einfache Gleichungen fiir solche Fille durchaus nicht mehr ver-
wendbar sind.

h

6. Zusammensetzung und Zerlegung der Krifte.

Auf einen Massenpunkt mn (Fig. 36) mogen gleichzeitig 2 Krifte
K, und K, wirken; dann bringt nach dem Satz auf S. 32 jede
von ihuen eine entsprechende Beschleunigung
=K, :m; py=K,:m hervor. Denken wir
uns diese Beschleunigungen, denen der Punkt m
gleichzeitig unterworfen ist, durch mA4 und
m B dargestellt, so lassen sich beide nach dem
Satz auf 8. 23 durch eine Mittelbeschleunigung
” ersetzen, die man erhilt, indem man die
Seitenheschleunigungen zu einem Streckenzug
mAC zusammensetzt; die Schluflinie mC ist dann die wahre
oder Mittelbeschleunigung des Punktes m unter der Einwirkung der
Krifte &, nnd K, Dieselbe Beschleunigung » wiirde aber auch
entstehen, wenn in der Richtung mC auf den Punkt m eine Kraft-
£ = mr wirkte. Zeichnet man daher einen Streckenzug aus den
Kriften &, und K, (statt aus den Beschleunigungen), so wird die
SchluBlinie die GroBe R — m#» bekommen und nach Richtung
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und Sinn mit » dbereinstimmen. + Die so erhaltene Kraft R ist
dann den gegebenen Kriften K, und K, vollig gleichwertig und
heiBt ihre Mittelkraft oder Resultierende. Ks folgt also der
Satz vom Dreieck (oder vom Parallelogramm) der
Krifte: Die Mittelkraft zweier gegebenen Krifte wird
nach GroBe, Richtung und Sinn durch die SchlufBseite
des aus den gegebenen Kriften gebildeten Strecken-
zuges, also durch die geometrische Summe der Seiten-
krifte, (oder durch die Diagonale des aus ihnen ge-
zeichneten Parallelogramms) dargestellt.

Fiir die Berechnung ergeben sich (Fig. 37), Fi

g. 37,

wie bei der Zusammensetzung der Geschwin- .
digkeiten (S. 21) gezeigt wurde, die Formeln: R

2 G K,
1) R=VK?+K?+2K, K,cosa ,,/\;; f

% :

Sy Lalor it K,

2) sing = sina ="

Wird =0, d. h. haben die beiden Kriifte iibereinstimmende
Richtung und gleichen Sinn, so wird die Mittelkraft die wirkliche
Summe; haben sie aber (fiir « = m) entgegengesetzten Sinn, so wird
" die Mittelkraft gleich dem Unterschiede der gegebenen Kriifte und
bekommt den Sinn der groBeren von beiden. In diesen beiden
Fillen stimmt die geometrische Summe mit der algebraischen
Summe iberein. Werden in letzterem Falle noch die beiden ent-
gegengesetzten Kriifte K einander gleich, so ergibt sich die Mittel-
kraft zu Null; es bewegt sich dann der Massenpunkt ebenso, als
ob gar keine Kraft auf ihn einwirkte, man sagt daher:

Zwei gleiche, aber entgegengesetzt gerichtete
Krifte heben sich an einem Massenpunkte vollstindig
auf oder halten einander das Gleichgewicht.

Stehen die beiden Kriifte rechtwinklig zueinander, so wird
R=VEK+K} tgp=K,: K,.

Kommt zu den Kriften K, und K, noch eine dritte K, hinzu,
die mit K, und K, nicht in derselben Ebene liegt, so hat man
diese mit der Mittelkraft der beiden ersteren zusammenzusetzen, um
die Mittelkraft R aller dreier Krifte zu erhalten.- Wie bei der
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Zusammensetzung der Geschwindigkeiten (S. 22) ausfithrlich erliutert,
ergibt sich dann die Mittelkraft als Diagonale eines
Parallelepipeds aus den drei Seitenkriiften, oder als
die SchluBseite eines riumlichen Streckenzuges der
Seitenkrifte oder wicderum als deren geometrische
Summe.

Wie Geschwindigkeiten und Beschleunigungen lassen sich selbst-
verstindlich auch Krifte in zwei bezw. drei Seitenkrifte zerlegen
und durch diese vollig ersetzen. Hierbei sei indes bemerkt, daf}
die Zerlegung einer Kraft in drei an demselben Massenpunkte au-
greifende Seitenkrifte nach gegebenen Richtungen nur dann einen
bestimmten Sinn hat, wenn die drei Richtungen nicht in einer
Ebene liegen.

Soll eine Kraft A nach zwei rechtwinklig
aufeinander stehenden, mit ihr in derselben Y
Ebene liegenden Achsenrichtungen zerlegt wer-
den (Fig. 3%), so zieht man durch den End-
punkt 22 der Kraftstrecke A 1) eine Parallele
DBz AY; dann ist 4 BD der Streckenzug i | .
der Seitenkrifte. SchlieBt K mit der #-Achse § Koosw B
den Winkel « ein, so erhiilt man K cos« und
K sin o als die Seitenkrifte. Soll die Zerlegung aber nach drei
rechtwinklig zueinander stehenden Richtungen erfolgen (Fig. 39),
welche it der Kraft K bezw. die Winkel o, 5 und » einschlieBen,
so fillt man von // ein Lot H D

Fig. 88.

=)

K sinez

auf die #y-Ebene und hat damit Fig. 39.

die in die z-Achse fallende Seiten- z
kraft K cosy mit dem Sinne von 1) g
nach H. Fine Parallele durch D
zur y-Achse liefert die Seitenkraft
BD = Kecos f fir die y-Richtung,
und. endlich ist 4 B = Kcosa die
Seitenkraft in der x- Richtung (ver-
gleiche S. 23, Fig. 25).

Greifen nun an einem Massen-
punkte beliebig viele Krifte K|, K, ... K, mit beliebigen Rich-
tungen an und will man deren Mittelkraft 2 nach GroBe und
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Richtung finden, so legt man durch den Massenpunkt ein dreiachsiges
Koordinatenkreuz, dessen Achsen mit den gegebenen Kriiften die als
bekannt zu betrachtenden Richtungswinkel a,, 8, »1; @9, foy Vo3 ..

Uny Py 7n einschlieBen. Sodann zerlegt man jede der gegebenen
Krifte in drei Seitenkriifte, welche mit den Achsenrichtungen zu-
sammenfallen, ersetzt also K, durch K, cos «,, K, cos f,
K, cos ; u.s.f Dadurch erhiilt man freilich die dreifache Anzahl
der Kriifte, die aber nun in drei ganz bestimmten Richtungen liegen.
Dann kionnen die in die #-Richtung fallenden Seitenkrifte K, cos« ,
K, cos oy . . . K, cos a, durch eine einzige in derselben Richtung
wirkende Kraft X gleich der algebraischen Summe der Seitenkrifte

3) X = K, cosa,+ Kyco80y + ... K,C08t,,

was man kiirzer schreibt X = X' K cos «, ersetzt werden, withrend
sich in den anderen Richtungen in gleicher Weise ergibt:

Y=2Kcosf; Z= 2K o08).

Die drei rechtwinklig zueinander stehenden Seitenkrifte .\
Y, Z lassen sich nun durch ibre geometrische Summe

4) R=V X4+ Y2422

ersetzen, welche mit den drei Achsenrichtungen die Winkel o, f
und » einschlieBt. Da nun X die Seitenkraft von R in der
@ - Richtung, also X'= R cos a, so wird

% ¥ %
b) cos o= —; ebenso cosf = R 08y =

R’ B

Damit ist die Mittelkraft R nach Grife und Richtung bestimmt.
Da in den algebraischen Summen auf die Reihenfolge der Summan-
den nichts ankommt, so ist die Reihenfolge in der Zu-
sammensetzung der Krifte gleichgiiltig.

Auch dureh Zeichnung kann man beliebig viele, beispielsweise
vier Krifte K, bis K,, zusammensetzen. Von einem beliebigen
Punkt A aus setze man in einer Hilfsfigur 40a zuerst K; und K,
zu einem Streckenzuge zusammen; dann ist die Schlufllinie AC' = R,
die Mittelkraft beider. Mit dieser fiigt man in gleicher Weise A,
zusammen, indem man den Streckenzug R,, K, mit der Mittel-
kraft Ry = A D bildet. Daran schlieBt sich in gleicher Weise K.
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Die Strecke 4 %, welche dann den gesamten Streckenzug der
Kriffte K, bis K, schliefit, ist offenbar die Mittelkraft £ der
gegebenen Krifte und ergibt sich wiederum als die geometrische
Summe der Kriifte. Verlegt man diese nach Grofle, Richtung und
Sinn bestimmte Mittelkraft an den Massenpunkt m bei P (Fig. 40),
0. ist die Aufocabe gelost. Die Hilfsfigur 40a bezeichnet man
(nach G. Lang) als
Krafteck. Beim
Zeichnen des Kraft-
ecks hat man die
zusammenzusetzenden
Kriifte insolcher Weise
aneinander zu reihen,
daf) in dem Strecken-
mg ABCDE die
Pfeile iibereinstimmenden Umfahrungssinn zeigen. — Diese Figur
ist leicht zu zeichnen, wenn die gegebenen Krifte in derselben
Ebene, der Zeichenebene, liegen. Man erkennt aber leicht, daf,
wenn diese Bedingung nicht erfillt ist, das Krafteck grundsitzlich
seine Bedeutung beibehiilt; nur bildet der Streckenzug der Krifte
dann ein rédumliches Krafteck; aber immerhin stellt die
Schluflinie, d. h. die geometrische Summe der Krifte, auch
in solchen Fillen ihre Mittelkraft dar, deren zeichnerische Be-
stimmung dann freilich die Auftragung in Grundri und Aufri}
nach den Lehren der darstellenden Geometrie erfordert. Ist die
Schluflinie = Null, so halten sich die Krifte im Gleichgewichte.
Weiteres s. S. 67.

Fig. 40. . Fig 40a,

7. Mechanische Arbeit einer Kraft.

Fithrt ein Magsenpunkt unter der Einwirkung einer nach®Rich-
tung und Grofe unveriinderlichen Kraft A in deren Richtung eine
Bewegung aus, so ist die Wirkung der Kraft auf den Bewegungs-
zustand des Massenpunktes verhiltnisgleich der Grofle der Kraft
und der Wegeslinge s, die der Massenpunkt wihrend der Ein-
wirkung der Kraft zuriicklegt, also auch verhiltnisgleich dem
Produkte aus heiden. Dieses fiir die Beurteilung der Wirkung der
Kraft auf den Massenpunkt, d. h. fir die Leistung der Kraft maf}-
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gebende Produkt aus der Kraft K und Wegeslinge s, bezeichnet
man als mechanische Arbeit der Kraft.

Diese Deutung des Begriffes der mechanischen Arbeit einer
Kraft muf} indes zuniichst noch eine Erweiterung erfahren, wenn
gleichzeitig mehrere beliebige Krifte auf einen
Massenpunkt einwirken und dessen Bewegungs-
richtung also nicht gleichzeitig mit den verschie-
denen Richtungen aller einzelnen Krifte iiberein-
stimmen kann.  Ist dann eine der wirkenden
Krifte K gleichbleibend nach Grifie und Richtung,
so dafl sie wihrend der Bewegung stets ihrer
Anfangsrichtung parallel bleibt, so kann man sich
die beliebige Bewegung A4 B des Massenpunktes (Fig. 41) zerlegt
denken in zwei Seitenbewegungen, von denen eine AC in die
Richtung der Kraft K fillt, wihrend die andere ¢'B senkrecht dazu
ist.  Die Wirkung der Kraft vollzieht sich

Fig 41.

dann ausschlieBlich in der Richtung der Fig. 42.
Seitenbewegung 4C. Die mechanische Cn.
Arbeit der Kraft K ist jetzt gt

gleich dem Produkte aus der 4 ¢ g
Kraft und in der ihrer Richtung /)/\
zrurickgelegten Wegeslinge A4C.

Die in der Kraftrichtung zuriick-
gelegte Wegeslinge 4 gilt als positiv, wenn ihr Sinn mit dem
der Kraft ibereinstimmt (Fig.41) und umgekehrt. Bei dem Vor-
gange nach Fig. 42 ist AC negativ
einzufithren und auch die Arbeit von Fig. 43.

K negativ, nimlich A =— K- 40C.

Eine weitere Verallgemeinerung
des Begriffes der mechanischen Arbeit
einer Kraft wird notwendig, wenn diese
Kraft wihrend der Bewegung des
Punktes, auf den sie wirkt, fort-
laufend ihre Gréfe und Richtung
indert. =~ Man kann dann wihrend ,
eines unendlich kleinen Wegeelementes ds = PQ (Fig. 43) die
Kraft K nach Richtung und Gréfe als konstant ansehen und erhiilt

K,
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den Arbeitshetrag d, den die Kraft leistet, withrend der Massen-
punkt das Bahnelement ds durchliuft zu dU = ds - cos 9 K.
Ahnliche kleine Arbeitsbetriige entstehen beim Durchlaufen aller
iibrigen Bahnelemente ds, und die Summe aller dieser Arbeitsbetriige
Sds-cos¥ K= ist die mechanische Arbeit der Kraft, wiihrend
der Massenpunkt die Bahn 4B durchliuft.

Steht die Kraft wiithrend eines beliebigen Teiles der Bewegung
rechtwinklig zur Bahnlinie, so ist cos ¥ = 0, also auch 4% und
withrend dieses Bewegungsstiickes Null; oder: eine Kraft
verrichtet keine mechanische Arbeit, solange sie
rechtwinklig zur Bewegungsrichtung steht.

Fin Massenpunkt moge sich nun unter Einwirkung beliebig
vieler Kriifte K,, K, . . . K, bewegen, von denen in Figur 44 nur
zwei gezeichnet sind; wihrend der Bewegung von A nach B seien
die Krifte gleichbleibend nach
Grofle und Richtung (welche An- Fig. 44.
nahme auch fiir veriinderliche Kriifte ¢
zulissig ist, sobald man fiir solchen
Fall 4 B als unendlich klein be-
trachtet). Es sei R die Mittelkraft
von' Ky, Ky <K Danh st
fiir diese (nach S. 40, GL 5)

1) Reosa=X=2Kcosa.

Fillt man aber von B Rechtwinklige auf die Kraftrichtungen,

go ist cosa=AC:AB; cosa = AT AP P, obg,
= AC,: ABj; mithin wird aus Gl. 1 (nach Multiplikation mit A B)
2) R AC=K AC, + Ky ACy -+ . .\ Kp+ AC,.

Da aber AC, AC, ... AC, die rechtwinkligen Projektionen
der Bahnlinie A4 B auf die Kraftrichtungen sind, so ist die Be-
deutung der Gl. 2:

Die mechanische Arbeit, welche sich bei der
Bewegung eines Massenpunktes fir die Mittel-
kraft mehrerer auf ihn wirkenden Krifte ergibt,
ist gleich der algebraischen Summe der Arbeiten
dieser Einzelkrifte bei derselben Bewegung.
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(Bei verinderlichen Kriften gilt dieser Satz zuniichst fiir ein
unendlich kleines Bewegungsteilchen; weil aber als Arbeit einer
veriinderlichen Kraft die Summe ihrer Arbeitsteilchen bezeichnet ist,
so gilt der ohige Satz der mechanischen Arbeit ganz
allgemein fiir Kriifte, die an demselben Massenpunkt angreifen.)

Der Ausdruck fir das Arbeitsteilchen d = K-ds-cosd
(S. 45) liBt sich jetzt auch noch anders deuten als oben geschehen.
Man kann néimlich (Fig. 43) K zerlegen in die Seitenkriifte K cos 1
(in der Bewegungsrichtung) und K sin 9 (rechtwinklig dazu). Erstere
liefert die Arbeit K-cos?-ds, wihrend die andere nach S.43 die
Arbeit Null verrichtet. Die Arbeit von K ergibt sich daher
wiederum zu d = Kcos V- ds.

Wird die Kraft K= 1%, die Wegeslinge in ihrer Richtung
=1m, go wird die Arbeit A = K-s=1-1= 1, also gleich der
Arbeitseinheit. Diese Arbeit, welche von 1¥€ lings eines Weges = 1 ™
verrichtet wird, heift Meterkilogramm (mkg); » *¢ lings eines

Weges =1 /n Meter verrichten aber ebenfalls die Arbeit » - in s=up ke

8. Arbeitsvermogen (kinetische Energie oder lebendige
Kraft) eines Massenpunktes.

1) Wirkt auf einen ruhenden Massenpunkt von der Masse m eine
nach Richtung und Gréfe unverinderliche Kraft A ein (Fig. 45a),

Fig. 45.

so setzt diese in ihrer Richtung den Massenpunkt in eine gleich-
formig beschleunigte Bewegung von der Beschleunigung p — K:m
(GL 1 8.32). Die Geschwindigkeit nach ¢Sekunden ist v =t-p

; 2
=1¢-(K:m) und der durchlaufene Weg s = [v- dt = fp-t-dt = Z’—;— ;
X v? v?
oder mit Z=wu:p auch s= % = 2(K_m)’ woraus folgt
2
) K.gom:o .

2
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Linksseits der Gl. 1 steht die von der Kraft A bei Erzeugung der
Greschwindigkeit » geleistete Arbeit, rechtsseits das Quadrat dieser
(eschwindigkeit, multipliziert mit der halben Masse.

[s 1iBt sich nun zeigen, dafl die Arbeit K .s, indem sie den
Massenpunkt bis zur Geschwindigkeit » beschleunigt, derart in seine
Masse iibergegangen ist, dafl sie den Massenpunkt befihigt, seiner-
seits eine gleich grofle Arbeit zu leisten. Lilit man nimlich auf
den mit der Geschwindigkeit » sich bewegenden Massenpunkt nun
eine der Bewegung gerade entgegengerichtete Kraft K, (Fig. 45h)
von gleichbleibender Grife wirken, so entsteht eine gleichformig
verzigerte Bewegung mit der negativen Beschleunigung (Verzigerung)
pr=—K,:m. Nach ¢ =v:p =v:(K :m) Sckunden ist der
Massenpunkt wieder zur Ruhe gekommen und der von ihm dabei

vt Ik ye

durchlaufene Weg ist s = o [y Zp = (K, im)’ woraus folgt
g} muv?
2) Al 'Sl — "'2' &1

Indem sich also die Geschwindigkeit des Massenpunktes von v auf
Null verminderte, vermochte dieser die seiner Bewegung entgegen-
tretende Kraft A, auf der Wegeslinge s, zu tberwinden und dabei

die Arbeit K, s = L'i;: zu leisten, bezw. die gleich grofle Negativ-

arbeit der widerstehenden Kraft K, auszugleichen.

Diese nun vom Massenpunkt unter dem Verlust seiner Ge-
schwindigkeit geleistete Arbeit ist genau so grofl, als die zur Er-
zeugung eben dieser Geschwindigkeit » durch die Kraft K ihm
mitgeteilte Arbeit & - s, denn nach GL 1 und 2ist K- s —

Zn-} ey

Die Fihigkeit des Massenpunktes zur Leistung bezw. Abgabe

von Arbeit hingt also lediglich von seiner Masse und seiner Ge-

schwindigkeit ab, wobei es ersichtlich einerlei ist, wie letztere ent-
92 '

standen sein mag. Die Grifle 7—”’21 ist die Menge der Arbeit, die

der Magsenpunkt zu leisten vermag, sein Arbeitsvermigen.

Lelbmz (geb. 1646 zu Leipzig, gest 1716 zu Hannover) bezelchnet die
Grifle

2

- als ,vis viva“ (lebendige Kraft) Da der Ausdruck indes mit dem
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was wir sonst als Kraft bezeichnen, nichts gemein hat, so erscheint diese Be-
zeichnung wenig zweckmiBig., Treffender ist die sonst wohl iibliche Bezeich-
nung ,kinetische Energie“. Deutschsprachlich richtiger und das Wesen des
mechanischen Wertes der GréBe am besten treffend ist die von Franz Grashof
(geb. 1. Juli 1826 in Diisseldorf, gest. 30. Oktober 1893 in Karlsruhe) einge-
fithrte Bezeichnung , Arbeitsvermogen“. Dall der Ausdruck f’%{f wirklich als

Produkt aus einer Linge und einer Kraft, also als mechanische Arbeit anzu-
sehenist, erkennt man, wenn man ihn mit irgendeiner als Beschleunigung gedachten
muv? v?

Linge p multipliziert und dividiert. Es wird dann —— = —-)«5 mp, worin
v? v 0 v ) " b g e
i T Yl -t eine Wegeslinge und m - p eine Kraft ist.

Besitzt der Massenpunkt in dem Augenblicke, wo die nach
Richtung und Grofe gleichbleibende Kraft K auf ihn zu wirken

anfingt, in deren Richtung schon eine Ge- Fig. 46.

schwindigkeit ¢ (Fig. 46), also ein Arbeits- . . N
3 e

vermogen %c_’ und findet die Wirkung der . #

Kraft auf den Massenpunkt auf der Wegeslinge s statt, so teilt
sie ihm noch einen Arbeitshetrag K-s mwit, wodurch seine Ge-
schwindigkeit von ¢ auf ein bestimmtes Maf} » steigt. Sein Arbeits-
¢? mwv?

vermogen steigt damit von m2 auf 3 Daraus ergibt sich die
¥ me? o mu?
Beziehung + K8 = —— .oder
2 2
2 2
3) K.s— %_ 71‘2i

Linksseits der Gil. 3 steht die Arbeit der Kraft K, rechtsseits
die Zunahme des Massenpunktes an Arbeitsvermigen. Die Be-
ziehung in Gl 3 liBt sich also in Worten ausdriicken: Die Zu-
nahme eines Massenpunktes an Arbeitsvermégen
wihrend einer bestimmten Bewegung ist gleich
der dabei an ihm verrichteten
Arbeit.

Wirkt die Kraft K der vorhandenen
Bewegung =~ des Massenpunktes entgegen
(Fig. 47), so leistet sie Negativarbeit, entzieht dem Punkte Arbeits-
vermogen, vermindert seine Geschwindigkeit. Gibt man der Kraft A
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in Gl 3 das negative Vorzeichen, so nimmt die Gleichung die

Form an

mv?  me?

—Ks=~2——‘—2~ oder
2 2
0 - 575

Der oben ausgesprochene, in den Gl. 1 bis 4 analytisch dar-
gestellte Satz vom Arbeitsvermdogen gibt eine Beziehung zwischen
der Endgeschwindigkeit », dem durchlaufenen Wege s und der
dabei wirkenden Kraft K und ist besonders fiir die Losung solcher
Aufgaben geeignet, bei denen es sich wesentlich um die Bestim-
mung irgendeiner dieser drei Groffen aus den beiden anderen handelt.
Fiir die Losung von Aufgaben, bei denen eine der Griflen, Weg,
Kraft und Zeit aus den beiden anderen zu berechnen ist, ist die
Anwendung des Satzes nicht zu empfehlen.

Man erhiilt aus Gl. 3, wenn K und s gegeben, die Endgeschwindigkeit

5) V&+
m

wenn s und v gegeben die erforderliche Kraft

6) K = -2% (02—~ cz),

und wenn XK und v gegeben, die-erforderliche Wegeslinge
m

7) = 3K ('02 — cz>.

Anwendungen: Beispiel 1. Ein Eisenbahnzug von 300000 kg Gewicht
bewegt sich auf wagerechtem Gleis mit einer Geschwindigkeit von ¢ = 10m/gex.

a) Zur Steigerung der Geschwindigkeit ist auf einer Strecke s = 1000 m
eine Zugkraft K = 2000 k¢ titig; welche Endgeschwindigkeit entsteht,
wenn die der Bewegung des Zuges entgegenwirkenden Reibungs- und Luft-
widerstinde aufer Acht bleiben?

Das Arbeitsvermogen des Zuges zu Anfang der Beschleunigungsperiode
o 2
ist gleich m_: = ——3;0?1003 -10% = 1530 000 m/xg. Die Zugkraft leistet eine
Arbeit von 2000 - 1000 = 2 000 000 m/xg. Ks ist also das Arbeitsvermigen
mv? 300000 - v*
S e it 2t NS ROEOD 0

2 9,81 - 2 If’)

+ 2000000 = 3530000 und demnach v = 152m. Dasselbe erhilt man aus
Gl 5, wenn man die Werte fiir X, s, ¢ und m einfigt.

des Zuges am Ende der Beschleunigungsperiode

Xesok-Hotonn. Manhanik I 4
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b) Es soll mit derselbén Zugkraft die Geschwindigkeit auf 20 m/gex gesteigert
werden; auf welcher Strecke s muf die Zugkraft tiitig sein? Das Arbeits-

2 2
vermogen des Zuges muf} erhht werden von me . 1530000 m/yg auf =

2 2
= 6100000 m/xy, also um 6100000 — 1530000 = 4570000 m/xg. Dazu muf die
Kraft K = 2000 k¢ auf einer Wegestrecke s = 1}%99 - 2285 m wirken.

¢) Wie grofl miilbte die Zugkraft K sein, damit die Steigerung der Ge-

schwindigkeit von ¢ = 10 m/sex auf » = 20 m/gek, also des Arbeitsvermigens

von 1530000 auf 6100000 m/kg, auf der Wegeslinge s = 1000 m erfolge?
6100000 — 1530000

8 o = ki
Man erhiilt K 1600 4570 k.
d) Der mit ¢ = 10 m/gex sich bewegende Zug soll durch eine Bremskraft
— K, = — 4000 kg still gestellt werden; auf welcher Wegeslinge s, kann

das geschehen? Die Negativarbeit der Kraft — K, mufl das Arbeitsvermdigen

2
2 1530000 m/xg des Zuges vernichten; es mul sein 1530000 — K, 8,= o,

2
1530000

woraus folgt s, - ~3000 382,5 m,

Beispiel 2: Auch die freie Fallbewegung kann mit Hilfe des Satzes
vom Arbeitsvermigen sehr bequem verfolgt werden, soweit es sich um den
Zusammenhang zwischen der Fallhohe und Fallgeschwindigkeit handelt.
(Fig. 84, 8. 35.) Ist die Strecke s durchfallen, so hat die Schwere die
Arbeit + mg - s verrichtet. Die Zunahme an Arbeitsvermogen ist daher

Yamov* —1/2me* = mg - s, mithin
v —¢* = 2gs oder v = V¢ + 2 gs.
Fiir die Aufwiirtshewegung (Fig 35) ist die Arbeitnegativ, niimlich — mg - s, mithin
Yomv:—1ame® = —mg-s
vder v? — ¢ — 2 gs, mithin v = )/ ¢* — 2 gs.

FaBt man die Bewegung von Punkt P aus zur hochsten Stelle B und wieder
ruriick nach P zusammen, so ist die ganze Arbeit der Schwere Null, weil
aufwiirts — mg - s, abwiirts -+ mg - 8 verrichtet wurde. Daher kann auch bei
der Bewegung von P iiber B und nach P zuriick keine Zunahme an Arbeits-
vermogen entstehen, oder die Geschwindigkeit an einem beliebigen Punkte P
mub fiir Abwirts- und Aufwiirtshewegung die gleiche sein,

2) Es soll nun der Satz vom Arbeitsvermdgen auch fiir krumm-
linige Bewegung bewiesen werden. Kin Massenpunkt bewege sich
-unter Einwirkung einer gleichbleibenden Kraft K, die aber nicht
mit der Richtung der Anfangsgeschwindigkeit ¢ zusammenfallen
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mige (Fig. 48); dann erteilt die Kraft dem Punkt eine Elementar-
beschleunigung p - d¢ in der Richtung der Kraft. Anfangsgeschwindig-
keit und Elementarbeschleuni-
gung liegen in der durch die
Richtungen von ¢ und K be-
stimmten Ebene, daher miissen
auch die ferneren Geschwindig-
keiten in dieser Ilbene verbleiben.
Die unter Einwirkung einer
gleichbleibenden Kraft ent-
stehende Bahnlinie ist dem-
nach eine ebene Kurve.
Daher kann man die Bewegung
~ AB in zwei Seitenbewegungen AC (in der Richtung der Kraft K)
und AD (rechtwinklig zur Kraft) zerlegen. Zerlegt man Ge-
schwindigkeiten und Kraft nach denselben Richtungen, so erhilt
man die Seitengeschwindigkeiten und Seitenkrifte. In der Richtung
AD wirkt keine Kraft; in dieser ist daher die Geschwindigkeit
dauernd gleich w; in der Richtung A aber vergriflert sich die
Geschwindigkeit von w, auf w,. Fir die Seitenbewegung A ' = s
ist das Gesetz vom Arbeitsvermogen bereits bewiesen, daher

Fig. 48

3) Vemwi—2mw? = Ks.
Weil aber v =u* + wi und
¢ = u® + uj,
80 wird »*— ¢* = wi—w;, so dafl man aus Gl 1 erhilt
4) Yamy? — Lo me? = K.

K ist auch fiir die krummlinige Bewegung A B die Arbeit von
K, s0 daB hiermit das Gesetz vom Arbeitsvermogen auch fiir
krummlinige Bewegungen unter Einwirkung einer gleichbleibenden
Kraft nachgewiesen ist.

3) Wird nun der soeben betrachtete Fall noch verallgemeinert,
indem man K als verinderlich annimmt, so kann man auf Grund
der auf Seite 45 gepflogenen Erérterungen behaupten, dafl wihrend
eines Bewegungsteilchens die Zunahme an Arbeitsvermogen gleich
dem Arbeitsteilchen, also d (Y/2mv?) = d9 sein muP. Eine Sum-
mierung auf beiden Seiten ergibt dann auch fir die endliche Be-
wegung emov?—ame? = .

4%
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Steht der Massenpunkt unter Einwirkung beliebig vieler Kriifte.
so kann man diese fiir jeden Augenblick durch ihre Mittelkraft
ersetzen, deren Arbeit dann gleich der Zunahme an Arbeitsvermigen
sein muf}. Da aber nach S. 45 die Arbeit der Mittelkraft gleich
der Arbeitssumme der Einzelkriifte ist, so hat man nun den Satz
vom Arbeitsvermogen in der allgemeinen Form:

Die Zunahme an Arbeitsvermdgen, welche ein
Massenpunkt wiéhrend einer Bewegung erfihrt,
ist gleich der algebraischen Summe der mecha-
nischen Arbeiten, welche von allen auf den
Punkt wirkenden Kriften widhrend dieser Be-
wegung verrichtet werden.

9. Parabolische Wurfbewegung.

Wird ein Massenpunkt mit der Geschwindigkeit‘c unter dem
Neigungswinkel a« gegen die Wagerechte schrig aufwirts geworfen
und der alleinigen Einwirkung der Schwere iiberlassen, so entsteht,
wie bei Fig. 48 erliutert, eine krummlinige Bewegung in einer
durch ¢ und die lotrechte Richtung der Schwere hestimmten
Ebene.

Zerlegt man (Fig. 49) die Fig.” 49.
krummlinige Bewegung in zwei Y Wl
Seitenbewegungen nach der Rich- Ly
tung der Lotrechten AY und ¢yina
rechtwinklig dazu nach 4B, so
mufy der letztere offenbar gleich- b
formig sein, weil in ihr keine Kraft 1
auftritt.  Sie erfolgt demnach mit
der Geschwindigkeit ¢ cos «, welche sich durch Zerlegung von ¢
ergibt. Es ist mithin

o

1) v, = ¢cosa und v, = ¢sin a—gt,

da die lotrechte Seitenbewegung wegen der Fallbeschleunigung
gleichformig verzogert wird. Die Neigung von v gegen die Wage-
rechte ist

v gt
tgd =L =tga—— X
g Uy = ¢ CoS a
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Die Wegeslingen in beiden Seitenbewegungen sind
x = ccosat und y = ¢sinat—1f2g¢%.
Entfernt man ¢ aus diesen beiden (ileichungen, indem man

t——"__ aus der ersten in die zweite einfithrt, so entsteht als
_ ¢ COS o
Gleichung der Babnlinie
2
2) y:.?:tga——-’g 2

2 cleos?a’
welche nach den bekannten Regeln der analytisehen Geometrie als
Parabel erkannt wird.

Da die lotrechte Seitenbewegung aufwiirts und abwirts ganz
symmetrisch, die wagerechte aber gleichformig erfolgt, so schliel3t
man leicht, daf der ansteigende Teil der Bahnlinie dem abfallen-
den Teile symmetrisch sein muf}, dafl also eine lotrechte durch
den hochsten Punkt 4, der Bahnlinie die Hauptachse der Parabel
sein muf). Bestimmter iiberzeugt man sich davon noch, indem man
die Kurve auf ein durch 4, gelegtes Achsenkreuz (wagerecht und
lotrecht) bezieht. Die Hohe des hochsten Punktes A4, ist offenbar

2 ain 2
¢ cesIn-a
3) l/

da in der lotrechten Seitenbewegung mit der Anfangsgeschwindig-
keit ¢sina nur diese Hohe erstiegen werden kann.  Die dazu ge-
horige Zeit, nach welcher v, = ¢sin a—gt = 0 wird, ist ¢, = es—ill—a,
und wihrend dieser erfolgt eine wagerechte Seitenbewegung :
esina  c¢*sinacosa

4) b= v,t, = ccoso-
g

Hierdurch liegt der hochste Punkt 4, fest. Setzt man nun

¢2sin o cos o

&#=b—a = ————a und
g ‘
2 qin 2
¢®sin%a ; it
) =i )y e v % —y, in Gl 2 ein,
80 ergibt sich nach einfacher Zusammenziehung
5 ¢ cos o)?
5) @ =2 L_Lyl_

g
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Diese Gleichung stellt eine Parabel mit lotrechter Achse und
2 0052

dem Scheitel 4, dar, und zwar ist der Parameter ?__C(;PJ‘; es ist
demnach diese Grofe, welche die Form der Bahnlin.ie allein he-
dingt, nur von der wagerechten Seitengeschwindigkeit ¢ cos 2,
nicht aber von der lotrechten anfinglichen Seitengeschwindigkeit
¢sino abhiingig. Letztere bestimmt aber, weil sie in den Gleichungen
3 und 4 vorkommt, die Lage des Scheitelpunktes 4, der Wurflinie
gegen den Anfangspunkt A.

Besondere Fille: 1. Tst « — 0, wird der Punkt also wagerecht
fortgeworfen (Fig. 50), so ist ¢ cosa = ¢, ¢sina = 0, daher werden
h und b beide zu Null, und der Anfangspunkt A ist Fig. 50.
gleichzeitig der hochste Punkt 4,. Der Parameter 4
der Parabel wird ¢%:g. \"

2. Erfolgt aber der Wurf schrig abwirts tmg N
(Fig. 1), so wird ¢sin «, den fritheren Betrachtungen gegeniiber,
negativ; es ist dann

5 __ cisina cosoc; o ¢*sin? o ;
g 29
mithin liegt dann der Scheitel 4, in der nach riickwiirts verlingerten
Bahnlinie, wird also von dem Massenpunkte,
der seine Bewegung in A4 beginnt, nicht mehr Fig. 51.
durchlaufen. e

Der zuerst betrachtete Fall (Fig. 49) ist g3 08 IS
offenbar der vollstindigere, da in ihm die ab-
wiirts gerichtete Bewegung mit vorkommt.

Die Geschwindigkeit » in einem beliebigen
Punkte P der Bahnlinie ergibt sich am einfachsten nach dem
Satze vom Arbeitsvermdgen. Wihrend der Bewegung von 4 nach
P verrichtet niimlich die Schwerkraft die Arbeit —mgy, daher
wird nach Gl 4, S. 50

v="V —2gy.
Solange der Punkt steigt, solange also y wiichst, vermindert sich
die Geschwindigkeit, und im Scheitel ist sie am kleinsten, indem

sie dort lediglich aus der wagerechten Seitengeschwindigkeit ¢ cos «
besteht. Ist der Scheitel iiberschritten, sinkt der Massenpunkt, so
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nimmt » fortgesetzt wieder zu, ist im Punkte B fiir y = 0 wieder
gleich der Anfangsgeschwindigkeit ¢ und wird dann immer grifer.
Die Entfernung 4B =17, in welcher der Massenpunkt wieder
dieselbe wagerechte Ebene erreicht, von der er ausging, heifit die
¢ 2sin acos o

Wurfweite und ist offenbar = 20 = —;}——~— oder
{ 2 gin ¢
6) Je LHLES
4

Die Dauer #, dieses Wurfes betriigt, da 7 = ¢ cos at, ist,

2 ¢ sin a

7) tye= Oty =
2 1 g

/ 2) Bei einer Wurf-, Schief3- oder Schleudervorrichtung ist die
Geschwindigkeit ¢, welche dem Massenpunkt erteilt wird, meist
gegeben, der Winkel « aber beliebig wihlbar. Will man eine
bestimmte Wurfweite / erreichen, so zeigt Gleichung 6, daf diese
mit sin 2 « verhiiltnisgleich ist. Es haben aber zwei Winkel, die
sich zu 180° ergiinzen, die man etwa 90 4+ @ und 90— ¢ nennen
kann, gleichen Sinus; jeder von beiden liefert daher, gleich 2«
gesetzt, den gleichen Wert von sin 22 Sonach geben 2 Steigungs-
winkel «, welche sich zu 90° ergiinzen und welche man 45° -+ /2 ¢
und 45°—1/2¢ nennen kann, dieselbe Wurfweite. Bei gleichen
Anfangsgeschwindigkeiten ¢ lifit sich also ein gegebenes Ziel sowohl
durch einen hohen, wie durch einen flachen Wurf erreichen. Beide
fallen aber zu einem einzigen zusammen fiir « = 45° und dieser
Steigungswinkel liefert den Groftwert der Wurfweite, niimlich

2
8) eI T
g
Die grofite erreichbare Hohe entsteht bei « = 90° und wird
2
honay = ;—g; die mit einer Geschwindigkeit ¢ erreichbare griofite

Wurfweite ist mithin doppelt so groB wie die griBte erreichbare
Wurfhahe.

2
Bei o= 45° wird (nach Gl 3) h = ‘—& , d. h. die Pfeilhohe
dieser Wurflinie hetrigt Y/a der Wurfweite (der Sehne).



H6 Erste Abteilung. Mechanik des Massenpunktes.

Beispiel 1: Eine gespannte Armbrust (eine geladene Windbiichse, ein
Blasrohr oder dergl.) erteile dem GeschoB eine (feschwindigkeit ¢ = 25 m/gek.
Mit welchem Steigungswinkel ist
eine Wurfweite von 7 = 40m zu
erreichen? (Fig. 52.) Nach Gl. 6
Bl 252 sin 2 «

9,81
sin 2 a=(,628; diesem entspricht ein
Winkel 2 « = 399, zugleich aber
auch 2 o = 141°% Also sind die
beiden Steigungswinkel « = 19,5°
und 70,5° verwendbar, Dann ist
sin o = 0,384 bezw. 0,043, sonach
betrigt csin o = 84 bezw, 23,6 und die Wurfhohe nach GL3: h = 35
bezw. 28,3 m, die Wurfdauer aber (GL. 7): ¢, = I,7 bezw. 4,81 Sekunden. Die
groBte erreichbare Hohe bei a = 90° betrigt ¢®: (2g) = 31,9 m, die groBte
mogliche Wurfweite bei o = 45°: doppelt soviel, nimlich 63,sm = AB,.

Soll ein Ziel getroffen werden, welches nicht in gleicher Hohe mit A
liegt, sondern die Koordinaten # und y hat, so findet man den erforderlichen
Steigungswinkel, indem man Gl. 2 nach « auflést. Fithrt man zur Abkiirzung

Fig. 52.

, mithin ist

) ppd i g fes tefe e [ORNR ¥ 5 b 2
die Geschwindigkeitshohe & = 35 ein, so wird GL.2: y = 2 tga - per o
Bedenkt man, daB 1 :cos® a = sec®a = 1 + tg® «, so ergibt sich leicht

. Ak (k—y
10) tga = xil/ ) =l

Bei gegebenem k, d. h. gegebener Anfangsgeschwindigkeit des Greschosses
gibt es beziiglich der Punkte, die fiir das Geschof erreichbar sind, eine
bestimmte Grenze. Fiir gewisse Wertpaare von « und y wird niimlich die
Wurzel in G1. 10 reell, fiir andere aber imaginir. Letztere Wertpaare ent-
sprechen den unerreichbaren Punkten. Die Grenzlinie zwischen den erreich-
baren und unerreichbaren Punkten erhiilt man, wenn die GriBe unter dem
Wurzelzeichen gleich Null gesetzt wird, d. h. 4 k* — 4 ky — 2 oder

1) Y = e e )

Dies ist die Gleichung ciner Parabel, deren Scheitel in der Hthe & = ¢*: (29)
lotrecht iiber dem Anfangspunkt 4 liegt, und deren halbe Sehne gleich der groBten
Wurfweite I = 2% = ¢*: g ist. Sie ist in Fig. 52 durch die Strichpunktierte
Oy B, dargestellt. Gibt man o« alle moglichen Werte, so bezeichnet Gl. 2
(8. 53) eine Schar von unendlich vielen verschiedenen Wurfparabeln, die
simtlich von A4 ausgehen. Umschlieft man diese “unendlich vielen fiir eine
gespannte oder geladene Wurf- oder SchieBvorrichtung moglichen Parabeln
durch eine sie simtlich beriihrende Kurve, so nennt man diese die Umhiillungs-
linie, und die Parabel C;B, der Gl. 11 ist eben diese Umhiillungslinie.



9. Parabolische Wurfbewegung. H1

Thre Gleichung kann auch noch auf andere Weise, als eben geschehen,
gefunden werden, indem man nach der Lehre von den Umhiillungslinien die
Abgeleitete der Gleichung 2 (S. 53) der Kurvenschar nach dem fiir die Kurven-
schar veriinderlichen tg « gleich Null setzt, diese Gleichung mit Gleichung 2
verbindet und aus beiden tg « entfernt. Es wird Gleichung 2, wenn man
darin 1:cos? « = 1 4 tg* o setzt:

= g gw
12) y=wxtga— 94 " og tg® o
Mithin
2
13) dy A ol tg o

W P P IRl
Y = 7 e 3g oder
2
y = -267 i ‘gcz «*, wie in Gleichung 11.

Beispiel 2: Hat ein Eisenbahnwagen eine Geschwindigkeit w in gerader
Bahnlinie, so nehmen alle Kérper, die in demselben in scheinbarer Ruhe sich
befinden, an der Geschwindigkeit » teil. LBt man also in einem solchen
‘Wagen einen Massenpunkt aus der ruhenden Hand fallen, so ist seine schein-
bare Bewegung freilich eine lotrechte Fallbewegung, die wahre Bewegung aber
©ine parabolische Wurfbewegung, die mit der wagerechten Geschwindigkeit u
beginnt. Dasselbe gilt natiirlich auch, wenn man einen Massenpunkt aus dem
Fenster eines Bisenbahnwagens fallen lift. Ein auBerhalb des Zuges auf dem
Erdboden befindlicher Beobachter erblickt in solchem Falle eine parabolische
Bahnlinie nach Fig. 49, wenn darin ¢ mit w vertauscht wird. Fiir w = 20 m/ge
wird der Parameter der Parabel 202 : 9,81 = 400 - 0,102 = 40,8 m.

Frteilt man aber dem Massenpunkte, statt ihn aus der ruhenden Hand
vom Eisenbahnwagen aus fallen zu lassen, mittels Wurfes eine wagerechte
Geschwindigkeit w — 10 m/sek rechtwinklig zur Fahr-
richtung (Fig, 53, GrundriB), so ist diese nur eine
Seitengeschwindigkeit; die wahre Geschwindigkeit v
aber in bezug auf den festen Krdboden ist die Mittel-
geschwindigkeit aus w — 10 und % = 20, mithin A

v=V w+u = 10V 5 =220 ‘ R e {u=20
Tir den aufen stehenden Beobachter entsteht eine
Wurfhewegung, die mit der wagerechten Geschwindigkeit v 10}/ 5 beginnt
und in der lotrechten Ebene durch v erfolgt. Wirde der Beobachter von
diesem Wurf etwa getroffen, so wiirde, wenn man nur die wagerechte Seiten-
bewegung beriicksichtigt und die VergroBerung der wahren Geschwindigkeit in
schriiger Richtung durch die Wirkung der Schwere auBer Acht liBt, die
Wirkung des Wurfes nach dem Arbeitsvermogen /amw?®=1/2m-10%.5 zu

Fig. 53.
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beurteilen sein. Der Werfende hat nur die Arbeit /2 m 102 auf den Massen-
punkt iibertragen; die durch die Kraft der Lokomotive erzeugte Zuggeschwin-
digkeit hat aber zur Folge, dal das Arbeitsvermégen (oder die Gewalt, die
Wucht) des Wurfes auf das 5fache gewachsen ist. Die aufgewendete Wurf-
geschwindigkeit w entsprach nur einer Fallhohe w?®:2 g =5,'m, wiihrend die
Wirkung dieselbe ist, als fiele der Punkt aus der Héhe 5 - 5,' = 25,5 m, Hier-
nach kann man beurteilen, wie gefihrlich das Hinauswerfen fester
Kérper aus fahrenden Eisenbahnziigen werden kann.

Bei den bisherigen Untersuchungen iiber Fall- und Wurfbewegungen
wurde vorausgesetzt, daf auf den Massenpunkt allein die Schwere einwirke.
Auf 8. 37 wurde aber schon bemerkt, dall bei Kérpern von verhiltnismiBig
grofem Rauminhalt und bei groBen Geschwindigkeiten der Luftwiderstand eine
bedeutende Rolle spielt. Es sei hier nur bemerkt, daB ein Gewehrgeschol
schon bei etwa 50 m/ek Geschwindigkeit einen Luftwiderstand erfihrt, der
gleich dem Gewichte des Geschosses ist, so daB ein mit dieser Geschwindigkeit
abwirts geworfenes GeschoB sich gleichformig bewegen wiirde, da der
Luftwiderstand die Schwere aufhebt. Weil der Luftwiderstand aber etwa ver-
hiiltnisgleich dem Quadrate der Geschwindigkeit wiichst, so wird er bei einer
SchuBgeschwindigkeit von 400 m/sex das 64fache des Gewichts betragen.
Hieraus ergibt sich klar, daf} die Bewegung eines solchen Geschosses mit den.
hier entwickelten Formeln wenig Ahnlichkeit haben wird. Aus diesem Grunde
haben wir auch in dem Beispiel auf 8. 52 nicht ein Gewehrgeschofl, sondern
ein Geschofl mit geringerer Geschwindigkeit der Rechnung unterzogen.

Ferner wurde bisher die Fallbeschleunigung als gleichbleibend nach
GroBe und Richtung vorausgesetzt. Im folgenden soll untersucht werden,
wie sich die Fallbeschleunigung mit der Verinderung des Ortes iindert, woraus
sich dann freilich zeigen wird, daB dieser Einfluf bei den vorkommenden.
Filllen der Wurfbewegung verschwindend klein ist.

10. Gesetz der allgemeinen Massenanziehung.

Das Gesetz der Schwere (S. 33) ist nur ein besonderer Fall
des Gesetzes der allgemeinen Massenanziehung, welches von N e wt o n
1685 aufgestellt wurde. Dasselbe lautet:

Je 2 Massenpunkte m und my, die sich in der

Entfernung ! voneinander befin- Fi
5 X . ) 1g. 54.
den, iben aufeinander eine gegen-
. . . . m
seitige Anziehungskraft aus, die ¥ ”f“__';'
RS T e il >

proportional dem Produkte der
Massen und umgekehrt proportional dem Quadrat
ihrer Entfernung ist.
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Bs ist hiernach (Fig. 54)

n mm
1) IL = Il: »’ir]' k]

worin % offenbar die Anziehungskraft zwischen 2 Masseneinheiten
in dem Abstand /= 1 bedeutet. Fiir Kilogramme als Kriifte, fiir

101

Diese Formel 1 gilt einstweilen nur fiir Massenpunkte ohne riumliche
Ausdehnung; wir wollen darnach feststellen, wie eine ditnne gleichartige Kugel-
schale auf einen Massenpunkt einwirkt.
Die Kugelschale (Fig. 55) habe den Halb- Fig. 55.
messer 7, die Wandstiirke dr»; der Massen-
punkt m sei vom Mittelpunkte der Kugel
um [ entfernt. Man ziehe einen Halbmesser
CP, der mit Cm den Winkel % einschlief3t
und ziehe in dem Abstande d+% einen zweiten
Halbmesser. Beide lasse man sich um COm
als Achse drehen, dann schneiden sie aus
der Hohlkugel eine kleine Zone heraus.
Von der Umfangslinge der Zone denkt man
sich bei P ein Bogenteilchen ds rechtwinklig zur Bildebene herausgenommen,
dann hat man hei P ein Massenteilchen, welches nach allen drei Richtungen
unendlich klein ist. Der Stoff der Hohlkugel habe fiir 1 ¢bm das Gewicht »
(unter 45° geographischer Breite gewogen). Das Gewicht eines Kubik-
meters in Kilogrammen (unter 45° geogr. Br.) nennen wir die Dichte

des Korpers. Das Korperteilechen hat dann die Masse —g-drordﬂ-ds und

Meter und Sekunden ist & = 0,000000000 64 =

iibt auf m die Anziehungskraft aus £ - L.ogr.r-do-ds. % Diese Kraft

kann zerlegt werden in eine mit der Richtung m € und eine, welche im Punkte m
rechtwinklig zu m C nach oben gerichtet ist. Die erstere betriigt

k%-dr-r-dﬂ-ds-%cosga,

wiihrend die zweite durch die Einwirkung eines gleichen hei ¢ befindlichen

Massenteilchens aufgehoben wird. Simtliche Massenteilchen der Zone wirken

in iibereinstimmender Weise auf m ein, da fiir sie alle d¥, p und ¢ dieselben

sind. Wir konnen daher die Giesamtanziehung der ganzen Kugelzone erhalten,

wenn wir statt ds den Umfang 2 77 sin # einsetzen. Dann entsteht die Anziehung
m

AK=k-L.dr.r -ds-2xrsin W+ —5  COS .
9 sl
Nun ist aber die Masse der ganzen Hohlkugel M — 64 2 7r.dr; wird dies
in' dK eingefiihrt, so entsteht
1) dK::ka smﬂ'dr?-coua_
2 Tk
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Die Veriinderlichen % und ¢ sollen auf p zuriickgefiihrt werden. Es ist nimlich

l2 p—— ]
in dem Dreiecke CPm: r*>= 1’ p* — 21 p cos ¢ mithin cos ¢ = ——%‘: a ;
ebenso €os ¥ = R ;.l -~ und durch Differentiation — sin & d % = ‘l—)—l—:li) ;
Hiernach wird
; _kMm P—rt+p* ,  kMm P — 4 p?
2) dK = R UT P="1rTi 7 dp.

Um nun die Anziehungskraft K der ganzen Hohlkugel zu erhalten, mufl
man vorstehenden Ausdruck integrieren. Liegt der Punkt m auBerhalb der
Hohlkugel, so sind ihre nichsten Teile im Abstand I — », die fernsten im
Abstand 7 + » vom Massenpunkte, so daB diese Werte als Grenzen fiir p
einzusetzen sind. Daher wird

k
L (= 22+ ap).

Das unbestimmte Integral aber ist

3) X[ =) 2L+ ap] - —

Dies wird mit Riicksicht auf obige Grenzen

ll:, Sl +ll—r——(l =—)N—r)+l+r+l+r—(1—1r)=4r,
mithin wird
_ . Mm
4) K—kT.

Diese Anziehungskraft ist (nach Gl 1) dieselbe, als ob die Masse M
der Kugelschale in ihrem Mittelpunkte vereinigt wire. Hieraus
folgt weiter, daB eine Hohlkugel von endlicher Wandstirke oder auch eine
Vollkugel, die aus lauter gleichartigen Kugelschalen besteht, beziiglich der
Anziehungskraft gegen einen auBerhalb befindlichen Massenpunkt ebenso wirkt,
als ob die ganze Masse der Hohlkugel oder Kugel in ihrem Mittelpunkte ver-
einigt wiire. Dabei ist nicht erforderlich, dal die verschiedenen Kugelschalen
dieselbe Dichte haben, wenn nur jede Schale fiir sich gleichartig an Dichte ist.
Auch fiir die gegenseitige Anziehungskraft zweier Kugeln ergibt sich leicht,
daf man die Masse einer jeden in ihrem Mittelpunkte vereinigt ansehen kann.
Liegt der Massenpunkt im Innern der Kugelschale
(Fig. 56), so ergibt sich fir die Anziehung einer Fig. 56.
Zone bei P dieselbe Gleichung 1, daher auch dieselbe
(leichung 2; nur sind jetzt die Grenzen n-1 und
r —1 als groBte und kleinste Entfernung des Massen-
punktes von der Schale. Die Einsetzung dieser Grenzen
i Gl 3 bty L
r+41
=r—l4+r+l—r—1l—r4+1=0 =so daB auch
K =0 wird. Die Anziehungskraft einer diinnen, gleichartigen
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Kugelschale gegen einen in ihrem Innern befindlichen Punkt
ist also Null.

Die Anziehung einer aus gleichartigen diinnen Kugelschalen bestehenden
Hohlkugel von endlicher Wandstiirke auf einen in ihrem Hohlraume gelegenen
Punkt ist demnach ebenfalls Null.

Betrachten wir nun die Erde als Kugel, aus unendlich vielen Schalen
bestehend, von denen jede fiir sich gleichartig ist, so ist ihre Anziehungskraft
fiir einen auBerhalb gelegenen Massenpunkt m ebenso zu berechnen, als ob
ihre ganze Masse im Mittelpunkte vereinigt wiire. Fiir einen Massenpunkt an
der Erdoberfliche, d.h. in dem Abstand » (Erdhalbriesser) vom Mittelpunkt M
ist nun die Anziehungskraft gleich m g, mithin
T Mm

d
B mg oder

4) kM= gr.

Nennen wir aber die An-
ziehungsbeschleunigung (Fall-
beschleunigung) eines in
grofferem Abstand « vom
Erdmittelpunkte befindlichen
Punktes g. (Fig. 57), so wird

auch

kM — gy«® mithin

5) Out g =12 a2

Die Darstellung dieser Gleichung ist eine Kurve B¢), welche, nach heiden
Seiten verlingert gedacht, sich dhnlich wie eine gleichseitige Hyperbel beiden
Achsen asymptotisch niihert, jedoch keine Symmetrieachse hat. (Kimen auf
der rechten Seite der (1. 5 die ersten Potenzen statt der Quadrate vor, so
wiirde eine Hyperbel die Darstellung sein.) Fiir # =22 und 37 ist g. nur
noch '/a g bezw. /s g.

Fiir die Veréinderlichkeit der Fallbeschleunigung im Innern der Erde
wire das (esetz einfach, wenn man annehmen diirfte, da die Dichte der
Erde iiberall gleich sei. Unter dieser Voraussetzung wiirde man fiir ein
Massenteilchen im Abstand 2 von dem Mittelpunkte die Erde zerlegen in
eine Vollkugel vom Halbmesser « und eine iuflere Hohlkugel von der Wand-
stirke » — @. Letatere wiirde keine Einwirkung ausiiben, erstere aber:ebenso
wirken, als ob ihre Masse in der Mitte vereinigt wiire. ~Danach wird nach Gl. 4:

kM;u = g,xz,
wenn M, die Masse der Kugel vom Halbmesser 2. Da nun fiir = » wiederam

kM= gr*, so wird

02
6) Ja=g % % oder, weil
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Mg o-M=101 1

7) - 92=9 o>

dargestellt durch eine in Fig. 57 gezogene Gerade MB. Die Erde ist aber
durchaus nicht von itberall gleicher Dichte, vielmehr sind die tieferen Schichten
bedeutend dichter als die uns bekannten, in der Niihe der Oberfliiche gelegenen.
Daher ist My : M > «*: #® und es wird gz > g#/». Statt der Geraden M B
ist daher eine oberhalb derselben licgende Kurve MB der wahre Ausdruck
des Gesetzes, welches wir aber nicht entwickeln kionnen, da das Gesetz der
Veriinderlichkeit der Dichte nicht bekannt ist.

Nehmen wir nun an, dafl die dem Menschen zugiinglichen oder
auch durch Wurf zu erreichenden Hohen sich um hdchstens 10000 ™
iiber die mittlere Erdoberfliche erheben, so wiirde, weil der mittlere
Erdhalbmesser etwa 6370000 ™ betriigt, fiir diese Grenze
x=6380000™ betragen, daher nach Gl 5:

gs g = 6372: 6382 sein; ‘
dies ist etwa = 1000 : 1003, d. h. sehr wenig von der Kinheit

abweichend. Nennt man % die Hohe eines Punktes iiber der
Meeresfliche, so ist nach Gl 5 mit @ =»- h:

g (r+h) (1+]7i> [1—(’71“ 1_2(%)+(%)

2 4
Wenn man dann (%) und (%) gegen 1 vernachlissigt, so ent-

steht annihernd

5 ot
Fir die weitaus meisten technischen Anwendungen kann diese Ver-
dnderlichkeit von g, mit der Hohe vernachlissigt werden.

Die Erde itbt nun aber auch auf den Mond eine Anziehungs-
kraft aus, und die dieser Kraft entsprechende Beschleunigung g,
ergibt sich, da die Entfernung des Mondes von dem Erdmittel-
punkt etwa 60 Erdhalbmesser ausmacht, zu

ot YD
Bhp b S o . 2000 — i
To=10 <60 : r) /3600 g 9,§1 : 3600 = 0,0027 .

Horte die Umlaufbewegung des Mondes um die Erde fiir einen
Augenblick auf, so wiirde der Mond eine heschleunigte Fallhewegung
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nach der Hrde hin ausfithren; die Beschleunigung wiirde anfinglich
nur 0,0027 /e betragen, wiirde aber mit der Anniherung an die Frde
wachsen und sich allmiihlich dem Werte 9,81 niihern. Dal} diese
Fallbewegung nicht zustande kommt, rithrt von der Geschwindigkeit
des Mondes rechtwinklig zur Richtung der Anziehungskraft her, wie
weiter unten noch besprochen werden wird.
Die Gl 4 (8. 59) kann auch dazu dienen, die Massenzahl M der Erde
zu bestimmen. Es ist M= gs»*: % also M= 98 -6370000% . 10" : 64
= 622 . 10?' Masseneinheiten. Die Erde hat etwa 1083 - 10'® Kubikmeter
Inhalt; bestiinde sie aus Wasser (von 4° C), so wiirde ihr Massengehalt
1083 - 1018 . 1000 : 9,81 == 110 - 102" Masseneinheiten.
Mithin ist die Erde durchschnittlich 622 : 110 = 5,65 mal dichter als
Wasser. )
Fallbeschleunigung an der Oberfliche anderer Himmelskérper. Die
‘Gleichung 4, 8. 59, fiir die Fallbeschleunigung g an der Erdoberfliche
g=MFk:r*
gilt, ihrer Entwicklung nach, allgemein fiir die Zeitbeschleunigung an der
‘Oberfliiche eines beliebigen Himmelskdrpers von der Masse M und dem Halb-
messer 7, Gehen M und 7 in M, und 7, iber, so wird
g1 =Mk :r?,
mithin ist das Verhiiltnis
s
g Mnt
Ist die Masse der Sonne 327000 mal so grof wie die der Erde, wihrend
die Halbmesser in dem Verhiltnis 108 : 1 stehen, so wird das Verhiiltnis
der Fallbeschleunigungen
g, : g=327000 : 1082 = rund 28.

An der Oberfliche der Somne betrigt also die Fallbeschleunigung ungefiihr
275 m/gee; an der Oberfliche des Mondes etwa nur /6 - 9,81 = 1,60 m/geks.

-

1. Parabolische Bewegung im allgemeinen.

Die alleinige Einwirkung der als gleichbleibend betrachteten Schwere
bewirkte eine Bewegung des Massenpunktes in einer Parabel, deren Achse
lotrecht abwiirts, d. h, iibereinstimmend mit der Kraft gerichtet, deren Para-
meter ¢* cos? o : g betrug. '

Wirken nun auf den Massenpunkt beliebig viele Fig. 58.
nach Griofe und Richtung gleichbleibende Krifte, so e
0 .,
kinmen diese zu einer ebenfalls gleichbleibenden Mittel- SR

kraft K zusammengesetzt werden. Withlt man die i
Kmftrichtung dann zur negativen #-Richtung, die X
Z-Achse rechtwinklig dazu in der durch X und die

Anfangsgeschwindigkeit ¢ bestimmten Ebene, so ist wiederum (F'ig. 58) ¢ cos «
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die gleichbleibende Geschwindigkeit v,, wihrend in der y-Richtung die ge-
samte Verzogerung K :m auftritt. Es entstehen daraus die Seitenbewegungen
&x=c cos at;

i® A
Y=c¢ sin at —gjj, und aus beiden

2
=ptga—Daaie |
y g m 2 ¢* cos? a

Die Verhiiltnisse sind also gerade so wie bei der Wurfbewegung; statt
der lotrechten Richtung kommt aber hier die Richtung der Mittelkraft, statt
der Fallbeschleunigung g der Wert K :m in Frage. s folgt hieraus:
Ein Massenpunkt bewegt sich unter Einwirkung gleichbleibender Kriifte in
einer Parabel, deren Achse mit der Mittelkraft K aller wirkenden Kriifte

2 2
gleichgerichtet, deren Parameter ”i% ist.

12. Kriimmung der Bahnlinie eines Massenpunktes,
Tangential- und Normalbeschleunigung.

Ein Massenpunkt bewege sich zu irgendeiner Zeit mit einer
nach Richtung und Grofle beliebigen Geschwindigkeit v und werde
von einer Kraft K ergriffen, die mit der augenblicklichen Be-
wegungsrichtung irgendeinen Winkel o einschlieit. Die Bahn des
Punktes wird dann im allgemeinen eine krumme Linie sein. Bleibt
die Kraft K bei sonst beliebigem Wechsel ihrer Richtung und
GroBe wihrend der Bewegung des Massenpunktes mit der Richtungs-
linie seiner Geschwindigkeit dauernd in ein und derselben Ebene,
so muB} in dieser auch die Bahnlinie des Punktes liegen, also eine
ebene Kurve sein. Die Kriimmung derselben in jedem Punkte ist
abhiingig von der Masse und augenblicklichen Geschwindigkeit des.
Punktes, der GroBe der Kraft und dem Richtungswinkel «, den
diese mit der augenblicklichen Bewegungsrichtung einschlieft.

Um das Mafl der Krimmung, den Krimmungsradius, aus der
Kriimmungsursache der Kraft abzulelten, denken wir uns die Kraft
in dem betreffenden Punkte der Bahnlinie zerlegt in zwei Seiten-
krifte K, tangential und K, senkrecht zu dieser. K,= K. cos
wirkt dann lediglich auf Vergroferung der Geschwindigkeit » und
K,= Ksin o lediglich auf den Richtungswechsel der Bewegung,
d. h. die Krimmung der Bahnlinie hin.
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Die Kraft K, erzeugt eine momentane Beschleunigung p, = K;:m

tangential zur Bahnlinie, ,Tangentialbeschleunigung®,

und K, eine solche p = K, :m senkrecht

Pig. 59. dazu, ,Normalbeschleunigung“ oder auch

0Q sCentripetalbeschleunigung®, weil

i ihre Richtung stets durch den Kriimmungs-

LA mittelpunkt zeigt. In einem Zeitelement dt,

I: \ withrend dessen der Punkt das Bahnelement

fia AB=ds=v-dt durchliuft, vergrolert sich

le— 7 die Geschwindigkeit v in tangentieller Rich-

\ tung um das MaB} p,- d¢ und normal dazu
% entsteht die Geschwindigkeit p, dt.

In B besitzt also
der Massenpunkt die
zu einander senk-
rechten Geschwin-
digkeiten v+ p, - dt
und p dt.  Die
Schluflinie B £ des
aus beiden gebil-
deten Streckenzuges
stellt also die wirkliche Geschwindigkeit »-+ dv in B nach der
Zeit dt dar. Sie ist tangential gerichtet zur Bahnlinie in B (vergl.
S. 28 unten) und schliefft mit der Tangente in 4 einen Winkel d «
ein. Die Kriimmungsradien der Bahn in 4 und B sind senkrecht zu
v in 4 bezw. v+ dv in B. Sie legen in ihrem Schnittpunkte O
den Kriimmungsmittelpunkt der Bahnlinie in A, bezw. des Bahn-
elementes ds fest und schlieflen gleichfalls den Winkel d o mit-
einander ein. In der Richtung O'E findet die wirkliche Beschleuni-
gung p des Punktes statt und die im Zeitelement d¢ entstehende
Geschwindigkeit ist p - d?, liefert mit » wieder v+ dv—= BE. Aus vor-
stehendem folgt auch, dafy C'E parallel der Richtung von K sein muf.
Aus dem Dreieck BDE hat man nun DE = BE sinda = BE du
oder mit DE = p dt und BE=v+dv, p, -dt= (v+ dv) da,
d.i. bei Vernachlissigung des unendlich kleinen Gliedes zweiter
Ordnung dv - do und Losung fir p,

do.
il s
) i dt

I

Keck-Hotopp, Mechanik I.
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Aus dem Elementarsektor 4 OB erhilt man ferner mit
AO=0B=¢ Qda=ds=v-dt, also

2) %:% und aus Gl. 1 und 2.

3) o= Z%;’ oder mit p = K,:m= Ksing:m
v?-m v2em

4) =K  K-sing’

Die Kraft K,, welche eine Kriimmung von vorgeschriebenem Radius o
zu erzeugen vermag, ist
5) g .
: 0

Aus dem Dreieck BDE erhiilt man weiterhin BD = BE- cos da
= BE und mit BD=v+p,dt und BE=v+dv, dv=p,- dt,
oder wenn man die Tangentialbeschleunigung auf ihre Ursache
K, = K - cos ¢ zuriickfiihrt, p,= K, :m = K- cos ¢ : m setzt,
Ha) dv= K-cos @ -dt:m.

(Gl 4 driickt die durch die Kraft K erzeugte Kriimmung der Bahn-
linie, Gl. Ha die Zunahme der Geschwindigkeit aus. Ist die Kraft A
immer von gleicher Grofle und senkrecht zur Bahnlinie, also durch
den Kriimmungsmittelpunkt gerichtet, der Winkel ¢ dauernd gleich
7/y, also sin @ =1 und cos @ = 0, so ist nach Gl. 4 der Kriimmungs-

radius o = E—K—Wi konstant, die Bahnlinie ein Kreisbogen und nach

Gl. ba dv= 0, die Geschwindigkeit v ihrer Gréffe nach unverinderlich.
Mit ¢ =0 wird sin =0 und K,=0, also nach GlL. 4 o=c0
die Bahnlinie eine Gerade, die Bewegung eine geradlinig gleich-
formig Beschleunigte.

Die stets durch den Krimmungsmittelpunkt gerichtete Kraft
K,, die nach- MaBgabe der Gl 4 die Kriimmung der Bahnlinie
erzeugt, wird als Zentripetalkraft bezeichnet. Nach den Aus-
tihrungen auf Seite 33 setzt jeder Massenpunkt irgendeiner
Beschleunigung p, deren Erzeugung eine Kraft p.m erfordert,
zufolge seines Beharrungsvermogens oder seiner Triigheit einen gleich
grofen Trigheitswiderstand — pm entgegen. Auch.der die Normal-

v?em

beschleunigung p, erzeugenden Zentripetalkraft K, — tritt ein
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gleich grofler Triigheitswiderstand entgegen, den man als Zentri-
fugal- oder Flichkraft bezeichnet, der aber eine eigentliche Kraft
im aktiven Sinne nicht ist.

Denkt man sich einen Massenpunkt m reibungslos auf einer wagerechten
Ebene (Bildfliche) ruhend, durch einen gewichtslosen Faden Om (Fig 60) von
der Linge R derart mit einem
Punkt O der Ebene verbunden,
dafy der Faden eine gerade Linie Fig. 60.
zwischen O und m bildet, und teilt
dem Punkte senkrecht zu jener
Greraden eine Geschwindigkeit v mit,
so wird er sich mit dieser gleich-
bleibenden Geschwindigkeitin einem
Kreise vom Radius B auf der
stiittzenden Ebene um den Punkt O
bewegen. Der Faden hat dabei
auf den Massenpunkt die Zentri-

o

petalkraft X, =Zn—1'é)—- zu leisten;

der Massenpunkt wirkt dabei mit

n2
einer gleich groflen Kraft ——%’L'

ziehend auf den Faden ein. Wiirde
der Faden nach seiner Festigkeit nur
eine bestimmte Kraft K — Z auf den Massenpunkt m ausiiben konnen, so
miifite er zerreillen, wenn die Geschwindigkeit v ein solches Maf} erreichte,
daB ?'-}:j>Z wiirde. Mit dem Zerreifen des Faden hort die Kraft K, zu
wirken auf und der Massenpunkt bewegt sich mit der Geschwindigkeit » nun-

mehr geradlinig und tangential zu seiner bisherigen Kreishahn weiter.

Beispiel: Astronomischen Beobachtungen zufolge ist die Bewegung des
Mondes um die Erde nahezu eine gleichférmige Bewegung mit der Geschwindig-
keit v = 1020 m/wek in einem Kreise, dessen Halbmesser etwa 60 Erdhalbmessern
gleich ist (vergl. 8. 62). Die Beschleunigung des Mondes, wenn man denselben
als Massenpunkt auffaBt, besteht daher in einer stets nach dem Mittelpunkte
DI 10202
“p 606370000
Umstand, daB diese Beschleunigung und die Fallbeschleunigung an der Erd-
oberfliiche sich wie 1 zu 3600 = 1 : 602, mithin umgekehrt wie die Quadrate
der Abstiinde von dem Erdmittelpunkte, verhalten (s, S. 62), hat Newton zuerst
veranlaBt, die Anziehungskraft zwischen zwei Massenpunkten als umgekehrt :
verhiiltnisgleich dem Quadrat ihrer Entfernung anzunehmen, welche Annahme
dann, nachdem sie sich auch fir die Planeten als zutreffend erwiesen hatte,
zu dem allgemeinen (tesetze der Massenanziehung (8. 58) fithrte.

H¥

der Erde gerichteten Beschleunigung = (,0027 m/sek?, Der
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13. Gleichgewicht eines Massenpunktes.

Liefern die auf einen Massenpunkt wirkenden Krifte eine
Mittelkraft R = O, so bewegt sich der Punkt gerade so, als ob
gar keine Kraft auf ihn wirkte; seine Geschwindigkeit erfihrt dann
weder der GroBe noch der Richtung nach eine Anderung, er he-
wegt sich geradlinig und gleichférmig, und man sagt, die
Kriifte halten sich an dem Massenpunkt im Gleichgewichte
(vergl. S. 40). Ein besonderer Fall einer solchen Bewegung ist der
Ruhezustand, in welchem nicht allein die Beschleunigung Null
ist, sondern auch die Geschwindigkeit.

Halten beliebig viele Krifte an einem Massen-
punkt einander das Gleichgewicht, so ist jede der-
selben der Mittelkraft aller ibrigen gleich und ent-
gegengesetzt; denn sie hebt in diesem Falle jene Mittelkraft
auf, somit auch die Wirkung aller derjenigen Kriifte, die durch
diese Mittelkraft ersetzt wurden. :

Sollen 3 Krifte K;, K, und K; an einem Punkte im Gleich-
gewichte sein, so muf} die Mittelkraft von irgend zweien dieser
Krifte durch die dritte aufgehoben werden. Da aber (nach S. 40)
die Mittelkraft zweier Krifte mit beiden in derselben Ebene liegt,
so miissen fiir den Gleichgewichtszustand
die Richtungen der 3 Krifte in der- Fig. 61.
selben Ebene liegen. Bezeichnet man
noch die den Kviften gegeniiberliegenden
Richtungswinkel mit «;, o, und o4 (Fig. 61)
und bedenkt, daf nach S. 39 der Strecken-
zug der drei Kriifte ein geschlossenes Dreieck
bilden muf}, so lilt sich aus diesem das
Verhiiltnis der drei Krifte berechnen. Man
erkennt leicht, daf die Dreieckswinkel A
die Nebenwinkel der den Kriften gegeniiber-
liegenden Richtungswinkel o sind:  Die
Sinus der Winkel £ sind daber gleich den Sinus der entsprechenden
Winkel «. Man erhélt sonach aus

K, : Ky: K, = sin f :sin f, : sin B,

die Gleichung
K, :Ky: Ky: = sin o, :8in ay : sin a,.
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Die Grofien von drei an einem Massenpunkte sich
im Gleichgewichte haltenden Kriften verhalten sich
wie die Sinus der gegeniiberliegenden Richtungs-
winkel. Aus der Figur folgt sofort: Fallen von den drei
Kriften zwei in dieselbe Richtungslinie, so muf} die
dritte Null sein, wenn gie nicht ebenfalls in derselben
GGeraden liegt.

Beispiel: Ein Massenpunkt sei an zwei Fiiden 4 B und A4 C aufgehangen
(Fig. 62) und befinde sich in Ruhe; es sollen die in den Fiden herrschenden
Spannkriifte S; und S, ermittelt werden. :

Die Spannkraft der Fiden, die wir einstweilen als gewichtlos, aber
vollkommen biegsam und undehnbar voraussetzen, fillt mit den Richtungen
der Fiden zusammen. Dies Zusammen- -
fallen ist eben der Begriff der Biegsamkeit, Fig. 62.
Durch die Lage der Befestigungspunkte B .
und O, sowie durch die Fadenlingen ist das
Dreieck BA O bestimmt.  Auf den Massen-
punkt wirkt die Schwere mg; dann miissen
die Strecken mg, S, und S, ein geschlossenes
Dreieck bilden, mithin, weil mg lotrecht ist,
in einer lotrechten Ebene liegen. Es ist also
Gleichgewicht nur méglich, wenn der Massen-
punkt sich in der durch B und C gelegten
lotrechten Ebene befindet. (Andernfalls wird
der Punkt an den Fiiden als ein Pendel
o lange schwingen, bis infolge von Luft- und anderen Widerstinden endlich
in lotrechter Ebene Ruhe eintritt.) Schliefen BA und C A mit der Lotrechten
die spitzen Winkel £, und /3, ein, so wird aus dem Krafteck

S, :8,:mg = sin f, : sin A, : sin (B, + f£,).
Ist 2. B. mg = 10%s, A, = B, = 45° so wird aus der Figur
8y =8,=10-V Y2 ="T0 ke

Zu beliebig vielen Kriften K,, K,, .. . K,, welche nicht in
derselben Ebene liegen, wurde (auf S.42) die Mittelkraft in der Form

R=V X4 Y2+ Z® gefunden,
worin X' = 2K cos a; =2Kcos f; Z=2Kcosy bedeuten.
Soll nun Gleichgewicht herrschen, so muff R=0, also atch
X2+ V24 Z2—=0 werden; da nun die Kriifte, somit auch
X, Y und Z stets reelle Grofen (wodurch negative Werte der
Quadrate ausgeschlossen sind), so muf jeder der Summanden Null
sein, oder es muf} stattfinden:
2 Kceosa=0; 2K cos f=0; 2K cosy=0.
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Also: An einem Massenpunkte halten sich beliebig viele
Krifte im Gleichgewichte, wenn in Bezug auf ein be-
liebiges rechtwinkliges Achsenkreuz die algebraische
Summe der bei rechtwinkliger Zerlegung in jede
Achsenrichtung fallenden Seitenkrifte gleich Null ist.

Da die Mittelkraft gegebener Kriifte (nach S.43) auch durch
die SchluBlinie eines ebenen oder riumlichen Kraftecks gefunden
wird, so ist klar, daB die SchluBseite Null werden muf}, wenn die
Krifte im Gleichgewichte sein sollen. Im Gleichgewichts-
zustande miissen also die Krifte ein geschlossenes

Krafteck mit tibereinstimmendem Umfahrungssinne
der Pfeile bilden.

Liegen die Kriifte in einer gemeinsamen Ebene, so legt man
zweckmiflig auch die x- und y-Achse in diese Ebene. Dann
werden die Neigungswinkel » gegen die z-Achse simtlich zu 90°
und K cos y durchweg Null. AuBerdem wird dann cos f = sin «,
und die Gleichgewichts-Bedingungen beschriinken sich auf

ZKcosa=0" und SKsia=1,
Liegen die #- und y-Achse bezw. wagerecht und lotrecht, so sagt
man auch: Die Summe aller wagerechten Seitenkrifte
mufl Null sein und die Summe aller lotrechten
Seitenkrifte ebenfalls.

14. Bewegung auf vorgeschriebener Bahn.

Wirkt auf einen Massenpunkt eine gegebene Kraft K ein, so
wird er bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit ¢ eine bestimmte
Bewegung ausfithren miissen, die z B. para-
bolisch ist, wenn A gleichbleibend nach Grife Fig. 62.
und Richtung.

Ist aber der Punkt nicht vollig frei,
sondern in Berithrung mit der Oberfliche eines
unbeweglichen festen Korpers (Fig. 62), welcher
derartig geformt ist, dafl er den Massenpunkt
verhindert, sich so (in der punktierten Bahn)
zu bewegen, wie es unter alleiniger Wirkung von K geschehen
miifite, so iibt die feste Oberfliche einen Einfluf} auf die Bewegung
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des Massenpunktes aus, und einen solchen Einfluf} haben wir (pach
S. 32) als eine Kraft aufsufassen, welche als zweite Kraft zu A
hinzutritt und ihrer Gréfle nach von K in gewisser Weise ab-
hiingig ist.

Wir benutzen den Erfahrungssatz: Vollkommen glatte
Kdrper, die sich ohne ein Bindemittel beriithren, kénnen
an jeder Beriihrungsstelle nur einen gegenseitigen
Druck, dessen Richtung rechtwinklig zur Berithrungs-
ebene steht, also einen gegenseitigen Normaldruck,
aufeinander austiiben. Vollig glatte Kérper gibt es freilich
nicht; obiger Satz trifft aber um so mehr zu, je grofer der Grad
der Glitte ist, und umgekehrt. Die bezeichnete Kraft heifit der
~ Normalwiderstand der vorgeschriebenen Fliche und wird mit N
bezeichnet.

Noch enger beschrinkt ist die Bewegung des Massenpunktes,
wenn ihm eine bestimmte Linie als Bahn vorgeschrieben
wird, z B. durch eine Réhre, welche den als Massenpunkt
gedachten Korper derartig umschliefit, dafl er sich nur lings der
Mittellinie der Ré¢hre bewegen kann, oder durch einen steifen
glatten Draht, auf dem der Massenpunkt mittels einer Bohrung
gefithrt wird.  Beide Vorrichtungen sind geeignet, nach allen
Richtungen innerhalb einer Normalebene zur vorgeschriebenen Bahn-
linie den Widerstand N zu leisten. Die Kraft N tritt stets in der-
jenigen Richtung und Grofe auf, die erforderlich sind, um den
Massenpunkt an dem Verlassen der vorgeschriebenen Bahnlinie zu
hindern. ¥ ist hiernach eine bedingte oder eine Bedingungskraft.

Der Normalwiderstand N kann
bestimmt werden mit Hilfe der Formel fiir
die Zentripetalbeschleunigung (S. 66).

Fig. 63.

Ein Punkt bewege sich auf der vor-
geschriebenen ebenen Bahnlinie (Fig. 66) von
A nach B unter Einwirkung einer gegebenen,
in der Ebene der Kurve liegenden Kraft K,
zu der die unbekannte Kraft N hinzutritt.
Ob man N anfinglich nach innen oder nach
aullen gerichtet annimmt, ist grundsitzlich gleichgiltig. Ist das
Endergebnis positiv, so war der angenommene Sinn richtig, andern-
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falls ist er umzukehren. Schlieft K mit der Normalen den Winkel a
ein, so zerlegt man K in Ksina (in der Bewegungsrichtung)
und K cos o rechtwinklig dazu. Dann wird K sin a als einzige
Tangentialkraft die Tangentialbeschleunigung erzeugen, so daf}
dv:dt= Ksina:m wird. In der Richtung nach dem Kriimmungs-
mittelpunkt ergibt sich als Gesamtkraft NV — K cos «. Diese mufl
die Zentripetalbeschleunigung hervorbringen, daher ist

2 3 N— K ¢o8 o sdar

m

1)

ro|e

muv?

2) Nz?—i—Kcos o.

Ist K so gerichtet, dafl die Pfeilspitze von K cosa nach dem
Kriimmungsmittelpunkte hinweist, so wird

2
3) N=n—lg——KCOSa.

Dem Anfinger ist dringend zu empfehlen, in jedem vorliegenden Falle
dieser Art die Gleichung 1 fiir die Zentripetalbeschleunigung anzusetzen und
daraus erst N zu berechnen, nicht aber zu versuchen, die Formeln 2 oder 3
fiir N unmittelbar anzuschreiben, weil dabei erfahrungsmifig leicht Irrtiimer
begangen werden.

Ist in Gleichung 3 die Seitenkraft K cos o allein schon im-
stande, die Zentripetalbeschleunigung zu erzeugen, ist nimlich

2

muv

Kcos o = —,
[

so wird N=0. An einer Stelle der Bahnlinie, fiir welche dies
gilt, ist die Rohrenwandung bezw. der Fihrungsdraht iberflissig.

Fiir die Fille der vorgeschriebenen Bewegung ist der Satz vom
Arbeitsvermogen besonders vorteilhaft, weil der unbekannte Wider-
stand N keine Arbeit verrichtet, daher auch keinen Einfluf} auf die
Geschwindigkeitsgrofle haf.

Von besonderer Wichtigkeit sind solche Fille der vorge-
schriebenen Bewegung, bei denen als bewegende Kraft nur die
Schwere auftritt. Denkt man sich zwei wagerechte Ebenen im
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Abstande % voneinander (Fig. 64), die durch beliebig, aber stetig
gekriimmte Rohren als vorgeschriebene Bahnlinie miteinander ver-
bunden sind, so

¥ i Fig. 64.
wird ein Massen- "I?
|
unkt, d ben p TR g
p. t’. » OA‘ od—erd 4:‘ e rlc e
mit  einer (e- % S N X on;l—-f-i—l
3y . i i) i i
schwindigkeit ¢ b \ AR
in eine Rohre ge- | iy g
3 . s | \ | |
worfen wird, sie v 2\ oAl \\e_lqe L
. V] w7 pa i S

unten mit der Gre-

schwindigkeit v 1

verlassen, und es gilt, weil nur die Schwere Arbeit verrichtet,

Vomv?—Yome? = mgh oder
vi= 24 2gh,

ganz wie bei der freien Fallbewegung. Ob der Punkt in freier
(gerader oder parabolischer) Bahnlinie oder in beliebig gekriimmter
vorgeschriebener Bahnlinie sich bewegt, ist fir die Ge-
schwindigkeitsgrofle gleichgiiltig. Jedesmal, wenn er um 4 sich
gesenkt hat, wird das Quadrat der Geschwindigkeit um 2gh ge-
wachsen sein. Bei aufwiirts gerichteter Bewegung gilt v?= ¢2—2gh.

15. Vorgeschriebene Bewegung in wagerechtem Kreise.

Die vorgeschriebene Bahn, etwa aus einem kreisformig ge-
bogenen Drahte gebildet (Fig. 65), Fig. 65.
liege in wagerechter Ebene; » sei
der Halbmesser. Als Kraft wirke

die Schwere mg. Die Bewegung e bl

kann nur eine gleichformige sein,

weil die Schwere hier keine Arbeit /4;;; ‘ ;

verrichtet.  Fiir diese Bewegung "2 . ,.,_,/I‘\
m

: : 3 5 &L ﬂ

1st eine Zentripetalkraft mv?.: r, ), <SSR SN Q
von P nach M Ig,rerichtet, erforder- @,\__i/
lich; folglich muB zu mg ein  mgy 4

derartiger Normalwiderstand N hin- s
- zutreten, dafl die Mittelkraft beider 0
PR=mv?:r wird. Ist PT=myg, so wird die Strecke 7'R
das gesuchte N darstellen. Selbstverstindlich ist dann N an den
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Punkt P parallel zu verschieben. N weicht von der Lotrechten
um einen Winkel « ab, fir welchen gilt

1) tg o = =

N kann auch aufgefaBt werden als Mittelkraft aus einem von P
nach M gerichteten Drucke = mv?:» und einem lotrecht aufwiirts
gerichteten von der Grofe mg. Nach dem Gesetze der Wechsel-
wirkung ibt der Massenpunkt auf die Bahn dieselben Krifte in
entgegengesetztem Sinn aus, driickt also mit der Kraft mu?:»
nach auBen, mit der Kraft mg lotrecht nach unten. Die Krifte-
figur PTR liegt stets in einer lotrechten Ebene, liuft aber mit
dem Massenpunkt um und dreht sich dabei um eine Lotrechte
durch M als Achse. Die Richtungslinie von N geht dann durch
den festen Punkt @ dieser Achse, dessen Hohe % dadurch bestimmt
ist, daBl bei @ der Winkel o« sich wiederfindet. Es mufl dann
sein (mit Riicksicht auf Gleichung 1):

2

<

. r
5 g o>,
2) TR == R o mithin

3

w2

r

A

|

w

3) b == s
Die Kraft N kénnen wir nun, nachdem wir ihre Bedingungen
erkannt haben, auch noch in anderer Weise ausiiben als durch
den Draht.  Wir konnen in @ einen véllig biegsamen und un-
dehnbaren Faden befestigen, diesen in solcher Weise gerade aus-
spannen, daf} A und » seine Projektionen sind, und hei P ihn mit
dem Massenpunkte verbinden. Erteilen wir dann dem Massenpunkt
eine Geschwindigkeit

4) it e TV% = V—grté o (nach GL 2 und 3)

in wagerechter Richtung und zugleich rechtwinklig zum ausge-
spannten Faden, so sind die Bedingungen, welche urspriinglich
durch den Draht erzwungen wurden, auch mittels dieser Faden-
aufhingung erfiillt; es wird also der wagerechte Kreis vom -
Halbmesser » gleichmifBig mit der Geschwindigkeit » durchlaufen
werden.
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Der Draht erzwingt auch bei anderer, etwa groflerer, Ge-
schwindigkeit », eine gleichformige Kreishewegung, doch wird dann
tg @ (nach Gl. 1) grofer.  Bei der weniger bestimmten Faden-
aufhiingung ist aber genau diejenige Geschwindigkeit » erforderlich,
die Gl. 4 entspricht. Was erfolgt, wenn die abweichende (teschwin-
digkeit v, dem Punkt erteilt wird, soll weiter unten (S. 95) mnoch
erdrtert werden.

Da der Faden eine Kegelfliche beschreibt, so heil’t diese Vor-
richtung ein Kegelpendel. Bei einem Umlaufe mufl der Punkt
die Wegeslinge 277 zuriicklegen, wozu eine Zeit ¢ erforderlich ist,
welche sich mit Hilfe von Gl. 4 zu

z 2rm I
) f e O n']/i
v q

ergibt. Hiernach ist die Umlaufszeit ¢ eines Kegelpendels nur
von seiner Vertikalprojektion, der Héohe %, abhingig. Mehrere in @
befestigte Kegelpendel gleicher Hohe 7 (Fig. 66)

werden mithin dieselbe Umlaufszeit haben. Es Fig. 66.
riithrt dies daher, daf} bei gleichem 7 die er-
forderlichen Geschwindigkeiten » nach GL 4 in
gleichem Verhiiltnisse mit », alsp auch mit den
Wegeslingen eines Umlaufes wachsen.

Beispiel : Ist » — 11;1; h=1m, so mufl

9,8
id= 1'/ ’1 = 3,18 M/y¢k,

entsprechend einer Fallhohe 2% : 2h = 1/am, gemacht werden.© Bs ist dann

die Umlaufszeit ¢ — 2 = 1/9—,13I = 2,01 Sekunden,

Anstatt durch die Spannkraft eines Fadens kann die Kraft N
auch durch den Gegendruck einer festen Fliche ausgeiibt werden;
letztere mufl an der Stelle der Beriihrung mit dem Massenpunkte
rechtwinklig zur Richtung von N stehen, mithin von der Wage-
rechten um den durch (leichung 1 bestimmten Winkel abweichen.
Dieser Bedingung wiirde geniigt werden durch eine Kugelfliiche
mit dem Mittelpunkte @ (Fig. 64) und dem Halbmesser @ P, welche
der unmittelbarste Ersatz des Fadens Q P sein wiirde. Rine Kegel-
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fliche mit der Spitze in @, (Fig. 67) erfillt die Bedingung aber
ebenfalls, sobald ihre Seiten mit der Wagerechten den Winkel o
bilden. Soll der Massenpunkt in solchem Trichter eine wagerechte
Kreisbewegung vom Halbmesser »
ausfithren, so mufy ihm eine wage-
rechte Anfangsgeschwindigkeit recht-
winklig zu MP von der Grofle

v=Vgr tg o (G1.4) erteilt werden.

Einer solchen Kegelfliiche miissen
auch die Oberkanten der beiden
Schienen eines Eisenbahngleises an-
gehéren, wenn die Mittellinie des-
selben in einem wagerechten Kreis-
bogen vom Halbmesser » liegt.

Wiirden die Schienen ndmlich in gleicher Hohe liegen (Fig. 68),
so konnte die erforderliche Zentripetalkraft - m»%: » nur von dem
seitlichen Gegendrucke H = mv?: r der dufleren Schiene gegen den
Spurkranz des Rades geliefert und mit einer
gleichen, aber entgegengesetzt gerichteten
Kraft wiirde der Spurkranz des Rades gegen
die Schiene geprefit werden, ein Zustand, der
aus verschiedenen Griinden, namentlich auch
wegen der damit verkniipften Entgleisungs-
gefahr, vermieden werden muf.

Hebt man nun die #dulere Schiene
um . gegen die innere (Fig. 69), so daf
die Oberfliche des Schienengleises um «
gegen die Wagerechte geneigt ist, so leistet
das Gleis einen Normalwiderstand 2V, der
um o von der Lotrechten abweicht und
mit dem Gewicht mg die nétige Zentri-
petalkraft mo?:» liefert. FEin Seitendruck
der Schienen gegen die Spurkriinze tritt
nun nicht ein, wenn die Geschwindigkeit v dem Winkel « ent-

spricht, d. h. wenn v =V gr tg a ist.
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Ist b die Entfernung der beiden Schienen eines Gleises (Iig. 69),
so betrigt die erforderliche Uberhohung der iuBeren Kurven-

schiene
2

v

h = b sin a, wobei tg a =
g

In den vorkommenden Fillen der An-
wendung ist o stets so klein, daf
sin a = tg o gesetzt werden kann, so daf}

2
6) T ;ﬂ; wird.

Beispiel: Fiir eine Hisenbahnkurve von 600 m Halbmesser, b = lsm

Schienenentfernung ergibt sich fiir 20 m sekundl. Geschwindigkeit
20 1

tga= 91 - 600 = 0,008; @ =3°54"; sin a = 0,068; & = 1,5 - 0,08 = 0,202 ™,

Diese Formel ist beim Hisenbahnbau lange benutzt worden;
in neuerer Zeit hat man statt ihrer eine einfache Erfahrungsformel
gewithlt, was darin seine Begriindung findet, daf die Schienen-
itherhohung nicht allein dem hier besprochenen Zwecke dienen,
sondern zugleich noch andere Verhiltnisse be-
riicksichtigen muf. Fig. 70.

Beispiel: Auf demselben Grunde beruht die Not-
wendigkeit der Schriigstellung eines Kunstreiters (Fig. 70),
welcher, auf dem Pferde stehend oder sitzend, im Kreise
vom Halbmesser » mit einer Geschwindigkeit » sich bewegt.

32
0,81+ 5
o etwa = 10°., Wiichst aber die Geschwindigkeit auf
v=205, so wird tg a = 0p51; a =279,

Fir r=5m, ov=28mex wird tga= = (018;

\ 16. Vorgeschriebene Bewegung in lotrechtem
Halbkreise.

BPC (Fig. 71) sei eine nach einem Halbkreise vom Halb-
messer » gebogene Rohre in lotrechter Ebene. Bei B schlieBe
sich tangential eine Rohre A B von beliebiger Form an; A liege -
um 7% iiber dem Punkte €. L&Bt man nun bei A4 einen Massen-
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punkt mit der Geschwindigkeit Null in die Rohre gelangen und
gleitet er darin ohne Reibung und ohne Klemmen, so tritt er
bei B mit einer Geschwindigkeit :
Vmas =V 29 (h+27) in den Halb-
kreis, weil er von 4 bis B die Hohe
h -+ 2» durchsunken hat. Von B
aus aufwirts steigend, verliert er
an Geschwindigkeit, und zwar ist
diese an einer beliebigen Stelle P
(bestimmt durch den Winkel a) noch
v:l/—2g (h-l—j/j :VW%A?T—TCOS o)
Der Normalwiderstand der Rohre sei
N (nach innen gerichtet); dann zer-
legt sich mg in mg sin « (tan-
gential und verzogernd) und mg cos a (zentripetal). Es wird

Fig. 71

v® N+ mg cos o

, mithin
m
2
1) N —mgcosa=mg<%+2~3cosa).
Fir o = 0 (Punkt €) wird cos a mdaglichst grof}, némlich = 1,
daher N moglichst klein, nimlich
3 -3 2k )
2) N mg( 4 1/,
fir o = & (Punkt B) wird cos « moglichst klein, néimlich = — 1
und N moglichst grof, nimlich

Im allgemeinen kann N positiv oder negativ werden. Ein positives
N bedeutet einen nach innen gerichteten Widerstand, der von der
iuBeren Wand der Rohre zu leisten ist, und umgekehrt. Uberall
wo N=>0, muf} die diuBere Wandung wirken; gegen diese legt
sich der Massenpunkt, wihrend die innere Wand iiberfliissig ist.
Soll an allen Stellen N=0 sein, so muf} nach Gl. 2 2> 1/2s sein.
In diesem Fall ist, statt einer volligen Rohre, eine einfache Rinne
oder ein duflerer Zylindermantel hinreichend, welcher den Massen-
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punkt hindert, sich von der Kreisbahn tangential nach auflen hin
zu entfernen. :

Beispiel: Ein stetes positives N, welches den Punkt nur hindert, nach
aullen aus der vorgeschriehenen Bahn hipauszutreten, kann durch einen ein-
fachen Faden geleistet werden. Damit N auch an der héchsten Stelle noch
= 0 bleibe, mufl = "/2 » sein. Es mige Fig. 72.
etwa h = r gemacht werden. Dazu be-
nutze man einen Faden von der Liinge T' ISR PR TELAR
3r (Fig. 72) und befestige diesen in D. |
Der Faden wird in der Lage D A wage- \‘\
recht ausgestreckt; liflt man nun den \
Massenpunkt los, so beschreibt er den \
Viertelkreis AB. In M mull nun ein X
vorstehender diinner Stift sich befinden,
damit die oberen zwei Drittel der Faden-
linge in der Lage D M zur Ruhe kommen,
das untere Drittel » des Fadens aber sich
um M drehe und den Punkt zur Bewegung B C zwinge. Ist der Massenpunkt
unmittelbar rechts von B, so wird die Fadenspannkraft Nuaw = mg (2 + 5)
=Tmg, d. h. 7 mal so grof, als wenn der Punkt ruhend auf dem Faden
hinge. Bei der Bewegung nach €' hin vermindert sich die Spannkraft auf
Nwmin = mg (2—1) = mg. Der Massenpunkt wird sich, nachdem er (' erreicht
hat, in dem kleineren Kreise weiter bewegen (symmetrisch zu CB), und es
wiirde sich der Faden allmiihlich auf dem Stift bei M aunfwickeln. Wenn man
aber in dem Augenblicke, wo der Massenpunkt zum ersten Male wieder in B
angelangt ist, den Stift M entfernt oder den Faden vom Stift abschiebt, so
wird der Massenpunkt symmetrisch zu BA einen Viertelkreis vom Halbmesser
3 7 beschreiben und auf der rechten Seite sich bis zur Héhe des Punktes A
wieder erheben.

Liegt (Fig. 73) der Anfangspunkt 4 der Bewegung in gleicher
Héhe mit ¢, ist die Uberhéhung A = 0, so wird nach Gl 1, 2
und 3 (S. 78) \

N=mg(2 —3 cos a);

Wi =m0 B3 Npt == — mg.
Mithin wird im oberen Teile des
Kreises N negativ, nach auBlen ge-
richtet, d. h. der Massenpunkt driickt
gegen die innere Wandung der Rohre.
Der Ubergang aus dem Positiven
ins Negative erfolgt bei cos a = %/s;
%480 hier ist V= 0. Diese Stelle P ist am einfachsten -
durch Zeichnung zu finden; man teile M C in drei gleiche Teile

D

Fig. 73.
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und ziehe durch den oberen Teilpnnkt eine Wagerechte, so bestimmt
diese den Punkt 2. Unterhalb derselben ist ein iiuflerer, oberhalb
ein innerer Mantel erforderlich.

Diese Betrachtungen finden auch auf einen solchen Fall teil-
weise Anwendung, wo nur eininnerer Mantel vorhanden ist (Fig 74 ),
auf welchem der Massenpunkt gleitet. Man denke sich einen ruhig
liegenden zylindrischen Kérper (Dampf-
kessel, Stralenwalze, dicker Baum-
stamm oder dgl.), auf dessen hochster o
Stelle wir einen Massenpunkt ruhen
lassen. Bringt man ihn durch einen
geniigend schwachen AnstoB in Be-
wegung, so wird er beschleunigt abwiirts
gleiten. Der Anstof soll so gering
sein, dafl die Anfangsgeschwindigkeit
bei C annihernd = Null gesetzt werden
kann. An einer Stelle P ist dann die
Geschwindigkeit » = V2 gy =Vg@—rcosa).  Der Normal-
widerstand N kann unter den vorliegenden Umstinden nur nach

72 —
aullen gerichtet auftreten. Daher muf} jetzt AR e S & :
r m
2

s mv . ‘
mithin N = m g cos a— P (3 cos a —2) sgein.  Fir

[
H

co8 o = %/3 oder « =48 wird wiederum N = 0; an dieser Stelle
dricckt der Punkt nicht mehr gegen den zylindrischen Korper.
Fir o> 489 oder cos « << ?/3 miifite zur Fortsetzung der kreis-
formigen Bewegung ein nach innen gerichteter Druck NV auftreten;
da dieser aber nicht geleistet werden kann, so wird der Punkt von
dieser Stelle an (x = 489 der kreisformigen Bahnlinie nicht mehr
folgen, es wird der Normalwiderstand zu wirken aufhéren und der
Punkt sich unter alleiniger Einwirkung der Schwere parabolisch
weiter bewegen, sich also von dem walzenformigen Korper trennen.
Es soll die weitere Bewegung untersucht und namentlich festgestellt
werden, wann und wo der Punkt bei £ den Boden erreicht.

Die Geschwindigkeit, mit der diese Bewegung im Punkte D

beginnt, ist ¢ =V 2¢%3r mwit den Seitengeschwindigkeiten
ceosa =2V 2 gr=V8mgr=17Vr
esina=V1 —4/9V-2/3gr:V-16]2%gr=],91/}". .
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Nach ¢ Sekunden ist (von D als Anfangspunkt gerechnet)
w=tccosa==tV8amgr

y=tesina 41298 =1V 1047 gp 4 1g12,

Fir den Endpunkt £ gilt y, = 5/3» oder

yy =%r = 4,V 0 gr+Yagt,2.
Daraus erhilt man

. V27 (10— V 10} = omf,

und hiermit a;, = (10— 10) V g = 07187

279 27

Der Abstand des Endpunktes £ von der Lotrechten ¢ M wird dann
” V%—{—xl == 1,46 5

Der vorgeschriebenen kreisformigen Bewegung und der freien
parabolischen Bewegung entsprechen im Punkte 2> dieselben Krifte.
Daraus folgt, dafl Parabel und Kreis an der Stelle D nicht allein
den Punkt 2 und die Berithrungsgerade gemein haben, sondern
dafy bei D auch der Kriimmungshalbmesser o der Parabel gleich
demjenigen der Kreislinie, nimlich ¢ = » sein mufl. Berechnet
man nach den Formeln der Differentialrechnung und der analytischen
Geometrie den Kriimmungshalbmesser der parabolischen Bahn-
linie D Z und setzt in der betreffenden Formel 2 — O (Punkt D),
50 ergibt sich auch tatsiichlich o = 7.

In dhnlicher Weise wiirde, wenn in Fig, 73 zwischen P und ¢ die innere

Rohrenwandung fehlte; der Massenpunkt bei P in eine paraholische Bewegung
iibergehen, die sich nicht bis zur Hohe des Punktes C erheben wiirde.

17. Einfaches (mathématisches) Péndel.

Wiederum moge ein Massenpunkt auf einen kreisformig ge-
bogenen Draht in lotrechter Ebene unter Einwirkung der Schwere
sich bewegen, jedoch moge der hichste Punkt, wo die Ge-
Schwindigkeit Null ist, im unteren Halbkreise liegen (Fig. 75).

Keck-Hotopp, Mechanik I. 6
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Der Halbmesser des Kreisbogens sei /. Die Anfangslage 4 sei
durch den Winkel a, eine beliebige Zwischenlage P durch den
Winkel ¢ bezeichnet. Der Massen-
punkt wird an der Stelle B, die
mit 4 in gleicher Hohe liegt,
wieder die Geschwindigkeit Null
haben, wird nach 4 zuriickgehen
und den Bogen 4 B und BA fort-
gesetzt durchlaufen symmetrisch zur
tiefsten Lage ©. Solche Bewegung
heilt Schwingung. In der beliebigen
Lage P ist die (veschwindigkeit

1) v=V2gy = V2 g1 (cos @ — €08 7).

Es muf} also nach Gl 1, S. 72 sein:
; - $ 9
2 = 24 (o9 — cos o) = Mmoo 9

oder

n
2) N=1mg (3 cos 9 — 2 cos a).

Da ¥ und « beide kleiner als /27 sind, so wird fir 9 — «
Nipin = mg cos @, fiir 9 =0 aber Ny = mg (3 —2cos a).

Fir o« =48° und cos «2/3 wird 2z B. Ny = %3 my;
Neaa ==l Y

Da N stets positiv ist, kann es durch die Spannkraft eines
in O befestigten Fadens, an dem der Massenpunkt hiingt, geleistet
werden. In dieser Form heil}t die Vorrichtung ein Pendel, und
zwar ein einfaches oder mathematisches, wenn man die Masse des
Fadens vernachliissigt und einen einfachen Massenpunkt annimmt.
fin wirkliches (physisches) Pendel mit Riicksicht auf die kirperliche
Ausdehnung wird spiter untersucht werden. Betrachten wir die
Bewegung von A aus, so ist die ‘Wegeslinge in ¢ Zeiteinheiten
s=AP=1 («—9), daher ’

do=—ldv=vdi== dtVéﬂ (cos ¥ — cos a) ;
hieraus folgt
Ldv 1dd

ya-—E L L WO L S
v V2gl (cos ¥ — cosa) g VQ(COéﬁ—Ycos'a)'
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Dies ist die Zeit fir die Zunahme des Winkels ¢ um d4.
Wird nun in der Zeit ¢ der Bogen AP mrickgelegt, so mufl

V AV g
4) ] K e e T
t/z cos ¥ — cos a)

Fiir ¢— 0 ist nimlich &= a, fir £=1¢ aber ¥ =49. Die
Integration lift sich in geschlossener Form nur ausfithren, wenn
man sich mit der Anniherung begniigt, indem man nur kleine
Winkel « beriicksichtigt. Es ist cos & = 1. — 2 gin?('/29), und
wenn man den Sinus von '/2¥ mit dem Bogen /29 vertauscht,

008 9 =1—2 (Yad?) =1— 1292

ebenso cos o = 1 —1/2a2, mithin 2 (cos ¥ — cos a) = a>— 2.
Also, wenn man noch in Gl 4 die Grenzen vertauscht und daher
gleichzeitig das Zeichen — durch - ersetat,

o
! dv d
R [ ——, Dies gibt aber
V 9 Va'-’ — 92 §
____ a
Bieest 4, arc sin—
9

und weil are sin 1 == '/a 7 ist,
l ¥
b V I1/27t~~au~csm—}

Dies ist die Zeit zum Durchlaufen des Bogens 4 P.

Um zu ermessen, wie grof3 der Fehler der Anniherung ist, nehme man

% = 59 an, dann ist cos & = cos 5 = O,006105. Es ist, aber #=arc 5°
Hem
A T v 0,087266, daher 1— 15 $2 = 0O,000192; es kommt also erst in der

Gten Dezimale eine Abweichung vor.

Die Dauer der Schwingung von A nach B ist offenbar doppelt
80 groB wie die von 4 nach € (fir 9= 0), within wird die
Dauer #, einer einfachen Schwingung von A nach B

5) 8, = 2]/—;—(1/2 7) = n]/!_i

6*
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was man auch erhiilt, wenn man zwischen den Grenzen — o und
-+ o integriert. Es ist fir Meter und Sekunden und fiir

T .
7= 81 == 14008, W bR
vV g

t, =1,003 V' 1 oder annihernd i Vg

Fir 7=1™ wird ¢, = 1,003 Sekunden, oder ein Pendel von
1™ Linge macht in der Stunde 3589 einfache Schwingungen.

7 = Tt le== ;:‘ = 0,994 ™ als Liinge des Sekundenpendels.

Da die Liinge des Sekundenpendels mit g verhiiltnisgleich ist, so muf
diese Linge an der Oberfliche der Sonne bezw. des Mondes (nach 8. 61)
28 bezw. /e mal so lang sein.

AR : n*
Man kann die Gleichung 5 auch schreiben g = l—t—,_,- , kann also

1
mit Hilfe von Pendelschwingungen aus der gemessenen Pendel-
linge 7 und der beobachteten Dauer #; einer Schwingung die Fall-

beschleunigung an der betreffenden Stelle der Erde berechnen.

18. Scheinbare (relative) Bewegung eines Massenpunktes
in bezug auf einen fortschreitenden Raum.

Die Bewegung eines korperlichen Gebildes, eines Raumes, heiljt
fortschreitend, wenn alle Teile desselben stets parallel jhrer
Anfangslage bleiben (Fig. 76); hiermit ist notwendig verkniipft,
dafl dann alle Punkte des Korpers vollig iibereinstimmende, nur
parallel gegen. einander Fig. 76.
verschobene Bahnlinien 4,

A As 45 u. B, B, By be- Ay
schreiben, daherin einem ;

bestimmten Augenblicke B 4p g
vollig iibereinstimmende By
Geschwindigkeiten 0

haben. Die Bahnlinien
brauchen dabei nicht geradlinig zu sein. Solche fortschreitenden
Bewegungen werden auch Verschiebungen genannt, withrend
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man eine beliebige Bewegung, bei welcher der Korper der Anfangs-
lage nicht parallel bleibt, als Verriickung bezeichnet.

Verschiebungen mit geraden Bahnlinien hommen sehr hiufig
vor; ein Eisenbahnwagen, ein Schiff fihrt solche auf geraden Strecken
aus. Wenn aber der Wagen oder das Schiff einen krummlinigen
Weg beschreibt, so erfihrt der Eisenbahnwagen stets, das Schiff
meistens eine Verinderung seiner Richtung, d. h. nicht mehr eine
einfache Verschiebung. Kine parallele Verschiebung des Raumes
wird im folgenden angenommen. f

Wenn nun ein Massenpunkt wihrend der Zeit ¢ eine Bahnlinie
AB (Fig. 77) beschreibt, diese Bahnlinie aber einem sich ver-
schiebenden Raum angehort und daher der Punkt A4 gleichzeitig
in dem Zeitraume ¢ die Strecke A ¢ zuriicklegt, so wird nach S. 17
die wahre Bewegung des Punktes gefunden, indem man aus 4 B und
A ein Parallelogramm zeichnet, dessen vierter Eckpunkt 72 dann
der wahre Ort des Punktes ist. Die Bewegung A B in dem fort-
schreitenden Raume heif}t die scheinbare Bewegung des Punktes,
weil ein in dem Raume befindlicher Beobachter, der die Bewegung
des Raumes mitmacht, nur diese Bewegung wahrnimmt, oder die
relative Bewegung in bezug auf den Raum. Alle Bewegungen,
die die Fahrgiste eines fahrenden Eisenbahnwagens in demselben
ausfihren, sind solche scheinbaren Bewegungen. Die wahre oder
absolute Bewegung 4D ist die Resultierende aus beiden Seiten-
bewegungen.

Hiufig liegt die Aufgabe vor, aus der wahren Bewegung
A.D und der Verschiebung des Raumes AC die scheinbare Be-
wegung A B zu bestimmen. Dies kann nach den fritheren Regeln
(S. 27) geschehen, indem man die wahre Be-
wegung A D zerlegt in die eine Seitenbewegung
A (des Raumes) und die gesuchte scheinbare
Bewegung 4 B, nimlich zu den drei Eck-
punkten A, ¢/ und D den vierten Eckpunkt
des Parallelogrammes sucht. Fir die An-
wendung ist es aber hiufig vorteilhafter, das Pt ]
Verfabren so einzurichten, dafl die gesuchte o
Bewegung A B nicht als geometrische Differenz, %
sondern als geometrische Summe erscheint, d.h. das Parallelogramm

Fig. 77.
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so anzuordnen, dafl B dem Punkt A diagonal gegeniiber liegt.
Dies geschieht, indem man die Verschichung 4 C des Raumes in
entgegengesetztem Sinne, nimlich als 4, auftrigt uud aus 4D
und A4 €, ein Parallelogramm zeichnet, in dem dann B der vierte
Eckpunkt des Parallelogramms wird. Ob die Bewegungen 4 B, 4 C
und A D geradlinig sind oder nicht, ist fiir das Verfahren der
Zusammensetzung und Zerlegung (wie Seite 26 gezeigt wurde) vollig
gleichgiiltic. Bei den Bewegungen kommt es nur auf die Orte
nach ¢ Zeiteinheiten an, welche man fiir die Konstruktion durch
(ierade verbinden kann. Dabei ist wieder nicht das ganze Parallelo-
gramm erforderlich; vielmehr geniigt es, der Strecke A7) der
wahren Bewegung die Strecke DB als Entgegengesetates der Ver-
schiebung des Raumes anzufigen, um in der SchluBstrecke A5
die scheinbare Bewegung zu erhalten. Wie frither gezeigt, gelten
fir die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen dieselben Gesetze
wie fiir die Bewegungen; daher haben wir die Sitze:

Diescheinbare Bewegung in einem fortschreiten-
den Raum ist die geometrische Summe aus der
wahren Bewegung und dem Entgegengesetzten der
Bewegung des Raumes. Die Geschwindigkeit bezw.
Beschleunigung der scheinbaren Bewegung ist die
geometrische Summe aus der wahren Geschwindigkeit
bezw. Beschleunigung und dem Entgegengesetzten
der Geschwindigkeit bezw. Beschleunignng des
Raumes.

Beispiel 1: Ein Schiff bewege sich gleichformig, geradlinig fortschreitend
mit der Geschwindigkeit # nach rechts (Fig. 78). Vom Ufer aus werde ein
Stein in der Richtung O A iiber das Verdeck hinweg geworfen. Von der Wurf-
bewegung wollen wir nur die geradlinige
gleichformige Seitenbewegung im Grund- Fig. 18.
risse beriicksichtigen, die mit der wahren
Greschwindigkeit » erfolgen méage. Ein

auf dem Schiffe mitfahrender Beobachter
erblickt nicht die wahre Bewegung, son-

dern nur die scheinbare, deren in-
i : it G“,“h,w“’ R
digkeit w wir erhalten, indem wir in 4 / \

/
/

die Strecke ¢ = AD auftragen und g% Y0y

D B = n, aber nicht nach rechts, son-

dern mit entgegengesetztem Sinn, anfiigen, dann ist AB die geometrische
Summe von v und — w, d.h. die gesuchte scheinbare Geschwindigkeit w. In

Al
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dieser Richtung A B wird der Stein iiber das Schiff hinwegstreichen, als ob
der Wurf etwa von einem Ursprung O, herrithrte. Ist der Stein vielleicht ein
Stiick Kreide, so wird er die Bahnlinie A B selbsttitig aufzeichnen kénnen.
Als Probe der Richtigkeit dient die Betrachtung, dafl die Geschwindigkeit w,
verbunden mit der wirklichen Geschwindigkeit B D -~ 4 « des Schiffes, als
geometrische Summe wieder die wahre Geschwindigkeit A4 D = » des Steines
liefert. Ist das Verdeck vielleicht mit Tonnen, Ballen u. dergl. besetzt, so
wird die Bewegung des Steines iiber dasselbe sich ungehindert nur dann ent-
wickeln konnen, wenn lings A B zufillig eine Gasse frei geblieben ist. Diese
Gasse ist dann gewissermaBlen ein Kanal, eine Réhre, in welcher das fahrende
Schiff den Stein so auffingt, daf er, ohne seitlich gestort zu werden, iber
das Verdeck hinweggleiten kann. ;

Beispiel 2: Nach dem vorstehenden sind die Bedingungen zu beurteilen,
unter denen ein Fixstern in der Mitte des Gesichtsfeldes eines Fernrohres
erscheinen kann. KEs findet dies statt, wenn der von dem
Stern ausgehende Lichtstrahl sich in der Richtung der Fig. 79.
Mittellinie des Rohres fortpflanzt. Stiinde nun die Erde mit § 3%
dem Fernrohre fest, so miiite das Rohr genau in die Richtung ‘
nach dem Sterne gestellt werden. Da aber die Erde mit dem o
Fernrohr eine Bewegung um die Sonne ausfithrt, so kommt
die scheinbare Bewegung des Lichtes in bezug auf die fort-
schreitende Erde in Frage. Ist (Fig. 79) » die Geschwindig- sl L
keit der fortschreitenden Erde und ist die Richtung nach dem ; /’['
zu betrachtenden Sterne rechtwinklig zu w, so hat man an P}
die Geschwindigkeit des Lichtes v = 4 B das Entgegengesetzte /)

B der Geschwindigkeit w der Erde anzutragen, um in AC oli<l

die scheinbare Geschwindigkeit w des Lichtes gegen das Fern-

rohr zu erhalten. Diese Richtung 4 ¢ mufl das Rohr haben, damit der vom
Stern S ausgehende Strahl das Fernrohr ungehindert durchlaufen kann, damit
also der Stern S in der Mitte des Gesichtsfeldes erscheine. Da man nun
gewohnt ist, einen im Fernrohr erblickten Gegenstand als in der Richtung des
Fernrohres befindlich anzunehmen, so vermutet man S vielleicht an der
Stelle S;. Der Winkel ¢, um den die scheinbare Richtung des Sternes von
der wahren abweicht, heift die Aberration des Lichtes. Die sekundl.
Geschwindigkeit der Erde betrigt 29,7 km, die des Lichtes 308000 km,
daher ist

S

tg ¢ = 29,7 : 308 000 = 0,000096.

Dieser Tangente entspricht ein Winkel von etwa 20"

Beispiel 3: Abschreiten eines voriberfahrenden Baum-
stammes. Sieht man einen Baumstamm langsam und gleichmiiBig auf einer
StraBe fahren, so kann man dessen Liinge durch Abschreiten schitzen, inlem
man den Stamm einmal, ihn @iberholend, in der Fahrtrichtung abschreitet,
ein zweites Mal gogen die Fahrtrichtung schreitet und fiir beide Fille die
Schritte zihlt, Es empfiehlt sich hierbei, die Zeit eines Schrittes als Zeit-
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einheit zu withlen, dann ist die Schrittlinge zugleich die Geschwindigkeit v'
des Schreitenden. Mit « werde diejenige Strecke bezeichnet, welche der
Stamm wiihrend eines Schrittes zuriicklegt. Beim Uberholen ist die schein-
bare Geschwindigkeit des Schreitenden gegen den Stamm offenbar v —w, Ist
nun ¢ die Anzahl der Schritte beim Uberholen, so muB die Linge I des
Stammes betragen ! = (v —w)¢. Beim Entgegenschreiten wird die scheinbare
Geschwindigkeit v -+ %, daher 7 = (v - w) ¢, wenn % die entsprechende
Schrittzahl.  Aus diesen beiden Gleichungen konnen « und 7 ermittelt
werden, nidmlich zu
’lﬂt—h' MRl . T ¥

t4t’ %(t-{—tl)

Der Schreitende mache in jeder Sekunde 2 Schritte von je 0sm. Zum Uber-
holen des Stammes gebrauche er ¢= 100 Schritte, zum Kreuzen nur #, = 20

w

9 §
Schritte, dann ist 1: :18700'“" ;T, withrend eines Schrittes von 0s m legt
(! 4
mithin der Baumstamm die Strecke u — 0,8 - ? = 0,583 m zuriick. Die Liinge
.9
des Stammes betriigt 7 = 0,s 120(—)-0-59 = 26,67 m,

Fihrt der Stamm schneller, als der Wanderer schreitet, so ist letzterer
nicht imstande, den Stamm schreitend zu iiberholen, liBt sich vielmehr von
. dem Stamme withrend der Dauer von ¢ Schritten itberholen, kehrt dann laufend
an 'das Vorderende des Stammes zuriick und liBt ihn in entgegengesetzter
Richtung wihrend der Dauer von ¢, Schritten an sich vorbeifahren. In diesem
Falle wird leicht gefunden :

L5 tt,
v t—tl 1/2 (B=st)e
gy s w0200 8 ek
s sel jetzt v =0, m; ¢ =300, t, = 20; dann wird > %= T mithin
u = 0,857 m; = 0,75 300'20:32,14 m,

G s a0

Beispiel 4: Ein Stein werde mit der geringen Geschwmdlgkelt v = 10m/gek
senkrecht zur Fahrtrichtung gegen einen mit 20 m/sek fahrenden Eisenbahnzug
geworfen; dann ist die scheinbare Geschwindigkeit des Steines gegen den Zug

w=110% 4 202 = 10/ 5 = 22,361 W/sex.
" )

Diese Geschwindigkeit ist magebend fiir die Wirkung des Wurfes gegen
cinen etwa getroffenen Fahrgast, und zwar ist das hierfiir in Frage kommende
Arbeitsvermagen 1, mw? = Y% m - 10% .5, d. h. das Afaclle der von dem
Werfenden geleisteten Arbeit 1 mv* = Ypm - 102 (8. 55).

In moch viel hoherem Grade aber vervielfacht sich die Wirkung, weni
2 Ziige mit je 20 m/gex aneinander vorbeifahren und der Stein aus dem einen
Zuge gegen den anderen geworfen wird. Dann ist die wahre Geschwindigkeit des
Steines die geometrische Summe aus der Seitengeschwindigkeit ¢ — 10 m/gek,
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welche der Fahrgast dem Stein erteilt hat, und der Geschw. 20 m/gek des
ersten Zuges, d. h. v = 1/ 10% + 202 = 101/ 5 = 22,361 M/yex. Diesem v ist
nun noch, wenn der zweite Zug nach links fihrt (Fig. 80), dessen Geschwindig-
keit 20 m/gex nach rechts hinzufiigen. Dann wird w
offenbar die Hypotenuse eines Dreiecks, dessen eine
Kathete 10, dessen andere aber 20 - 20 = 40 be-
trigt, also

=1 10% + 402 = 10V 1 + 16 = 10}/ 17 = 41,25.

Fin in dem zweiten Zuge befindlicher, etwa ge-
troffener Fahrgast verspiirt also eine Wurfwirkung:
von der GroBe % mw®= 3% m10%.17; d. h. durch
die Bewegung der beiden Eisenbahnziige ist die
StoBwirkung auf das 17fache gewachsen, gegeniiber dem Falle, wo der Stein
aus einem stillstehenden Zug auf einen ebenfalls stillstehenden Zng geworfen
wiirde. Die Geschwindigkeit von 10 m/.cx entspricht einer Fallhthe von nur
100 - 0,051 = S,0m; ein Wurf mit solcher Geschwindigkeit ist daher als ver-
hiiltnismiBig harmlos zu bezeichnen. 41,23 m/gex entsprechen aber einer Fall-
héhe von 17 - 5,1 = 86,7 m, also einer Turmhdohe.

Beispiel 5: Fillt von einer iiber eine Kisenbahn fithrenden Briicke ein
Stein lotrecht herab, so ist dessen wahre Bewegung eine lotrechte, gleich-
formig beschleunigte mit der Anfangsgeschwindigkeit Null. Fiir einen
vorbeifahrenden Zug aber wird die scheinbare Bewegung eine parabolische
Wurfbewegung, deren wagerechte Seitengeschwindigkeit das Entgegengesetzte
der Geschwindigkeit des Eisenbahnzuges ist. Diese parabolische Bahnlinie
wird ein im Zuge fahrender Beobachter wahrnehmen. Ahnlich ist es auch
mit Regentropfen, die, lotrecht fallend, einen Zug treffen. Die Spuren der-
selben an den Fenstern und Wiinden der Wagen werden von der Lotrechten
abweichen. — Kann man, Kopf oder Hand aus einem Eisenbahnzuge hinaus
haltend, keinen Luftzug wahrnehmen, so mufl die umgebende Luft die gleiche
Bewegung wie der Zug haben, es muB also ein in der Fahrrichtung wehender
Sturm herrschen.

Beispiel 6: Stellung der Wind- Fig. 81.
fahne auf einem Schiff. Kine leicht
bewegliche Windfahne, deren Stange ruht,
wird durch die Luftbewegung in die
Richtung des Windes gestellt. Ist die
Stange aber nicht in Ruhe, so kommt
fiir die Stellung der Fahne die schein-
bare oder relative Geschwindigkeit der
Luft in bezug auf die Fahnenstange in
Frago. Bewegt sich cin Dampfschiff mit

5m/gex und weht rechtwinklig dazu ein Wind von gleicher Geschwmdlgkelt

(F{g. 81), so ist die scheinbare Geschwindigkeit w =5} 2 und um 450
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geneigt gegen die wahre Windrichtung. In der Richtung von w wird die
Fahne sich einstellen. Man kann daher auf einem fahrenden Schiff aus der
Richtung der Windfahne nicht ohne weiteres auf die Windrichtung schliefen.
Bei einem entgegengesetzt fahrenden Schiffe wiirde die Abweichung nach der
anderen Seite erfolgen, und unter den beziiglich der Geschwindigkeiten ge-
machten Annahmen wiirden die Fahnen auf den beiden sich begegnenden
Schiffen rechtwinklig zueinander stehen.

Beschleunigung der scheinbaren Bewegung. Ist ¢ die wahre
Beschleunigung eines Punktes (Fig. 82), so ergibt sich die schein-
bare Beschleunigung » als geometrische
Summe von ¢ und dem Entgegengesetzten Fig. 82.

der Beschleunigung p des betreffenden D
Raumes. "

Die wahre Beschleunigung ¢ ist die /ﬁ”
Wirkung einer wahren Kraft A = mq; die ko

scheinbare Beschleunigung » kann als die

Wirkung einer scheinbaren Kraft »z» angesehen werden, die man
offenbar erhilt als geometrische Summe der wahren Kraft A und
einer Kraft (— mp), welche dem Entgegengesetzten der Beschleuni-
gung des Raumes entspricht. Diese Kraft, welche man zn der
wirklichen hinzufiigen muf, um die scheinbare Kraft

zu erhalten, nennt man Erginzungskraft der Fig. 83.
scheinbaren Bewegung.

Bewegt sich der Massenpunkt unter Einwirkung
der Schwere in einem Raume (Kasten), der selbst
eine Beschleunigung p (Fig. 83) lotrecht aufwiirts
erfihrt, so ist ¢ die wahre Beschleunigung des
Punktes; zu dieser mufl man p abwirts hinzufiigen,
um als Summe beider die scheinbare Beschleunigung » = ¢ - p
zu erhalten. Die scheinbare Kraft ist £ = m (g4 p). Soll aber
der Punkt verhindert werden, in dem Raume zu fallen, etwa
dadurch, dafy man ibn an einem Faden aufhiingt, so muf} die Spann-
kraft S des Fadens die scheinbare Kraft R aufheben, es muf also
S=m (g + p) sein. (Ebenso grofl wiirde der Giegendruck des Bodens
sein, wenn der Massenpunkt auf dem Boden des Kastens lige.) Ist
die Beschleunigung p des Kastens Null, so ist S einfach gleich
dem Gewichte des Punktes. Die Beschleunigung des Kastens hat
auf die scheinbare Bewegung denselben EinfluB, als ob die Fall-
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beschleunigung von ¢ auf »==g¢ -+ p erhoht wire. Wird der an
dem Faden hiingende Punkt durch eine seitliche Bewegung aus
der scheinbaren Ruhelage gebracht, so fithrt er Pendelschwingungen
aus, und die Dauer einer kleinen einfachen Schwingung berechnet

sich, indem man in der Formel f::n‘l/,,,l (S. 83) ¢ mit g+ p
g

vertauscht, zu

Die Schwingungen erfolgen also wegen der stiirkeren Beschleunigung
in kiirzerer Zeit.

Ist die Beschleunigung p des Kastens nach unten gerichtet,
$0 wird r=g—p; R=m (g—p) und ein etwaiger Boden-
druck oder eine etwaige Fadenkraft ebenfalls s (s — p). Die
Schwingungsdauer des Pendels wird jetat

ke .i_

gep

Bewegt sich der Kasten mit der Fallbeschleunigung p = g
abwiirts, so wird » = 0; R = 0; der Punkt hat keine scheinbare
Beschleunigung gegen den Kasten (da beide gleiche Beschleunigung ¢
haben). Bodendruck oder Fadenkraft werden Null; der Punkt
driickt nicht mehr auf den Boden. Ein in dem Kasten befindlicher
Mensgch wiirde den Boden unter den Fiiflen verlieren. Da die
Fadenkraft Null wird, ist auch ein Pendel nicht moglich; die
Schwingungsdauer wird dann auch ¢=oc, d. h. es kommt eine
Schwingung nicht zustande.

Ist aber die abwiirts gerichtete Beschleuni- Fig. 84.
gung des Kastens p =g, so wird (Fig. 84) die
scheinbare Beschleunigung » = p — g nach anfwirts iR
gerichtet; der Massenpunkt fillt in dem Kasten g o]
nach oben. Ein etwaiger Deckendruck bezw. eine s

Fadenkraft 8 wird m (p—g), wobei der Faden
an dem Boden befestigt sein muBl. Bei einem
seitlichen Anstofl entstehen Schwingungen um den unteren Be-
festigungspunkt, und zwar von der Dauer

t:nv._.-l—‘n
b9
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Das in diesen verschiedenen Fiillen iiber die Spannkraft S des
Fadens Gesagte gilt auch, wenn ein Kasten gar nicht vorhanden
ist, wenn man vielmehr etwa mit der Hand das eine Ende des
Fadens erfalt, withrend an dem andern Ende ein Massenpunkt an-
geschlossen ist. Bewegt man die Hand nach irgendeiner Richtung
gleichformig und geradlinig, so ist die Spannkraft des stets lot-
rechten Fadens gleich dem Gewichte des angehiingten Massenpunktes.
Bewegt man die Hand aber mit aufwirts gerichteter Beschleuni-
aung, so vergrofert sich die Spannkraft, und es kann infolge dieser
Beschleunigung der Faden mdoglicherweise reiffen. Will man in
solchen Fillen das Reilen eines etwas schwachen Fadens oder Seiles
vermeiden, so muf} die Bewegung eine vorsichtige sein, d. h. eine
solche ohne wesentliche Beschleunigung.

Ist der Kasten ein in wagerechtem Sinne beschleunigter
Fisenbahnwagen mit der Beschleunigung p, so wird die scheinbare
Bescllleunigung s V_q‘l -+ p* schrig ge-

b ’ 4 Fig. 85.
richtet; ebenso die scheinbare Kraft R = m» WL

(Fig. 85). Soll der Massenpunkt durch einen sl
aufhiingenden Faden in scheinbarer Ruhe in /4'9 ' ‘P
dem Wagen erhalten werden, so muf} die » /I" ‘
Fadenspannkraft 8= m V g+ p* in die | ;/ AR

Richtung von » fallen. TUm diese schein-

bare Gleichgewichtslage als Mitte wiirden bei einem Anstofie
l
r
Richtung von » gibt zugleich die Stellung an, welche ein Fahr-
gast annehmen mufl, um nicht umzufallen, wenn der Wagen eine
nach rechts gerichtete beschleunigte Bewegung hat, oder wenn
der nach links fahrende Wagen beim Anhalten eine Verzogerung p
erfihrt. A t

. Pendelschwingungen von der Dauer ¢= = entstehen.  Die

19. Ruhe in bezug auf einen sich gleichmaBig

drehenden Raum.

Dreht sich ein Korper um eine feste Achse O (rechtwinklig
sur Bildebene, Fig. 86), so ist die Bewegungsart schon durch die
Bewegung eines einzigen Punktes oder auch eines beliebigen
Drehungshalbmessers O A bestimmt.  Der. beliehige Punkt muf}
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sich in einer Kreislinie bewegen, und wenn 44, =s die wihrend
der Zeit ¢ zuriickgelegte Wegeslinge ist, so wird s=7(¢) das
Bewegungsgesetz sein, welches die Kreishewegung des Punktes 4
im Abstand OA4 = » von der Drehachse und damit auch die Dreh-
bewegung des Korpers vollig bestimmt, Hs ist
dann v ==ds : dt die Geschwindigkeit des Punktes 4.
Setzt man nun s = A4, =ra, sowird a="/r-f() A~
oder = @ (f) das Gesetz der Drehbewegung des / . ,/ \
Halbmessers OA. Ebenso wie man v=ds:d¢ ( b
die Geschwindigkeit des Punktes A mnennt, heifit \
w=da:dt=q () die Winkelgeschwindig- . //
keit der Drehung, d. h. der auf die Zeiteinheit

(Sekunde) bezogene Drehungswinkel oder die Umfangsgeschwindig-
keit im Abstand Eins von der Drehachse. Wie s = s»a ist auch
y=pu und @ =1v:r.

Pig. 86.

s

Beispiel: Dreht sich ein Korper in jeder Sekunde einmal gleichformig
um seine Achse, so beschreibt ein Punkt im Abstand » von der Achse den
Weg 277 in jeder Sekunde, mithin ist v = 27 x; ein Punkt im Abstand » =1
also hat die Geschwindigkeit w =v:7=2=; oder man kann auch sagen:
Der Winkel 2z einer ganzen Umdrehung wird in jeder Sekunde zuriickgelegt,
daher ist w = 27z. Die Gradzahl eines Winkels ist nicht ein natiirliches,
sondern ein kiinstliches, willkiirliches Mal} fiir die Grolle desselben, Die
natiirliche Einheit des Winkels ist derjenige Winkel «, dem bei einem Halb-
messer Eins eine Bogenlinge Eins entspricht. Da nun einem Winkel von 180 ©
nach dem meist iblichen Gradmal eine halbe Umdrehung, d. h. ein Bogen
7 entspricht, so wird der Bogeneinheit eine Gradzahl 180 : z= = 573 ent-
sprechen. Daf} dieser Winkel etwas unter 60 © liegen muf, ergibt sich daraus,
dafl beim Winkel von 6G0° die Sehne gleich dem Halbmesser, der Bogen also
etwas grofer als der Halbmesser ist.

Dreht sich ein Raum gleichformig mit der Winkelgeschwindig-
keit @ um eine feste Achse und befindet sich in dem Raum ein
Massenpunkt, und zwar in dem Abstand » von der Achse, in
scheinbarer (relativer) Ruhe gegen den Raum, so macht er die
Bewegung des Raumes tatsichlich mit, fihrt mithin eine gleich-
formige Kreishewegung mit der Geschwindigkeit » = »w aus, wobei
er eine Zentripetalbeschleunigung®

1) 7 NS L

7 Vi
erfihrt.  Dazu ist- dann eine Zentripetalkraft von der GroBe m»w?
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erforderlich. Liegt z. B auf einer wagerechten Scheibe, die sich
gleichformig mit der Winkelgeschwindigkeit w um ihre lotrechte
Achse dreht (Fig. 87), ein Massenpunkt, etwa

eine kleine Kugel, so wird diese zur schein- Fig. 87.

baren Ruhe gegen die Scheibe nur durch
Krifte gezwungen werden kionnen, etwa durch

4

\

3 . I oA
die Spannkriifte S, und S, zweier bei 4 und A

. . & o2 D a2

B mit der Scheibe verbundenen Fiden. I _.I\Ti‘;

S, und S, werden dann so grofl, daf} ihre
Mittelkraft von der Grifle m»w? und nach
dem Mittelpunkt O gerichtet ist. Hierdurch
sind S; und S, vollig bestimmt.

S; r\
Vi3

Zu dieser Bedingung fir die scheinbare Ruhe gelangt man
auch durch folgende Uberlegung: Der Massenpunkt folgt der
Zentripetalbeschleunigung » w? mit dem Triigheitswiderstande — m» w?
Dieser muf} iiberwunden werden durch die Spannkriifte S, und S;;
die Mittelkraft beider muf} also entgegengesetzt gleich — m»rw?,
d. h. gleich mrw? sein. Durch den Trigheitswiderstand — m»w?
kommen die Spannkrifte S, und S, gleichsam erst zustande; sie
erfillen mit ihm ersichtlich die Bedingungen fiir das Gleichgewicht
von drei an einem Massenpunkte angreifenden Kriften und sind
schon dadurch bestimmt. '

Wiirden die Fiden durchschnitten und damit sowohl die
Spannkrifte S8, und S,, als auch die Zentripetalbeschleunigung
mr®?* verschwinden, so wiirde der Punkt ohne jeden Zwang und
also auch ohne jeden Widerstand, frei seiner natiirlichen Triigheit
folgend, seinen Weg geradlinig in seiner augenblicklichen Bewegungs-
richtung, d. h. tangential zu seiner bisherigen Kreishahn mit der
Geschwindigkeit » fortsetzen.

Von ciner zum Schleifen dienenden,s schnell umlaufenden Schmirgel-
~ scheibe fliegen die abgeldsten, glihenden Metallteilchen in tangentialer

Richtung fort. Lifit man die Schnur einer Schleuder los, so fliegt der
Stein aus derselben in tangentialer Richtung weiter.

Soll ein Massenpunkt gegen einen sich mit der
Winkelgeschwindigkeit o gleichfirmig drehenden
Raum bei ecinem Abstand » von der Drehachse in
scheinbarer Ruhe verbleiben, so miissen die auf ihn
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wirkenden Krifte den seiner Zentripetalbeschleuni-
gung entgegentretenden, also radikal nach auflen
gerichteten Trigheitswiderstand mrw® iiberwinden,
mit ihm zusammen die Bedingungen fiir das Gleich-
gewicht erfiillen.

Beispiel: An einer lotrechten Achse (Fig.88) befinde sich ein schriger
Arm AB aus Draht, auf welchem eine kleine Kugel reibungslos verschiebbar
sei. Wirkt auf die Kugel die Schwere mg, so
iitbt der Draht den Normalwiderstand NN aus. Beide Tig. 88.
kénnen sich aber allein nicht im Gleichgewichte ° f
halten, sondern es wird unter ihrer Binwirkung
die Kugel auf dem Drahte beschleunigt abwiirts
gleiten. Erteilt man jedoch der Achse und damit
auch dem Arm eine Winkelgeschwindigkeit @, so
ist es nun moglich, daBl die Kugel auf dem Arme
sich nicht verschiebe. Die Bedingung dafiir besteht
darin, daf der nach auBlen gerichtete Trigheits-
widerstand my »® wit den Kriiften mg und N die
Gleichgewichtsbedingungen erfiille.  Diese drei
Kriifte bilden dann ein rechtwinkliges Dreieck,
dessen Hypotenuse rechtwinklig zum Arme steht, also mit der Wagerechten
den Winkel /5 bildet.

1

Daher mufl tg/f = mg : myw?® oder

9 o g O AR

2) tg et und « Ty oder ¥ " § oy sein.

Ist z.B. 7=45% tgfA-=1, w=2n (1 Undrehung in der Sekunde), so
ergibt sich ¥ i 9:;1;2— - 0,26 m; d. h. in 0,256 m Abstand von der Achse

wiirde die Kugel nunmehr auf dem Arm in scheinbarer Ruhe verbleiben. Zu
jedem anderen Wert y gehort aber auch ein anderes » bei sonst gleich
bleibenden Verhiiltnissen.

Um zu erkennen, wie die Kugel Fig. 89.
sich bei groferer Winkelgeschwindig-
keit als Gl 2 entspricht, bewegen
wiirde, denken wir uns (Fig. 89) dicht
oberhalb der Kugel einen Vorsteck- my
stift angebracht, der eine Ver-
groBerung von 4 verhindert. Dieser
Stift itht dann einen Widerstand N, myw
in der Richtung des Armes nach :
unten aus, und es miissen sich nun die Krifte N, N,, mg und myw® auf-
heben.  Zerlegt man siimtliche Krifte in solche, welche in die Richtung

{
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des Armes fallen bezw. dazu rechtwinklig stehen, so mufl die Kriiftesumme
in der Armrichtung Null sein, d. h.
N, +mg cos f —my »® sin § = 0,
mithin N, = myw?® siu §—mg cos ff
s g/w"’ te g )
__mgcosﬁ(-———g )
Ist nun w?*=> ?/—%7?, so wird y® tgf# > g und N, > 0; d. h. der

Stift leistet der Kugel tatsiichlich einen Gegendruck; mithin driickt die Kugel
nach dem Gesetze der Wechselwirkung auch gegen den Stift, wiirde also, falls
der Stift fehlte, auf dem Arme nach oben gleiten. Der Stiftdruck wird Null,
wenn y w®tg B = g, withrend ein kleineres @ ein negatives IN;, d. h. den nach
oben gerichteten Widerstand eines unterhalb der Kugel angebrachten Stiftes
verlangt, entsprechend der Neigung der Kugel, abwiirts zu gleiten. Hiermit
ist zugleich bewiesen, daB sich beim Kegelpendel (S. 75) der Neigungswinkel
gegen die Lotrechte vergrofern wird, wenn man dem Massenpunkt eine zu
groBe Geschwindigkeit v gibt, und umgekehrt. Denn die jetzt betrachtete
Anordnung ist dem Wesen nach auch ein Kegelpendel.
Tritt an Stelle des geraden Armes ein nach Fig. 90.
einem Kreishogen vom Halbmesser ¢ geformter \ 0
(Fig 90), so behilt Gl. 2 ihre Giiltigkeit; es ist
tg 8- yw® = g, oder weil
y=1cosf und £ = 90°— «,
sinflw? =ho?*=g und h=g:w?,

worin h die Tiefe der Kugel unter O bedeutet;
h dndert sich im umgekehrten Verhiltnisse
mit @% Diese Vorrichtung wird als Schwung-
kugel-Regler (Zentrifugal-Regulator) zur Regelung des Ganges von
Maschinen benutzt. An der lotrechten Achse werden bei O zwei Gelenk-
stangen von der Linge I befestigt, welche die Kugeln tragen und ihnen
zugleich die Kreishahn OB (), vorschreiben. Bei einer Winkelgeschwindigkeit «
wird sich dann die Hohe b = g : »® bilden. Bei groBerer
Drehgeschwindigkeit werden die Kugeln steigen, und
umgekehrt. Durch geeignetes Gestinge wirkt das Steigen
bezw. Sinken der Kugeln auf die Kraftquelle, vermindert
bezw. verstirkt dieselbe. )

Soll die Kugel bei gleichbleibender Umdrehungs-
geschwindigkeit an jeder Stelle des Armes in scheinbarer
Ruhe verbleiben kénnen, so mufl die Form des Armes
eine solche sein, daB die Gl. 2 8.95: tgf-yo® =y
fiir jeden Wert von » Gilltigkeit hat. Es muB also
offenbar tg # mit y umgekehrt sich iindern. Bezieht man (Fig. 91) die
gesuchte Kurve A P auf den Punkt 4 als Anfangspunkt, so ist tgf=dy: dx,
mithin ye?® - dy:dx =g oder 20?ydy =2¢g - dax. Sind zwei Differentiale

Fig. 91.

i
=
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einander gleich, so diirfen sich deren unbestimmte Integrale nur um eine
Konstante ' unterscheiden, und man erhilt
0y =2g9a+ C.

Weil aber der Punkt 4 mit den Koordinaten z = 0 und 7 = 0 auch der
Kurve angehért, so mufl die Konstante in obiger Gleichung so bestimmt
werden, dal fiir @ — 0 auch y — 0 wird. Das gibt

=0+ C oder C=0, und nach #»* aufgelost: »* =2 (,.Q‘)\) &,
w=)
Diese Gleichung bedeutet eine Parabel, deren Achse mit der 2- Achse zusammen-
fillt und deren Parameter ¢ : »® ist. Fir ein bestimmtes g entspricht jeder
Drehgeschwindigkeit o eine hestimmte Parabel als

Gleichgewichtsform. Ist die der Form entsprechende Fig. 92.
Drehgeschwindigkeit vorhanden, so kann die Kugel an ____p. ___,If___«p“_
jeder Stelle des Drahtes in scheinbarer Ruhe ver- l' )
bleiben, ist die Geschwindigkeit > w, so strebt die o
Kugel fortgesetzt nach aufien, und umgekehrt. 0 j/

Dreht sich die Achse mit dem Arm in jeder
Sekunde 1mal um, so ist w =2z und der Parameter der Parabel
D =981 : (4 7% = 0,25 m (Fig. 92).

20. EinfluB der Drehung der Erde um ihre Achse auf
das scheinbare Gewicht bezw. die scheinbare Fall-
beschleunigung. :

Denken wir uns die Erde vorliufig als Kugel vom Halh-
messer »= 6370000 ™ und betrachten wir einen Massenpunkt, der
am A quator auf der Erdoberfliche ruht, so ist dieser Zustand nur
ein scheinbarer Ruhezustand Fie. 93.
in bezug auf die sich drehende et
Erde (Fig. 93). Zu der An-
zichungskraft mg der Erde und
dem nach auBlen gerichteten
Normalwiderstand N der Erd-
oberfliche kommt noch der der
Bahnkriimmung  entsprechende
radial nach auflen gerichtete
Trigheitswiderstand, der mit
beiden  die Gleichgewichtshedin-
gungen erfiillt. Daher ist N = mg — mrw? Nun wird. aber das
Gewicht eines Korpers nach dem Drucke beurteilt, den er im

Keck=-Hotopp, Mechanik I 7
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Ruhezustand auf eine wagerechte Unterlage (die Wagschale) ausiibt,
so dafl vV als das scheinbare Gewicht und N :m als die schein-
bare Fallbeschleunigung ¢, in der geographischen Breite Null zu
hezeichnen ist, also
Ty ==l 7'0)2.
Die Zeit einer Umdrehung der Erde betrigt
923 std HEmin 4 sek — 8G 164 sek;
daher w = 2 7: 86164 = 0,000073, hiernach wird
rw?= 6370000 - 0,0000732 = 0,034.

Nun ist die scheinbare Fallbeschleunigung am Aquator durch Pendel-
beobachtungen (s. S. 84) zu g, = 9,780 ™/ss beobachtet, daher wird
g = 9,780 -+ 0,034 = 9,814
die wahre Beschleunigung der Schwere am Aquator, welche bhei
kugelformiger Erde fiir alle Punkte der Erdoberfliche gelten wiirde.

In einer geographischen Breite o halten sich nun an dem
Massenpunkte die Schwere mg, der Trigheitswiderstand my w? mit
dem Gegendrucke W der Erdoberfliche im (Gleichgewichte, woraus
folgt, dall W im allgemeinen nicht durch den Evdmittelpunkt O
geht.  Zerlegt man W in einen Normalwiderstand NV und einen
Tangentialwiderstand 7, so wird, weil y = » cos «,

N=mg— mrw?cos? a=m (g — rw? cos? ) und
T= mrw? sin a cos «.
Von diesen beiden Seitenkriften ist V= m (9,814 — 0,034) oder
N=m-9,78, dagegen 7' <m -0,034 Y (fir =459, daher
N:7T=575. Da nun N und 7" die Katheten, W die Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks darstellen, so ist die Hypotenuse W
bei solchem Verhiltnisse von N: 7" mit groBer Annitherung gleich NV
zu setzen. 1 bedeutet aber wiederum die scheinbare Schwere und
W :m die scheinbare Fallbeschleunigung ¢, in der geographischen
Breite «; mithin ist
Jo=9— rw?cos’a=g—rw?+ rw?sn? a,
Da nun g — rw? = g, = 9,780, so wird
2) 95 = K180 + 0,034 sin? & = 9,797 — 0,017 cos 2 a,

wemn man die Beziehung sin? o = 15 — 14 cos 2 « benutat.
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Die scheinbare Schwere 1 wiirde auch nach Richtung und
GroBe die Spannkraft eines Fadens bilden, an welchem ein Massen-
punkt etwa als Lot aufgehiingt wiire.. Da nun W im allgemeinen
nicht mit der Normalen N zusammentillt, so geht auch die Richtung
des Lotes im allgemeinen nicht durch den Mittelpunkt der Erde,
nur am Aquator ‘und an den Polen, wo 7'= mr®? - Y4 sin 2a= 0
ist, findet dies statt.

Fiir den Winkel 0, um den das Lot von den Geraden nach
dem Mittelpunkte der Erde abweicht, gilt

T mr? 8in o ¢os o

to 0 = — =
= N mg,
0,034 sin o cos « 0,017 sin 2

T 9,797 — 0,017 cos 2a 9,797 — 0,017 cos 2 a

Will man wissen, in welcher Breite « dieses ein Maximum wird, so setzt
man die Abgeleitete von tg ¢ gleich Null, mithin

0 = (9,707 — 0,017 cos 2 «) - 0,084 cos 2 & — 0,017 8in 2 « - 0,034 sin 2 a, oder
9,797 — 0,017 08 2 o = 0,017 8in 2 « tg 2 «

0,017
und daraus cos 2a =
9,797

’

= 0,001785. Das gibt 24 = 89954’ und a = 44952,

Wiire die Erde vollkommen kugelformig, so kénnte ihre Ober-
fliche einen von der Normalen abweichenden Widerstand W gar
nicht leisten; die Seitenkraft 7', welche fiir den scheinbaren Ruhe-
zustand erforderlich wiire, konnte von ihr nicht ausgeiibt werden;
es wiirden daher alle leicht beweg-
lichen Korper, namentlich die Wasser-
teilchen des Meeres nach dem Aquator
fortgleiten, bis die Kugelform sich so
goidndert haben wiirde, dall W recht-
winklig zur Oberfliche steht. Diese
Formiinderung findet aber nicht mehr
statt, weil die Gestalt der Erde eben
keine Kugel ist, sondern ein Ellipsoid,
welches jener Bedingung, daf} die =
Richtung des Lotes rechtwinklig zur Ohexﬂache steht, entspricht
(Fig. 94). Der Erdhalbmesser a — 6377000 ™ am Aquator ist
ebwa 21 % grgRer als der Polradius b = 6356000 ™. Infolge dieses
Umstandes wird ein Massenpunkt, wenn man ihn vom Aquator her

7*
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nach dem Pole verschiebt, dem Mittelpunkte der Erde niher
kommern, woraus allein schon eine Zunahme der Anziehung folgt,
deren Einfluf} jene andere Zunahme noch verstirkt, die infolge der
Abnahme des Trigheitswiderstandes der Bahnkriimmung sich ergibt.
Pendelversuche haben ergeben, dal man in G1 2 (S.98) die Zahlen-
werte dindern muB, um sie mit der Wirklichkeit in Ubereinstimmung
zu bringen; es ist niimlich tatsichlich

3) o = 9,780 + 0,052 sin? a = 0,806 — 0,026 cos 2 «.
=) gibt g, = 9,780
a=450 | g4 = 9,806
a=90° ,' g, =9,882 (am Pole).
Fir Hannover ist a = 520 23’, daher ¢, = 9,818.
Da wir das Gewicht eines Liters Wasser (bei 4° C.) unter

450 geographischer Breite als Krafteinheit (Kilogramm) bezeichnet
haben, so betriigh das Gewicht dieses Korpers am Aquator

9,780 : 9,806 = 0,997 ¢, am Pole 9,832 : 9,806 = 1,003 ¥&.

Vorstehende Formeln und Zahlen gelten fir die Hohe des
Meeresspiegels. Die Fallbeschleunigung in einer Héhe von % Metern
iitber dem Meeresspiegel wird dann genau genug gefunden, indem
man nach S. 60 die vorstehenden Werte noch mit (1—2 % : »), oder,
wenn man » = 6370000 ™ setzt, mit 1— 0,00000032 multipliziert.
Dann wird (genau genug) g¢,= 9,806 — 0,026 cos & — 0,000003 A.
Auf dem Brocken unter 51° 50’ geographischer Breite und in
ctwa 1140 ™ Meereshohe ist g, = 9,809, in Ilsenburg am FuBle des
Brockens (260 ™ Meereshohe) 9,811. Der Unterschied ist also nur

gering.

‘____.<‘>_‘ —



Zweite Abteilung.

Mechanik starrer Korper.

1. Einleitung.

Finen Korper denken wir uns als aus sehr vielen Massen-
punkten zusammengesetzt, die so miteinander in Verbindung stehen,
daf} sie gegenseitig auf ihre Bewegung einwirken konnen, daf
sie also gegenseitig Kriifte aufeinander ausiiben konnen. Diese
Krifte, mit welchen die einzelnen Massenpunkte eines Korpers
gegenseitig aufeinander einwirken, heillen innere Krifte des Kor-
pers, im Gegensatze zu den fdufleren Kriiften, welche von anderen
Kérpern herriihren. ,

Die Verbindung zwischen den einzelnen Massenpunkten ist bei
verschiedenen Korpern eine verschiedenartige. Wir haben zunichst
feste Korper zu unterscheiden von nicht festen Kérpern.
Bei den festen Korpern setzen die einzelnen Massenpunkte einer
jeden Anderung der Form des Kérpers einen Widerstand entgegen.
Die nicht festen Korper heiflen fliissige Korper, zu denen im
besonderen auch die gasformigen Flissigkeiten zu rechnen sind.
Bei diesen zeigen die Massenpunkte keinen Widerstand gegen Form-
éinderung im allgemeinen, sondern im wesentlichen nur einen solchen
gegen Zusammendriingung auf einen kleineren Rauminhalt,

Denkt man sich die Massenpunkte eines festen Korpers derartig
miteinander verbunden, daf} die inneren Kriifte jede, auch noch so
geringe Formiinderung, um so mehr also gar eine Zerstorung, ver-
hindern, so gelangt man zu dem Begriffe vollkommen fester
oder starrer Korper. Solche starren Korper gibt es in Wirklich-
keit nicht; vielmehr erleidet jeder wirkliche feste Korper unter
Einwirkung iuBerer Kriifte eine gewisse Forminderung, deren Art
und Grofle von den duferen Kriften und von der Beschaffenheit
des Korpers abhiingt. Die inneren Kriifte treten bei diuBleren Ein-
wirkungen in Wirklichkeit mit allmihlich zunehmender Grife auf,
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und erst nach dem Eintreten einer gewissen Forminderung sind sie
zu solcher GiroBe angewachsen, da} sie nun eine weitere Anderung
verhindern konnen. Uberschreitet aber die GriBe der duferen
Kriifte gewisse Girenzen, so tritt eine Zerstorung des Korpers ein.
Diese wirklich vorkommenden festen Kérper nennt man, im Gegen-
satze zu den nur gedachten starren Korpern, elastisch feste
Kdérper. Den Unterschied beider kann man sich
grobsinnlich vorstellen, indem man (Fig. 95) zwei
Kugeln das eine Mal durch eine steife Stange, das
andere Mal durch eine nachgiebige Schraubenfeder O
verbunden denkt. Sucht man mit den Hinden die

Entfernung der beiden Kugeln zu verindern, so wird dies in dem
ersten Falle durch die inneren Kriifte verhindert, in dem zweiten
nur in gewissem Grade erschwert.

Fig. 95.

Bei sehr vielen Anwendungen der Mechanik hat nun die Kr-
mittelung der Formiinderung eines Korpers oder die Frage nach
seiner Festigkeit keinen Wert. In solchen Fiillen kann man daher
zur Vereinfachung der Aufgaben die Korper als starre betrachten.
In anderen Iillen aber wird gerade nach der Festigkeit und der
Forminderung der Korper gefragt; dann muf) man sie als elastisch
fest behandeln. HKs wird sich aber zeigen, dal} man sehr viele Er-
gebnisse der Mechanik starrer Korper in der Mechanik elastisch
fester Korper verwerten kann.

2. Zusammensetzung und Zerlegung von Kriften in
einer Ebene mit gemeinsamem Angriffspunkte.

Die Zusammensetzung von Kriften mit gemeinsamem Angriffs-
punkte ist bereits in Abteilung I Ziffer 6 erortert. Unter gewissen
Voraussetzungen lassen sich die dort angegebenen Regeln auch dann
anwenden, wenn die zu einer Mittelkraft zu vereinigenden Kriifte
nicht unmittelbar einen gemeinsamen Angriffspunkt haben. Wi
stitzen uns dann auf folgenden, ohne weiteres einleuchtenden und
mit der Erfahrung véllig iibereinstimmenden.

Grundsatz: Zwei gleiche entgegengesetste Krifte,
deren Richtungslinien in dieselbe Gerade fallen, und
die in zwei beliebigen Punkten dieser Geraden an
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einem starren Korper angreifen, haben auf die Be-
wegung des Korpers keinen Einflufl, heben sich
gegenseitig auf, halten sich im Gleichgewicht und
umgekehrt, sollen zwei Krifte

. . . . . A [}TN
miteinanderim Gleichgewicht Big. 96,
stehen, so miissen sie gleich und Lyl SR
! i g A gEo ol P
entgegengesetzt gerichtet sein Bl
und mit ihren Richtungslinien in # X4 __—

dieselbe (terade fallen. (Fig. 96.)

In der Mechanik des Massenpunktes war eine Kraft durch
Grifle und Richtung gegeben; jetzt kommt aber auch noch
diejenige Stelle des Korpers in Betracht, an welcher die Kraft
angreift. DBei Kriften am starren Korper geniigt statt dessen
schon die Kenntnis irgendeines Punktes der Richtungslinie -einer
Kraft, oder ihre Lage, zur Beurteilung ihrer Wirkung, da man
jeden Punkt der Richtungslinie einer Kraft als ihren Angriffspunkt
behandeln kann. Denn: greift eine Kraft
K (Fig. 97) an dem Punkt A eines Fig. 97.

Kdorpers an und ist B ein beliebiger, e Ay
demselben starren Korper angehoriger @, b
Punkt der Richtungslinie von K, so 4 /
kann man an dem Massenpunkte B zwei

in die Gerade A4 B fallende, entgegengesetzte Krifte A anbringen,
ohne im Bewegungszustande des Korpers etwas zu édndern. Da
aber nach dem vorstehenden Satze die in A angreifende Kraft A
mit der entgegengesetzten im Punkte B sich aufhebt, so bleibt als
gleichwertig mit der urspriinglich gegebenen die in B angreifende
Kraft gleicher Grofle und Richtung iibrig.

Zusammensetzung zweier Kriifte mit Fig. 98.
sich schneidenden Richtungslinien. Die T
gegebenen Krifte K; und K, (Fig. 98)
mit den Angriffspunkten 4 und B lassen
sich nach vorstehendem Satz an den :
Schnittpunkt ' der Richtungslinien ver- et g /
legen und lassen sich hier durch eine \\\véj%{x
Mittelkvaft R nach der Lehre iiber die :
Zmsammensetzung der Kriifte am einfachen Punkt ersetzen. Diese
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Mittelkraft R darf dann aber wiederum als in irgendeinem Punkte
D ihrer Linie eingreifend gedacht werden. Dabei ist es gleich-
giiltig, ob der Schnittpunkt € der Kraftlinien dem Korper an-
gehort oder nicht, weil die in Z) angreifende Kraft 2 den ge-
gebenen K, und K, in 4 und B villig gleichwertig ist.

Ist aber der Schnittpunkt € der Kraftlinien wegen ungiinstiger
Lage nicht benutzbar, so kann man Grifle, Richtung und Sinn der
Mittelkraft & leicht finden, indem man das vorhin bei € gezeichnete
Krafteck in 4, in B oder an einer beliebigen Stelle zeichnet; zur
Auffindung der richtigen Lage von R, die oben durch € bestimmt
war, kann man entweder geometrische Beziehungen benutzen, oder
mit besonderem Vorteil einen Satz der Mechanik, den wir jetat
entwickeln wollen, niimlich den Satz der statischen Momente
von Kriften. )

3. Satz der Drehmomente der Kréfte.

Ist K eine in der Bildebene wirkende Kraft, O eine Achse
rechtwinklig zur Bildebene (Fig. 99), so dafl} also Kraftlinie und
Achse sich im Raume rechtwinklig kreuzen; dann nennt Fig. 99.
man das Produkt Kraft mal Hebelarm oder K7 das &
Drehmoment oder statische Moment der Kraft
in bezug auf die Achse O. Der Hebelarm ist die |
rechtwinklige Entfernung der Kraft von der Achse. 0b

Momentum ist (wahrscheinlich) eine Abkiirzung von Movimentum und be-
deutet Bewegungsmittel: Drehmoment bedeutet also ,Mittel zur Erzeugung
einer Drehbewegung“.

Greifen an demselben Massenpunkt .4 mehrere in der Bild-
ebene liegende Kriifte KX, und K, an, deren
Mittelkraft R ist (Fig. 100), und sind 7,, Z,,
[ die beziiglichen Hebelarme, von der Achse
oder dem Drehpunkt O aus gemessen, so
liBt sich zeigen, daB das Moment der
Mittelkraft & gleich der Momentensumme
der Einzelkrifte ist. Betrachtet man niimlich
A0 als y-Achse, 4 .X nach rechts als
positive @-Achse, welche mit den Kriiften
die Neigungswinkel 6,, 0, und O bildet, so ist nach der Figur
ln =04 cos 0,, ebenso §;, =0 A cos 0;, I=0A4 cos 0, so dah
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man die Momente auch schreiben kann: K- OA cos 0,, K, OA cos 0,
und RO A4 ccs 0. Da aber nach der Lehre von der Zusammen-
setzung der Kriifte (S. 40)

R cos 0=K, cos O, + ...+ K, cos ,,
so folgt, wenn man allen Gliedern dieser (leichung den Faktor
OA hinzufiigt, ohne weiteres, dal} das Moment von R gleich ist
der Summe der Momente der Kriifte A

In Figur 99 waren simtliche cos 0 positiv. In Figur 101
aber haben cos 6, und cos 9, verschiedene Vorzeichen, so dal} in
der Gleichung R cos0- A0 = XK cos0 A0
auf der rechten Seite Summanden von ver-
schiedenen Vorzeichen sich ergeben. * Die Be-
deutung dieses Unterschiedes ist aus der
urspriinglichen Frklirung des Momentes K7
nicht ohne weiteres ersichtlich; sie tritt aber
hervor, wenn man die drehende Wirkung der
Kriifte, auf die es beim Momente wesentlich
ankommt, ins Auge faBt. Denkt man sich den Punkt A4 mit der
Achse O in starrer Verbindung und O als feste Drehachse, so
haben in Fig. 100 die Krifte K, und K, iibereinstimmend einen Dreh-
sinn 7y rechts herum, im Sinne der Drehung des Uhrzeigers,
withrend in TFigur 101 der Drehsinn der Kriifte verschieden ist.
Den Drehsinn rechts herum /7~ Y pflegt man als positiv zu
bezeichnen, die entsprechenden Momente ebenfalls positiv zu setzen,
und umgekehrt, doch ist diese Festsetzung eine willkiirliche; man
konnte auch das Entgegengesetzte withlen. Verschiedener Drehsinn
kennzeichnet verschiedene Vorzeichen der Momente, aber welche
Richtung man positiv einfiihren will, steht frei. Es ist jedoch
niitzlich, sich an vorstehende feste Regel zu binden, damit man bei
der Aufschreibung einer Momentensumme nicht unnotig zu iiberlegen
braucht. Mit Beriicksichtigung dieses Umstandes ist dann bei beliebig
vielen Kriften in einer Ebene mit gemeinsamem Angriffspunkte

el I Mt Ties i o K L
oder kiirzer geschrieben :
1) Rl = 2 KI.
Liegen die an einem Punkt A angreifenden Kriifte nicht in einer
zur Achse O P (Fig. 102) rechtwinkligen Ebene, so ist die bisherige

Fig. 101.
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Deutung des Momentes nicht mehr brauchbar. Mit Riicksicht darauf
aber, dafl das Drehmoment ein Maf} fiir die drehende Wirkung
der Krifte sein soll, was allerdings erst spiter, gelegentlich der
Betrachtung der Drehbewegung um eine feste Achse nither erliutert
werden kann, bezeichnet man als Moment einer Kraft K in
bezug auf eine beliebige Achse OFP das Moment der-
jenigen Kraft K', welche sich als Projektion von K
auf eine zur Achse OP rechtwinklige Ebene ergibt.
Es 1iBt sich zeigen, daf} auch in dieser allgemeineren Bedeutung das
Moment der Mittelkraft gleich der
Momentensumme der Einzelkrifte
ist.  Betrachtet man némlich 5 ¥
(Fig. 102) die durch A4 winkel-
recht zu O P gelegte Gerade A0
als y-Achse, legt A Z parallel zu
OP, und AX winkelrecht zu
beiden, so kann man K mittels
eines Parallelepipeds in bekannter
Weise zerlegen in K cos «, K cos f,
K cos y, von denen die beiden
ersteren unten in der Projektions-
ebene in voller Grifle erscheinen.
K' bedeutet die Mittelkraft dieser
beiden. In der Projektionsebene aber kann das Moment K’/ von
K' auch in der Form K’'-0O'A'-cos 0 (Fig. 102) geschrieben
werden, oder, weil K’ cos 0 die Seitenkraft in der Richtung A .X
= K cos o bedeutet, auch in der Form K- cos o OA. Greifen nun
im Punkt 4 beliebig viele Kriifte K an, deren Mittelkraft 7 ist,
so kann man in gleicher Weise das Moment von R in bezug
auf OP in die Form R cosa-OA bringen. Weil nun noch
R cos o = XK cos o, so wird auch °*
Reosa-0A4A=2Kcosa-0Ad,

und man hat den Satz:

Fir Krifte an einem Punkt ist das Moment der
Mittelkraft gleich der algebraischen Summe . der
Momente der Einzelkrifte.

Da das Moment der Kraft K zu I = K cos « - O 4 gefunden
wurde, so wird es gleich Null, wenn o« =90° ist, d. h. wenn A

Fig. 102,

N
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rechtwinklig zu A\ steht, sich also in der yz-Ebene befindet, der
auch die Achse O P angehirt. Das Moment einer Kraft wird
also Null in bezug auf-eine Achse, die mit ihr in
derselben Ebene liegt, d. h. sie schneidet oder ihr
parallel ist

Eine Kraft, deren Projektion auf die Drehungsebene = 1 %,
<ibt mit einem Hebelarme = 1™ das Moment FEins. Diese Momenten-
einheit nennt man, wie die Arbeitseinheit, Meterkilogramm; in ihrer
Bedeutung aber ist sie von der Arbeitseinheit verschieden.

Fiir Momentengroflen withlen wir den detitschen Buchstaben t,
weil der lateinische Buchstabe M fir die Masse eines Korpers
vorbehalten werden muf. ’

Zusaiz: Der Satz der Drehmomente ist aus dem Satze vom Parallel-
epiped der Kriifte hergeleitet. Da ein entsprechender Parallelepiped-Satz
auch von Geschwindigkeiten und Beschleunigungen gilt (S. 21 und 23), so ist
der Satz der Drehmomente vicht nur fiir Kriifte, sondern auch fiir Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen giiltig.

Nunmehr kann die Lage der Mittelkraft 2 von zwei in der
Zeichenebene liegenden Kriften auch gefunden werden, wenn der
Schnittpunkt € in Fig. 98 8. 103 nicht benutzbar ist.

Man ermittelt zunichst (Fig. 103) Grofle, Richtung und Sinn
von R, indem man an beliebiger Stelle,.z B. in einer Hilfsfigur
aus K, und K, einen Kriftezug bildet,
dessen SchluBseite = 2. Sodann wiihlt ;
man eine beliebige Achse O, recht- TR 5
winklig zur Zeichenebene, oder, was // L —Y’
gleichbedeutend ist, einen Drehpunkt O \ = |
in derselben, ermittelt die rechtwinklig
gemessenen Hebelarme /, und /, der
Kriifte und bedenkt, daf

Rl=K, !, + K1, sein mufl.
In der Figur haben K, und K, beide
den Drehsinn rechts herum, weshalb ihre Momente positiv an-
gesetzt wurden. R mul} dann an dem Hebelarm
KL+ Kl
PRI

ebenfalls rechts herum drehen. Legt man daher durch O eine
Rechtwinklige zur SchluBseite 72 des Kriiftezuges und trigt auf ihr

Fig. 103.

LR

l



108 Zweite Abteilung. Mechanik starrer Korper.

die Linge 7= O P ab, so muf} die endgiiltige Lage von & durch
P gehen, denn es dreht dann R an dem Arm OP, und zwar
rechts herum, wie erforderlich war. Da man aber O ganz beliebig
withlen kann, so wird man ihm eine solche Lage geben, daf} die
Bestimmung der Lage von R moglichst einfach wird. Man wiihle
(Fig. 104) irgendeinen Punkt der Richtungslinie von K, z B. B
zum Drehpunkte, dann hat K, den Hebel-
arm 7, = 0, und es wird
K,
TR
womit die Lage von R bestimmt ist.
Fiir einen Drehpunkt auf der Richtungs-
linie der Mittelkraft R wird deren
Moment und folglich auch die Summe
der Momenten von K, und K, gleich Null, d. h. in bezug auf
Punkte der Mittelkraft stehen die Binzelkrifte im Drehungs-
gleichgewicht.

Beispiel: X, = 20kg; K, = 30 ¢ (dargestellt durch 2 bezw. 3 cm); sie
schneiden sich unter dem Winkel « = 30°; 7, = 1s¢em = 0,5 m, Dann wird

R =1 400900 +2 - 20 - 30 - 0,866 = 10}/ 23,1 = 48 1k,
=20 - 0,015 : 48,4 = 0 0062 M = G,2 mm,

Fig. 104.

] e JP.

4. Zusammensetzung beliebiger Krdfte in einer Ebene.
a) Zeichnerisches (graphisches) Verfahren.

Krifte verschiedener Richtung.

Die zu einer Mittelkraft zu vereinigenden Krifte K, K,, K,
K, usw. mogen ohne gemeinsamen Angriffspunkt zerstreut in
einer Ebene liegen. (Fig. 105 u. lOoa) Man verschiebe zuniichst
zwei derselben K, und K, in ihrer Richtung bis zum Schnitt-
punkte « ihrer Richtungslinien, vereinige sie hier zu einer Mittel-
kraft R,, verschiebe diese und die folgende Kraft K, in ihrem
Richtungen bis zum Schnittpunkte b und setze sie hier zu einer
Mittelkraft R, zusammen. In gleicher Weise setze man R, mit
K, zu einer Mittelkraft 2, usw. zusammen. — Grifle und
Richtung der Mittelkrifte R,, R,, R, usw. lassen sich auchs
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und zwar bequemer, in einer Hilfsfigur 105a ermitteln, indem man
sie durch Parallelverschiebung zu einem Krafteck aneinander reiht,
so daf) die Pfeilrichtungen einander folgen. (Vergl. S. 41.)

Die Linien e/, e¢g und ek stellen die Mittelkriifte R,, R, und
R; nach Grifle und Richtung dar. Um ihre Lage zu finden,
braucht man nur zu beachten, dall 7, durch den Schnittpunkt «
von K, und K,, R,
durch den Schnitt-
punkt b von K und
R, usw. gehen muf.
Man zieht von «
aus ab| ef, be| eg
und Ryl|eh, so er-
hiilt man Lage und
Richtungslinien der
Mittelkriifte.

Kehrt man die
Mittelkraft R, um,
so hilt sie sich mit
den gegebenen Kriif-
ten K, K,, K; und
K, an dem Korper
im  Gleichgewicht.
Denkt man sich die
Punkte «, b, ¢, d
durch ein Seil verbunden, so wiirde auch durch Vermittelung des-
selben die Kraft — R, die gegebenen Krifte im Gleichgewicht halten.
Den Linienzug «be nennt man daher ein Seileck (Seilpolygon) der
Kriiftegruppe K, K, K; usw., oder auch deren Mittelkraftpolygon.
Die Anwendbarkeit des vorbeschriebenen Verfahrens hat zur Voraus-
setzung, daf die Schnittpunkte @, b, ¢ usw. der Krifte K, und K,,
K, und R, usw. auf die Zeichentafel fallen. Vielfach wird dies
nicht, oder doch nicht bei allen Punkten zutreffen. Fiir diesen
allgemeinen Fall ist das Verfahren wie folgt umzugestalten; vergl.
Fig. 106 und 106a:

Wir zerlegen A, im Punkte « in beliebig gerichtete Seiten- .
krifte 7 und 77. Tm Schnittpunkte b der Kraftlinien I7 und K,
zerlegen wir K, in Seitenkriifte — 77 und I/7; ebenso im Schnitt-
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punkte ¢ der Kraftlinien 777 und K, letztere Kraft in die Seiten-
krifte — 711 und IV usw. Dann ist

K =1, 11,

K, = —11, 111,

K, = —1III, IV,
Ky, =—1V, V usw.

und im Zusammenwirken aller Krifte
K, Ky Ky Kg = I By — T8 TEL S J0E ST TS ers
oder, da die entgegengesetzt gleichen Krifte sich aufheben
K, Ky, Ky, By =0 ¥

Fig. 106.

_______________ I_ [__________ fop e g Fig. 106a.
r.
,/:~.‘s~ 1
AN
_U/,r//l
(,

Der Linienzug abede ist bestimmt durch die Wahl des
Punktes « und der Richtungen der. ersten beiden Seitenkrifte
I und II. Bei zweckmiilliger Wahl dieser Bestimmungsstiicke ist
es unter allen Umstinden leicht zu erreichen, dal} die der gegebenen
Kriiftegruppe gleichwertigen, sie vollig ersetzenden Kriifte 7 und ¥
in ihren Richtungslinien sich in einem auf die Zeichentafel fallenden
Punkte ¢ schneiden.  Setzt man sie hier zu ihrer Mittelkraft 7
rusammen, so ist diese zugleich die Mittelkraft der gegebenen
Kriftegruppe.  Kehrt man diese um, so hilt sie der gegebenen
Kriiftegruppe das Gleichgewicht, und diese Wirkung kommt auch zu
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stande, wenn man die Kriifte, statt an einem Korper, an einem die
Punkte «, b, ¢, d, ¢ verbindenden Seile angreifen lilit. Der
Linienzug « b ¢ de verdient danach wieder die Bezeichnung
Seileck.

Bei dem hier gewihlten Richtungssinn der Krifte K, K, usw.
streben diese die Kckpunkte «, b, ¢, d, ¢ des Seilecks voneinander
zu entfernen, die Seilecksseiten zu zerreiffen. — Kehrt man den
Richtungssinn der gegebenen Krifte um, so bleibt der Linienzug
abede derselbe.  Jetzt aber streben die Kvifte, die Punkte
@, b, ¢, d, ¢ einander zu nihern, die Seilecksseiten zu zerdriicken.
Demgegeniiber kinnen die Punkte nicht mehr durch ein Seil, sondern
nur durch steife, in den Punkten «, b, ¢, d, ¢ durch Gelenke mit-
einander verbundene Stangen in ihrer Lage erhalten werden. Fiir
diesen Iall wiirde daber die Bezeichnung Gelenkvieleck zutreffender
sein, doch hat sich der Name Seileck auch fiir beliebige Kraft-
richtungen eingebiirgert.  Die materiell gedachten Seilecksseiten
haben dabei allgemein den Zweck zu erfillen, die Eckpunkte in
unveriinderlichen Entfernungen voneinander zu erhalten.

Die unmittelbare Zeichnung des Seilecks zwecks Zusammen-
setzung der gegebenen ‘Kriiftegruppe zu ihrer Mittelkraft erfordert
die Zerlegung der Kriifte K,, K, usw. in den Punkten @, b, ¢ und d
nicht; sie ist hier nur geschehen, um das Wesen der Methode um
o klarer hervortreten zu lassen. Bei Anwendung derselben fithrt
man die Zerlegung bequemer in einer Hilfsfigur 106a aus. Durch
Parallelverschiebung werden die Krifte zu einem ununterbrochenen
Linienzuge, dem Krafteck 1, 2, 3, 4, 5 vereinigt. Zieht man jetzt
durch die Endpunkte 1 und 2 der Kraft K, in geeigneten Richtungen
die Linien 1-0 und 0-2, so kann man diese als die Seitenkréifte
I und IT der Kraft K, ansehen. Verbindet man weiter den Punkt O
mit 3, so stellen die Linien 2-0 = — I/ und 0-3 = III die
Seitenkriifte der Kraft A, usw. dar. In den Linien 0-2 und 2-0,
0-3 und 3-0 wusw. erhiilt man die in den Seilecksseiten «b,
be usw. sich aufhebenden Krviifte 1/ und — 11, 111 und — 111 usw.
Die Linien 1-0 und 0-5 driicken die allein zuriickbleibenden, der
gegebenen Kriiftegruppe gleichwertigen Hilfskrifte / und 7 aus.
Thre Mittelkraft 1-5 = R, die SchluBlinie des Kraftecks, ist auch -
die Mittelkraft der gegebenen Kriftegruppe. Den Punkt O nennt
man den Pol des Kraftecks, die Linien O-1, 0-2 usw. die Pol-
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strahlen; sie stellen, wie bemerkt, in ihrer Richtung und GroBe die
Hilfskrifte (Seilkrifte) I, [ usw. dar.

Durch die Wahl der Richtungen der ersten beiden Seitenkriifte
I und II ergab sich im Schnittpunkt beider der Pol 0. Durch
eine geeignete Wahl des Poles O wird umgekehrt Richtung und
GroBe simtlicher Polstrahlen bezw. Hilfskvifte 7, II, III usw.
festgelegt.

Die unmittelbare Anwendung der Methode ge-
staltet sich danach einfach wie folgt:

Man zeichnet das Krafteck 1-2-83-4-5 und erhilt
in der SchluBlinie 1-5 desselben die Mittelkraft
nach GroBe und Richtung. Zur Bestimmung ihrer
Lage zeichnet man das Seileck, indem man einen ge-
eigneten Pol O wihlt, die Polstrahlen 7 bis Vzeichnet
und von irgendeinem Punkte « einer der Kraftlinien,
7. B. K, ausgehend, die Seilecksseite I parallel dem
Polstrahl I, die Seilecksseite I/ parallel dem Pol-
strahl I7 bis zum Schnittpunkte a mit K, usw. alle
Seilecksseiten parallel den zugehdrigen Polstrahlen
zieht. Durch den Schnittpunkt ¢ der ersten und letzten
Seilecksseite 7 und V geht die Mittelkraft, und damit
ist auch ihre Lage bestimmt.

Das einmal gezeichnete Krafteck und Seileck setzen uns ohne
weiteres auch in die Lage, fiir einzelne Kriifte der Gesamtgruppe
die Mittelkraft zu bestimmen. Beispielsweise ist die Mittelkraft
der Kriifte K, und K, mnach Richtung und Grifle gleich der
Linie 2-4 bestimmt. Der Lage nach muf} sie durch den Schnitt-
punkt der die Krifte K, und K, einschlieBenden Seilecksseiten 17
und IV gehen.

Bei Anwendung des vorstehend “beschriebenen Verfahrens er-
scheinen die Kriifte in ihrer Lage (im Seileck) nur in ihren
Richtungslinien, im Krafteck dagegen nach Richtung und Grofe.

Parallelkrifte.

Das vorbeschriebene Verfahren lifit sich ohne weiteres auch
auf Parallelkriiffte anwenden. Das Krafteck nimmt in diesem Falle
die Form einer geraden Linie an. Haben alle Krifte gleichen
Richtungssinn, so reiben sie sich in derselben Richtung aneinander
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und die SchluBlinie des Kraftecks, die Mittelkraft, stellt sich als
(Fig. 107 und 107a.)

Summe der Einzelkriifte dar.

Fig. 107.
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Haben die Kriifte teils entgegengesetzten Richtungssinn (Fig. 108
und 108a), so decken sie sich im Krafteck teilweise; die Beitriige

der Binzelkrifte zur Mittelkraft fallen z T. negativ aus.

In der

Fig. 108a ist beispielsweise die Kraft K, im Krafteck durch die
Strecke 1-2 dargestellt, abwiirts, die Kraft &, durch die Strecke 2-3

Ks
\\[
%5 . S B
Y
KI
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dargestellt, aufwirts gerichtet. Die Mittelkraft beider, die Strecke 1-3,
ist gleich ibrer Differenz. Die abwiirts gerichteten Krifte K und K
reihen sich in den Strecken 3-4 und 4-5H an und die Schluf-

Keck-Hotopp, Mechanik I.

8
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linie 1-5 ist die Mittelkraft der ganzen Gruppe. Bei der Zeich-
nung des Seilecks Fig. 108 ist auf die Reihenfolge der Polstrahlen
zu achten. Der besseren Ubersicht wegen empfiehlt es sich, die
die einzelnen Kraftstrecken im Krafteck begrenzenden Punkte und
die zugehorigen Polstrahlen mit entsprechenden arabischen und
romischen Ziffern zu bezeichnen. Zur Zeichnung des Seilecks withlt
man einen Pol O, zieht die Polstrahlen und parallel denselben in
entsprechender Reihenfolge die Seilecksseiten. Durch den Schnitt-
punkt ¢ der dulleren, d. h. der ersten und letzten Seilecksseite 7
und IV, ist die Mittelkraft 22 ihrer Lage nach bestimmt.

V Zwei Parallelkrifte von entgegengesetztem
Richtungssinn — Kriftepaar.

Besondere Aufmerksamkeit verdient das Ergebnis der Zusammen-
setzung zweier Parallelkrifte.  Das in vorbeschriebener Weise zu
den Kriften gezeichnete Kraft- und Seileck ist in Fig. 109 und 109a
dargestellt. Die Schlufllinie 1-3 des Kraftecks, die Differenz der

Fig. 109. Fig. 109a.
i
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Krafte K, und K ist ibre Mittelkraft.  Der Schnittpunkt ¢ der
iufleren, die Kriifte einschlieBenden Seilecksseiten 7 und 77T , durch
welchen die Lage der Mittelkvaft & bestimmt ist, liegt auf der
Seite der grofieren Kraft K. Denken wir uns &, allmiihlich groBer
und endlich gleich K, werdend, so nihert sich im Krafteck der
Punkt 3 allmiihlich dem Punkte 1 und fillt endlich mit 1 zusammen:
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ebenso der Polstrahl 0-3 mit O-1. Die SchluBlinie 1-3, die
Mittelkraft, wird O, die iulleren Seilecksseiten / und II1I werden
parallel, ihr Schnittpunkt e riickt in unendliche Ferne und mit ihnen
die Mittelkraft. In diesem Grenzfalle, gekennzeichnet durch eine
Mittelkraft /2 = O in unendlicher Ferne, nennen wir die beiden
Kriifte ein ,Kriftepaar®. Die mechanischen Kigentiimlichkeiten
eines solchen werden weiter unten erortert werden.

Lassen wir K, noch weiter wachsen und grofler werden als A,
so riickt der Punkt 3 im Krafteck iber 1-hinaus nach 3', die
Mittelkraft 1-3 wechselt ihr Vorzeichen, der Schnittpunkt ¢ der
Seilecksseiten I und ZZI bewegt sich durch die Unendlichkeit und
tritt auf die rechte Seite der Kraft K,, der nun griofleren heider
Kviifte.  Die Mittelkraft zweier Parallelkriifte entgegengesetzten
Richtungssinnes liegt also stets aullerhalb beider Krifte und zwar
anf der Seite der groferen derselben.

b) Rechnerisches (analytisches) Verfahren.

Krifte verschiedener Richtung.

Wir beziehen die gegebene Kriiftegruppe auf ein rechtwinkliges
Koordinatensystem (Fig. 110). Die Lage der Einzelkrifte K, K,
usw. sei gegeben durch die
Neigungswinkel o, o, usw,
welche ihre Richtungslinien

Fig. 110.

mit der X-Achse einschliefen b g K

und durch die senkrechten Ab- 1‘2\? , /7‘ b '
stiinde Z;, %, usw. dieser Rich- AN L A
tungslinie vom Koordinaten- »/’, ; g ¥
Nullpunkte. Um zunichst die Pegw ‘e
Richtung und Grofe der ____,{?v&_i_‘ Sl Mg i Gl s
gesuchten Mittelkraft 2 zu /." e A,

erhalten, denken wir wns /s, [T 4

die Einzelkrifte K, K, usw.
in Seitenkrifte X, X, usw.
parallel zur X-Achse und
Y\, Y, usw. parallel zur Y-Achse zerlegt, so daf}
X, =K, co8a, X,=K,cosa, ustv. und
Y, = K, sina, Y,= K, sin a; usw. wird.
8%
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Ist dann X die Mittelkraft der horizontalen und Y diejenige
der vertikalen Seitenkriifte, so mulf} sein

X=X +X,+...=K,cos0,+ Kycos0,+ ... =2Kcosa
ud Y=Y+ Y, +... =K sina, + Kysinay+ ... =2 Ksina.

Die Mittelkraft 2 der zueinander senkrechten Krifte X" und Y
ist zugleich die Mittelkraft der gegebenen Kriftegruppe. Ihrer
GroBe nach ergibt sich dieselbe zu

R=VX T = V(ZK cos n)? + (2K sin a)?

und fiir ihren Richtungswinkel @ gegen die .X'-Achse gilt die

Gleichung R
2'K sin a

SKecosa’

Es bleibt die Lage von R zu bestimmen. Dieses soll mit
Hilfe des Satzes von den statischen Momenten geschehen. Ist » der
senkrechte Abstand der Mittelkraft Z vom Koordinaten-Nullpunkte,
so muf} in bezug auf diesen als Drehpunkt die Momentengleichung

bestehen

to i

(=]

) | Hor =K bRl Ryls g g O

und daraus

o it Kol —Ksb + Kbyt XK
R V(2K cosa)? + (2 Ksina)?

Die Mittelkraft Z muf} also ihrer Lage nach einen Kreis vom
Radius », um O beschrieben, berithren. Diese Beriihrung kann,
nachdem die Richtung von R oben bereits festgelegt ist, in zwei
Punkten geschehen. Welche von beiden Tangentenlagen die richtige
ist, dariiber entscheidet das Vorzeichen von X' K7 in Gleichung b.
Ist 2K -1 positiv, iiben also die Krifte K|, K, usw. insgesamt
ein rechtsherum gerichtetes Drehbestreben in bezug auf den Punkt O
aus, so mufl auch das Drehbestreben von R rechtsherum gerichtet
sein; die obere Tangentenlage stellt die Lage von R dar und .
umgekehrt. Ist X K7 =0 und R > 0, so wird nach Gleichung 6
r=0, die Mittelkraft' geht durch 0. Ist dagegen R = 0, aber
2Kl=>0, soist »r = oo; die Gleichung 5 nimmt die Form an
0-o00=2KI. Die Kriftegruppe hat die Wirkung eines Kriifte-
paares. Der mechanische Wert der Kriiftegruppe besteht in diesem
Falle lediglich in einem Drehmoment. Wird gleichzeitig

R=V (2K cos 2)> + (3K siwra)? — 0



{

4. Zusammensetzung beliebiger Kriifte in ‘einer Ebene. T

und 2 K= 0, so verschwindet auch das Moment und die Kriifte-
gruppe hat keinerlei mechanische Wirkung auf den Korper, die
Kriifte stehen miteinander im Gleichgewicht. Damit aber R = 0
sei, muf} 2K cos « =0 und 2K sin « = 0 sein.

Die allgemeinen Bedingungen fiir das Gleichgewicht von Kriiften
in einer Ebene lauten also:

2Koes0=0, 2Ksina=0, JK.1=0,
oder, wenn die .X'-Achse wagerecht, dic Y-Achse lotrecht ange-
nommen wird, in Worten: ;

Die algebraischen Summen aller wagerechten und
aller lotrechten Seitenkrifte je fiir sich genommen
und die algebraische Summe aller Momente der
Kriftegruppe in bezug auf einen beliebigen Punkt der
Ebene miissen Null sein.

/I.’arnllel]n'ilfte.

Es soll jetzt eine beliebige Fig. 111.

Anzahl von Parallelkriiften K, [ Ky /
K, K, usw. verschiedenen Rich- 4
tungssinnes (verschiedener Pfeil-
richtung) zu ihrer Mittelkraft
vereinigt werden. (Fig. 111).

Die Grofle der Mittelkraft
R ist nach den beziiglichen
Ausfithrungen unter a gleich
der algebraischen Summe der I“! }‘[
Krifte und ihre Richtung pa- 7 v WS
rallel denselben. R

0/1) R=K + Ki—K;+...=2K.

Die Lage von R ergibt sich aus dem Satz der Drehmomente.
"Beziehen wir die diesem Satze entsprechende Momentengleichung,
welche fiir jeden Punkt der Kraftebene giiltig ist, der Einfachheit
und Ubersichtlichkeit halber auf einen der Richtungslinie einer der
Kriifte z B. K, angehorigen Punkt A als Drehpunkt und bezeichnen
den noch unbekannten senkrechten Abstand der Mittelkraft 2 von

. A mit x, siehe Fig. 111, so folgt

2) R a=K0+ Kly—Kyls +...=2K:1

1

—

fe———— [ | —

jt—— ' —»

K o
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und daraus weiterhin
3) o B0+ Kby —Kylyt ... 2-K-1
: Ky o K v A Gl 2K

Je nach dem Vorzeichen von XA -/ und 2'- K fillt » positiv
oder negativ aus; liegt also R rechts oder links vom angenommenen
Drehpunkte A.

Eine vollige Umkehrung des Richtungssinnes der Kriifte, mit
welcher eine gleichzeitige Umkehrung des Drehsinnes der Einzelkrifte
verkniipft ist, wiirde den Abstand 2 und also die Lage der Mittel-
kraft nicht dndern, sondern nur ihren Richtungssinn umkehren.

Fir einen Drehpunkt auf der Richtung von R wiirde @ = 0
und folglich auch R -z = 2K -7= 0, d. h. die Kriifte halten sich
also in bezug auf einen solchen Punkt das Drehungsgleichgewicht.

Beispiel: Fir K, — 300 kg, K, = 200 kg, K, = — 100 kg und
I =dpom I, =1sm wird
800-0+4200-10—100-15 + 50
' 300 + 200 — 100 97 it i
Fir 7, = 0,5 m und im ibrigen dieselben Werte wird
— 50
&= “Tog 0,125 m,

Verschwinden die Krifte bis auf zwei gleich gerichtete K, und
Iy, deren Entfernung 7 sei (Fig. 112),

; ; Fig. 112.
so gehen die Gleichungen 1 und 3
iither in
. , > @ l >

4) R=K 4 Ks und Breieiriotd
g Rk
it s U

Da der i Lo i v

a der Quotxent O e K, i K,
bei der Gileichsinnigkeit von K, und R

K, stets positiv und kleiner als eins sein muB, so ist a stets
positiv und Kleiner als /7, d. h. die Mittelkraft zweier gleichsinniger
Parallelkrifte liegt stets zwischen denselben.  Fiir K, = K, ist
oy
K+ Ky,= 2
Seitenkraft und in der Mitte beider, wenn sie einander gleich sind.

d. h. die Mittelkraft liegt niher der groBeren
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Kehrt die Kraft A, ihren Richtungssinn um (Fi.g. 113), so wird
6) R=K, — K,,

Fig. 113.

et LA K2
7) e Kl T 1{2 1 |< L !
Ist dabei K, > K, so wird @ negativ, |
d. h. die Mittelkraft 2 liegt auflerhalb :
heider Kriifte und zwar auf der Seite der |
groferen. R ist gleichsinnig mit A’ . }{ I,

Ist K, > K,, so wird nach Glei-

chung 6 R negativ, und gleichsinnig mit A% und nach Gleichung 7
e ]{2 ] Wt .1(‘_)1 1

P = et R

g ooy e o
K, i il ] e
Da ——=—_ positiv und grofier als eins, so mul}  stets positiv
g 1l
und grofler als / sein, d. h. auch in diesem Falle liegt die Mittelkraft
R aullerhalb beider Kriifte und wiederum auf der Seite der grifieren.

Denkt man sich den Fall A, = K, durch allmithliches Wachsen,
von K, in den Fall K, K| tbergehend, so wird in dem Male
als K, sich der Grofle von A nithert, # im negativen Sinne immer
groffer und die Mittelkraft 2 = K, — K, riickt nach links in immer
griffere Ferne.

Fir K, = K, wird nach den Gleichungen 6 und 7

e AL B T
beide Krifte bilden ein Kriiftepaar. Sobald A, nur um ein
Geringes groBer wird als A, riickt R auf die rechte Seite der
Krifte, bewegt sich also durch die Unendlichkeit. (Vergl. S.115)

Fiir den Grenzfall A, = K, folgt
aus Gleichung 7 f

(K — ) ae= Q00 = K, 1,

Die Mittelkraft 2 = O am Hebel-
arm @ = oo hat also das bestimmte
endliche Moment K,/. Das gleiche 4., I RO
Moment hat das Kriftepaar in bezug  |<aq+7 —|—
auf jeden Drehpunkt der Ebene, z B. in
bezug auf den Punkt A (Fig. 114)

M=K:(a+!) K-a=K-1. K

Fig. 114.

—
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e
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Jedes Kriftepaar hat also eine Mittelkraft = O, und der einzige
mechanische Wert desselben ist sein Moment K - /.

Der wesentliche Unterschied zwischen der Wirkung eines Kriftepaares
und derjenigen anderer Parallelkriifte besteht darin, daB ein Kriftepaar, weil
es keine im Endlichen liegende Mittelkraft hat, auch durch keine im Endlichen
liegende Kraft im Gleichgewicht gehalten werden kann.

Beispiel: Ein etwa stabformiger Korper (Fig. 115) werde wie skizziert
von Kriiften K, = 150 k¢ und K, = 100 kg ergriffen. Die Mittelkraft beider
ist dann R = 150 — 100 = 50 k& und
deren Lage im Abstande Fig. 115.

o s PRI i -R=50 Ky,
50 4 K,<100 Kq.
links von 4 zu finden. Eine hier im
Punkte C angebrachte Kraft — 50 kg hiilt
die Krifte K, und K, im Gleichgewicht.

(84 A B

Wird der Kérper in €, wenn auch nur ======p==m="))
drehbar, festgehalten, so bleibt er in be-22 20 —sle—1,0M—s|
Ruhe. Die Momente der Kriifte X, und I

I, heben sich in bezug auf (' als Dreh- l

; ¢ Lers 8 : e K;=150 Kgq.

punkt auf (— 2150 + 3 - 100 = 0) und R=50 Ky. 110U g,

(' hat einen Widerstand von — 50 kg zu
leisten. Fir K, = K, = 100 kg riickt R
in unendliche Ferne und wird gleich Null, Hilt man den Korper jetzt in €
oder in irgendeinem anderen im Endlichen liegenden Punkte lediglich drehbar
fest, so iiben diec Kriifte X, und K, ein Moment — 2 - 100 4 3 - 100 = 100 mkg
auf ihn aus und werden ihm daher eine Drehbewegung mitteilen. Gleich-
gewicht ist nicht maglich.

5. Zerlegung einer Kraft in Seitenkrifte.

Zerlegung einer Kraft in zwei Seitenkrifte.

Die Zerlegung einer Kraft in zwei Seitenkriifte von gegebenen
Richtungslinien ist nur moglich, wenn der Schnittpunkt dieser letzteren
auf die Richtungslinie der zu zerlegenden Kraft fillt, denn andern-
falls wiirde die Mittelkraft der gesuchten Seitenkriifte ihrer Lage nach
nicht mit der gegebenen Kraft zusammenfallen, ihr also nicht gleich-
wertig sein konnen. Der Fall, wo die Richtungslinien der gesuchten
Seitenkrifte der gegebenen Kraft nicht parallel sind, ist bereits unter
Ziffer 6 Seite 39 behandelt. Hier bleibt noch die Zerlegung einer
Kraft in zwei parallele Seitenkrifte nachzuholen. Dies mage zuniichst
auf zeichnerischem Wege geschehen.
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(iegeben seien die Kraft A und die Richtungslinien #m und nn
(Fig.116 und 1164a) ihrer gesuchten Seitenkrifte. Man denke sich die
zu zerlegende Kraft A
als SchluBlinie 1-3
eines Kraftecks, withle
einen Pol O und ziehe /i
die Polstrahlen O-1u. Oy |
0-3 und durch einen g g /i
heliehigen Punkt « der al LilgNe >0
gegebenen Kraft K VK,
Parallelen I und III
dazu, so kinnen diese
als die die gesuchten k3 J
Krifte einschlieffenden e
Seilecksseiten - ange- ™ E
sehen werden. Die mittlere Seite des Seilecks ergibt sich in der Ver-
bindungslinie der Schnittpunkte » und ¢ der Seiten I und IIT mit den
gegebenen Kraftlinien 1 m und nn. Bine Parallele dazu durch den
Pol 0 im Krafteck ergibt den zugehorigen Polstrahl 0-2, und in
den Strecken 1-2 und 2-3 findet man die gesuchten Seitenkrifte.
Ihre Zusammensetzung fihrt wieder auf die Mittelkraft K.

Liegen die Richtungslinien der gesuchten Seitenkriifte auf der-

Fig. 116. Fig. 116a.
m i

selben Seite der zu Pig. 117. Fig. 117a.
zerlegenden Kraft, so : 5 1

bleibt die Konstruk- o i Tﬁ I
tion grundsitzlich die- /,/:;/E
selbe. (Fig. 117 und HI..'// / ’ 5 0
117a). Der Teilpunkt e, T -y
2 fillt dann aufer- af< / e - ¥ //’
halb der Strecke 1-3. \}\\ / ; A
Die K am nichsten 3 A K /
gelegene Seitenkraft g i : 2 i

Ky =1-2 ist damn gt SARED ©

griffer als K und s 7!l Cox L

K, = 2-3 zeigt ent-

gegengesetzten Richtungssinn K — K| — K. _
Rechnerisch gestaltet sich die Zerlegung wie folgt: In bezug

auf irgendeinen Drehpunkt mufl die Summe der Momente der
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gesuchten Krifte gleich dem Moment der gegebenen Kraft K sein.
Wihlt man einen Punkt A auf der Richtungslinie mm (Fig. 118),

so ergibt sich die Momentengleichung Fig. 118.
Ky -(a+b)=K-a m v
und daraus 1
1, e IX" l{_ 4 « l b o ,i
T atb
Zufolge K, + Ky = K ist ¥ ¥
2 = R &) Kb K, K
IXIZK“_IX.‘?:]X‘_:’:*I‘) = ([_;Fb | K
Licgen die gegebenen Richtungs- e
linien auf derselben Seite von K ™
(Fig. 119), so lautet die Momentengleichung i
K, (b—a)=—K-« und daraus K, = rb«:—'a'—’ :
K, wird also negativ, nimmt Fig. 119.
entgegengesetzte Richtung an. W n
Daher wird AFE O AO &
Kl _K_) = K, < — b i" '3
. i !
Cie ‘K { i
o o pt LA | i
£ b—aslb—a : i,
kY |
Da b > a, so folgt wieder ‘ 1
I, =0 . i

Beispiel: Ein auf zwei Stiitzen 4 und B ruhender Balken trigt dic
Vertikallasten K,, K, und K,. Mit welchen Kriiften 4 und B driickt er
auf die Stiitzen (Auflager) 4 und B?

Man setzt, zeichnerisch oder rechnerisch, die Lasten K, K, und A,
zu ihrer Mittelkraft R zusammen und zerlegt diese nach den Richtungen der
Auflager-Vertikalew’ mm und nn.

a) Zeichnerische Losung: Die Grofle von R wird in bekannter
Weise als SchluBlinie 1—4 des Kraftecks Fig. 120a erhalten, und der Lage nach
geht R durch den Schnittpunkt e der duBleren Seilecksseiten I und IV. Ver-
bindet man die Schnittpunkte d und / der letzteren und der Stiitzvertikalen m m
und nn miteinander und zieht im Krafteck 0-5 || df, dann ist 1-5 = 4 und
5-4 = B. Die in die Richtung der Stitzvertikalen mm und nn fallenden
Seitenkriifte von R sind vollig gleichwirkend mit den Lasten K, K, und K,.
A und B stellen also die Kriifte dar, mit welchen der Balken auf seine Stiitzen
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driickt. Nach dem Grundsatz von der Wirkung und Gegenwirkung geben die
Stiitzen A4 und B ent-

gegengesetzte gleiche Fig. 120. Fig. 120a.
Kriifte —4 und — B mn 7:’
zuriick und  diese _g4i B
halten den Lasten I 1 /
K., K, usw. das f:i[d_.__l—“ | ”_B»

o B A & AER
Glclcl:;e\vllcc:t‘;l Y g K, | K,.\, [ B i "

1ne- lll\_‘\-».{\, e i i 9 o
rische Lisung R "‘\I-L\\ i | = e
(Pig. 121): Wie be- 1 I | | s foat 1 X T S.”,
kannt, ist die Mittel- ! ase I= i 0% 4 | T_ﬁi___'f,_ »0
kraft R = K, + K, 7;’ \\:[\]\llﬁ—iﬁ-:*é ! B ”!/
- K, und ihr Ab- \\i oo 2 //I/]

stand @ von B, letz- l/i/ L #
teren Punkt als Dreh- R Sy

punkt angenommen,
Kb+ Kl + K

K + K, + K,
Fiir die Zerlegung nach den Stiitzvertikalen mm und nn gilt in bezug auf B

die Momentengleichung A7 = R - x, woraus 4 = -lilﬁ und, fir « und R

obige Werte cingesetzt

o E L+ KL+ K KL+ KL K
Pttt R S gt - e T ey i :
Uberlegt man, daff die aufwiirts ge- Fig. 121.

richteten Kriifte 4 und B den Lasten m

gegeniiber Gleichgewicht herstellen und mit g
ihnen zusammen in bezug auf irgendeinen
Drehpunkt die Momentensumme Null liefern -AA B
miissen, so ergibt sich fiir B als Dreh- I +—Z"~lz e
punkt die Momentengleichung Al — K, 1, At '_—l"_fgl]
— K,l, — K,l, = 0 und daraus, wie oben ¥ i SR
PR i L L Loge R P
Der letztere Weg zur rechnerischen Y n

Lésung ist der kiirzere und daher iibliche, ¥

Die Kraft B findet man ebenso, wenn man 4 als Drehpunkt annimmt. Wenn
A schon bekannt, findet man kiirzer aus der Gileichung
A+B=K, + K +K,
B=K + K, + K;,—A.

Zerlegung einer Kraft in drei Seitenkrifte.
Die Zerlegung eciner Kraft nach drei in ihren Richtungslinien
gegebenen Seitenkriifte ist nur moglich, bezw. hat nur einen be-
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stimmten Sinn, wenn die drei Richtungslinien keinen gemeinsamen
Schnittpunkt haben. Die Wahrheit dieser Behauptung ergibt sich
aus folgender Uberlegung: Durch einen gemeinsamen Schnittpunkt
der drei gesuchten Kriifte K,, K, und K auflerhalb der Richtung
von K miilite auch deren Mittelkraft gehen und konnte sich daher
nicht mit K decken. Schneiden sich die drei Richtungslinien auf
der Richtung von K, so ist, wie leicht ersichtlich, die Aufgabe
unbestimmt, es sind unendlich viele Losungen maglich.

Ist obige Bedingung erfiillt, so gestaltet sich die Losung
wie folgt:

a) Zeichnerische Losung. r.-r, r-ry, ry-ry Fig. 122
seien die gegebenen Richtungslinien. Wir bringen eine derselben,
z. B. »,-r, zum Schnitt mit der Richtung von K und verbinden

Fig. 122. Fig. 122a.

den Schnittpunkt ¢ mit dem Schnittpunkt » der beiden anderen
Richtungslinien, dann muf} die Mittelkraft S der in letstere
Richtungen fallenden Seitenkriifte &, und X, in der Richtung ab
liegen, denn sie muf} zusammen mit K, die Mittelkraft K liefern.
Zerlegt man nun K in « nach den Richtungen »-» und abd in
die Seitenkrifte K) und S, letztere im Punkte b in die Seitenkriifte
K, und Ky, so sind K, K, und K, die gesuchten Kriifte, denn
ihre Mittelkraft wird wieder K.

Die Zerlegung geschieht zweckmiiBig in einem hesonderen
Krafteck, Fig. 122a, indem man zunichst K nach Rmhtung und
GroBe auftrigt, durch deren Endpunkt 1 und 4 die Linien 1-2 | "y
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und 2-4 || «b und ferner durch die Punkte 2 und 4 die Linien
2-3 || rgry und 3-4 || ryr; zieht.

b) Rechnerische Losung. Die rechnerische Lisung stiitzt
sich wieder auf den '
Satz von den sta- Fig. 123.
tischen ~ Momenten.
Wir  wiihlen den
Schnittpunkt zweier
gegebenen Richtungs-
linien, z B. b als
Drehpunkt, Fig. 123.
Es entsteht dann eine
Momentengleichung,
in welcher nur eine
der gesuchten Seiten-
krifte K, vorkommt.

g Ry ) ‘_
und daraus ‘\\- rt
. .r‘:‘.
Y
[,

Wiihlt man nun weiterhin ¢ und ein drittes Mal d als Dreh-
punkt, so berechnen sich in gleicher Weise die Seitenkriifte K,
und K.

Beispiel : Eine Scheibe abcd wird, wie aus Fig. 124 evsichtlich, in
ihrer Ebene von Parallelkriften 4, K, und K, ergriffen. In den Punkten

Fig. 124. 0

¢und d sind in den angegebenen Richtungen Stiibe ce, ¢f und dg drehbar
befestigt. Ks sind die in den Mittellinien dieser Stéibe anzubringenden Kriifte
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O, D und U zu bestimmen, welche den gegebenen Kriiften das Gleich-
gewicht halten.

Mit Hilfe cines Kraft- und Seilecks, Fig. 124 und 124a, werden zuniichst
in bekannter Weise Grofe, Richtung und Lage der Mittelkraft B der Kriifte
A, K, und K, bestimmt. Die Bedingung des Gleichgewichts zwischen 4, K,
und K, und O, D und U erfordert, daP die Mittelkraft der letzteren Kriifte
derjenigen der erstgenannten entgegengesetzt gleich ist und mit ihr in eine
gerade Linie fiillt. Kehrt man also R um, so mull —R gleichwertig O, D und U
sein. Im Krafteck wird — R durch die Strecke 4-1 ausgedriickt. Verlingert man
nun gh bis n, zieht ne und im Krafteck durch 4 und 1 4-5 | dg 1-5| ne,
ferner durch 1 und 5 5-6 || ce und 1-6 || cg, so sind 4-5= U, 5-6 = O
und 6-1= D die gesuchten Kriifte.

Rechnerisch gestaltet sich die Losung wie folgt:

Da die Kriifte' 4, K, und K, bezw. deren Mittelkraft B mit den ge-
suchten O, D und U im Gleichgewicht stehen sollen, so miissen sie in bezug
auf irgendeinen Drehpunkt, z.B. ¢ die Momentensumme Null anfweisen. In
der Momentengleichung kommt dann nur U als Unbekannte vor und es ergibt
sich —U- ), +R-1y=—U-l,+4-32—K,-22—K,-2=0 und daraus

U::R'T' A~ Ky AR —K._.-}..
¢ b

Wiihlt man ferner f und g als Drehpunkt, so ergibt sich in gleicher

Weise D und O.

Dl,+R-r,= '0 ey S

R:r,
hy
Die negativen Vorzeichen von D und O deuten an, daB der in der
Figur vorliufig angenommene Richtungssinn der Kriifte D und O in Wirklich-
keit entgegengesetzt zu nehmen ist.

O-L+R-r,=0 0=—

6. Zeichnerische Ermittelung des Momentes einer
beliebigen Kréftegruppe in einer Ebene.

Nach dem Satz der statischen Momente ist, wenn My das
Moment der Mittelkraft einer gegebenen Kriftegruppe K, K, usw.
und XM die algebraische Summe der Momente dieser Einzelkriifte
in bezug auf irgendeinen Punkt der Ebene bezeichnet
1) Mp = 2 M.

Ist nun zu der Kriftegruppe (Fig.125) ein Krafteck 1-2-8-4-5
und unter Annahme eines heliebigen Poles O ein Seileck abede ge-
zeichnet und dadurch die Mittelkraft 7 nach Grife, Richtung und
Lage bekannt geworden, so ist in bezug auf A als Drehpunkt
2) Mp=R-p.
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Ziehen wir nun durch 4 eine Parallele zu R bis zu den
Schnittpunkten 7 und ¢ mit den die Kriftegruppe einschliefenden

Fig. 125. Fig. 125a.
¥ 1
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Seilecksseiten / und V, so ist das entstehende Dreieck ¢f¢ ihnlich
dem Dreieck 1-0-5 und demnach, wenn man f¢ mit « bezeichnet,

i
e 3 oder R-r=H-u

und unter Beachtung der Gleichung 1
3) 2Myg= H: u.
Daraus ergibt sich der Satz:

Das statische Moment einer beliebigen Krifte-
gruppe in der Ebene ist gleich dem Produkte aus der
Polweite H ihrer Mittelkraft (senkrechter Abstand
des Poles von der Mittelkraft) und der Strecke, welche
die dulleren, die Kriiftegruppe einschlieBenden Seil-
ecksseiten auf einer durch den Drehpunkt zur Mittel-
kraft gezogenen Parallelen abschneiden.

Das Vorzeichen des Momentes lif}t sich aus dem Drehungs-
sinn der Mittelkraft leicht bestimmen. In Fig.125 dreht R rechts
herum, das Moment ist also positiv zu nehmen. Die Strecke «
und folglich auch das Moment M — 2 My nimmt mit dem Ab-
stande » des Drehpunktes 4 von der Mittelkraft verhiltnisgleich
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ab und zu. Fillt 4 auf die Richtung von R, so wird » und somit
auch M= 0. Bewegt sich 4 von der einen auf die andere Seite
von R, so wechseln v und M ihre Vorzeichen

Besonders bequem gestaltet sich die Anwendung der vor-
beschriebenen Regel bei Ermittelung der Momente von Parallel-
kriften, beispielsweise der sog. Angriffsmomente von Balken, welche
vertikale Lasten zu tragen haben. Fig. 126 stellt einen solchen auf
zwei Stiitzen 4 und B ruhend mit Lasten K, K, und K, dar.
Das Krafteck und Seileck zu denselben werden in bekannter Weise
gezeichnet und durch Ziehen der Linie 0-5 im Krafteck parallel
zur SchluBseite s des Seilecks die aufwiirts gegen den Balken
wirkenden Stiitzkrifte 4 und B gefunden. Letztere, mit den Lasten
im Gleichgewicht stehend, erscheinen mit diesen gemeinsam in das
Seileck abede eingeschlossen. In bezug auf irgendeinen Punkt C
der Mittellinie des Balkens iiben die links von demselben angreifenden
Krifte 4, K, und K, ein bestimmtes Drehmoment, das sog. Angriffs-
moment aus. Die Griofle desselben findet man nach Obigem, indem

.« man durch ¢ eine Vertikale zieht und die Strecke w, welche die

die Krifte einschliefenden Seilecksseiten s und ZZI auf derselben
~abschneiden, mit der Polweite £ multipliziert M = « - H. Es empfiehlt
sich aus Bequemlichkeitsriicksichten fiir Z eine runde Zahl zu
withlen. Macht man H = 1, so wird M = u. Das Moment wird,
wie auch der Drehpunkt ' gewiihlt werden mdoge, wie leicht er-
sichtlich, immer rechts herumdrehend wirken. Die rechts von ¢/

. wirkenden Krifte K, und B iiben in bezug auf den Punkt ein

gleich grofles links drehendes Moment aus. Unter der Wirkung
beider bleibt der Balken im Drehungsgleichgewicht.

Um die Momente der Einzelkrifte hervortreten zu lassen, bringen
it die Seilecksseiten I bis 77 und s zum Schnitt mit ¢z und be-

: /michnen die entsprechenden Schnittpunkte mit 1', 2/, 8, 4 und 5'.
D

ie die einzelnen Krifte 4, K, usw. einschlieBenden Seilecksseiten s

und I, 7 und IZ, IT und III usw. schneiden dann auf ¢¢ die

Strecke 1'-5', .1'-2', 2'-3' usw. ab. Die Momente der Einzel-
krifte links von ¢¢ sind also unter Beachtung ihrer Vorzeichen

My=H-T5, Mg)y=—H- 271, Mgy=—H-5%

_und ihre Summe -
M M=H1'0—21'—3-2)=H.-58 = H. u.
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Ebenso die Momente der Kriifte rechts von ¢¢
=—H-5-4+H: 4-3=H(@4-3—5-4)=—H-u.

Fig. 126. Fig, 126a,

Je nach der Lage des Drehpunktes.C' fillt die Strecke » und
somit auch das Angriffsmoment M verschieden grof} aus. Fillt ¢
mit 4 zusammen, so wird « und M = 0. Bewegt sich ¢ in der
Richtung von 4 nach B, so nimmt sowohl « als M zuniichst bis zu
einem GroBtwert zu, um dann wieder bis auf Null abzunehmen.

Im Falle der Fig.126 liegt wm,., in der Richtungslinie der
Kraft Ky und wird, wie leicht ersichtlich, immer mit der Richtung
einer der Krifte zusammenfallen. Die I'liiche abede, deren Um-
fassungslinien in jeder Lage von ¢ auf der Linie ¢¢ die Strecke
abschneiden, nennt man die der Belastung entsprechende Momenten-
fliche des Balkens.

7. Polarachse zweier mit verschiedenen Polen zu einer
Krdftegruppe gezeichneter Seilecke.

Die einander entsprechenden Seiten zweier mit verschiedenen
Polen zu einer Kriiftegruppe gezeichneten Seilecke schoeiden sich
auf einer Geraden, welche parallel ist zur Verbinduvngslinie beider
Pole und welche die Polarachse beider Seilecke genannt wird. Die
Richtigkeit dieses Satzes lift sich wie folgt beweisen:

Keck-Hotopp, Mechanik I. 9
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Die Linienzige I, II, III, IV wnd I', II', III', IV',
Fig. 127, seien zwei mit den Polen O und 0’ (Fig.127a), zu den
Kriften K;, K,, K, usw. gezeichnete Seilecke. Denken wir uns

Fig. 127,

eine der Kriifte, beispielsweise XK, in ihrer Richtungslinie im
Punkte 7 aufwirts und im Punkte /* als —K, abwirts wirkend,
so stehen K, und — K, miteinander im Gleichgewicht. Ersetzen
wir beide durch ihre Seitenkrifte in den Richtungen der sie ein-
schlieBenden Seilecksseiten /1 und III bezw. II'-und III', so0
miissen auch diese vier Kréfte miteinander im Gleichgewicht stehen.
Im Krafteck erscheinen die Seitenkrifte 77 und IZI der Kraft K,
(Strecke 2-3) in den Polstrahlen 2-0 und 0-3 und die Seiten-
krifte I7' und I7I' der Kraft — K, (Strecke 3-2) in den Pol-
strahlen 3-0' und 0'-2. Vereinigen wir nun die Seitenkrifte 17
und I7" im Schnaittpunkte » und ebenso IZI und III' im Schnitt-
punkte ¢ ihrer Richtungslinien je zu einer Mittelkraft P, so miissen
auch diese miteinander im Gleichgewicht stehen, d. h. einander
entgegengesetzt gleich sein und in derselben geraden Linie (be)
liegen. Im Krafteck wird die Mittelkraft von II und II' aus-
gedriickt durch die Linie 0-0'= P und die Mittelkraft von 11/
und III', ebenso durch die Linie 0'-0= —P. Die Linie be,
Fig. 127, mufl also parallel sein der Verbindungslinie 0-0' beider
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Pole (Fig. 127a). In vdéllig gleicher Weise lilt sich beweisen,
dafl auch die Linien ab und ¢d parallel 0-0' sein und daf also
die Schnittpunkte «, b, ¢ und d der einander entsprechenden
Seilecksseiten 7 und 7', I7 und II' usw. in der geraden Linie abed
liegen miissen.

8. Graphische Merkmale fiir das Gleichgewicht einer
' Kriftegruppe.

Wie weiter oben bereits dargelegt, ist das Gleichgewicht, d. h.,
die gegenseitige Aufhebung einer Gruppe von. Kriiften in einer
Ebene bedingt dadurch, dafl gleichzeitiz die Mittelkraft 7 der
Kriftegruppe und die Summe der Momente aller Einzelkrifte, oder
das Moment der Mittelkraft in bezug auf irgendeinen Drehpunkt
gleich Null sei.

Da die Mittelkraft einer Kriftegruppe graphisch als Schlufi-
linie eines aus den Kriiften gezeichneten Kraftecks erhalten wird,
so entspricht der ersten Bedingung R = O graphisch die Bedingung,
dafy das Krafteck zum Schluff kommt, also die Linge seiner
SchluBlinie = 0 wird.

In Fig. 128a bilden die Krifte K, bis K; ein schliefendes
Krafteck. Der Endpunkt 5 des Streckenzuges 1-2-3-4-5 fillt
mit dem Anfangspunkte 1 zusammen; die Schluflinie 1-5 ist = 0.

Um beurteilen zu konnen, ob auch das Gesamtmoment der Krifte-
gruppe == 0 ist, werde mit einem beliehigen Pole O ein Seileck
9#
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1, II, II1, IV, V, Fig. 128, gezeichnet. Dabei miissen die erste
und letzte Seilecksseite 7 und V° den im schlielenden Krafteck
zusammenfallenden Polstrahlen O-1 und O-5 und also auch unter
sich parallel sein. .Wie weiter oben dargelegt, haben wir uns in
den Seilecksseiten Krifte wirkend zu denken, welche ihrer Grofe
nach durch die entsprechenden Polstrahlen im Krafteck ausgedriickt
sind und welche die gegebene Kriiftegruppe in ihrer Wirkung vollig
ersetzen. Diese Kriifte heben sich in den einzelnen Seilecksseiten
mit Ausschlufy der ersten und letzten, hier I und V, gegenseitig
auf. Die allein zuriickbleibenden Kriifte 7 und 7 sind also gleich-
falls der gegebenen Kriftegruppe gleichwertig. Sie sind ihrer
GroBe nach gleich und entgegengesetzt gerichtet; fallen sie also in
eine gerade Linie zusammen, d. h. schliet auch das Seileck, so
heben sie sich gleichfalls auf und es besteht Gleichgewicht. Fallen
sie, wie in Fig. 128, nicht in eine gerade Linie, so bilden sie ein
Kriftepaar mit einem bestimmten, von Null verschiedenen Moment
und es kann daher Gleichgewicht nicht bestehen. Hs ist nun die
Frage, ob nicht etwa ein mit irgendeinem anderen Pole 0’ ge-
zeichnetes Seileck zum Schlufl kommen und eine Aufhebung siimt-
licher Seilkrifte wiirde eintreten konnen. Um diese Frage beurteilen
zu konnen, ist es nur notig, die erste und letzte Seite I' und V'
dieses zweiten Seilecks zu zeichnen, was mit Hilfe der Polarachse
leicht geschehen kann. Gibt man der ersten Seite I' die Lage
eay, 80 ist dd, parallel zu 0-0' durch e gezogen, die Polarachse
beider Seilecke, und durch den Schnittpunkt ¢ derselben mit der
Seite V' des ersten muf} auch die” Seite V' des zweiten Seilecks
gehen. Ist nun % der senkrechte Abstand der Seiten I und V des
ersten, A’ derjenige der Seiten 7' und V' des zweiten Seilecks,
beides also die Hebelarme der Kriiftepaare I und I', so 1aBt sich
leicht zeigen, dafl die Momente 4 -1 und %' -I" derselben einander
gleich sind und ‘daf} daher auch bei jedem anderen zu der Krifte-
gruppe gezeichneten Seileck ein Kriftepaar von gleichem Moment
sich ergibt.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ¢/ g, Fig. 128, und 0-1-0),
Fig. 128a, mit parallelen Seiten folgt niimlich bei den aus den
Figuren ersichtlichen Bezeichnungen

h [
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Ferner ist der Fliicheninhalt des Dreiecks O-1-0'

2) Ié e I_Qi und daraus ]{ da, é
4t
Aus Gleichung 1 und 2 aber folgt
]L Il - i
ot und demnach A« =h - I

Da nun 7 und I stets endliche, von Null verschiedene Grifien
sind, so muf} auch, wenn % > O stets A’ > O sein, d.h., wenn irgend-
ein mit einem beliebigen Pole zu einer Kriftegruppe gezeichnetes
Seileck nicht schlief3t, kann auch kein mit einem anderen Pole ge-
zeichnetes Seileck zum Schlufl kommen. Der mechanische Wert der
Kriftegruppe ist dann gleich einem von Null verschiedenen Momente
und Gleichgewicht kann nicht bestehen. Umgekehrt: schlief}t ein
mit irgendeinem Pole gezeichnetes Seileck, so schlieft auch jedes
andere; der mechanische Wert der Kriftegruppe ist gleich Null,
die Krifte befinden sich im Gleichgewicht.

Hieraus folgt: LaBt sich irgendeine Kriftegruppe
zu einem schliefenden Krafteck vereinigen und kommt
auch ein zu derselben gezeichnetes Seileck zum Schluf},
so halten die Kriifte einander das Gleichgewicht und
umgekehrt; ist eines der beiden Merkmale nicht vor-
handen, so besteht auch zwischen den Kréiften kein
Gleichgewicht.

9. Zeichnung eines Seilecks durch gegebene Punkte.

Ein Seileck zu einer gegebenen Kriftegruppe ist véllig be-
stimmt, wenn der Pol O und die Lage irgendeiner Seilecksseite,
bezw. ein Punkt derselben gegeben ist. Der Pol selbst kann durch
zwei Bestimmungsstiicke, z. B. durch die Richtung und Liinge eines
Polstrahles, oder durch die Richtung zweier Polstrahlen, oder durch
die Linge zweier Polstrahlen usw. als gegeben angesehen werden.
* Zur Festlegung eines Seilecks sind also im ganzen drei Bestimmungs-
stiicke erforderlich. Anstatt des durch zwei Stiicke bestimmten Poles
konnen auch zwei weitere Punkte des Seilecks gegeben sein, so daf}
also ein Seileck wie ein Kreis durch drei Punkte bestimmt erscheint.
Sind nur zwei Punkte gegeben, so lassen sich beliebig viele Seil-
ecke durch dieselben zeichnen.
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Bestimmung des geometrischen Ortes fir den Pol eines
durch zwei Punkte gehenden Seilecks.

Man zeichne zu der gegebenen Kriftegruppe K, K, und K,
(Fig.129 und 129a) ein Krafteck und mit beliebigem Pol O ein Seil-
eck 1, 11, I11, IV. Dadurch wird in bekannter Weise Grifle, Richtung
und Lage der Mittelkraft R bestimmt. Sind nun 4 und B die Punkte,
durch welche das gesuchte Seileck gehen soll, so ziehe man durch
sie Parallelen mm und nn zur Mittelkraft 2, verbinde die Schnitt-
punkte ¢ und » derselben und der dulleren Seilecksseiten 7 und 71~

Fig. 120. Fig. 129a.

miteinander und ziehe im Krafteck den Polstrahl 0-5 || @b. Dadurch
erscheint R zerlegt nach den Richtungslinien mm und nn in Seiten-
krifte 4 und B, welche im Krafteck durch die Strecken 1-5 und 5-4
dargestellt werden. Wie 2, so sind auch die Seitenkriifte 4 und B der
gegebenen Kriiftegruppe mechanisch gleichwertig, und die ihnen ent-
gegengesetzt gleichen Krifte —4 und —B stehen daher mit der Kriifte-
gruppe im Gleichgewicht. Sie bilden mit ihv das geschlossene Kraft-
eck 1-2-3-4-5-1, und auch das zugehorige Seileck abede ist unter
Hinzutritt der SchluBlinie @b = s ebenfalls zum Schluff gekommen.

Wie weiter oben nachgewiesen, mufl nun aber auch jedes
andere zu den Kriften gezeichnete Seileck schlieBen. Legt man
daher. die die Krifte 4 und B verbindende Seite s' in die Richtung
AB, so mul} das Seileck durch die Punkte 4 und B gehen. Der
der Seite s' entsprechende Polstrahl s' muf} parallel sein zu 4 B
und der Pol 0" daher auf einer durch den Punkt 5 im Krafteck
gezogenen Parallelen s, 5, zu A B liegen; diese ist somit der
geometrische Ort des Poles fiir alle durch die Punkte 4 und B
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zu den Kriften Ky, K, und K,, —A4 und — B und mithin auch
zu den Kriften K,, K, und K, gezeichneten Seilecke s, I', II',
YT Rl Tl £ LR BT ) R o

Zeichnung eines Seilecks durch drei Punkte 4, B und C

K, K,, K;, K, und K; (Fig.130) sei die gegebene Kriifte-
gruppe. Durch die drei Punkte 4, B und ' ist das Seileck vollig
bestimmt und es kommt nur darauf an, den zugehorigen Pol zu er-
mitteln. Dies geschieht, indem man in vorbeschriebener Weise je den

Fig. 130. Fig. 130a.

geometrischen Ort zeichnet fir den Pol der Seilecke, welche durch
die Punkte 4 und ¢, und den Pol der Seilecke, welche durch die
Punkte B und ' gehen. Der Schnittpunkt beider (0') ist dann der
gesuchte Pol. Die Losung der Aufgabe gestaltet sich dann wie folgt:

Man fige die Krifte zu einem Krafteck 1-2-3-4-5-6 zu-
sammen und zeichne zuniichst mit beliebigem Pol O ein Seileck
I-1I-I1I-1V-V-VI, verbinde im Krafteck 1 mit 3 und 3 mit 6,
ziche durch 4 und B Parallelen mm und nn zu 1-3, ferner
durch B und ¢ Parallelen ww und ¢¢ zu 3-6. Nun verbinde fuan
im Seileck die Schnittpunkte @ und ¢, sowie ¢ und » miteinander
und ziehe im Krafteck 0-7 || a¢ und 0-8 | ¢'b, verbinde endlich
A mit ¢ und B mit ¢ und ziehe im Krafteck durch den Punkt 7
s || AC und durch den Punkt 8 ' |} BC. Die Geraden s’ und s” sind
die geometrischen Orte des Poles, und ibr Schnittpunkt 0 ist der ge-
suchte Pol. Der Linienzug 4 D EC F G HB ist das gesuchte Seileck.
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10. Zusammensetzung von Kréftepaaren.

Sind in einer Ebene zwei Kriftepaare von den Momenten K7
und — Pa gegeben (Fig.131), so kann man die im Punkt 4 sich
schneidenden Krifte X und P durch eine

Mittelkraft R ersetzen und ebenso die Fig 131,
anderen beiden, welche sich in B schneiden. . iR K
Die beiden Krifte 2 sind gleich und ent- i /
gegengesetzt, bilden daher im allgemeinen \ Lo

ein Kriftepaar vom Moment R». Wendet / NZEF \
man den Satz der Drehmomente auf die\ A /j
in A sich schneidenden Krifte an, bezogen /’/ ¥

auf B als Drehpunkt, so wird Rr = Kl —Pa. -~ /%

\, i
\

Die beiden gegebenen Kriiftepaare von
entgegengesetztem Sinne lassen sich hier- }‘Lfl}
nach durch ein einziges Kriiftepaar ersetzen, /

dessen Moment gleich dem Unterschiede
der Momente der gegebenen Kriiftepaare
ist- und dessen Sinn mit dem des stirkeren Kriftepaares iiberein-
stimmt. Fiir K1 = Pa entsteht Rr — 0, d.h. » = 0. Die Kriifte R
fallen dann in dieselbe Gerade und heben sich auf. Daraus folgt
der Satz:

Zwei in derselben Ebene wirkende Kriftepaare
von gleichen Momenten und entgegengesetztem Sinne
heben sich auf. :

Ist nun ein Kriftepaar K7 gegeben (Fig. 132), so kann man
in derselben Ebene an einem heliebigen Punkt 4 zwei gleiche ent-
gegengesetzte Krifte P hinzufiigen, ebenso im
Punkte B. . Wihlt man die Lage der Punkte Fig. 132.

A und B so, dal Pa = K ist, so hebt das
Kriftepaar Pa “mit negativem Drehsinne das 2
gegebene K7 auf, und es bleibt ein Krifte- \ Cy-
paar Pa = K[ mit positivem Drehsinn ibrig, 4 p
welches mit dem gegebenen K7 gleichwertig )
ist, und man hat den Satz:

»

Zwei in derselben Ebene wirkende Kriftepaare
von gleichen Momenten und gleichem Drehsinne haben
gleiche Wirkung.
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Hiernach ist die Wirkung des Kriiftepaares gar nicht von
der GroBe der Krifte K, von ihrer Richtung und Lage, sondern
nur von dem Momente, dem Drehsinne und der Wirkungsebene
abhiingig; ein Kriftepaar in einer bestimmten Ebene ist daher
durch einen Drehungspfeil /> und die Momentengrofe ‘i
geniigend gekennzeichnet. Sind nun in der Zeichenebene mehrere
Kriiftepaare gegeben, etwa I, und M, von

positivem, M, von negativem Sinne (Fig. 133), e
$o kann man sie zu einem einzigen Paare ver- ’/gmi\ @
einigen; hierzu withlt man einen Arm /= 4 B, Ky @
macht K, = M, : 7 und stellt M, durch zwei K 1%

Krifte K, dar, die an den Punkten 4 und B - R o
angreifen. An denselben Punkten und mit Ky {Kz
denselben Richtungen kann man zwei Kriifte Ky
K,=M,:1 anbringen als Darstellung von M,, ebenso zwei
Krifte Ky= M, : 7 mit entgegengesetzten Richtungen. In A
kann man die drei Krifte K,, K, und K, zu einer Mittelkraft
R = K, + K, — K, zusammensetzen, ebenso an B. R und R
bilden ein Kriftepaar von dem Moment:
M=Rl= Kl + Kl —K3l=M + My — M5,
woraus sich ergibt:

Mehrere in derselben Ebene wirkende Kriftepaare
kénnen zu einem einzigen Paar in derselben Ebene
zusammengesetzt werden, dessen Moment gleich der
algebraischen Summe der Einzelmomente ist.

War M, = 12 mkg; M, = 24 mkg; Wy = — 20 mkg und withlt man
l=1m, g0 wird K, =12k; K,=24k; K,= — 205k, mithin
R=124 24 —20 = 16 k¢ und das daraus ent-
stehende Kriiftepaar I = 16 mkg,

Sind an einem Holzklotze (Fig. 134) die vor-
stehenden Griffe 4 und B in 0,16 m Entfernung ange-
bracht, ebenso C' und D in 0,2 m Abstand, und iibt man
an A und B mit den Hiinden dic Kriifte 10 kg aus, also
das Moment 10 - 0,06 = 1,6 mkg, so kann man ganz
dieselbe Wirkung erreichen, wenn man an ¢ und D ein’
Kriiftepaar, bestehend aus zwei Kriiften von 8 kg, an-
greifen liBt. Das zweite Kriftepaar wiirde, in ent-
gegengesetzter Richtung angebracht, die Wirkung des
ersteren vollig aufheben, so daB der Korper sich so verhalten wiirde, als ob
die Kriiftepaare gar nicht vorhanden wiiren. In diesen Beziehungen wird nichts
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[

geiindert, wenn man dem Klotze etwa eine feste Drehachse, rechtwinklig zur
Bildebene, gibt. Wo die Achse auch liegen mag, — gleichwertige Kriiftepaare
werden um diese Achse stets dasselbe Drehungsbestreben haben, wiithrend gleiche
entgegengesetzte Kriftepaare sich stets gegenseitig tilgen werden.

Auch in eine Parallelebene kann man ein Kriiftepaar verschieben,
ohne in der Wirkung etwas zu dndern. An einem starren Paralle-
lopiped (Fig. 135) seien die in den
Punkten 4 und B der rechtsseitigen
Stirnebene angreifenden Kriifte A ge-
geben, welche ein Paar bilden. In den
Punkten ¢ und D der linksseitigen
Stirnebene, welche mit 4 und B ein
Rechteck bilden, fiige man je 2 gleiche, : ;
aber entgegengesetzte Krifte K hinzu, /,/41( } K
dann haben die jetzt vorhandenen 6 Kriifte BRIV ETEY
die gleiche Wirkung, wie die beiden g s
gegebenen. Die beiden Diagonalen des Rechtecks 4 B €' D halbieren
sich gegenseitig in Z. Die in 4 und C angreifenden aufwiirts
gerichteten Krifte X kann man durch ihre Mittelkraft 2 K im
Punkt % ersetzen, ebenso die beiden in B und D angreifenden
abwiirts gerichteten. Da nun die beiden durch Z gehenden Kriifte
2 K sich aufheben, so bleiben nur noch die in der linksseitigen
Stirnebene, bei D aufwiirts, bei ¢ abwiirts wirkenden Krifte iibrig,
welche dem gegebenen Kriiftepaare gleichwertig sind.

Hat ein Korper 2 Arme A4 B und ¢'D (Fig. 136), so ist es fiir
die Bewegung von gleicher Wirkung, ob man mit den Hinden in
A und B oder in ¢/ und D angreift.

Diese Betrachtung fiihrt dann mit
den fritheren Sitzen zu dem Ergebnisse:

Kriftepaare mit parallelen
Drehungsebenen konnen durch
ein einziges Paar ersetzt werden,
dessen Moment gleich der alge-
braischen Summe der Momente del gegebenen Paare
ist und zu dessen Drehungsebene irgendeine den ge-
gebenen parallele Ebene gewihlt wird.

Hiernach gehirt eine bestimmte Drehungsebene gar nicht zu
den kennzeichnenden Eigenschaften eines Kriftepaares, sondern die

Fig. 136,
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Richtung seiner Drehungsebene. Zwei andere Merkmale sind die
Grofe des Momentes und der Drehungssinn. Diese drei
lassen sich geometrisch mittels einer einzigen Geraden darstellen.
Man errichtet eine Rechtwinklige zu der gegebenen Drehungsebene
und bezeichnet sie als Achse des Kriftepaares. Jede zur Achse
rechtwinklige Ebene kann dann zur Drehungsebene gewihlt werden.
Die Grofle des Momentes lift sich nach irgendeinem Malstab als
Liinge auf der Achse abtragen (Fig.137). Diese Linge werde von
der Kbene aus auf der Achse in solchem
Sinne aufgetragen, dafl wenn man von
dem Endpunkt auf die Ebene blickt, der : "
Drehsinn als rechtsherum erscheint. B
Der Endpunkt aber Lifit sich kenn- A : i
zeichnen, indem man auf der Achse eine // /1/— Lq’()' %
nach dem Endpunkte weisende Pfeilspitze <= !
anbringt. Das bei A wirkende Krifte- yan

paar (Fig. 137) erscheint, von ohen be- _:
trachtet, rechts drehend, von der Unter- i

seite der Ebene aber erblickt man das Spiegelbild mit der Drehung
links herum (ebenso wie das Spiegelbild einer Uhr oder eine Uhr
mit durchscheinendem Zifferblatte, von der Riickseite betrachtet, eine
Linksdrehung der Zeiger erkennen lift). Daher muf} der Endpunkt B
der Achse AB oberhalb A4 liegen, durch eine aufwiirts weisende
Pfeilspitze also B als Endpunkt gekennzeichnet werden, wiithrend es
fir das bei O wirkende Paar gerade umgekehrt ist. Diese mit
bestimmten Pfeilrichtungen versehenen Linien 4 B und ¢ nennt
man die Achsenstrecken der betr. Kriiftepaare. Hs lift sich nun
weiter zeigen, daf} die Zusammensetzung von Kriiftepaaren auch in
sich schneidenden Ebenen mit Hilfe ihrer Achsenstrecken nach den-
selben Regeln wie die Zusammensetzung von Binzelkriiften erfolgen
kann. Dabei bietet sich noch die Erleichterung, daf}, wiihrend eine
Einzelkraft eine bestimmte Lage hat, die Achsenstrecke an irgend-
einem Punkte der Drehungsebene errichtet werden konnte, sich also
auch beliebig parallel verschieben lif}t.

Es seien nun in zwei sich in der Geraden 4B unter dem
Winkel « schneidenden Ebenen %, und F, (Fig. 138) die Kriftepaare
M, und M, mit den durch die Drehungspfeile bezeichneten Drehungs-
sinnen gegeben. Man fithre sie beide auf den Arm A B = [ zuriick,

Pig. 137.
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so dal Kjl=M; Kyl=M,. In A kann man K, und K, zur
Mittelkraft R zusammensetzen, welche mit A, den Winkel ¢ bildet
In B erscheint dann die gleiche entgegengesetzte Parallelkraft R,
und man hat an Stelle der beiden gegebenen Paare ein einziges
mit dem Moment R /.

Wendet man aber auf die Achsenstrecken der Kriftepaare die

Lehre von der Zusammensetzung der Krifte an, so gelangt 1nan zu dem
gleichen Ergebnisse. Eine Fig. 138.
Grundriflebene mage die
Ebenen £, und £, recht-
winklig schneiden, dann
schlieffen die Spuren s,
und s, der Ebenen den
Winkel a ein. Zeichnet
man nun die Achsen-
strecke des Paares I, so
wird diese gemidfl dem
fritherenvon C'nach 2 ge-
richtet sein miissen: man
mache C'F/ = ;. Ebenso
ist CD =M, die Achse
des zweiten Paares. Behandelt man OE = I, und ¢'D = M, wie
zwei Binzelkrifte, zeichnet aus ihnen ein Parallelogramm mit C'F' als
Mittelkraft, so ist dieses Parallelogramm ihnlich dem aus K, und K,
gezeichneten; seine Seiten haben die / fache Liinge des letzteren und
stehen zu ihnen rechtwinklig, Daher ist auch OF = R1, d.h. gleich
dem Momente des resultierenden Kriftepaares, und steht rechtwinklig
auf der Ebene desselben. Von F aus betrachtet erscheint das Paar R7
rechts drehend; mithin hat ¢'F alle Bigenschaften der Achsenstrecke des
resultierenden Paares I, und eine Ebene mit der Spur 84, rechtwinklig
zu CF, wiirde als Wirkungsebene von It gewiihlt werden konnen.

Da das Gesetz vom Parallelogramm der Krifte unmittelbar zum
Parallelepiped-Gesetze fiihrte, so muB letzteres auch fiir Kriftepaar-
Achsen gelten. Danach sind auch die zur Zusammensetzung von
Kriften an einem Punkt auf S. 38 angegebenen Verfahren unmittel-
bar auf solche Achsen zu ibertragen. Oder:

Kriftepaare in beliebigen Ebenen lassen sich wie
Krifte, die an einem Punkt angreifens mit Hilfe ihrer
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Achsenstrecken zusammensetzen, indem man letztere
parallel an einen gemeinsamen Schnittpunkt ver-
schiebt und wie Einzelkrifte behandelt.

Parallelverschiebung einer Kraft. Greift in einem Punkt 4 eine
Kraft K an (Fig. 139), so kann man zwei gleiche entgegengesetzte
Kriifte K in B hinzufiigen; von den drei Kriiften bilden nun die
urspriinglich gegebene und die entgegengesetzt
hinzugefiigte ein Kriiftepaar It = K7, und auller-
dem bleibt eine mit der gegebenen gleichsinnige
Kraft K tbrig, welche um / gegen die urspriingliche
Lage verschoben ist. Die Parallelverschiebung |
einer Kraft KX um die Entfernung / bedingt also
die Hinzufiigung eines Paares K.

Fig. 139.

A

Sind aber in einer Ebene eines starren
Korpers eine Einzelkraft K in 4 mit dem Sinn aufwirts und ein
Kriftepaar M gegeben (Fig. 140), so bringe man IR auf die Form
M = K1, lege die eine Kraft K des Paares so
durch 4, daf} sie mit der gegebenen entgegen-
gesetzten Sinn hat, sich also damit aufhebt, und
die andere in den Abstand AB=1=M:K;
dann bleibt letztere, durch B gehende Kraft K
allein fibrig.

Ein Kriftepaar I setzt sich also
in derselben Ebene mit einer Einzel-
kraft K zusammen zu einer Kraft K, welche um
I=M:K gegen die gegebene Kraft K verschoben ist.

Fig. 140.

1. Zusammensetzung von Krdften im Raume mit ver-
schiedenen Angriffspunkten.

Greifen an einem starren Korper beliebige Krifte K, ... K,
an (Fig. 141), von denen der Einfachheit wegen nur A, und K,
gezeichnet werden sollen, so wiihle man zum Zwecke moglichster
Vereinigung derselben einen beliebigen Punkt 4 und fiige in diesem
zwei gleiche entgegengesetzte Krifte A, hinzu; dann bilden die
gegebene K, und die entgegengesetzt hinzugefiigte ein Kriftepaar,
dessen Drehungsebene durch K, in P, und den Punkt A gegeben
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ist, und dessen Hebelarm 7, der rechtwinklige Abstand der in P,
wirkenden Kraft K, vom Punkt 4 ist. Dieses Paar lifit sich durch
seine Achsenstrecke I, darstellen, welche wir durch 4 legen kinnen.

Ebenso verfihrt man mit allen
iibrigen gegebenen Kriiften, zuletzt
mit X,. Dann erhilt man statt der
gegebenen, am Korper zerstreut
angreifenden » Kriifte: = Kriifte,
deren Richtung, Grofe und Sinn
mit den gegebenen iibereinstimmen,
welche aber séimtlich in dem
gemeinsamen Schnittpunkt 4 an-
greifen, und ebensoviele Kriiftepaar-
Achsenstrecken, die man séimtlich
von A ausgehen lassen kann.

Fig. 141.

Die Hinzelkrifte K lassen sich wie auf S. 40 zusammensetzen.
Sind «;, ay...a, die Neigungswinkel der gegebenen Krifte gegen
die positive 2-Richtung, 8, £ ... A, und p;, p, ..., diejenigen

gegen die y-Richtung, bezw. z-Richtung, so ergibt sich

1) in der Linie 4.X eine Kraft X = K cos «,
2) T . S S y X=2Kceosp,
3) U S g 1 A e e
welche sich zu

4) R=VX:y Y24 2°

mit den Richtungs-Kosinussen ’

D) cosa=X:R; csf=Y:R; cosy=2:R
zusammensetzen.

Sind die Richtungswinkel der Kriftepaar- Achsen bezw. O

€Ly Ny« Ony &, N, S0 ergibt sich
in AX eine Achse M, = 2'M cos 0,
{1 B » Wy=2ZMeos e,
A By 2 M =2 cos 7,
welche sich zu einer resultierenden Achsenstrecke

6) M= VM2 + M2+ Wi

11
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mit den Richtungs-Kosinussen

7) cos 0 =M, : M; cos e =M,.: M; cos ="M, : M
zusammensetzen.  Somit haben wir die beliebigen Krifte zuriick-
gefiihrt auf ecine resultierende, durch 4 gehende
Einzelkraft £ und ein resultierendes Krédftepaar
vom Momente .

Die Kraft B ist aus den gegebenen Kinzelkriiften A véllig
bestimmt; die Achsenstrecke It ist aber noch micht auf unmittelbar
gegebene Groflen zuriickgefithrt. Es soll daher der Beitrag eciner
der gegebenen Kriifte, etwa K, zu der Achsenstrecke I, niher
bestimmt werden. ;

Der Angriffspunkt # von K, (Fig. 142) habe die Koordinaten
21y Uiy 21, aus denen wir ein rechtwinkliges Parallelepiped zeichnen.
Zerlegen wir K, in seine
drei rechtwinkligen Seiten- Fig. 142.
krifte und bringen auch
in 4 dieselben Krifte ent-
gegengesetzten Sinnes an,
so bilden die beiden Kriifte
K cos p, ein Paar, welches
in einer Diagonalebene et
ACHE wirkt. Zur Ver- K1005%
einfachung fiigen wir im |
Punkt 2 noch zwei solche A(
sich aufhebende Krifte (N
hinzu; -die in 4 abwiirts,
und die in B aufwirts wirkende Kraft bilden ein in der z-Ebene
wirkendes Paar, dessen Achse in A Y fillt, mithin zu 0, keinen
Beitrag liefert. Die in # aufwiirts, in B abwirts wirkenden
K, cos p, liegen aber in der Seitenebene BC' I F', haben, von rechts
aus betrachtet, positiven Drehsinn, so daf} ihre Achsenstrecke “in
der Grofle A cos y, y, auf der 4.X aufzutragen ist.

G

K coseyy

: &
o

=2

z
K, cosy,

Auch zu den beiden A cos f, fiigen wir in B und ¢ noch
zwei sich aufhebende hinzu. Die eine hiervon bildet mit der in A
angreifenden ein Kriftepaar in der Ebene 4 BC D, dessen Achse
in die 4Z fillt, also zu M, keinen Beitrag liefert; die in A und
13 angreifenden aber bilden mit dem Abstande z; ein Kriftepaar,
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dessen Drehsinn von rechts betrachtet negativ ist, dessen Beitrag
zu M, also ebenfalls negativ sein mufl, nimlich — K, cos f, 2.

Die beiden in 4 und H angreifenden Kriifte K, cos « liefern
zu M, keinen Beitrag, denn ihre Wirkungsebene ist die Diagonal-
ebene AG HB, so daf} die Achse in der yz-Ebene, mithin recht-
winklig zu A4 X liegt.

Der gesamte Beitrag der Kraft K, zu IR, ist also

K, cos y; y; — K 08 B 2.

Die Beitrige der iibrigen Kriifte ergeben sich in entsprechender
Form, so dal} im ganzen

8) Mo =2Keosyy — 2K cos fz wird

In gleicher Weise erhilt man fiir die anderen Richtungen
9) M, =2Keosaz — 2K cosyax und
10) M. =2Kecosfoxo —2ZKeosay.

Hiermit ist die Aufgabe der Zusammensetzung der Krifte gelost.

M., M, und M. bedeuten die Achsenstrecken von Kriifte-
paaren; es liflt sich die Bedeutung derselben aber noch einfacher
ausdriicken. Zu dem Zwecke wollen wir das Drehmoment der Kraft K,
in bezug auf die Achse 4 X ermitteln. Wir konnen fiir dasselbe
nach dem Satze der Momente (S.104) die Summe der Momente
der in H angreifenden Einzelkrifte K, cos », K, cosf, und K, cos %,
setzen. Die Seitenkraft K, cos y,

(Fig. 143) kreuzt die 4 X rechtwink- Fig. 143.

lig in einem Abstand y,, hat daher

das Moment K cos p; »,, und zwar,

von rechts gesehen, positiv drehend;

K, cos B, kreuzt die A4 .X recht- %\)’\
winklig in einenr Abstande z,, und
zwar, von rechts gesehen, negativ
drehend, hat daher das Moment
— K cos B 2,5 K, cos o, aber ist
mit 4" parallel, hat also (nach 8. 107) in bezug auf A X kein
Moment. Das Moment der urspriinglich gegebenen Kraft K, in
bezug auf 4.X ist demnach K, cos y, y, — K, cos B, #, stimmt
also mit dem Beitrage der Kraft K, zu der Achsenstrecke I,

A By CO5Yy

l\,toad
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itherein. Hiernach kdnnen die Kriaftepaar-Achsen-
strecken IM,, M, und M, gedeutet werden als die
Momentensummen der urspriinglich gegebenen
Kriafte K in bezug auf die Achsen 4X, AY und 4 Z.

Fithrt die Zusammensetzung einer zweiten an einem starren
Korper etwa angreifenden Kviiftegruppe unter Benutzung desselben
Koordinaten-Ursprunges A auf dieselbe Einzelkraft 72 und dasselbe
Kriftepaar-Moment N wie die Zusammensetzung der ersten Krifte-
aruppe, so sind beide Kriftegruppen einander “gleichwertig, also
miteinander vertauschbar; sie bringen die gleiche Bewegungs-
wirkung an dem starren Korper hervor. :

Aus dem vorstehenden ergeben sich als Be-
dingungen fiir die Gleichwertigkeit zweier Kriftegruppen, daf}
in bezug auf ein beliebiges rechtwinkliges Achsen-
kreuz

1) die algebraische Summe der bei rechtwinkliger
Zerlegung parallel zu jeder Achsenrichtung fallenden
Seitenkrifte fiir beide Kriftegruppen die gleiche ist,
und dafl zugleich ‘

2) die algebraische Summe der Momente der Kriifte
in bezug auf jede der Achsen fir beide Kriftegruppen
denselben Wert ergibt.

12. Zentralachse einer Kriftegruppe.

Die Zusammensetzung einer beliebigen riumlichen Kriftegruppe
hat (S.142) auf R und MM gefiibrt. R ist einfach die Mittelkraft,
die sich bei Parallelverschiebung aller Kriifte an einen Punkt
ergab, within unabhiingig von der Wahl des beliebig angenommenen
Punktes 4. M dagegen (S.142 und 144) ist yon den Koordinaten
der Angriftspunkte der Kriifte in bezug auf ein durch A gelegtes
Achsenkreuz abhiingig, wird daher mit einer Verschicbung des
Sammelpunktes A sich dndern. Hat man fiir einen angenommenen
Sammelpunkt 4 die Mittelkraft /2 gefunden, so wird eine Ver-
schiebung von 4 auf der Richtungslinie von R keine Anderung
von M zur Folge haben, weil man ja jeden Punkt dieser Richtungs-
linie als Angriffispunkt von R behandeln kann. Verschiebt man

Keck-Hotopp, Mechanik I. 10
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aber 4 nach einer auflerhalh R gelegenen Stelle, entsprechend einer
Parallelverschiebung von R selbst, so muf} das zugehdrige Achsen-
moment 9t eine Anderung erfahren.

Um diese Verinderung moglichst einfach zu tibersehen, wiihlen
wir die Richtungslinie der im Punkt A erhaltenen Kraft 2 zur
z-Achse (Fig.144) und legen durch R und die zugehdrige von A
aus gezogene Momentenachse I eine wz-Ebene. I bilde mit 72
den Winkel 2. Will man nun die durch 4 ']_j
gehende Kraft B mit der gleichen Kraft ""J 44,
R vertauschen, welche die zy-Ebene in
einem Punkte P mit dem Abstand 4P = r

T‘m

schneidet, so bringe man in P zunichst AR
1 zwei sich aufhebende Krifte 2 und — R / J }\
an. Dann bilden # in 4 und — R in P‘j; w;p;’a\/ ST l-—-

~—einKriftepaar, dessen Achsenstrecke f27 in L Eoday ’\wp
der xy-Ebene liegt und von 4Y um den N" ‘\}’ + 3

Winkel « nach links abweicht, wenn AP | = -1y
mit 4 X den Winkel « bildet. Diese Achsen-

strecke ® muf nun mit N zusammengesetzt werden. Zu dem
Zwecke zerlegen wir )t und R» nach den drei Achsen und erhalten

]

in der x-Achse: M sin A — R sin «,
in der y-Achse: R cos «,
in der 2-Achse: M cos 4.
h |
Aus diesen Einzelmomenten entsteht dann das neue Gresamtmoment
=V (M sin 2 — Ry sin a)? + (R cos a)? -+ (M cos A)2.
Hiernach ist M, = M cos 4. Hs ist aber eine solche Verschiebung
von R, d.h. eine solche Wahl des Punktes P méglich, daf o — 90°
und zugleich Rrsin o= Pt sin 4 wird. Dann fallen in der letzten
Gleichung die von » und =« abhiingigen Summanden fort, und es

wird einfach

My = MW cos 4.

Weil nun allgemein I, = I cos 4 war, bei der angegebenen
Wahl von » und =« aber MM, = cos 4 wird, so ist unter diesen
Umstinden das sich ergebende Achsenmomeit I, so klein wie
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moglich; und weil IR, gleichbedeutend ist mit dem in die z- Achse
fallenden Momente, withrend die in .4 X" und A4 Y fallenden Momente
aufgehoben werden, so ist t, nunmelr parallel der 4 Z, fillt also
mit der Richtung von R zusammen. a = 90° bedeutet, dall P,
der Punkt der neuen Lage von R, auf A Y liegen muf}, in einem
Punkte 4, (Fig. 145), und zwar mufl wegen Z2» sin o = I sin 4,
die Parallelverschiebung der Kraft #, nimlich der Abstand
AAy=r=Msin 4: R sein. Die durch A, ge-

legte Richtungslinie von 2 heifit die Zentralachse Bigs 145,
der gegebenen Kriiftegruppe. Das Ergebnis dieser
Untersuchung fassen wir noch wie folgt zusammen :

Fine an einem starren Kdrper
wirkende Kriftegruppe lifit sich auf
unendlich viele Arten zu einer Mittel-
kraft B und einem Kridftepaar oder
Achsenmoment M zusammenfassen. Bei -
allen diesen Arten ist_R nach Grifle, Ri(htuno und
Sinn dieselbe; nur 1}110 Lage ist verschieden: das
Moment I ist im allgemeinen nach Grifle, Richtung
und Sinn verschieden. | Unter den verschiedenen Lagen
von R gibt es eine, die Zentralachse der Kriftegruppe,
bei welcher das Achsenmoment so klein wie moglich
wird und mit der Richtung von R zusammenfillt.

Steht die urspriinglich gefundene Momentenachse 9t recht-
winklig zu R, ist also 4= 90° so wird "J_Jt_,_—~ M cos 4 =0 und
=M :R; d. h. in diesem Falle verschwindet das Achsenmoment
IRy, und die gegebene Kriiftegruppe hat
sich auf eine Hinzelkraft & zuriiekfithren Fig. 146.
lassen. (Vergl. S. 141, Fig. 139.) : RA

*\j;m
\

dine beliebige Kriiftegruppe libt sich
auch stets auf zwei nicht in derselben
Iibene liegende Krifte zuriickfihren. Ist
nimlich das Ergebnis der ersten Zusammen-
fassung etwa R und M im Punkt 4
(Fig. 146), so kann man M in die Faktoren
P - r zerlegen, wobei man die eine Kraft P durch A legt, A]}—a
macht und — P durch B gehen lift. 7 und R kann man nun

10%
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zu R, zusammensetzen, so daf} R, und — P der gegebenen Kriifte-
oruppe gleichwertig sind. Dabei war die Grofle P beliebig ge-
withlt. Macht man aber P = R sin 4, so fillt die Kraft 2, in die
Richtung von M und bekommt die Grifle R cos 2 (Fig. 147),
wihrend die durch B gelegte Kraft = Rsin 4 ist. Hiernach
ist die Zurickfihrung einer Kriftegruppe auf zwei im Raume sich

rechtwinklig kreuzende Kriifte moglich. by
Fig. 147.

Diese Kriifte, auf welche sich eine
gegebene Kriftegruppe zuriickfithren lif3t, [
welche mithin der Kriftegruppe gleich- i

wertig sind, entsprechen den auf S.145 M
entwickelten allgemeinen Bedingungen fiir : / /
die Gleichwertigkeit von Kriftegruppen, <1‘,’—‘?'—'5)—“—C{ 2
haben also im besonderen auch in bezug g

auf irgendeine Achse die gleiche Momentensumme wie die gegebene
Kriftegruppe.

13. Zusammensetzung von Parallelkrdften gleichen
Sinnes im Raume.

ot {Fig. 148) - o = 65 .., = &, =,
ﬂl ﬁz --:ﬂn:ﬂv
Fl =R R )

80 wird nach S. 142
X=cosa 2K; Y=cosp 2K; Z=cosy 2K,
mithin B = YK

fir die bei der Zuriickfithrung auf den Punkt A sich ergebende
Emzelkraft; Aullerdem entstehen nach S.142 die Achsenstrecken:
M. =cosy YKy —cos fp 2Kz,
M,=cosa XKz —cosy XK,
M. = cos f 2 Ko — cos « JKy.
Die Parallelkrifte miissen sich aber auch auf eine Kraft

= 2K ohne Achsenmoment zuriickfihren lassen; denn wenn
man die Parallelkriifte der Reihe nach vereinigt, gelangt man stets
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zu einer Einzelkraft; es kommt nur noch darauf an, deren Lage
aufzufinden. Ein Punkt S derselben werde durch die unbekannten
Koordinaten @y, v, 2o bezeichnet. Diese durch den Punkt S gehende
Einzelkraft 2 muf} nun gleichwertig sein mit dem Krgebnisse der
ersten Zusammensetzung mit Hilfe des Punktes 4, oder, weil die
Achsenmomente nach S, 142 gleich- :

bedeutend sind mit den statischen Fig. 148.
Momenten der Kriifte in bezug auf die i

Koordinatenachsen, so muf} die in S -— “1 X
angreifende Kraft 72, welche in die g
Seitenkriifte R cos , R cos f, R cosy é‘ 2

zerlegt werden kann, die statischen
Momente M., M,, M. haben. In bezug
auf AX hat Rcosy das Moment
R cos y vy, Rcosf das Moment 51 L
— R cos fi 2y, R cos o das Moment Null. - £ A%
Daher muf} sein:

Reosyy,—Reosfzy=cosy 2Ky —cos p 2Kz;

Reosasy —Reosywy=cosa 2Kz —cosy 2 Kuz;

Rcos fag—Rcos ayy=cos f 2Kx —cos a S Ky.

Lo I_ s

Diesen Gleichungen wird geniigt durch Ra) = 2 Ku;
Ry, = YKy; Rzy= 2Kz; denn durch Einsetzung dieser Werte
werden heide Seiten der drei Gleichungen einander gleich. Die
Koordinaten des Punktes S werden hiernach

1 2Kux 2Ky . 2Kz
ol NS (ke 7 SN el o
Da diese Werte ganz unabhiingig ‘ Fig. 149

von den Richtungswinkeln o, A3, » der
gegebenen Kriifte, nur abhiingig sind
von den Kraftgrofien K und von den
auf ihren Richtungslinien gewiihlten
Angriffspunkten P (der Koordinaten
®y Y, 2), 80 bleibt § unveriindert, wenn
die Parallelkrifte K sich um die An-
griffspunkte 2 drehen. Wiihrend einer
solchen Drehung der gegehenen Pa-
rallelkrifte (Fig. 149) dreht sich also die Mittelkraft B = 2K

A L3
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um ‘den Punkt S, welcher aus diesem Grunde der Mittelpunkt
det in' 'den Punkten P angreifenden Parallel-
krifte heift.

In GemiBheit mit S.145 muf} in bezug -auf irgendeine Achse
das Moment der Mittelkraft gleich der Momenten-
summe der FEinzelkrafte sein.

14. Mittelpunkt der Massen (Schwerpunkt) eines
starren Kirpers.

Es moge die Gruppe der Parallelkriifte gleichen Sinnes der-
artig iiber die Masse des Korpers verteilt sein, dal an jedem
Massenteilchen eine der Masse verhiltnisgleiche Kraft angreife.
Dann konnen die an den Massenteilchen ,, my. . .m, auftretenden
Krifte geschrieben werden: m;p, myp ... m,p. Es wiirde dann
p die gemeinsame Beschleunigung sein, welche die Massenteilchen
durch die Krifte erfahren wiirden.

Die Abscisse des Mittelpunktes S dieser Parallelkrifte ist dann

& ;i’.’:fpw; die Bedeutung der 2'-Zeichen erhilt aus der Form:

M pX - Mep&y At . M P
mp+ mgp+ ... mup '

hierin hebt sich dann p als gemeinsamer Faktor im Zihler und

Nenner fort, und es bleibt:

&y

p _ma - myyt .t man ma
4 my + mg + ... my, 2m -’
2my Zmz

Ebenso Jo. = Heuiy RS

Der so gefundene Mittelpunkt S ist ganz unabhiingig von der
Beschleunigung p, d.h. von der Grofe der Krifte, er wird lediglich
bedingt durch die Massen der einzelnen Teilchen und ihre Koor-
dinaten, d.h. durch die Massenverteilung des Korpers.. Der Mittel-
punkt solcher Krifte, die sich gleichmiBig iiber die Masse eines
Korpers verteilen, heilt deshalb der Massenmittelpunkt
des Korpers.
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Binen besonderen Fall solcher Kriifte bilden z B. die Schwer-
kriifte. Bei solchen ist p == ¢ und die Richtung lotrecht abwiirts.
Der Massenmittelpunkt eines Korpers
ist daher auch der Mittelpunkt der
Schwerkriifte und heifit deshalb auch A:;/_j"_,,!r_N
der Schwerpunkt. Wird der mit C ““,/" m, et
dem Achsenkreuz fest verbundene T
Korper gegen die Richtung des Lotes
verdreht, so bleiben fiir jeden Massen-
punkt die Werte m, », y und 2 un-
verindert, die Richtungen der Krifte
aber bleiben lotrecht und verdrehen
sich dabei gegen das Achsenkreuz.
Diese Verdrehung hat aber auf den Schwerpunkt S keinen Einfluf.

Fig. 150.

Der Schwerpunkt eines Korpers ist der Durch-
schnittspunkt der verschiedenen Richtungslinien des
iesamtgewichtes des Korpers bei verschiedenen
Drehlagen desselben.

Nennt man die Gesamtmasse 2m des Korpers einfach M, so
ist das Glesamtgewicht Mg, und dieses geht immer durch den
Schwerpunkt S hindurch, wie auch der Korper bewegt werden mag.

Die Gleichungen fiir die Koordinaten des Schwerpunktes kann
man auch schreiben:

1) Zma = Mx;; Zmy=My,; Zmz—= Mz,.

Der Ausdruck 2ma wird erhalten, indem. man jedes Massen-
teilchen » mit seinem Abstande von der y:z-Ebene multipliziert
und diese Produkte zusammenzihlt. Ein Produkt dieser Art, ma,
heif}t das statische Moment der Masse m in bezug auf die y2-Ebene;
Ma;, bei dem man sich die ganze Masse des Korpers im Schwer-
punkte vereinigt denkt, heiBt das statische Moment der ganzen
Masse.  Dieselben Beziehungen, welche fiir die z2-Ebene gelten,
sind auch fiir die anderen Koordinaten-Ebenen giiltig, und weil die
Koordinaten-Ebenen ganz willkiirlich angenommen werden kénnen,
S0 gelten sie iiberhaupt fir jede Kbene. Daher folgt der Satz:

Das statische Moment der ganzen Masse eines
Korpers ist gleich der Momentensumme der einzelnen
Teile in bezug auf irgendeine Ebene.
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Kann man die Masse eines Korpers in zwei Teile 2/, und
M, zerlegen, deren Schwerpunkte S, und S, schon bekannt sind,
und sind deren Koordinaten x, y,, & bezw.
®gy Yo, 7 (Fig.151), so ist der Beitrag der Masse Fig. 151
M, zur Momentensumme 2" @ nach vorstehendem 7
Satze M, x,, derjenige der Masse M, aber Myay;
daher wird

2) (M, + My) vy = My 2y + My 2,

Stellt die Gerade Y Z die zur Bildebene A Vi
rechtwinklige v z- Ebene dar, so ergibt sich ferner Y
leicht, daf} der Gesamtschwerpunkt S auf
der Geraden 5,8, liegen muf. Denn denken wir uns die
Richtung der Schwere rechtwinklig zur Zeichenebene, so bilden
Myg und M,g zwei Parallelkrvifte, deren Mittelkraft in ihrer
BEbene (mit der Spur S, S,) liegen mufl. Dreht sich die Richtung
der Schwere, so drehen sich M, ¢ und M,¢g um S, und S, ihre
gemeinsame Ebene dreht sich um 8, 8,, daher muffi § in S, 8,
liegen. Ist also der Korper in zwei Massenteile #, und M, zer-
legt, so geniigt schon die eine Gleichung fiir @, zur Bestimmung
von S auf S, 8,. Da bel der Zusammensetzung zweier Parallel-
krifte gleichen Sinnes die Mittelkraft zwischen beiden liegt, und
ihre Abstinde von den beiden Kriften sich umgekehrt verhalten
wie die Kriifte, so ist das Verhiltnis dieser Abstiinde:

SSI ‘ SSQZJMQQ:MI‘?: MQ:Mlo

Hiernach kann man S leicht finden, indem man (Fig. 152)
durch 8, und 8, beliehige Parallelen zieht und auf ihnen die
Groen M, bezw. M, (d. h. die vertauschten

Massen) als Lingen nach entgegengesetzten Seiten i o8 i
auftriigt. Die Verbindungsgerade der Endpunkte
schneidet dann §, S, in S. j\
\
Legt man die yz-Ehene so, daBl die Teil- -

\,%/ et
schwerpunkte zu beiden Seiten der Ebene liegen 8 ,_'\\TMI
(Fig. 153), so haben a; und a, verschiedene Vor-
zeichen, und es ist May= Mywy— M, 2, = Zmea.
Ist die y--Ebene dann noch so gelegt, dal M, a, = M,azy, SO
wird Moy = Zma =0, mithin @y=0, d. h. der Schwerpunkt

A
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liegt in der wy-Ebene. Ebenso wird allgemein nach G1. 1, wenn
2ma =0 ist, auch = 0; somit hat man den vielfach ange-
wendeten Satz:

In bezug auf eine den Schwerpunkt eines Korpers
enthaltende Ebene ist die Momentensumme seiner
Massenteile gleich Null, und umgekehrt.

Ein Korper, dessen Masse M sich gleichformig
iiber seinen Rauminbalt V (Volumen) verteilt,
heilt homogen. Das Gewicht y der Raum- A
einheit (des Kubikmeters) heiit (S.57)
die Dichte des Korpers; diese ist bei einem
homogenen Korper iiberall gleich. Das Gewicht
des ganzen Korpers ist Mg =y V, das eines Raum-
teilchens d V" ebenso mg = ¥ - d V; mithin sind die
Massen M= V-y:g bezw. m=dV-:p:¢g. Inden

Fig. 153.

(ileichungen fiir den Schwerpunkt heben sich dann Y
die allen Gliedern gemeinsamen Faktoren y:g¢ fort, und es bleibt
3) Vay=fadVea,

indem statt des Zeichens 2' hier das gleichbedeutende f-Zeichen
gesetzt ist.

Eine Ebene, die einen homogenen Korper in zwei symmetrische
Hiilften teilt, enthiilt den Schwerpunkt, weil in bezug auf sie
S AV a2 =0 ist.

Schwerpunkte von Linien. Hat der homogene Korper die
(Gestalt eines diinnen Stabes von iiberall gleichem Querschnitt F;
so ist, wenn die Liinge des Stabes s, diejenige eines Teilchens ds,
V=1Fs, dV=F-ds. Es hebt sich dann der gemeinsame Quer-
schnitt # in allen Gliedern fort, und man hat fiir einen solchen
Stab, den man materielle Linie nennt:

4) sayie=f A8 i
und fiir die anderen Richtungen entsprechende Gileichungen.

Der Schwerpunkt einer geraden Linie liegt selbstverstindlich
in der Mitte.

Bei einer gebrochenen Linie kennt man die Schwerpunkte S,
Syy ... der einzelnen Teile und deren Koordinaten. Es ist dann

(-91+-92+...)nZ'OZS[t”]+-82w2+ et
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Der Schwerpunkt eines Kreisbogens vom Halbmesser » und
dem- Zentriwinkel 2o liegt auf der Mittellinie (Fig.154), zu suchen
ist nur 48 = @,. Das Teilchen ds = » - d?,
bei P gelegen, hat von der durch 4 gelegten Fig. 154.
lotrechten z:-Ebene den Abstand @ =A@
=prcos . Ks ist s =2ra, und es gilt die
(Gleichung

L@
Qraxy = r2\cos?-dd. it K

L o !tl
Denn zihlt man den positiven Winkel # nach
oben, so entspricht dem unteren Endpunkte 2
der Winkel 9 = —a. Jedoch sind die Bei-
triige der beiden Hilften des Bogens zur
Momentensumme gleich grofl, so dal man zwischen #=0 und
¥ = o integrieren und das Ganze mit 2 multiplizieren kann. Weil
aber d sin ¥ = cos ¥ - d¥, so ist fcos V. d¥ = sin I, also

N %
Qraxy = 212 I sin '«9] = 22 8in a, oder

0

sina  27sina

9) i SRR T

__ Weil nun 2rsina = der Sehne BD, 2ra = dem Bogen
BD, so kann das Ergebnis auch geschrieben werden:

@, + r = Sehne : Bogen.
Fir einen sehr kleinen Bogen ist die Sehne gleich dem Bogen,
daher @y = »; fiir einen Halbkreishogen aber o = 1/2m; sin a = 1,

mithin x; = —”2-—9* = 0,637 » (annéhernd 2/3 7).

Schwerpunkte von Flichen. Hat der homogene Kérper die
Gestalt einer ebenen oder gekriimmten Platte % von iiberallgleicher
Dicke 0, so wird V=0-F, dV =0 +dF, mithin
6) Foay= fdF - x.

Eine solche Platte nennt man eine materielle Fliche.

Der Schwerpunkt der Fliche eines regelmiBigen Vielecks liegt
natiirlich im Mittelpunkte.
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[ine Dreieckfliiche (Fig. 155) lifit sich in sehr viele Streifen,
parallel zur Grundlinie 4 B, zerlegen. Weil deren Schwerpunkte
siimtlich auf der Mitlellinie "D
liegen, so muf} diese anch den Schwer-
punkt S der ganzen Fliche enthalten.
Mit demselben Rechte gilt dieses
von der Mittellinie 4 7. Folglich
mufy der Schnittpunkt der Mittel-
linien der Schwerpunkt S sein.

Da das Dreieck nur einen Schwerpunkt haben kann, so liegt hierin
nebenbei der Beweis des geometrischen Satzes, dall die 3 Mittellinien eines
Dreiecks sich in einem Puankte schueiden. Wegen der innigen Beziehungen
zwischen Geometrie und Mechanik kommt es nicht selten vor, daf Siitze der
Mechanik in einfacher Weise zur Losung geometrischer Aufgaben benutzt
werden konnen.

Zieht man D F, so findet man leicht, dall DFE | AC und
DFE =124, daher in den dhnlichen Dreiecken SA ¢ und SED:
RO DA, G s D Heeec 2t L
oder es licgt S im unteren Drittelpunkte der Mittellinie C.D.
Nennt man % das Hohenlot von ¢ auf A4C, », das Lot von &S,

80 wird offenbar
7 Yo="3h.

Zieht man SF || A B, so mull auch BF = /3 BC gein, und
ebenso, wenn SG || A0, auch OG = '/3s BC. Man kann daher S
auch bestimmen, indem man BC in 3 gleiche Teile zerlegt, durch
den Teilpunkt #' eine Parallele zur niichsten Seite A B, durch
den Teilpunkt  eine Parallele zur nichsten Seite 'A zieht.
Beide schneiden sich dann in S.

Zwei Mittellinien des Dreiecks, z B. A ¥ und B H (Fig. 156)
kann man auch ohne Hilfe eines Zirkels finden, indem man durch
O eine Parallele zu A B zieht und
auf dieser durch BJ | AC und ,
AK || B¢ die Punkte J und K &
80 bestimmt, dall OJ=CK=AB
ist.  Zieht man dann AJ, so s
sind 4.7 und B die Diagonalen
eines Parallelogramms A B.J (' und
halbieren sich gegenseitig im Punkt Z; entsprechendes gilt von

Fig. 156.
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BK und AC. Mithin sind 4% und BH zwei Mittellinien des
Dreiecks 4 B C.

Das Trapez liBt sich, wie das Dreieck, in lauter Streifen,
parallel den Grundlinien « und b zerlegen, weshalb der Schwer-
punkt auf der Mittellinie des Trapezes liegen mufl. Um seine
Hohenlage zu finden, teile man das Trapez (Fig.157) durch eine
Diagonale in zwei Dreiecke

2 Fig, 157.
ACD=F, ABC=F, e

D I (4

Von A B=a aus gemessen, sind dann 3 g
A1’

die Hohenabstinde der Teilschwerpunkte i
Y, =2sh; yy=/3h. Nach der Gleichung ' [ -~ 7, s iﬁqsﬁ%
L2 b . L A H ") /liyg
Fyy=F\y, + ¥y, Vi lF‘ 173
wird also
1o (@ + D) hyy= Y2bh-%3h+ Y2ah /3] oder
: b, hoa+2b
3) 0+ By =g @ +a) md o=y LTI
Zur geometrischen Konstruktion (Fig. 158) verlingert man die
Seite » um @, die Seite @ nach der Fig. 158.

anderen Richtung um 4. Die Ver-
bindungsgerade der KEndpunkte der
Verlingerungen schneidet dann die
Mittellinie in S. Es ist nimlich
in den #hnlichen Dreiecken S /G
und SFH
SF:SE=FH:EG=(+2a): (a+2b) = (@4 2D) : (2a -+ D),
ferner SF:EF=SF:(SE+ SF) oder
SF.:EF=(a42b):(a+2b+2a+b)=(2b4 a):3(a +b).

Dies stimmt mit dem Verhiltnis
Yo ¢ b tiberein, mithin ist die Kon-

Fig. 159.

struktion richtig. Trigt man aber die Ck'-:-: —————
Verlingerung « nach rechts, die Ver- bt
lingerung b nach links auf (Fig.159), 5
so muf} das Ergebnis das gleiche sein. oo

Man braucht daher die Mittellinie gar 4

nicht, sondern verlingert b nach beiden Seiten um «, « nach beiden
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Seiten um b, verbindet die Endpunkte der Verlingerungen kreuz-
weise, so schneiden sich die Verbindungsgeraden in S.

Obige sehr einfache Konstruktion beansprucht viet seitlichen
Raum. Sollen die Konstruktionslinien ganz innerhalb des Trapezes
bleiben, so kann man folgende Eigenschaft des Schwerpunktes S
benutzen: Nach obigem liegt S auf der Halbierungslinie, und zwar
ist SF:EF = (2b+a): 3 (a- b). Man
ziehe (Fig. 160) die Diagonale A ¢’ und 3 Fig. 160.
dazu durch S eine Parallele S H. D
Zieht man dann noch CG || EF, so ist
d HSFoo ACG. Mithin HF : AG
= SF:0G und wegen CG =LEF:

HF 8F 2b4a
AG  EF 3(a+0b)’
Weiter aber A G = '/2(a -+ b), so wird

2b+ a (L+b_‘_2b+@_b a «

a='b

L N R TR o
YRR N e B BNt G T IR 3

ol e

Da nun A# =12a, so mufl 4 H ='[s (e —b) sein. Man ziehe
also (Fig. 161) DJ || CB, so dall AJ = a— b, teile dieses in
3 gleiche Teile, dann ist 4 H = '/s (e —0b). Nun ziehe man durch
I eine Parallele zur Diagonale 4C, so
schneidet diese Parallele die Mittellinie
EF in §. Macht man BK= A H
=13 (a —b), so mufy eine durch K
gezogene Parallele zur anderen Diagonale
BD aus demselben Grunde durch S
gehen. Zieht man also diese Parallele
K S durch K, so kann man die Mittellinie entbehren.

Dieses Verfahren rithrt von Prof. G, Lang (Rigaische Industrie-Ztg. 1883,
8. 126) und Prof. Rob. Land (Zentralblatt der Bauverwaltung 1894, S: 458)

her, Vergl. auch Zeitschrift des Hannov. Arch.- und Ing.-Vereins 1895,
8. 115—117. ;

Fig. 161.

o e x B

Schwerpunkt eines beliebigen Vierecks. Man teilt das Vier-
eck (Fig. 162) durch die Diagonale BD in 2 Dreiecke, halbiert
die Diagonale in M, zieht A M und O M, so liegen auf diesen die
Teilschwerpunkte S, und S, mit MS, = Vs MA; MS,="/s M.
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Aus diesen Verhiltnissen folgt, dall S, S, || 4 C sein mufl. Teilt
man das Viereck ein zweites Mal durch die Diagonale 4, so
ergeben sich die Teilschwerpunkte S; und Sy, und zwar muf} die
Verbindungsgerade S; 8, || B D sein, gerade so wie 8§, 8, | 4
war. Der Gesamtschwerpunkt S des Vierecks muf} nun im Schnitte
von Sy S; mit 8,8, liegen. Zieht j
man nun durch 2 und € Pa-
rallelen zu A ¢ bezw. B, und
schneiden sich diese in #, so muf}
die Verbindungsgerade £ F durch
S gehen, und es mufl 8 =1s B I
sein, da ES =1sED, ES,
=13EC, $;8|| DF, 88| CF.
Denkt man sich aber 4 F und
BT gezogen, so wiirde der Schwer-
punkt eines Dreiecks A BF im
unteren Drittelspunkte von £ F
liegen, d.h. mit S zusammenfallen. Hiernach ist der Schwerpunkt
des Vierecks 4 BC D gleichbedeutend mit demjenigen des Dreiecks
ABF. Um ihn zu finden, ist es in diesem Falle wohl am ein-
fachsten, die Seite A B in drei -

gleiche Stiicke zu teilen (Fig. 163), g

DF | AC, CF| BD, GS||AF, P

HS || BF zu ziehen. ¢

Die Teilschwerpunkte S, bis '
S, in Fig. 162 haben also nur zur
Herleitung des Verfahrens gedient,
sind aber fiir die Ausfiihrung
unndtig.

Dies Verfahren riihrt von
Prof. Rob. Land (Zeitschrift des
Arch.- und Ing.-Vereins zu Han-
nover 1895, S. 451) her und kann auch fiir Trapeze angewendet
werden, da es ebenso einfach ist, wie die in Fig. 160 und 161
(S. 157) angegehenen Verfahren.

Die Dreiteilung von 4 B in Fig. 163 1aBt sich auch ent-

behren, wenn man den Schwerpunkt S des Dreiecks 4 BF nach
Fig. 156 bestimmt.

Fig. 162.
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Schwerpunkt des Kreisansschnittes. Schliefit der beliebige
Halbmesser A4 P (Fig. 164) mit der Mittellinie 4 den Winkel 9
ein und ist QA ein unendlich kleiner Aus-
schnitt vom Zentriwinkel ¢, so ist dessen
Fliche dF = tf2r-rdd; der Teilschwer-
punkt S, liegt um 2/3» von 4 entfernt und
hat die Abscisse AQ =2/s» cos 9. In
Gleichung 6, S.154 bedeutet d# freilich
ein nach zwei Richtungen unendlich kleines
Flichenteilchen, doch kann man als Bei-
trag des Sektors P@Q .4 zu dem statischen
Momente schreiben PQA - AQ. Dann ist

Fig. 164.

28 (' 2 :
Hog = = Scos Pd) = 3 3 8in o
8ed. ;

(

d il F=2 sk LSO
una, well =z B) =P,
2 sina
9 0 = e P —e—,
) R o

Fiir sehr kleines o ist @, = %/s», fiir die Halbkreisfliche mit
a=1m;

4

10) 2y = —

o ok . (rund 2
o = 0,424 » (rund */57). |

Schwerpunkt des Ringausschnittes. Der Ringausschnitt ist als
Unterschied zweier Kreisausschnitte der Halbmesser R nnd » anzu-
sehen. Ist S der Schwerpunkt des grofien Aus-
schnittes von der Fliche F, so ist 48 = ay;
S, sei der Schwerpunkt des kleinen Aus-
schnittes von der Fliche #, mit 4.8, — ay; F
sei der Ringausschnitt mit 4 S, = a;. Dann wird

Fay=Fy o, + Fyay, und zwar
FeRay Fy=ra; F,=(R—r"a.
== 4 R ﬂf; g = 72— r 222 und
é o i 3 o
2 R*Rsina —r’rsine 2 R®— Ssina

3 (R — %) « 3 RI— 1 u

Fig. 165.

11) .’IZ‘I o5
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Schwerpunkt der Kreisabschnittfliche. Der Abschnitt 7
bildet mit dem Dreieck A B.D = F, den Ausschnitt ABCD = F.
Die entsprechenden Schwerpunkts-Abscissen
geien A8, =, A8, = a5 A8 = a,.
Dann ist

Big. 166.

ﬁ‘177() = 1’11 ﬂfl *]”‘ .[(VQ (7,’2’
und zwar F=»r*a; F,=r’sina coS «;
! P/

F, = r* (o — sin o cos a);

2 sina 2 ;
By = sy iy = R D O und
F9e LR S A
r?o—r—— —rgin o coS o « —- 7 COS &
o o 3

r* (o — sin @ cos )

© 2 gina(l—cos®a) 2 7 8in® o

3 r?(z—sinacosa) 3 % (z—sin o cos a)

Es ist aber die Sehne BD =1 = 2rsina, also »sina=121
l3 3

mithin #;, = e 8—1”—1 =13 +

, wenn F, die Fliche des Abschnittes.

Man kann auch schreiben

2 sin® o
12) afvl = =17 '3 .
3 o —ginocosa

Fir o =27 wird der Abschnitt wieder zur Halbkreisfliche und
. o iy
¥ =5 %, wie vom Ausschnitte aus abgeleitet.

Schwerpunkt der halben Parabelfliiche. Die Parabel AC
(Fig. 167) habe "die Gleichung »* = 2 p a. Fig. 167.
Fir die Koordinaten des Endpunktes ¢ wird

(I
dann »* = 2 pa, und durch Division entsteht Y
P,
2 (
2/2 P ? b
b a ?
Die unendlich kleinen Teilchen des Streifens Q A
PQ =1y-dv haben gemeinsamen Abstand o <= g i
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von der 4 Y, konnen daher zu dem Beitrage v - d@ - @ zusammen-
gefafit werden. Die Fliche 4 BC = F ist

Ty R ) 92
”(ly da = ﬁj d'T—‘—/(*l-a 3— :“3“' (lbv

d. h. 2/3 von der Fliche des umschriebenen Rechtecks ab. Hier-
pach wird

2 g s
?abxo— ;y-d.z,- 17;5.@' dx
__%.Laa/’: zb 2
ok TR N
13) also ), = 3%/5a, unabhingig von b.

Zur Auffindung der Ordinate y, des Schwerpunktes trenne man
einen Streifen ab, dessen Teilchen den gleichen Abstand y von 4 B
haben (Fig. 168). Dann wird

2 b
gabwozj‘(a——m) dy - y;
0
dies wird wegen @ :a = y?:0%:

2
3 abY = blS(b'—y?)y°dy

b b
a
=p{b2§y°dy—(y3dy}
0 to

o &y
=—’)—2-{"§*_—4—}=T, mithin

3
14) yong.

Man hitte auch als Beitrag des Streifens y - da (Fig. 167)
zum statischen Moment in bezug auf 4 B die Fliche des Streifens
mit der Schwerpunktshohe '/zy multipliziert einfiihren konnen,
dann wiire

2 : W oy 1 82(° 152 g2 "ab?
P g i Kooy ?;:5“""’”’:?‘;?:7
entstanden.

Keck-Hotopp, Mechanik I. 1
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Die Koordinaten x;, und y, des Schwerpunktes S, der Er-
ginzungsfigur, welche die Parabelfliche zum Rechteck 4B €D erginzt
(Fiz. 169), findet man leicht, weil das Rechteck die Schwerpunkts-
Koordinaten @y = '/2a; y, = /20 hat:

@ - Ysab+3fsa - %sab = T2a-ab

Fig. 169,

19) &, = 3na.
Y Ysab+3sb-2sab="172b-ab
16) G 3/41)

S, 8 und S, liegen auf einer Geraden,
und es ist §§,=2-88,.

Schwerpunkt einer Kugelzonen-Oberfliche.  Der unendlich
kleine Teil der Oberfliche bei PQ (Fig. 170), entsprechend
einem Bogenteilchen ds des duBleren Kreises, hat die Grofle
dF=ds-2mx2. Nun bildet ds mit dy den-
selben Winkel 9 wie A P=»r mit AR =2 Fig 170.
Daraus folgt ds=dy:cos ¥ =dy-r:a und B
AdF = 2rndy, gleich einer Zylinderfliche
vom Halbmesser » und der Hohe dy. Diese
Zylinderfliche bei P, @, hat dann dasselbe
statische Moment wie die Kugelzonenfliche.
Daher mufl auch die ganze Zonenfliche
BCDE gleiche Fliche, gleiches Moment uni
gleiche Schwerpunktslage haben . it dem ent-
sprechenden Teile der die Kugel umschlieBen-
den Zylinderfliche. Da der Schwerpunkt der
Zylinderfliche in der Mitte der Mittellinie liegt. so liegt auch der-
jenige der Kugelzone in der Mitte von & . Die Rechnung fiihrt
zu gleichem Ergebnisse:

lya
2ra(ya—y) yo=2rzn\y-dy=rn(y:—y);
Pyl
17) ,’l/():y?_jz_yl-

Gleiches gilt von der Oberfliche der Kugelhaube.

Schwerpunkt des Korpers der dreiseitizen Pyramide. Durch
Schnitte, parallel mit der Grandfliche 4 B’ (Fig. 171) 1aBt sich die
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Pyramide in dreieckige Scheiben zerlegen, deren Schwerpunkte durch-
weg auf der Verbindungsgeraden zwischen der Spitze /) und dem
Schwerpunkte ¥ der Grundfliche liegen. Die Linie /26 enthilt daber
den Gesamtschwerpunkt S. Der Punkt &
wird erhalten, .indem man BC in X
halbiert, 4 % zieht und EG =13 FE A4
macht. Betrachtet man in gleicher Weise
BCD als Grundfliche, zieht D% mit
EI=13DE, so mull der Schwer-
punkt auch auf 4 A liegen. DG und
A H schneiden sich in S§. Weil E¢
=13 KA, EH='3ED,ist GH| AD
und = '/34 D. Daherist SGHoSDA,
SQ=138D =1YaGD. Teilt man also
dic Gerade von der Spitze nach dem Schwerpunkte der Grundfliche
in 4 gleiche Teile, so ist der der Grundfliche zunichst liegende
Teilpunkt der Schwerpunkt S. In demselben Verhiltnis 1:4 wie
SG G D stehen auch die Hohenlote Yo und A, von dem Schwer-
punkte S und der Spitze 1 auf die Grundfliche gefillt :

18) Yo="ah.

Auf analytischem Wege lifit sich die Lage des Schwerpunktes
ciner beliebig vielseitigen Pyramide, also auch eines Kegels, wie
folgt bestimmen.

Die Verbindungsgerade der Spitze I mit Fig. 172.
dem Schwerpunkte ¢ der Grundfliche enthilt :
den Kérperschwerpunkt S, dessen Abstand y;
von der Spitze zu bestimmen ist.
~ In bezug auf eine durch die Spitze der
Pyramide gelegte wagerechte Gerade als
Momentenachse gilt die Momentengleichung

Fig. 171,

Jh
V-g/.',:jdV-g/,

0
Worin y; den lotrecht zur Grundfliche ge-
messenen Abstand des Schwerpunktes von
der Spitze, d ¥ den Inhalt einer Blementar-
scheibe von der Dicke dy parallel der Grundfliche und v deren
Abstand von der Spitze der Pyramide bezeichnet.

il
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Man erhilt mit den sonst aus der Fig. 172 ersichtlichen
Bezeichnungen

9 N
= R e yllF dy s« alse = i: sy? cdy= ___F3 h,
v )
t'o

und damit aus obiger Momentengleichung
U

h 4
S dV-vw(F S 3 )_Fh_i

Yo =iy ;i—h ="V hs
Schwerpunkt des Halbkugelkiorpers. Schneidet man eine zylin-
drische Scheibe P @ (Fig. 173) vom Halbmesser y
im Abstand @ vom Mittelpunkt 4 heraus,so haben
deren Teilchen durchweg den gleichen Abstand 2
von der durch 4 gelegten yz-Ebene. Man kann
daher den Inhalt der Scheibe zu dV = 3?7 - da
zusammenfassen mit dem Momente d V- @
—=y’m-dw- 2, und hat:

W

Fig. 173.

23r3ma, = nSj/'-’.v - da.

&0

Um unter den Integralzeichen eine Differential-
funktion von @ zu erhalten, mnf} man y?= »?— @ setzen, dann wird

s rP by = JtS(r'-’ —~a* @ - dop= rz'njm ~da —n’j‘aﬂ dv
0 0 0
= gt — Lyt o= Yarta,  aleo
19) ' &y =Sy,

Satz von Pappus und Guldin. Die Lehre vom Schwerpunkte war
schon Archimedes (287—212 v. Chr.)
bekannt. Der alexandrinische Gelehrte
Pappus benutzte gegen Kinde des dritten
oder vierten Jahrhunderts n. Chr. die
Schwerpunkte ebener Kurven und Fli-
chen zur Berechnung von Umdrehungs-
flichen und -Korpern. Der betreffende
Satz wurde vom Jesuitenpater Gruldin
~aus St. Gallen 1635 n. Chr. weiter

verwertet und heiflt danach der Satz von Pdppus und Guldin.
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1. Dreht sich eine ebene Kurve 4 B (Fig.174) um eine in ihrer
Ebene liegende Achse ¢'D, so entsteht eine Umdrehungsfliche. Kin
Bogenteilchen ds mit dem Drehungshalbmesser « erzeugt eine Fliche
dF =ds-2na. Der Inhalt der ganzen erzeugten Umdrehungsfliche
ist daher

He= 2 \idg gy
Weil nun nach der Lehre vom Schwerpunkte (S. 153, Gl. 4)
Jds.x=sax, so wird

20) F:'2”|T03.

Darin bedeutet «, den Drehungshalbmesser des Sehwerpunktes S der
erzeugenden Kurve von der Linge AB

2. Dreht sich aber eine Xig. \%.
ebene Fliche um eine in ihrer
Ebene liegende Achse (Fig.175),
80 erzeugt ein Flichenteilchen
dF=da - dy mit dem Halb-

messer @ einen Kreisring vom Inhalte
AV = { @ d.z')Q—m?}n~ dy
=22 de-n dy=2n2x -dody=2nz-dF.
Der ganze Umdrehungskorper wird sonach V' = 2x (dF -, oder,
weil (8. 1564, GL 6) fdF-a = Fa,

21) V=l 87 gy
daher der Pappus-Guldin’sche Sata:

Der Inhalt einer Fliche, welche durch Drehung
¢iner ebenen Kurve um eine in ihrer Ebene liegende
Achse entsteht, ist gleich der Linge der Kurve mal
dem Drehungswege 2ma, ihres Schwerpunktes. — Der
Inhalt eines Korpers, welcher durch Drehung einer
- e¢benen Fliche um eine in ihrer Ebene liegende Achse
entsteht, ist gleich der Fliche mal dem Drehungs-
Wege ihres Schwerpunktes.

0

Beispiel 1: Dreht sich nach Fig. 176 ein Halbkreishogen um die Achse
CD, so ist nach S. 154

@ = a+ 2", mithin F=rn(a+2£)‘2n=2run2+4r“n

Der letste Summand ist die Kugeloberfliche, welche fiir @ = 0 entsteht.
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Durch Drehung der Halbkreisfliche entsteht ein Korper (Fig. 177)

V= 1'27:'27r(lL +

i e
2 3 ]

«
Der letzte Summand bezeichnet den Inhalt des Kugelkdrpers,
welcher fin @ = 0 entsteht.
Beispiel 2: Der Inhalt eines Umdrehungs-Paraboloides
(Fig 178) ist leicht zu finden zn
: o2 (¢ nba
V'j?lzﬂ'(?u’v nfa«g‘xdxt ey

Yo =
gleich der Hilfte des umschlieenden Zylinders. Daraus lifit
sich nun die Schwerpunkts-Ordinate y, der halben Parabelﬂacho
berechnen : Yoblaxw = sab2xy,,

mithin y, = */s b, wie auf S.161 gefunden.

15. Zeichnerische Ermittelung des Schwerpunktes
einer ebenen Fldche.

Man zerlegt die getrebene Fliche in Teile, deren Inhalte und
Schwerpunkte sich leicht be-
stimmen lassen, denkt sich in
den einzelnen Schwerpunkten
angreifend die Finzelflichen
als parallele Krifte, einmal
in einer, sodann in einer

anderen (etwa zur ersten IZ
senkrechten) Richtung wir- :
kend und bestimmt ver-
mittels je eines Kraft- und 4
Seilecks fir beide Kraft- } ;
richtungen die Richtungs- 2 L

2 s 1

linien der Mittelkraft. Beide
miissen den Schwerpunkt
der Gesamtfliche enthalten, der damlt (refunden ist.
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In Fig. 179 und 180 ist die in der beschriebenen Weise erfolgte
Ermittelung des Schwerpunktes je ¢iner aus einzelnen Rechtecken
bestehenden Fliche (etwa Profilflichen eiserner Triiger) dargestellt.
Die Schwerpunkte der Einzelflichen werden in den Schnittpunkten
der Diagonalen erhalten.

In Fig. 179 sind die als Kriifte gedachten Einzelflichen /), F,
und F; in den Teilschwerpunkten cinmal senkrecht und einmal wage-
recht angenommen. In Fig. 180 dagegen sind wegen des geringen

Fig. 180.

(48
I'' g
‘\/l 4
/A
/,’ N [I.I
% 5 A 1"2
// % / §%
! /7 \ / g A
7/
ot p iy ) F.
4 el /1/ h\/’/ /‘ ”I 1,4 ‘!j
\/y / /. // ~\:? —_[]"
oy T :
A Ll S s/ N
”// 3y | # Al
,«’, - I Vi T 1 /}‘S.? .
M- BR M L RERE
////////, 1;12 l \! - E ——ll ;7 Il
0’ B ; A
R e £ g NN s il
N | R et P i )
o I;v | \\” ! i |
I a & + \.\ i 3o il |
2 I v v
\I‘ 1 ai’l ﬁ:,}
iy

senkrechten Abstandes der Teilschwerpunkte S, und S,, um eine
klarere Figur zu erhalten, die Krifte #,, ¥, und ¥, cinmal senk-
recht und einmal in zweckentsprechender Neigung angenommen.
In beiden Fillen ist die Zeichnung eines Kraftecks nur fiir die
senkrechte Richtung der Krifte F,, ¥, und F, erforderlich, wenn
man die der zweiten wagerechten oder geneigten Kraftrichtung ent-
Sprechenden Seilecksseiten unter. gleichem Winkel gegen die Pol-
strahlen richtet. wie ihn die beiden Kraftrichtungen miteinander
einschlieBen, etwa 90° oder 45°.

In den Kraftecken erscheinen die Flichen als Krifte durch
gerade Linien ausgedriickt. Man hat sich daher bei Darstellung der-
selben zundchst iiber einen enstprechenden MaBstah zu entscheiden,
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indem man festsetzt, wieviel Flicheneinheiten durch eine Liingen-
einheit ausgedriickt werden sollen.  Driickt man beispielsweise
5 Flicheneinheiten durch eine Lingeneinheit aus, so wiirde ein
Rechteck von 10 ™ Linge und 2 ‘™ Breite durch eine Linie von
102 g a5
05 =4 ™ Linge darzustellen sein, d. h. alle Flichen sind in
Rechtecke von derselben Giundlinie 5 °™ zu verwandeln und als
Krifte durch die entsprechenden Hohen darzustellen. Bei der
zeichnerischen Behandlung kann man ohne Ricksicht auf bestimmte
Einheiten fiir alle Einzelflichen, als Rechtecke

gedacht, eine Grundlinie von beliebiger Linge Fig. 18:

a annehmen und nach Mafigabe der Fig. 181 B\ i3

die entsprechende Hdhe durch Zeichnung er- %

mitteln. Ist A BOD die gegebene Teilfliiche, e i
| \ “\

AE = a die gewihlte Grundlinie, so ist, wenn 1
man E mit B verbindet und durch D DF|| EB " 1
zieht, A F' die die Fliche darstellende Hohe A, _l .\ g
denn es ist AD: AE=AF : A B und daher D J
AD-AB=AE-AF=a-h. e

Ist die Fliche, von welcher der Schwerpunkt zu bestimmen ist,
krummlinig begrenzt, so hat man sie in Streifen von so geringer
Breite zu zerlegen, dal} diese mit geniigender Genauigkeit als
Rechtecke angesehen werden konnen

16. Arbeit der Schwerkrdfte an einer beliebigen
Massengruppe.

Der Schwerpunkt wurde im vorhergehenden als der Mittelpunkt
der Schwerkrifte eines starren Korpers oder sonstiger, iiber die
Masse eines starren Korpers gleichmiBig verteilter Massenkriifte
gleichen Sinnes bezeichnet. Aber auch fiir Korper veriinderlicher
Form, ja selbst fir beliebige Gruppen von Massen (mit oder ohne
gegenseitige Verbindung) nennt man den irgendeiner gegenseitigen
Lage der Massenteilchen entsprechenden Punkt mit der Eigenschaft:

Z'nz X A\r' M’l:l/ 27’)’] 4
= g Ty et g e
0 a\m 0 27[0,

v
2m
den Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt.

ol 1|
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Sind m,, mg, ... m, (Fig. 182) einzelne Massenpunkte oder
einzelne starre Korper, die zusammen einen starren, oder einen der
Form nach veriinderlichen Korper oder eine beliebige Massengruppe
bilden, und wirkt auf diese die Schwere in der Richtung der
2-Achse, so verrichtet die Schwere bei einer
unendlich kleinen Verriickung, bei der sich
cin Massenteil 7 so bewegt, da » und d:
zunimmt, eine Arbeit mg - dz. Die Arbeits- -
summe der Schwerkrifte an allen Massen- ,91
teilchen ist dann

dU =g (mdz +mgdzy+ ... +mdz)=g2m-dz.

Fig. 182.
B1§ iy i%G gin
! g m @

My

Nun ist aber m 2z, +mgzg+ ... +me =2mz=z,2m, also,
weil bei einer Verriickung die Massen m unverinderlich, die
z-Werte aber verinderlich, Xm - dz = dzy 2'm; mithin ist

22) dU =g dzy2Zm =dzZmyg.

Die Arbeitsumme der Schwerkrifte an einer
beliebigen Massengruppe berechnet sich gerade so,
als ob die ganze Masse 2m der Gruppe in ihrem
Schwerpunkte zu einem Massenpunkte vereinigt
wire.

17. Der Satz d’Alemberts.

Auf Seite 33 wurde dargetan, dafl ein Massenpunkt m, der
einer Beschleunigung p unterliegt, dieser, seiner triigen Natur
mifolge, einen ,Triigheitswiderstand“ —m - p entgegensetzt und dafl
die zur Erzeugung der Beschleunigung p erforderliche Kraft K
jenen Widerstand iiberwinden, ihm also entgegengesetzt gleich sein
mufl, K= m-p. Beide, die beschleunigende Kraft K und der zu
iiberwindende Triigheitswiderstand — m - p, erfiillen also in ihrer
Wirkung und Gegenwirkung die Bedingung fiir das Gleichgewicht
von Kriiften an einem Punkte. Tritt an Stelle des einzelnen Massen-
punktes eine Gruppe von Massenpunkten, die starr miteinander
verbunden, oder gegeneinander beweglich sein mogen; und fithrt
ein solcher ,starrer Korper* oder eine bewegliche ,Massengruppe*
unter der Wirkung von unter sich nicht im Gleichgewicht stehenden
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duBeren Kriften irgendeine Bewegung aus, so wird jeder der
Massenpunkte in jedem Augenblicke eine bestimmte Beschleunigung
erfahren.  Richtung und Grofe derselben werden fiir die einzelnen
Massenpunkte im allgemeinen verschieden sein; jeder derselben
aber setzt seiner Beschleunigung einen Triigheitswiderstand — i p
entgegen. Und es liflt sich der Satz nachweisen:

Die Gesamtheit oder die Gruppe aller Trigheits-
widerstinde (Erginzungskrafte) an einem starren
Korper oder einer Massengruppe erfillt mit der
Gesamtheit oder der Gruppe aller angreifenden Krifte
die Bedingungen fir das Gleichgewicht von Kriften
an einem starren Korper.

Der Nachweis dieses von d’Alembert (L1717 —1783) im Jahre
1743 in etwas anderer Fassung aufygestellten Satzes liflt sich wie
folgt fithren :

Greift an einem Punkt in des starren Korpers oder der Massen-
grappe (Fig. 183) eine dulere Kraft A an, so wiirde der Punkt,
wenn cr frei wire, im Sinne von K
eine Beschleunigung A :m erfahren. Die
iibrigen Punkte der Massengruppe werden
aber ebenfalls auf die Bewegung von m
einwirken, also Krifte, die sog. inneren
Krifte, auf m ausiiben, deren Mittel-
kraft S sein moge. Durch S ist der
Einflu} der iibrigen Punkte villig aus-
gedrickt; nach Anbringung dieser Kraft verhiilt sich also der
Punkt m wie ein freier. Nennt man daher p die wirkliche Be-
schleunigung des Punktes m, so muB die dazu erforderliche

Kraft mp die Mittelkraft aus K und S darstellen, oder man
kann schreiben

Fig. 183.

iy = G

Der Trigheitswiderstand (Ergénzungskraft) —mp des Massen-
punktes erfillt mit der Kraft mp oder ihren Seitenkriiften & und S
die Bedingung fiir das Gleichgewicht von Kriiften an einem Punkte,
ausgedriickt durch die Beziehung K, S, (— mp) == 0. Rine glelche
Beziehung gilt fiir jeden Punkt der Massengruppe..
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Die Gruppe der simtlichen Triigheitswilerstinde (Erginzungs-
krifte) [—mp]| (mit der eckigen Klammer als Gruppenzeichen)
erfiilllt mit den beiden Gruppen der dufleren Krifte [ K| und der
inneren Krifte |S| die Bedingungen fiir das Gleichgewicht von
Kriften an starren Korpern.

Wenn man also die drei Kriftegruppen [— mpl, [K], [S]
nach den Lehren iiber die Zusammensetzung der Krifte an starren
Korpern zu einer Mittelkraft 2 und einem Achsenmoment It ver-
einigt, so miissen B und M gleichzeitig Null werden. Die inneren
Krifte (Spannkrifte) S wirken aber zwischen je zwei Punkten pach
dem Gesetze der Wechselwirkung gleich und entgegengesetzt und
heben sich daher bei der Zusammensetzung aller Krifte zu je
zweien auf, so dafl die Gruppe der inneren Krifte [ S| {iberhaupt
verschwindet und [K], [— mp] =0 ist.

Es mag hier aber ausdriicklich hervorgehoben werden, daf es
sich dabei lediglich um die nachgewiesene Wechselwirkung zwischen
der Trigheit des Korpers oder der. Massengruppe und den an-
greifenden Kriften handelt, die dauernd einander entgegengesetst
gleich sind; eine Tatsache, die nicht mit dem Gleich-
gewicht des Korpers verwechselt werden darf.

Mit Hilfe des vorstehenden Satzes lafit sich leicht die Frage
beantworten, unter welcher Bedingung ein starrer Kérper eine rein
fortschreitende Bewegung, sog. Verschiebung, ausfithren
kann. Bei einer Verschiebung haben alle Punkte des Korpers in
Jedem Augenblicke gleiche Geschwindigkeit und Beschleunigung;
nennt man die gemeinsame Beschleunigung p, so verteilen sich die
Trigheitswiderstinde (Erginzungskrifte) [— mp]| gleichmiBig iber
dic Masse des Korpers. Ihre Mittelkraft — M - p mufl durch den
Schwerpunkt des Korpers gehen und nach dem d’Alembertschen
Satze muf} auch die Mittelkraft der angrelfenden Krifte durch diesen
Punkt gerichtet sein.

Erkennt man also, daf} ein Korper eine reine Verschiebung
erfihrt, so kann man daraus schliefen, daf die Mittelkraft aller
auf ihn wirkenden iuBeren Kriifte durch den Schwerpunkt gehen
und von der Grofle + M- p sein muBl. Umgekehrt geniigh aber das
Wirken dieser Kraft noch nicht zur Erzeugung einer Verschiebung,
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sondern es ist dazu noch erforderlich, daf@ der Korper auch zu
Anfang keine Drehbewegung hatte.

18. Satz von der Bewegung des Schwerpunktes.

Der in beschleunigter Bewegung begriffene Korper oder die
Massengruppe werde auf ein dreiachsiges rdumliches Koordinaten-
system bezogen (Fig. 184). Ein Massenpunkt »» von den augen-
blicklichen Koordinaten #, v und z erfahre in irgendeiner Richtung
eine Beschleunigung p, die
man sich durch ihre Seiten- Fig. 184.
beschleunigungen p_, p und p,
in den drei Achsrichtungen
ausgedriickt denken kann. Der
Massenpunkt setzt dann in den
drei Achsrichtungen seiner Be-
schleunigung die Trigheits-

widerstinde — p_m, —p,m )
und — p_m entgegen, wobei

h d’a
man nach S. 15 p = T
p == ey und £ t Y/
=0 P, = setzen

kann. Die Summen der Trigheitswiderstinde in den drei Achs-
richtungen sind daher

1) y

*m.

Sind X=2K-cosa, Y=2K-cosp und Z=2K-cosy
die Summen der Komponenten der #uBeren Krifte in den drei
Achsrichtungen, so fiibrtnach d’Alembert die Gleichheit der Wirkung
der duBeren Krifte und der Gegenwirkung der Triigheitswiderstiinde
zu den Gleichungen

2) 2—=——m=X, L'le—Y und 2
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Nach der Lehre vom Schwerpunkte ist ferner
3 M-zg=2m-2, M yy=2m-y und M-2,=2m -z,

worin M die Masse des ganzen Korpers oder der Massengruppe,
x5y Yo und z, die Koordinaten des Schwerpunktes derselben sind.

«

Durch zweimalige Differention beider Seiten der Gleichungen 3
in bezug auf die mit der Zeit verdnderlichen Koordinaten nach der
Zeit folgt
diwy o d*e dry d _/ R

R
==

dt mae T < an ae’

4) M.

Die Gleichungen 2 und 4 endlich ergeben, wenn man be-
achtet, daf
dzxn dQ.?/O L3 dZZO

== = d =
de Pt g T P ez~ oo

die Seitenbeschleunigungen des Schwerpunktes eines Kérpers in den
drei Achsrichtungen sind,

5) M- p, =X, M-p =Y und M-p, = Z.

Also: Der Schwerpunkt eines Kdrpers oder einer
beliebigen Massengruppe wird gerade so beschleunigt
und bewegt sich genau so, als ob die ganze Masse
des Koérpers oder der Gruppe in ihm vereinigt wire
und als ob simtliche duBere Krifte (parallel ver-
schoben) an ihm wirkten. Die inneren Krifte haben
hiernach auf die Bewegung des Schwerpunktes keinen
Einflug.

Durch diesen Satz bekommt die Mechanik des Massenpunktes
eigentlich erst ihr grofles Anwendungsgebiet. Da es einen ein-
zelnen Massenpunkt von verschwindend kleinen Abmessungen in
aller Strenge nicht gibt, so konnte es bisher scheinen, als ‘b die
Lehren von der Bewegung des Massenpunktes fir die Anwendung
ziemlich wertlos seien. Aus vorstehendem Satz aber erkennt man,
daf} die Lehre von der Bewegung des Massenpunktes auch
fir Korper ihre Bedeutung hat, insofern sie die Bewegung des
Schwerpunktes richtig darstellt Kine auflerdem etwa noch
vorkommende Drehung um den Schwerpunkt kann dann noch

gohere

\a '\\-\
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besonders untersucht werden und bildet eine Ergénzung oder Ver-
vollstindigung der ganzen Aufyabe, nicht aber eine Berichtigung.
In vielen Fillen kann man auch auf diese (hiufig schwierige)
Erginzung der Losung verzichten und sich mit der Kenntnis der
Bewegung des Schwerpunktes begniigen.

Bin Kriftepaar wird bei der Verschiebung der Krifte an den
Schwerpunkt zwei Kriifte liefern, die sich aufheben. Krifte-
paare haben hiernach keine Einwirkung auf die
Bewegung des Schwerpunktes, sondern beeinflussen nur
die Drehung des Korpers um den Schwerpunkt.

19. Satz der Arbeit.

Auf einen Massenpunkt eines Korpers wirkt anfler der dufleren
Kraft K eine innere Kraft S. Diese verrichten bei einer Bewegung
des Korpers die Arbeiten 2, und ;. Sind ¢ und » Anfangs- und
Endgeschwindigkeit des Punktes, so gilt fiir den Massenpunkt
Yomv? —1ame? = Ay + W;, denn an dem Massenpunkt m kann
(nach S.45) fir die Arbeit der Mittelkraft aus K und S ohne
weiteres die Arbeitssumme der Einzelkriifte gesetzt werden. Stellt
man diese Gleichung fiir simtliche Massenpunkte auf, so ergibt
sich durch Zusammenzihlen:

1) 2lame? — Xlame? = 2, + 2'U;.

Oder die Zunahme des ganzen Korpers an Arbeitsvermigen ist
gleich der Arbeitssumme der duBeren und der inneren Kriifte.
Es 1iBt sich zeigen, dall die Arbeit der inneren Kuiifte fiir einen
starren Korper Null ist.

Die inneren Kriifte treten Fig. 185.
zwischen je zwei® Massenpunkten n
paarweise gleich und entgegen- Y ——— TNy
gesetzt auf.  Betrachten wir ein >
Paar solcher Massenpunkte » und ‘ 24

m, (Fig. 185) mit den inneren
Kriften S, welche beispielsweise
gegenseitige Anzichungskrifte sein mogen, und nehmen wir an, daf
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sich die Punkte um ds bezw. ds, bewegen. Zerlegen wir dann die
Krifte S in X, Y, Z; ds in dic Projektionen da, dy, dz;
ds;, in da,, dy,, dz;, so wird an m die Arbeit verrichtet:
Xde + Ydy + Zd:, an m; aber — (Xdz, 4+ Ydy, + Zdz).
Die Arbeitssumme an beiden Punkten ist also

dA; = —{)(- d@—a)+Y doy—y +7Z-d (zl*z)}.

Bildet aber 8 mit den Achsenrichtungen die Winkel «, £, », so
ist, wenn @, v, 2z bezw. 2, y,, £ die Koordinaten von m und m,,
« ihre Entfernung:

R0 g el WS R
a
1
Y= 8cos f=48 /'a"’

i

Z:Scosy:S—{

Daher kann man schreiben:

AUy = =~ ;%d{(wl — @) + (1 —9)? + @ — 2)°},  oder,
“weil #, —a, y; —y und z —z die drei Projektionen von a:
e %d g —»%211 vida=~~58:da,

Ist also der Abstand « der beiden Punkte veriinderlich, so
verrichten die inneren Kriifte S eine Arbeit; dies wird gelten fiir
clastisch-feste Korper, die withrend der Betrachtung® ihre Form
indern. Fiir stavre Korper aber ist da = 0, mithin auch
AU = 0. Also:

Bei starren Kdérpern ist die Zunahme an Arbeits-
vermdigen gleich der Arbeitssumme der éinBeren Krifte

2) SVymu? —Z;me? = 2y,

Hatte ein starrer Korper zu Anfang keine Bewegung, war die
Geschwindigkeit aller Punkte Null und iberlifit man ihn der
alleinigen Einwirkung der Schwere, so fiihrt er (nach 8. 173) eine-
lotrechte Verschiebung aus, bei welcher der Schwerpunkt und somit
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auch jeder andere Punkt ecine lotrechte, gleichformig beschleunigte
Fallbewegung hat. Die Arbeit der Schwerkrifte richtet sich (S. 169)
allein nach der Senkung % des Schwerpunktes und betrigt Mgh.
Da in einem Augenblicke simtliche Punkte dieselbe: Geschwindig-
keit haben, so ist einfach /2 Mv*—1'faMc* = Mgh, genau wie
beim Massenpunkte.

Wird der Korper aber in schriiger Richtung so fortgeworfen,
dal zu Anfang die Bewegung ebenfalls ohne jede Drehung erfolgt,
daf} also simtliche Punkte die gleiche Geschwindigkeit ¢ haben, so
muf} (unter Vernachlissigung des Luftwiderstandes) die weitere Be-
wegung ebenfalls eine Verschiebung sein, und zwar wird der Schwer-
punkt, und damit jeder andere Punkt, die Wurfparabel (8. 50)
beschreiben, genau wie ein einfacher Massenpunkt.
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II. A. Gleichgewicht starrer Korper.

1. Gleichgewichtshedingungen.

Man bezeichnet einen Korper als im Gleichgewichte befindlich,
wenn seine simtlichen Massenpunkte im Gleichgewichte sind, d. h.
eine geradlinig-gleichformige Bewegung ausfithren, oder (als Sonder-
fall) in Ruhe sind; in letzterem Falle haben sie weder Geschwindig-
keit noch Beschleunigung.  Solcher Gleichgewichtszustand besteht
offenbar, wenn der Kérper cine gleichformige uhd geradlinige Ver- -
schiebung erleidet, und zwar ist eine derartige Verschiebung auch
die einzige Moglichkeit des Gleichgewichtes. Man konnte vielleicht
meinen, daf} die Punkte eines Korpers sich auch geradlinig bewegen
konnten, ohne daf} diese Bahnlinien notwendig einander parallel
sein miifiten, doch laBt sich zeigen, daf} dies bei starren Kérpern
nicht moglich ist.

Denkt man sich den Punkt B (Fig. 186). lings einer Geraden
A4Y, den Punkt € lings einer Geraden 4 .X rrefuhlt und haben
B und ¢ eine unveriinderliche Entfernung,
so wird ein Dbeliebiger Punkt P der Ver- Hig- 186,

bindungsgeraden, der von B und ¢ um «

bezw. b absteht, eine Ellipse beschreiben.
Nennt man némlich die auf 42X und

AY bezogenen schiefwinkligen Koordinaten

des Punktes P @ und y, setzt A B —y = u,

AC— g = v, s0 ist in dem Dreiecke BPQ, e oy

Ferner ist nach der Figur w : y = a: b; setzt man dies ein, so wird

A

a¥=u?4 22— 2ua cos a.

o
a~ [
al= I-;:'/Q +x'~’——21—yxcos oy
) )
y o o
: NS Yy @ -
oder s LA T Al BT W
b? x P Sl T

Dies ist die Gleichung einer Ellipse. Fithrt man also 2 Punkte’
A und B eines starren Korpers in nicht parallelen Geraden, so

’ .. D]
Keck-Hotopp, Mechanik I. 12
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bewegen sich die sonstigen Punkte der Geraden A B nicht in
geraden Linien. Nur wenn die Fiihrungslinien der Punkte 4 und B
parallele Gerade sind (Fig. 187), beschreibt auch jeder andere
Punkt der A B eine Geerade. Ein Korper ist also nur im Gleich-
gewichte bei einer gleichformig-geradlinigen
Verschiebung oder beim Ruhezustande
(Verschiebung mit der Geschwindigkeit und Be-
schleunigung Null). Hierbei haben alle Massen-
punkte die Beschleunigung Null, es sind mithin
alle Erginzungskrifte Null. Nach dem Satze
d’Alemberts (S. 169) miissen sich also simtliche
duBere Krifte schon unter sich allein aufheben.

Fig. 187.

Umgekehrt folgt aber aus dem gegenseitigen Aufheben der
iuBeren Krifte noch nicht, daB der Korper im Gleichgewichte sei;
vielmehr muf} dazu aullerdem noch die Bedingung erfiillt sein, dal
der Korper auch zu Anfang keine Drehbewegung hatte. Ist im
Anfange Ruhe oder gleichformige geradlinige Verschiebung, also
Gleichgewicht, vorhanden, so wird dieses andauern, solange sich die
dulleren Kriifte aufheben. Etwaige #ufere Krifte lassen sich am
starren Korper auf eine Mittelkraft 2 und ein Achsenmoment m
zuriickfithren; und weil 2 und I im allgemeinen nicht vereinigt
werden konnen, so ist Zum Aufheben der gegebenen Krifte er-
forderlich, dafl gleichzeitic R =0 und M =0 sei, und dies ist
nach Gleichung 1, 2, 3, 4, 6 (8. 142) nur moglich, wenn

1) 2Keosa=0; 2) SKeosf=0; 3) ZKeosy= 0;
4) M, = 0; H) M, = 0: 6) M. = 0.
Mit Riicksicht auf die Bedeutung von 9, usw. nach S. 144 kand
man also aussprechen:

Die an einem starren Korper wirkenden Krifte heben sich auf,
wenn in bezug. auf ein beliehiges Achsenkreuz

1. die algebraische Summe der bei rechtwinkliger Zerlegung
parallel zu jeder Achsenrichtung fallenden Seitenkrafte Null it
und wenn zugleich

2. die algebraische Summe der Momente der Krifte in bezu8
auf jede der Achsen Null ist.

~ Handelt es sich um eine Gruppe von Parallelkriften, s V¢~
mindert sich die Zahl der Gleichgewichtshedingungen von sechs
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auf drei. Legt man niimlich eine der Koordinatenachsen, etwa die
Z-Achse, in die Richtung der Krifte, so treten die Seitenkriifte in
den Richtungen der beiden anderen Achsen nicht auf; zwei der
Gleichungen 1 his 3, etwa Gl 1 und 2, verschwinden. Gleichzeitig
haben die Krifte in bezug auf die ihmen parallele Achse kein
Moment. Es verschwindet eine der Gleichungen 4 bis 6.

Die Gleichgewichtsbedingungen fiir Parallelkrifte im Raume
lauten danach: Es miissen die Summe der Krifte Null
und die Summe ihrer Momente inbezug auf zwei
die Kraftlinie rechtwinklig kreuzenden Achsen
je gleich Null sein.

Liegen die Krifte durchweg in derselben Ebene und wiihlt
man diese zur wy-Ebene, so fillt die Gleichung 3 (S. 142) aus,
weil in der z-Richtung iiberhaupt keine Seitenkriifte sich ergeben;
auch die Momentengleichungen 4 und 5 fallen fort, weil die in
der 2y -Ebene liegenden Kriifte in bezug auf die - und y-Achsen,
Welehe mit ihnen in derselben Ebene liegen, keine Momente haben
(8. 107). M. bedeutet dann die Momentensumme fiir einen be-
licigen Punkt der Krifteebene. AuBerdem wird noch cos S = sin ,
und es verbleiben die drei Bedingungen (vergl. auch S.117):

N YKcesa—0; SKsina=0; M —IKi=0.
Liegt gie @-Achse wagerecht, die y-Achse lotrecht, so heiflen die
Bedingungen in Worten:

Die algebraische Summe aller wagerechten Seiten-
krifte, die algebraische Summe aller lotrechten
Scitenkrifte und die Momentensumme fiir einen be-
liebigen Punkt der Ebene miissen Null sein.

i Die graphischen Merkmale fiir das Gleichgewicht sind nach
S.133 ein schlieBendes Krafteck und ein schlieBendes
¢ileck,

Sind die in einer Ebene liegenden Kriifte einander parallel und
Wablt man die Y- Achse in der Richtung der Krifte, so entstelien
n der Y-Richtung keine Seitenkriifte, die zweite der Gleichungen
fillt qyq und es bleiben nur zwei Gleichgewichtshedingungen,
Mmlich: Bs mgssen die Summe aller Krifte und die
Summ ihrer Momente in bezug auf irgendeinen Punkt

der Kraftobhene gleich Null sein.
12%
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2. Gleichgewicht festgehaltener oder gestiitzter Korper.

Wird ein starrer Korper, auf den miteinander nicht im Gleich-
gewicht stehende Kriifte einwirken, in irgendeiner Weise festgehalten
oder gestiitzt, so hat die Befestigung bezw. haben die Stiitzen
Widerstandskriifte oder ,,Widerstinde* auf den Korper auszuiitben,
die den angreifenden Kriiften gegeniiber das Gleichgewicht aufrecht
erhalten, mit ihnen zusammen die Gleichgewichtshedingungen er-
fiillen.

Zur Bestimmung der von den Stiitzen zu leistenden Wider-
stiinde, der ,Stitzwiderstinde“, werden die Gleichgewichts-
bedingungen bezw. die diese ausdriickenden Gleichungen benutzt.
Ist die Befestigung des Korpers derart, dafl die eindeutige® Be-
stimmung der Stitzwiderstinde mit Hilfe der statischen Gleich-
gewichtshedingungen geschehen kann, so sagt man, der Korper
befindet sich im statisch bestimmten Gleichgewichts- oder
Stiitzzustande.  Gelingt die Bestimmung der Stiitzwiderstinde mit
Hilfe der statischen Gleichgewichtshedingungen nicht, so nennt man
den Stiitzzustand statisch unbestimmt.  Damit also der
Stiitzzustand eines Korpers statisch bestimmt sei, darf die Zahl der
Unbekannten, durch welche die Stiitzwiderstiinde bestimmt sind, nicht
grofer sein, als die Zahl der verfiigharen Gleichgewichtsbedingungen
oder Bestimmungsgleichungen. Bei beliebigem Kraftangriff im Raume
nicht groBer als sechs, bei solchem in der Ebene nicht grifler als
drei. Ist die Zahl der Unbekannten grifer, so ist der Stiitzzustand
des Korpers statisch unbestimmt, und zwar je nachdem die Zahl der
Unbekannten diejenige der verfiigharen Gleichgewichtsbedingungen
um eins, zwei oder mehr ibertrifft, ein-, zwei- oder mehrfach
statisch unbestimmt.

Ist die Stiitzung des Korpers derart, daB die Zahl der die
Stiitzkrifte bestimmenden Unbekannten kleiner ist, als diejenige der
zu erfilllenden Gleichgewichtshedingungen, so konnen letztere durch
die Statzwiderstinde nicht alle erfiillt werden. Der Korper befindet
sich nun im Stitzzustande des bedingten Gleichgewichts,
insofern néimlich, als jetzt nur Gleichgewicht moglich ist, wenn
die angreifenden Krifte unter sich gewisse Bedingungen des durch
die Stiitzen nicht gesicherten Gleichgewichtes erfiillen. Damit also
der Gleichgewichtszustand eines gestiitzten Korpers jedem beliehigen
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Kraftangriff gegeniiber ein unbedingter und gleichzeitig ein
statisch bestimmter sei, darf die Zahl der Stiitzunbekannten
weder kleiner, noch grifer sein als die Zahl der zu erfiillenden
(ileichgewichtsbedingungen.

Es lif}t sich aber zeigen, daf} auch, wenn beide einander gleich
sind, dennoch unter gewissen, von der Art der Stiitzung abhiingenden
Umstinden der gestiitzte Korper gleichzeitig im Zustande nur
bedingten und statisch unbestimmten Gleichgewichtes
sich befinden kann.

Bevor auf diese Verhiltnisse weiter eingegangen wird, mogen
in folgendem zuniichst die hauptsichlich in Frage kommenden Stiitz-
arten besprochen werden.

a) Das riumliche Stiitzproblem.

Wird der zu stiitzende Korper von beliebig im Raume gelegenen
Kviften angegriffen, so kommen im einzelnen folgende Stiitzarten
oder Stiitzelemente in Betracht:

1. Das réiumliche feste Stiitzgelenk. Hs entsteht,
wenn ein Korper in einem Punkte A4 (Fig. 185) unverschieblich dreh-
bar festgehalten wird. Der Widerstand W, den es zu leisten vermag,
kann beliebig gerichtet und von be-

liebiger Grofe sein. Er ist wie eine Fig. 185.
durch einen gegebenen Punkt gehende 7

Kraft durch drei Stiicke, nimlich durch |
zwei Winkel und seine Grifle oder
durch seine Seitenkrifte W,, W, und
W, in drei Achsrichtungen bestimmt. —
Das ritumliche feste Stiitzgelenk ver-
mag drei Gleichgewichtshedingungen
zu erfilllen, weil es Widerstinde W,,
W, und W, in drei Achsrichtungen
leisten kann. Es soll daher als statisch dreiwertig be-
zeichnet und hinfort durch Angabe der drei Widerstinde und durch
doppelte Umkreisung des Punktes [@] (Fig. 185) figiinlich dargestellt
werden.

2. Das nach einer Geraden verschiebliche rium-
liche Stitzgelenk. Hs entsteht, wenn ein Korper in einem
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Punkte derart drehbar festgehalten wird, daf} er sich nur in einer
Richtung fortschreitend bhewegen kann (Fig. 186). Der Widerstand,
den es zu leisten vermag, kann nur in einer Ebene liegen, die
senkrecht zu der Richtung seiner Ver-

schieblichkeit ist. Fillt diese z. B., wie Fig. 186.

in Figur 186 angenommen, mit der - 7
Richtung zusammen, so kann der Stiitz-
widerstand nur in der ZY-Ebene liegen.
Er ist hier durch zwei Stiicke, einen
Richtungswinkel und seine Grife . oder
durch zwei Seitenkriifte W, und W, be-
stimmt. Das nach einer Geraden ver-
schiebliche riumliche Stiitzgelenk vermag
zwei Gleichgewichtsbedingungen zu er-
filllen; es ist statisch zweiwertig und soll durch Angabe
der Widerstinde, die es in zwei Richtungen leisten kann und sonst
wie in Fig. 186 dargestellt werden.

3. Das nach einer Ebene verschiebliche riium-
liche Stiitzgelenk (Fig. 187). Es kann einen Stitzwiderstand
nur in einer Richtung, nimlich senkrecht
zu seiner Verschiebungsebene leisten. Fillt
diese z. B. mit der X'Y-Ebene zusammen,
g0 ist nur ein Widerstand W, in der Z-
Richtung moglich. Dieses Stiitzgelenk kann
nur eine Gleichgewichtshedingung erfiillen,
es ist statisch einwertig und soll
durch Angabe eines Widerstandes, den es
leisten kann, wie in Fig. 187 dargestellt
werden. ¥

Fig. 187.

4. Die rdumliche feste Einspannung (Fig 188).
Sie entsteht, wenn ein Korper in einer Ebene (a, b, ¢, d) un-
verschieblich und gegen jede Drehung festgehalten wird. Eine
solche Befestigung schliefit jede Bewegungsmoglichkeit aus, hilt
den Korper gegen jeden Kraftangriff im Gleichgewicht; sie ist
statisch sechswertig. Die sechs Stiitzwerte sind je ein
Widerstand W,, W, und W, in drei Achsrichtungen und je ein wider-
stehendes Moment M., M,, und M, . in bezug auf drei Achsen.
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Durch geeignete Auswahl und Anordnung der unter 1 bis 4
bezeichneten Stiitzelemente lift sich fir jeden Kérper immer ein
Stiitzzustand unbedingten und statisch bestimmten
Gleichgewichtes herbeifiihren. Damit ein solches entstehe, muf} die
Summe der von den angewandten Stiitz-
elementen geleisteten Kinzelstiitzwerte gleich
sechs und miissen die Stiitzen aufllerdem so
angeordnet sein, dafl jeder Stitzwert fiir sich
selbstiindig eine bestimmte Bewegungs-
moglichkeit des Korpers verhindert, derart, -
daf’ ohne sein Vorhandensein die eine
bestimmte Bewegung eintreten wiirde.
Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt
sich aus der Erwigung, dal} die Grofie
eines jeden der sechs Stiitzwerte durch die
bezeichnete selbstiindige Zweckerfiilllung direkt und eindeutig be-
stimmbar ist.

Die nach vorstehendem fiir jeden Stitzwert sich ergebende
selbstiindige statische Zweckerfillung liegt auch dann vor, wenn eine
Bewegungsmoglichkeit zwar von zwei Stiitzwerten gemeinsam ver-
hindert wird, einer derselben aber schon durch eine anderweite
Zweckerfiillung eindeutig festgelegt ist.

Die Tatsache einer selbstindigen Zweckerfilllung der einzelnen
Stiitzwerte ist freilich nicht fiir jede statisch bestimmte Stiitzung
immer ohne weiteres leicht erkennbar. Je klarer aber die bauliche
Anordnung der Stiitzen getroffen ist, um so leichter wird das der
Fall sein.

Gelingt es nicht, nach vorstehendem unmittelbar aus der
Wirkungsweise der einzelnen Stiitzen den vorliegenden Stiitzzustand
eines Korpers als einen solchen unbedingten und statisch bestimmten
Gleichgewichtes zu erkennen, so liBt sich mit Hilfe der allgemeinen
Gleichgewichtsbedingungen auf analytischem Wege immer ein sicheres
Urteil gewinnen. Ist die eindeutige Losung der den Gleichgewjchts-
bedingungen entnommenen Gleichungen moglich und ergibt sie fiir
jeden einzelnen Stiitzwert eine endliche Grofe, so ist stets un-
bedingtes und statisch bestimmtes Gleichgewicht vorhanden. Gelingt
dagegen eine solche eindeutige Losung nicht, oder ergibt sich irgend-
ciner der Stiitzwerte als unendlich groB, so ist der Stitzzustand

Fig. 188.
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statisch unbestimmt und gleichzeitig ist nur fiir einen bedingten
Kraftangriff Gleichgewicht maglich.

In folgendem mdgen nun beispielsweise einige Unterstiitzungs-
arten starrer Korper besprochen werden.

Der in Fig. 189 dargestellte Korper ist in 4 durch ein festes
(dreiwertiges), in B durch ein in der .X-Richtung verschiebliches
(zweiwertiges), in €' durch ein in j
der X'Y-Ebene verschiebliches (ein- Fig. 189.
wertiges) Stiitzgelenk festgehalten.

Der Korper ist im unbedingten
und statisch bestimmten Gleich-
gewicht; denn die einzelnen Stiitz-
werte erfiillen selbstiindig folgende
statischen Zwecke: Es verhindert
W.. Verschiebung in der .X-Rich-
tung, W,, Drehung um die Lotrechte
durch B, W,. Drehung um die
Gerade BC, W;, Drehung um die
Z-Achse, W,, Drehung um die Gerade A4C, W, Drehung um
die X-Achse.

Sind X, Y und Z die Summen der Komponenten der an-
oreifenden Krifte in drei Achsiichtungen, M,, M, und M, deren
Momente in bezug auf die drei Achsen, so erhilt man aus den
Gleichgewichisbedingungen folgende sechs Gleichungen :

1) Waet X=0; 2) Way+. Woy+ ¥=0;
8Y Wi Woek Wik Z 28 4) W,y + M,=0;
B) —Wye @y — Woy oty + My=0; 6) Wyy-ay+ M, = 0.

Daraus resultiert die eindeutige Ldsung:

Waz: —Av; -ufay—— Y‘*‘ﬂi:

&y
W,. :_7_iu_( ).{_l_ﬂ?{; W'by:__‘ll_’
Y \&y ) Xy
M o , .
szzg_ﬂ_*_iu__.ﬂ; TN ek 7”.:
La B 2 K41

Wiirde an Stelle des lotrechten Stiitzwiderstandes W,, in € (Fig. 189)
der Punkt B in der X-Richtung noch dirch ein W,, widerstands-
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fihig gemacht, so wiirde zwar auch die erforderliche Zahl von
6 Stiitzwerten vorhanden, der Korper aber einerseits gegen Drehung
um die X'-Achse nicht gesichert, also nur in bedingtem Gleich-
gewichtszustande sein und andererseits wiirden die 6 unbekannten
Stitzwerte aus den verfiigharen 6 Gleichungen nicht eindeutig
bestimmt werden koénnen, weil in einer derselben, der Momenten-
gleichung, in bezug auf die X'-Achse ein unbekannter Stiitzwert
nicht auftritt.

Der in Fig. 190 dargestellte
Stiitzzustand 1ift sich wiederum
leicht als ein solcher unbe-
dingten und statisch bestimmten
Gileichgewichtes erkennen.  Es
verhindert nimlich: W,, Ver-
schiebung in der X'-Richtung,
W, Drehung um die Lotrechte
durch den Schnittpunkt von W,,
und W,,, W,, um die Lotrechte
durch den Schnittpunkt von W7,
und W,,, W., um die X-Achse, W,. uta die Gerade BC und W,. um
die Gerade 4 C. Dadurch ist jeder der Stiitzwerte eindeutig bestimmt.

Auch die Stiitzung in den 6 Punkten 4, B, ¢\ D, E und F
durch je ein einwertiges Stiitzgelenk (Fig. 191) erkennt man als eine
solche unbedingten und statisch Fig. 191.
bestimmten Gleichgewichtes. Es
verhindert selbstindig: W,. die
Drehung um EF, W, um D F,
We: um DE, W,, um GH,
Wy, um die Z-Achse, W,, Ver-
schiebung in der Y-Richtung.

Fig. 190.

Die in Fig. 192 beispielsweise
dargestellte Stiitzung dagegen er-
moglicht trotz der vorhandenen
sechs Stitzwerte (der nur punktiert
angedeutete Stitzwert W,, bleibt zunichst auﬁer acht) weder unbe-
dingtes Gleichgewicht, noch ist das bedingte Gleichgewicht ein statisch
bestimmtes. Man erkennt, daf der Stiitzwiderstand W,, sowohl die
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Drehung um F H, als um die X-Achse allein verhindern miisste. Da
er durch eine der Aufgaben schon eindeutig bestimmt ist, wiirde nur
Gleichgewicht moglich sein, wenn der Kraftangriff so erfolgt, dafl der
in seiner Gréfle schon durch eine seiner beiden Aufgaben bestimmte
Stiitzwert W, , mit den angreifen-
~ den Kriiften zusammen die andere
erfilllen kann. Von den iibrigen
fiinf Stitzwerten erfiillt nur noch
We selbstindig einen stati-
schen Zweck, indem durch ihn
allein die Drehung um ¢'G' ver-
hindert wird. Von den vier Stiitz-
werten Wi,y Wiy, W, und Wp,
ist das bei keinem der Fall
In der Tat konnte ein beliebiger
von ihnen fehlen, ohne daf} da-
durch eine Bewegungsmaglichkeit
fir den Korper entstehen wiirde. Sobald aber irgendeine von ihnen
ausgeschaltet wird, erkennt man, dal nun jeder von den iibrigen dreien
fiir sich allein einen statischen Zweck erfiillt. Unter der oben bezeich-
neten Bedingung fiir den Kraftangriff wiirde nun statisch bestimmtes
Gleichgewicht bestehen.. Die Unmoglichkeit einer eindeutigen Be-
stimmung der sechs unbekannten Stitzwerte (Fig. 192) aus den
Gleichgewichtsbedingungen bestiitigt den nur bedingten und statisch
unbestimmten Gleichgewichtszustand. Driicken wieder .X, ¥ und Z
und M,, M, und M. die geordneten mechanischen Werte der an-
greifenden Krifte aus, so lauten die sechs Gleichungen:
B W Wash X 2) Woy+ W,y + Y =03
B Wi W o 4 =0 4)—W,y-c+M,=0;
5 Wae—Wica+My=0; 6) Woya—Wyy-b—Wyeb+M,= 0,
worin a=AB, b=AH und ¢= BE = FH ist.
Beachtet m':u_l nun, dal W,, aus Gleichung 4 bekannt ist,
niimlich We,,:iff, so erkennt man die Gleichungen 1 und 6 als

identisch; beide enthalten die Summe der Unbekannten W,, + Wite:
Nach GL 1 ist W, + Wy = —X und nach Gleichungen 4 und 6

R o Mz M,
}[(1.1_*— ufr+—b-+7_‘£.

Fig. 192.

¢
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Die sechs Gleichungen ermdglichen also die eindeutige Bestimmung
der sechs Unbekannten nicht und daneben ist nur Gleichgewicht
moglich, wenn die angreifenden Kriifte unter sich die Bedingung

erfiillen

: M, My
B e L 8 vt U Ao o
b e b ]

C

Aendert man irgend einen der in den Punkten B, €, D und F
angreifenden statisch unbestimmten Stitzwerte W,., W,., W,, und
Wy so, dal er in bezug auf die X'-Achse oder die Gerade F H
einen Hebelsarm bekommt, also in bezug- auf diese ein wider-
stehendes Moment leisten kann, so geht der Gleichgewichtszustand
sofort in einen unbedingten und statisch bestimmten iber. Tritt
beispielsweise an die Stelle von W, ein W,,, so geht GIL L iiber
in Wou+ X=0, Gl. 2 in Woy 4+ W,y 4+ W,y +Y =0 und Gl 6
in Wy at+Wyra—=We b+ M=0.

Die Losung der Gleichungen ergibt nun eindeutig:

g Mz r v M: A"I
W7 3y e i S0 ”rey:’?? ”ay:—Y"!-T—}— - »;
s j XD __ﬂﬁ___ﬂ./l_’_; ufb:zil!i_‘\—_‘;;
0 ¢ a a «
XNovip
L AOSE LT
a a

Auch liBt sich leicht erkennen, daf nunmehr jeder der sechs Stiitz-
werte einen selbstindigen statischen Zweck erfiillt.

Mit Hilfe der auf Seite 180 besprochenen Merkmale fiir eine
Stiitzung unbedingten und statisch bestimmten Gleichgewichts er-
kennt man, dafl ein solcher Stiitzzustand nicht mdoglich ist, wenn
von den vorhandenen sechs Stiitzwiderstinden beliebige vier ein-
ander parallel sind oder in einer Ebene liegen oder wenn drei in
einer Ebene liegende unter sich parallel sind, oder endlich, wenn
zwei in eine Gerade fallen.

b) Das ebene Stiitzproblem.

Wird der zu stiitzende Korper von Kriiften ergriffen, die alle
in einer Ebene liegen, und ordnet man seine Stiitzung so an, daB
auch die auftretenden Stiitzwiderstinde in dieser Kraftebene liegen
miissen, so gelten fiir die Beurteilung des Stiitzzustandes die drei
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Bedingungen fiir Krifte in einer Ebene. Die Form des Korpers,
der die gegenseitige Aufhebung der angreifenden Kriifte und der
Stittzwiderstinde zu vermitteln hat, kommt dabei nicht in Betracht.
Man kann sich daher beim ebenen Stiitzproblem den Korper als
eine starre materielle ebene Scheibe vorstellen, deren Mittelebene
mit der Kraftebene zusammenfillt.

An Stiitzelementen treten hier auf:

1. Das feste ebene Stiitzgelenk. Es entsteht, wenn
der Korper oder die starre Scheibe in einer Geraden senkrecht zu
der Kraftebene bezw. in einem Punkte der letztercn
drehbar festgehalten wird (Fig. 193). Der Wider- g, 1%0.
stand W des festen ebenen Stiitzgelenkes ist durch
zwei Sticke, seinen Richtungswinkel und seine g/_::/\
Griofe, oder durch seine beiden Komponenten W, Vi
und W, in zwei Richtungen bestimmt. Dieses L'/
Stiitzgelenk ist statisch zweiwertig.

2. Das verschiebliche ebene Stitzgelenk ent-
steht, wenn der Korper in einem Punkte der Kraftebene drehbar
und in einer Richtung verschieblich fest-
gehalten wird (Fig. 194). Der Widerstand kann
jetzt nur senkrecht zur Verschiebungsrichtung
auftreten und ist nur seiner Grofle nach un-
bekannt.  Dieses Stiitzgelenk ist statisch
einwertig.

3. Die ebene feste Einspannung (Fig. 195). Wird
der Korper oder die starre Scheibe in einer in der Kraftehene
liegenden Geraden ab. gegen Verschiebung und
Drehung festgehalten, so entsteht die feste
ebene Einspannung. Sie vermag den Korper
gegen jeden Kraftangriff innerhalb der Kraftebene ax”  Wn
festzuhalten, alle. drei (Gileichgewichtshedingungen e e
zu erfilllen; sie ist statisch dreiwertig. R
Die drei Stitzwerte sind ein W, normal, ein W, tangential zu der
festgehaltenen Geraden « » und ein widerstehendes Moment M,,.

4. Die verschiebliche ebene Einspannung (Fig. 196).
Sie entsteht, wenn der Korper in einer Geraden « b der Kraftebene
so festgehalten wird, daf} er sich nur in der Richtung der Geraden

Fig. 194.

Fig. 195.
Wi

/
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verschieben, aber nicht in der Ebene drehen kann. Eine solche
Stittze ist statisch zweiwertig; ihre Stiitzwerte sind ein W,
normal zu der Verschiebungsrichtung und ein ,,.

Wiihrend beim riumlichen Stiitzproblem durch Fig. 196.
geeignete Auswahl und Anordnung der Stiitz-
elemente sich eine sehr grofle Zahl von Stiitzungen
statisch bestimmten und unbedingten Gleich-
gewichtes ermdoglicht, sind beim ebenen Stiitz-
problem nur vier Stitzungsarten statisch be-
stimmten und unbedingten Gleichgewichts moglich. Die Zahl der
Stiitzwerte mufy dabei gleich drei sein.

Zu den vier statisch bestimmten Stitzungsarten gelangt man
durch folgende Anordnungen der Stiitzelemente: Kin festes und
ein verschiebliches Stiitzgelenk (Fig. 197), drei verschiebliche Stiitz-
gelenke (Fig. 198), eine feste Einspannung (IFig. 195) und eine
verschiebliche Einspannung, vereinigt mit einem verschieblichen
Stiitzgelenk (Fig. 199).

Die Vereinigung eines festen und eines verschieb-
lichen ebenen Stiitzgelenkes fiithrt immer dann, aber
auch nur dann zu einem Stiitzzustande unbedingten und
statisch bestimmten Gleichgewichtes, wenn die
Verschiebungsrichtung des verschieblichen Stiitz-
gelenkes nicht senkrecht auf der Verbindungsgeraden
beider -Stiitzgelenke steht, der Stitzwiderstand
also nicht durch das feste Stiitzgelenk ge-
richtet wird.

Wiire das néimlich der Fall, so wiirde das Drehungsgleichgewicht
in bezug auf das feste Stiitzgelenk (A) nicht gegen jeden Kraftangriff
gesichert, also nur bedingtes Gleichgewicht mdglich sein, und zwar
nur unter der Bedingung, daf} die Mittelkraft 72 der angreifenden
Kriifte auch durch 4 gerichtet ist. Dann aber wiirde auch gleich-
zeitig statisch unbestimmtes Gleichgewicht herrschen, weil fiir das
Gleichgewicht der nun alle durch einen Punkt gerichteten Krifte
nur zwei (leichgewichtsbedingungen gelten, die zur Bestimmung
der drei Unbekannten nicht ausreichen.

Sind die Stiitzen wie in Fig. 197 angeordnet und die an-
greifenden Krifte schon zu einer Mittelkraft 7 vereinigt, so lauten
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bei den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen die drei Gleich-
gewichtshedingungen

1) Wyy— Wyco8a—R:cosf=0;

2) Way+ W, sina —Rsin f = 0;

8) W,y l—RunBb =10,

Die Losung ergibt:

Woe =R cos f + (1 ——?) sin - cotg «,

u;_,,:Rsinﬂfl’-, ',,zR-SE—?(l——%).
Fir eine graphische Bestimmung der Stiitzwiderstinde W,
und W, beachte man, daf W, seiner Richtung nach bekannt ist
und dafy durch den Schnittpunkt ¢ von W, und R auch W, gehen
muf}, in € also gewissermaflen der Kampf der angreifenden Kraft R
mit den Widerstinden W, und W, zum Ausgleich kommt. Das
schlieBende Krafteck 145 (Fig. 197b) ergibt in den Strecken 5 1
und 45 die Widenstinde W, und W;.

Fig. 197a.

( ~ Fig. 197D,

I\

. \ 11V} L
S
\P/'

Diese zeichnerische Methode zur Bestimmung von W, und W,
lif}t im Stich, wenn die als gegeben anzuschenden Richtungslinien

von W, und R sich unter einem so kleinen Winkel schneiden, daf
ihr Schnittpunkt € nicht mehr auf die Zeichenfliche fillt. In allen
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Fillen aber lassen sich unter Benutzung der graphischen Be-
dingungen fir das Gleichgewicht von Kriften in einer Ebene, daf
sie nimlich ein schliefendes Krafteck bilden und jedes zu ihnen
gezeichnete Seileck zum Schlufl kommen muf, die Stitzwiderstinde
We und W, wie folgt graphisch bestimmen:

Man trigt die Krifte K|, K,, K, (Fig. 197a) zu einem Kraft-
eck 1234 (Fig. 197b) zusammen, zeichnet mit irgendeinem
Pol O zu den Kriiften ein Seileck 7, I, III, IV, so daf} die
Seileckseite 7 durch das feste Stitzgelenk 4 geht, A also der
dem Stiitzwiderstande W, entsprechende Eckpunkt des Seilecks wird.
Der W, entsprechende Eckpunkt B, wird durch den Schnitt der
Seilecksseite /7 mit der bekannten Richtungslinie von W, fest-
gelegt. 4 B, ist die SchluBlinie ¥~ des Seilecks. Der ihr parallele
Polstrahl 7 schneidet auf der durch den Punkt 4 im Krafteck
parallel zur Richtungslinie von W, gezogenen Geraden die Grifle
von W, =45 ab. Die Strecke 1, die das Krafteck schliet, stellt
dann W, nach Richtung und Grofle dar.

Die Vereinigung dreier verschieblicher Stitz-
gelenke fiihrt immer dann, aber auch nur dann zu
einem Stitzzustande unbedingten und statisch
bestimmten Gleichgewichtes, wenn die recht-
winklig auf den Verschiebungsrichtungen der
Stitzgelenke stehenden Richtungslinien der drei
Stitzwiderstinde sich nicht in einem Punkte
schneiden, also auch nicht einander parallel sind.

Wiire dies niimlich der Fall, so konnte keiner von den Stiitz-
widerstinden die Drehung um den gemeinsamen Schnittpunkt. ihrer
Richtungslinien hindern. Gleichgewicht kénnte also nur unter der
Bedingung bestehen, daB die angreifenden Kriifte in bezug auf
jenen Punkt kein Drehmoment haben, d. h. ihre Mittelkraft durch
den gemeinsamen Schnittpunkt gerichtet wiire. Fiir das dann aber
bestehende (bedingte) Gleichgewicht von Kriften, die durch ‘winen
Punkt gehen, wiirden nur zwei Gleichgewichtsbedingungen gelten
und daraus die drei unbekannten Stitzwiderstinde nicht bestimmt
werden konnen. Dieser Fall wiirde auch vorliegen, wenn die Ver-
schiebungsrichtungen der drei Stiitzgelenke und somit auch die
dazu rechtwinkligen drei Stiitzwiderstinde einander parallel sind.
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Letztere schneiden sich dann in ihrem gemeinsamen unendlich fernen
Punkte und der Angriff der duBleren Krifte mufl die Bedingung
erfilllen, daf}. durch diesen Punkt auch die Mittelkraft der an-
greifenden Kriifte gerichtet, also den Stiitzwiderstinden parallel ist.
Ein Balken, auf drei in gleicher Héhe liegenden Stiitzen wagerecht
verschieblich gelagert, wiirde nur unter der Bedingung lotrechter
Belastung im Gleichgewicht sein konnen. Aber fiir die lotrechten,
also einander parallelen drei Stiitzwiderstinde und Lasten gelten
nur zwei Gleichgewichtshedingungen, die zur Bestimmung der
ersteren nicht ausreichen; der Stiitzzustand ist mithin ein solcher
nur bedingten und statisch unbestimmten Gleichgewichtes.

Fig. 198 a.

Fig. 198b.

Schneiden die drei Stitzwiderstinde sich nicht in einem
Punkte (Fig. 198), so geschieht ihre rechnerische Bestimmung am
einfachsten aus drei Momentengleichungen, die man wechselweise
auf die drei Schnittpunkte 2, % und # bezieht (Rittersche Momenten-
methode). Sind M, M, und M, die rechts drehend positiv ange-
nommenen Momente der angreifenden Krifte in bezug auf jene
Punkte, so erhiilt man aus den drei Gleichungen W, &, -+ M, =0,
—Wohg+ My=0 und W,-hy3+ Mr=0, Wo= —My:h,
Wo=M,: hy und W,= —My: hy.

Die zeichnerische Losung gestaltet sich, wenn die Mittel-
kraft £ der angreifenden Kriifte bereits bekannt ist, wie folgt:
Man erwiige, dal} jeder der Stiitzwiderstinde mit 2 und der Mittel-
kraft der beiden anderen ein schlieBendes Krafteck bilden muf,
z.B. W, mit B und der Mittelkraft S aus: W, und W,. Macht



2. Gleichgewicht festgehaltener oder gestiitzter Korper. 193

man im Krafteck 123 (Fig. 198) 12 parallel und gleich R,
zieht 23 | W, und 31 | @D, so ist 283 = W, und 31= 8.
Zieht man noch durch 3 und 1 je eine Parallele zu W, und W,,
so erhilt man in den Strecken 34 und 41 diese Stitzwiderstinde
selbst.

Die Vereinigung einer verschieblichen Einspannung mit einem
verschieblichen Stitzgelenk (Fig. 199) ergibt nur dann, aber auch
immer dann unbedingtes und statisch bestimmtes Gleichgewicht,
wenn die Verschiebungsrichtungen beider einander nicht parallel
sind. Denn wire dies der Fall, so wiirde die Verschiebung in jener
Richtung nicht verhindert und -daher Gleichgewicht nur unter der
Bedingung moglich sein, dal die Mittelkraft, aller angreifenden
Krifte rechtwinklig zur Verschiebungsrichtung gerichtet wiire. Das
bedingte Gleichgewicht ist nun gleichzeitig ein statisch unbe-
stimmtes, weil fiir Parallelkrifte in einer Ebene nur zwei Gleich-
gewichtsbedingungen gelten, diese aber zur Bestimmung von drei
unbekannten Stiitzwerten nicht ausreichen.

Fig. 199a.

Fig. 199 b.

Sind, wie in Fig. 199 angenommen, die Verschiebungsrichtungen
der Einspannung hei 4 und des Stiitzgelenkes bei B nicht parallel,
s0 erhiilt man die Stitzwiderstinde W, und W,, indem man den
Streckenzug 12 34 der angreifenden Krifte mit W, und W, zu einem
schlieflenden Krafteck 123451 gestaltet. Es ist dann 45 = W, und
51= W,. Das Stiitzmoment M,, mub gegeniiber den angreifenden -

Kriiften oder deren Mittelkraft & Drehungsgleichgewicht halten.

Keck-Hotopp, Mechanik I. 13
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Aus der Momentgleichung in bezug auf den Schnittpunkt von W,
und W, M, —R» =0 erhilt man M, = R -», oder mit Hilfe
eines Seilecks I, I1, III, IV aus der Figur zu M,= H - u.

Einige einfache Beispiele statisch bestimmter Unterstiitzung mit einem
festen und einem verschieblichen Stiitzgelenk sind in den Figuren 200 bis
207 dargestellt.

In den Figuren 200 bis 204 sind die Stiitzen bei B als feste, diejenigen
bei A als verschiebliche Stiitzgelenke anzusehen, wiihrend in Fig. 205 und 206
das umgekehrte der Fall ist. In allen diesen Beispielen ist das Gewicht @
des Korpers die einzig angreifende Kraft. Die Ermittelung der Stiitzwider-
stinde W und W, ist in Fig. 201 angedeutet.

Fig. 200.
Fig. 201. Fig. 202.

T

In Fig. 206 schneiden sich @ und W, im Unendlichen und es muf
daher auch W durch den unendlich fernen Punkt gehen, d. h. W, W, und @
miissen parallel sein.

Fig. 208 zeigt die Stiitzung eines Drehkranes, der oben durch ein lotrecht
verschiebliches und unten bei B durch ein festes Stiitzgelenk gehalten ist.
Ersteres leistet einen wagerechten Widerstand ¥, der sich aus der Wirkung
der Lasten ¢ = 3000 und @, = 2000 in bezug auf den Stiitzpunkt B als Dreh-
punkt aus der Momentengleichung —¥ -4 + 3000 - 4 + 2000 - 1,5 — 0
zu Y = 3750 kg ergibt.
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Aus der Gleichung der wagerechten Kriifte folgt, daB der wagerechte
Stiitzwiderstand bei B gleich —Y = — 3750 kg sein mufl und die Gleichung
der lotrechten Kriifte X — 3000 — 2000 = 0 liefert X = 5000 kg. Die
graphische Losung der Aufgabe ist aus der Fig. 208 ersichtlich. Der Gesamt-
widerstand W in B mufl durch den
Schnittpunkt ¢ von R und Y gehen,
Aus dem schlieBenden Krafteck XD F
erhiilt man W =DF und ¥ = FE. b

Fig. 206.

TS N O B
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Ist ein Koérper in zwei Punkten 4 und B (Fig. 209) durch
feste ebene Stiitzgelenke gehalten, so befindet er sich im unbe-
dingten Gleichgewicht, aber sein Stiitzzustand ist statisch unbestimmt.
Ist @ die Mittelkraft aller mit 4 B in
einer Ebene liegenden Kriifte, etwa das
Gewicht des Korpers, so weify man zwar,
daB die in 4 und B auftretenden Wider-
stinde W und W) sich in irgendeinem
Punkte ¢ mit der Richtungslinie von @
schneiden miissen, aber die Lage des
Punktes © ist unbekannt. Sobald letatere
in € oder €, und damit auch die Richtung
von W und W; bekannt sind, wiirde die
Bestimmung von W und W, in der in
Figur 209 angedeuteten Weise graphisch
geschehen konnen.

Analytisch wiirden zur Bestimmung von W und W, die beide
nach Richtung und Grofe, also in vier Werten unbekannt sind,
nur die drei Gewichtsbedingungen fiir Krifte in einer Ebene zur
Verfigung stehen, also eine Gleichung fehlen; der Stiitzzustand
stellt sich also als einfach statisch unbestimmt dar. Zerlegt

13%
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man (Fig. 210) die Widerstinde W und W, je in zwei Seiten-
krifte X und X, in der Richtung 4B und Y und Y, senkrecht
dazu, so ergeben die Gleich-

gewichtsbedingungen folgende drei Fig. 210,
Gleichungen:

1) X+ X —Q:sina=0,

2) Y+ Y —Q-cosa=0 und
3) =Yl Saghaem )

Die Bestimmung von Y und Y, ist

mit Hilfe der Gleichungen 2 und 3
moglich. Man erhilt

LAt

Qa Q-b

7 und Y=@ :co8a —Y, =@Qcoga ——— = ——,

K:

l l

Die Bestimmung der beiden Unbekannten X" und X; aus GL 1 ist
aber nicht moglich. Wire einer der Punkte 4 oder B etwa in
der Richtung 4 B verschieblich, so wiirde damit einer der Wider-
stinde X oder X| verschwinden -und der andere aus Gl. 1 bestimm-
bar sein.

In der Anwendung kommen nun allerdings Stitzungen von
Bauteilen durch zwei feste Stitzgelenke vor und man kann
sich dann der Bestimmung der Stiitzwiderstinde nicht entziehen. Es
ist dann die fehlende vierte Bestimmungsgleichung aus dem elastischen
Verhalten des tatsichlich nicht starren Korpers zu gewinnen. Es
moge hier nur allgemein kurz der Weg angedeutet werden, auf dem
das meist zu geschehen pflegt. Wird eines der beiden festen Stiitz-
gelenke, z.B. A in der Richtung 4 B verschieblich gestaltet, so
wird infolge des Kraftangriffs und der Elastizitit des Korpers wirklich
eine - gewisse kleine Verschiebung des Punktes 4 erfolgen, sei es,
daB sich ‘seine Entfernung / von B um ein MaB 47 vergroBere
oder verkleinere. Bei der in Fig. 210 gezeichneten Anordnung der
Stiitzen und dem dort gekennzeichneten Kraftangriff wiirde der ver-
schieblich .angenommene Punkt A sich um ein 47 von dem festen
Punkte B weiter entfernen. Um diese Bewegung des Punktes A
wieder riickgingig zu machen, wiirde es einer bestimmten Kraft X
in der Richtung A B bediirfen und das ist der Widerstand, den
der feste Punkt A in derselben Richtung zu leisten hiitte. Sofern
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sich also 47 aus dem gegebenen Kraftangriff und dem elastischen
Verhalten des Korpers berechnen und aus letzterem die Kraft X
ermitteln lif}t, die jene Lingeniinderung 47 riickgiingig zu machen
vermdchte, ist das statisch unbestimmte Stitzproblem als geldst
anzusehen. Kennzeichnend fiir eine derart statisch unbestimmte
Stiitzung ist auch der Umstand, dafl ohne jeden Kraftangriff
lediglich infolge der durch Temperaturschwankungen angestrebten
Lingeniinderungen 47 die festen Stiitzgelenke 4 und B Widerstinde
X und — X in der Lingsrichtung des Stabes zu leisten haben
wiirden.

3. Der um eine feste Achse drehbare Kirper (Hebel).

Wird ein fester Korper in einer Geraden als Achse drehbar
gestiitzt (festes ebenes Stiitzgelenk) und von Kriften in einer Ebene
rechtwinklig zur Drehachse ergriffen, so kann er nur in bedingtem
Gleichgewicht sein, weil das fast ebene Stiitzgelenk nur z wei von
den drei Gleichgewichtshedingungen fiir Krifte in einer Ebene
erfiillen kann. Die Bedingung fiir das Drehungsgleichgewicht um
die Drehachse miissen die an-
greifenden Kriifte, wozu auch das
im  Schwerpunkte angreifende
Gewicht des Korpers zu rechnen
ist, unter sich erfiillen, d. h es
muf} ihre Mittelkraft durch die
Drehachse gerichtet sein. Einen
derart gestiitaten Korper, einerlei,
welche Form er besitzt, pflegt man im allgemeinen Sinne einen
Hebel zu nennen. Unter einem Hebel im engeren Sinne versteht
man allerdings meist einen stabformigen, drehbar festgehaltenen
Korper (Fig. 211). Denkt man sich den nach Grifie und Richtung
unbekannten Widerstand W, den die Achse zu leisten hat, durch
seine beiden Seitenkrifte W, und W, ausgedriickt, so lauten die
drei Gleichgewichtshedingungen

Fig. 211.

1) W+ K, cos a, — Kj ¢os ay = 0;
2) W, 4+ K, sina, + K,sinay —K; = 0;
3) — K, + K, —K3l; = 0.
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Aus den Gl 1 und 2 kénnen W, und W, und damit auch W be-
stimmt werden. Die Gl. 3 wird lediglich von den angreifenden
Kriften erfillt. Sie allein kommt in Betracht, wenn es sich um
die Beurteilung der mechanischen

Wirkung des Hebels als einfache Fig 313,

Maschine handelt. Die fiir die 2 jCK’ g
Momente in Frage kommer.xden Q jﬁ
Hebelarme sind im allgemeinen C I{IQV T

nicht die Abstinde der Angriffs-
punkte der Krifte von der Drehachse, sondern die recht-
winkligen Abstinde der Krifte von derselben.

Fig. 212 zeigt die Vereinigung zweier ein-
facher Hebel zu einem NuBknacker; Fig. 213 einen
um O drehbaren Pumpenschwengel; K, ist die 0
Triebkraft, K, der Widerstand der NuB hezw. der
Pumpenstange.

Ky

Fig. 213.

Sind zwei oder mehrere um verschiedene
Achsen O, O, usw. drehbare Hebel im Sinne
der Fig. 214 und 215 so miteinander ver-
bunden, daf} sie nur gemeinsam im Gleich-
gewicht sich befinden konnen, so entsteht
der Doppel- oder mehrfache Hebel.

Die beiden Hebel 7 und I7 in Fig. 114 %
iiben unter der Wirkung der Kriifte @ und P
in ihrem Beriihrungspunkte 4 wechselweise die Kraft Z auf-
einander aus. Am Hebel 7 ist @ -a — Z1 — 0 und am Hebel IT

Fig. 214.

P-ly—Z-b=0. List man beide Gleichungen fir Z auf und
setzt die erhaltenen Werte einander gleich, so erhilt man
B AP

7t

a b
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In Fig. 215 stehen drei Hebel Z, I7 und 7II in gemeinsamem
Gleichgewicht. Hebel 7 und 7 iiben in A wieder wechselweise
eine Kraft Z, Hebel 71 und III in B gegenseitig eine solche Z;

Fig. 215.

aufeinander aus. Das Drehungsgleichgewicht an den einzelnen
Hebeln bedingt folgende drei Gleichungen @:a —Z-.1= 0,
—Z:b+ 21, =0, Z:c—P-l=0, woraus folgt

L S AL i W
N R g e P g
. T / : ; g Q U -l
Die Multiplikation dieser drei Proportionen liefert T
(13 7

In dhnlicher Weise lift sich an einem beliebig vielfachen Hebel,
an dem die Kriifte @ und P miteinander im Gleichgewicht stehen,
das Verhiiltnis beider, das man als ,Uebersetzungsverhiilt-
nis“ bezeichnet, berechnen. Wire am zweifachen Hebel (Fig. 214)

4

; S 10 und ebenso i—'= 10, so wiirde sein @ : P = 10-10 = 100.
Kommt am dreifachen Hebel (Fig. 215) fiir den Hebel 771 noch
hinzu %: 10, so hat man Q :P=10-10-10 = 1000. In gleicher

Weise ist das Zusammenwirken der Zahnrider in einem sogen.
Riidervorgelige zu beurteilen.

Unterliegt der um eine wagerechte feste Achse drehbare
- Korper nur der Wirkung seines Eigengewichtes, so erfordert die
Bedingung fiir das Drehungsgleichgewicht, da der Schwerpunkt
in einer Lotrechten durch die Drehungsachse liege. Je nachdem
nun der Schwerpunkt lotrecht unter oder iber der Drehungs-
achse oder in derselben liegt, zeigt der Gleichgewichtszustand
wesentlich verschiedene FEigentiimlichkeiten. In allen drei Fillen
hat die Achse einen lotrecht aufwirts gerichteten Widerstand W
zu leisten, der gleich dem Gewichte @ ist.
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Liegt der Schwerpunkt lotrecht unter der Drehachse (Fig. 216)
und wird der Korper durch eine voriibergehend wirkende
Ursache aus seiner Lage gedreht, so dafl W
und & nicht mehr in einer Lotrechten liegen,
$o bilden beide ein Kriiftepaar von riick-
drehendem Moment, unter dessen Wirkung,
wenn jene Ursache zu wirken aufhort, der
Korper wieder in seine urspriingliche Lage
zuriickkehrt. Den Gleichgewichtszustand
in dieser Lage nennt man daher einen sicheren
oder stabilen.

Fig. 216.

Liegt dagegen der Schwerpunkt lotrecht iiber der Drehachse
(Fig. 217) und wird der Kérper durch eine voriibergehend wirkende
Ursache nur um ein geringes aus dieser Lage gedreht, so bilden
W und G wiederum ein Kriftepaar, das nun
aber nicht riickwirts in die Anfangslage zuriick,
sondern weiter aus dieser heraus drehend wirkt
und erst verschwindet, wenn der Schwerpunkt
des Korpers wieder lotrecht unter der Dreh-
achse angekommen ist. Der anfingliche Gleich-
gewichtszustand wird in diesem Falle als ein
unsicherer labiler bezeichnet. '

Liegt endlich der Schwerpunkt in der Drehachse (Fig. 218),
$o bleiben bei jeder Drehlage des Kérpers W und & in einer
Lotrechten und der Korper im Gleichgewicht, das
nun als unentschieden oder indifferent Fig. 218.
bezeichnet wird.

Fig. 217.

Zu beachten ist noch, dal} im sicheren Gileich-
gewichtszustande der Schwerpunkt so tief wie
maoglich liegt, dall bei einer Drehung des Korpers
sein Schwerpunkt gehoben, also Arbeit geleistet
werden muf}. Beim unsicheren Gleichgewichts-
zustande liegt der Schwerpunkt so hoch wie
moglich, bei jeder Drehung des Korpers sinkt sein Schwelpunkt
tiefer, die Schwerkraft verrichtet Arbeit und erzeugt Geschwindig-
keit.  Jetzt verlangt die Riickdrehung des Korpers Hebung des
Schwerpunktes, Leistung von Arbeit. Beim unentschiedenen Gleich-
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gewicht ist zu einer Drehung des Korpers um den Schwerpunkt
weder positive noch negative Arbeit erforderlich.

4. Anwendung auf Hebelwagen.

Gleicharmige Hebelwage. Der Wagebalken ist mit einer wage-
rechten Drehachse O versehen (Fig. 219), welche zur Verminderung
der Reibung durch eine auf eine sog. Pfanne sich stiitzende Stahl-
schneide gebildet wird. Bei 4 und B sind in gleichen Abstiinden
! von O ebenfalls Schneiden angeordnet, an denen gleich schwere
Wagschalen aufgehiingt sind. Die geometrischen Drehachsen 4, O
und B mdogen in einer Flucht
liegen. Hs ist zunichst er-
forderlich, dall der Wage-
balken unter der Last der
beiden gleich schweren Schalen
sich wagerecht stelle und diese
Stellung durch einen Zeiger Z
markiere. Diese Bedingung |
wird, wie sich aus dem Fol- ¢ : s
genden ergibt, erfiillt, wenn :
der Wagebalken fiir sich allein, d. h. ohne die Wagschalen in
sicherem (leichgewicht ist, wenn also sein Schwerpunkt S um
eine Grofe 2 unterhalb der Drehachse O liegt. Im Ruhe-
zustand iben die bei 4 und B angehingten Wagschalen auch
gleiche Krifte auf den Balken aus und halten ihn im Gleich-
gewichte. Dasselbe gilt, wenn die Wagschalen mit .Kérpern von
gleichem Gewichte belastet werden. Ist aber der Korper vom
Gewichte @ auf der rechten Seite
schwerer als das Gewichtsstiick P auf
der linken (Fig. 220), so entsteht eine
Drehung des Balkens, bei der die
rechtseitige Schale sinkt; weil aber S
unterhalb O liegt, so tritt nun
das Gewicht ¢ des Balkens auf die
linke Seite und kommt mit seinem Momente dem der kleineren
Belastung zu Hilfe, so daB bei einem bestimmten Ausschlagwinkel «
wieder sicheres Glleichgewicht eintritt. Die Beziehung zwischen dem

Fig. 219.

Fig 220.
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Gewichtsunterschiede @ — P und dem Winkel « ist sehr einfach,
wenn A, O und B in einer Geraden liegen, ist aber auch nicht
schwierig, wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist. Hier soll nur
der einfachste Fall betrachtet werden. Da es nur auf den Gewichts-
unterschied ankommt, so mdogen die Gewichte der Schalen und
Ketten in P und ¢ mit enthalten sein. Dann entsteht die
Momentengleichung Q17 cos & = P cos a -+ G'h sin a, oder

1) Q—P:G%@m

Bei der vorausgesetzten einfachen Anordnung ist der Gewichts-
unterschied @ — P mit der Tangente des Ausschlagwinkels verhiltnis-
gleich, so daf} aus der Beobachtung von « der Unterschied @ — P
ersehen werden kann.

Beispiel: Es sei G (Gewicht des Wagebalkens) = 2kg, h = lsem,

1=30em, o= 69 tgz =01, dann ist Q-P:Q%’g-o,mikz: 0.

100
Einem Winkel von 6° muB also an der Zeigerteilung die Bezeichnung 10 g

entsprechen.

Beim Gebrauche der Wage kann natiirlich die Gleichgewichts-
stellung nicht sofort eintreten; es mufl aber dann ein Moment vor-
handen sein, welches die Wage zum
Einspielen bringt. Unter Ein- g 485
spielen versteht man das Schwingen
um eine sichere Gleichgewichtslage,
das Bestreben, dieselbe einzunehmen.

Einem Gewichtsunterschiede @ —P
moge ein Ausschlagwinkel a entsprechen,
so daB Gh=(Q—P)l:tga. Betrigt dann der augenblickliche
Abweichungswinkel von der Wagerechten £ und hilt man die Wage
fir einen Augenblick fest, so entsteht, wenn S > a gedacht wird,
ein links herum drehendes, nach der Gleichgewichtslage treibendes

M
oment M = Ghsin p—(Q—P)1cos .

Setzt man hierin den vorstehenden Wert fir ‘4 ein, so wird

‘mz(gt#sinﬂ“(@*}’)lcosﬁ

]

=(Q——P)lcosﬂ(:§5 —1)
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Hiernach ist I iO, wenn ﬂz a. M nennen wir das Einspielungs-
moment.

Da @ — P fiir Gleichgewicht verhiltnisgleich mit tg «, wobei
tg o zwischen O und oo jeden Wert haben kann, so kann man
theoretisch jeden beliebig groflen Gewichtsunterschied @ — P mit
Hilfe des Ausschlagwinkels « messen, kann also ein Gewichtsstiick
P ganz entbebren, @ allein durch « ermitteln. Nach diesem
Grandgedanken ist eingerichtet die

Zeigerwage, welche zum Wiigen von Btiefen, Garnen, Papieren
bestimmt ist. Fig. 222 entspricht einer Garnwage, bei welcher
keine Schale benutzt, sondern
das Garn unmittelbar an den
rechtsseitigen Haken aufgehingt
wird. Die Fig. 222 stellt den
unbelasteten Zustand dar, wobei
der Zeiger auf Null steht; der
Schwerpunkt S des Wage-
balkens muf} entsprechend um
h lotrecht unter der Drehachse
O liegen. Wird bei 4 ein Gewicht @ eingehiingt, so bildet sich
eine neue Gleichgewichtslage mit einem Ausschlagwinkel o, um
den sich der ganze Hebel 4O B verdreht und der an
der Teilung meflbar wird. Fiir die Momentengleichung
ist nur die Lage der Punkte 4, O und S (Fig. 223)
malgebend, und es wird @7 cos o = G'h sin a oder

0 =0 l; tg o,

entsprechend GI. 1, S. 202 fiir P— 0.

“Fig. 222.

G'h:1 ist ein unverinderlicher Festwert fiir eine bestimmte
Wage. Auf dem Kreishogen wird man bei den Teilstrichen nicht
Zahlen fiir die Winkel «, sondern sogleich fiir die entsprechenden
Gewichte @ einritzen. Die Teilung ist dann selbstverstiindlich
nicht gleichmiiBig, da mit wachsendem Winkel die Tangente immer
schueller wiichst. Die Gewichtsteilung wird daher mit zunehmen-
dem o enger und enger werden; darin findet dann die Anwend-
barkeit der Wage ihre Grenze.
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Beispiel: Entspricht z. B. einem Gewichte von 10& ein Ausschlag vom
10°, so ist :
10 = GZ;- tg 10° = 0,176 Gl;—.

Will man nun die Ausschlagwinkel fiir Vielfache von 10-g haben, so hat man
zu bedenken, daf tg « mit ¢ verhiiltnisgleich wiichst.
Fir 20g ist tga = 2-0,17 = 0,352; a = 190 24/,

PR (111} S T 1,765 o = 60° 24/,

s 2008 , tga= 3p; &= T49" 97

vz 000 o dga=" 518 "o SITYL L,

» 4008 , tga= To04; a=81° 55,

s 0008 ", tga= B8g; a= 83081,

» 10008 , tga=1760; a=2869 45",

Wiihrend also die Teilstriche fiir Null und fiir 100 8 um 60° voneinander

abstehen, sind die fiir 500 und 10008 nur 3° voneinander entfernt.

Die Teilung der Wage kann man leicht durch Zeichnung finden, indem
man bei der Nullstellung des Zeigers OB eine Tangente an den Teilkreis vom
Halbmesser » legt (Fig.222), Triigt man von OB aus den Winkel von 10 Graden
ab, welcher dem Gewichte von 10 Grammen entsprach, so bekommt man auf
der Beriihrungsgeraden sofort ».tg 10°. Dieses MaB # tg 100 = 0,176 » hat
man dann auf der Berithrungsgeraden 100 mal abzutragen bis zu einer Liinge
= 17,6 r. Zieht man nun von der Achse O aus Strahlen nach diesen Teil-
punkten, so bekommt man auf dem Teilkreise die Striche, welche den
Gewichten bis zu 1000 g zugehdoren.

I

Bei der Schnellwage (Fig. 224) wird nicht der Ausschlag-
winkel o benutzt, vielmehr dient zum Abwiigen ein der Gloﬁe
nach unveriinderliches, auf dem wage-
recht einzustellenden Hebel aber ver- 5
schiebbares, sog. Laufgewicht. Es D~k i Mt |
liegt bei dieser Wage der Schwer- N
punkt S des unbelasteten Wage-
balkens mnicht lotrecht unter der
Drehschneide O, sondern um ¢ nach
rechts und um % nach unten. Die
Grofie 7 ist, wie sich zeigen wird, fir das Einspielen mafgebend.
Ist K das Gewicht der leeren Schale, so gilt fiir das Gleichgewicht
mit angehingter leerer Schale o

1) Ka=Gc¢+ Pb.

Legt man dann noch die Last @ auf die Schale, so muf das
Laufgewicht P um @ nach rechts verschoben werden, und wenn

Fig. 224.

yQ
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dann wieder eine wagerechte Ruhestellung des Hebels erreicht ist,
so gilt dafiir

2) (K4 Q) a=Ge+ PO+ «);
nach Abziehen der fritheren Gleichung bleibt
3) Qa = Pg, mithin @ =Pax a.

P:a ist der Festwert der Wage, @ mit « verhiltnisgleich, die
Teilung des Laufhebels also gleichmiiBig.

Bringt man die fiir wagerechte Ruhestellung helastete Wage
durch Rechtsdrehung um den Winkel a aus dem Gleichgewichte, so
ist dazu ein Moment IR aufzuwenden, welches man leicht findet zu

M= (K+ Q) acosa —P(b-} @) cos o — Ge¢cosa+ Gisina,

Fiihrt man hierin Gl 2 ein, so bleibt M = G2 sin « als Ein-
spielungsmoment, welches also ein positives 4 bedingt, aber von ¢
unabhingig ist.

Alle diese Wagen, bei denen zur Ausfithrung der Wiigung
Gewichtstiicke oder das eigene Gewicht eines Teiles der Wage
(des Balkens) benutzt werden, liefern nicht eigentlich das wirkliche
Gewicht des vorliegenden Korpers, d. h. die GroBe der Anziehungs-
kraft, welche der Korper von der Erde erfihrt, sondern nur das
Verhiiltnis seines Giewichtes zu dem Gewichte eines anderen Korpers
an derselben Stelle der Erdoberfliche. Ein Kérper, welcher eine
richtige gleicharmige Hebelwage mit einem Gewichtstiicke von der
Bezeichnung ,1 Kilogramm® auf der anderen Seite wagerecht
(bezw. auf Null) stellt, erfihrt am Meeresspiegel unter 45° geogr.
Breite von der Erde eine Anziehungskraft — 1%, am Aequator aber
betriigt die Schwerkraft des Korpers sowohl wie des Gewichtstiickes
nach S.100 nur 0,997 %, Hine solche Wigung stellt also eigentlich
die Masse eines Korpers fest; so ist die Masse des eben heschriebenen
Korpers ebenso wie diejenige des Gewichtstiickes auf Grund der in
diesem Buche gewihlten Einheiten (S. 35) 1: g = 1: 9,806 Massen-
einheiten, und zwar unverinderlich an jeder Stelle der Erde und
des Weltenraumes. ;

Federwagen dagegen, welche durch bestimmte Krifte eine
bestimmte, ableshare Formiinderung erleiden, zeigen die auf einen
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Korper ausgeiibte Schwerkraft. Eine Federwage, deren Teilung
an einem Orte angefertigt war, wo die Fallbeschleunigung 9,806
betrigt, wird an diesem Orte unter einer Belastung mit einem
Geewichtstiicke der Bezeichnung ,,1 Kilogramm* oder mit 1' Wasser
die Schwerkraft zu 1% angeben, wird aber am Aequator unter der-
selben Last nur 0,997 % zeigen. Beim Kauf und Verkaufe kommt
es im Grunde genommen auf die Masse eines Korpers an. Fiir
den Kiufer sind daher solche Federwagen nachteilig, die an einem
Orte geteilt wurden, wo die Fallbeschleunigung kleiner ist als an
dem Gebrauchsorte. Eine Federwage, deren Teilung am Aequator
angefertigt wurde, die also dort unter Belastung mit 1' Wasser von
49 C. oder einem ebenso schweren Gewichtstiicke der Bezeichnung
»1 Kilogramm* die Schwerkraft mit 1%¢ ablesen lief, wird unter
Belastung mit dem gleichen Kérper oder einem Korper gleicher
Masse unter 45° geogr. Breite die Schwerkraft zu 1,003 * angeben,
also schon durch eine Last von 0,997 ! Wasser zu einer (Giewichts-
angabe von 1% gebracht werden.

5. Auf wagerechter Ebene ruhender Kdrper.

Stiitzt sich ein Korper gegen die wagerechte Oberfliche einer
rahenden anderen, so kann letztere an den Berithrungsstellen
beider unter der Voraussetzung volliger Glitte der sich hier be-
rithrenden Flichen nur lotrecht aufwirts gerichtete Stiitzwiderstinde
leisten. (Gleichgewicht des gestiitzten Korpers ist daher nur moglich,
wenn auch die angreifenden Krifte lotrecht gerichtet sind, oder
doch wenigstens deren Mittelkraft lotrechte Richtung aufweist.

Erfolgt die Berithrung des Korpers mit
der stiitzenden Ebene in einem Punkte oder Higu 2%,
in einer Geraden, so muf} die lotrechte Mittel-
kraft durch den Berithrungspunkt oder die
Gerade gerichtet und der zu leistende Stiitz-
widerstand ihr entgegengesetat gleich sein und
in derselben lotrechten Greraden liegen (Fig. 225).

Unterliegt der Korper nur der Wirkung seines Gewichtes und
ist seine Oberfliche an der Beriihrungsstelle mit der stiitzenden
Ebene eine kugelformige oder zylindrische, so ist der lotrechte Stiitz-
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widerstand durch den Kugelmittelpunkt oder die Achse des Zylinders
gerichtet und in einer Lotrechten durch diese muf} daher auch der
Schwerpunkt des Korpers liegen. Je nachdem nun der Schwerpunkt
lotrecht unterhalb oder oberhalb des Kugelmittelpunktes oder der
Zylinderachse liegt oder damit zusammenfillt, zeigt der Gleich-
gewichtszustand wieder wesentlich verschiedene Eigentiimlichkeiten,
dhnlich wie bei dem in einer wagerechten Achse drehbar fest-
gehaltenen Korper (8. 200).

In ersterem Falle, der z B. vorliegt, wenn Fig. 226.
der Korper homogen ist und die Form einer
Halbkugel oder eines Halbzylinders hat, ist das
(Hleichgewicht ein sicheres (stabiles), denn der
Korper kehrt, ein wenig aus seiner Lage gerollt,
unter der Wirkung des Kriftepaares @ und
N = —¢@ in dieselbe zuriick (Fig. 226).

Liegt der Schwerpunkt des Korpers dagegen lotrecht ober-
halb des Kugelmittelpunktes oder der Zylinderachse, wie das
z. B. durch Verbindung eines Kegels oder eines Zylinders
mit einer Halbkugel im Sinne der
Figur 227 oder eines rechtwinkligen
Parallelepipedons mit einem Halb-
zylinder sich ergeben konnte, so
erkennt man den Gleichgewichts-
zustand als ,unsicher* (labil),
denn der Korper wird, ein wenig
aus seiner Lage gerollt, unter der
Wirkung des entstehenden Kriifte-
paares @ und N= — @ sich weiter
aus derselben entfernen.

Fillt, wie bei einer homogenen Vollkugel oder einem Voll-
zylinder der Schwerpunkt mit dem Mittelpunkte bezw. der Achse
zusammen, oder wird durch geeignete Verbindung eines Korpers
mit einem Kugel- oder Zylinderabschnitt im Sinne der Figur 227
diese Schwerpunktslage herbeigefihrt, so kann der Gesamtkdrper
in jeder Lage, in der sich die Kugel- oder Zylinderoberfliche mit
der wagerechten Ebene beriihrt, im Gleichgewicht sein, das jetzt
ein unentschiedenes ist.
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Beispiel: Wie hoch muB in Fig. 228 der Kegel sein, damit der aus
Halbkugel und Kegel bestehende Korper im unentschiedenen Gleichgewichte
sei? Der Gesamtschwerpunkt S
muf in O liegen, und dazu ist
erforderlich (S. 152).

M, - 88, =M, S8,.

Die Dichte des Kegels sei p,, die
der Halbkugel ,, dann kann man
statt des Verhiiltnisses der Massen
das Verhiiltnis der Gewichte setzen,
und weil S5, =Yah, SS, =?%sr
(S. 163 u. 164), so wird

ryxh b 21_3”_
NIRRT 4.3 8 T
Daraus folgt A% = &7'2~
N

Sind die Einzelkdrper aus demselben Stoffe, so wird h* = 32*. . Die
entsprechende Kegelseite wird dann = 2#; die Projektion des Kegels also
ein gleichseitiges Dreieck (wie in Fig. 228 und 229
gezeichnet).

Fig. 230.

Ist aber der Kegel aus Holz, die Halbkugel
aus Metall, etwa mit p, = 9y, so wird

h=3r)3=5zr. M

Soll das Gleichgewicht sicher sein, so mul

man h kleiner machen.

Y,
Q

Bosteht der Aufsatz aus einem Zylinder, so ist die Bedingung fiir un-

entschiedenes Gleichgewicht

' 7:

/
Fig. 230 zeigt den sicheren

einer Halbkugelschale.

w

h® —

‘{Jl ql;\‘d

Gleichgewichtszustand

Ist bei einer solchen die Wand-

stirke gering, so <liegt der Schwerpunkt nach 8. 162 im

Abstand /27 vom Mittelpunkt O.

Fig. 231 (aus Ritters Mechanik entnommen) zeigt,
wie der obere Korper mit hoch liegendem Schwerpunkt S,
durch starre Verbindung mit einer tiefer liegenden Kugel S,
zu einem zusammengesetzten Korper mit dem Schwer-
punkte S und mit sicherem Gleichgewicht umgeiindert

werden kann.

Fig. 231.
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Stiitzt sich ein Korper in drei nicht in einer Geraden liegenden
Punkten unter der Wirkung einer lotrechten Last @ (Fig. 232) auf
die wagerechte Ebene, so gelten nach S. 179 fiir dic mit der Kraft
@ parallelen drei Stiitzwiderstinde 4, B und ' die Gleichungen 3,
4 und 5 S.178 und diese geniigen zur Bestimmung der 3 Un-
bekannten; doch wendet man zur Ermittelung derselben vorteilhaft
nur Momenten-Gleichungen an in
bezug auf Drehachsen durch je Fig. 232,
zwei Stitzpunkte. Die lotrechten
Widerstiinde 4, B und ¢ sind zu
berechnen. Die Richtungslinie des
Gewichtes @ des belasteten Tisches
schneide die Unterstiitzungsebene
in D (Fig. 232). Fir die Achse

O0=—C.CF+ Q@ -DE, also A-Tffif._‘

[

o
R

1) C=Q.DE:CF:
In entsprechender Weise findet man 4 und B.

Ruht der Korper einfach auf der wagerechten Ebene ohne
Bindemittel und ohne Verklammerung, so konnen die Widerstiinde
nicht negativ werden. Es wird aber =0, wenn DF =0,
d. h. wemn @ durch die Seite 4B des Unterstiitzungsdreiecks
geht. Liegt D auflerhalb dieses Dreiecks, so ist Gleichgewicht
nicht moglich, vielmehr kippt der Tisch dann um eine der Sciten
des Dreiecks 4 BC.

Fallt » in den Schwerpunkt des Dreiecks 4 BC, so wird
C=13¢, und chenso groff werden 4 und B, so dall in
diesem Falle das (fewicht sich gleichmidfig auf die drei Stiitz-
punkte verteilt.

Tritt zu dem Gewichte @ noch eine wagerechte Kraft K
(Fig. 233), so vermogen die lotrechten Widerstinde nicht mehr,
Gleichgewicht herbeizufiihren, sondern es miissen an den Auf-
lagerstellen noch wagerrechte Widerstinde hinzutreten. Diese'
werden in Wirklichkeit bis zu einem gewissen Grade durch die
Reibung geliefert; wir wollen statt dessen hier annehmen, daf}

Keck-Hotopp, Mechanik 1. L
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eine vorgelegte Leiste die Verschiebung hindere. Es ist damn
auBer dem Ruhezustande nur ein Kippen um die Leistenkante
moglich.

Ersetzt man @ und K dureh ihre Mittel-
kraft R, welche rechts von A im Abstand »
vorbeigeht, so wird

Cc= Rr oder C= Rr:ec.

Gleichgewicht ist nur moglich, solange »
positiv ist, d. h. solange R innerhalb des
Unterstiitzungsdreiecks durch die Grund-
ebene hindurchgeht.  Zugleich ist aber
auch Rr» = Qa — Kh. Es ist also Gleich-
gewicht nur mdglich, solange Qa = K.
Q@a heiBft das Standsicherheits-
moment (Stabilititsmoment) in bezug auf die Kante 4, K&
das Umsturzmoment. Der Kdrper ist nur in gesichertem Gleich-
gewichte, solange das Standsicherheitsmoment grifler ist als das
Umsturzmoment.

Stiitzt sich ein Korper an mehr als drei Stellen auf eine
wagerechte Ebene, so sind die Widerstinde der Stiitzpunkte mit
Hilfe der statischen Gleichgewichtsbedingungen nicht mehr zn
ermitteln.  Der Gleichgewichtszustand des Korpers ist statisch
unbestimmt. In geometrischer Beziehung ist dann die Ebene, in
welcher der Korper die Unterstiitzungsfliche berithrt, durch mehr
als drei Punkte bestimmt, also iib er bestimmt, withrend, wenn die
Unterstiitzungsstellen nicht genau eine Ebene bilden, ein Wackeln
des Korpers bei Verschiebung der Last eintreten kann. Ein
dreibeiniger Tisch kann nicht wackeln, cin mehrbeiniger aber be-
kanntlich sehr leicht; es hiingt damit dic Unbestimmtheit der
Druckverteilung zusammen.

Fig. 234.

Beziiglich der Sicherheit gegen ein Um-
sturzmoment gilt fiir einen vierbeinigen Tisch
das Gleiche wie fiir einen dreibeinigen.

%//1_),,//////////'/ ¢
P,

Ruht ein Kdrper unter Einwirkung seines
Gewichtes @  mittels chener Fliche auf
wagerechter Ebene (Fig 234), so miissen die lotrecht aufwirts
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gerichteten Widerstinde der Flichenteilchen eine Mittelkraft N
liefern, die durch den Schwerpunkt S des Korpers geht.
Nach welchem Gesetze sich aber N auf die Berithrungs-
fliche verteilt, ist statisch unbestimmt. Da nun die Mittelkraft
zweier Parallelkrifte gleichen Sinnes nach

S. 118 zwischen den Parallelkriften liegt, Fig. 235.

so kann auch die Mittelkraft N nur innerhalb

des Bereiches der Grundfliche liegen, oder es

ist fiir Gleichgewicht erforderlich, dafl die
Schwerpunktslotrechte innerhalb des Bereiches

der Grundfliiche bleibe; andernfalls tritt ein

Kippen um eine Drehkante ein, z B. in Q

Fig. 235 um 4.

Hat aber der Umfang der Grundfliche einspringende Teile
(Fig. 236), so ist nicht erforderlich, dafl die Schwerpunktslotrechte
durch die wirkliche (eng schraffierte) Berithrungsfliche hindurch-
gehe; vielmehr erhilt man den fiir die Standsicherheit malB-
gebenden Bereich der Grundfliche, indem man die wirkliche
Berithrungsfliche so weit erginzt, daf} einspringende
Winkel fortfallen. Denn ecine Seite oder Tangente Fig. 236.
der Grundfliche kann nur dann zu einer Drehkante
werden, wenn ihre Verlingerung die Berithrangs-
fliche nicht mehr durchschneidet. Simtliche Tan-
genten, die man an den einspringenden Bogen F'E 1)
der Figur legt, sind keine moglichen Drehkanten.
Es mufl daher die leicht schraffierte Halbkreis-
fliche # £ZD mit zu dem Bereiche der Grundfliclic gerechnet
werden, aus dem die Schwerpunktslotrechte nicht hinaustreten darf.
Der Bereich der Grundfliche ist diejenige chene Fliche, welche
umschlossen wird von einer beweglichen Geraden, die die Unter-
stiitzungsfliche umhiillt, d. . sich so um dieselbe bewegt, daf sie
sie stets beriihrt, ohne sie aber zu schneiden.

Bekanntlich kann ein zusammengebogenes Papier- oder Karten-
blatt auf einem Tische sicher stehen, wiewohl die Schwerlinie
nicht durch die schmale Auflagerfliche hindurch geht. Ebenso
bildet bei dem Tische (Fig 282, S.209) die gesamte Dreieck-:
fliche 4 BC den Bereich der Grundfliche.

14%
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Geht die Schwerpunktslotrechte gerade durch eine mogliche
Drehkante (Fig. 237), so ist der Ruhezustand unsicher. Der
Widerstand des Bodens verteilt sich nicht mehr iiber die Be-
rithrungsfliiche, sondern wird nur noch von der Drehkante geleistet.

Tritt zu dem Gewicht @ des Korpers noch
eine beliebig gerichtete Kraft A hinzu, die mit
@ in derselben Ebene liegt (Fig. 238), so kann
man die Mittelkraft & beider bestimmen, und
letztere mufl durch den Widerstand W des
Bodens aufgehoben werden, wenn der Korper in
Ruhe bleiben soll. Die seitliche Verschiebung
im Sinne der wagerechten Seitenkraft von A
sei durch einen Vorsprung am Boden verhindert; danum kommt nur
noch die Moglichkeit der Drehung um die Kante in Frage, deren
Verschiebung durch den Vorsprung gehindert ist. Der Boden
kann innerhalb des Bereiches der Grundfliche jeden beliebigen
Normalwiderstand V leisten, der Vorsprung einen seitlichen Wider-
stand von beliebiger Grifie; der aus beiden sich zusammensetzende
(Gesamtwiderstand W kann daher innerhalb
des Bereiches der Grundfliche jede be- Fig. 238.
liehige Grofle und Richtung haben, kann
aber nicht aus diesem Bereiche heraus-
treten. Es mul} daber die Lage von R
die Unterstiitzungsebene gleichfalls im Be-
reiche der Grundfliche schneiden, wenn
der Korper soll in Ruhe bleiben kénnen.
Ist der Hebelarm von @ in bezug auf die
Drehkante 4 (vechtwinklig zur Bildebene
gedacht) wieder «, der der Kraft A aber 7, so ist wieder Stand-
sicherheit vorhanden, wemn Qa« > K/, d. h. wenn das Stand-
sicherheitsmoment grofer als das Umsturzmoment. Fir K1 = Qua
geht die Mittelkraft 2 aus KX und @ durch die Drehkante, und
der Korper ist im unsicheren (leichgewichte. Wird K7 im
geringsten grofler als Qa, so wird der Kérper sich um die Kante
A drehen. :

Erfolgt diese Drehung, so beschreibt der Schwerpunkt S
(Fig. 239) einen Kreishogen um .1, die Richtungslinie des Ge-
wichtes @ riickt der Kante immer nither, das Moment von @ wird
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immer kleiner und endlich zu Null, sobald der Schwerpunkt in S,
lotrecht iiber A4 liegt. Setzen wir voraus, die umstiirzende Kraft K
nehme in der Weise ab, daB ihr Moment stets gleich dem
Momente von @ in bezug auf A sei, so wird das Moment der Mittel-
kraft B beider stets Null sein, R also stets durch A gehen. s
wird dann ein langsames, allmihliches Aufkippen des Korpers
maglich sein. Die hierzu von der Kraft A zu lemtende Arbeit
kann man leicht berechnen. Die Be-
wegung erfolge so langsam, daf} bei
der hochsten Lage des Schwerpunktes
die Geschwindigkeit aller Punkte des
Kérpers Null sei. Dann ist, von der
sicheren Ruhelage aus gerechnet, die
Zunahme an Arbeitsvermdgen Null.
Mithin mufl auch die Arbeitssumme
Null sein. Nach 8. 174 verrichten
aber die inneren Kriifte die Arbeit Null, der in der Drehkante 4
auftretende Widerstand 1 verrichtet ebenfalls die Arbeit Null,
weil sein Angriffspunkt sich nicht bewegt; mithin mull die Arbeit
von @ und K zusammen Null sein. Bei einer Hebung des Schwer-
punktes um A, ist aber (nach S. 44) die Arbeit der Schwerkraft
~Qhy, folglich ist die zum volligen Aufkippen des Kérpers er-
forderliche Arbeit

1) A—Qh,.

Fig. 239,

IR ) 7
a

Diese Arbeit heifit die dynamische Standsicherheit. Sie
kommt in Frage, wenn es sich darum handelt, ob ein Korper
durch einen Stof oder Wurf umzustiirzen ist. In einem geworfenen
Korper steckt ein bestimmtes Arbeitsvermigen; trifft er einen auf-
gestellten Korper, so kann ein gewisser Teil des Arbeitsvermigens
zam Umstiirzen wirksam werden.

Das Standsicherheitsmoment war das zum ersten Apheben
erforderliche Moment und unabhiingig von der Hohenlage
des Schwerpunktes. Die zum volligen Aufkippen erforderliche
Arbeit 9 aber ist auch von der Hohe y des Schwelpunktes
abhiingig. Es ist namlich (Fig. 239)

i A8 = ]/.“‘2 ‘+‘ 7/' Ty =A8 —y= l/az":{:}jj-r——yw
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was man aber, wenn man. mit Va® + y® + v multipliziert und
dividiert, auch schreiben kann

/ a oder
i S
Vet gty

2) U =Qa smmals

Man erkennt, daf} bei gleich bleibendem « die Arbeit A um
so kleiner wird, je hoher der Schwerpunkt liegt. Korper mit hoch
liegendem Schwerpunkte lassen sich also durch einen Stofl ver-
hiltnismiBig leicht umstiirzen.

Beispiel:  Ein parallelepipedischer Steinkorper Fig. 240.
(Fig.240) von 1 x 1 x 2m wiegt, wenn y = 2000 kg/chm,
@Q = 4000 kg. Liegt er mit einer Langseite auf dem
Boden, so ist @ = 05m, y = 0sm, daher das Moment

zum ersten Aufkippen M = Q@ = 4000 - 0,5 = 2000 wkg, . AR

Oder es muBl unter der linksseitigen Steinkante eine 7 .

Hubkraft K = 2000 k¢ wirksam sein. Die Arbeit zam # i

volligen Aufkippen, so daB er dann von selbst weiter € A

umkippt, ist VAP
9= @ S 2000 _ 9000 (/2 1)

) (L e = —
Vosi4 052+ 05 V241
= 2000 - 0,414 = 828 mkg,
Stelt aber der Korper hochkantig, so ist @ == 0,5 m, % = 1 m, mithin 2t ebenso

greB wie vorher, dagegen A = Qu ()1 4 4 — 2) = 2000 - 0,286 = 472 mkg,
also erheblich kleiner.

Eine Mauer von trapezfsrmigem Quer-
schnitte (Fig. 241) habe eine Hohe 4, eine
obere Breite b; der Grundril} der geneigten
Seite 4 D) betrage nh; dann setzb sich das
Standsicherheitsmoment aus den Beitriigen des
rechteckigen und des dreieckigen Teiles zu-

e g i

sammen, in welche man den Querschnitt zer- wk,
legen kann. Fir eine Linge == 1 rechtwinklig zur Zeichenebene ist
dann in bezug auf die Kante 4 das Standsicherheitsmoment I,:

S/ma:;;h{b(l/zb—{—nh) +1/2nh-2/3nh}
:;/la{l/él)z +bnh+ ]/3n2h2}.
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In bezug auf die Kante B:
My =ph {1/2 b2 +enh (b + anh) }

= VR {1/21)2 +ebnh + 1/6n2h2},
mithin M, > M,, weil der Gesamtschwerpunkt niher an B als
an A liegt. Wiirde man das Trapez mit einem fliichengleichen
Rechtecke von der Hohe 2 und der Breite b -+ '/2nh vertauschen,
so betriige das Standsicherheitsmoment nur

M=phtfa®+ t2nh)?

= Al {1/2 Y+ Yabnh + Ysn2h?},

also wiederum weniger als ;.

6. Gleichgewicht einer Verbindung von Gelenkstangen.

Unter einer Gelenkstange verstehen wir einen starren Korper,
der an zwei Stellen mit sog. Augen versehen ist, in welchen
zylindrische, einander parallele Bolzen angebracht sind. Mittels
dieser Bolzen sind die Korper miteinander, bezw. mit festen, un-
beweglichen Widerlagern derartig verbunden, daf in den Gelenken
nur Kriifte auftreten konnen, welche durch die Achsen der Gelenk-
bolzen hindurch gehen und zu diesen rechtwinklig stehen. Die
Form der Korper ist im iibrigen gleichgiiltig, dieselben kinnen die
Gestalt von geraden oder einfach gekriimmten Stiben haben; der
Einfachheit wegen mogen sie geradlinig gezeichnet werden. Die
Reibung an den Bolzen wird vernachlissigt.

Verbindung zweier Gelenkstiibe. In 4 und B (Fig. 242) seien
die Stibe mit Widerlagergelenken
verbunden, bei O greifen sie gelenk- Fig. 242.
artig ineinander. ' und G, seien
die Gesamtlasten der linken bezw.
rechten Stange mit den wagerechten
Abstiinden ¢ und ¢, von 4 bezw. B.
Es seien b und », die wagerechten,
i und %y die senkrechten Projektionen
der Stangen. Den Widerstand W des Wldella(rcrgelen]\es 2 /erlecren
Wir in zwei Seitenkriifte 4 (senkrecht) und X~ (wagerecht); ebenso
den Widerstand W, des Gelenkes B in B bezw. X, wihrend die
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gegenseitige Kraft 72, welche die Gelenkstangen bei €' aufeinander
ausiiben, in V (senkrecht) und H (wagerecht) zerfallen moge.

Soll die Verbindung im Gleichgewichte sein, so muf} jede
Stange fiir sich den Gleichgewichtsbedingungen geniigen. Da nun
fir Krifte in einer Ebene drei Gleichgewichts-
bedingungen aufzustellen sind, so stehen im Fig. 243.
ganzen sechs Gleichungen zur Verfiigung, mittels
deren die Unbekannten 4, X, B, X,, H und V
bestimmt werden konnen.

Zuerst sollen die gegenseitigen Kriifte im
Gelenke ¢ berechnet werden. Daf} an der links-
seitigen Stange die Kraft H nach links wirken
muf}, erkennt man leicht; der Sinn von ¥ ist vorliufig unbestimmt;
wir nehmen ihn nach oben an. Bei der Momentengleichung in bezug
auf 4 (Fig. 243) fallen 4 und X aus, und man erhilt einfach:
0= —Hh—Vb+ Ge. An der rechtsseitigen Stange (Fig. 244)
miissen H und V entgegengesetzt angebracht werden, und man erhilt:

O:.H/ll _Vbl —Gl Cy.

Aus beiden Gleichungen folgt:
;_ Geb 4 Giab
i o bhy + b

G chy = Gl
9 Sl 101
) & bhy + b b
Wird hierbei V" negativ, so ist es in Fig. 243 abwirts, in Fig. 244
aufwirts gerichtet.

Weiter folgt dann leicht an der linken Stange:
3) A= GV X2=H:
an der rechten:
4) B=a,+V: X;=H,
Wirken aber an jeder Stange zwei
Lasten P und @ bezw. P, und @,
(Fig. 245), so kann man 2 und @ durch
ihre Mittelkraft ¢, ebenso 7, und @,
durch ihre Mittelkraft ¢, ersetzen, und zwar ist dann einfach

Ge=Pd+ Qe; Giey=Pd + Q¢.

Fig. 245.
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Fithrt man dies in die Gleichungen 1 und 2 ein, so entsteht:

_1?5“)1 > Q‘)bl ¥ Pl dl P Q] ¢ b
bhy— b h

o Pl + Qely —Pid h—@ o,
NE bhy + bk :

In diesen Gleichungen ist jede der vier Lasten durch ein
besonderes, von den anderen unabhiingiges Glied vertreten; fallen
z. B. die Lasten @, @, und P, fort, bleibt also nur P, so wird

ORI s N o Pdhy
~ bk 4 bR’ bbb R

Jede der Lasten liefert hiernach zu den Kriiften Z und ¥V ihren
bestimmten, unabhingigen Beitrag; man kann daher beim gleich-
zeitigen  Vorhandensein beliebig vieler Lasten den Einfluf} jeder
einzelnen Last auf A und V besonders ermitteln und braucht die
einzelnen Betrige dann nur mit Riicksicht auf ihre Vorzeichen zu
summieren. Das eigene Gewicht der Stangen wird ebenso wie jede
Last behandelt; man kann daher die Stangen als an und fiir sich
gewichtlos betrachten.

Fine unbelastete und gewichtlos gedachte Gelenkstange hat aber
Eigenschaften, die fiir die Berechnung der Stangenverbindungen sehr
wichtig sind (A. Ritter, Technische Mechanik).

An einer solchen Stange miissen die Gelenk- Fig. 246.
driicke W und D sich allein im Gleichgewichte
halten, also gleich und entgegengesetst sein
und in dieselbe Gerade fallen (Fig. 246),
d. h. in die gerade Verbindungslinie beider
Gelenke. Oder es gilt der Satz:

Eine gewichtlose unbelastete
Gelenkstange kann nur Widerstinde
in der Richtung der Verbindungsgeraden ihrer Gelenke
austiben.

Sind die Pfeilspitzen der an beiden Gelenken auftretenden
Krifte einander zugewandt, wie in Fig. 246, so erfihrt die Stange
Druck. Denken wir uns die Stange an irgendeiner Stelle zwischen
den Gelenken durchschnitten, so haben wir an der Schnittstelle
eine innere Spannkraft S anzubringen, welche die Wirkung des

und

5) e

6)
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abgeschnittenen Stiickes ersetzt; diese Spannkraft ist ebenfalls = D
und ihr entgegengesetzt, oder:

Die Spannkraft einer unbelasteten Stange fillt in
die Verbindungsgerade der beiden Gelenkpunkte.

Ist nun (Fig. 247) die linke der beiden Stangen mit ¢+ belastet,
die rechte einstweilen unbelastet (man betrachte G'' einstweilen als
nicht vorhanden), so iibt letztere
einen Gegendruck D = W, in der
Richtung BC, welche sich mit &
im Punkte A schneidet; durch K
mul dann auch der Widerstand W
des Gelenkes A hindurchgehen, weil
an der Stange 4C die drei Kriifte:
D, Gund W sich im Gleichgewichte
halten miissen. Nachdem hierdurch
die Richtungen von W und W, ge-
funden sind, liBt sich leicht ein
Krafteck abc dieser drei Krifte
zeichnen, aus welchen dann die
GroBen W und D= W, abge-
griffen werden konnen.

Fig. 247.

5 NN (G'
Fiir eine Belastung der rechten \\ '
Stange mit ' findet man in ent- Ny
sprechender Weise die zugehorigen \\
Widerstande W’ und W, im Kraft- 1

eck bde. Sind nun die Lasten ¢ und G’ gleichzeitig vorhanden, so
treten auch die entsprechenden Widerstinde gleichzeitig auf. Der
Gesamtmderbtand im Punkte 4 ist dann die Mittelkraft aus W und
W', Diese ist aber leicht zu finden, wenn man aus be¢ und ¢b ein
Parallelogramm Ocbe zeichnet; dann finden sich O¢ = W’ und
¢a = W aneinander gereiht, und ihre geometrische Summe O« ist
der Gesamtdruck W, in 4. Ebenso ist d© der Gesamtdruck W,
~in B. Bringt man diese Gesamtkrifte in 4 und B an, so schneiden
sie G und G’ in Punkten Z und Z’, durch welche auch der (tesamt-
druck des Gelenkes ' hindurch gehen muf, die deshalb mit ¢ in
einer Geraden liegen miissen, und zwar mu diese Gerade LCL' || Ob
/ sein, weil Ob den Gesamtdruck des Gelenkes €' nach Richtung und
GroBe darstellt.
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Riickt die Last &' (Fig. 248) dem Widerlagergelenk A niiher
und nither, so verschiebt sich der Schnittpunkt K der drei Krifte
auf der Verlingerung von BC

mehr und mehr nach oben, und Fig. 248.
die Richtung von W nihert sich v

mehr und mehr der Lotrechten. “?\II\’

Im Grenzfalle, wo G mit A zu-
sammenfillt, wird W lotrecht,

fillt also mit & in dieselbe
Richtung; aus diesem Grunde
wird die dritte Kraft D = W,
(nach S. 69) = Null; die Last &
wird unmittelbar von dem festen
Gelenkpunkte 4 auf das Wider-
lager iibertragen; im Gelenke C
tritt gar keine Kraft auf, und die Stangenverbindung bleibt ohne
innere Spannkrifte. Also:

Eine Last, die an einem Widerlagergelenkpunkt
einer Stangenverbindung angreift, bringt in der
Stangenverbindung selbst keine Spannkridfte hervor.

Riickt aber die Last & der linken Stange nach € hin (Fig. 249),
so nithert sich der Punkt X mehr und mehr dem Punkte © und
fillt mit ihm zusammen, wenn die
Last durch ¢ geht. Denkt man Fig. 240,
sich nun die Stangen durchschnitten,
$o miigsen ihre Spannkrifte beide
in die Richtungen AC und B
fallen. Oder:

Greifen die Lasten nur
in dem gemeinsamen Gelenk-
punkt einer Stangenverbindung an, so fallen die
Spannkrifte der Stangen in die Verbindungsgeraden
der Gelenkpunkte (die Stangenrichtungen).

Die beiden vorstehenden Siitze gelten, wie man leicht erkennt,
auch fiir eine Verbindung von beliebig vielen Stangen.

Die Bestimmung der Widerstiinde der festen (telenke geschxeht
in derselben Weise, wie auf S. 218 beschrieben, wenn auch die
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einzige vorhandene Last K an der Verlingerung einer Gelenkstange
angreift und etwa von der lotrechten Richtung abweicht (Fig. 250).

In Fig. 251 ergeben sich leicht die Spannkrifte S und S; der
beiden  Gelenkstangen,
und zwar wirkt die
Spannkraft S auf Zug,
S, auf Druck.

Ist bei einem Bogen-
triger mit drei (relenken
(Fig. 2562) nur die linke
Hilfte durch eine Einzel-
last & belastet, so kann,
ohne Riicksicht auf die
Form, die rechte Hiilfte wie eine gewichtlose Stange behandelt werden,
so daf} die Richtungen der Widerlagerdriicke W und W) in einfacher
Weise bestimmt sind und daher die Zeich-
nung des Kraftecks aus G, W und W,
ermoglicht ist :

Liegt das gemeinsame Gelenk ¢
oberhalb der Geraden 4 B, so erfordert
eine Last ¢ (Fig. 249, S. 219) schrig
aufwirts gerichtete Widerstinde W und
Wi; diese Krifte haben nach dem Gesetze
der Wechselwirkung das Bestreben, die Widerlager schrig nach
unten und auseinander zu driingen; die Stangen erfahren Druck-
krifte. Liegt aber ¢ unterhalb 4B
(Fig. 253), so kehren sich alle Verhilt-
nisse ins Entgegengesetzte: die Stangen
werden gezogen und suchen die Wider-
lager nach innen zu ziehen.

Fig. 250. Fig. 251.

‘{9
>
B,

A T

Eig. 252,

Eig. 253.

Solche inuere Zugkrifte, deren Rich-
tung mit der Verbindungsgeraden zweier
Grelenke zusammenfillt, konnen auch
durch ein Seil aufgenommen werden.
An Stelle der Gelenke hat man sich damn Seilknoten zu denken,

Verbindung von mehr als zwei Stangen. Eine Verbindung
von zwei Gelenkstangen wie Fig. 253 hildet eine bestimmte Figur,
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nimlich ein durch drei Seiten bestimmtes Dreieck 4 B, weil die
festen Punkte 4 und B die Seite 4 B festlegen. Eine Verbindung
von mehr als zwei Stangen bildet aber eine veriinderliche Figur,
weil ein Vieleck von mehr als drei Seiten nicht mehr durch die
Seiten allein bestimmt ist. Sind die Lingen der Stangen, deren
Lasten und die Widerlagergelenkpunkte 4 und B gegeben, so gibt
es nur eine gesicherte Gleichgewichtslage, welche sich allmiihlich
von selbst einstellt, wenn man die Stangenverbindung der Wirkung
der Lasten iiberlifit. Diese Ruhelage muf3 zuniichst ermittelt werden,
bevor man die Widerstinde der Befestigungspunkte und die Spann-
krifte der Stangen bestimmen kann. :
Betrachten wir eine Verbindung von drei
Stangen, so sind deren Neigungswinkel o, a,,
a, in der Gleichgewichtslage unbekannt. Greifen
die Lasten irgendwo zwischen den Gelenk-
punkten an, so ist es zur Vereinfachung emp-
fehlenswert, jede Last G* durch zwei parallele
Seitenkrifte A zu ersetzen, die je in einem Gelenk
angreifen. Es ist dann (Fig. 254) K, = G, (1 ~—;1); K= %
A i
Verfihrt man mit den Lasten .der anderen Stangen ebenso, so werdén
die auf die Widerlagergelenke
entfallenden Seitenkrifte, z. B.
K, unmittelbar von diesen auf-
genommen und kommen fiir
das Gleichgewicht der Stangen-
verbindung nicht weiter in Be-
tracht. An jedem Zwischen-
gelenk aber summieren sich
die von links und rechts her-
rihrenden Seitenkrifte und
geben zusammen die Gelenk-
punktlast. Wir haben dann
nur - mit  Gelenkpunktlasten
P und @ zu tun (Fig. 255), 4
und die Spannkrifte der Stibe - ¢ ,
kinnen nach dieser Aenderung mit Riicksicht auf den Satz S. 217
als in die Stabrichtungen fallend angesehen werden.
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An dem Gelenkbolzen ¢ hiingt die Last P; die anschlieBenden
Stibe iiben auf ihn die Kriifte S, und S, aus, und diese drei Krifte
miissen sich das Gleichgewicht halten, weil der Bolzen in Ruhe sein
soll. Es miissen daher diese Kriifte ein geschlossenes Krafteck O £ F
bilden (Fig. 255, links). Da nun S, mit der Wagerechten den
Winkel «, bildet, ist 90°— a, der Winkel #' 2O zwischen S, und P;
der Winkel bei O im Krafteck betrigt aber fiir die angenommenen
Neigungen o, + a,, derjenige bei F' ist 90— a,. Mithin wird nach
dem Sinus-Satze:

P: 8, =sin (2, + @) :cos a;.

Ebenso miissen die in D angreifenden Krifte S,, @ und S; ein
geschlossenes Dreieck O, F)G bilden, fiir welches die Gleichung gilt:
Q : S, = sin (a3 + ay) : cos aj.

Durch Division ergeben diese beiden Gleichungen :
1) sin (o, + a5) cos % &

sin (a3 —oy) cOS oy Q°
Dies ist die einzige Beziehung, welche zwischen den gegebenen Lasten
und den Gleichgewichts-Neigungen o, a, und a, aufgestellt werden
kann. Haben aber die Punkte 4 und B einen gegebenen wage-
rechten Abstand «, einen Hohenunterschied b, so miissen diese Werte
gleich sein der algebraischen Summe der wagerechten bezw. senk-
rechten Projektionen der Stangen, oder |

2) l; cos a; -+ Iy cos ay + I3 cos ay :.a;
3) Ay osinap — Iy sin oy — Uy sin a3 = b.

Die Gleichungen 1 bis 3 enthalten die Bedingungen fiir die
drei Unbekannten «, «, und a4, sind aber nach diesen Groflen nur
durch miithsames Probieren aufloshar.

In anderer Gestalt lift sich die Bedingung fir die Gleich-
gewichtsform der Stangenverbindung aussprechen, wenn man die
beiden Kraftecke so zusammenschiebt, dafl O, F; mit O F' zusammen-
fillt. In der so entstehenden Figur (Fig. 255, rechts) bildet K F&
den Streckenzug der gegebenen parallelen Lasten, O den Pol, OF,
OF, OG die Polstrahlen, und, wenn man nun bedenkt, dal OFE || 4 C,
OF || CD und OG || DB gezeichnet waren, so erkennt man, daf}
der Linienzug ACD DB ein zu den Lasten P und @ gezeichnetes
Seileck ist. Die Polstrahlen des Kraftecks geben Grifie und Richtung
der Stabspannkrifte.
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Nach der Bedeutung der Seileckseiten ist 22 B die Richtungs-
linie einer Kraft S; mit dem . Sinne von B nach D, welche die
Mittelkraft von S; (aufwiirts), 7 und @ darstellt. Nach den Lehren
iiber die Zusammensetzung und das Gleichgewicht der Kriifte am
starren Korper wiirden daher die an einem starren Korper wirkenden
Kriifte S;, P und @ mittels eines Seilecks zu einer Mittelkraft S,
vereinigt werden konnen; und eine entgegengesetzt gerichtete Kraft S,
(mit dem Sinne von D nach B) wiirde den Kriiften S,, P und @
das Gleichgewicht halten, Bei der Stangenverbindung haben wir
nun gezeigt, dafl sie unter Einwirkung der Stabkrifte .S, und S,
und den Gelenkpunktlasten P und @ im Gleichgewichte sei. Da
sich dieselben Krifte auch am starren Korper im Gleichgewichte
halten, so folgt daraus, dafl, wenn cine Gelenkverbindung im Gleich-
gewicht ist, in dem Gleichgewichts- und Kriftezustande nichts ge-
indert wird, wenn man den (elenken die Beweglichkeit nimmt, also
z. B. sie zu einem starren Korper zusammengeschweil3t denkt.

Nach der Eigenschaft des Seilecks schneiden sich die Rich-
tungen von S, und S; ‘auf der Mittelkraft R der Lasten P und Q.
Die Spannkrifte S, S, und S; baben im Krafteck iibereinstimmende
wagerechte Projektion, d. h. iibereinstimmende wagerechte Seiten-
kraft 77, gemessen durch den rechtwinkligen Abstand des Poles O
von der Lastlinie 2 FG.

Man erkeunnt leicht, daf} das vorstehend fiir drei Stangen ent-
wickelte im wesentlichen auch fiir beliebig viele, nur in den Gelenk-
punkten belastete Stangen gilt; wir fassen dies unter Annahme
reibungsloser Gelenke zu folgenden Sitzen zusammen:

1. Die Spannkraft einer jeden Stange fillt mit ihrer Richtung,
d. h. mit der Verbindungsgeraden ihrer Gelenke zusammen.

2. An jedem Gelenkpunkie halten die Spannkrifte der beiden
benachbarten Stangen der Last des Gelenkpunktes das Gleichgewicht.

3. Dic Gleichgewichtsform der Stangenverbindung ist ein zu

den Lasten gezeichnetes Seileck.
_ 4. Die Spannkriifte irgend zweier Stangen halten den an den
zwischenliegenden Gelenkpunkten angreifenden Lasten das Gleich-
gewicht (d. h. geniigen den Bedingungen fiir das Gleichgewicht
starrer Korper). Die Mittelkraft dieser Lasten geht durch den
Schnittpunkt der beiden Spannkriifte.
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Die vorstehenden Sitze gelten auch, wenn die Gelenkpunkts-
lasten nicht lotrecht, sondern beliebig gerichtet sind. Werden die
Lasten aber ausschlieBlich durch lotrechte Krifte gebildet, so
ist noch

5. die wagerechte Seitenkraft aller Spannkrifte von der gleichen
Grole H.

Sind nun » Stangen der Lingen /;, /,...7, und n—1 Gelenk-
lasten gegeben, so kann man damit unendlich viele Gleichgewichts-
formen herstellen. Bei drei Stangen liel sich aus den Gleich-
gewichtsbedingungen nur eine Gleichung (Gl.1, S. 222) mit den drei
Unbekannten o, oy, «, entwickeln; die beiden anderen (ileichungen
. waren geometrische Bedingungen. Aehnlich ist es auch bei » Stangen:
Sind die Abstinde ¢ und » der Befestigungspunkte in wagerechtem
und lotrechtem Sinne gegeben, so lassen sich aufler den geometri-
schen Bedingungen nach Art der GL 2 und 3, S. 222, in derselben
Weise wie bei drei Stangen noch n—2 Gleichgewichtshedingungen
herleiten. Die Auflosung der Gleichungen nach den unbekannten
Winkeln o, a,... ist aber nur durch umstindliches Probieren
maglich. ~ Viel leichter wird die Aufgabe, wenn statt der gegen-
seitigen Lage der Befestigungspunkte zwei andere Stiicke gegeben
sind. Die Neigungswinkel =« sind sofort bestimmt, wenn im Krafteck
(Fig 255, rechts, S. 221) die Lage des Poles gegen den Strecken-
zug der Lasten gegeben ist. Sind also von irgendeiner Spannkraft,
z B. von S}, wagerechte und senkrechte Seitenkraft gegeben, so steht
S, nach Grofle und Richtung fest und bestimmt damit den Pol O
Auch die Neigungen zweier Stiibe (d. h. ihrer Spannkrifte) legen
den Schnittpunkt der beiden Polstrahlen, d. h. den Pol fest.

In Fig. 255 konnen die Spannkrifte 8|, S,, S; der Gelenkstangen
ebenso gut durch Seilstiicke aufgenommen werden. Ein Seil kann
wegen seiner Biegsamkeit nur eine in seine Lingenrichtung fallende
Zugkraft aufnchmen (vergl. S. 69)  Das zwischen zwei Knoten
befindliche Stiick eines gewichtlosen Seiles hat daher dieselbe Grund-
eigenschaft wie eine gewichtlose und unbelastete Gelenkstange, jedoch
mit der noch hinzutretenden Besckriinkung, daB im Seile nur Zu g=
krifte moglich sind. Das Viereck ACDB ist also die Gleich-
gewichtsform einer in den Knoten ¢ und ) belasteten Seilverbindung
Hiermit erklirt sich die S. 109 (nach dem Vorschlage von G. Lang)
eingefithrte Bezeichnung Seileck.
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Wiirde im Krafteck (Fig. 2565, rechts) der Pol O nach der
linken Seite von G symmetrisch verlegt, so erhielten S, S, und
S, dieselben Groflen wie bisher, S, wiirde dann aber im Seileck
von A aus nach rechts ansteigen mit dem Ansteigungswinkel o
gegen die Wagerechte. Das in solcher Weise zu den Lasten P
und @ erhaltene Seileck wiirde eine Figur sein, in welcher die
Knickpunkte € und 22 oberhalb 4 B liegen; S,, S,, S; wiirden wie
in Figur 249 (8. 219) Druck kriifte werden. Diese Figur ist als
Gleichgewichtsform eines Seiles nicht moglich, gleichwohl hat man
den Namen Seileck auch fiir solche Fiille beibehalten, wiihrend
man eigentlich richtiger Gelenkstabvieleck sagen wiirde. Ein solches
Gelenkstabvieleck aus mehr als zwei Gelenkstangen mit hochliegenden -
Zwischengelenken (nach oben gekehrten Knien), in welchen durch
abwiirts gerichtete Lasten Druckkriifte entstehen, ist nur in un-
sicherem Gleichgewichte, kann nur kiinstlich gehalten werden
und gerit bei der geringsten Verinderung in beschleunigte Abwiirts-
bewegung; in bezug auf die Ermittelung der Gleichgewichtsform
und der entsprechenden Kriifte ist sonst kein Unterschied zwischen
der unsicheren und der sicheren Gleichgewichtsform, ebensowenig
wie zwischen Fig. 249 und 253.

Beispiel: Sechs Stangen mégen die Liingen: 7, = 0,98 m; [, = 0,87 m;
l, = 0gam; I, = 0069m; [, = 1lo1m; [, =08 ™ haben; die Lasten seien
P, = 62%8; P, = 54ks; P, = 44Xk
P, =60kg; P, = 62kg. Die iiuBer-
sten Seiten des Seilecks mogen je
unter 45° gegen die Wagerechte
geneigt sein. Triigt man die Lasten
zu einem Streckenzuge zusammen (im
MaBstabe 1 mm = 10 kg) (Fig. 256),
so wird die Gesamtlast 282 kg, und
weil die fdullersten Strahlen davon
Je um 45° abweichen, so ist der
Polabstand H = %L'P = 141 kg die i
wagerechte Kraft, die durch die 54')._._,,.‘-,
ganze Verbindung  hindurchgeht.
Die Stiibe sind der Reihe nach
parallel den Polstrahlen in den gegebenen Lingen (im MaBstab 1 : 100)
aufgetragen, Die Liingen der Polstrallen geben die Grofe der Spanukrifte
der entsprechenden Stiibe.

Keck-Hotopp, Mechanik I. 15
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7. Kettenlinien.

Wird die Zahl der Gelenkstangen immer gréfer, ihre Linge
immer kleiner, so nihert sich die vieleckige Gleichgewichts-Figur
mehr und mehr einer stetig gekriimmten Kurve. Immer aber
bleiben dieselben Gesetze giiltig: namentlich also fillt die Richtung
der Spannkraft einer Stange mit der Richtung der Stange zusammen.
Werden die einzelnen Stangen unendlich klein, so kommt man zu
einer an jeder Stelle vollig biegsamen Kette oder einem biegsamen
Faden mit stetiger Belastung. Die Spannkraft an irgendeiner Stelle
ist dann tangential gerichtet. Die Belastung der einzelnen Bogen-
teilchen der Kette kann iiberall gleich oder verschieden sein; danach
wird die Gleichgewichtsform der Kette, die Kettenlinie, ecine
verschiedene.

Wir betrachten zuniichst den einfachen Fall, daf} die Belastung
sich gleichférmig iber die wagerechte Projektion der Kette verteile,
daf} also jede Lingeneinheit (jedes Meter) dieser Projektion ein be-
stimmtes Gewicht ¢ zu tragen habe. Dies kionnen wir uns vorstellen
durch einen prismatischen Belastungs-

korper mit dem Gewichte ¢ fir die Fl%l‘m ____________ %
Lingeneinheit, der durch lotrechte 4! g‘égz
Sehnitte in unendlich viele Scheihen /MM ’
. . . i | ; ) R e ! i {
geschnitten ist, welche mittels ge RN REE RSN EEE 1

wichtloser Fiden oder Hiingestangen
an der selbst gewichtlosen Kette aufgehingt sind (Fig. 257).

Im tiefsten Punkte ¢ ist die Kette und daher auch die Spann-
kraft H dieser Stelle wagerecht gerichtet. Durchschneiden wir die
Kette nochmals in einem wagerechten Ab-
stand & von C, so ist hier, bei P (Fig. 258)
eine Spannkraft S anzubringen. Die Kriifte
S und A miissen nun (nach S. 223, 4) den
zwischenliegenden Lasten das Gleichgewicht
halten. Die Mittelkraft dieser Lasten ist
qx mit dem Abstand 'l22 von P. Die
Momentengleichung in bezug auf P liefert
dann: O= —Hy+ Yaqa?, also:

1) y:%‘; oder w?=2(~) Y.
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Die Gleichgewichtsform der Kette ist also eine Parabel mit
lotrechter Achse und vom Parameter H :gq.

Fir x = '/21 wird y=f, daher nach Gleichung 1:
IR

durch Division beider Gleichungen entsteht dann:
% /! 402 |/
7 e v
Bemerkenswert ist auch, dal der Schnitt der drei Krifte S, H und qa
in der Mitte der Strecke « liegt, so dall, wenn man die Richtung der Tangente S
bis zur Lotrechten durch O verlingert, der hier entstehende Schnittpunkt D
in der Tiefe y unter C, d. h. in der Tiefe 2 y unter P liegt. Dies ist eine
kennzeichnende Eigenschaft der Parabel.

Die wagerechte Seitenkraft oder Projektion von S ist = H,
die lotrechte V = qu.

Zu einer gegebenen Last ¢ sind unendlich viele parabolische
Kettenlinien moglich, je nachdem H grifer oder kleiner gewiihlt
wird. Es lifit sich diese bestimmende Grofle aber auf die Pfeil-
hohe f der Parabel zuriickfilhren; denn aus Gleichung 2 folgt:

ql?
4) i = T
Vergrioferung von # bedingt also Verkleinerung der Pfeilhohe 7,
und umgekehrt. Der Parameter {{ kann also auch 8lf geschrieben

werden.

Liegen die Befestigungspunkte 4 und B in einem wagerechten Abstand «,
befindet sich aber B um b tiefer als 4, so liegt der tiefste Punkt C' nicht in
der Mitte (Fig. 259). Seine wagerechte
Entfernung /27 von A soll berechnet Fig. 259.
werden. Die Widerstiinde 4 und H
bei A und die Spannkraft H hei C
miissen den Lasten zwischen 4 und
C das Gleichgewicht halten, d. h.
A =1 ql,

Hf=1/sq® also H - g’f .
Entsprechendes gilt fiir das Stiick i
rechts von C, wo statt /27 zu setzen
ist @ —1/27, statt / aber f—bh. Mithin H = 4 R
"‘},\_ 1%

(2a—1)°
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Die beiden Werte H sind aber, wie bei jeder lotrecht belasteten Stangen-
verbindung, dieselben, mithin

2a —1)?

e

B Soa QR
RN /
[ 1 2a—10?> —4a®+ 4al
ke

¢ i ; b SVH 4al—4a
Weil aber fi== ‘2qH’ so wird ra == W e N

)
oder a(l—a) = %

Wichtig ist auch die Gleichung der parabolischen Kettanlinie,
bezogen auf den Anfangspunkt 4. Man kann dieselbe entwickeln,
indem man von der Gleichung 1 (S. 226) ausgeht, kann sie aber ebenso
leicht unmittelbar ableiten: Im Punkt A
(Fig. 259 und 260) wirken die Widerstinde

2
A =%sglnndH— (:ISLf’ und in bezug auf den
Punkt P (Fig. 260) gilt die Momentengleichung: H
0=12qle —Hy—2qa®, oder

DO - ¥ 4f o
5 Y=gral—a)=3rel—a). |
Dies ist also eine andere Form der Gleichung wmmwmmmm
- 5
einer Parabel vom Parameter — = Sl—f o

Auch kiinftig werden wir ofter auf eine Gleichung der Form
y.=0p (l—z‘) kommen; diese bedeutet stets eine Parabel vom

Parameter %, deren Achse parallel der y-Achse ist und welche

die in der @-Richtung liegende Sehne / symmetrisch {iiberspannt.

Ist der prismatische Lastkorper nicht an unendlich vielen Stellen,
sondern nur an einzelnen Punkten zerschnitten und an diesen
Stellen mit der Kette verbunden, so wird die Gleichgewichtsform
wieder ein Vieleck, ein Seileck, und zwar ist dies Seileck ein der
Parabel (Gleichung 5) eingeschriebenes Vieleck. Dnrchschneidet man
(Fig. 261) die Stangenverbindung im Gelenkpunkte P (der Koordi-
naten @ und y), so miissen die hier auftretenden Spanukrifte
und V" nebst den in 4 aunftretenden Widerstinden 4 =1/2¢7 und H
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wieder den zwischenliegenden Lasten ¢a das Gleichgewicht halten.
Es entsteht dann ganz dieselbe Momentengleichung wie auf S. 228,
und fiir irgendeinen Knotenpunkt P gilt die
Gleichung 5. Liegen nidmlich die Befestigungs-
punkte 4 und B in gleicher Hohe und in
dem Abstand /, so ergibt sich leicht, daf}
A = B =1/2q1 sein muf}, wie auch die Schnitt-
stellen liegen mogen. Also:

Ist eine Stangenverbindung der-
artig belastet, dafl die Last sich
gleichformig iber die wagerechte
Projektion verteilt, aber nur in
einzelnen, den Teillinien der Last
entsprechenden Gelenkpunkten auf die Stangenver-
bindung ibertragen wird, so ist die Gleichgewichts-
form ein Sehnenvieleck einer Parabel mit lotrechter
Achse; die wagerechte Spannkraft betrigt H:%if?, wenn
! die Spannweite, f die Pfeilhghe der Parabel

Sind die einzelnen Teile des prismatischen Lastkorpers nicht
an den Schnittstellen, sondern je in der Mitte durch Hinge-
stangen an der Gelenkstangenverbindung befestigt, so bildet die
Gleichgewichtsform der letzteren, wie sich aus einer Betrachtung
der Figur 258 ergibt, ein der Parabel um schriebenes Seileck.

Beispiel: Die Kette ciner Hingebriicke habe 40m Spannweite und 5 m
Pfeilhohe (Fig. 262).
Ihre Belastung ver- Fig. 262.
teile sich nahezu A

gleichmiiBig  fiber

die wagerechte Pro-

jektion und betrage
q = 1000 ks fiir das
Meter Liinge. Die
Kettenglieder werden
‘demnach einer Pa-
rabel eingeschrieben
sein. Die wage- ¢

rechte Spannkrafc wird H = qsi 200_812——42 = 40000 kg.” Die ~ganze
Spannweite sei durch Hingestangen in acht gleiche Fache von je 5m Liinge
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geteilt. Dann hat jede Stange das Gewicht zweier halben Fache = 5000 k3
auf die Kette zu ibertragen. Da sieben mittlere Knotenpunkte vorhanden
sind, so kann man das entsprechende Krafteck zeichnen, indem man die sieben
Lasten von je 5000 kg auf einer Lotrechten auftrigt (5000 kg = 21/2 mm),  Der
Mitte der Tasten gegeniiber wiihlt man in einem Abstand H = 40000 kg
= 20mm den Pol O. Die Polstrahlen nach den Teilpunkten der Lastlinie
geben dann Richtung und GréBe der Spannkriifte der einzelnen Stibe. Ein
Punkt P der Kette in einem Abstand 2 = /a1 von der Mitte hat eine Héohe y
iiber dem Scheitel C (nach Gl 3): y =f-4a* : PP =f.1a=5a1m, Wirde man
die Aufhiingepunkte 4 und B an den Pfeilern befestigen, so wiirden diese
einen Druck 4 = B = 1/2ql nach unten, zugleich aber ecine nach innen ge-
richtete wagerechte Kraft H — 40000 kg erfahren. Letzterer wiirde ein hoher
Pfeiler nicht leicht widerstehen kionnen, daher fithrt man die Kette jenseits
des Pfeilers fort und verankert sie in tiefer liegendem Mauerwerk, so daf der
Pfeiler im wesentlichen nur lotrechten Druck erfihrt. Die Breite der Pfeiler
macht es unmoglich, die Endpunkte 4 und B als Aufhiingepunkte der Last zn
benutzen. Die hierdurch veranlaBte Abweichung ist auf der rechten Seite,
bei B, beriicksichtigt (auch im Krafteck), withrend auf der linken, bei 4, der
ideelle Zustand beibehalten wurde.

Die nach auBen gerichtete Kraft H kann auf die beiden Punkte 4 und B
auch durch eine steife gerade Verbindungsstange ausgeiibt werden, welche
diese Kraft H als Druckkraft
auszuhalten hat (Fig. 263). Als-

; Fig. 263.
dann brauchen die Stiitzen nur o N f
noch lotrecht aufwirts gerichtete 44 H " T
Widerstinde 4 und B zu leisten. W? N e

Die Fahrbahn, welche bei Hiinge- O\O (
britcken unter der Kette sich ;\?\@_,?/[/
befindet, kann nun auch in die
Hohe der Stange A B gelegt
und durch Druckstangen auf die Gelenke der Kette gestiitzt werden. Das
Sehnen-Vieleck der Parabel bleibt aber nur im Gleichgewichte, solange die
Last gleichformig verteilt ist.

Kommt eine fremde Last hinzu, Fic. 261

so wird die Stangenverbindung d

eine Verriickung erfahren; es- —ﬁ\ﬁ ‘/,
treten Schwankuiigen ein, die bei . X
Kettenbriicken bekannt sind, und

erst nach lingerer Zeit kann sich

ein neuer Gleichgewichtszustand bilden, wenn keine fernere Aenderung der Last
erfolgt. Diese Bewegungen kann man mehr oder weniger verhindern, indem
man die cinzelnen, in Fig. 264 befindlichen Trapeze durch Einfigung je einer
Diagonale oder Strebe zu geometrisch bestimmten Figuren umwandelt. Auf
diese Weise entsteht ein parabolischer Fachwerktriger. Dreht man
die Figur um eine wagerechte Achse, bis das parabolische Vieleck oberhalb
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der Schne AB liegt, so hat man einen parabolischen Triiger anderer Art.
Die Stibe des Vielecks erfahren dann Druck, die Sehne AB aber Zug.
(S. A. Ritter, Techn. Mechanik, 2. Aufl., §. 244.)

Kettenlinie fiir gleichformig veréinderte Belastung. Besteht
der Belastungskorper aus zwei symmetrischen Keilen (Fig. 265), so
ist die Belastung ¢ der
Liingeneinheit verinderlich,
nimlich

i
(Iqu 1/2l7

wenn ¢, die Einheitshe-
lastung an den iufleren
Enden ist. Zwischen ¢
und P befindet sich dann
eine Gesamtlast /2 g2 mit
dem Hebelarm /32 in
bezug auf P. Daraus folgt die Momentengleichung

g - PP Lo
0.-= Hy e
g _qat g2
6) ¥ vE TR
Wird wiederum y =/ fiir @ =1/al, so ergibt sich auch leicht
7 yif=8a3:13

Die Kettenlinie bildet also von €' bis B einen Zweig einer kubischen
Parabel; €' 4 ist dazu symmetrisch.

8. Briicken- und Tafelwagen.

) Bei den auf S. 201 behandelten Hebelwagen wurde die Be-
lastung einer Wagschale mittels Hiingeketten auf einen bestiminten
Punkt des Wagebalkens iibertragen. Die dem Aufbringen der
Last unter Umstiinden hinderlichen Ketten lassen sich enthehren,
man_ kann fiir die Last eine freie Briicke oder Tafel schaffen und
durch Anwendung geeigneter Stangenverbindungen erreichen, daf
die Last an jede beliebige Stelle der Briicke oder Tafel gelegt
werden darf, ohne das Ergebnis der Wiigung zu beeinflussen.
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Briickenwage des Strafshurger Mechanikers Quintenz (1821)
(Fig. 266). Das Ganze zeigt im Aufri zwei feste Drehpunkte 4
und . B. Die Stange G, welche in der Figur den Briicken-
balken F H schneidet, geht
in Wirklichkeit ungehindert Fig. 266.
daran  vorbei, weil FIH
ebenso wie G B im Grund-
i} aus zwei Teilen besteht.
Die Last @ wird mittels
des Briickenbalkens #'H von
zwei Kriften W, und W,
im Gleichgewichte gehalten,
und zwar ist W), = Qa: [;
Wo=@Q —Qa:1l, wenn !
die Linge des Balkens ist.
W, wird mittels der Zug-
stange D auf den oberen Hebel A E iibertragen. W, driickt
auf den untersten Hebel BG' nach unten und wird durch die bei &
angreifende  Spanunkraft W; = W) —? o Ta, (—Z im Gleichgewichte
gehalten. Der oberste Hebel trigt bei ¢ die Schale mit dem
Gewichtstiicke P, welches den Spannkriiften W, und W, das Gleich-
gewicht halten muf}. Also wird

Pa:ugw-u@c:(Q_Q}E)H.Ql_@"gc,

oder Pa:Qb—Q%’(b---‘cfc).

Damit nun die Lage der Last auf der Briicke gleichgiiltig sei,
muf} in der letzten Gleichung das mit » behaftete Glied ver-

} d :
schwinden, es muf} bz—e—c oder b:e=d:e¢ sein; d. h, die

rechte Seite 4 DE des obersten Hebels mufl mit dem untersten
Hebel BHG in gleichem Verhiltnisse geteilt sein. Dann wird
Pa= @b, d. h. die Anwendung der Stangen und Hebel bewirkt,
daf} es fiir den obersten Hebel so ist, als ob die Last @ un-
mittelbar bei 2 hinge. Macht man dann noch « = 105, so hat
man eine sog. Dezimalwage. '
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Briickenwage von George (Paris), 1840. Die Briicke (Fig. 267)
wird von einem |_-formigen Rahmen getragen. Dieser hiingt im
Punkte 2 mittels einer Hinge- Fig. 267.

¢
8

stange D¢ an dem oberen
Hebhel A B. Damit die durch
@ belastete Briicke wegen ihrer
seitlichen Unterstiittzung nicht
umkippe, wird sie durch zwei
parallele Stibe EF und ' H
so gefithrt, daf} sie stets pa-
rallel ihrer urspriinglichen Lage

bleibt.
An der Briicke halten sich im Gleichgewichte (Fig. 268) das

Gewicht @, die Kraft Z der Hingestange und die Krifte Y
und Y der Fithrungsstangen. Daher muf} Fig. 268,

Y= Qa sein und, was die Haupt-
sache, Z= @, d. h. die Zugstange C.D
iibertriigt auf den obersten Hebel ein-
fach die Last @. Kine Verschiebung der
Last beeinfluft nur die Kraft in den
Fithrungsstangen; es wird also wieder
Pa = 0h,

Tafelwage. Auf demselben Grundgedanken beruhen die Tafel-
wagen, welche einfach auf jeden Tisch gestellt werden kionnen und
bei denen die Schalen oben frei liegen (Fig. 269). Auch hier kann
die Last an jede Stelle der Schale Fig. 269.
gelegt werden. In der Linie C.D 20
fiigt man zwei gleiche entgegen- B .
gesetzte Kriifte @ hinzu, dann | Joid Q
wirkt die abwirts gerichtete C,I ] ‘[C

D

dieser heiden niederdriickend auf
die parallelen Hebel C'4 ¢, und g B ;
DB D,, wilhrend das auflerdem L- ;
wirkende Moment @2 von den in der Lingenrichtung dieser Hebel
auftretenden, von den festen Drehpunkten 4 und B aufzunehmenden
Kriiften Y aufgehoben wird. Die Wage wirkt also wie eine gleich-
armige Balkenwage. Wagerechter Stand bedingt Gleichheit zwischen
Last @ und Gewichtstiick P.
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- 9. Reibung.
a) Reibungsziffer, Reibungswinkel und Reibungskegel.

Bisher haben wir die Korper als vollkommen glatt angenommen,
wobei sie infolge einfacher Berithrung nur Normalkrifte aufeinander
ausiiben konnten. Wiire dies wirklich der Fall, so wiirde ein Korper
auf wagerechter Ebene, einmal in Bewegung gesetzt, seine Bewegung
stets mit derselben Geschwindigkeit fortsetzen. Die Erfahrung lehrt
aber, daf dies nicht zutrifft, da} vielmehr eine gewisse Zugkraft K
erforderlich ist, um den Korper in gleichformiger Bewegung zu
erhalten.  Daraus folgt das Vorhandensein eines Tangential- oder
Reibungswiderstandes 7’= K (Fig. 270). Fig. 270.

Die Reibung ist eine Folge der Rauheit der \F AN
Oberflichen der Korper. Thre Grofe ist in \%J

erster Linie von der Grofle des Normal- S|
druckes N abhingig, und man nennt das ”
Verhiltnis 7" : N = f (frictio) die Reibungs- et o
ziffer oder den Reibungs-Koéffizienten. ¢

e

Ergibt sich, daBl zum gleichmiBigen Fortziehen eines 62 k& schweren

Schlittens auf ciner wagerechten Eisfliche eine wagerechte Zugkraft K = 2 kg

2
erforderlich ist, so betrigt die Reibungsziffer f = R —Q—rz 8= ‘%

Die Reibungsziffer zweier Kérper hiingt wesentlich von der
Beschaffenheit der Berithrungsflichen ab, also von der Natur der
Korper, von der Art der Bearbeitung und der etwaigen Schmierung.

Daneben hat auch die Geschwindigkeit der Gleithewegung einen
EinfluB auf die Reibung. Beim Uebergang aus der Ruhe in die
Bewegung ist die Reibung am groften und nimmt mit wachsender
Geschwindigkeit ab. Auch die Grofle des auf die Flicheneinheit
kommenden Druckes beeinfluflt die Reibungsziffer. Bei sebr kleinem
Einheitsdruck, also verhiltnismiBig grofler Berithrungsfliche ist die
Reibungsziffer groB, mit zunehmendem Einheitsdruck nimmt sie an-
finglich ab, dann wieder zu, wie durch Versuche erkannt wurde.

Diese Abhiingigkeit von der Geschwindigkeit und der Grofe
des Einheitsdruckes ist aber nur erst fiir einige Sonderfille niher
festgestellt. Im allgemeinen miissen wir daher f als nur ab-
hingig von der Beschaffenheit der Beriithrungsflichen
behandeln, und voraussetzen, daf} "die entsprechende Zahl durch
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Versuche, deren Umstinde dem zu behandelnden Falle moglichst
iihnlich sind, ermittelt wurde.

Gleitet ein Korper auf fester Fliche, so besteht die Einwirkung
der letzteren auf den Korper in dem Normalwiderstand NV und dem
Tangentialwiderstande 7"= 7 N. Die Mittelkraft W™ beider heifl3t der
Gesamtwiderstand der festen Fliche und schlieft mit der
Normalen N einen Winkel ¢ ein, fiir den

tg@p=T:N=fN:N=f, d h
1) tgp=/. ;

Wegen der festen Beziehung zwischen ¢ und / nennt man ¢
den Reibungswinkel.

Der Reibungswiderstand ist stets der Bewegungs-
vichtung entgegengesetzt. Da nun die Gleitbewegung alle
moglichen Richtungen in der Berithrungsebene haben kann, so gilt
von /N das gleiche. Setzt man jede dieser Krifte fN mit vV
zusammen (Fig. 271), so bekommt man
unendlich viele mogliche Richtungen von W,
welche eine Kegelfliche mit der Achse NV
bilden, den sog. Reibungskegel

Der Reibungskegel ist eine
Kegelfliche, deren Spitze im An-
griffspunkte von N, deren Achse
in der Richtungslinie von N liegt
und deren Seiten mit der Achse den Reibungswinkel ¢
einschlieBen. Gleitet ein Korper auf einer festen Fliche, so
leistet diese einen Gesamtwiderstand W, der in der Mantelfliiche des
Reibungskegels liegt.

Die von der Rauhigkeit der Korper herrithrende Reibung ist
nun aber eine Widerstandskraft, welche die relative Gleithewegung
an der Fliche wohl hindern oder verzogern, niemals aber eine
solche hervorbringen oder beschleunigen kann. g
* Liegt z. B. (Fig. 272) ein Korper vom Gewichte P
® = 100 ¥ auf wagerechter Ebene und ist X4

K

J=03, so ist zum gleichmifigen Fortziehen I ;;;"
i % W

Yo :

Fig. 271.

des Korpers (etwa mittels eines wagerecht ge-
spannten Seiles) eine Kraft K = 30%¢ erforder-
lich. Diese Krifte werden auch an dem Korper noch im Gleich-
gewichte sein, wenn die Gleschwindigkeit desselben zu Null wird.
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Zieht man aber an dem ruhenden Koérper mit einer Kraft K<< 30 *s,
vielleicht nur mit einer Kraft von 10 *8, so wird nicht etwa der
Reibungswiderstand 7" das Uebergewicht iiber K = 10*¢ gewinnen
und den Korper beschleunigt nach links bewegen, denn der Reibungs-
widerstand einer Fliche kann eine Gleithewegung an derselben nicht
erzeugen, vielmehr wird nun die Widerstandskraft 7" nur =K = 10%
werden. Und 1aBt man K zu Null werden, so wird auch 7'= 0.

Ist also ein Kérper auf einer festen Fliche in Ruhe, so hat
der Reibungswiderstand 7" im allgemeinen nicht den Wert /NN,
sondern er ist dann </ N, er tritt nur in derjenigen Grifle
auf, die erforderlich ist, um den Ruhezustand zu
erhalten. Dann ist aber auch der Winkel
zwischen W und N (Fig. 274) #<¢, und die
Richtungslinie von W liegt nicht in der Mantel-
fliche, sondern im allgemeinen im Innern des
Reibungskegels.

Soll ein Korper sich auf einer festen Ebene
gleichmifig und geradlinig verschieben, wobei
der Gesamtwiderstand W in der Mantelfliche
des Reibungskegels liegt, so miissen die auler W noch vorhandenen
Kriifte eine Mittelkraft R liefern, welche mit der Kraft W im
Gleichgewicht ist, also ebenfalls in der Mantelfliche
des Reibungskegels liegt (Fig. 273).

Soll der Korper aber auf der festen Fliche
in relativer Ruhe verbleiben, wobei W im allgemeinen
im Innern des Reibungskegels liegt (Fig. 274), so
muf} auch R eine solche Richtung und Lage haben.
Liegt beim ruhenden Koérper R auf der Mantel-
fliche des Reibungskegels, so geniigen die Krifte
sowohl der Bedingung fiir die Ruhe als auch derjenigen fiir die
Bewegung. Es befindet sich dann der Korper im Grenzzustande
der Ruhe. Wird er in richtiger Weise (etwa durch
einen Stol) in Bewegung gesetst, so verbleibt er auch
in dieser.

Der Gesamtwiderstand W kann nur innerhalb des
Bereiches der Unterstiitzungsfliche (s. S. 211) angreifen.
Durch diese Unterstiitzungstliche muf} daher auch R
hindurchgehen; andernfalls wiirde der Kérper umkippen (Fig. 275)

Fig. 275.




9. Reibung. b) Schiefe Ebene. 237

b) Schiefe Ebene.

Ist die Unterstiitzungsebene des Korpers unter dem Winkel o
gegen die Wagerechte geneigt und hat man diesen Winkel so
geregelt, dafl der Korper unter alleiniger Wirkung der Schwere
eine gleichmiilige, geradlinige Abwiirts-
verschiebung ausfiihrt, wobei der Gesamt-
widerstand W in der Richtung aufwiirts
von N um den vollen Reibungswinkel ¢
abweicht, so muf} die einzige bewegende
Kraft, die Schwere @ des Korpers, das
Entgegengesetzte von W sein (Fig. 276).
Da aber die Lotrechte mit der Recht-
winkligen zur schiefen Ebene den Winkel «
bildet, so mufl « = ¢ sein. Hierin liegt das einfachste Mittel zur
Bestimmung des Reibungswinkels ¢ durch Versuche: Hebt man
die schiefe Ebene allmihlich hoher an, bis der darauf liegende
Korper, durch kleine Stofle in Bewegung gebracht, die Bewegung
gleichformig fortsetzt, so ist der entsprechende Neigungswinkel o
gleich dem Reibungswinkel ¢ fiir die beiden Stoffe, aus denen
Korper und Bahn bestehen.

Es moge nun auf den Korper vom Gewichte ¢ noch ecine,
parallel zur schiefen Ebene, aufwiirts gerichtete Zugkraft K wirken
(Fig. 277). K mdage sich mit der Richtungs-
linie von @ im Punkt A4 schneiden. Soll
der Korper gleichformig aufwirts gezogen
werden, so iibt die Ebene auf ihn einen
Widerstand W aus, der von der (punktierten)
Normalen zur Ebene um den vollen Reibungs-
winkel ¢ nach unten abweicht. Diese drei
Kriifte @, K und W miissen sich nun im
* Gleichgewichte halten, d. h. sie miissen sich
in dem Punkt A4 schneiden und auBerdem
ein geschlossenes Krafteck bilden. Man trage
also 4 B als @ auf, verlingere W nach unten und ziehe durch B
eine Parallele zu K, d. h. zur Ebene, s0 ist A BC das Krafteck und
B( die GroBe K. Ohne Reibung wire W= N= DA, mithin
zeigt B denjenigen Betrag, den K auf reibungsloser Ebene haben
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miifte (= @ sin a), wihrend D wegen der Reibung hinzukommt.
Da nun der Winkel BAC = a+ @, 2L BCA aber = 90°— g,
so witd nach dem Sinus-Satze K : @ = sin (24 @) : (909 — ),
oder:

1) K : Q = sin (a -+ ¢) : cos @,
oder auch, bequemer fiir die Rechnung:
2) -~ K:@ =sin a4 f cosa,

wenn man sin ¢ : cos @ = tg @ mit f vertauscht.

Soll aber der Kérper nicht hinauf gezogen, sondern durch
die aufwirts gerichtete Kraft, die nun K, genannt werden mige,
etwa an einem Seile, gleichmiflig hinahgelassen
werden (Fig. 278), so kehrt sich, wegen der ent-
gegengesetzten Bewegung, die Reibung um, und
der Widerstand W riickt in die zum ersten Falle
symmetrische Lage, indem er von der Normalen
nach oben hin abweicht. Die erforderliche Kraft
K, wird nun durch das erheblich kleinere Stiick
B, dargestellt.

mithin

3) K, :Q = sin (x — @) : sin (90° 4 ¢)
= gin (& — @) 1 CO8 @
4) =GN eu===fle08ion
(Fir ¢ > o miilte A, abwiirts gerichtet sein.)
Soll die Kraft K aber den Korper weder Fig. 279.

hinaufziehen noch hinunterlassen, soll sie viel-
mehr den in Ruhe befindlichen Kérper in
Ruhe erhalten, so hat man zur Bestimmung
ihre Grofle A5 zu beachten, dafl im Ruhe-
zustande  der Widerstand W  irgend eine
Richtung innerhalb des Reibungskegels,
also hier innerhalb des doppelten Reibungs-
winkels einnehmen kann (Fig. 279), daf} daher
der Endpunkt der Kraft K, im Krafteck irgendwo zwischen ¢
und € liegen muf), so daf}
K, > K, und zugleich A, <K




0. Reibung. b) Schiefe Ebene. 239

sein muf}, innerhalb dieser Grenzen aber véllig willkiirlich gewiihlt
werden kann.

Man kann diese Ergebnisse zusammenfassen in die einzige
Gleichung :

D) K = Q (sina+ feosa).

Darin bezieht sich das obere Vorzeichen auf die grofere, zum
Hinaufziehen erforderliche Zugkraft, welche neben der Seitenkraft
der Schwere (¢ sin ) noch die Reibung (/ ) cos «) iiberwinden muf;
das untere Vorzeichen auf die kleinere, zum Hinablassen erforder-
liche Kraft. Der Einfluf} der entgegengesetzten Bewegung macht
gich in der Formel durch Umkehrung der Vorzeichen von ¢ oder
/ geltend, wie auch in allen spiteren Fillen sich zeigen wird.
Diese beiden Werte K und K, bilden dann zugleich die Grenzen
fir die zum Festhalten erforderliche Kraft XK,. Wire niimlich
K, << K,, so wiirde der Korper beschleunigt abwiirts gleiten, wiire
K, =K, so wirde der Korper eine Beschleunigung nach ohen
erfahren. Soll weder das Eine noch das Andere erfolgen, so muf}
K, zwischen K, und K bleiben, ist im iibrigen aber beliebig.
Das Ergebnis, daf} die fir den Ruhezustand erforderliche Kraft
zwischen den beiden, fiir die abwirts bezw. aufwiirts gerichtete
Bewegung erforderlichen Kriiften bleiben muf, gilt auch fiir alle
anderen nachstehend behandelten Fille dieser Art.

jeispiel: Eine Holzkiste von 100 k& Gewicht soll auf einer unter 45°
geneigten Ebene mittels eines, parallel mit der Ebene gespannten Seiles auf-
wiirts gezogen werden. Die Reibungsziffer betrage unter der-Annahme einer
hélzernen Bahn f = 0,3, entprechend einem Reibungswinkel ¢ = 17°, Fiir
a = 459 ist sina = cos « = }/ Y2 = 0,207, Mithin (Gl 5)

K =100 - 9,707 (1 +0,3) = 70,7+ 21,2 = 91,0 ¥g bezw. 49,5 kg.

Darin ist 70,7 der zur Ueberwindung der schrig abwiirts gerichteten Seiten-
kraft der Schwere erforderliche Teil, 21,2 der Reibungswiderstand. Zum
' Hinaufziehen muff an dem Seile mit 91,0 k¢ gezogen werden, zum Hinablassen
sind nur 49,5 %¢ erforderlich. Ist die Kiste in Ruhe und soll sie auch mittels
des Seiles in Ruhe gehalten werden, so muB man an dem Seile mit einer
Kraft K, ziehen, welche zwischen 49,5 und 91,0 % liegt. Uebt man nur die
kleinste zulissige Kraft von 49,5 k¢ aus, so muB die Reibung mit ihrem vollen
Betrage von 21,2 kg dem Arbeiter zu Hilfe kommen, um die Seitenkraft der
Schwere von 70,7 kg aufzuheben. Es erfordert diese Verwendung der kleinsten
Kraft aber ein gewisses MaB von Aufmerksamkeit; denn liBt die ausgeiibte
Kraft nur im geringsten nach, so erfolgt eine beschleunigte Abwirtsbewegung,
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die dann nur mit gréBerer Anstrengung wieder aufzuheben ist. Uebt man an
dem Seile, der Sicherheit wegen, eine groBere Kraft aus als 49,5 k8, so iindert
sich dadurch in dem sichtbaren Ruhestande nichts; die Reibung tritt dann
nur mit entsprechend goringerem Betrag auf. Hat die Spannkraft den Wert
70,7 kg, so kommt gar keine Reibung zur Wirkung, denn diese tritt im Ruhe-
zustande stets nur in derjenigen GréBe auf, die nétig ist, um das Gleiten
zu verhindern. In diesem Falle wiirde auch bei vollig glatten Kérpern kein
Gleiten eintreten. Wiichst die Spannkraft tiber 70,7 kg hinaus, so wiirde bei
glatten Korpern schon ein beschleunigtes (ileiten nach oben eintreten; in
Wirklichkeit wird der Ueberschuf8 einstweilen noch durch Reibung vernichtet,
die nun aber sich nach unten richtet und der Schwere zu Hilfe kommt. Bei
91,9 kg Kraft nimmt diese Reibung den grofiten moglichen Wert an. Wiirde
der Korper nun durch einen kleinen AnstoB nach oben in Bewegung gesetzt,
so wiirde er diese Bewegung auch fortsetzen. Erschiitterungen konnen den
Eingriff der Unebenheiten der Korper zeitweise aufheben oder vermindern und
deshalb auch die Reibung teilweise aufheben.

Ist die Zugkraft K nicht parallel der Ebene, sondern weicht
sie von der Normalen zur Ebene um einen '
Winkel g ab (Fig. 280), so verfihrt man im
tibrigen wie oben. K und @ mdogen sich in
A schneiden. Von A aus trage man @ = 4 B
auf, zeichne W wie in Figur 277, ziehe
BC| K, soist BC= K fiir die Aufwiirts-
bewegung. Und zwar ist

6) K:Q=sin (a4 ¢):sin (8 — ).

Fir gleichformige Abwirtshewegung ist wiederum nur + ¢
mit — @ und umgekehrt zu vertauschen, also
) K, : Q= sin (z —g): sin (§+ ¢).

Fir Ruhezustand ist erforderlich, daB K,
zwischen K, und K verbleibe.

Denkt man sich die Richtung der Zug-
kraft K, etwa des Zugseiles, verinderlich, so
dndert sich auch die Grofe von K. In dem
Dreieck 4 BC (Fig. 280) wird K= B offenbar
am kleinsten, wenn B¢ rechtwinklig zu A ¢
ist, wenn also 2L ACB=8—¢=290° oder
p=190"+ @; es weicht dann die Kraft K von
der Parallelen zar Ebene um den Reibungswinkel nach oben hin
ab, und es ist (Fig. 281) K, =@ sin (z - ¢). Dagegen wird
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K = BC (Fig. 280) immer grifer, wenn der Winkel 4 ('B ab-
nimmt; ist endlich BC || W, d.h. f=¢, so wird K= o0.
Fiir diese Richtung einer zunichst endlich gedachten Kraft K
fillt ndwlich die Mittelkratt 2 aus K und @ in das Innere
des Reibungskegels, wobei ecine gleichformige Gleithewegung nicht
moglich ist, Nur fur K = co wiirde
@ gegen K verschwinden und £ mit
K und W zusammenfallen.

Ist K wagerecht, so = wird
f =909 —a. Dieser einfache Fall
ist aber ebenso leicht unmittelbar zu
entwickeln wie aus Gleichung 6. Es
ist (Fig. 282)

K:Q=tg(x+0).

Schreibt man
8) K=0Qtg@aty),
so hat man in dem kleineren Werte wieder K, zum Hinablassen
und in K und K, die Grenzen fiir den Ruhezustand.

Halbkugel anf schiefer Ebene. Eine Kugel kann unter alleiniger
Einwirkung der Schwere auf schiefer Ebene nicht in Ruhe sein, wohl
aber eine Halbkugel (Fig. 283). Der Ge-
samtwiderstand des Beriihrungspunktes A Fig. 283.
mufl das Gewicht @ aufheben. Der
Normalwiderstand N geht stets durch
den Mittelpunkt 0. Es muf} stattfinden
N = @ cos «, die Reibung 7'= @ sin «,
und in bezug auf O:

O0=+Tr—@Q- S0 sin ¥,
mithin, weil nach S. 164 SO = 3/sr:
sin 9 = 8/3 sin «.
Die Grenzbedingungen fiir die Ruhe sind
sin « <3/3, weil ¢ hochstens = 900 werden ‘kann, und auBerdem
o < @, weil die Halbkugel sonst ins Gleiten kommt.

¢) Bewegung in Keilnuten.

Liegt ein Korper, statt auf wagerechter Ebene, in einer wage-
rechten keilformigen Rinne oder Keilnut mit dem Keilwinkel 2 0

D IR . P I 16
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(Fig. 284), so miissen in der Querschnittsebene die Gegen-
driicke N der Seitenflichen dem Gewichte @ das Gleichgewicht
halten. Es wird A

Q@=2Nsind oder 2. N= @ :sino.

Der Bewegung setat sich an jeder Seitenfliche ein Reibungswider-
stand /N entgegen, so daf}

die in der Lingsrichtung der Fig. 284.

Keilnut erforderliche Zug-
kraft wird

o K=2yN=2L

sin 0

Das keilartige Einpressen des
Korpers in die Nut hat im
Vergleiche mit der Bewegung
auf ebener Fliche denselben Einfluf, als wire die Rauhigkeit
verstirkt, die Reibungsziffer / auf £ :sin 0 vergrofiert (A. Ritter,
Technische Mechanik). Dasselbe Ergebnis findet man auch in
anderen Fillen, wenn man aus dem Falle der Bewegung -eines
Korpers auf einer ebenen oder krummen Fliche zu demjenigen
ibergeht, wo in die Fliche keilformige Rinnen eingearbeitet sind,
in die der Korper keilartig eingreift und lings deren der Korper
gleitet. Man hat dann stets f zu vertauschen mit 7:sin 0, oder
auch den Reibungswinkel @ mit einem grofleren Werte vy, fiir den

10) tg = 81%5 ist,

Gibt man z. B. der Rinne eine Neigung a gegen die Wage-
rechte (Fig. 285), so ergibt sich @ cos a
als diejenige - Seitenkraft von @, welche
den Korper in die Keilnut eindriickt. In
vorstehender Figur 284 ist dann @ mit
@ cos o zu vertauschen; daher wird

& 2N=@Qcosa:snd
und der gesamte Reibungswiderstand
2fN=Qcosa:f:sind.
Setzt man diesen Wert = @ sin a, so erhilt man die Bedingung

Fig. 285.
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fir gleichformige Abwirtshewegung durch die Schwere, nimlich
tgazgif—d:—-tgy), oder o=y,

FEs ist hierzu nicht erforderlich, daf} eine wirkliche Keilnut
vorhanden sei; gleiche Wirkungen treten auch auf, wenn der
Korper sich etwa zwischen zwei runde Biume einkeilt, wenn
also die von den bewegenden Kriiften herrithrende Seitenkraft
(in der Richtung rechtwinklig zur Bewegung) von zwei Kriiften
N aufgehoben wird, die mit ihr in einer Ebene liegen, aber nicht
parallel sind.

Soll ein runder Korper zwischen den Biumen einer sog.
Streichleiter gleiten (Fig. 286) und ist 0 = 45° Fig. 286.
der Winkel der Tangente hbei 4 mit der Mittel-
ebene, so wird 7:sin 0 = 1,414 / als Reibungsziffer
einzufiihren sein, also wenn, wie in dem Beispiele
auf 8. 239, f=03 ist, statt dessen 042. Bei
a = 45" wird dann K = 1004, K, = 41 %,

d) Stabformiger Korper, von zwei Ebenen gestiitzt.

Der Kérper mit dem Schwerpunkte S mdoge die Ebenen in den
Punkten 4 und B berithren (Fig. 287), und zwar sollen 4, B und
S in einer lotrechten Ebenc liegen, zu welcher die beiden Stiitz-
ebenen rechtwinklig sind. Wiren die Korper vollig glatt, so konnten
in 4 und B nur Normaldriicke N und , entstehen, durch deren
Schnittpunkt ¢ die -Schwerlinie des
Stabes gehen wmiilte, wenn Gleich-
gewicht bestehen sollte. Bei vor-
handener Rauhigkeit aber hat man
in 4 und B die Reibungskegel zu
zeichnen; die Mittelschnitte derselben
haben ein Viereck D E FG gemeinsam,
und  dies . Reibungsviereck ist der
Bereich aller méglichen Schnittpunkte
der Widerstiinde W und W, der Stiits-
punkte 4 und B. Da nun fir Gleich- :
gewicht die Kraft @ mit W und W, einen gemeinsamen Schnitt-
punkt haben muf, so erfordert der Ruhezustand, daf die Schwer-
linie des Stabes durch das Viereck hindurchgehen muf. Schneidet

16*
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die Schwerlinie das Viereck aber vielleicht in #.J, so sind lings
dieser Strecke ZJJ unendlich viele Schnittpunkte von W, W, und @
miglich, daher sind auch W und W), nach Richtung und Grofle
unbestimmt. Nur wenn ¢ durch einen der Grenzpunkte £ und
des Vierecks geht, ist die Richtung (und dann auch die Grifle)
von W und W; bestimmt. In diesen Fillen befindet sich der Stab
im Grenzzustande der Ruhe; W und W) liegen auf den Mantel-
flichen der Reibungskegel, es treten in 4 und B die vollen
Reibungswerte auf, und bei dem geringsten Anstofy geriit der Stab
ins Gleiten.

Ruhestand einer Leiter. Hine Leiter A B von der Linge /
stittze sich bei 4 gegen den Boden und lehne sich bei B gegen eine
lotrechte Wand (Fig. 288). Die Reibungsziffern fiir beide Ebenen
seien die gleichen. Der Schwerpunkt S der (etwa belasteten) Leiter
liege um .4 S=nl von A4 entfernt. Gesucht
wird der Neigungswinkel «, unter dem die Leiter
an der Grenze des Ruhezustandes ist.

Fig. 288.

Wird die Leiter in gewohnlicher Weise
durch Besteigung belastet, so kann die Schwer-
linie nur zwischen 4 und B hindurchgehen; es
interessiert dann von dem Viereck D E F G der
Schnittpunkte (Fig. 237) nur der rechtsseitige
Endpunkt Z, bis zu dem die Schwerlinie nach
rechts sich bewegen darf, wenn mnoch Ruhe
moglich sein soll. Dreieck 4 E B.ist bei & 1echtwmk11g, ferner ist
X ASE=90%+ a2, 2 EBA=a+ @. Daher ist im /\ AES:

AS:AE=sin @ :sin(90°+ a) = sin ¢ : cosd;
im Dreieck A B E:
AB AR = s (a -+ ¢),
und aus beiden Gleichungen durch Teilung:
_sing - sin (2 4 ¢)
A9 oS o
oder n cos a = sin @ (sin & ¢os @ + cos a sin ).

A8 4B =l =

Teilt man auf beiden Seiten durch cos o - cos?>@ und vertauscht
tg @ mit f, cos® aber mit 1:(1+1tg?p) =1:(14/?), so

ergibt sich:
n (L4 f3) =7 (tga+ /),
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oder, nach tg « aufgelost:
1) tga=n (4; =R f) <

Ist also » gegeben, d. h. bekannt, wie weit das Gesamtgewicht der
Leiter sich von dem unteren Endpunkte entfernen kann, so steht
damit der Winkel « fest, welcher dem Grenzzustande der Ruhe
entspricht.

Soll bei gegebener Schwerpunktslage-Sicherheit gegen
Gleiten vorhanden sein, so muf} die wirkliche Schwerlinie links
von % bleiben, oder es mufl das nach dem Punkt Z berechnete n
der Gleichung 1 grofler sein als das wirkliche »,: d. h. das

A tg 2 + YA
wirkliche =, <£(_1g+ f__,f) , mithin
R e

Man kann vorstehende Aufgabe, die wir hier geometrisch
geltst haben, auch rechnerisch auf Grund der drei Gleichgewichts-
bedingungen behandelp. Im Grenzzustande treten
an den Berithrungsstellen zu den Normaldriicken
N und N, die vollen Reibungen /N und /N,
hinzu, und zwar entgegengesetzt der Richtung des
maoglichen Ausgleitens, d. h. nach rechts, bezw.
nach oben (Fig. 289). Die Gleichung der wage-
rechten Kriifte heifit:

3) PN VY
die Gleichung der lotrechten Krifte:
Y N4 fN =@;
die Momentengleichung in bezug auf A:
5) 0=Q@nlcosa—DN,lsina—fN1cosa.
 Letztere Gleichung gibt:
Qn—IN,
tg a = N, i
Aus den Gleichungen 3 und 4 ergibt sich aber:
Q
N, = —1’—*‘ )

vy



246 Zweite Abteilung. A. Gleichgewicht starrer Korper.

mithin wird wiederum:
1 \
tga=n(7+7)—/.
ga=n{s ) !

Beispiel: Die Reibungsziffer betrage f = 0,0 = tg 22°. Ist zuniichst
die Leiter durch ihr eigenes, in der Mitte angreifendes Gewicht belastet, d. h:
n = 1/2, so wird

tga =+ (26 + 04 — 04 = Los; = 46120,

Bis zu diesem Werte diirfte « abnehmen, ohne daf die Leiter ausglitte.
Wird sie sodann bestiegen und hat der Besteigende dasselbe Gewicht wie die
Leiter, so ist, wenn der Besteigende noch auf der untersten Sprosse steht,
annihernd » = 1/a, und

tga = 1125 + 0,4) — 0,4 = O,3255; « = 130,

Diese geringe Neigung darf aber nicht gewiihlt werden, wenn die Leiter hoher
hinauf bestiegen werden soll. Ist sie némlich bis zur Mitte erstiegen, so ist
wieder m = /2. Wird sie aber bis oben bestiegen, so ist zuletzt »n = 34 und

tga="1(25+ 0,0) —04=lm; a=060°40".

Will man also eine Leiter bis zur hochsten Sprosse besteigen, so geniigt
es nicht, den Sicherheitszustand der unbelasteten Leiter zu priifen; viel-
mehr ist eine steilere Stellung erforderlich. Zur Vermeidung jeder Gefahr
befestige man an der obersten Sprosse ein Seil und hiinge sich zur Probe an
dieses, um denselben Belastungsfall zu haben wie beim Besteigen der Leiter

bis zur hdchsten Sprosse. — Ist die hierdurch bedingte steile Lage aus irgend-
welchen Griinden nicht gut ausfithrbar, so liBt sich auch
bei kleinerem Winkel « die Sicherheit erhéhen, wenn Fig. 290

ein zweiter Arbeiter seine Fiie entweder vor die Leiter
setzt oder sich auf die unterste Sprosse stellt. Letzteres
hat einen besseren Erfolg als das Davorstellen, wenn f
fiir die Leiter vielleicht grifier ist als fiir die Sohlen
des Arbeiters.

Ist die Leiter sehr leicht, so wird, wenn ein Mensch
sie bis oben erstiegen hat, anniihernd » = 1, mithin
1 1

oo =——4+f—f=— - 0 i

tg o 7 =T f,d.h.a 90 @; "
d. h. in diesem Falle darf die Leiter hiochstens um den
Reibungswinkel von der Lotrechten abweichen (Fig. 290). Fiir ¢ = 220 wiire
o = 68° Die Gesamtwiderstinde W und W, schneiden sich mit @ in B,
es wird W= Qcoseo; W, = @sin¢.

Reibungshiilsen und Reibungsringe zur Aufhingung von Lasten.
Soll an einer Siule ohne Vorspriinge eine.Last nur durch Reibung
sicher aufgehingt werden, so schiebe man (Fig. 291) iiber die
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Séiule eine Hiilse, welche erstere bhei 4 und B beriihrt, bei 4
also einen geschlossenen Ring bildet, withrend bei B nur ein Ring-
segment erforderlich ist. Zuerst

stiitz2t man die Hilse gegen bl

Hinabgleiten, etwa bei 4, ibt i

dann an dem seitlichen Arme C ALT;E

einen Druck nach unten aus und oy
hewirkt dadurch ein Drehungs-
bestreben rechts herum, welchem
sich bei 4 und B gleiche und
entgegengesetzte Driicke N der
Siiule entgegenstellen. Mit Kin-
schlufy der Reibung bilden sich ;

nun in 4 und B Gesamtwider-

stinde W und 1, innerhalb der

Reibungskegel der Punkte 4 und B. Die Mittelschnitte der
Reibungskegel treffen sich zundchst im Punkte Z; rechts von K
aber liegt der Bereich der moglichen Schnittpunkte von W und
W,. Geht daher das Gesamtgewicht @ der Hiilse einschlieBlich
des Delasteten Armes durch £, so befindet sich die Hiilse im
Grenzzustande der Ruhe, weil die Driicke N dann noch so gering
sind, daf} nur die volle Reibung /N an beiden

Fig. 291.

Stellen hinreicht, um das Abwirtsgleiten zu Fig. 292.
verhindern. Geht aber das Gesamtgewicht @ -;-A

rechts von Z vorbei, so ist das Gleichgewicht 1}.0____ DS
der Hilse gesichert, und zwar um so mehr, _i_‘ {
je weiter rechts @ liegt. Ist 0 die Breite L__,HB :
der Siule, % der Hohenabstand der Punkte ‘ e, |

A und B, ¢ die gesuchte Entfernung des
Punktes £ von der Mitte der Siule (Fig. 292), so findet man leicht

b
Kol BB (c + ﬁ,) tgp + (c e 5) tg @
B
h=2ctgp oder ¢= TR
Ist 2 der Abstand der Gesamtlast @ von d.er Siulenmitte, so ist

die Bedingung fiir Ruhe:
6) o2 i .’zr%;&.

2f



248 Zweite Abteilung. A. Gleichgewicht starrer Kérper.

Die Grofe der Last @ ist ganz ohne Einfluf auf die Sicherheit
des Gleichgewichtes. Wenn also Siule und Hiilse nur stark genug
sind, so daf} sie annihernd als starre Koérper gelten konnen, so
kann man an dem Seitenarme jede beliebig grofie Last aufhiingen,
weil mit zunehmender Last auch

N und die mogliche Reibung /N Fig. 293.
zunehmen. r

Nennen wir die bei 4 und B
zur Wirkung kommenden Reibungs-
widerstinde 7' und 7%, so ist
T+ T,=@. Wie sich @ auf I
und 7% verteilt, ist unbestimmt.
Machen wir die willkiirliche An-
nahme: 7= T, =1'/2Q, so kénnen auch N und N, berechnet
werden. In bezug auf O (Fig. 293) ist dann, weil die Momente
von 7" und 7} sich aufheben, N2 = Q. Die Summe der grofiten
moglichen Reibungswiderstinde wire

@ .
2/N=2fQ oder, weil h=2fc war,

2 N'= Chmi s
weil nun von der Reibung nur der Teil @ beansprucht wird, so
ist die gesamte mdgliche Reibung @ :¢ mal so groll wie die

notige; @ :c¢ kann mithin als der
Sicherheitsgrad bezeichnet werden.

Fig. 204.

Die Reibungshiilse kann durch den
einfachen Reibungsring (Fig. 294)
(mit der gleichen Wirkung) ersetat
werden. Der etwa aus Rundeisen ge-
schmiedete Ring hat eine Weite d,
welche grofer ist als die Breite der AT
Siule, so daf der Ring erst in
schriger Lage die Siule bei 4 und
B berithrt. Die Reibungskegel bei
A und B haben dann die gleiche Bedeutung wie in Figur 291.

Beispiel: Es sei b = 0,2 m die Breite der Séule, d = 0,21m die Weite
des Ringes; dann wird % = l/-d“ —b%* = 0,06em. Ist nun fiir Holz und
Schmiedeeisen (ohne Schmierung) £ = 0,5, so wird ¢ = 0,064 : (2 - 0,5) = 0,064,
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Macht man nun @ = 0,2 m, so ist die Sicherheit gegen Gleiten eine 0,2 : 0,004
— 3fache (rund). Ist also die Gesamtlast @ = 100%kg, so ist die gesamte
mogliche Reibung 300 kg, von der aber nur 100 k& zur Wirkung kommen. Oder
man kann die Sicherheit auch so auffassen, dall die Reibungsziffer 0,5 auf /s
ihres Wertes sich vermindern darf, bevor Gleiten eintritt. Fiir /= /s wiirde
némlich ¢ = 0,084 + 3 = 0,192, d. h. fast = «.

e) Gleichformige Hebung eines Pochstempels.

Ein zum Zerkleinern von Erzen oder dergl. dienender Stempel
vom Gewichte @ (Fig. 295) wird durch
den Daumen einer sich drehenden Daumen-
welle erfaBt und mittels ciner Kraft K
gehoben, bis er, nachdem der Daumen an
dem Hubarme vorbeigekommen ist, frei
herabfillt und die von ihm getroffenen
Korper zerstampft. Da K und @ einen
wagerechten Abstand b haben, so wiirde
der Stempel umfallen, wenn er nicht durch
Fithrungen in lotrechter Lage gehalten
wiirde. Von den Fithrungsholzern werden
beim Heben nur die schraffierten wirksam
und liefern gleiche Normaldriicke N, denen
beim Aufwirtsgleiten abwirts gerichtete
Reibungen #N entsprechen. s ist nmach der Gleichung der lot-
rechten Krifte

1) KE=Q+27N.

Die Momentengleichung in bezug auf einen Punkt O der
Mitte des Stempels lautet:
2) ; INIhi=SIab
Setzt man den hieraus erhaltenen Wert von N in Gleichung 1 ein,
$0 wird

Fig. 295.

K=Q+ 2f£‘hﬁ, mithin
Q

3) K=
L ets

Soll K klein werden, so muf 7b : & klein ausfallen; durch Glittung
und Schmierung der Reibungsfliichen muf} hiernach / klein gemacht
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werden; der Arm » mull so kurz sein, wie es die Riicksichten der
Ausfithrung und des Betriebes gestatten, und der Abstand A der
Fiithrungen mufl moglichst grof} sein.

Beispiel: Ist Q = 150kg, f=1/s, b:h=1:8, so wird K =155k, In
der vorstehenden Ableitung ist angenommen, daf der Daumen auf den Arm b

nur eine lotrechte Kraft ausiibe; bei der Drehung der Welle gleitet aber der
Daumen unter dem Arme nach rechts fort und wirkt

Fig. 296.
durch Reibung nach rechts ziehend auf den Arm, so dab lg_
zu der Kraft K noch die nach rechts wirkende Reibung i
fiK hinzukommt. Dies @ndert die somstigen Krifte, 4 N
z. B. wird nun der Druck IV an beiden Fiithrungen nicht N io Ve
mehr der gleiche sein konnen (Fig. 296). Es wird ok L—'I.iil(
1) L8 = ~N; v
2) K=Q+f(N+N), oo i
und in bezug auf B: NJ' B--Y
1

3) 0=——-Q‘_l—)—{-Nh——de—K(b—fl—,)-{-f,Kc. L(TI_‘,,fN,

Aus Gleichung 1 und 2 wird N = EQ:#_—Q und sodann aus
Gleichung 3 K = i Q 5 P

1 —ffl +'7z‘f2f1 “2'ﬂ“f+ :’Tffl

oder i J

b d 2c) "

B e

Q=1503 f=Ff=1Ys; beh'=1s dih =" ¢c:h =" gibt dann
K = 155kg. Der Unterschied gegeniiber obiger Vernachlissigung von f, ist
verschwindend klein.

1—2

f) Festklemmen eines Stabes zwischen zwei Flichen.

Sind die beiden Ebenen, zwischen denen eine Stange sich he-
findet, nicht fest, sondern gehdren sie
zwei Korpern an, die durch seitliche
Krifte einander gendhert werden
konnen (Fig. 297), so ist das Ver-
halten der Stange gegeniiber dem
Versuche, die stiitzenden Korper zu-
sammenzuschieben, ein verschiedenes,
je nachdem

1. die Stange nicht in die
beiden Reibungskegel der Punkte 4 und B fillt, oder aber

2. dieser Bedingung geniigt.

Fig. 297.

Y L
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Im ersten Falle konnen die Gesamtdriicke W und W, in 4 und
B niemals in dieselbe Gerade (niimlich 4 B) fallen, konnen also auch
niemals sich allein gegenseitig aufheben, sondern es konnen W und
W, nur einer dritten Kraft, etwa dem Gewichte @ der Stange das
Gleichgewicht halten. Ist nun die Stange sehr leicht, so dafl man
annéihernd @ = O annehmen darf, so werden auch W und W, zu
Null, d. h. die Stange iibt auf die seitlichen Korper keine nennens-
werten Driicke aus. Versucht man, die Korper zusammenzuschieben.
so kann die Stange dies nicht hindern, sondern sie weicht nach
oben aus, indem sie sich entweder an beiden Stellen 4 und B oder
nur an einer derselben lings der Ebene in die Hohe schiebt. An
der Gleitstelle tritt dann der volle Reibungswiderstand auf, so dal
dort W oder W, die tiefste mogliche Lage einnimmt, falls @ nicht
ganz gleich Null angenommen wird.

Liegt aber die Gerade 4 B innerhalb beider Reibungskegel
(Fig. 298), so konnen W und W) auch beide in die Gerade A B
fallen und sich dann allein, ohne Hinzutreten einer dritten Kraft,
gegenseitig aufheben. Sie kinnen nun in jeder beliebigen Grofe auf-
treten, wenn die Stange zwischen den Ebenen ruht. Versucht man
wieder, die Seitenkirper zusammen- Fig. 295.
zuschieben, so wird die Stange dies
vollstindig verhindern. Je stiirker
man auf die Seitenkdrper driickt,
desto grofer werden auch die Wider-
stinde W= W,. Soll die Stange
aber, um Raum zu geben, bei 4
und B nach oben ausweichen, so kommen die tiefsten Richtungen
von W und W, zur Geltung, und um unter deren Einwirkung eine
Bewegung der Stange nach oben zu ermiglichen, muf} eine den
Kriiften W und W, das Gleichgewicht haltende, d. h. nach oben
gerichtete Kraft K aufgewendet werden, und zwar ist die erforderliche
GroBe dieser Kraft K abhiingig von der Grifle der Pressung, die
man vorher durch Zusammenschieben der Seitenkdrper hervorgebracht
hatte. Die Befreiung der Stange erfordert daher unter Umstinden
-ein kriiftiges Herausreifen nach oben hin. Der Zustand, in dem sich
die Stange in solchem Falle befand, nennt man ein Festklemmen
zwischen den Seitenkorpern. Es ist ein solches Festklemmen mdg-
lich, wenn 4 B innerhalb der beiden Reibungskegel liegt.
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g) Steinzange zum Heben und Versetzen schwerer Werksteine.

Soll der Werkstein S (Fig. 299) vom Gewichte @, der vorliufig
auf dem Boden ruhen mdge, von der Zange ergriffen werden, so
offnet man diese durch Hinunterschieben des Kniegelenkes 4 so
weit, dafl der Abstand der unten befindlichen Greifer g und ¢
grofer ist als die Breite des Steines S. Die Greifer werden
nun durch die Hinde der
Arbeiter an dem Stein in Fig. 209
die gewiinschte Lage ge-
bracht und durch Empor-
ziehen des Kniegelenkes A
mittels einer an dem ober-
sten Ringe » angreifenden
Windevorrichtung einander
geniihert, so daf} sie den
Stein zwischen sich fassen
und auf ihn bei weiterem
Emporziehen, des Ringes »
so grofle wagerechte Druck-
krifte H ausiiben, dal} die
hierdurch erzeugte Reibung
geniigt, um das Hinab-
gleiten des Steines aus den
Greifern zu verhindern. Der
Stein wird daher bei langsamer, gleichmifliger Bewegung der Winde
von den Greifern durch Vermittelung der Reibung getragen werden,
also, je nach der Bewegung des an der Winde hiingenden Ringes »,
sich aufwirts oder abwirts bewegen, oder auch in beliebiger Hohe
ruhig hingen bleiben. '

Die Bedingungen, unter denen der Stein S von den heiden
Greifern ¢ mit Sicherheit gehalten wird, ergeben sich in folgender
Weise: Jeder Greifer hat auf den Stein vom Gewichte @ auBer der
wagerechten Druckkraft F7,noch eine lotrecht aufwiirts gerichtete
Kraft 1/2 @ auszuitben (wie in Fig. 299 an dem linksseitigen Greifer
angegeben). Die Mittelkraft beider iibertrigt sich von der Angriffs-
fliche des Greifers auf das untere Ende 72 des Hebels DO B, so
dafl nach dem Satze der Wechselwirkung bei D auf den Hebel
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die nach aullen gerichtete Kraft Z/ und die abwiirts gerichtete
Kraft '/2 @ wirken. Wenn der Stein zwischen den Greifern hiingt,
so bt die Winde auf das Kniegelenk A4 eine aufwirts gerichtete
Zugkraft aus, die, wenn man das Gewicht der Steinzange gegeniiber
dem des Werksteines vernachlissigt, von der GroBe @ sein muf.
Diese Kraft @ zerlegt sich an dem Kniegelenk A derartig in die
beiden von den Gelenkstangen 4 B und 4 € aufzunehmenden Kriifte 2
dafl nach dem in der Figur (oben rechts) gezeichneten Krafteck

@

ist. Diese Kriifte P driicken die oberen Enden B und ¢ der um
O und N drehbaren Hebel BOD und CNE auseinander und
pressen hierdurch die Greifer an den Stein. Fiir das Gleichgewicht
des Hebels DO B gilt nach (S. 197) in bezug auf den Drehpunkt O
die Momentengleichung

O=—Pl+ Ha+":Qb oder wegen Gleichung 1:

L o
9 (Sin & b) = Ha, woraus folgt

. g L SR
5 / it 2 (a sina a>'
Soll nun den Greifern kein Gleiten eintreten, so muf} die

zum Festhalten des Steines erforderliche Reibungskraft !/ @
kleiner als die grofite mogliche Reibung 7 H, d. h

\ (¥
3) PN, RS TS, " LR 1.
l b t by 2 / j( 7
—- . PR AL P { A L E
« SIn o (42 a i A

Beispiel: Ist etwa 7 = loom; a = 0gsm; b= 0uam; sina = 0us;
f = 0,5; so mub fiir sicheres Festhalten
DT
1 (),14
U 38 + 0,46 w0

f > = 0,10

sein. Wiirde also f auf diesen Wert herabsinken, so wire keine Sicherheit
gegen das Herausgleiten des Steines aus den Greifern mehr vorhanden. Kann
man aber nach der Beschaffenheit der Beriihrungsflichen zwischen Stein und
Greifor £ == 0,5 annehmen, so ist der Grad der Sicherheit gegen das Abgleiten

0,5 : 0,06 = etwa 3 fach.
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h) Keil in dem Spalt eines Baumstammes oder dergl.

Ein zur Mittelebene “symmetrischer Keil vom Keilwinkel 20
(Fig. 300) soll durch eine Kraft K gleichmiiflig in dem Spalte
weitergeschoben werden. Zu den Normaldriicken N kommen die
in die Keilflichen fallenden, nach

oben gerichteten Reibungswider- Fig. 300.
stinde - N hinzu. N schliefft den VR 3
Winkel 0 mit der Querrichtung bW J?

des Keiles, /N denselben Winkel
mit der Kraft K ein. Fiir Gleich-
gewicht wird daher (Fig. 285 a)
K=2Nsind+ 2fNcoso
1) =2 N (sin 0 + f cos 0).
Oder auch K= 2Wsin(d+ ¢)
it (W =e Ve cos¢.

Fir die riickgingige Bewegung des
Keiles gilt (ebenfalls mit dem Sinne
der Kraft nach unten, Fig. 300h)
2) K, = 2 N (sin 6 —f cos 9).
Die Kraft K, aber, welche fiir den Ruhezustand des Keiles erforder-
lich ist, muf} zwischen den Werten K, und K bleiben.

Ist 0> ¢, d. h. tg 0> f oder sin 0 > fcos 9, so ist K, > 0.
In diesem Falle mufl auch bei der Aufwirtshewegung noch cine
abwirts gerichtete Kraft K, wirken, damit die Bewegung nicht
beschleunigt, sondern gleichformig erfolge. Die Driicke N wiirden
trotz der Reibung noch im stande sein, den Keil beschleunigt aus
dem Spalt hinauszutreiben; oder der zu stumpfe Keil wird, sobald
die treibende Kraft aufhort, zuriickspringen. Fiir 0 << ¢ aber wird
K, << 0, d. h. in diesem Falle ist ein Herausziehen des Keiles
durch eine aufwiirts gerichtete Kraft (— K,) notig. Der Keil wird
durch dic Reibung im Spalte festgehalten; je grifer die Seiten-
driicke 2V werden, um so fester steckt er; es findet hier also fihnliches
statt, wie beim Festklemmen einer Stange (S. 251), und zwar erfolgt dies
Klemmen ebenfalls, wenn der Keilwinkel 20 < 2. Auch hier kinnen
in solchem Falle die Gesamtdriicke W und ‘W, der beiden Seiten-
flichen in dieselbe Linie fallen und sich allein gegenseitig aufheben.

-, o
i
|

Fig. 300b.
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Bei der gewphnlichen Anwendung des Keiles zum Spalten ist
die Wirkung der Triebkraft eine unterbrochene. Wire nun 6> ¢, -
so wiirde der Keil in den Pausen zwischen zwei Schligen zuriick-
springen. Damit dies nicht geschehe, mufl é << ¢ gemacht werden,
der Keil mufy sich gegen Zuriickspringen festklemmen. Ein solcher
ICeil heilt selbstsperrend.

i) Gleichformige Bewegung zweier sich -beriihrender Keile.

Zwei Keile mit den Keilwinkeln o, und «, (Fig. 301) beriihren
einander und auflerdem zwei Seitenebenen. Auf die Keile wirken
die Krifte K, und K,, welche mit
den festen Ebenen die Winkel f
und B, bilden. Es soll deren Ver-
hiltnis ermittelt werden, unter der
Anpahme, dafl Keil I der vor-
riickende, II der zurfickgetriebene sei.

Die rechtsseitige Ebene {ibt
einen Gesamtdruck W, aus, der
von der Normalen zur Ebene um
den Reibungswinkel @ nach rechts
abweichen muf}, wenn Keil I nach links vorriickt. Der Angriffs-
punkt von W, ist unbestimmt, werde daher in A willkiirlich an-
genommen. W, bildet mit dem oberen Teile der rechtsseitigen
Unterstiitzungsebene, an der er abwirts gleitet, den spitzen Winkel
900 — @ (mit dem unteren Teile den stumpfen Winkel 90° + @),
Durch den Punkt €, in welchem W, die Kraft K, schneidet, muf}
nun auch der gegenseitige Druck D zwischen beiden Keilen hin-
durchgehen, weil drei sich im Gleichgewichte haltende Kriifte einen
gemeinsamen Schnittpunkt haben miissen. 7 muf} die Beriihrungs-
ebene beider Keile wieder so schneiden, daf} der spitze Winkel
900 — @ im Keile I auf der oberen Seite erscheint. (Die Winkel
90° — @ sind in der Figur durch kleine Kreisbigen hervorgehoben.)
Der gegenseitige Druck » schneidet K, im Punkt £, durch
welchen auch W, hindurchgehen mufl. Bei B aber, wo W, dic
linksseitige feste Ebene trifft, muf3 der spitze Winkel 90° — ¢ an
der unteren Seite erscheinen, da der Keil 1T nach oben gleitet.
Hiermit stehen die Richtungen der Driicke an den Keilflichen fest;
die Lagen ebenfalls, nachdem der Punkt A willkiirlich angenommen

Fig. 301,
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war. Trigt man nun die Kraft A nach einem beliebigen Mal3-
stab als G F im Krafteck (Fig .302) auf, setzt daran die Rich-
tungen von W, und D, so schneiden sich beide in O und schlieflen
das Kriftedreieck & FO, wie es der Gleich-
gewichtszustand fordert. Zieht man O.J || W5,
G dJ || K,, so stehen nun auch die Kraftgrifen
W, und K, fest. Der Linienzug 4 C' E B. dessen
Seiten die Richtungslinien der Driicke an den
drei Keilflichen darstellen, heilt die Druck-
linie der beiden Keile. Betrachtet man O als
den Pol des Kraftecks, so sind die Seiten der
Drucklinie den Polstrahlen O F, O G, OJ der
Reihe nach parallel.  Die Drucklinie bildet
daher ein zu den Kriften K, und K, gezeich- L
netes Seileck. Die Lage des Poles O und die 90°~Fp
Grofle der Kraft K, sind aber an die Bedingung g

gebunden, dafl die Seiten des Seilecks, d. h. der Drucklinie, die Keil-
flichen in ganz bestimmter Weise unter den Winkeln 90° — ¢
schneiden miissen. Will man nun die Kriifte aus dem Krafteck auch
berechnen, so mufl man die Winkel des Kraftecks bestimmen.

Der spitze Winkel zwischen K, und W, wiirde 90°—f, be-
tragen, wenn W, ein Normaldruck wire. Durch die Abweichung
um @ wird jener Winkel noch um dieses Maf} kleiner, d. h. es wird
ZOFG=90°—p —p=90°—(B, + ¢). = Die Kriifte .D "und
W, wiirden, wenn sie beide Normaldriicke wiren, denselben
Winkel «; miteinander bilden wie die entsprechenden Keilflichen;
durch die Abweichung einer jeden um ¢ vergrifiert sich dieser
Winkel um 2¢; daher ist X FOG =a, + 2¢. Entsprechend
findet man 2£ OJ G == 900~ (f— @), ZLJOG = a,—2¢. Sonach
ergibt sich

Fig. 302.

K : D =sin (a; + 2¢) : cos (8, + ¢);
Ky : D =sin (29— 2 @) : cos (6, — ).

Durch Teilung beider Gleichungen entsteht dann

0 K, e sin (o, + 2 @) cos (B, — @)
K, sin (2, —2@)cos (B + ¢)
Fiir ay = 2¢ wirde 2L JOG =0 und Ky= 0 oder K, : K, == oo,

in der Drucklinie wiirde B mit CF zusammenfallen, d. h. der
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Keil IT wiirde zwischen Keil I und der linksseitigen Ebene sich fest-
klemmen. Die vorausgesetzte Bewegung wiirde ferner unmdéglich
werden fiir £, = 90°—¢@, weil dann 2L O F G = 0 werden wiirde.
In diesem Falle wiirde K, schon durch W, allein aufgehoben und
es entstinde durch die Kraft K, gar kein Druck 72 gegen den
zweiten Keil, also auch keine Moglichkeit, die Kraft K, an dem
Keile IT zu tiberwinden.

Soll die Bewegung der Keile um- - Fig. 303.
gekehrt erfolgen (Fig. 303), soll Keil II
vorriicken und Keil I zuriickweichen, so
findet man, im einen Punkt 4 am Keile I
beginnend, in gleicher Weise die Druck-
linie; ihre einzelnen Seiten verdrehen sich
aber, gegeniiber der Figur 301, je um 2 ¢.
Die spitzen Winkel 900 — ¢ liegen jetzt
durchweg an der anderen Seite als in
Figur 301. Im Krafteck (Fig. 304) wird,
wenn K, zu derselben Grofle angenommen wird wie vorher, X, nun
viel grofer als vorher. Das Verhiiltnis A7 : K, ergibt sich leicht,
wenn man in Gleichung 1 durchweg die Vorzeichen von ¢ umkehrt.

Sind endlich beide Keile in Ruhe, so liegt
die Richtung des Widerstandes 1, irgendwo inner- Fig. 304.
halb des doppelten Reibungswinkels, und dasselbe
gilt fiir die Richtungen der Driicke /) und W,. Bei
gegebenem X, hat nun der Pol O des Kraftecks
keine bestimmte Lage mehr, weil W, und 2 inner-
halb des doppelten Reibungswinkels jede Richtung g YK,
haben konnen; ebenso wird die Richtung von W,
unbestimmt und damit auch die Grifle A,. Das
Verhiiltnis K, : K, ist jetzt nur durch die beiden
Grenzen bestimmt, welche sich aus den beiden
untersuchten Bewegungsfillen ergeben haben und
welche man auch leicht rechnerisch findet, indem
man Gleichung 1 das eine Mal mit den angegebenen Vorzeichen von ¢,
das andere Mal mit den entgegengesetzten dieser Zeichen ausrechnet,

Man erkennt hieraus, daf} es fiir die beiden ruhenden Keile
im allgemeinen unendlich viele mégliche Drucklinien gibt. Jede
derselben ist ein zu den Kriften K, und K, gezeichnetes Seileck,

Keck-Motopp, Mechanik I. 17
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zu dessen Konstruktion der Pol O und der Anfangspunkt 4 der
Drucklinie innerhalb gewisser Grenzen beliebig gewihlt werden
konnen. Da aber die Seiten der Drucklinie die Richtung uud Lage
der Dricke an Keilflichen darstellen, so miissen sie zwei ein-
schrinkenden Bedingungen geniigen:

1. darf eine Seite der Drucklinie hichstens um den Reibungs-
winkel von der Normalen zu der entsprechenden Keilfliche abweichen ;

2. muf} eine Seite der Drucklinie die zugehdrige Keilfliche
innerhalb des Bereiches der Berithrung (vgl. S. 211) schneiden.

Der Ruhezustand der beiden Keile unter Einwirkung gegebener
Krifte K, und K, ist nur mdoglich, wenn wenigstens eine, diesen
Bedingungen entsprechende Drucklinie nachweishar ist.

Beispiel: Ein mit K, belasteter Pfosten (Fig. 305) soll mittels des unter-
geschobenen Keiles, an dem eine wagerechte Kraft K,
wirkt, gleichmifig in die Hohe gekeilt werden. Die Fig. 305.
Drucklinie 4 C E B ergibt sich leicht unter Annahme
eines willkiirlichen Punktes 4. (Die spitzen Winkel
90° — ¢ sind in Figur 305 wieder durch kleine Bégen
bezeichnet.) Der Druck D wiirde, wenn er ein Normal-
druck wiire, mit der Lotrechten den Winkel o, bilden;
wegen der Reibung wird dieser Winkel (s. das Krafteck
Fig. 306) OGJ = «, + ¢. Das Verhiltnis K, : K,
lieBe sich leicht aus Gleichung 1 berechnen, indem man
dort die Sonderwerte dieses Falles einsetzte. Wir ziehen
aber eine unmittelbare Berechnung vor. Man erkennt
leicht, daB W, und W, von den zueinander recht-
winkligen Gleitebenen nach derselben Seite um 90° — ¢
abweichen, also ebenfalls zueinander winkelrecht sein miissen. Das Viereck
G F OJ ist darnach bei G und bei O rechtwinklig, ist also ein einem Kreise
vom Durchmesser F'J eingeschriebenes. Der Winkel 'O G = a, + 2 ¢ steht
iiber dem Bogen F G demselben Bogen ent- Fig. 306.
spricht aber auch der Umfangswinkel F'J G, der
somit dieselbe GroBe a, + 2 ¢ hat. Daher ist

K :K,=tg (2 + 2 ¢).

Fir o +2¢ =90 oder o =90°— 2¢
mithin «, = 2 ¢ wird K, : K, = co, oder das
Hinaufkeilen unmoglich. Es fallen dann niimlich
D und W, zusammen und klemmen den als
zweiten Keil geltenden Pfosten fest.

Fir_die entgegengesetzte Bewegung, d. h.
fiir gleichmifBiges Hinablassen des Pfostens, gilt selbstverstiindlich

K/': K, = tg (¢;— 2 ¢).
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Fiir die meisten Fiille ist es wiinschenswert, dafl der untere Keil selbst-
sperrend sei, d. h. daB fiir den Riickgang K,' << 0 werde. Mithin mufl
a, << 2 ¢ sein. Fiir diesen Fall gilt das Krafteck
Figur 207, in welchem die den unteren Keil Fig. 307.
zuriickziehende Kraft — K|’ = G F' ist. Der WolJ
Druck D zwischen beiden Kellen bildet mit der g
Lotrechten den Winkel O G J = o, — ¢. Wiirde
dieser wegen a, = ¢ zu Null, so ergiibe sich
D lotrecht und OJ = W, = 0. Unter diesen
Umstéinden und ebenso fiir a) < ¢ wiirde sich
der Pfosten beim Zuriickziehen des unteren
Keiles nicht mehr gegen die lotrechte Wand
stiitzen; er wiirde vielmehr wegen des lot-
rechten D, welches dann = K, ist, durch den g
unteren Keil von der Wand abgezogen werden, Ky 4
wiirde auf dem Keile nicht abwiirts gleiten, also
auch nicht sinken; es wiirde also der Zweck der Riickwirtshewegung nicht
erreicht werden, Fiir 2, < ¢ wiirde W, sogar negativ werden, d. h. es miiite
der Pfosten durch cine besondere Kraft gegen die Wand gedriickt werden, um
sich nicht von ihr zu entfernen. Daraus folgt, dall der Keilwinkel «, zwischen
den Werten ¢ und 2 ¢ liegen mufl, damit die Vorrichtung ihren Zweck erfiille.

Zahlenbeispiel: Bei /= 0,2 oder ¢ = 11° und o, = 17° mit tg «; = 0,8
wird tg (¢, +2¢ = tg39° = 0,8, mithin K, = 0,8 K, fiir Hinaufkeilen;
tg (o, — 2 ¢) = —tg (5% = — 0,00, d. h. — K" = 0,00 K, fiir Hinunterlassen.

k) Wirkung der Keilpresse,

Dieselben Grundgedanken wie bei zwei Keilen gelten auch,
wenn die Zahl der Keile grofler ist. Gleiten die Keile, so tritt
an jeder Keilfliche ein Druck auf, der von der Normalen zur Keil-
fliche um den Reibungswinkel abweicht. An jedem Keile halten
sich die Flichendriicke mit einer dritten Kraft A im Gleichgewichte,
schneiden sich daher in einem Punkte. Bei gleichmidfBiger
Bewegung bilden die drei Krifte jedes Keiles einen geschlossenen
- Streckenzug. Das ganze Krafteck aber bildet wiederum ein Krafteck
der gegebenen Krifte K mit seitwirts liegendem Pole. Die Pol-
strahlen sind die Driicke der Keilflichen ; die dazu parallelen Richtungs-
linien dieser Kriifte bilden daher ein zu den Kriiften K gezeichnetes
Seileck. Letsteres gilt auch fiir den Ruhezustand der Keile, nur
liegt dann der Pol nicht mehr bestimmt fest, sondern ist innerhalb
gewisser Grenzen unbestimmt. Fiir die Seileckseiten gelten dann
dieselhen Beschriinkungen wie auf S. 258 angegeben.

)7
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Bei einer Keilpresse etwa zum Auspressen von Oel aus zer-
stampftem Oelsamen (Fig. 308) wirkt K, als Triebkraft auf den
mittleren Keil vom Keilwinkel 2 0. Durch Niederdriicken dieses
Keiles werden die Seitenkeile
auf den wagerechten Gleitflichen
auseinander getrieben und da-
durch die Oelgutsicke S, S ge-
preBt, welche dabei die Gegen-
driicke K, leisten. A CEF B ist
die Drucklinie der Keilgruppe.
Stellt man die Triebkraft A, durch
G'J im Krafteck (Fig. 309) dar, so sind JO und GO die Gegen-
driicke 2 der beiden Seitenkeile, welche von der Wagerechten um
0 + @ abweichen. Dadurch ist der Pol O bestimmt. Die Wider-
stinde W der wagerechten Gleitflichen
bilden mit der Lotrechten die Winkel ¢
und legen dann mit den Wagerechten
durch G' und J die Punkte Z und M
fest, wodurch J L = G M = K, bestimmt
werden. Es ist dann im Dreieck O G J:

K, : D=2-sin (9 + ¢),
im Dreieck O G M aber, weil 2L GOM = 90° — (0 + 2 ¢):
Ky : D =cos (04 2 @) :cos @,

mithin wird
1) £:2sin(6+(p)cos<p
K, cos (042 ¢) °
Weil beim Keile gewshnlich tg 0 gegeben ist, kann man vorstehende
Formel zur bequemeren Berechnung (ohne trigonometrische Tabellen)
umformen, indem man die zusammengesetzten Funktionen auflist
und in Zihler und Nenner mit cos O - cos® ¢ teilt:
.o tg o+ 1

?) B AR T 0T

1) Wirkungsgrad einer Maschine.

Zur Beurteilung der Giite einer Maschine dient die Ver-
gleichung der Arbeiten, welche von der Maschine iibertragen bezw.
aufgenommen werden. Der Zweck der Keilpresse z. B. besteht in
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dem Zusammenpressen des Gutes bei S. Riickt nun jeder Seitenkeil
um /20 nach aullen, withrend der Treibkeil sich um ¢ abwirts
bewegt, so verrichten die auf das Gut ibertragenen Krifte K,
zusammen eine Arbeit K,v. Dies ist die Nutzarbeit; K¢ ist
aber der Arbeitsaufwand. Das Verhiiltnis beider, nimlich

_ Nutzarbeit — K,v

~ Arbeitsaufwand K, ¢

nennt man den Wirkungsgrad oder das Giteverhiltnis
der Maschine.

Das Verhiiltnis der Geschwindigkeiten v uhd ¢ findet man aus
dem geometrigchen Zusammenhange der Maschine (Fig. 310). Riickt
der Treibkeil um ¢ abwirts, so dringt er jeden Seitenkeil um !/2v
zur Seite, wo v =c¢ tg 6. Daher ist hier

4) 7 = g A’ === tg 0. : Fig. 310.

3)

Einen anderen Ausdmck kann man noch fir den
Wirkungsgrad # finden, wenn man sieh die Maschine
einmal ohne schidliche Reibungswiderstinde, als eine
ideelle, vollkommene Maschine vorstellt. Nennt man die
fiir eine solche ndtige Betriebskraft die ideelle Trieb-
kraft = K, so wird, indem man in GL 2 7= 0 setzt,

5 K,
()) X,— s t 0= ?
Fithrt man dies in Gleichung 3 ein, so erhiilt man
6) p = A, _ideelle Triebkraft ;
K, wirkliche Triebkraft
Nach Gleichung 5 ist K¢ = K,v, d. h. hei einer vollkommenen
Maschine wiirden Arbeitsaufwand und Nutzarbeit einander gleich oder
der Wirkungsgrad gleich Eins sein. Eine Maschine ist mechanisch um
s0 vollkommener, je mehr sie sich diesem ideellen Zustande niahert.
Die Beziehung K¢ = K,¢ haben wir nur fiir den besonderen Fall
der Keilpresse bewiesen; sie gilt aber allgemein. Bewegen sich niim-
lich alle Teile einer Maschine gleichformig, so findet keine Zunahme
des Arbeitsvermogens statt, also muf} auch die gesamte Arbeit Null
sein. Die inneren Spannkrifte einer vollkommenen Maschine ver-
richten aber nach Seite 176 keine Arbeit. Die Widerstinde vollig
glatter Flichen, mit denen die einzelnen Maschinenteile ineinander
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greifen und aneinander gleiten, ebensowenig. Die Nutzlast wirkt
in bezug auf die Maschine stets der Bewegung ihres Angriffspunktes
entgegen, verrichtet daher eine negative Arbeit, die im absoluten
Sinne der Arbeit der Triebkraft gleich sein mufl. Also

1) vie=K;: K,.

Dies ist der schon von Galilei ausgesprochene Satz: ,,Was an Kraft
gewonnen wird, geht an Geschwindigkeit (oder an Weg) verloren.*
Man kann also den Wirkungsgrad nach Willkiir auf Grund der
Gleichung 3 oder der Gleichung 6 berechnen.

Beispiel: Die Reibungsflichen der Keilpresse seien gut geglittet und
geschmiert, daher f=0,1. Auch in diesem Fall ist es niitzlich, den Treib-
keil selbstsperrend anzuordnen; dies ist erfiillt, wenn wir etwa tgd =1/20
annehmen, In Gleichung 2 werden dann die Gréfen /2 und 2 f tg & nur je /100
und konnen zur Vereinfachung gegen 1 vernachlissigt werden. Es ist niimlich
zu bedenken, dal die Reibungsziffern in Wirklichkeit schwanken werden und
selten mit groBer Genauigkeit zu schiitzen sind. Daher ist in Gleichung 2 der
Zihler doch kaum auf 2°%o genau zu berechnen, so daB die Vernachlissigung
im Nenner durchaus zuliissig erscheint. Aehnliches gilt in allen Fiillen, in
denen Reibungswiderstiinde eine wichtige Rolle spielen. Dann wird

K, =2-10,05 + 0,1) K, =08 Ky; v=2¢-0,05 =0,1-c.

0
Der Wirkungsgrad T S Rl Y3, Es wiirde ohne Reibung
7 A
K,=2K,tgd=0,K,,
oy DS i
also auch N = fl = (7,3—1—{._, =1/3.  wie vorstehend.

Bei dieser Maschine wird also von der aufgewandten Arbeit nur ein Drittel
niitzlich verwertet, wiihrend zwei Drittel durch Reibung aufgezehrt werden.
Die Keilpresse ist daher eine wenig vollkommene Maschine; Wasserdruckpressen
z. B. arbeiten erheblich vorteilhafter. Dic soeben besprochene Maschine hat
aber Einfachheit und Billigkeit als Vorziige.
Der Wirkungsgrad dieser Maschine nach Gleichung 6 liBt sich, wenn
man in (Gleichung 2 die erwiihnte Vereinfachung
K =K, (tgd+1)
einfithrt, auch schreiben, weil K, =2 K, tg ¢ ist,
g AR
tgd+f i
: + tg ) )
VergroBert man tgd, so verkleinert sich der Nenner; mithin wichst 7.
Macht man z.B. tg & =f, so wiirde schon » =+1/2 werden. Die beabsichtigte
Selbstsperrung des Triebkeiles hat also den geringen Wirkungsgrad herbei-
gefithrt. Es liBt sich zeigen, daB bei jeder Maschine, die selbstsperrend

8) n=
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sein soll, der Wirkungsgrad unter 0,5 liegen muB. Man kann nimlich setzen:
K, = K, + F, wenn F' der durch die Reibungswiderstinde aufgezehrte Teil
der Betriebskraft ist. Nimmt man nun an, daB beim Beginne der riickgingigen
Bewegung der Reibungswiderstand annihernd noch dieselbe GriBe F' behiilt,
so gilt fiir den Riickgang K,"= K, — F. Soll also die Maschine selbst
sperren, so muBl K,"< 0, mithin K> K, oder

K, =2 K, sein, d. h, p—ﬁ,“ e
1

| —

=== ¢

D

18

m) Drucklinie eines Gewdlbes.

Auf S. 257 wurde gezeigt, dafl die Drucklinie einer ruhenden
Gruppe von zwei Keilen statisch unbestimmt ist, da sie ein Seileck
zu den Lasten K der Keile sein mufl und daf} ihre Seiten an zwei
beschriinkende Bedingungen gebunden sind. Auf S. 259 wurde dann
weiter erliutert, daf} diese Sitze von der Zahl der Keile unabhiingig
sind, also auch bei beliebig vielen Keilen Giiltigkeit behalten.

Die einzelnen Steine eines (ohne Mortel gedachten) Gewdlbbogens
sind nun auch keilformige Korper. Soll ein Gewdlbbogen in Ruhe
sein konnen, so muf} eine dem Ruhezustand entsprechende Druck-
linie nachweisbar sein. Die Drucklinie ist ein zu den Gewichten der
Gewdlbteile gezeichnetes Seileck. Die einzelnen Seiten desselben
diirfen hochstens um den Reibungswinkel von den Normalen zu den
Fugen abweichen und miissen die Fugen auch innerhalb des Bereiches
der Beriihrung, d. h. innerhalb des Gewdlbbogens schneiden.

Das Gewdlbe mdoge symmetrisch zu einer lotrechten Mittelebene
sein (auch beziiglich seiner Belastung). Betrachten wir diese Ebene
als eine Schnittebene, so wird in ihr eine wagerechte Druckkraft, der
Seitenschub A, wirken. Denn ein schrig gerichteter Scheiteldruck
wiirde an der einen Hiilfte nach oben, an der anderen aber zufolge des
Gesetzes der Wechselwirkung nach unten gerichtet sein, was jedoch der
Symmetrie widerspricht. Teilt man nun den halben Bogen (Fig. 311)
durch Fugen in eine beliebige Zahl von Teilen, deren Gewichte @,
s, . .. durch die Schwerpunkte der Teile hindurchgehen, so ist das
Krafteck der Lasten @ leicht gezeichnet, indem man sie nach irgend-
einem Kriiftemalstab aneinander reiht. Wire nun der Seitenschub
H bekannt, so wiirde man den Pol O in dem Abstande #/ dem oberen
Endpunkte der Lasten gegeniiber annehmen und hiitte damit simt-
liche Polstrahlen. Wiire auBerdem noch der Angriffspunkt C des
Scheiteldruckes gegeben, so hitte man die Seileckseiten nur den
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Polstrahlen der Reihe nach parallel zu ziehen und hiitte damit
das Seileck, d. h. die Drucklinie des Gewdlbes. Den Punkt €
wollen wir in der Mitte der Scheitelfuge annehmen. Die letzte
Seite des Seilecks konnte nun vielleicht aus der inneren Leibung
des Gewdlbes treten; dann er-
kennt man, daf} dieses Seileck
eine mogliche Drucklinie nicht
ist. Um aber ein flacher ver-
laufendes Seileck zu erhalten,
braucht man nur den Pol-
abstand H zu vergrofern, und
zwar kann man leicht H so
bestimmen, dafl die letzte Seite
die Kimpferfuge an einer be-
stimmten Stelle 4, etwa in ihrer
Mitte, schneide. In Figur 311
ist nach willkiirlicher Annahme D
des Poles O, das Seileck ' 4,
gezeichnet. Verlingert man nun die letzte Seite des ersten Seil-
ecks bis zum Schnitte P mit der Richtungslinie von H, so muf}
nach S. 112 das Gesamtgewicht & der Gewdlbhilfte durch P
gehen. Die Lage von R ist nur von der Form des Gewdlbes ab-
hidngig, nicht aber von der willkiirlich angenommenen Lage des
Poles O. Fiir ein grofleres H und fir ein wiederum durch ¢
gehendes Seileck muf} daher die letzte Seite ebenfalls durch P
gehen. Zieht man also P4, so ist dies die Richtung der letzten
Seite durch den gewiinschten Punkt 4. Eine Parallele zu A P
durch D bestimmt den neuen Pol O, und OB ist nun der Scheitel-
schub, welcher einem durch €' und A gehenden Seileck entspricht.
Dal die Seifen des Seilecks von den Normalen zu den Fugen
nicht zu viel abweichen, lift sich ja notigen-
falls durch Aenderung der Fugenrichtung
leicht erreichen. Wichtiger ist, daf} die
Drucklinie iiberall im Gewdlbbogen verbleiben
mufl. Nur wenn sich eine solche Drucklinie
finden liBt, ist der Ruhezustand moglich.
Wie schon gesagt, hat man, wenn das erste Seileck die innere
Walbfliche schneidet, A zu vergriBern, oder ¢ nach oben zu ver-

Fig. 312.
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schieben, und umgekehrt. In Figur 812 sind zwei vorliufige
Seilecke eingezeichnet, die den Bedingungen einer Drucklinie noch
nicht entsprechen, aber durch Verinderung von H zu moglichen
Drucklinien uwmgewandelt werden konnen. Schneidet jedoch ein
Seileck (Fig. 313) erst die
innere Wolblinie, kehrt dann
durch dieselbe in das Ge-
wolbe zuriick und geht
bei weiterem Verlaufe noch
einmal durch die dullere
Wilblinie, so ist Gleich-
gewicht unmoglich. Denn
jede Aenderung von H und
O, die an der einen Stelle
das Hinaustreten beseitigen
konnte, miilte das Hin-
austreten an der anderen
Stelle noch verstiirken; in
solchem Falle kann nur eine Vergroferung der Gewdlbstirke oder
eine Aenderung der Gewdlbform zum Ziele fithren.

Auf diese Andeutungen tiber die Drucklinie in Gewdlben miissen
wir uns hier beschriinken. Die wirkliche Lage des Scheitelschubes A
und des Widerlagerdrucks W folgt aus dem elastischen Verhalten
der Gewdlbsteine und findet sich besprochen in Keck-Hotopp,
Vortriige iiber Elastizititslehre, zweite Auflage, S. 183 u. ff. Hat man
aber die richtige Drucklinie gefunden, so geben die Polstrahlen des
Kraftecks die Grofle der Druckkrifte in den einzelnen Fugen an.

—_

Nl 919
L1g. B13:

10. Wirkung der Reibung bei gleichmdBig snch
drehenden Korpern.

Ein starrer Korper, der sich gleichformig um eine feste Achse
dreht, ist nicht im (leichgewichte, weil die einzelnen Massenteilchen
nicht geradlinige, sondern kreisformige Bewegungen ausfithren. Die
Bedingungen fiir eine gleichformige Drehbewegung lassen sich aber
mit Hilfe des Satzes auf Seite 170 aufstellen, wonach die Kr-
ginzungskrifte den an dem Korper wirkenden dufleren Kriften das
Gleichgewicht halten miissen.
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Dreht sich der Korper mit der Winkelgeschwindigkeit w um
die Achse O rechtwinklig zur Bildebene (Fig. 314), so erfiihrt ein
Massenteilchen m im Abstande o von der Achse nach Seite 93,
Gleichung 1 die Zentripetalbeschleunigung 0 w?; daher miissen simt-
liche Zentrifugalkrifte m o w? den dulleren
Kriften das Gleichgewicht halten. Die Fie. 314.
duleren Krifte bestehen in bewegenden B
Kriiften K, in den Normalwiderstinden
N der festen Achse O und in Reibungs-
widerstinden der Lager der Drehachse.
Da die Zentrifugalkriifte simtlich durch
O hindurchgehen, so haben sie in bezug
auf die Achse das Moment Null. Gleiches
mul} also auch fir die #ufleren Kriifte
gelten. Da nun die Normalwiderstiinde N ebenfalls durch O gehen,
so ergibt sich als wesentliche Bedingung der gleichformigen
Drehung, dafl die Momentensumme der bewegenden
Krifte K und der Reibungswiderstinde /- N in bezug
auf O zusammen Null betrage.

Die Normalwiderstinde N der festen Drehachse sind im all-
gemeinen von der Massenverteilung des Korpers abhiingig und
werden erst weiter unten eingehend bestimmt werden. Jetzt wollen
wir nur solche Fille betrachten, bei denen die Masse derartig
symmetrisch um die Achse verteilt ist, daf jedem Massenteilchen
im Abstande ¢ auf der einen Seite der Achse ein gleiches Massen-
teilchen in demselben Abstande auf der anderen Seite entspricht,
so daB} die Zentrifugalkrifte dieser Massenteilchen sich gegenseitig
aufheben, weshalb dann auch die simtlichen #uBeren Kriifte
sich vollstindig aufheben, d. h. den Gleichgewichtsbedingungen
geniigen miissen. Aus diesem Grunde konnen die Fille der
gleichmiBigen Drehung solcher Korper mit symmetrischer Massen-
verteilung schon an dieser Stelle, d. h. in der Gleichgewichtslehre,
behandelt werden.

In den obigen Bedingungen wird nichts geiindert, wenn zu der
Drehung um die Achse O noch eine geradlinige und gleichmifige
Verschiebung des Kérpers mit seiner Achse kommt. Denn eine
derartige Verschiebung bedingt keine Beschleunigung, also auch
keine Erginzungskrifte.

-
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a) Reibungsmoment eines Tragzapfens.

Bine Achse sei rechtwinklig zu ihrer Mittellinie belastet und
stiitze sich mittels zylindrischer Zapfen auf zylindrische Lager,
welche die Zapfen mit geringem Spielraum umschlieffen.  Auf
einen Zapfen vom Halbmesser » komme ein durch die Zapfenmitte
gehender Zapfendruck 72, der rechtwinklig zur Lingenachse des
Zapfens steht, so daf} die Zylinderfliche des Zapfens den Druck
bekommt. FEin derartiger Zapfen heifit Tragzapfen.

Wir betrachten zuerst einen sog. eingelaufenen Tragzapfen
(Fig. 315), der mit merklichem Spielraum im Lager liegt und bei
dem man anniiherungsweise annehmen kann, die
Berithrung mit dem Lager finde nicht in einer Fig. 315.
groferen Fliche, sondern in einer Seite des ==
Zylinders (in der Figur durch einen Punkt dar-

gestellt) statt. Im Ruhezustande wiirde 4 die
Beriihrungsstelle sein. Dreht sich nun aber der
Zapfen rechts herum, so gleitet bei A4 der

Zapfen nach links; dem setzt sich der Wider-
stand /N nach rechts entgegen. Das Moment /N - macht ein
treibendes, die Reibung iiberwindendes Kriftepaar Mt = /N -» im
Sinne der Drehung nétig.  Aber auch nach Anbringung desselben
ist den (leichgewichtsbedingungen
noch nicht geniigt, weil die Summe Fig. 316.
der wagerechten Krifte nicht Null ist.
Es kann daher im Zustande der Be-
wegung die Berithrung nicht in A4
stattfinden; vielmehr verschiebt sich
die Beriithrungsstelle nach rechts bis
zu einem Punkte B (Fig. 316), der
so liegt, daB dort die Mittelkraft W
aus N und fN lotrecht gerichtet
ist. Dies findet statt fir 2L AOB = ¢@. Es wird dann W= D,
und beide bilden ein dem treibenden Moment It widerstehendes
Kriftepaar D r sin ¢ = . Ry
Nun ist tg ¢ = f; weil aber bei geschmierten Drehzapfen, wie

wir sie hier voraussetzen, fast stets f<0,1 also @ <6° und
o8 @ > 0,995, so ist bei derartig kleinen Winkeln sin ¢ wmit
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geniigender Anniherung gleich tg ¢ = 7 zu setzen, so daf} das fiir
die gleichformige Drehung erforderliche Kraftmoment, welches zu-
gleich das Reibungsmoment bezeichnet, gesetzt werden darf

1) W=Dy

Es entspricht z B. f= 0,1 dem Werte sin ¢ = 0,0995. Unmittel-
bar ergibt sich Gleichung 1 aus Figur 315, wenn man daselbst,
ohne Riicksicht auf den kleinen Verstoll gegen die Gleichung der
wagerechten Kriifte, N = D also fN = /D einfihrt. Man denke
sich also, um die Gleichung 1 leicht zu merken, dafl der Zapfen-
druck D eine Reibung /D und mit dem Hebel-

arm » ein Moment D f» bedingt. Bringt man das Fig. 317.
Moment M auf die Form K7 (Fig. 317), legt die
eine Kraft durch O, die andere ans Ende eines y
Halbmessers / und lift sich die Kriifte A bei der /
Drehung stets mitdrehen, so verrichtet die in O Jg\
angreifende Kraft keine Arbeit; die am Endpunkte )
des Armes / aber wiihrend eines Drehungswinkels « \/
die Arbeit Klo = Ma. Esist also die Arbeit h
eines Kriftepaares gleich seinem Momente mal dem
Drehungswinkel. Die Zapfenreibung erfordert hiernach einen
sekundlichen Arbeitsaufwand = MM - w = Dfro.

Als Arbeitseinheit dient das Meterkilogramm. Bei regelmifig
umlaufenden Maschinen pflegt man aber die in jeder Sekunde
geleistete Arbeit in ™% als Leistung, Arbeitsstirke oder
Effekt = E zu bezeichnen. Die Einheit der Leistung ist das
Sekunden - Meterkilogramm = 1 ™%/, Als griflere Einheit hat
man die Pferdestirke (P.S) = 7D ¥/ eingefiihrt.

Ein lebendes Pferd leistet freilich eine sekundliche Arbeit von 75 mkg
nur unter giinstigen Umstinden. Als aber James Watt im Jahre 1782 Dampf-
maschinen fiir Londoner Brauereien zu bauen hatte, kam es darauf zui, die-
jenige Arbeit, die bisher von Pferden am Gopel verrichtet wurde, durch die
Maschine leisten zu lassen. Watt maf daher die von den Pferden geleistete
Arbeit, und eine Dampfmaschine, welche die Leistung von 10 Pferden ersetzte,
wurde eine 10 pferdige Maschine genannt. Die dort benutzten Pferde waren
sehr kriiftig; auch wird Watt der Sicherheit wegen, damit seine Dampfmaschine
keinen Miferfolg erleide, die Arbeit~der Pferde eher zu hoch als zu niedrig
geschiitzt haben. Auf diese Weise hat sich als Maschinen-Pferdestiirke die
Leistung von 75 mke/se eingebiirgert. Es wird dafiir auch nicht selten
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Pferdekraft gesagt; doch ist diese Bezeichnung wenig passend, da man
mit dem Ausdrucke doch nicht eine Kraft, sondern eine sekundliche Arbeit
bezeichnen will.

Tiir die Anzahl der Pferdestirken wird das Zeichen N benutzt,
withrend n die Zahl der Umdrehungen in einer Minute

bedeutet.

Beispiel: Ein Wasserrad wiege einschl. des darin befindlichen Wassers
10000 kg; seine Achse werde durch zwei Zapfen von 2= 0,1 m Halbmesser
gotragen und mache 10 Umdrehungen in der Minute. Nimmt man f= 0,1 an,
so ist, da die Summe der Zapfendriicke an beiden Tragzapfen 10000 ks betriigt,
das gesamte Reibungsmoment I = 10000 0,1+ 0,1 = 100 mkg, Bei n = 10 ist
der Drehungswinkel in der Minute 20 z, in der Sekunde also 20 7:60 = !/s =

= 1,007, daher die sekundl. Reibungsarbeit % = 104,7 mkg/gex und der Relbungs-
verlust in Pferdestirken N = 104,7:75 = 1,306 PS.

Bei einem neuen Tragzapfen findet die Beriihrung lings einer
groferem, dem Mittelpunktswinkel 2 « entsprechenden Fliche 4 C'B
statt (Fig. 518). Ist 7 die Liinge des
Zapfens und p der Druck fiir die Flichen- Fig. 318.
einheit an irgendeiner Stelle, so kommt -
auf ein Teilchen /- ds der Zylinderfliche
die Druckkraft p7-ds und die Reibung
fpl-ds. Das treibende Moment muf} dann

betragen SaRts
Macht man die Voraussetzung, daf} der
Zapfen iiberall gleich stark anliege, so wird

M=fplrfds=fplria
Nun muf} aber D=plfcosd-ds
sein, oder, weil dscos?=dx

D=plfda.

Darin ist fdz die Sehne A B = 2 sin «, mithin
| D= 2plrsina.

Dann wird = sm —fr -7 oder

T

AB
AB
Hiernach ist beim neuen Zapfen, weil wegen des teilweise keil-
formigen Binpressens die Summe der Normaldriicke grofer ist als D,

2) E)Rfr

_.fDr
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auch die Reibung grifler als beim eingelaufenen Zapfen, und zwar
im Verhiltnis des Bogens zur Sehne.

a=0 gibt wieder It = Dfr;
a=12m aber M= Dfrlam=1571Dfr.

Die Reibungswiderstiinde geben, nach senkrechter oder wage-
rechter Richtung zerlegt, Seitenkrifte, die in senkrechter Richtung
die Summe Null liefern, in wagerechter Richtung aber nicht.
Daher besteht bei vorstehender Ableitung ein dhnlicher - kleiner
Verstol gegen die Gleichung der wagerechten Krifte wie bei Be-
nutzung der Figur 315 zur schnellen Entwickelung der Gleichung 1.

Eine diesen Umstand beriicksichtigende schirfere, aber um-
stindlichere Behandlung ergibt wiederum, daf} fir / eigentlich sin¢
gesetzt werden miifite.

Beim Tragzapfen im Keillager (Fig, 319) werden die
beiden Reibungswiderstinde /N und fXN, wiederum die Zapfen
einseitig nach rechts hiniiber driicken, infolgedessen N, etwas > N
sein mufl. Nimmt man aber trotzdem
anndherungsweise [V, = N an, so ergibt
sich in lotrechter Richtung

2Nsm o =1, also'2 N =

Fig. 319.

sin 0’
Dfr

3) und W = 2 A N = et

Der Ersatz des eingelaufenen zylindrischen
Lagers (G1. 1) durch das Keillager bewirkt
daher, dafl wegen des keilformigen Ein-
pressens MM grofer wird als beim zylin-
drischen Lager, dal} man aber, wie bei der Bewegung in Keilnuten
(S. 241), statt f einfach den groferen Wert f:sind zu setzen hat.
0 =300 gibt f:sin0 = 2/, entsprechend einer Verdoppelung des
Reibungsmomeéntes.

Mit Riicksicht auf den Unterschied zwischen N und N, muf stattfinden
l. in wagerechter Richtung
0 = Ncosd + fNsind — N, cos & + £ N, sin o
2. in senkrechter Richtung
D = Nsin & — f N cos & + N, sin ¢ + £N, cos 9;
3WM=7F(N+DN)r.
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Die ersten beiden Gleichungen lassen sich ordnen:
0= — (N, — N)coséd+ (N -+ N,) fsind
D = (N, — N) fcos & + (N + NN,) sin 0.
Multipliziert man die erstere dieser Gleichungen wit f, so entsteht durch
Zusammenzithlen .
D = (N + N,) (1 + f? sin ¢ und nach Gleichung 3

£, Dfr
sind (1 + /%’
Darin ist ! SHE % = Sinf"cos2 = sing cos ¢ = sp 2
142 sec’p  cosg 4 Ol o, W SRR TR
S Ein 2o
1 = 3
also M Dr2sino‘

Bei f = 0,1 kann aber f* gegen 1 vernachlissigt oder sin2¢ = 2 tg¢ gesetzt
werden, so daB dann wieder als Anniiherung Gleichung 3 entsteht.

Dem Nachteile der Vergrofierung der Reibung durch Benutzung des
Koillagers steht der Vorteil gegeniiber, daB der Zapfen im Keillager auch
nach erfolgter Abnutzung immer noch eine genaue Fithrung findet, wiihrend
er im eingelaufenen zylindrischen Lager um das Mal} des Spielraumes hin
und her schleudern kann. Das Keillager wird deshalb besonders bei Mel-
Jinstrumenten angewandt, bei denen es mehr auf sichere Lage als auf Kleinheit
der Reibung ankommt. ;

Die Lagerung auf Reibungsrollen (Fig. 320) von moglichst
grofem Halbmesser R, welche sich um Zapfen vom Halbmesser o
drehen, hat den Zweck der Verminderung des Reibungsmomentes.
Der obere Zapfen vom
Halbmesser » erfihrt
von den Rollen bei A
und B die Normal-
driicke Nund V;. An
den Beriihrungsstellen
A und B findet aber
kein Gleiten statt, viel-
mehr haben die Rollen
dort dieselbe Um-
fassungsgeschwindig-
keit wie die Zapfen;
daher treten an diesen ,

Stellen nicht die Gleitwiderstinde 7.V und 7V, auf, sondern Reibungs-
widerstinde 7' und 77, die im allgemeinen kleiner sind. Es wird.

M= (T+ 1y)r.

Fig. 320.
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. Die Kriifte 7" und 7, wirken auf die Rollen in entgegengesetztem
Sinne wie auf den Zapfen und bewirken die gleichmiflige Drehung
der Rollen, haben also deren Zapfenreibung zu iiberwinden.

Die tatsiichliche Ungleichheit von N und N, wiirde in der-
selben Weise sich geltend machen wie im vorigen Falle; sie hat
auf das wirkliche Ergebnis keinen nennenswerten Einfluff, soll daher
der Einfachheit wegen vernachlissigt werden.

Die Krifte N = NNV, bilden (ebenfalls umgekehrt) die Zapfen-
driicke in den Lagern der Rollen, erzeugen dort die Reibungs-
momente N/o und miissen durch die Momente der Umfangskrifte

T = T, iberwunden werden. Daher wird TR = Nfo, T'= Nf %
ud M=2 N f% r. Am Zapfen liefert aber die Gleiclung der

lotrechten Kriifte wieder /2 = 2 Nsin 0, wenn O der Winkel ist,
den die Tangenten in 4 und B mit der lotrechten Mittellinie

bilden; hiernach wird
B dall
4> Tsno R
Damit dies kleiner werde als Dfr, mufl o: R < sin 0 sein.

y 1 B el M ; oy i
sin 0 = b) und =% geben beispielsweise I = 3 Dfr.

b) Reibungsmoment eines Stiitzzapfens.

Beim Stiitz- oder Spurzapfen (Fig. 321) wirkt. der Druck D
in der Achsenrichtung desselben. Die
Berithrung mit der Spurplatte des
Lagers erfolge (der Allgemeinheit
wegen) in einer Ringfliche von den
Halbmessern » und 2. Zeichnet man
im Grundrify einen schmalen Ring
vom Halbmesser o und der Breite d o,
$0 kommt auf ein Teilchen d ¥ des-
selben eine Druckkraft p - d ¥, wenn p
der Druck fir die Flicheneinheit ist.
Diese Druckkraft liefert eine Reibung
fp-dF und ein Reibungsmoment
dM=7fp-dF-o0. Da man annehmen
darf, dal im ganzen Umkreise dieses
Ringes der Einheitsdruck p denselben

Fig. 321.
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Wert haben wird, so kann man dF sogleich als die Ringfliiche
20m - do einfithren und erhilt als gesamtes Reibungsmoment

R

1) N=2ni Sp(ﬂd(_).

AuBerdem muB, da der schmale Ring den Druck p 270 - do aufnimmt,
JR

2) D:Qngpg-«lg sein.

Beim neuen.Zapfen nimmt man den Druck p iiberall gleich an,

D ;

daher P = TR—:}W und

: 20" ST §”2 e

3) ol Ty, LR LT Ritly Sl

Ist die Beriihrungsfliche ein voller Kreis (» = 0), so wird
2

also kleiner als beim Tragzapfen. Es kommt dies daher, dal},
withrend beim Tragzapfen die ganze Reibung Df an dem vollen
Halbmesser als Hebelarm wirkt, hier die Hebelarme der Reibungs-
widerstiinde im allgemeinen kleiner sind als der duflere Halbmesser.

Beim eingelaufenen Zapfen sind die Verhiiltnisse noch giinstiger.
Mit der gleitenden Bewegung des Zapfens ist nimlich eine Abnutzung,
ein fortwihrendes Abschleifen, verbunden, und, da die Gleit-
geschwindigkeit nach dem dufleren Umfange hin zunimmt, so wird
auch hier die Abnutzung am grofiten ausfallen; infolgedessen wird
das Aufliegen des Zapfens auf der Spurplatte nach einiger Zeit
nicht mehr ein gleichmifiges sein; es wird der Einheitsdruck von
innen nach auflen hin abnehmen. Ueber die Veriinderlichkeit von p
wird die Annahme gemacht, dall p mit o umgekehrt proportional
sei, dal} man
5) p=rto
setzen konne, worin p, der Einheitsdruck im.Abstand Eins von der
Drehachse ist. Dann wird aus Gleichung 2:

(1

W) e 27[2)1 Sd@ :27[191 (I{_T),

,

Kerk-Hotopp, Mechanik I. 18
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aus Gleichung 1 aber:
R

M=2afp \o-do=nfp (R —rd).

Teilt man diese Gleichung durch die vorhergehende, so wird
M: D="12f(R-+r) also
6) M="12Df(R+r).
Es ist jetzt offenbar /2 (R~ ») der mittlere Hehelarm der Reibung.
Fiir volle Kreisfliche (r= 0) wird
1) M=1,DfR.

Beim kegelformigen Stitzzapfen (Fig. 322) moge die
Beriihrungsfliiche sich von ¢ bis B erstrecken. Ist d F' ein Flichen-
teilchen derselben mit dem Einheitsdrucke p,
so wird M=7fp-dF-g0. Daaber p-dF
mit der Wagerechten den Winkel 0 bildet,
so ist

Fig. 322.

D=sind fp-dF.
Das Flichenteilchen  d F bildet mit der
wagerechten GrundriBebene den Winkel
909 — o; nemnt man dF' den Grundril von dF, so wird
dF' = dF cos (90°— 0) = d Fsin 6. Hiernach wird
D= pvd Eirund

e CdF
‘m—smé p-dFo.

Da nun d F' mit 207 - do eingefiihrt werden kann, so wird

af

=~ Sin o

R
(M"’p@ und

AR
D:27t\p9-d@.

Vergleicht man diese Werte mit den Gleichungen 1 und 2, so erkennt
man, daf} der Ausdruck fiir D vollig mit Gleichung 2 iibereinstimmt,
wihrend in dem Werte fir MM nur / mit /:sin & vertauscht ist
als Folge des kegelformigen Einpressens, wie in allen ihnlichen
Fillen. Daher mufl sowohl in den Gleichungen 3 und 4 fiir einen
neuen Zapfen, sowie auch in den Gleichungen 6 und 7 fiir den
eingelaufenen Zapfen f vertauscht werden mit /f: sin 9.
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Der kegelformige Zapfen verursacht also mehr Reibung als der
zylindrische Stiitzzapfen, gewiihrt aber auch, wie das Keillager, den
Vorteil einer genauen Fithrung, die der Stiitzzapfen mit ebener
Reibungsfliche nicht bietet, weil an der zylindrischen Seitenwand
des Lagers sich Spielraum befindet oder bilden muf.

¢) Hirnsche Reibungswage.

Die vom elsissischen Ingenieur Adolf Hirn im Jahre 1854
ersonnene Vorrichtung (Fig. 323 und 324) dient zur Ermittelung

Fig. 323.
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der Reibungsziffer /' eines Zapfenlagers durch Abwiigen. Auf einer
Welle, die von einer Maschine etwa mittels Riemenscheiben in gleich-
miflige Drehung versetzt wird, befindet sich der zu untersuchende
Lagerkorper L, der aber nicht etwa zur Stitzung der Welle dient,
sondern an der Welle hingt. Unten an dem Lagerkdrper ist cin
Wagebalken W befestigt, an dessen gleichen Armen Wagschalen
hingen. Die Wagschalen werden mit Gewichten beschwert, so dal}
der fiir die Versuche gewiinschte Zapfendruck D entsteht, welcher
das Reibungsmoment N == D f»r erzeugt. Dieses Moment, welches
vom Lager auf
den Zapfen als
ein der Drehung 0
entgegengerich- Mf
tetes Moment
ausgeiibt wird,
hat nach dem
Gesetze der

Wechselwirkung das Bestreben, den Lagerkorper bei der Drehung
: 18F

Fig. 324.
-




216 Zweite Abteilung. A. Gleichgewicht starrer Korper.

mitzunehmen, den Wagebalken also schriig zu stellen. Diesem
Bestreben wirkt man entgegen, indem man in der linksseitigen
Wagschale ein Uebergewicht 7 anbringt (Fig. 324) und dieses so
regelt, dafl der Balken wagerecht einspielt. Der Zapfendruck be-
trigt D=2Q + P+ G, wenn G das Eigengewicht des Lagers
mit dem Balken Dbezeichnet. Das Reibungsmoment betrigt also
M= 2@+ P+ &) fr und wird gemessen durch das Moment des
Uebergewichtes P, d. h. M = PI. Dies ergibt
e pety Tl
TTR2QHP+ G’
Beispiel: . Bei ! = 1m, 7 = 00m, G = 100kg, ¢ = 2000 kg sei das
Ueberge\vicl%t P=10k; dann ist f-= (4_0-0—0_1—3—‘1—117)) o = 0,09.
Damit der Balken gut einspiele, muf}, wie bei einer Wage, der
Schwerpunkt S (Iig. 324) unterhalb der Drehachse liegen.

d) Der Bremszaum von Prony.

Der Grundgedanke der vom franzosischen Ingenieur Prony 1821
ersonnenen Vorrichtung zum Messen der Leistung von Kraftmaschinen
ist dem der Reibungswage dhnlich.

Man hebt niimlich die Triebkraft der zu untersuchenden Maschine
durch einen Reibungswiderstand auf und mift diesen mittels einer
Wage. Da es in diesem Falle nur darauf ankommt, den ganzen Betrag
der Reibung zu messen, es aber nicht notig ist, diese, wie bei der
Reibungswage, nachtriiglich in die Faktoren / und 22 zu zerlegen,
so ist es auch
nicht erforderlich,
die Reibung durch
eine Belastung
zZu erzeugen; viel-
mehr kann man
sie einfacher durch
Zusammenschrau-
ben zweier Brems-
klotze hervorbringen (Fig. 325). Auf der Welle der Kraftmaschine
befestigt man eine Bremsscheibe und bringt auf dieser den Brems-
zaum an, dessen Schrauben vorliufig schwach angezogen werde n
Dann setzt man die Kraftmaschine, etwa eine Dampfmaschine, all-
miihlich in Gang und zieht die Schrauben stirker an; die an dem
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Umfange der Scheibe entstehende Reibung hat nun das Bestreben,
den Zaum mitzunehmen, infolgedessen sich der Wagebalken unten
rechts auf eine als Hindernis dienende Schwelle B legt. Man
bringt sodann die Dampfmaschine in den Zustand, in welchem sie
heim regelrechten Betrieb arbeiten soll, zieht also die Bremsschrauben
stirker an, wenn die Welle zu schnell liuft, und umgekehrt. Hat
man auf diese Weise erreicht, daf} die Welle die vorgeschriebene
Zahl von » Umdrehungen in der Minute ausfithrt, so wird jetzt
offenbar, weil ein regelmifliger Gang stattfindet, die ganze Arbeit
der Maschine durch den Bremszaum in Reibung umgewandelt.
Belastet man nun die linksseitige Wagschale mit einem Gewichte P
(einschlieBlich der Wagschale) in dem Maflé, dafl der Balken
gich rechts von der Schwelle abhebt und wagerecht einspielt, so
ist P17 das MaB} des an der Scheibe wirkenden Reibungsmomentes It.
Die sekundliche Arbeit desselben betrigt mithin (nach S. 268)

Mw = Plw, oder, weil w:gn_n ist und 75 ™8/, eine Pferde-

60
stirke ausmachen, ist die Anzahl V der Pferdestirken der Maschine
nw
e 7 30-75°

Beispiel: Ist 7 = 25m; P == 200kg; n = 30, so wird
200 - 25 - 30 -7
N = ——-—30—.7—5"— 20,9 PS8,
Auch bei dieser Vorrichtung ist es wiinschenswert, dem Wage-
balken Standsicherheit zu geben, d.h. den Schwerpunkt S unter-
halb der Achse anzuordnen, was hier erreicht ist, indem der

schwere Balken sich unterhalb der Bremsklotze befindet.

e) Reibun gsrilder.

Die Reibung zwischen zwei gegeneinander gcpreﬁten Scheiben
kann benutzt werden, um die Drehung Fig. 326.
der einen auf die andere zu fiber-
tragen. A (Fig. 326) sei die treibende,
B die mitzunehmende Welle.  Auf
beiden bringt man Scheiden an, die
sich bei ¢ berithren. Liefle man
die Scheiben mittels zahnartiger Vor-
Spriinge ineinander greifen, so wiirde ;
dadurch eine Mitnahme der Welle B erzwungen. Lift man aber
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die Vorspriinge fort, so kann auch die Reibung die Wirkung der

Zihne ersetzen.

An der Welle B moge ein Widerstandsmoment It der Drehung
entgegenwirken; diese kann man durch eine Last @, welche an einer
Trommel vom Halbmesser » emporgewunden wird, zur Darstellung
bringen, indem man N = @ setzt. Zur Ueberwindung des Momentes
ist eine Umfangskraft 7' bei C' erforderlich, fiir welche 7R = @»
also 7= Q» : R wird. Ist nun D der Druck zwischen den Scheiben,
so wiirde demselben beim Gleiten die Reibung fI) entsprechen.
Hier soll aber kein Gleiten stattfinden, vielmehr sollen die Scheiben
stets gleiche Umfangsgeschwindigkeit haben. Unter diesen Umstinden
ist dann die zur Wirkung kommende Reibung 7'< /D, mithin

Q r

1) Q—<fD oder D\fR

Das Zeichen = in Gleichung 1 wiirde auch noch fiir ein Gleiten
der Scheiben aufeinander gelten; soll dies ausgeschlossen sein, also
ein sicheres Mitnehmen der Welle B erfolgen, so mufy fir 2

das Zeichen = angewendet werden.

Beispiel : Ist das Widerstandsmoment 2t = 100 - 0,2 = 20 mkg, R = 0O5m,

f=0, fiir GuBeisen auf GuBeisen, so wird I)>Ol

= 333 kg. Bei

D = 333 kg wiirde leicht noch ein Gleiten eintreten kinnen, so daB die Last Q
abwiirts gehen konnte; man mufB D um ein gewisses Mall = 333 k¢ nehmen,

damit man Sicherheit gegen Zufilligkeiten hat.

Der Druck D kann nur durch die Zapfen-
lager auf die Rider iibertragen werden, erzeugt
daher Zapfenreibung, deren Ueberwindung Arbeit
kostet. Man mul} suchen, das erforderliche D
klein zu machen; dies wird erreicht, indem man
die Reibungsriider nicht einfach zylindrisch ge-
staltet, sondern keilfosrmig ineinander greifen lif}t
(Fig. 327), wodurch eine Vergriflerung der Reibung
entsteht. Ist wieder der halbe Keilwinkel o, so
wird D = 2 Nsin 0, die mogliche Reibung
Df - @r sin 6. »

>—— oder D> Q — —

%) 2fN=h s

Fig. 327

[

1
24

]

1)

=

d. h. kleiner als nach Gleichung 1- DaB man bei der jetzigen
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Anwendung der sog. Keilnutenrider mehrere Keilnuten neben-
einander anordnet, hat mit der Wirkung nichts zu tun.
Beispiel : Macht man 2 = 309, so ist sind = 0,26, und es wird mit den

sonstigen Zahlen des vorhergehenden Beispieles der untere Grenzwert von D:
333 - 0,26 = 87 kg, also nur etwas mehrjals '/a des vorigen.

f) Seilreibung.
1. Ueber einen Zylinder vom Halbmesser », der sich gleich-
formig um eine Achse O dreht (Fig. 328), sei ein biegsames Seil, ein
biegsamer Faden, Riemen oder dergl. gelegt,-bei 4 befestigt und bei B
am freien Ende mit einer Kraft S
gespannt, dann driickt das Seil gegen
den Zylinderumfang; an einem Bogen- : dN
teilchen ds=»-d?& entsteht eine
Normalkraft ¢ N und ein Gleitwider-
stand /- d N, der auf den sich rechts
drehenden Zylinder nach links, auf
das Seil aber nach rechts wirkt, das
Seil also mitzunehmen strebt. In dem
bei A hefestigten Seilstiicke moge
eine Spannkraft S, herrschen, dann
befindet sich das Seil unter Einwirkung der an ihm auftretenden
Kriifte S;, Sy, Gruppe [d N] und Gruppe [/-d N] im Gleichgewichte,
so dafl die Momentengleichung in bezug
auf O liefert (weil die d N-Krifte durch
O gehen): 8;r + rf2d N = Syr, d.h. die
gesamte Seilreibung /2'd NV wird gemessen
durch den Unterschied der Seilkrifte S,—S;.
Um also die gesamte Seilreibung zu finden,
miissen wir S,—8, zu ermitteln suchen.

Fig. 328.

Fig. 329.

Schneiden wir aus dem Seile das Bogen-
teilechen ds = » - d¥ heraus (Fig. 329), so
wirken auBler den Kriiften d N und /- d N S
noch die Spannkrifte § und S+ dS. =y oy
Zerlegt man simtliche Krifte || und | zu - f
dN, so verlangt das Gleichgewicht

dN = (8+ 8-+ dS)sin '/2d# und
f+dN=4d8cos 2dV,

FAN
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oder, weil sinl/z2dd=12d9, cos'/2dd=1 und dS-d?d un-
endlich klein zweiter Ordnung ist: :
dN=28-d9 und
f+dN=dS8, mithin
f-dd=dS: 8.
Durch Integration entsteht:
f-9=18+C.
? = O entspreche dem Punkte ¢' (Fig. 328) und der Spann-

kraft 8;, ¥ = a dem Punkte I und der Spannkraft S,, dann wird
fa=18+ C; 0=18, + C, mithin aus beiden:

2) fa=1 (%?) oder %’[" = e’?,
und die ganze Seilreibung
3) 8 —8 =8, (efe—1).

Dabei ist besonders bemerkenswert, dafl das Verhiltnis der
Krifte unabhidngig ist von », nur abhiingig von der
Reibungsziffer und dem dem umspannten Bogen entsprechenden
Mittelpunktswinkel a.

Wenn der Zylinder ruht, so wird die Summe aller zur Wirkung
kommenden Reibungswiderstinde [d7' ebenfalls durch S,—S8, ge-
messen; es ist dann aber

Sy: 8 <<e’* und auch
4) Sy = 8 i B e XY - 1)

Fir 8y = 8§, wiirde keine Reibung ausgeiibt® werden. DBei einem
Unterschiede zwischen S, und S, bezeichnen wir mit S, stets die
grifere der Krifte.

2. Ist das Seil nicht in Ruhe, sondern wird es mit gleich-
bleibender Geschwindigkeit » = »w iber den ruhenden oder mit
anderer  Geschwindigkeit sich  drehenden
Zylinder fortgezogen, so heben sich an einem
Bogenteilchen » - 9 die normal gerichteten
Krifte nicht auf, sondern es geschieht dies
erst, nachdem die Zentrifugalkraft dm « »w?
hinzugefiigt ist (Fig. 330). Es wird dann

AN=8:d0 —dm - rw?.
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Darin ist dm = 2 Fp. d?®, wenn ¥ der Querschnitt, » die Dichte

g
des Fadens, Riemens oder Seiles. Die andere Gleichung f-d N = d S
bleibt unverindert; weil nun

d (S-— vy ‘-’wi) B,
g

80 \Vil‘d (l (S s 1]"7‘20)2)
/ ‘ d(? = 9 )
8—L Frig?
g

D—

also  f9=1 (S — %Fr?w'-’ + C,

oder zwischen Grenzen genommen:

S2 e ZFT:’(A)Q
g

i G Al
S] —ZFT?Q)?
g

Daraus entsteht:
) i %Fr?w"’ o (S, o= %Fr'ZwQ) e/%, oder

5) 8 — 8 = (8 — LFrrw?) (¢/2—1).
g

In den meisten Fillen ist der Einflufl des Gliedes %Fr“’w’-’ un-

bedeutend; nur bei grofen Geschwindigkeiten »c« verdient er
Beriicksichtigung (vgl. S. 285).

Beispiel: Ein runder Baum sei auf einer
Schwelle festgelegt (Fig. 331) und auBerdem
durch Zimmermannshaken gehalten. Ein Seil
sei derartig hiniibergeschlungen, dal} « = =.
An der rechten Seite hiinge eine Last von
1000 kg, s soll berechnet werden, mit
welcher Kraft links gezogen werden muf}, um
die Last hinauf zu ziehen. Da auBer der Last
noch die Reibung iiberwunden werden muf,
$0 wird links die griBere Kraft S, wirken,
withrend rechts S, = 1000 kg ist. Die Reibungs-
ziffer werde fiir ein Hanfseil auf Holz zu f = !/3 apgenommen.

83 18 = el ,
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Nimmt man von beiden Seiten der Gleichung die Briggischen Logarithmen,
so wird log (—g—;’) = —;— nlog e = 1,047 - 0480 = O,a542. Dazu gehort eine Zahl
2,85 =5,: 8. Mithin wird S, =2850%; die Seilreibung betrigt 1850k3,
ist also sehr groB. Diese Vorrichtung eignet sich daher nicht als Aufzugs-
maschine, um so besser aber zum Hinablassen einer Last, wobei die Reibung
giinstig wirkt. Beim Hinablassen wirkt die kleinere Kraft S, auf der linken
Seite, wihrend die Last jetzt S, = 1000kg wird. Wiederum ist e/ = 2,85,
daher S; = 1000:2,85 = 351%z. Jotzt kommt also die Seilreibung im Betrage
von 1000 — 351=649 kg der Hinablassenden Kraft zu Hilfe. Die Zugkraft
an der linken Seite darf zwischen den weiten Grenzen 351 und 2850 ks sich
bewegen, ohne dal ein vorhandener Ruhezustand gestort werden wiirde. Da
die Reibung das Bestreben hat, den Balken zu drehen, so mufl er hiergegen
sicher befestigt werden.

Zum Festhalten oder bequemen Hinablassen schwerer Lasten findet eine
derartige Vorrichtung vielfache Anwendung. Die Reibung wird noch bedeutend
vergrofert, wenn man den Winkel a des umspannten Bogens vergréfiert. Man
kann dadurch jedes beliebige Verhiltnis S, : S, erreichen. Wir wollen berechnen,
wie groB « werden muf}, wenn S,:S, = 1000 sein soll, d.h. wenn man durch
Anwendung von S, = 1kg die Last von 1000 kg hinablassen will. Es muB
e'sa =1000, d. h. in Logarithmen /3 a 043¢ = 3, oder a=9:0,a31 = 20,7
sein. Da nun eine Umwickelung einem Winkel 27 entspricht, so muf die Zahl
der Umwickelungen % = 20,7: 2= = 3,3 betragen. Wenn man also das Seil
3mal und dann noch /3 oder vielleicht '/amal umgelegt, so wird das Ziel
erreicht sein. Bei 6fterem Umschlagen geniigt schlieBlich das Gewicht des
itberhingenden Seilendes zum Festhalten der Last.

Es ist fiir die Wirkung gleichgiiltig, ob der Fig. 332.

umspannte Bogen « sich auf einem Zylinder be- 2
findet, oder ob das Seil nacheinander um mehrere
Zylinder geschlungen ist; in letzterem Falle ist «
die Summe der umspannten Bégen. Auf diesem
Grundgedanken beruhen die Rettungsvorrichtungen A

bei Feuersgefahr, mittels deren Menschen aus einem
brennenden Hause hinabgelassen werden kinnen.

Erheblich vergrofert wird die Seilreibung noch, wenn man das (runde)
Seil in einer Keilrinne (Fig. 332) legt, weil dann f:sind an Stelle von
zu setzen ist.

g) Bandbremse.

Ein dinnes Bandeisen, welches man um einen Zylinder spannt,
um an diesem einen Reibungswiderstand zu erzeugen, heilt Brems-
band und findet als Bandbremse bei Winden vielfache Anwendung
zum gleichmiBigen Hinablassen von Lasten. An einer Windetrommel
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vom Halbmesser » (Fig. 333) hiinge das Gewicht . Mit der
Trommel fest verbunden ist die Bremsscheibe vom Halbmesser Z.
Das umgelegte Bremsband sei- mit

dem einen Ende am Gestelle befestigt, Fig. 333.

z. B. an dem Drehpunkte 4 des Brems-
hebels, das andere Ende des Bandes
sei mit dem Hebel verbunden. Am
Ende des Hebels wirke aufwirts die
Kraft K, welche in dem Band eine
Spannkraft S, auf der rechten Seite
hervorruft. Bei der Drehung links
herum entsteht an der Scheibe eine
der Drehung entgegen wirkende Band-
reibung 8, — 8, =8, (¢/?=1), a
welche, mit R multipliziert, dem
Momente @» der Last gleich sein
mufl. Ist nun » der Hebelarm von S, (aber nicht als Linge am
Hebel, sondern rechtwinklig zu S, gemessen), so wird Ka = 8,b
within K = ——eﬂQ_ 2

Beispiel: Der Winkel des umspannten Bogens sei o= 0,7-27, die
Reibungsziffer fir Bandeisen auf guBeiserner Scheibe f= 0,18, r: R =1/2,
a:b=10; dann wird e*/ = 22 und

Q 1541 Q
2,21 — 1 ?m:?—‘t,_z’
d. h. mit einer Kraft K = 10kg kann man eine Last ¢ = 242kg hinablassen

BEs ist ritlich, von den beiden Kriiften des Bandes die kleinere S, auf

den Hebel wirken, die griBere S, aber vom festen Gestell aufnehmen zu lassen.

h) Riemenscheiben.

Niitzliche Anwendung findet die Seilreibung auch bei den
Riemenscheiben, welche zur Ueber- Fig. 834,
tragung der Bewegung von einer
Welle auf eine ihr parallele
Welle dienen, wenn die Ent-
fernung der Wellen so grof} ist,
dal eine unmittelbare Ueber-
tragung mittels Reibungsrider
oder Zahnriider nicht zweckmiiBig erscheint (Fig. 334). Der biegsame
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Korper, der um die Umfinge der Scheiben gelegt wird, ist hier
meist ein Lederriemen. Die Welle 4 drehe sich links herum; der
Riemen sei geniigend angespannt, so dafl er auf den Scheiben nicht
gleitet, dafl vielmehr beide Scheibenumfinge und der Riemen die
iibereinstimmende Geschwindigkeit v haben miissen. Der Drehung
der rechtsseitigen Welle setze sich ein Widerstandsmoment entgegen,
welches wir wieder auf die Form IR = @# bringen wollen (vergl.
S. 278). Sind S, und 8, die Spannkrifte der Riementeile, so
wird die ganze Seilreibung an der rechtsseitigen Scheibe stets
gemessen durch S, —S;, und fir gleichmiflige Drehung der
rechtsseitigen Welle ist erforderlich

1) S;— 8, =Qr:.R.
Da nun Riemen und Scheibe nicht aufeinander gleiten, so ist
2) 8 — 8 <8 (e/%—1),

oder durch Verbindung von Gleichung 1 und 2:

” 1 o : e I
8 =@ B =1 wofiir wir schreiben wollen:
y r 1

darin ist 48 der Ueberschul an Spannkraft, der wegen der
Sicherheit gegen Gleiten ndtig ist, dessen Grifle aber nur
durch Erfahrung bestimmt wird. Aus Gleichung 3 und 1 wird dann

s 1
S)ZSI"JF%:'%(W—’—I)-FASOdGI
: Qr e/?

Die Grofe « des Winkels des umspannten Bogens wirkt in
giinstigem Sinn auf die Verhinderung des Gleitens. Da nun die
gleichen Krifte S; und S, an beiden Scheiben wirken, die Winkel
o und o, aber bei beiden Scheiben im allgemeinen ungleich sind,
so mufl von den beiden Winkeln « und «, stets der kleinere in
Rechnung gefithrt werden.
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Beispiel: Fiir Lederriemen auf Gubeisenscheiben setzt man f = 0,2,
sind ferner die beiden Scheiben gleich und daher « = =, so wird

e/ %= et =24n.
Ist nun R = 0,6m, P = 100 0,2 = 20 mkg, so wird
20 1 A8=2uw+48;
0,6 1,41
S, =2361-21++ 485 =569rke 4 48.

Wie bei den Reibungsriidern der Druck D), so verursachen
hier die Spannkrifte S, und S, Zapfenreibungswiderstinde in den
Lagern. In dhnlicher Weise wie dort ), konnen hier S, und S,
vermindert werden, wenn man den Riemen durch eine runde Schnur
ersetzt und die Scheibe mit einer keilformigen Rinne
versieht (Fig. 335), so daB infolge der Keilwirkung Fig: 335.
wiederum 7/ mit f: sin 0 zu vertauschen ist. Man wihle '
o0 so groff, daf das Seil sich in der Rinne nicht
festklemme, mache also 0 = ¢, damit das Seil beim
Ablaufen sich ohne erheblichen Widerstand aus der
Rinne entfernt, nicht aber gewaltsam herausgezerrt werden muf.

8, -

Ist fiir Hanfseile in guBeisernen Rinuen f=1/3, ¢ — 18°, so ist
= 30° zuliissig.

In den vorstehenden Rechnungen ist der Einfluf der Geschwindigkeit des
Riemens auf Verminderung der Reibung nicht beriicksichtigt. Fiir schnell-
laufende Riemen ist an Stelle der Gleichung 4 auf S. 280 zu setzen (nach
Gleichung 5, S. 281)

fa — ,
(S, — Ly wz) (‘i——') =
g e i
Dadurch kommt dann zu den Werten S, und S, nach Gleichung 3 und 4,
S. 284 noch der Summand —g— Fr*w® hinzu,
Hat z. B. ein Riemen von 0,5 em x 6 em — 3 aem — (,0003 9@ Querschnitt eine

Dichte von 900, so ist y F'= 0,27 kg/;n. Bei 15m sekundl. Umfangsgeschwindig-

g Uy27.15%

keit wird dann -2 J'r? w? - = 6,2ks. Aus den Zahlen des vorstehenden

1,81

Beispiels wird dann S, = 23,63 + 6,2+ 45 und S, = 57,37+ 6,2+ 4 5.

i) Seilrollen und Flaschenziige.

Ist iiber eine Rolle (Fig. 336) ein vollig biegsamer Faden
gelegt, der die Last @ triigt, so wiirde, wenn sich der Drehung der
Rolle kein Widerstand entgegensetzte, zur gleichmiiBligen Drehung
kein Moment, also auch keine Seilreibung erforderlich sein, es
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wiirde dann K = @ hinreichen zum Hinaufziehen der Last. Nun findet
aber ein Zapfendruck D = @ + K statt, also ein Reibungsmoment

= Df = (wenn d der Zapfendurchmesser), zu Fig. 336.
2 y 72272

dessen Ueberwindung eine am Umfange der Rolle
angreifende Kraft % = Dr—d— = Q;_
ist. Dies ist die auf den Rollenumfang bezogene
Zapfenreibung Z. Diese Kraft kann von dem Seile
nur durch die Seilreibung auf die Rolle iibertragen n

Jd nitig 5

werden, oder es ist K— @ = K+ Qfd Daraus entsteht
fd
ey
@ it g
} 2r

Zur Vereinfachung multiplizieren wir in Zihler, und Nenner mit

dem Zihler, erhalten
o]
b r o 2r

_(f_d)2

27
: fd\? i 3

. und vernachlissigen nun den kleinen Wert (2—-) gegen die Ein-

heit, so dafl genau genug ¢

K _
7=

/i fo bW
1) 6—1+f7 wird.
Man kann auch schreiben K= @ + Z, wo
2) z=q@%

die auf den Rollenumfang bezogene Zapfenreibung, d. h. man kann
(nach A. Ritter, Lehrbuch der technischen Mechanik, 2.Aufl., S. 386)
die Sache so ansehen, als ob zu der Kraft K, = @, die bei einer
ideellen Rolle hinreichen wiirde, noch der Betrag Z hinzutreten muf.

Auler der Zapfenreibung mufl aber auch noch der Seil-
biegungswiderstand beriicksichtigt werden. Wir haben bisher
ein Seil angenommen, dessen Richtung stets mit der Richtung seiner
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Spannkraft ibereinstimmt, welches daher zu beiden Seiten der Rolle
sich vollig tangential an diese legt. Wird aber ein wirkliches Seil
aus der geraden Form in eine Krimmung

iibergefiihrt (Fig. 337), so miissen wegen der g
[ |

Liingenverschiedenheit am inneren und fdufleren

Umfange die -einzelnen Fasern, aus denen das ﬁ
Seil besteht, sich gegeneinander verschieben,

und dieser Verschiebung setzt sich ein Widerstand entgegen. Auch
beim Uebergang aus dem gekriimmten Zustand in den geraden
ergeben sich die gleichen Widerstinde. '

Soll nun an der linken Seite der Rolle die Last @ aufgewunden
werden, so geht das Seil nicht platzlich aus der geraden Tangente in
die Kriimmung 1 :# iiber, sondern es verteilt sich diese Kriimmungs-
dnderung auf eine gewisse Linge, und die Folge davon ist, daf}
die Mittellinie des unteren Teils des Seiles um eine gewisse
Grofe ¢ von der Tangente nach auflen
abweicht (Fig. 338). Auf der Ablauf- Fig. 388.
seite erfolgt der Uebergang aus der S oW
Kriimmung 1:7» in die Kriimmung Null
ebenfalls allmihlich mittels einer Gegen-
krimmung, und es folgt daraus eine
Abweichung der Kraft K von der ;
Tangente um die Grofe ¢, nach innen. f
Die Biegungswiderstinde haben dann :ri_-‘_,-____,,;
dieselbe Einwirkung auf die Drehung :
der Rolle, als ob die Last @ an dem
grofleren Hebelarm » - ¢, die treibende
Kraft K aber an dem kleineren Hebelarm » — ¢, angreift, wobei
man die Abstédnde ¢ und ¢, gleich annehmen darf; daher wird

K@ir—e¢=@ -+ ¢ oder

e

1+ =
;

Q

.
B e U BT ...
°

KY

K r—+e

T r—e e

Q A

»

wofiir man, weil ¢:» wieder ein kleiner Wert ist, schreiben kann

(vergl. S. 286)

)
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Nennt man @ - 2¢:» = B den auf den Rollenumfang bezogenen
Biegungswiderstand, so kann man den Einflufl dieses Umstandes
wieder so auffassen, als ob zu K;= @ wegen der unvollkommenen
Biegsamkeit noch der Betrag B hinzutreten muf.

Die Grifle ¢ in Metern ist von der Dicke und Beschaffenheit
des Seiles abhiingig. Nach Versuchen ist fir Seile von der Dicke O
(in Metern)

13 0?

3) ¢ = 6,50%,. ‘odels B =@

4
Werden nun durch die Wirkung der Zugkraft K bei gleich-
formiger Drehung der Rolle Zapfenreibung und Biegungswiderstand
zugleich iiberwunden, so kann man
, d , 1362
4) K=Q+Z+B= <1+f;_-+
5) K= Qu,

52
wenn w = 1 —l»f-g = & ist; w heifit dann die Widerstands-

ziffer fiir Seilrollen.

) setzen, oder

Py

Ist die Seildicke ¢ = 0,02m, der Rollenhalbmesser Fig. 339.
7 = Opom, der Zapfendurchmesser d = 0,03 m, f = 0,12, ——x
so wird 1/
R0 o 0,12 - 0,03 13 - 0,0004 o T O o i

0,09 0,c9
Die Zapfenreibung vergrébert also die erforderliche
Zugkraft um 4°%o, der Seilbiegungswiderstand um
69%0; der Abstand der Seilmitte von der Tangente Q E=Qw
betrigt e = 6,5 - 0,000 = 0,0026 M = 2,6 mm_ /

Um eine Last von 100 kg mittels einer solchen Rolle und eines solchen
Seiles gleichmiifig emporzuziehen, ist eine Kraft K — 110 kg erforderlich
(Fig. 339). Beim Hinablassen der Last vertauschen ¢ und K ihre Rollen;
das Verhiiltnis beider bleibt aber w, daher wird dann

K= :w=:100_: 11 = 90; ke,

Bei einem iiber eine Rolle gefiihrten Seil ist die Spannkraft
in dem sich ab wickelnden Seilstiicke die grofere; das Verhiltnis
beider Spannkriifte betrigt stets w. '

Streng genommen muf} fiir jede gegebene Rolle mit Seil der
Ausdruck w besonders berechnet werden. Da die Verhiltnisse
zwischen d, » und O aber meist nicht sehr schwanken, wollen wir
fiir fernere Beispiele mit Seilrollen w = 1,1 wiihlen.
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Lose Rolle. Bei der sog. losen Rolle ist die Drehachse nicht
fest gelagert; vielmehr ist das eine Ende des Seiles bei 4 (Fig. 340)
befestigt; an dem anderen wird bei B gezogen,
und die Last hingt an der Achse der Rolle. Fig. 340.
Beim gleichmifigen Aufwiirtsziehen erfihrt die v
Rolle eine aufwiirts gerichtete Verschiebung mit I;
der Geschwindigkeit ¢, welche sich mit der i L
Umfangsgeschwindigkeit »w im Punkte ¢ der-
artig vereinigt, dafl dort die Geschwindigkeit ¢

Vg

Null entsteht. Denn das Seil 4 € ruht, und /
da es auf der Rolle nicht gleitet, so muf} auch
der Punkt €' der Rolle die Geschwindigkeit Nul
haben. Mithin ist ¢ =»w. An der rechten ' fe

Seite der Rolle addieren sich ¢ und »w zu der

Geschwindigkeit » = ¢ + rw = 2¢, mit welcher der Punkt B des
Seiles sich aufwiirts bewegen mufl. Die lose Rolle willzt sich an
dem Seile 4 empor; die Bewegung ist eine Rollenbewegung, bei
der die einzelnen Punkte der Rolle Zykloiden beschreiben.

Das Verhiiltnis der Spannkrifte dés Seiles mul}l wieder w
betragen; ist also rechts im ablaufenden Stiicke die Spannkraft A,
so muf} sie links K : w sein. Nach S. 266 miissen auch bei dieser
zusammengesetzten Bewegung die Krifte A und K :w der Last @
das Gleichgewicht halten. Mithin wird

3 34 R 3
Q:Is(l—k;)_K(H—O,gl)_1,91A.

Fir eine ideelle Rolle ohne Widerstinde ist « = 1, mithin
@ = 2K,. Der Wirkungsgrad (s. S. 261) ist, weil v = 2¢:
Qe Q 2K, VG i ) .
(oot g~ e il ik
Flaschenzug. FEin Achsgestell mit einer oder mehreren Rollen
heifft ein Kloben — auch eine Flasche (weil frither die Form der
Kloben mit einer Flasche einige Aehnlichkeit hatte). Aus einer
durch ein umgeschlungenes Seil oder Kette hergestellten Ver-
bindung von festen und losen Kloben besteht der Flaschenzug.
Sind mehrere Rollen in einem Kloben angeordnet, so bringt man
diese jetzt meistens auf dieselbe Achse. In der Fig. 341 sind
aber der Deutlichkeit wegen die Rollen untereinander gezeichnet.
19

Keck-Hotopp, Mechanik I.
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Die in Wirklichkeit gleichen Rollen zeigen hier etwas verschiedene
Grofle. Die Zahl der Rollen in jedem Kloben betriigt in der
Zeichnung 2, allgemein sei sie n. Der obere Kloben ist in dem
Deckenbalken befestigt, an dem unteren Kloben
hiingt die Last @. Fig. 341.
Beim Aufwinden drehen sich (Fig. 341) siimt-
liche Rollen links herum. Die bei B angreifende Kraft
sei K, dann ist die Spannkraft in dem rechtsseitigen
Seilstiicke K : w, sie vermindert sich nach dem Ueber-
gange iiber die Rollen schrittweise auf K:w? K:uw?
und K:w?* Das Verhiltnis »:¢ ist offenbar gleich
der Zahl der Seilstiicke, an denen der untere Kloben
hingt, also 4 oder allgemein 2n. Die Seile werden -
als sidmtlich lotrecht angenommen, da die geringen
Abweichungen keine Bedeutung haben. Riickt die
Last um ¢ aufwirts, so verkirzen sich die Seilstiicke
je um ¢, zusammen also um 4c¢ bezw. 2n¢. Die
gleiche Linge v=4¢ bezw. v = 2nc¢ mufl daher
bei B abwirts gezogen sein. Macht man durch
einen Schnitt zwischen beiden Kloben den unteren
frei, so verlangt dessen Gleichgewicht, dall die Last
@ gleich der Summe der Krifte der durchschnittenen
Seile sei. Ohne Widerstinde wiren die Seilkrifte durchweg K,
daher @ =4 K, bezw. = 2n K, mithin ist wieder v:¢ = @: K.
In Wirklichkeit ist

i il 1k 1 Ve
Q=K (G +grt 5t ) = e 0w w D)
K w—1 5
6) oudon WA und ebenso (allgemein)
CAf 7 S
7) PP T bt AR
T e |
) e L
8) R IIRERL o

"= &v on-utn (w—1)"
Beispiel: Es sei wieder w = 1,1, dann wird

firn=2: @=31K, =07,

firn=4: Q=5ukK, n=04.
Im ersten Falle werden 7990 der aufgewendeten Arbeit niitzlich verwertet,
im zweiten nur 67°/, withrend 21 bezw. 33°0 verloren gehen, Mit wachsender
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Rollenzahl nimmt also der Wirkungsgrad ab. Es ist daher besser, eine schwere
Last an zwei Flaschenziigen zu je 4 Rollen aufzuwinden, als an einem Flaschen-
zuge mit 8 Rollen.

Fiir das Hinablassen der Last ist durchweg w mit 1:w zu vertauschen.

Differenz-Flaschenzug. Der Differenz-Flaschenzug (Fig. 342)
gestattet, mit nur 3 Rollen ein bedeutendes Uebersetzungsverhiltnis
v:e¢ zu erreichen. Die beiden Rollen des oberen
Klobens bilden zusammen ein Stiick, haben daher
gleichen Drehungswinkel. Statt eines Seiles dient
eine Kette. Wird bei B eine Kettenlinge v ab-
wiirts gezogen, so findet bei € ein Aufwirtswinden
um v, bei D ein Abwirtswinden um v»: R, also
zusammen eine Verkiirzung der Kette zwischen

beiden Kloben um v (1 - Yé) statt; da sich diese A \

auf zwei Stiicke verteilt, 80 hebt sich der untere
Kloben um ¢ = 9 (1 - —) mithin ist
e

9 @
2
9) C = z .

7
1—= P

Der Name des Flaschenzuges erklirt sich daraus,
daf das Heben infolge der Differenz zwischen Aufwinden und Ab-
winden zustande kommt.

Ohne Widerstinde wiirde in jedem Kettenstiicke des unteren
Klobens eine Kraft /2@ herrschen; dann ergibt (wenn K die
ideelle Triebkraft) die Momentengleichung des oberen Klobens
0=KR+'2Qr—"2QR oder K,R="12Q (B =mr)y «dsiihe
10) Q: Ky=2:(1—r: R=np:e0.

Macht man z B. »: R=14:1bH, so wird @ : Ly =v:¢=30.

An der linken Seite der kleineren Rolle des oberen Klobens
ist die Kette ohne Spannkraft, wihrend auf der rechten pjg 343,
Seite eine Spannkraft = /2@ berrscht; ebenso ist der Unter-
schied der Spannkrifte der grofen Rolle ein so erheblicher,
daB die Seilreibung nicht geniigen wiirde, um ein Gleiten
zu verhindern. Aus diesem Grunde hat man statt des
Seiles eine Kette gewiihlt, die zwischen zahnartige seitliche

Vorspriinge der oberen Rollenkorper (Fig. 343) eingreift und dadurch
19*

Fig. 342.
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ein Gleiten unmoglich macht. Eine solche Kette hat nur geringe
Steifigkeit, weshalb man die Widerstandsziffer der Fig. 344.
Kettenrolle zu w = 1,05 annehmen kann. Gl

Betrachtet man die Verhiltnisse anndherungs-
weise so, als ob der Widerstand ganz allein von
der Zapfenreibung gebildet wiirde, so wire nach
Gleichung 4, S. 288

d
11) w=14Ff =" ; |
An der unteren Rolle wirken Kettenkrifte S
und Sw (Fig. 344), und es ist T
Q=5(1+u) )
An der oberen Rolle tritt ein Zapfendruck !
auf, der anniihernd gleich @, da K nur ziemlich
klein ist. Dadurch entsteht ein Zapfenreibungs- Q

moment 1/2Qfd.
Die Momentengleichung fiir den oberen Rollenkdrper lautet:
O0=KR+ Sr—SwR—'2Qfd.

Daraus wird K =8 (w — L) +Qf %
s ("= 2)
> w e Qf oder,
12) weil fE = =R T
- _Q BB 0T w? —l)
L 1+w("’ TRATRT R
2 iR i 1Y0
Es ist aber w + e —1 = w? — w—iwj—_l = w? —@3—1)— }
Da nun w?®=1,052= 1,1, (w—1)2 aber nur = 0,0025,: 80 st
pack Ay 9
G 5 L2 gegen w? zu vernachlissigen, daher anniihernd
e ( ,2_L) :
13) Kile== Tyt zu schreiben.

Fiir gleichmifBiges Hinablassen ist w durch 1:w zu ersetzen;
es wird dann an Stelle von K die Kraft K, notig mit

14) Kl:l_fg—(;”%—%)'
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Da nun 1:w? ein echter Bruch und » : B ebenfalls, so konnte man
r : R beispielsweise = 1:w? withlen. Dann wird K, = 0, d. h. die
Last geht gleichmifig abwirts, ohne daf} eine hemmende Kraft K,
notig ist; oder die Last @ wird durch die Widerstiinde eben im
Gleichgewichte gehalten. Unter diesen Verhiiltnissen (r: R = 1: w?)
wird fiir Aufwinden
(w'-’—-l—)
w*

o Q“l_ 205 '2’
ohne Widerstiinde aber < 1 >
g e w?
=@
0,1-2,05

mithin ist der Wirkungsgrad » = = (0,51. Bei vollig genauer

il 10

Rechnung miifite in Uebereinstimmung mit S. 263 7 = /2 werden.
Soll der Flaschenzug sich aber mit Sicherheit bremsen, so

muf} rechnungsmifig K, < 0, d. h. 1:w?<<»:R, oder

15) riR > 1:w? gein.

Diese Eigenschaft der Selbstsperrung wird bei dem Differenz-
Flaschenzuge gewiinscht. Weil nun ein negativer Zug K, an der
Kette nicht ausgeiibt werden kann, so muf} die
Drehung linksherum durch einen Zug K, an dem
bisher nicht benutzten Kettenstiicke bewirkt werden
(Fig. 345). Da der Zapfendruck am oberen Zapfen
wieder annihernd @ betrigt, das Reibungsmoment
daher @f'/2d, so lautet die Momentengleichung
der oberen Rolle

Kyr+ SR = Swr + Qf/2d.
Wegen des geringen Unterschiedes zwischen » und
R kann aber fd = (w-—1) B (Gl 12) annihernd
auch = (w — 1) » gesetzt werden, so daf}

(w—1)

wird,

K2=S(u ——)+Q
oder, weil wieder @ = S (1 + w)
g B i) oy R e BT Ly
“=“W@—ﬂ+—w“ﬁﬁ?ﬂwr+ 2)

2




294 Zweite Abteilung. A. Gleichgewicht starrer Korper.

gl —1)2
Es ist aber wieder w -+ % 1 = w? — (le) oder anniihernd
= w?, mithin
L ( 2_5)
16) K2 LS 1 + w w » ‘

was fir w?> R:» (GL 15) positiv wird.

Beispiel: Fiir w = 1,5 ist w?=1,1, 1:w?= 0,009, Wihlt man nun
*:R="14%15, 80 isb % = 048 > 0,000, d. h. die Bedingung (15) der
Selbstsperrung erfiilllt. Es ist ferner (nach Gl 10) v:¢=380=@:K,. Fir

das Aufwinden wird (nach Gl 13) K = i B (),1 — ]—%) = 1—?1 Da nun

2.05 15
K= %, so ist 12,1
 Geni 0,10,
Zum Hinabwinden ist die Kraft K, = %5 (ll 14) ?—aufzuwendeu.
‘1

Also mit Aufwand von K = 10kg kann man @ = 121%g heben, wiihrend
zum Hinabwinden K, = 1,7kg hinreicht.

Der Differenz-Flaschenzug ist offenbar keine vorteilhafte Aufzugsmaschine,
da sein Wirkungsgrad nur 0,a betrigt. Angenehm sind aber seine Einfachheit
und die Bequemlichkeit der Handhabung. Beim Einspannen einer schweren
Achse in eine Drehbank oder beim Versetzen eines schweren Steines ist die
Selbstsperrung sehr wertvoll. Der ihn ‘handhabende Arbeiter braucht ihn
nicht vorsichtig festzuhalten, sondern kann seine volle Aufmerksamkeit auf dje
genaue Einstellung der Last richten, indem er durch Ziehen an der einen oder
anderen Kette die Last bald hebt, bald senkt, wie es erwiinscht ist.

11. Rollwiderstand der Walzen und Réader. GleichmaBige
Bewegung der Fuhrwerke.

Wird eine starre zylindrische Walze auf eine starre wagerechte
Ebene gelegt, so findet die Beriithrung lings einer Zylinderseite statt
(Fig. 346). Das Gewicht @ der Walze wird von
dem Widerstand N der Ebene aufgehoben, und,
versetzt man die Walze in eine Rollbewegung,
wobei die Geschwindigkeit ¢ des Mittelpunktes O
gleich der Umfangsgeschwindigkeit »w der Dreh-
bewegung ist, so ist an der Beriihrungsstelle 4
die Gesamtgeschwindigkeit » = ¢ — »w = Null,
d. h. es findet kein Gleiten statt, und, da die
onstigen Krifte @ und N sich aufheben; so kommt keine Reibung

Fig. 346.
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zur Wirkung. Daher sind die Bedingungen der gleichmiBigen
Drehbewegung und der gleichmiiligen Verschiebung, mithin auch der
gleichmifigen Rollbewegung erfiillt, d. h. es ist bei vollkommener
Starrheit zur Unterhaltung der Rollbewegung keine weitere Kraft
erforderlich.

Bei den wirklichen festen Korpern kann aber der Druck N
nicht von einer Linie aufgenommen werden, sondern er verteilt
sich auf eine Fliche, indem sowohl die Walze wie die Unterlage
ihre Form dndern, sich gegenseitig zusammendriicken. Diejenigen
Teile der Bahn, welche die Walze schon iiberrollt hat, kehren
in den meisten Fillen nicht ganz in den fritheren Zustand zuriick;
sie sind um ein gewisses Maf} dauernd niedergewalst. Infolge-
dessen liegt der vor der Walze befindliche Teil
der Unterlage hoher als der andere; der Druck
N verteilt sich nicht gleichmdfig zu beiden
Seiten der Walzenmitte, vielmehr iiberwiegt der
(regendruck auf der Vorderseite. Dadurch ver-
schiebt sich dann der Gesamtdruck N nach
vorn, so daf} er nicht mehr mit @ zusammenfillt,
sondern mit @ ein Kriiftepaar V- e hildet (I'ig. 547), -
das Moment des Rollwiderstandes. Zur Unterhaltung der
gleichmiifligen Rollbewegung ist daher ein treibendes Moment

1) M = Ne erforderlich.

Zur Beurteilung der Verteilung des Druckes N auf die Unterstiitzungs-
fliiche darf man wohl fiir die meisten Fiille die vereinfachende Annahme machen,
daB nur die Unterlage eine Formiinderung erfibrt, withrend die Walze ihre
runde Form behiilt. Zuerst werde der Fall be-
trachtet, daB der von der Walze niedergedriickte Fic 348,

Teil der Unterlage sich gar nicht wieder elastisch ‘ ¥
hinter ihr hebt, sondern niedergedriickt verbleibt
(Fig. 348), wie es bei einem tonigen oder sandigen
Wege etwa stattfinden wird. Den Gegendruck
solcher Stoffe pflegt man mit der Bindriickungstiefe
y verhiiltnisgleich zu nehmen. Ist ¢ der Gegendruck
der Liingeneinheit der Horizontalprojektion fiir eine,
Tiefe gleich Eins, so hat er bei der Tiefe y den T A
Wert ¢y, und es ist dann der Gegendruck einer "
Breite da: ¢yda und der gesamte Druck

N=¢fydoe=¢ - ABC.
Selbstverstindlich geht dann auch N durch den Schwerpunkt der Fliche ABC.

Fig. 347.

777 e
A
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Weil nun A B in den wichtigeren Fiillen ein kleiner Bogen ist, so kann er
annithernd als ein Parabelstiick vom Parameter » (= dem Halbmesser des
Rollkreises) betrachtet werden. Dann wird, wenn b und ¢ die beiden Pro-
jektionen von A B, b* =2rt, t =0%:(27) und

3
2) N=¢-%sbt= 1/3(/1-{;—,
daher 0?® = L2 A s
17/
Der Abstand e der Kraft N von dem Mittelpunkt ist (S. 161)
35N~
3) er:"/sb:"’/s"/dgi.

Ist die Unterlage aber nicht so vollkommen bildsam oder plastisch, dall
jeder erzeugte Eindruck in voller GrioBe bleibt; kann vielmehr ein gewisser
Grad von Elastizitit vorausgesetzt werden, so
hebt sich die um die Tiefe ¢, eingedriickte Fig. 349.
Unterlage hinter der Walze um ¢, wieder
empor (Fig. 349) und leistet dann entsprechende
Gregendriicke.

Dann wird der Druck auf der Vorderseite
3
N, = /’2/3b1t1=1/3‘/’b,—’,7

der auf der Riickseite

b,
Ny=1s¢ o
2 o ?
Ferner ist 5, = 3N, R "_ivi‘
¢ g ¢
4) Setzt man b, = nb,,

so ist #» von dem Grade der Elastizitiit der Unterlage abhingig. Dann kann

3
man N, = :l)’- glmst‘ schreiben, Somit wird der Gesamtdruck

3
5) NﬁNl+N_,=T;—¢—b;‘—(l+n") tnd
3 3Ny
6) b =15

Die Abstinde der Kriifte N, und N, von dem Mittelpunkt O betragen
e,=38b;; e =3/8by,=3smb,. Fir die Mittelkraft N gilt dann die
Momentengleichung in bhezug auf O

— Ne= — N, ¢, + N,e,=—2/sb, (N, —nN,),
daher wird, wenn man den gemeinschaftlichen Faktor /3¢y : 7 in allen Gliedern
fortlaBt,

1 —nt Y BNy L
7 G 1 n ] Nr 7

R Bk SN TNy L B e
Y14 m3 S +n3) 140"

Fiir n = 0 entsteht wieder der Wert der Gleichung 3.
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Hiernach ist e in verwickelter Weise von ¢ und %, d. h. von der
Beschaffenheit der Unterlage, oder, weil die Zusammendriickung in Wirklichkeit
eine gegenseitige ist, von den Stoffen der Walze und der Unterlage abhiingig,
auflerdem aber auch von der Grife des Druckes IV und von dem Halbmesser
r des Rollkreises. Hat man aber e fir einen Wert von N und » durch
unmittelbare Messung oder auf mittelbarem Wege gefunden. so bringt eine
Aenderung von N oder von # nur geringe Aenderung von e hervor, da N7
schon auf das Achtfache wachsen mufl, wenn e sich verdoppeln soll. Daher
zieht man es vor, fiir eine Gruppe praktisch wichtiger Fiille bei Mittelwerten
von N und r die GrioBe e einmal zn bestimmen und diese Linge e dann fiir
andere iihnliche Fille innerhalb gewisser Grenzen unveriindert heizubehalten.

Die Ermittelung der Grife ¢ kann durch Versuche in #dhnlicher
Weise erfolgen, wie man die Reibungsziffer mittels der schiefen Ebene
(S. 237) feststellt. Gibt man der Rollbahn eine verinderliche Neigung,
oder hat man eine geniigende Anzahl von Strecken mit verschiedenen
Neigungen, legt die Walze auf und stellt
durch Versuche denjenigen Neigungswinkel ¢
der Bahn fest, bei welchem sich eine gleich-
miflige Rollbewegung der Walze erhilt, so
liflt sich mittels dieses Rollwinkels #
die Grofe e berechnen (Fig. 350).

Das Gewicht @ der Walze zerlegt sich
in Qsin®d und @ cos?d. Der Druck N der
Bahn geht um ¢ an O vorbei. AuBlerdem tritt nun noch die
Reibung 7" an der Bahn auf. Diese vier Krifte miissen den Gleich-
gewichtsbedingungen geniigen, daher

N=@Qcos?; T=@Qsin?.
Die beiden auftretenden Kriftepaare miissen sich aufheben, daher
QcosVe=Q@sindr oder e¢=rtg?d,
wofiir man wegen der Kleinheit des Winkels 9 auch

Fig. 350.

8) ¢=r?¥ schreiben kann
Fiir Walzen und Bahn aus nicht sehr hartem
Holab 5t atwa v s i s it an s i e ==l D01
bei sehr hartem Holze . . . . . TR e =l 00008
bei Bisenbahnwagenridern auf Schlenen S e ==10,000578,

Danach betrigt der Rollwinkel im letzteren Falle, wenn » = 0,5™,
9 == 0,0005 : 0,5 = 0,001 = 1: 1000, d. h. auf einem Gefille von
1:1000 kann eine Eisenbahnwagenachse durch ihr Gewicht gleich-
mifig rollen.
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Nach den. vorstehenden Betrachtungen wiirde der Rollwiderstand ver-
schwinden, wenn die zusammendriickbare Fahrbahn sehr elastisch, anniihernd
n = | wire, indem dann e = Null entsteht. Man konnte glauben, dafl eine
Kautschukplatte oder auch eine Unterlage von Stahl in solchem MaBe elastisch
wiire, dafl dafiir nahezu »n = 1 gesetzt werden miiBte. Damit steht nun freilich
die Erfahrung im Widerspruche, denn bei dem Rollen einer eisernen Walze
auf einer Kautschukplatte zeigt sich ein ziemlich erheblicher Widerstand, oder
es ist eine ziemlich erhebliche Neigung % erforderlich, damit ein gleichmiBiges
Rollen auf schiefer Ebene stattfinden kann.

Diese Erscheinung erklirt sich in folgender Weise. Wenn auch die Bahn
von Kautschuk bezw. von Stahl so elastisch ist, daB nach einiger Zeit keine
Spur des Hiniiberrollens mehr bemerkt wird, so erfolgt die Riickkehr in die
urspriingliche Form niemals sofort, sie erfordert vielmehr immer eine gewisse
Zeit. Daher wird die Oberfliche der Fahrbahn dicht hinter der Walze immer
etwas tiefer liegen als vor derselben und erst spiiter, wenn die Walze sich von
der Stelle entfernt hat, zur urspriinglichen Hohe zuriickkehren.

Auch ist die Rollbewegung nach Versuchen von Prof. Oshorne Reynolds
im Jahre 1875 (Philosophical transactions, Bd. 166; Zeitschrift des Vereins
deutscher Ingenieure 1877, .8. 417) stets mit einem Gleiten verbunden. Die
Strecke s, welche eine eiserne Walze vom Halb-
messer 7 auf einer Kautschukplatte bei einer
Umdrehung zuriicklegt, zeigt sich kleiner als
der Umfangsweg 27z. Mit dem Zusammen-
driicken der Kautschukplatte ist vor und hinter
der Zusammendriickung eine wulstartige Er-
hebung verbunden (Fig. 351). In der Nihe
des Punktes A wird vielleicht kein Gleiten
stattfinden, wohl aber zu beiden Seiten; aus
dem Gleiten entstehen dann Reibungswider-
stinde 7' und 7, die ein Widerstandsmoment
liefern. Hiernach darf auch fiir elastische Bahnen die Formel 1 (S. 295)
fiir den Rollwiderstand beibehalten werden, solange eine bessere nicht ge-
funden ist.

D R e 2 A

Wird eine Last @, auf Walzen vom Gesamtgewichte @ fort-
geschoben (Fig. 352), so tritt unten wie
oben an den Walzen ein Rollwiderstand auf;
die erforderliche Kraft ist dann

9)  K={Qe + @+ Q)e}:@n):

denn die Kraft K tbertrigt sich durch
Reibung auf die oberen Teile der Walzen und
bildet mit den unten an den Walzen auf-
tretenden Reibungswiderstiinden ein Kriiftepaar vom Hebelarme 27;
¢ und ¢, sind die Arme der Rollwiderstinde unten bezw. oben.
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Sind alle in Frage kommenden Teile aus sehr hartem Holz, ist
Q, = 1000%, @ =50kg, »=0am, so wird
__ 1000 - 0,0005 + 1050 - 0,0005
o 0,2
Hieraus erkennt man die ZweckmiiBigkeit der Walzen zum Fortschaffen
schwerer Korper (eiserner oder steinerner Bauteile).

g

= 5,1 kg,

Bei den Fuhrwerken nun ist die Last des Wagenkastens
mittels Achslager auf die Achsen der Rider gestitzt, und da der
Wagenkasten wohl an der Verschiebung, nicht aber an der Drehung
der Walze teilnimmt, so findet an den Zapfen vom Durchmesser d
eine Zapfenreibung statt. Wir wollen zunichst eine einzige Wagen-
achse von dem Gewichte @ betrachten und an
ihr eine Last @, aufgehingt denken (Fig. 353). Fig. 353.
(Das Gehiinge stellt sich dann wegen des
Zapfenreibungsmomentes /27, d etwas schief.)
Der Bodendruck betrigt @ + @,, daher das
Moment des Rollwiderstandes (@ + @,)e. Die
Zugkraft K auf wagerechter Ebene veranlaft,
dafy der Zapfendruck etwas grofer wwird, doch
hat dieser Umstand keine Bedeutung. An der
Fahrbahn entsteht eine Reibung 7', welche mit K das treibende
Kriftepaar liefert; es ist dann mit & als Radhalbmesser:

KRZI/ZQlf(l+(Q+QI)C’. SO daB

K:l/lefd +_R(Q+Ql)e

Diese Formel bleibt auch giiltig, wenn die Last des. Wagen-
kastens @, auf mehrere Achsen vom Gesamtgewichte @ verteilt ist.
Genauer bedeutet @ das Gewicht der rollenden, @, dasjenige der
nur fortschreitenden Teile. Bei gewdhnlichen Straflenfuhrwerken
bezieht sich @ nur auf die Réder, wihrend die Achsen zu @,
gehoren; bei den gewdhnlichen Eisenbahnfuhrwerken dagegen ist
die Achse mit den Riidern fest verbunden, so dal} @ das Gewicht
der Achsen und Rider bedeutet. ;

Nach Gleichung 10 steht die erforderliche Zugkraft X im um-
gekehrten Verhiiltnisse zu dem Radhalbmesser R; zur Verminderung
von K mufl man daher R so groB machen, wie die sonstigen
Umstiinde und Riicksichten gestatten.

10)

wird.
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Beispiel: An einem zweiachsigen Eisenbahnwagen wiegen die beiden
Achsen mit den Rédern ¢ = 2000 kg, die fbrigen Teile nebst der Last
¢, = 8000 kg; der Radhalbmesser sei R = 05 m, der Zapfendurchmesser
d = 0,1m, die Reibungsziffer f = 0,06, die Grofie e = 0,000 m, dann ist die
auf wagerechter gerader Bahn erforderliche Zugkraft

W T T 'g’:“ 02 1 10000 - 0—;":’5 — 48 + 10 = 58 kg,
wovon 48 kg durch Zapfenreibung, 10kg durch Rollwiderstand erfordert werden.

Soll das Fuhrwerk gleichmiflig eine Steigung unter dem
Winkel o hinan gezogen werden (IFig. 354), so bleibt der ganze
Zapfendruck = @,, der Normalwiderstand N betrigt aber nur
(@, + @) cos a; doch ist cos a bei allen
Bahnen und Wegen, die frei (ohne
Seil oder Zahnstange) befahren werden,
von der Einheit so wenig verschieden,
daf} Zapfenreibung -+ Rollwiderstand
wiederum = K gesetzt werden kionnen.
Es tritt aber nun doch die schrig abwirts gerichtete Seitenkraft
der Schwere @sina und @,sina auf, die beide von K, mit diber-
wunden werden miissen. Daher ist die jetzt erforderliche Zugkraft

worin aber o statt sina geschrieben werden kann.

Diese Krifte K und K, miifften nach dem bisherigen (Fig.355)
eigentlich an den Mittellinien der Achsen angreifen. Bringt man
sie aber in beliebiger Hohe an dem Fuhrwerk an, so wird durch
diese Verschiebung nur die Verteilung der Last @, auf die beiden
Achsen etwas geindert, im iibrigen bleibt die Wirkung die gleiche.

Bewegt sich das Fuhrwerk gleichmiflig abwirts und wird auf
dasselbe (etwa mittels eines Seiles) eine
hemmende Kraft K, ausgeiibt, so ist Fig. 355.

(@ + Q) « — K, die gesamte treibende
Kraft P mit dem Sinn abwirts
(Fig. 355). Die Neigung « hat einen
gewissen Einflu} auf die Verteilung
der Last @, auf die beiden Achsen;
davon abgesehen, kann man sich aber die gesamte Kraft P in der
Achsenmitte angreifend denken. An den Berithrungsstellen der
Rider mit der Bahn tritt eine gesamte Reibung 7'= P auf und

Fig, 354,
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bildet mit P das Kriftepaar PR zur Ueberwindung der Wider-
standsmomente /2 Q fd + (@ + @,) ¢, und da letztere Summe
= KR (Gleichung 10), so ist

@+ Q)a—K, =K,
oder die erforderliche Hemmkraft
12) Ky= Q@+ @)a—K.

Fiir ein gewisses Gefillverhiltnis o = «, reicht (@ + @,)
gerade zur Ueberwindung der Widerstinde hin, so daf die er-
forderliche Hemmkraft K, = 0 wird. Dieses Gefiille heiit die
Gileichgewichtsneigung «,, und zwar ist

13) aO:_—.:

Zugleich ist dann aber auch

14) K= ((2 - (21) )

d. h. die auf wagerechter Ebene erforderliche Zug-
kraft KX gleich dem Gesamtgewichte (@ + @) mal der
GGleichgewichtsneigung a,.

Durch Vorrichtungen zur Messung der Zugkraft oder durch
Ermittelung der (ileichgewichtsneigung kann die fiir einen Wagen
erforderliche Zugkraft K ziemlich scharf gemessen werden; von den
heiden Widerstinden aber, die von K zu iiberwinden sind, kann
man nur die Zapfenreibung einigermaflen befriedigend berechnen,
withrend der Betrag des Rollwiderstandes bisher nur sehr unvoll-
kommen berechnet werden kann, wie aus der Bemerkung auf S. 298
ersichtlich ist. Man zieht es deshalb vor, nur den Gesamtwiderstand A
durch Versuche eingehender zu priifen und K in ein Verhiltnis zu
dem Gesamtgewichte @ + @, des Fuhrwerkes zu bringen, trotzdem
nach Gleichung 10 der Wert K nicht genau verhiltnisgleich mit
@ + @, ist. Diese Verhiiltniszahl ist nach Gleichung 14 aber die
Gleichgewichtsneigung a,. Mit deren Einfithrung wird dann auf
einer Steigung o nach Gleichung 11

15) K, = (Q+ Q) (@ + %),
auf einem Gefille « nach Gleichung 12 die Haltkraft
16) K, = (Q + Q) (@ — a).

Auf Grund dieser Vereinfachungen bekommt nun die Gleich-
gewichtsneigung o, eine iihnliche Bedeutung, wie sie der Reibungs-
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winkel ¢ bei gleitender Bewegung hat. Da bei Fuhrwerken a, stets
ein kleiner Bruch, so ist sina, = o, = tg a, zu setzen, ebenso wie
bei kleinem Reibungswinkel sin@ = ¢ = tg @ = f gesetzt werden
konnte. Die Gleichgewichtsneigung o, ist zugleich die Wider-
standsziffer des Fuhrwerkes, welche man nur mit dessen Gewicht
zu multiplizieren braucht, um den Gesamtwiderstand auf wagerechter
Bahn zu erhalten. Man braucht daher zur zahlenmiifligen Be-
rechnung der erforderlichen Zug- oder Haltkriifte K, und K, auf
die rollenden Réder und die damit zusammenhéngenden Widerstiinde
keine Riicksicht mehr zu nehmen, sondern kann, weil diese Wider-
stinde in dem Wert «, stecken, bei gleichmadfBiger Bewegung
das Fuhrwerk wie einen Schlitten vom Gesamtgewichte @ + @,
auf sehr glatter Bahn mit einer Reibungsziffer /= a, betrachten.
Die Kraft (@ + @,) o, ist dann stets entgegengesetzt der Bewegung,
(@ + @)« stets abwirts anzubringen.

/Beispiel: . Fiir den Eisenbahnwagen auf Seite 300 ist K = 58, @ + @,
= 10000, daher ay,= 0,058 = 1:172, wofiir man , «, = 0,006 = 1: 170
setzen kann.  Ein Zug aus 40 derartigen Wagen hat ein Gewicht @ - @,
= 400000 kg. Es ist dafiir auf wagerechter
Bahn K = 400000 - 0,006 = 2400 kg. Auf einer Fig. 356.
Steigung a =1 :800 ist dann die Zugkraft
notig (Fig. 356)

K, = 400000 : 800 4 2400 = 2900 kg;
soll der Zug aber auf derselben Rampe abwirts
fahren, so wirkt 500 abwiirts, der Widerstand
= 2400 kg aufwiirts; es ist also noch in der Richtung der Bewegung eine
Zugkraft 2400 — 500 = 1900 k& notig. — Fir « = «, ist bei der Abwiirts-
bewegung keine bewegende oder hemmende Kraft erforderlich, dagegen ist bei
der Aufwiirtsbewegung K, = (@ + @,) «, + K = 2 K, d. h. doppelt so grof
wie auf wagerechter Bahn. — Ist « >> a,, 2z B. a = 1:100, so wird fiir
Aufwiirtsfahrt eine Zugkraft K, = 400000 : 100 + 2400 = 6400 kg, fiir Ab-
wiirtsfahrt eine Hemmkraft (Gl 16) K, = 400000 : 100 — 2400 = 1600 kg
nitig. Diese wird erzeugt, indem man Bremsbacken oder Bremsklotze mit
solcher Kraft an die Rider preft, daB dadurch eine Gesamtreibung an den
Umfingen der Rider im Betrage von K, entsteht. Diese wirkt mit dem
Widerstandsmomente K, R an den Achsen wie eine vielfach vergréferte Zapfen-
reibung und erfordert in #hnlicher Weise wie diese (Fig. 353) ein im Sinne
der Drehung der Achsen wirkendes Kriftepaar K, R, indem an den Stellen
der Beriithrung der Rider mit den Schienen eine der Bewegung entgegengesetzt
wirkende Reibungskraft von der GréBe XK, hervorgerufen wird, welche nach
dem Satze von der Bewegung des Schwerpunktes (S, 173) auf die Bewegung
des Fuhrwerkes im ganzen gerade so einwirkt, als ob sie im Schwerpunkte
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des Fuhrwerkes oder in den Achsmitten oder irgendwo am oberen Teile des
Wagenkastens angriffe.

In den bisherigen Betrachtungen und Beispielen sind als Widerstinde
nur Zapfenreibung und Rollwiderstand beriicksichtigt. Dies geniigt nur fiir
Bewegung mit geringer Geschwindigkeit. Denn es tritt noch ein Luft-
widerstand hinzu, der bei langsamer Bewegung des Zuges gering, bei schneller
Bewegung aber sehr bedeutend ist. Auf diesen Widerstand kann hier nicht
eingegangen werden; es sei nur erwiihnt, daf bei schnell fahrenden Personen-
ziigen die Widerstandsziffer oder Gleichgewichtsneigung «, auf 0,01 steigt, daf
also der Gesamtwiderstand bei voller Geschwindigkeit um das Mehrfache grofer
ist wie bei langsamer Bewegung,

Fir StraBenfuhrwerke ist die Ziffer «, erheblich groBer als fiir
Bisenbahnwagen. Einmal sind die Achslager oder Achshiichsen nicht so voll-
kommen; namentlich aber ist die Fahrbahn eine viel weniger regelmiBige,
so daB der Rollwiderstand ganz bedeutenden Einflul gewinnt. Auch bei
diesen Fuhrwerken kann man nur den Gesamtwiderstand durch «, ausdriicken.
Fiir bestes Steinpflaster ist etwa «, = 1:80, fir gewdhnliche Landstrafen
oy = 1:30. Soll nun auf Landstraflen im Flachlande, wo die gewd&hnlichen
Fuhrwerke nicht mit Bremsen versehen sind, beim Abwirtsfahren ein Zuriick-
halten des Wagens durch die Pferde nicht nétig sein, so diirfen die vor-
kommenden Gefiille nicht stiirker als die Gleichgewichtsneigung «, sein.
Fiir a = «, liuft der Wagen abwiirts frei, wihrend die zum Aufwiirtsziehen
erforderliche Kraft doppelt so grof3 ist wie auf der Wagerechten.

12. Die Schraube.

Die Schraubenspindel kann man betrachten als bestehend aus
einem zylindrischen Kern, um den die Schraubenginge als nach
einer Schraubenlinie gestaltete vorspringende Leisten herumgelegt
sind. Die Schraubengiinge bilden mit dem Kern einen festen Korper.
Bei der flachgingigen Schraube hat der Schraubengang rechteckizen
Querschnitt, bei der
scharfgingigen Schraube
ist seine Querschnitts-
form ein gleichschenk-
liges (nahezu gleich-
seitiges) Dreieck.  Die
Schraubenmutter ist ein e
fester Korper, der die
Schraubenspindel — mit
geringem Spielraum umschlieft.

Wird die Schraubenmutter festgehalten, so kann die Schrauben-
spindel nur eine sog. Schraubenbewegung ausfithren, indem mit der
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Drehung um die Achse der Spindel eine Verschiebung lings derselben
verbunden ist. Verfolgt man einen Schraubengang, an einem Punkt 4
(Fig. 357) beginnend, so weit, bis man bei B eine Stelle trifft, die
mit 4 auf einer und derselben Zylinderseite liegt, so ist der Abstand
AB="n die Ganghohe der Schraube; dies ist derjenige Weg,
um welchen sich die Schraubenspindel wiihrend einer Umdrehung
lings der Achse verschiebt. Befindet sich der Punkt 4 in einem
Abstand » von der Achse, so ist die ebeme Abwickelung der
Schraubenlinie von A4 bis B eine geneigte Gerade mit den Projek-
tionen 2 und 22w, mit einem Neigungsverhiltnisse

1) tga=h:(2ra).
Da nun % der fiir alle Teile der Spindel gleiche Verschiebungsweg
lings der Achse bei einer Umdrehung :

ist, so werden die Schraubenlinien,
auf denen sich die verschiedenen
Punkte der Spindel bewegen, ver-
schiedene Ansteigungswinkel o haben,
und zwar um so kleiner, je grofer
der Abstand » des Punktes von der
Achse ist.

Je nachdem ein Gang oder /
mehrere Giinge sich um den Kern /
der Schraube gleichlaufend herum- L"-' 7
winden, nennt man die Schraube %' é//;

ein- oder mehrgingig. I

Fig. 358.

Flachgiingige Schraube (Fig.358).
Auf die Spindel wirke eine (etwa
abwiirts gerichtete) Kraft @ in der
Richtung der Achse. Es soll dasjenige
Kriftepaar K7 berechnet werden,
welches die Spindel in gleichméfiger
Schraubenbewegung erhilt, so dal}
ihre Verschiebung dem Sinne der
Kraft @ entgegengesetzt ist. Die
Spindel stiitzt sich auf die Ginge
der Schraubenmutter, erfihrt von
diesen Normal- und Reibungswiderstinde, die sich zu Gesamtwider-
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stinden zusammensetzen. Die Widerstiinde verteilen sich auf die
Breite des Schraubenganges, doch machen wir die vereinfachende
Voraussetzung, dall sie an dem Halbmesser » = /2 (r, + »,) an-
greifend gedacht werden konnen. An einem Teilchen des Schrauben-
ganges bei A4 wirkt ein Normaldruck ¢ NV, der gegen die Achse der
Spindel um denselben Winkel « geneigt ist, welchen die mittlere
Schraubenlinie mit der Querschnittsebene der Spindel bildet. d N setzt
sich mit der Reibung f/-d N zu d W zusammen, welches von d N
um den Reibungswinkel ¢ abweicht, daher mit der Achsenrichtung
der Schraube den Winkel a 4 @ bildet. W liefert in der Richtung
der Drehachse eine Seitenkraft ¢ W cos (« + @), und die Summe
aller dieser Seitenkriifte mufl der entgegengesetzten Kraft @ gleich
sein, weil die Verschiebung gleichformig erfolgen soll (s. A. Ritter,
Technische Mechanik). Da nun « und ¢ fir die ganze Erstreckung
des Schraubenganges dieselben Werte haben, so ist

2) Q = cos (2 + @) ZdW.

Die wagerechten Seitenkrifte von d W sind Krifte d W sin (2 + ¢),
welche im Grundrisse simtlich Tangenten an den Kreis vom Halb-
messer » bilden. In bezug auf die Achse der Spindel haben sie eine
Momentensumme 7 sin (x ++ @) 2'd W, welches Widerstandsmoment
durch das treibende Kriiftepaar K/ iiberwunden werden muf}, also

3) le-..rmn(a—l—(p)ZdW
l
Teilt man Gl 3 d I; = rtg (@ + @) oder
4) Kl:Qrtg (@ 4+ @),
was sich mit tg ¢ = £, fiir die Rechnung bequemer, schreiben lLif}t:
L SRR
b) Kl_er—ftga'

Fiir gleichmifige Abwirtshewegung im Sinne der Kraft @ kehren
sich die Vorzeichen von ¢ und f um:
tea—f

6) - Kl=Qriga—P)=0r 0.

Alle Kriftepaare K/, unter deren Einwirkung die Schrauben-
spindel im Ruhezustande verbleibt, liegen zwischen den Grenzen
Kl und K,1.

Fiir a = @ ist K;1 =0, also K, = 0, d. h. es verhilt sich in
diesem Falle die Spindel iihnlich wie ein Korper, der auf schiefer

20

Keck-Hotopp, Mechanik I.



306 Zweite Abteilung. A. Gleichgewicht starrer Korper.

Ebene unter einem Neigungswinkel « = ¢ unter Einwirkung der Schwere
ohne Krifte K gleichmiflig abwirts gleitet (S. 238). Fir a < ¢
muf} der Korper durch eine abwiirts gerichtete Kraft, die Spindel
durch ein Moment (— &,7) abwirts bewegt werden, da die abwiirts
treibende Kraft der Schwere oder der Last @ geringer ist als die
Reibungswiderstinde. Fir o« > @ mufl der Kérper durch eine
aufwirts gerichtete Kraft, die Spindel durch das Moment K,/ an
beschleunigter Abwirtshewegung verhindert werden. Im ersteren
Falle nennt man das Gewinde ,selbstsperrend", in letzterem
Falle ,nicht selbstsperrend®.

Da die Kraft @ und das Moment K7 mit den Widerstiinden [d W]
im Gleichgewichte sind und da die Widerstinde [d W] nach dem
Gesetze der Wechselwirkung entgegengesetzt auf die Schraubenmutter
wirken, so ibertragen sich @ und K/ auf die Schraubenmutter ;
soll nun letztere nicht in Bewegung geraten, so miissen an ihr
Widerstinde auftreten, welche dem Entgegengesetzten von @ und K7
gleichwertig sind.

Stiitzt sich die Mutter, ohne weiter festgehalten zu sein, auf
eine ebene Unterlage 4 4 (siehe Fig. 359), so mufl diese einen der
Last ¢ entgegengesetzt gleichen Gesamtwiderstand NV leisten und
es mul} unter der Wirkung desselben in der Stitzebene ein dem
Momente K -7 entgegengesetzt gleiches Reibungsmoment V- f] - |
zustande kommen. Wird der mittlere Radius »; der Stiitzfliche
hinreichend grofl bemessen, so lifit sich die letztere Bedingung
stets sicher erfiillen. Notigenfalls kann man das Reibungsmoment
auch durch kegelférmige Gestaltung der Stiitzfliche entsprechend
vergrofern.

Soll das Heben der Last @, bezw. die Axialbewegung der
Spindel ohne Drehbewegung der letzteren durch Umdrehung der
Schraubenmutter herbeigefithrt werden, so mufl das aufzuwendende
Kraftmoment auch das Reibungsmoment'der Mutter auf ihrer Unter-
lage mit tiberwinden. Fiir die Aufwiirtshewegung muf} daher sein

Uit tga + f ( tga+ f )
7 K-l=Qr e f-i-Q “irpie tgaf+fl 1
und ebenso fiir die Abwirtshewegung

5 t t
8) ]chl:Qr- —?—ta f Qf]rl ( 15—1 ~—7—flr1)



12. Flachgiingige Schraube. 307

worin f, die etwa von f verschiedene Reibungsziffer der Schrauben-

mutter auf ihre Unterlage bedeutet.

' Fig. 359.

Je nachdem im Falle der Abwirtsbewegung

el G T
fallt das fiir die gleichmiBige Bewegung aufzuwendende Kraft-
moment K,7 = 0 aus, und ist dementsprechend die Schrauben-

mutter auf ihrer Unterlage selbstsperrend oder nicht selbstsperrend.
20%
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Von dieser Beziehung zwischen dem Steigungswinkel « des Gewindes
und dem mittleren Radius 7, der Stiitzfliche der Schraubenmutter macht man
mit Vorteil Anwendung in den sog. ,Stiitzspindeln, wie sie z. B. als Sicher-
heitsorgane bei der Vertikalbewegung von Verkehrseinrichtungen, Aufziigen,
Hubbriicken usw. benutzt werden. (Vergl. Fig. 359.) Die Spindel S st
mit nicht sperrendem Gewinde versehen und wum ihre Achse nicht
drehbar. Wird der mittlere Radius 7, der Stiitzfliche 4.4 so bemessen, daf}

;; lt—;g:zg_ff’ so findet die Last @ vermittels der Spindel S und der

Schraubenmutter M sicherere Unterstiitzung. Wird aber die Mutter etwa
durch den Hebel H und den Stiitzring R um ein Geringes gehoben, so dafl
in A A Berithrung nicht mehr stattfindet, die Mutter vielmehr zwischen den
Kugellagern BB und C (' drehbar festgehalten ist, so vermindert sich das
Reibungsmoment zwischen der Mutter und ihrer-Unterstiitzung, so dall erstere
ihre Stiitzfihigkeit verliert und die nicht drehbare Spindel mit der Last ¢ in
beliebiger Weise auf- und abwiirts bewegt werden kann, wobei sich die Mutter
um die Spindel einmal in einem, einmal im anderen Sinne dreht. Sobald aber
die Mutter, sei es willkiirlich, oder in automatischer Abhiingigkeit von den
Bewegungen des Gesamtapparates selbsttiitig wieder auf die Stiitzfliiche 4 4
herabgelassen wird, steht die Spindel und Last wieder sicher fest.

Beispiel 1: Bei einer nicht selbstsperrenden Stiitzspindel sei' h = 15 cm
r="Tsem, f=040, f,=00. Dann erfordert die sichere Stiitzfihigkeit
derselben s 75 tga—0;0 g1 G 15 RPN

o 0ab T g a0k HaS 275+ m ik
daher 7, = 16,0 cm,
Gibt man der Stitzfliche die Form eines Kegelmantels mit & = 459,
sin ¢ = 0,70, so wird
7 —SIH,).Z.E_.M_Ilzvm
0,0 1+ tga- 0,0

Der Wirkungsgrad der flachgingigen Schraube ergibt sich,

wenn man eine Umdrehung betrachtet, zu # = KQ;’; denn dabei

wird der Angriffspunkt von @ um 7 gehoben, die Arbeit des
Momentes K7 ist aber nach S.268 gleich dem Momente mal dem
Drehungswinkel. Da nun A= 2rntg:a, so wird mit Gleichung 4:
9) i QR2rmtga ' tga !
Qrigla+@)2x  tg(x+ @)

Beispiel 2: Essei f = 0,55. Wiihlt man nun tga ebenso groB, so wird

L Oplsi 016 _ 0,15 - 0,0775
tg(’1+¢)—m, dahe_r T - 03———0(9
In diesem Falle o = ¢ steht die Schraube an der Grenze der Selbst-
sperrung; im Zusammenhange damit ist ihr Wirkungsgrad annihernd 0,

(vergl. S.263). Bei den meisten Anwendungen der Schraube ist Selbstsperrung
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erwiinscht; ist z.B. tg « = 0,07, /= 0,15, so wird tg (z = ¢) = 0,07 + 0,15
0,07 - 0,9895 1—0,07 - 0,15

e =.0,32. Der Wirkungsgrad der Schraube ist daher nur

ein geringer, '
Bei kleinen Werten von f und tg« kann ftga gegen 1 yernach-

lissigt werden, so dall tg (a 4 ¢) = tga + f; dann ergibt sich einfach

Kl=Qr(tga+/) ud 5= f:gtza. Dies ergibt z. B.

fir f=1tga=015: 75=0s;

fiir f= 0,5, tga = 0,07: % = 0,318

und

Scharfgiingige Schraube (Fig. 360). Bei dieser ist der Quer-
schnitt des Schraubenganges ein gleichschenkliges Dreieck mit dem
Kantenwinkel 2 6= 559. Der Uebergang von der flachgiingigen
zur scharfgingigen Schraube ist hinsichtlich des Verhiltnisses der
wirkenden Krifte ungefihr so
zu beurteilen wie der Ueber-
gang von dem Spurzapfen mit
ebener Tragfliche zu dem
kegelformigen Spurzapfen; es
findet auch hier ein keilartiges
Einpressen der Spindel in die
(wenn auch nur annihernd)
trichterformigen Giinge der
Schraubenmutter und dadurch
eine Vergroferung der Rei-
bungswiderstinde statt, die
man am einfachsten beriick-
sichtigt, indem man f, wo es in den Gleichungen der flachgiingigen
Schraube vorkommt, mit f:sin 0 oder mit f:cos S vertauscht.
Denn 0 (der halbe Keilnutenwinkel) ist die Neigung der Kante des
Gewindequerschnittes gegen die Achse, mithin 0 = 909 — . Behufs
kiirzester Schreibweise kann man auch den Reibungswinkel ¢ mit
dem Winkel v vertauschen, wenn

tgy =tg @ :cos@=s:co8f=fsecp
(vergl. S.242). Dann wird fiir die scharfgiingige Schraube

Fig. 360.

" tg o + f sec B
_ 1t o{’fcﬂt‘g;
11) Kl=Qrig@—y)=Qr- 5L S5l

"1+ fsecftga’
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Selbstsperrung tritt jetst ein fir tg o <tgw =7 : cos f.
UL A tg a S
7= tg(a+tp) tga—{—fsecﬂ (1 —fsecptga).
Diese Gleichungen sind die allgemeineren; mit cos f=1 ent-
stehen daraus wieder Gleichung 5, 6 und 7 fir flachgingige
Schrauben.

12)

Beispiel 3: Fir » = O,015m; h = O03m; tg a= 2&%1_
f=015; cos/? =cos 27Y/2° = Oss7; -fsecf =047 und I!=0sm wird
Kil=0y03016 Q; K = 0,075 ; K,I=—0p002Q; K, =—0,00¢; »=0,s.

Die vorstehenden Gleichungen fiir die scharfgiingige Schraube sind zur
zahlenmiifigen Berechnung villig ausreichend, kinnen aber in wissenschaftlicher
Beziehung nur als Anniiherungen gelten, denn der Uebergang von der flach-
giingigen Schraube zur scharfgiingigen, wie er auf S. 309 behandelt wurde,
ist nicht ganz zutreffend, da das Gewinde der scharfgiingigen Schraube nicht
als ein Kegel angesehen werden darf. Wir fiigen daher noch folgende
schiirfere Behandlung des Falles nach, wobei wir der Notiz von Zierold iiber
die Ableitung des Verhiltnisses zwischen Kraft und Last bei der Schraube
mit scharfem Gewinde (Civilingenieur 1894, S. 155) folgen.

A sei (Fig. 361) ein Punkt der
mittleren Schraubenlinie vom Halb-
messer 7. Durch ein Bogenteilchen
dieser Schraubenlinie legen wir eine
Ebene E, welche den Zylinder vom
Halbmesser » bei A berithrt. Durch
dasselbe Bogenteilchen legen wir
eine Berithrungsebene B, an die
gedriickte Schraubenfliche. Recht-
winklig zu ihr steht der Normaldruck
dN; die Reibung f- d.N ist tangential
zur mittleren Schraubenlinie; der
Gesamtwiderstand d W aus d N und f-d N liegt in einer Ebene X,, welche
auf F, rechtwinklig steht, weil sie durch d N geht und d N winkelrecht zu
E, ist. Eine durch A gelegte Parallele zur Schraubenachse werde mit z
bezeichnet, die Richtung der Kraft f-d N als Tangente :
an die Schraubenlinie mit ¢. Ferner legen wir durch 4 Fig. 862.
eine Gerade 2, welche in der Ebene K liegt, und zwar
rechtwinklig zu z. Die Richtung von dW heille w.
Dann bilden w, 2 und ¢ eine kirperliche Ecke, und es
entsteht, wenn man um 4 eine Kugelfliche beschreibt,
das Kugeldreiock BCD (Fig. 362). Darin ist die Seite
BC=90"— ¢, weil dW von f-d N um diesen Winkel
abweicht, die Seite BD = a, dem Neigungswinkel der
mittleren Schraubenlinie. Die Seite C'D zwischen w und z werde #, der

= 0,082;

Fig. 361.
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Winkel bei B an der Kante ¢ aber y genannt; dies ist der Winkel zwischen
den Ebenen ¥ und E,. Fir das Kugeldreieck gilt dann nach dem Cosinus-
Satze, weil # und  einander gegeniiber liegen:

cos # = ¢0s o cos (90° — ¢) + sin a sin (907 — @) cos y
13) oder cos# = cos « sin ¢ + sin « cos ¢ cos y.

Die Geraden 2z, ¢ und 7 bilden eine riiumliche Ecke, der das Kugel-
dreieck BOE entspricht. Der Bogen BE fiilllt mit BD teilweise zusammen,
da t,  und 2z in der Ebene X liegen. In BCE ist wieder BC = 90°— ¢,
BE =90°+ a (denmn « und z bilden miteinander einen rechten Winkel,
2 und ¢ den Winkel o). Die Seite C'E zwischen w und z werde A genannt,
In BCE liegen sich y und A gegeniiber, daher ist

cos A = ¢0s (90° -+ a) cos (90 ° -~ ¢) - sin (90° + &) sin (90° — ¢) cos y
14) oder cos'A = — sin « sin ¢ + cos « cos ¢ cos y.

Da dW mit @ und z die Winkel % bezw. A einschlieBt, so wird, entsprechend
den Gleichungen 2 und 3, S. 305:
Q=cosA AW,
Kl=nrcos® XdW und

cos 1? s €os a sin ¢ - sin « cos @ cos y
- §in a sin @ +- cos « Cos ¢ cos

Kl=Qr

oder, wenn man Zihler und Nenner durch cos « cos ¢ teilt:

e o [+ tg acosy Zgy tg a + f'sec y

$8) — ftg a4 cosy 1 —fsecyrtga

is mufl nun noch sec y ermittelt, bezw. gezeigt werden, dall sec y sehr
annithernd = sec # ist, wodurch Gleichung 15 in Gleichung 10 fibergehen wiirde.

Die drei Ebenen X, F|, und F, gehen siimtlich durch ¢. F, ist recht-
winklig zu F|; da nun der Winkel zwischen E und K, y ist, so schlieBen
deren Normalen 7, und #, ebenfalls diesen Winkel ein, und
weil B, und K, zueinander winkelrecht, so sind es auch Fig. 363.
deren Normalen », und n,. Da die drei Ebenen durch die
Tangente ¢ gehen, so stehen die drei Normalen n, %, und =,
(Fig. 363) siimtlich rechtwinklig zur Tangente ¢, und
zwischen den Normalen » und », findet sich der Winkel 2
90° — y, so dafl die Ebenen X und F, ebenfalls den
Winkel 90° — » miteinander bilden.

Nennt man g die durch A gelegte Erzeugende der
Schraubenﬂa.che, welche mit 2z den Winkel 90°— 3 ein-
schlieBt, so bilden g, ¢ und z eine Ecke entsprechend dem Kugeldreieck FGH
(Fig. 364). F H liegt in der Ebene £ durch # und ¢, G H in einer Ebene
durch die Schraubenachse, welche zu F rechtwinklig, weshalb der Winkel

1
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bei H (an der Kante 2) ein Rechter. ¢ ist gegen 2 um FH = 90° — a, g gegen
2, wie oben schon gesagt, um GH = 90" — 3 ge- Fig. 364.
neigt; nennt man noch die Seite F'G = 5, so gibt gz

der Sinus-Satz:
i [ : 0 v
sin (?0 7) _ sin (99 f) i
sin 90" sin % 2
__cos 3 , _ Sinn
16) i ¥ s 5 und sec y e B!
der Cosinus-Satz: - 4
cos y = co0s (90° — 9) cos (90° — «) + sin (90° — B) sin (90° — «) cos 90°

17) oder cos % = sin fsin «

und siny = V1 — sin® g sin® o, mithin wegen Gleichung 14
1 —sin*g sin «
cos® /3
=14 tg?f— tg®fsin®a =1 -+ tg?F cos®

= cos® u (sec® a - tg*B) = cos? « (1 + tg? « + tg?3).
Hiermit wird (Gl 13)

18) Kl=Qr

sec® y = =sec’f —tg*g sin’ a

tg o + f cos a Vl + tg? o + tg?f
T=Fma)/ It teat g

Bei den meist kleinen Ansteigungswinkeln o« ist nun aber der Winkel 7
zwischen g und ¢ (Fig. 364) nur wenig von einem Rechten verschieden, daher sin 7
fast = 1 und deshalb (Gl. 16) sec 7 nur wenig kleiner als sec 8, oder, mit anderen
Worten, es ist wegen der Kleinheit von « annéhernd cos « = 1, sin o = tg « und

1 4tg?at-tg2f =1+ tg®f = sec?p,

womit Gleichung 18 in Gleichung 10 iibergeht.

Fiir das Beispiel auf S. 310 wird nach Gl 18 K17 = 00308 ¢) (gegen
0,003046 @ mach Gl. 10). Der Unterschied ist daher sehr gering. Es ist hier-
nach durchaus zu empfehlen, bei kleinen Winkeln « stets G1l. 8—10 anzuwenden.

Die Reibungswiderstinde sind (nach S. 309) bei scharfgingigen
Schrauben grofer als bei
flachgiingigen. Soll daher eine
Schraube zur Bewegungsiiber-
tragung (als einfache Maschine)
dienen, so wihlt man gewdhn-
lich eine flachgiingige Schraube,
wihrend die scharfgingige
Schraube als Befestigungs-
mittel den Vorzug verdient,
weil in diesem Falle die grofen K
Reibungswiderstinde gerade
die Sicherheit gegen unerwiinschte Losung der Befestigung bilden.
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Soll durch Drehung der Schraubenmutter mittels des Schrauben-
schliissels eine Platte mit einer Kraft ¢ gegen eine Wand geprefit
werden, so ist auller den Reibungswiderstinden im Gewinde noch
ein Reibungswiderstand zwischen Schraubenmutter und Platte zu

iiherwinden [vergl. auch S. 306] (Fig. 365).

Dieser mige an einem

Kreise vom Halbmesser », angreifen, dann ist das ganze erforderliche

Kraftmoment
Sl @y

fi =055 ¢ =1000%e; dann wird

tga+fsecp
1—fsecftga

Beispiel 4: Es sei wiederum, wie 8, 310,

+@r -

7 = 0,0015m; /i = 0,003 m;
tg a = 0y082; f=0,5; cosZ =0,87; fsecF=0a7; l=0am; 7 =002m;

K1 = 0,008 - 1000 + 0,15 - 0,02 1000 = 3 + 3 = 6 mkg, mithin K = 15 kg,

Zum Losen ist erforderlich — K7 = 0,002 -
— K, = 12;5kg; ohne Reibung wire XK, = 0,015

1000 + 0,008 -
1000 - 0,082 : 0,4

mithin ist K = 125 K, infolge der bedeutenden Reibung.

1000

5 mkg,
1,2 kg,

Beispiel 5: Schraubenpresse (Fig. 366). An den oberen Griffen wirke das
Kriiftepaar K zur Hervorbringung des Druckes ¢ der flachgiingigen Spindel

gegen die PreBplatte, Dann entsteht an
dem Zapfen, mittels dessen sich die Spindel
auf die Prefplatte setzt, noch ein Reibungs-
moment, welches wegen geringer Abrundung
der Druckfliche (nach S. 274, Gl 7) zu
1/2 Qfr, angenommen werden moge, wenn 7,
der Zapfenhalbmesser. Daher wird

Kl=Q|rtg(a+e)+2fr}.
Fir 1=0am; ¢»=00am; tga=007
f=0,5; 7 = 008m erhiilt man
tg a
I—g—f'—;gfa = 0,22 und
K:04=0 {0,04 < 0,22 4 /2 0,15 - 0,08 }
K. 0,4 =0,011¢); K=0,028¢:
~Ohne Reibung wiire
K, 04 = Qrtga; K,=0007@Q.
Der Wirkungsgrad ist darnach K,: K ="/,
Hierbei ist noch ein kleiner Widerstand unbe-

riicksichtigt geblieben. Das Zapfenreibungs-
moment M =12/ @ driickt niimlich die

tg («+¢) =

Platte gegen die Fiihrungssiulen mit den Kriiften X = 0 :b; daraus en

b
? @‘m

vX

tsteht

an jeder Siule ein Reibungswiderstand X, der sich dem Abwirtsgleiten der
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Prefiplatte entgegensetzt. Mithin ist der Druck D der Platte auf den zu
pressenden Korper nicht genau = ), sondern

p=@—2rx=q(1—27. I = g(1 L) _ g1 —0mn)

fir b = 04 m. Der Unterschied zwischen D und ¢ ist hiernach ohne
Bedeutung.

Die Kraftverhiiltnisse der Schraube sind unabhingig von der
Anzahl der Gewindgéinge, lings deren Spindel und Schraubenmutter
sich berithren. In der Anwendung freilich ist die Beriithrung lings
mehrerer Schraubenginge notwendig, weil sonst wegen des vor-
handenen Spielraumes die Sicherheit des Eingriffes leidet, unter
Umstidnden auch der Druck auf die Flicheneinheit zu grofl} werden
wiirde.

SchluBbemerkung iiber die Reibung. Ist die Reibung bei Maschinen
ein erhebliches Bewegungshindernis, dessen Ueberwindung viel Kosten ver-
ursacht, so ist ihr Nutzen doch im gewdhnlichen Leben und in der Technik
ein sehr erheblicher. Welche Erleichterung ein grofer Reibungswiderstand
beim Gehen bietet, erkennt man beim Schreiten auf glattem Eise; ein groBer
Teil der Befestigungen im PBau- und Maschinenwesen (durch Nigel, Keile,
Schrauben) beruht auf der Reibung; die Seilreibung wird beim Hinablassen
schwerer Lasten und beim Riemenbetriebe verwertet, mittels der Reibung der
Triebrider auf den Schienen setzt die Lokomotive den Zug in Bewegung;
mit Hilfe der Reibung bringen wir den Zug oder ein StraBenfuhrwerk wieder
zum Stillstande.

Die mechanische Arbeit, welche zur Ueberwindung von Reibungs-
widerstinden dient, mithin keine sichtbare Geschwindigkeitszunahme der
bewegten Korper, d.h. keine Zunahme ihres diufleren Arbeitsvermégens
hervorbringt, geht aber keineswegs spurlos verloren; vielmehr setzt sie sich
nach den Lehren der Physik in inneres Arbeitsvermdgen, in Wirme, um.
Gleichwohl ist man berechtigt, von einem Arbeitsverluste durch Reibung
zu sprechen, weil die beim Gleiten entstehende Wiirme dem Zweck einer
Maschine gewdhnlich nicht forderlich ist, vielmehr hiufig besondere Mittel
zu ihrer Ableitung und Verteilung nétig macht.
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IL. B. Beschleunigte Bewegung starrer Korper.

1. GroBe des Arbeitsvermogens eines Korpers bei einer
Verschiebung bezw. einer Drehung um eine feste Achse.

Soll ein Korper von der Masse M eine reine Ver-
schiebung erfahren, d. h. sollen seine siimtlichen Punkte in
einem Augenblick iibereinstimmende Geschwindigkeiten » und Be-
schleunigungen p haben, so mufl nach S.171 die Mittelkraft R
aller fuBleren Krifte X durch den Schwerpunkt gehen. Die Be-
schleunigung des Schwerpunktes, also auch simtlicher Punkte des
Kéorpers ist dann
1) A E .

Will man den Satz der Arbeit auf starre Korper anwenden,

so ist zu bemerken, dal nach S.175 die inneren Krifte eines
mu? m c?
5 2y =W

starren Korpers keine Arbeit verrichten, daf} 2
gleich der Arbeit der duflleren Kriifte A ist.

Es kommt nun darauf an, den noch unbestimmten, allgemeinen
2
muv

2
fachen Bewegungsarten in eine bestimmtere Form zu bringen.

fir die ein-

Ausdruck fiir das Arbeitsvermdgen eines Korpers &'

Bei einer Verschiebung ist in einem Augenblicke die
Geschwindigkeit » allen Massenpunkten gemeinsam, daher

gmv?  o? v @ v Mo
b .2 = my + 5 i A +‘2 mn———2 i
und der Satz der Arbeit lautet:
2 2
2) M'L __&: QIL',-

2 2
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Dreht sich der Kérper (Fig. 367) aber um eine feste Achse O
(rechtwinklig zur Bildebene), so ist die augenblickliche Winkel-
geschwindigkeit « allen seinen Punkten
gemeinsam, die Geschwindigkeit eines Fig. 367.

Punktes im Abstande o von der Achse / 5 T
betriigt v = pw. Daher wird \
/ e/}f‘v /

9 2
W muv S w

L g 2mo?. ?/
0 w

Der Ausdruck 2mg?, der nur von der

Massenverteilung des Korpers in bezug auf _/

die Achse abhingt, heift nach L. Euler
(1707—1783) das Trigheitsmoment des Korpers in bezug.auf die
Achse O und wird mit J (von inertia) bezeichnet. Daher

3) J=3(m@E? und
ym¥? ! i
5= J, sowie
w? w,?

4) gJ—~2’~J= Wy,

wenn w,; die anfingliche Winkelgeschwindigkeit ist. Die Bezeich-
nung Trigheitsmoment ist ganz treffend, da diese Grifle den
Einflufl der trigen Masse eines Korpers bei der Drehung um eine
Achse angibt.

In gleicher Weise wie S. 150 u. ff. die statischen Momente
verschiedener Kérper und ebener Flichen ermittelt wurden, soll dies
nun auch beziiglich der Trigheitsmomente geschehen.

2. Tragheitsmomente.

Das Trigheitsmoment J wird fiir solche Korper am einfachsten,
deren Massenteilchen simtlich in gleicher Ent-

fernung » von der Achse sich befinden. Dies Fl?'_ 3338'

findet statt bei einem Ringe von sehr geringer / R

Wandstirke (Fig. 368). Es ist dann A
J=2me?=pr2Zm = Mr. Oé /\l

Fiir die weitere Anwendung ist es hiufig vor- \ /
teilhaft, das ’l"riigheitsmoment eines Korpers \\\J
in bezug auf eine Achse gleich zu setzen dem

Triigheitsmoment eines “diinnen Ringes von einem Halbmesser ».
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Nennt man die Masse des gedachten Ringes x, so muf}
1) oJ = ur?

sein. Ist J berechnet, » angenommen, so ist dann auch u bestimmt.
Man nennt u die auf den Abstand » bezogene Masse
des Korpers. Bei gegebenem w ist dann das Arbeitsvermogen
dieses Ringes von der Masse u ebenso grof wie dasjenige des ge-
gebenen Korpers. In Gleichung 1 kann von den Grifen x4 und »
eine gewihlt werden. Setzt man w = M, d. h. gleich der wahren
Masse des Korpers, und den zugehorigen Abstand » =i, so wird
2) J = M,

und man nennt i den Trégheitsarm oder Triigheitshalbmesser des
Korpers fiir die Achse O. Denkt man sich die wahre Masse M
des Korpers in dem Abstand i von der Achse zu einem Ring
oder einem Punkte vereinigt, so hat dies Gebilde das gleiche
Trigheitsmoment mit dem Korper.

Das statische Moment Ma, = 2ma hezieht sich auf eine
Achse oder eine Ebene. Verschiebt sich die Ebene um eine Grifle e,
so geht der Schwerpunktsabstand a, iiber in a, 4= ¢, mithin findert
sich das statische Moment um = Me. Das Trigheitsmoment
bezieht sich auf eine Achse. Vertauscht
man die gegebene Achse aber mit einer
Parallelachse im Abstand e, so liBt sich
zwischen den Trigheitsmomenten in bezug
auf die beiden Parallelachsen auch eine
ihnlich einfache Beziehung aufstellen,
wenn die eine Achse durch den Schwer-
punkt des Korpers geht.

Die Schwerpunktsachse S stehe recht-

winklig zur Bildebene (Fig. 369), ebenso eine Achse durch O. Die
entsprechenden Triigheitsmomente seien Js bezw. J;. Dann ist
Js=2Zmr?, Jy=2mg?. Weil nuin 0>= (¢+ 2)?2+ 9> 'und
r2=ad4 42 80 wird 0®=e?4 242 4 r?, mithin J) = Zme?
+22mex 4+ Imr? oder Jy=Me*+ 2¢Zma + Js. Weil aber
der Abstand # von einer durch den Schwerpunkt S gehenden
Ebene gemessen ist, so wird (nach S.152) 2ma = 0, also

3) Jo = Js + Me,
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Das Trigheitsmoment in bezug auf eine beliebige Achse ist gleich
dem Triigheitsmoment in bezug auf die parallele Schwerpunktsachse
plus der Masse mal dem Quadrate der Entfernung beider Achsen.

Sémtliche Parallelachsen O, O, ... in demselben Abstand
¢ von S liefern gleiches Triigheitsmoment. Von allen Parallel-
achsen liefert die durch den Schwerpunkt gehende das kleinste
Trigheitsmoment.

Trigheitsmoment der materiellen geraden Linie. Fin gerader
Stab von der Linge s und dem Querschnitt /' sei an einem Ende
A an der als Drehachse dienenden -

Achse befestigt, withrend das andere Ende Fig. 870.
B durch eine masselose Stange b mit der ds/B
Achse verbunden sei (Fig. 370). Ein X h b
Massenteilchen m ist dann nach S.33 &

< a

2 F ds und liefert zum Trigheits-
momentJden Beitrag dJ = —F ds-y?; es ist aber ds ==yl ,

mithin e -’tij‘ 2d =ZFSb-,
A

g b

oder, weil die Masse des Stabes M=gZFs:

/1) J=1s Mb2.

Setzt man dies = wb2, so ist die auf den Endpunkt B oder auf
den Abstand b bezogene Masse des Stabes

5) u="13M, Fig. 371.

withrend der Trigheitshalbmesser T
NG 5

6 i:V_=T:O‘577b b

) M V3 ;

wird. Dieses Drittel der Masse des Stabes, im Punkte v

B angebracht, oder die ganze Masse des Stabes zu
einem Punkt im Abstande 0,577 von der Achse verdichtet, liefern
dasselbe J wie der Stab.
Fir =900 (Fig. 371) gelten dieselben Werte; nur ist b
/ hier gleich der Linge s des Stabes.
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Triigheitsmoment einer materiellen ebenen Fliche (Scheibe).
Trigheitsmomente in bezug auf Achsen O X und OY in der Ebene
der Figur (Fig. 372) nennen wir Durchmesser-Trigheitsmomente J,
und J,. Es ist J,=2my?, J,=2ma?,

ihre Summe J,+J, = 2'm (22 + y?) = Jmo?; Fig. 372.
letzterer Wert ist aber das Trigheitsmoment Y

Jy in bezug auf die Achse O rechtwinklig ‘ i

zur Fliche und heilt das polare Trig- 2 a0 10

heitsmoment. : & ( y
7) Jo =1y + J. : iy I

Es ist in bezug auf einen Pol O das

polare Trigheitsmoment einer ebenen Fliche gleich
der Summe der beiden Durchmesser-Trigheits-
momente in bezug auf zwei rechtwinklig zueinander
stehende, durch den Pol O gelegte Durchmeser. Eine
gemeinschaftliche Drehung der Durchmesser um O déndert diese
Summe nicht, weil J, dadurch nicht beeinflulit wird.

Triigheitsmoment einer materiellen Kreisfliche. Um das polare
Trigheitsmoment in bezug auf den Mittelpunkt O (Fig. 373) zu er-
halten, nehmen wir einen Ring von dem Halbmesser ¢ und der Dicke
do heraus. Dieser liefert, wenn 6 die Dicke der Scheibe, den Beitrag

dJy, = gé +20m-do- 0% daher ist Fig. 373.
if 4
i ﬁé-an&ﬁd@: La¥, n’%,
0
. M r?
8) y QT() iy 9 4 ,\

u=12M (bezogen auf ), i=r Vijg= 0,7077.

Da siimtliche Durchmesser = Trigheitsmomente des Kreises gleich-
wertig sind, so wird hier J, = J,, mithin J, +J, = 2J,=J;, oder
~ 2 40
9) L:Jy:MZ _—_56.’"—4-.

Triigheitsmoment einer materiellen Rechteckfliche. Das Trig-
heitsmoment des Rechtecks von der Breite d, der Hohe 7 (Fig. 374)
in bezug auf eine Kante 4 B = d 1aBt sich unmittelbar aus dem
eines Stabes ableiten. Teilt man das Rechteck in-lauter gleiche

-
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Streifen von der H(}he h, so ist, nach Gleichung 5, die auf den
Abstand % bezogene Masse jedes Streifens !/3 der wahren Masse.
Das gleiche Verhiltnis .gxlt‘ dann auch fir das Fig. 374,

ganze Rechteck, und es ist in bezug auf 4 B:

J="1/s Mh?=1/s % 8.d .

LR S il
S b7
Eine zu 4 B parallele Achse durch den Schwer- f
punkt S hat von AB den Abstand e=12h, 4 v
mithin ist ‘;*
10) =1s Mh2— s MR = 1/;s Mh? = 1 i (3 da-hs.

Far das Trigheitsmoment in bezug auf eine Schwerpunkts-
achse, parallel mit %, wiirde ebenso /12 Md> entstehen, mithin fir
das polare Triigheitsmoment Jy= Y12 M (d*> + k%) = 1j2a M D?,
wenn D die Diagonale bedeutet.

Triigheitsmoment einer materiellen Dreieckfliche von der Grund-
linie d, der Héhe % (Fig. 375). Zum Trigheitsmomente J, in bezug

auf eine Achse OX || d liefert ein Streifen # - dy TFig. 375.
s (=]
den Beitrag dJ——é @ dy-y? ~%~ﬁj yidy

(wegen 2:d=y: h), daher ist
g é-dg""?, B ey 1
Y dy e G e e
darin bezeichnet O die Dicke der Platte. In bezug auf eine
Schwerpunktsachse || d ist wegen des Abstandes e = 2/3h:

Tk 4v2_ 2<1__4)_Mh2_}/ d - h?

114 Dl =T Mgh—Mh 579 —18_9636'
Trigheitsmomenteines materiellen Trapezes.

In bezug auf eine Achse in der Mitte der Hohe
(Fig. 376) ist das Triigheitsmoment .J; offenbar
ebenso grofl wie dasjenige des gestrichelten
flichengleichen Rechtecks, da die von unten nach
oben verdrehten Dreiecke in beiden Lagen die

gleichen Beitrige liefern; es ist also J, = %h”.

Der Schwerpunkt liegt, wie man aus Gl 8, 8. 156, leicht findet, um ¢ = ]—" 3 :Z
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unterhalb der Mitte, daher ist in bezug auf die wagerechte Schwerpunktsachse
M Mh* («— b)? g X
by e e i ’
) 36 @roy Dies liBt sich zusammenziehen zu
J Mh"’( 2ab )
§=— e 3
18 (a + b)?

in welcher Formel selbstverstiindlich diejenigen fiir Rechteck und Dreieck als
Sonderfille enthalten sind.

12)

Triigheitsmoment eines Zylinders iiberall gleicher Dichte, von
der Linge [, bezogen auf seine geometrische Achse. Der Zylinder
lift sich in lauter Scheiben von gleicher Dicke zerlegen, die
simtlich gleich viel zur Masse sowie zum Trigheitsmomente bei-
tragen. Daher muf} gelten wie fiir die materielle Kreisfliche (Gl. 8)

T
2 g 2
Fiir einen Ring von den Halbmessern » und R, der Linge !

ist J, der Unterschied der Trigheitsmomente der Zylinder der
Halbmesser R und », d. h.

13) Jo=M

=1 M.

SO s L Ly :
‘J_gZ(R r¥) [, undwgll

M:%MM—MM
14) Jy =12 M (R + ).

Triigheitsmoment eines Kegels in bezug auf seine geometrische
Achse (Fig. 3877). Zerlegt man einen Umdrehungskdrper in
Scheiben, rechtwinklig zur Drehachse, vom

Halbmesser y und der Dicke da, so liefert Fig. 377.

eine solche Scheibe zum Trigheitsmomente ?
den Beitrag (Gl 8) f’
Y
zl.7=%gy4dm, so daf}
W 5 "
15) . 7=25 vz,

Diese Formel gilt fiir alle Umdrehungskorper. Die Be7iehung
zwischen y und @ richtet sich nach der hesonderen Art der
Meridianlinie.

Keck-Hotopp, Mechanik I 21
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Beim Kegel ist y:b=a:a, daher
o el 4
e ﬂ_b_j)x‘idmzzngi
0

o ; 2 at s 0
S ) M L

g 3
16) J:%Mb?; i=05V03=0p548b,
und, auf den Abstand b bezogen:

T == aeils :
Fir ein Umdrehungsparaboloid wird mit y2=2pa

17) I =2s Mb2y = 0nan0s =t Ei

Trigheitsmoment der Halbkugel (Fig. 378). Es ist y? = r?—a?,

r

8
daher (Gl e A T s s e
aher (GL.15) J 72 sl b et 30 7 7

0

oder, weil M= 2 d
39

18) . oF = 0 Me? i= rV 04 = 0,632
und, auf den Abstand » bezogen:
19) =0y,
Fir die ganze Kugel ist sowohl J wie M doppelt
so groB}, daher gelten die gleichen Verhiltniszahlen.

3

Geometrische Trigheitsmomente. Setzt man in den Aus-
driicken der Trigheitsmomente fiir ebene Flichen die Masse der

Flicheneinheit gz 0=1 und in denen fiir Korper die Masse der Korper-
einheit 2~ — 1, so erhilt man fir die Trigheitsmomente Ausdriicke,

die nur von der geometrischen Form der Flichen bezw. Korper
abhiingen. . Fiir die Massen treten dann die Flichen ¥ bezw. Korper-
inhalte ¥~ an die Stelle. Diese Werte der Trigheitsmomente nennt
man geometrische Trigheitsmomente. Die Werte sind:
Fir die Kreisflache Jy=1aFr?=1farim;
20) 0 E R R e
Fiir das Rechteck in bezug auf eine Mittelachse
21) I = M dhd=l/n FTh,
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Fir das Dreieck in bezug auf die Schwerpunktsachse
22) = Yisad 3 =1 T H2,

Fir das Trapez in bezug auf die Schwerpunktsachse

AR " 2ab 2ab
i el Fh(l+(a+b)) $6<+b+a+b)'

18
Fir den Zylinder
24) J=1Vr?=1arinl usw.
Das geometrische Trigheitsmoment einer Fliche ist wegen der

Form Fi? vom vierten Grade, das eines Kdrpers wegen der Form 772
vom fiinften Grade.

Geometrisches Triigheitsmoment eines ringformigen Um-
drehungskorpers. FEin Teilchen d 7' der Meridianfigur (Fig. 379)
liefert zum geometrischen Trig-
heitsmoment J in bezug auf die
geometrische Achse den Beitrag

dJ=dV-a?=2an-dF - a° d%;:ﬁ>“”_" < >
= 2madd F, daher ist AR
25) J=2nfatdF.
Legt man durch den Schwerpunkt der Meridianfigur eine
Achse, parallel der Umdrehungsachse, und hat d 7' von dieser Achse
den Abstand wu, so ist
o=a,+u; o=+ 322w+ 3ayu? + ud,
mithin, weil @, fir die Integration unveriinderlich:
J=2x{aF + 822 fdF - u+3afdF -u+fdF: us}.
Nach dem Satze von Guldin (S.364) ist aber der Rauminhalt des
Korpers V= 2mz, F; ferner fdF-u= 0 (nach S.153); endlich
SdF-u? das geometrische Triigheitsmoment der Meridianfigur in
bezug auf die zur Umdrehungsachse parallele Achse durch ihren
~ Schwerpunkt; dieses werde J genannt, so dabB
26) J=Va?+ 67,3+ 2afdF - ud. g
Ist die Schwerpunktsachse der Figur eine Symmetrieachse derselben,
so wird fdF-ud=0, da dF-u® in gleich viel positiven und
negativen Elementen von derselben GroBe auftritt, daher

27) J=Va?+ 6x2,3= V(xoﬂ b 3%)

(Fiir einen sehr dinnen Ring wire bekanntlich nach Gl.1 J= Vzo*)
21%

1“ i
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Ist die Meridianfigur ein Kreis vom Halbmesser a (Fig. 380), so wird

S =1/a Fa? (Gl 20), mithin Fig. 380. Fig. 381,
J =V (2, + 31 a?. £
Fiir ein Rechteck als erzeugende il i
Figur (Fig.381) ist § = F- Y12 (R —1)* a ‘ -1

(GL 21), @, ="2(R+r), somit
I V{ Ya(R+ 1)+ Ya(R —1)? }
=1aV{R+2Rr+r+ R —2R+r?}
=1/ V(R? 4 r?), iibereinstimmend mit Gl. 14, S. 321.

Trigheitsmoment eines aus 2 Teilen bestehenden Korpers. Legt
man (Fig. 382) durch die Schwerpunkte S, und S, der beiden Teile und
durch den Gesamtschwerpunkt S parallele
Achsen, sind ¢;, ¢, und e die Abstinde der . Fig. 382.
Achsen, J; und J, die Trigheitsmomente
der Teile beziiglich der eigenen Schwer-
punktsachsen, so ist fiir den ganzen Korper
und seine Schwerpunktsachse (Gl 3, S. 317)

J=J, + M ¢? + J, + M, 052
Weil aber Mjeq = M, ¢, und ¢ + ey = e,
g dtls
M+ My
Man kann daher auch schreiben:
J=Jdi+ o+ Me e+ Myeqey
=J,+Jy+ M e (¢ + ¢)
e* M,
M, + M,
_AILM? 02
M+ My

so wird e

=S+ h+ M4,

28) J=d+J+

3. Winkelbeschleunigung.

Soll ein Korper sich gleichférmig um eine feste Achse
drehen, so mufy die Momentensumme der dufleren Krifte in bezug
auf die Achse Null sein (S. 266). Ist die Momentensumme von
Null verschieden, so erfolgt die Drehung nicht gleichférmig, sondern
mit einer Winkelbeschleunigung e. Ebenso wie bei der

s (S. 15), so ist

geradlinigen Bewegung die Beschleunigung p = 57
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die sekundliche Zunahme der Winkelgeschwindigkeit die Winkel-
beschleunigung

dw
1) € = —d—t ¢
Die Beziehung zwischen der Winkelbeschleunigung ¢ und deren
Ursachen, den #&ufleren Kriften, kann man aus dem Satze vom
Arbeitsvermdgen ableiten, indem man diesen auf ein Zeitteilchen dt
anwendet. Die Zunahme an Arbeitsvermdgen kann dann nach
Gleichung 4 S. 316 geschrieben werden Y/2Jd (w°) = Jwdw. Die
entsprechende Arbeit aber findet man in folgender Weise: Eine der
duBeren Kriifte sei P und liege im allgemeinen
windschief zur Achse O. Das gemeinsame Lot
zwischen der Kraft P und der Achse sei »; man
zerlege die Kraft P im FuBpunkt 4 von » in eine
Seitenkraft Z, parallel mit der Achse O, und eine
Seitenkraft K, welche die Achse rechtwinklig kreuzt.
Die Kraft Z hat in bezug auf O das Moment Null
und verrichtet auch bei der Drehung keine Arbeit,
weil sie rechtwinklig zur Bewegungérichtuug des Punktes A steht.
Die Seitenkraft K aber hat das Moment K» (Fig. 383) und ver-
richtet bei der unendlich kleinen Drehung um den Winkel w - d¢
die Arbeit K-rw - dt. Fir simtliche Punkte des Korpers ist in
einem Augenblicke die Grofle w-d¢ die gleiche. Verfihrt man
mit allen duBeren Kriiften ebenso wie mit P, so wird die Arbeits-
summe d = w-dt2 Kr. Darin ist 2 Kr die Momentensumme
der iuBeren Kriifte in bezug auf die Drehachse, schreiben wir
dafir M, so wird nunmehr Jow - dw = w - dt- I, mithin

do M
2 gty T A

Ebenso wie bei der Verschiebung die Beschleunigung p = R : M
= Kraft : triige Masse, so ist bei der Drehung um eine feste Achse
die Winkelbeschleunigung = Kraftmoment : Triigheitsmoment.

Fig. 383.

Wiiblt man einen bestimmten Drehungshalbmesser oder Hebel-
arm », so ist an dessen Endpunkte die Umfangsgeschwindigkeit
v = ro, die Umfangsheschleunigung oder Tangentialbeschleunigung

3) p,=r-dw:dl=ré;
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Bringt man nun das Kraftmoment IR auf den Hebelarm », setzt
M = Kr und schreibt J = ur?, so wird aus Gleichung 2 und 3

o ppe e Kl
R e i _ﬂr2

K
4) D, = /T

d. h. wenn man alles auf den gleichen Abstand oder Drehungs-

halbmesser » bezieht, hat man wie bei einer Verschiebung:
Umfangsbeschleunigung = %{4‘15%'

Auch Gleichung 4 (8. 316) fir das Arbeitsvermdgen kann
man entsprechend umformen. Setzt man am Ende des Armes »
die Anfangsgeschwindigkeit »w, = ¢, die Endgeschwindigkeit
rw=v, J=ur? so wird aus 1z (0? —?) J = Ay:

Lo (v2 —c?) u = U oder
2 2
&22‘)‘ _ﬂzc Batin
wie (S. 315) fiir die Verschiebung eines Korpers.

Man kann Gleichung 2, I = eJ aunch mittels des Satzes von

d’Alembert (S.169) ableiten. Ist in einem Augen-

oder

5)

blick w die Winkelgeschwindigkeit, ¢ die Winkel- Fig. 384.
beschleunigung, so fithrt ein Punkt des Korpers im mro?
Abstand 7 von der Achse (Fig. 384) eine ungleich- mrs

formige Kreisbewegung mit der Geschwindigkeit v = 7w
und der Tangentialbeschleunigung p, = < aus; die
Zentripetalbeschleunigung ist p, = v*: 7 =re (GL 1,
Seite 93). Diesen entsprechen die Trigheitswiderstinde
oder Erginzungskriifte m»e bezw. mrw?.  Deren
Momentensumme in bezug auf O ist — e Xm2* = —eJ. Den gleichen, aber
entgegengesetzten Wert mufl auch die Momentensumme I der duBeren Kriifte
haben, d. h.

6) ; M =

4. Physisches Pendel.

Ein Korper, der um eine nicht durch den Schwerpunkt gehende
wagerechte Achse drehbar ist und unter alleiniger Wirkung der
Schwere steht, bildet, wenn er in der sicheren Gleichgewichtslage
nicht die Geschwindigkeit Null hat, ein Pendel, welches, zum
Unterschiede von dem aus einem einzelnen Massenpunkt m mit



4. Physisches Pendel. 327

gewichtlosem Faden bestehenden, S. 81 behandelten, mathematischen
Pendel, physisches Pendel genannt wird.

Der beliebig gestaltete Korper sei zuniichst Fig. 385.
so festgehalten, daf} der Schwerpunkt S (Fig. 385) -
in gleicher Hohe mit der Achse O liegt, und 7]
werde nun losgelassen. Hs soll die Winkel-

(
\

geschwindigkeit @ berechnet werden, mit der / )\ -

8

der Drehungshalbmesser OS = ¢ des Schwer- “),
punktes durch die Lotrechte hindurchschwingt.
Wendet man auf die Bewegung SS, den Satz der Arbeit an,

so ergibt sich (nach S.174 und 316) '2w?J — O = Mge, mithin
S v
1) w:]/?geT:V?g% mit ' J = Mi? (8. 317).

Ist der Korper ein Stab, eine materielle Gerade, von der
Linge a (Fig. 386), so ist

P R " Tig. 386. Fig 387.
e="j2a, = /8 AT i Q= A0 a
oty 00—=— ' O
(S. 317), mithin PR ! /
. /
/ /
/

und die Umfangsgeschwin-
digkeit bei C': s
3) M= i) = V3g s

|
L &) EEyT - | e
: _1/94e3 _1/39 ! / /
Z) w-—Va—z—VT i ’// /,/
i /
i

wiihrend fiir einen Massenpunkt am Ende einer gewichtlosen Stange
von der Linge a (Fig. 387)
4) v=V2ga (GL1, S. 82) sein wiirde.

Schwingungsdauer des physischen Pendels. In einer beliebigen
Zwischenlage (Fig. 388), in der O S mit der
Lotrechten den Winkel < bildet, ist das
Moment

Fig. 388.
0

M= Mgesin 9,

daher die Winkelbeschleunigung (Gleichung 2,
S."325)
Mye sind

Jy
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Fiir ein mathematisches Pendel aber von einer Pendel-
linge / ist bei demselben Abweichungswinkel @, weil J = m 12,
mglsind  gsind

P o

Beide Beschleunigungen ¢ und &, sind verhiiltnisgleich mit

sin ¥ und stimmen véllig iberein, wenn

& =

Mge g
W o, d. h. wenn
- Uganies
O) = :)il‘g ist.

Wihlt man die Linge des mathematischen Pendels nach
Gleichung 5 und gibt beiden Pendeln einen gleichen Anfangswert
von ¢, bei dem die Geschwindigkeit Null war, lift also beide
Pendel von derselben Anfangsneigung aus sich in Bewegung setzen,
so wird die Beschleunigung beider Pendel fiir jeden Winkel @ die
gleiche sein, daher werden beide Pendel sich ibereinstimmend
bewegen, mithin auch gleiche Schwingungsdauer haben miissen

Bei kleinen Schwingungen ist nun fiir das mathematische
Pendel die Dauer einer einfachen Schwingung nach S. 84

b= az]/i. '
g
Setzt man hierin den Wert / nach Gleichung 5 ein, so entsteht
e
Mge

als Dauer einer einfachen kleinen Schwingung des physischen Pendels.

6) i='%

Man nennt die Linge ! die Schwingungslinge des
physischen Pendels. Trigt man diese Linge von O aus auf der
Geraden O S ab, so erhilt man mit OB = [ einen Punkt B, den
man den Schwingungspunkt des physischen Pendels nennt
(Fig. 388). Die Achse durch B, rechtwinklig zur Bildebene, heiflt
Schwingungsachse. Der Punkt B und jeder Punkt der
Achse B in dem physischen Pendel schwingt gerade so, als wiire
er ein einzelner, mittels eines gewichtlosen Fadens mit O ver-
bundener Massenpunkt.
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Denkt man sich durch S eine zu der Drehachse O parallele
Achse gelegt und nennt das entsprechende Trigheitsmoment des
Kérper Js, so ist Jy = Js= Me?, mithin (Gl 5)

_JS

Zeichnet man um S als Mittelpunkt einen Kreis vom Halb-
messer SO = ¢ (Fig. 389) und denkt sich den Korper an einer
beliebigen, zur urspriinglichen Achse O parallelen,
durch irgend einen Punkt des Kreises ‘gelegten
Achse O, aufgehiingt, so ergibt sich fiir diese
neue Aufhingung die Schwingungslinge nach
Gleichung 7 von derselben Grifle wie bei der
Aufhingung in O. Alle Seiten eines geraden
Zylinders, der den genannten Kreis zum Grund-
kreise hat, sind hiernach Achsen gleicher Schwin-
gungslinge und Schwingungsdauer fiir den Kérper.

Hingt man den Korper aber an der Schwingungsachse B auf
(Fig. 390), so hat man ein physisches Pendel von der Schwingungs-
linge /,, wofiir sich nach Gleichung 7 ergibt, indem man ¢ mit
l— e vertauscht:

Js

W:e)“+ (I —e).

I, =
Weil aber (nach Gleichung 7) Jg= Me(l —e),
so erhilt man
) =G —e=1,
d. h. das an der Achse B aufgehingte Pendel hat die gleiche
Schwingungslinge wie das um die Achse O schwingende. Trigt
man /, =1 von B aus auf BS auf, so erhilt man O als Schwin-
-gungspunkt und die Achse O (rechtwinklig zur Bildebene) als
Schwingungsachse fiir die Drehachse B. Die Parallelachsen O und
B liefern gleiche Schwingungslinge und gleiche Schwingungsdauer,
oder sind miteinander vertauschbar. Das Pendel ist beziiglich der
Achsen O und B umkehrbar. Ein Kreis um S mit dem Halb-
messer SB hat dieselbe Bedeutung wie der Kreis mit dem Halb-
messer SO (Fig. 389).
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Simtliche Achsen, rechtwinklic zur Bildebene, welche durch
irgend einen Punkt einer der beiden Kreislinien gelegt werden, sind
fir den Korper Drehachsen mit iibereinstimmender Schwingungs-
linge /.

Nach Gleichung 7 ist die Schwingungslinge / von e abhiingig.
Faflt man ndmlich bei der Vergleichung nur Achsen ins Auge, die
zur Bildebene rechtwinklig, d. h. mit der urspriinglichen Drehachse O
parallel sind, so ist Jg: M ein konstanter Wert =i> (wo i der
der Achse S entsprechende Triigheitshalbmesser ist). Wird nun e
groffer und grofler, verschiebt sich also die Drehachse immer
weiter vom Schwerpunkte, so ndhert sich der erste Summand der
rechten Seite von Gleichung 7 mehr und mehr der Null, wihrend
der zweite fortwiihrend zunimmi; daher wird fiir e= oo auch
l=oc und t=o0. Geht aber umgekehrt ¢ gegen Null, so wird
ebenfalls / = oo und ¢ = oo, d. h. wenn die Drehachse durch den
Schwerpunkt geht, so ergibt sich, wie auch schon von S. 200
bekannt, kein Drehmoment, so daf} auch keine Schwingung zu
Stande kommen kann.

Es mufl daher einen Wert von e geben, fir den / ein
Minimum wird. :

Schreibt man zur bequemeren Uebersicht /=y, ¢= @, und
untersucht

9) £

y=;+w
auf Minimum, so ist Zid_z = ——i’:,_,- + 1=0 zu setzen. Dies ver-
langt # ==++<. Eine besondere Untersuchung, ob hierbei ein

Maximum oder Minimum vorliege, ist nicht erforderlich; denn den
fir # =0 und x = oo eintretenden Grofitwert y = oo kennen
wir bereits.

10) w=

oder in der fritheren Schreibweise ¢ = —=i, worin es wegen der
Bedeutung der beiden Kreise in Fig. 390 nur auf den absoluten
Wert ¢ =i ankommt, ergibt die Schwingungslinge
)2
l:%+z’=2z’, alss’ i b O] — it
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Fir eine Drehachse O, welche von S um Z::]/!ﬁ entfernt ist,
wird also die Schwingungslinge
11) i lmin:2i b 207
womit die beiden Kreise in Fig. 390 zusammenfallen.

Die Darstellung der Gleichung 9 ist eine Hyperbel, deren eine
Asymptote die Ordinatenachse, wihrend die andere, durch den
Anfangspunkt gehend, den rechten Winkel der

Koordinatenachsen halbiert. @ = i und y,,s, = 2i
sind in Fig. 391 angegeben.

Bekanntlich werden Pendelversuche benutzt
zur Ermittelung der scheinbaren Fallbeschleuni-
gung ¢ an verschiedenen Stellen der Erde; aus

) . :
£ V s wird g =717a%:¢. Hieraus kanmn

man ¢ berechnen, wenn man fiir ein Pendel
die Schwingungslinge ! und die Dauer ¢ einer
einfachen Schwingung kennt. Letztere liBt sich durch Zihlung der
Anzahl der Schwingungen - withrend einer lingeren Zeit feststellen.
Die Schwingungslinge konnte man wohl nach Gleichung 5, S. 328,
berechnen, jedoch nicht mit der erforderlichen Genauigkeit fiir feine
Messungen, wie sie zur Ermittelung von ¢ notig sind. Denn kein
Korper 1Bt sich so gleichmiBig herstellen, dafl man J, und das
statische Moment Me mit grofler Schirfe durch Messung und
Rechnung zu bestimmen vermdchte. Wohl aber dient zur scharfen
Bestimmung der Schwingungslinge / die Kigenschaft des Pendels,
dafl Drehachse und Schwingungsachse miteinander vertauschbar
sind. Man stelle also ein Pendel her mit fester Schneide (Dreh-
achse) O, berechnet annihernd 7, bringt in diesem - Abstand
l= OB eine Gegenschneide B an und verstellt an dem Korper
verschiebbare Gewichte so lange, bis das Pendel, ob in O oder in
B aufgehiingt, gleiche Schwingungsdauer zeigt. Dann ist, wenn B
und O nicht in derselben Entfernung vom Schwerpunkte liegen,
wenn also B nicht den Punkt O, in Fig. 390 bedeutet, OB =1
die Schwingungslinge, die zwischen den Schneiden mit grofer
Schiirfe gemessen werden kann. FEin solches Pendel heilt ein
Umkehrungspendel (Reversionspendel).
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Ist der Korper ein diinner prismatischer Stab von der Linge a
(Fig. 392) und an seinem oberen Ende aufgehingt, so ist J, = /s Ma?,
¢ = 1/2a, mithin- die Schwingungslinge (Gl 5)

2 Ma? " 2
# MR
Fig. 392.
Die Achse O, O,, B und B, liefern gleiche __ o
Schwingungslinge. i—” i‘l \\\
Die Beobachtung der Schwingungsdauer eines ia,f,—-~~3\1\ \‘\
als physisches Pendel eingerichteten Korpers kann | (1: o8 \‘ |
auch benutzt werden, um dessen Trigheitsmoment | by
in bezug auf die Drehachse zu bestimmen. T 56,
Gleichung 6 liefert nimlich *———5~//

13) Iy = Mgt 1 %,

Hat man (Fig. 393) den Punkt 4 bestimmt, der in der sicheren
Gleichgewichtslage lotrecht unter O liegt, so- kann man mittels
~der Aufhingung des Korpers nach Fig. 393
durch das den Korper im Gleichgewichte
haltende Gewicht P das statische Moment
Mge= Pa finden. Beobachtet man sodann
noch ¢ fiir kleine Schwingungen, so bestimmt
sich J, nach Gleichung 13.

Soll das Trigheitsmoment Js eines
Korpers in bezug auf eine Schwerpunktsachse bestimmt werden,
um welche keine Schwingung entsteht, so lillt man den Kérper
um eine zeitweilige Achse B schwingen
(Fig. 394), bestimmt Jz= J, nach Gl 13 Fig. 394.
und findet daraus Js= Jp— Me?. - Oder,
wenn die Befestigung einer besonderen Achse
oder Schneide nicht ausfiihrbar ist, so ver-
bindet man mit dem Korper eine Ergéinzungs-
masse M, derartig, dal} sich beide Massen
nicht  gegeneinander verriicken konnen.
M, mul} so gewihlt sein, dal man dessen
Beitrag zu J und Mge leicht bestimmen
kann. Bringt man M, so an; daf es nunmehr mit dem gegebenen
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Korper. ein mogliches Pendel bildet, so kann man leicht das Gesamt-
Trigheitsmorent und daraus das Trigheits- Fig. 395.
moment des gegebenen Korpers berechnen.

Ein diinner Ring vom Halbmesser », nach
Fig. 395 um eine Schneide schwingend, hat,
wegen Js= Mr?, mnach Gleichung 7 die
Schwingungslinge
=

5. Beschleunigte Bewegung einer Seilrolle.

Um eine Seilrolle von der Masse M (Fig. 396) sei ein vollig
biegsamer Faden geschlungen, an dessen Enden ungleiche Massen
M, und M, hingen. Es soll die Umfangsbeschleunigung p der
Rolle berechnet werden ohne Riicksicht auf Zapfenreibung und
Seilbiegungswiderstand und unter der An-
nahme, daf} ein Gleiten des Fadens auf der
Rolle nicht stattfindet. Die Masse M, erfihrt
die Beschleunigung p abwirts, die Masse M,

Fig. 396.
(o}
dieselbe Beschleunigung aufwirts. Die Spann- L"

krifte der Seilstiicke sind nicht etwa A, g v

und M,g, denn diese Gleichheit findet nach

S. 92 nur statt, wenn die Massen keine Be-

schleunigung erfahren. An der Masse 2/ ”T ]Mz My ip
muf} die Mittelkraft M, g— S, = M, p, mithin Mg

1) 8 =Mg—Mp, & h <My Mg

sein, weil M;¢g und S, zusammen die Beschleunigung p erzeugen.
Ebenso muf an der Masse M, die aufwiirts gerichtete Beschleuni-
gung p durch die aufwirts gerichtete Kraftsumme S, — Mg
“hervorgebracht werden; S, — My g = M, p, mithin

Kann der Faden als gewichtlos betrachtet werden, so wird die gesamte
Seilreibung, welche die Rolle zu beschleunigter Drehbewegung ver-
anlaBt, gemessen durch den Unterschied der Spannkrifte .S, und
S,, daher wird nach Gleichung 4, S. 326, up =8, — S,, wenn
w die auf den Umfang bezogene Masse der Rolle ist.
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Also MpZMly;Mlp—Mzg_M2P’
p (M + My+ ) = Mg — Myg, oder
My g — Myg M, — M,

P+ +p "M+ Myt
In dieser (leichung erscheint also der Gewichtsunterschied
M,g— M,g als treibende Kraft, als trige Masse aber die Summe
aller Massen, die an der Beschleunigung p teilnehmen, d. h. M,
M, und die auf den Umfang bezogene Masse .

Eine Vorrichtung nach Fig. 396 ist die Atwoodsche Fall-
maschine, sie dient, da p mit ¢ verhiltnisgleich ist, zur Vorfithrung
der Gesetze der Fallbewegung in verkleinertem (verlangsamtem) Mal3-
stabe, weil die wirkliche Fallbewegung unbequem schnell erfolgt.

Beispiel : Ist Mg = 1% und (nach 8. 321, Gl 13) das auf den Umfang be-
zogene Gewicht der Rolle pg =*'/2%e, M, g =4, M, g = 3,9 k&, so wird, wenn man
in Zihler und Nenner statt der Massen die gmal groferen Gewichte einfiihrt,

4 —3,9 (05 ey
5 g4+ds+05 =‘q.§,:_—8~i'
die Bewegung der angehiingten Massen erfolgt daher nur mit !/ss der wahren
Fallbeschleunigung.
Will ‘man auch die Zapfenreibung mit der Reibungsziffer / und dem
Zapfendurchmesser d beriicksichtigen, so wird
der Zapfendruck D =S, + S,+4 Mg; es ist, wie vorher,
Sy=Mg— Mp
Sy = M,g+ M,p und daher
=(M+ M, + M) g — (M, — M,) p
mit dem Zapfenreibungs-Momente /2 Dfd. Sonach wird, wenn 7 der Rollen-

halbmesser il e Dfi

3)

d
—Ml./_Mlp'—Mag_-M:)P—(M-I-M1+Mz)9f +(M1 M)Pf%

und daraus

MI_M)_(M+M1+Mz)f—;

4) b=y ;

M, + My + pn— (M, ‘“-Mz)f

Mit d:r=1:25, f=0,08, Myg=4, M,g=3», M_q—l, rg = 0,5kg w1rd
0,0 — 0,014 9

Gt & P oy

Hiernach wird S, =4 (1 — 0,01) = 3,068, S, = 3,0 (1 + 0,01) = 3,04 kg. Damit

kein Gleiten des Fadens entstehe, muf nach S. 280 Fli efie sein, worin

fi die Reibungsziffer des Fadens, « ==. Dieser Bedin2gung wird schon fiir
/1 = 0,0017 geniigt. Der Sellblegungsmderstand ist hierbei vernachlissigt, da
der Faden als sehr diinn angenommen.
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Beispiel 2: Gleiche Massen M, mégen an zwei miteinander verbundenen
Rollen von ungleichen Halbmessern R und » hiingen (Fig. 397); es soll die Um-
fangsbeschleunigung p der groBeren Rolle berechnet werden; die der kleinen ist.
dann pr: R. — Die Fadenkriifte sind S, = M, g — M,p; S,= DM, g+ M,pr: R;
die Winkelbeschleunigung der Rolle ohne Riicksicht auf Reibung (nach 8. 325)

"
3. aatt. g Rm M R Mgy - Moy o, Fig. 397.
g= WP = TR
mithin, weil Re = p,
r 78
pp=Mg—Mp—Mg5H—Mpg,"
.
a1 - 5)
5) p=.‘7——13"—- *
1,1 + ) + B
1/ P
Fir R=2r wird dann p =g 5/4}‘2111‘_{1;/2’ wobei M, ‘ B 1,

zu beachten, dafl x auf den Abstand R bezogen ist.

Beispiel 3: Hingen die Massen M, und M, nicht frei herab, sondern.
gleiten sie mit Reibung auf Fig. 398.
schiefen Ebenen mit den Nei- 7
gungswinkeln o, u. «, (Fig. 398),
withrend an dem Rollenkorper
keine  Bewegungswiderstinde
auftreten, so entsteht an der
Masse M, eine treibende Kraft

M, g sin o,

und eine hindernde Reibung,
daher ist

S, =M, gsina; —f M, g cos ay — M, p;

»
p E E]
wie in Beispiel 2 wird nun zRp = SR — S, und demnach

M, (sin o, — f cos @,) — M, (sin o + £ cos a,) iR

ebenso ist S, = M,g sin a, + f M, g cos a, + M,

6) p=yg

7y

-R')

M1+M2 +//-

Fir r=R und o =a,=9"° Wi, 503, o

entsteht (leichung 3; fir M, = M,,
ay = a, = 90° entsteht Gleichung 5.

Fiir o =90° @ =0, r=2R
(Pig. 399) ergibt sich

= M, — M,
r=9 M, + M, +p

7
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6. Widerstinde der festen Drehachse eines Kirpers
bei beschleunigter Drehbewegung.

An der Achse des Korpers mogen an zwei Lagerstellen 4 und
B die Widerstinde 4 und B auftreten, welche die Aufgabe erfiillen,
die Achse unbeweglich zu halten. Es mdgen an dem Korper
bewegende Krifte [A| wirken. Sind @ und & die augenblickliche
Winkelgeschwindigkeit und Beschleunigung, so hat ein Massenpunkt
eine daraus zu ermittelnde Beschleunigung p, welcher ein Trigheits-
widerstand oder eine Ergéinzungskraft — mp entspricht. Es mufl nun
nach dem Satze von d’Alembert die Gruppe dieser Triigheitswiderstinde
[—mp] im Gleichgewichte sein mit den Widerstinden 4 und B und
der Gruppe der sonstigen iulleren Kriifte [ K|. Hiernach konnen 4
und B gefunden werden, wenn man die Kriftegruppe [— mp] kennt.

Zusammensetzung der Trigheitswiderstinde — m p bei ungleich-
miiBiger Drehbewegung. Ein Massenpunkt im Abstande o von der
Achse (Fig. 400) fithrt eine Kreishewegung aus. Seine Tangential-
beschleunigung ist p, = o0&, seine Zentripetalbeschleunigung p, = 0 w?
(S.93). Dieentsprechen-
den Triigheitswiderstinde
sind (Fig. 400a) die
Kraft m oé (links herum) P
und die Zentrifugalkraft v
mow? Die Drehachse .4/—/ ______ i
withlen wir zur #-Achse;
A sei der Anfangspunkt
des Achsenkreuzes (Fig.
400). In der rechts-
seitigen Figur (400a)
ist der Korper in der Richtung der Drehachse, also auf die yz-Ebene
projiziert, weil die Beschleunigungen p, und p,  und ebenso die ent-
sprechenden Kriifte in dieser Projektion am deutlichsten erscheinen.
Bildet der Halbmesser 0 = A P mit der AY den Winkel 9, so ist

Fig. 400, Fig. 400a.

,.,
K—u-—- =

ocosI=y; osind=z.
Die Kraft mow? liefert in der positiven y-Richtung die Seiten-
kraft m o w?cos ¥ = myw?, in der positiven 2-Richtung die Seiten-
kraft mow?sin?d = mzw?  Ebenso gibt die Kraft moe die
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entsprechenden Seitenkriifte mo e sind = mze beaw. — moe cos 9
= —myE¢. ;

Diese Seitenkrifte sind in Figur 400 eingetragen. Denkt man
sich solche Krifte fiir jeden einzelnen Massenpunkt angebracht und
setzt diese Kriftegruppe nach S. 141 zusammen, so erhilt man drei
durch den Punkt 4 gehende Seitenkriifte .X; Y, Z und drei Kriftepaar-
achsen M,, M,, M.. In der »-Richtung ergeben sich keine Seiten-
kriifte. In der positiven y-Richtung entsteht ¥ = Smyw? 4 Jmze,
oder, weil w und & fiir alle Punkte dieselben Werte haben und auBer-
dem Zmy = Myy, 2mz= Mz, (mit y, und z, als Koordinaten des
Schwerpunktes), Y = My, 0? + Mzge.

In gleicher Weise wird Z = Mz w? — Myye. Zur Ermittelung der
Kriiftepaar-Achsenstrecke I, gehen wir am einfachsten auf die urspriing-
lichen Krifte m¢w? und mge zuriick, da mow? in bezug auf 4.X kein
Moment hat, m ¢ & aber das Moment —mpep, so dall M, = — & 2m >
= —e&J,, was nach Gleichung 2, S. 325 selbstverstiindlich war. Die
in der z-Richtung wirkenden Kriifte gehen an der A Y in einem
Abstand @ vorbei, liefern daher mit Riicksicht auf den Drehungssinn

M= —w?Zmaz -+ eZmay; ebenso ist M. = w2 Zmay + e Zmas.
Das Gesamtergebnis der Trigheitswiderstinde (Erginzungskrifte)
[—mp] ist also X=0

Y= My,w®+ Mz,¢
Z=Mzyw2— My,¢

i Dy v — 64

M =—w?Zmazs+ eZmay
M = w?2Zmay+eZmaz.

Hiermit miissen die siimtlichen dufleren Kriifte [ K] und die Wider-
stinde 4 und B an den Lagern im Gleichgewichte sein. In den vor-
stehenden Gleichungen erscheinen Summenausdriicke 2may u. 2ma z;
um sie zu erhalten, mufl man jedes Massenteilchen 2 mit zweien
seiner Koordinaten 2y bezw. #z multiplizieren und die Glieder dann
summieren. Diese Ausdriicke sind von demselben Grade, derselben
Dimension, wie die Trigheitsmomente J= 2mo? und heiflen
Zentrifugalmomente — C. Wir wollen 2may und 2maz von
einander unterscheiden, indem wir neben € als Zeiger diejenige
Ordinate setzen, welche in den Summen nicht vorkommt, mithin

2) 2may =0 dmarsCy

o
o

Keck-Hotopp, Mechanik I.
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Im allgemeinen sind die Trigheitswiderstinde [—mp] von  und
¢ abhiingig, so daf} auch die Widerstinde der festen Achse sich mit
o und ¢ dndern. Geht aber die Drehachse durch den Schwerpunkt,
so dal yy=20=0, und sind aullerdem die Zentrifugalmomente
C, und C; gleich Null, so werden aufler X=0 auch Y= 2
= M, = M. =0, und es bilden die Krifte [— mp] nur ein M,.
Aus der Gleichung 1 verschwinden dann, abgesehen von M, = —&J,,
simtliche von @ und & abhingigen Glieder, so dafl die Widerstinde
A4 und B der festen Achse sich ebenso berechnen lassen wie fiir
den ruhenden Korper. Bilden unter dieser Voraussetzung die
bewegenden Krifte | K| ein Kriftepaar t, dessen Achsenstrecke
(S. 138) die Richtung A4 X hat, so ist dies mit dem berechneten
M, = — eJ, im Gleichgewichte. Weil die Normalwiderstinde A4
und B der Achse zu dem treibenden Momente nichts beitragen, die
Krifte [— mp] sich aber in jeder anderen Beziehung aufheben, so
miissen in diesem Falle die Widerstinde 4 und B der festen Achse
verschwinden. Die Achse bedarf dann gar keiner Befestigung, der
Korper fithrt seine Drehung um die unbefestigte Achse so aus, als
wire sie fest. Eine solche Achse nennt man deshalb eine freie Achse.
Da die simtlichen #uferen Krifte [K], 4 und B mit [— mp]
im Gleichgewichte sind, so kann man den Satz aussprechen:

Dreht sich ein Kérper um eine freie Achse, so
setzen sich simtliche dufleren Krifte an demselben
lediglich zu einem Kriftepaare zusammen, dessen
Achsenstrecke mit der Drehachse zusammenfillt, heben
sich aber in jeder anderen Beziehung auf; die Normal-
widerstinde der Drehachse sind von der Geschwindig-
keit und Beschleunigung unabhingig.

Ist die Drehung eine gleichférmige (e=0), so bestehen
die Kriifte [—mp] nur in den Zentrifugalkriften, deren Zusammen-
setzung liefert (Gl 1)

X= 0
Y = My,w’
2 Z = Mzw?
3) M, = 0
93}y = _wQCy
M, = w0,

Hiermit miissen wieder die dufleren Krifte im Gleichgewichte sein.
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Weil nun zur Zusammensetzung der Zentrifugalkrifte die Summen
O notig sind, so erhielten - diese den Namen wZentrifugalmomente*,
Ist einem Korper eine Drehbewegung um eine feste Achse
erteilt und setzt er diese ohne weitere Einwirkung von Kriften K
fort, so miissen die Widerstinde 4 und B mit den Kriiften der
Gleichung 3 im Gleichgewichte sein. Diese Widerstinde sind durch
die Winkelgeschwindigkeit bedingt und verschwinden mit dieser. Ist
aber die Drehachse eine freie Achse, so heben sich die Zentri-
fugalkrifte vollstindig auf, und es werden auch keine Achswider-
stinde notig; die Drehung setzt sich um die unbefestigte Achse fort,
als wiire dieselbe festgehalten. Man kann daher sagen, eine freie
Achse fir einen sich mit gleichbleibender Winkel-
geschwindigeit drehenden Korper ist eine solche, in
bezug auf welche die Zentrifugalkrifte sich aufheben.
Einige Bedingungen fiir eine freie Achse. Die Zentrifugal-
momente €, und O, werden gleich Null, wenn der Korper rechtwinklig
zur Drehachse 4 X eine Symmetrie-
Ebene hat; wihlt man diese niimlich Fig. 401.
zur yz-Ebene (Fig. 401), so entspricht —
jedem Massenteilchen mit positivem a /— . X
ein gleiches mit negativem @, so dal in O.=2.4.%2 0
Ymay und maz stets je zwei gleiche,
sich aufhebende Glieder -+ may und ;
—may bezw. +mxz und - ma:z
vorkommen. Geht auflerdem noch die Drehachse durch den
Schwerpunkt, so ist 4 X eine freie Achse. Hiernach ist fiir einen
gleichartigen Kérper von der Form
eines geraden Prismas oder Zylin-
ders die Verbindungsgerade der
Schwerpunkte  der  Endflichen
(Fig. 402) eine freie Achse.
- Ferner ist A4 .X eine freie
Achse, wenn man durch sie zwei rechtwinklig zueinander stehende
Symmetrie-Ebenen legen kann. Wihlt man diese nimlich zur
2y-Ebene und zur aez-Ebene, so liegen je zwei Massenteilchen
mit -y und mit — y einander gegeniitber, deren eines den Beitrag
+ may, deren anderes den Beitrag — may liefert, so daB} C, =0
wird; ebenso C, = 0. :

)

Fig. 402.

AR 8

92*
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Eingehendere Rechnungen zeigen, daB jeder mnoch so unregelmiiBige
. Korper mindestens drei zueinander rechtwinklige freie Achsen hat.

Andere Arten der Zusammensetzung der Kriifte [— mp].

Trennt man in Gleichung 1 die durch den An- Fig. 403.
fangspunkt 4 gehenden Krifte ¥ und Z in b
diejenigen Teile Y, = My,w? und Y, = Mzye g™ p
bezw. Z, = M:yw? und Z, = — My,¢e, welche \?:;:
allein von w, bezw. von & abhingen (Fig. 403), %0
so lassen sich nunmehr Y; und Z, wieder zu- ;,1—;:—— -
sammensetzen zu einer Mittelkraft :
R, = Mw? lfyoé + .2-02_ = Mw?e, 4?2

wenn ¢ die Entfernung des Schwerpunktes von der Drehachse be-
deutet. Diese Kraft ist parallel mit der
Richtung jenes rechtwinkligen Abstandes e. : Fig. 404.
Y, und Z, geben in gleicher Weise eine
Mittelkraft Ry = Mee, die zu R; recht-
winklig und, dem Sinne nach, der Umfangs- 4 X
beschleunigung des Schwerpunktes entgegen- / ¥ ;
gesetzt ist.

Vereinigt man die Kraft ¥ der Gleichung 1 mit der Krifte-
paarachse M., so ergibt sich aus beiden eine Kraft von derselben
Grofle Y= My, w? + Mz e, welche von A Fig. 405.

aus um w
5) uz_‘))l,= w?C, + G,

Y My,0?4+ Mze

im Sinne der positiven x-Richtung parallel
verschoben ist (Fig. 404).

Vereinigt man ebenso Z mit M, so erhiilt man eine gleiche Kraft

6) Z = Mzyw? — Myy¢e, welche um Fig. 406.
L ?D}y w? q/ e O: 7
W TR B 7 TS
im Sinne_der positiven «-Richtung parallel ver- il e

Mz,
schoben ist (Fig.405). Auf diese beiden im Raume 4(_ S
sich rechtwinklig kreuzenden Kriifte ist mithin 37.:3/
die Gruppe [—mp]| auch zuriickzufithren. My, 0*
Im Falle der gleichformigen Drehung (¢ = 0) vereinfachen
sich diese Ergebnisse in der Weise der “Figur 406.
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Beispiel 1: Eine als materielle Gerade aufzufassende Stange von der Linge «
schwinge unter Einwirkung der Schwere um eine durch den Endpunkt 4 gelegte
wagerechte Achse (Fig. 407). Die Bewegung
moge von der wagerechten Lage ausgegangen
sein, Hier liegt ein Fall vor, wo C.y und
O Null sind, weil AY Z eine Symmetrie-
Ebene fiir die Stange ist. Die Drehachse ist
aber keine freie Achse, weil sie nicht durch
den Schwerpunkt geht. In einer beliebigen
Zwischenlage ist y, = esin ; 2, = e cos o,
wobei e=12a; ferner ist J,=1/sMa*;
und fiir die Winkelgeschwindigkeit « und
Beschleunigung & in der beliebigen Zwischenlage gelten:

(nach S.316)  Vedyw? =Mgsz,,
2Mgz, 3gcosd

Fig. 407.

2

it g o
(nach 8. 325) Mgesin% 3 gsin 19
€ = = —
I 27 @
Die Kriiftegruppe [— mp] liefert hiernach (Gleichung 1, Seite 337)
X =0;
_ Ma . 3gcos® Ma 3 g sin &
e —2—8111 1’—(;—- + —2—005!95'—“—
%Mgsm&cos& = —qumZﬂ
7= Ma COS 1 i@ﬂ_@singé_s_l.n_ﬂ_
2 2 i

:?(3——sin20——-%sinzﬂ) = MTg(3+9c0520);

Mz = /2 M g a sin #;

gny Vi 0; M. =0.
Mit diesen Kriiften miissen die Schwerkraft Mg und die Widerstinde der
Drehachse im Gleichgewichte sein. Lelztere brauchen in diesem Falle, weil
My und M. = 0 sind, nur in dem Punkte 4 der Achse anzugreifen; man

zerlege sie in ¥ und H. Dann muf}
9

K== Y=%Mgsin2:9 sein

ebenso Mg — V= —Z=—3YsMg(3+9cos24),
d. h. V=1YsMg(11+ 9cos24).

Der wagerechte Achsenwiderstand H ist fiir % =909, d. h. in der An-
fangslage gleich Null, ebemso in der tiefsten Lage fir # = 0; am groBten
wird er fir & =459, nimlich Hpmqr =8 Mg.
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Der lotrechte Widerstand ist )
fir $=90% V=14Mg,
fir 9=45% V=41/sMg,
fir 9=0%  Vma="52Mg.

Diese GroBtwerte von H und V¥ sind im Verhiltnis zum Gewicht M g
des Stabes erheblich. Die Kraft H wirkt abwechselnd bald nach links, bald
nach rechts, je nach der Lage des schwingenden Kérpers. — Von besonderer
Wichtigkeit sind diese Kriifte, wenn der schwingende Korper eine schwere Glocke
ist. Die Achswiderstiinde H und V miissen dann von dem sog. Glockenstuhle
ausgeiibt werden. Der fortwiihrende Wechsel des Sinnes der Kraft H ist fiir
den Turm besonders gefihrlich. Der Rechnungsgang ist im wesentlichen
derselbe wie in dem vorliegenden Falle. — Wurde die Stange in der Anfangslage
(% =90° am linksseitigen Ende etwa unterstiilzt, so war im Ruhezustande
V =12Mg; durch plotzliches Loslassen des Endes veriindert sicle V auf
1/a Mg. — Weitere Beispiele sollen sich auf gleichférmige Drehung beziehen.

Beispiel 2: Eine materielle Gerade 4 C (Fig. 408) drehe sich gleichformig
um eine Achse A B; der Punkt A sei unmittelbar, der Punkt C mittels einer
gewichtlosen Stange ¢ mit der Achse verbunden.

Die Projektionen der Stange seien @ und ¢. Da Fig. 408.

der Korper ein ebenes Gebilde, so lege man
ACB in die xzy-Ebene, dann ist 7y, ="12¢;
2,=0; forner wird Zmae=C,=0, weil
simtliche z- Werte Null sind. Die Zusammen-
setzung der simtlichen Zentrifugalkriifte be-
schriinkt sich daher nach Fig.406 auf eine Einzel-

kraft ¥ = My, 0* =12 Mcw? im Abstand w =

rechts von A liegend,
My, ’

Ein Massenteilchen von der Linge ds hat die Masse m = LF-ds,

g
wenn F' der Querschnitt des Stabes, y die Dichte. Man kann aber hei der
Berechnung von % die selbstverstindlichen Faktoren F'y:g fortlassen, wenn
man 7 = d s und ebenso M = s = der Liinge der Stange setzt. Das Teilchen
liefert zu C, den Betrag ds:2y, was wegen y =xc:a und. ds=dx-s:a
geschrieben werden kann:
sc .
may = 5 dzx.

a

Daraus folgt C:=E1)1xy=2—:5x?dx =%—sca.
0 >

Weil nun nach obigem My, ="1'/2¢s, so wird u="?*sa.

Derartig einfache Fille kann man auch leicht ohne Anwendung der all-
gemeinen Formeln unmittelbar behandeln. Dem Teilchen ds entspricht die
Zentrifugalkraft ds-yw®. Die Mittelkraft R der Zentrifugalkriifte ist die
Summe der gleichgerichteten Kriifte [ds -y w®], mithin

R=0o'fds-y=0'sy,=0*s'rc=1pMo’c.
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Nach dem Satze der Momente wird dann in bezug auf A4:
2
Ru = m"j‘ds ‘xy = wls ai 2lde,
0
d. h. 'escwu="'3w’sca, wonach w = ?sa.
DaBl die Kraft '/o Mw*c durch den Schwerpunkt des Dreiecks A BC (Fig. 409)
geht, folgt auch daraus, dal man die Teilkraft
ds-yw® schreiben kann Fig. 409.

5 8
=w:—y.-da
=w'—y- da,

d. h. proportional dem Flichenstreifen y - da des
Dreiecks.

Wirken nun auf die Stange keine be-
wegenden Krifte [A], so miissen die etwa in
A und B angreifenden Achsenwiderstiinde mit R
im Gleichgewichte sein. Daher wird :

A=1YsR="%s Mwic; =3 R =13 Mwlec.

Steht die Drehachse A B lotrecht und wirkt die Schwere auf die sich
drehende Stange (Fig.410), so miissen die Schwere Mg und die Widerstinde 4
und B zusammen mit R = /2 M w® ¢ im Gleichgewichte g
sein. X = 0 erfordert, dall etwa in A ein lotrecht Fig. 410.
aufwiirts gerichteter Widerstand A, = Mg wirke. Es AjMg
ist ferner in bezug auf B:

s M o 0 ST e Ml S Ay
2 3 2
o ¢ ,Jllcwz_Mgc(l ,a)”)
i bt e o Sisebu ol

Es wird der Widerstand By =0 fiir w2=%%;
unter dieser Bedingung bewegt sich die Stange als
ein physisches Kegelpendel; d. h. nicht durch einen Stah B(C, sondern nur
infolge der Drehung wird der Winkel o unverindert erhalten. Fir das

2=M gce g
(4

My

mathematische Kegelpendel (8. 73) war o

e v
Beispiel 3: Der sich gleichférmig um Fig. 411.°
die Achse A B drehende Korper sei eine R o
materielle Dreieckfliche 4B C (Fig. 411). g /
Dann ist, wenn man die Masse der Flichen- o
einheit =1 setzt, M =1)2ac, y,='3c, yMw o
mithin die gesamte Zentrifugalkraft R 4 LR 4 g

=13 Mcw? im Abstand % von 4. Um
C,=ZEZmaxy zu bestimmen, bedenke man, daB C,=fdxz-dy-zy. Alle



344  Zweite Abteilung. B. Beschleunigte Bewegung starrer Korper.

Teilchen eines lotrechten Flichenstreifens.haben iibereinstimmendes # und da
w

liefern daher zu C, den Beitrag adx (y dy, =xda'/2w?, wenn o die Hohe

o
des Streifens; darin ist w = ca: a, also wird Fig. 412.
a
:=lc—j(x’d.v:ic?a*’:iﬂlac. My
2 a® ) 8 4 Al
¢ : ; ——)A”
Mithin nach Fig. 406 wu = ,;;0 = 14,3]3{;;0 3sa
Die entsprechenden Achsenwiderstinde werden dann
=YisR=1Y12Mcw® und
B—3,4R—1,4J[cw 2
Stellen wir wiederum die Drehachse lotrecht £
(Fig. 412) und lassen die Schwere wirken, so sind in Z
A und B die wagerechten Widerstinde 4, und B, By
notig, fir welche gilt: My

YsaR=Aya— Mg/sc,
mithin Ay=1aR+1sDg ?i und ebenso By, =R —1/sMyg %

Wiederum wird die Befestigung hei B unnétig, wenn
3Y$aR="sMc w? = YsMg (— d. h. fir o’

>
@IQ

Py

7. Gleichzeitige Verschiebung und Drehung eines Kdrpers.
a) Arbeitsvermogen.

Ein Koérper drehe sich um eine Schwerpunktsachse, die zur
x-Achse gewihlt werden mdge, mit der Winkelgeschwindigkeit w;
zugleich werde die Achse mit einer der wz-Ebene parallelen

Geschwindigkeit « parallel verschoben, Fig. 413

und zwar mige w mit der x-Richtung | l\ww fexc 1
den Winkel « bilden (Fig. 413). Dann u | o
setzt sich die gesamte Geschwindigkeit v | » M %--
eines Punktes der Koordinaten «, y, 2 im “\\;/‘ ¢ %\\9\
Abstande ¢ von der Achse aus den Einzel- 4 & T N a3

geschwindigkeiten « und ow zusammen. é
Figur 413 stellt das Achsenkreuz in zwei’P}ojektionen dar.
Bildet 0 mit 4 ¥ den Winkel 9, so ist 0 cos ¥ =y, o sin 9 = z;
somit zerlegt sich gw in — zw und yw. Die Seitengeschwindig-
keiten eines Punktes nach den Achsenrichtungen werden dann
Yy = 1. CO8 &} z'yé—zw; " =y w -+ u sin a.



1. Gleichzeitige Verschiebung und Drehung. 345

Daher wird

v? = wu?cos’a +22w? + y2w? + 2ywusina + w?sin?a

= u+ 0?w?+ 2y wusin a.

Das Arbeitsvermdgen des Karpers ergibt sich dann zu

2(Yemev?) = Ve Mu? + 2w 2mE? 4+ wusina my,
weil «, w und « fir alle Teile des Korpers dieselben. Da aber die
Ebene A XZ den Schwerpunkt enthilt, so ist 2my =0 (S. 151),
mithin das Arbeitsvermdgen b

1o Mu? + 12 J w?,

wenn J das Trigheitsmoment des Korpers in bezug auf die Dreh-
achse. Das Arbeitsvermogen setzt sich hiernach aus zwei Teilen
zusammen, deren einer das Arbeitsvermdgen wegen der Verschiebung,
deren anderer dasjenige wegen der Drehung bedeutet.

h) Bewegung eines freien Kirpers.

Wirken an einem freien starren Korper beliebige dullere Kriifte
K,, K,, K,. .., so fige man im Schwerpunkt S des Korpers je
zwei gleiche entgegengesetzte Kriifte K hinzu.  Dann lassen sich
im Schwerpunkte die den gegebenen gleichgesinnten Krifte K zu
einer Mittelkraft 2 vereinigen, wihrend jede gegebene Kraft K
mit der entgegengesetzt hinzugefiigten ein Kriftepaar bildet, deren
Achsenstrecken ein Gesamtmoment I (S. 142) liefern. Der Schwer-
punkt S bewegt sich nach dem Satze von der Bewegung des
Schwerpunktes nur unter Einwirkung der Kraft R mit der
Beschleunigung po = R : M. (Wire etwa R unveriinderlich nach
GroBe und Richtung, so wirde der Schwerpunkt eine Parabel
heschreiben, S. 61). Das Achsenmoment It bewirkt aber noch
eine Drehung um den Schwerpunkt. Denkt man sich nun mit dem
Schwerpunkt ein Achsenkreuz verbunden, welches dessen Bewegung
villig mitmacht, aber stets der Anfangslage parallel bleibt, so kann
man die Drehung des Korpers auffassen als scheinbare Bewegung
gegen dieses mit der Beschleunigung p, sich verschiebende Achsen-
kreuz. Diese Bewegung kann dann betrachtet werden wie eine
Drehung um den festliegenden Schwerpunkt, wenn man an allen
- Punkten des Korpers die entsprechenden Erginzungskrifte [— mpy)
anbringt. Weil diese sich gleichmiiflig tiber die ganze Masse ver-
teilen, so liefern sie eine Mittelkraft — Mp,, die durch den
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Schwerpunkt geht, daher auf die Drehung um ihn keinen Einflul
haben kann. Die Drehung geschieht also gerade so, als ruhte der
Schwerpunkt.

Ist nun die durch den Schwerpunkt gelegte Achsenstrecke des
Gesamtkriftepaares It eine freie Achse und bhat der Korper
anfinglich keine Drehung um eine andere Achse, so wird die Dreh-
achse ihre Richtung im Raum und im Korper nicht éndern, und der
Korper wird sich um diese Achse des Gesamtkriftepaares I gerade
so drehen, als wire sie eine festgehaltene Achse. Denn, hielte man
sie tatsichlich fest, so wiirden die Widerstinde des Festhaltens
wegen dieser Eigenschaft der freien Achse (S.338) zu Null werden.
Die Drehung um diese Achse erfolgt dann mit der Winkelbeschleuni-
gung €=M :J (S.325, Gl 2). — Dies trifft zu fiir eine gleichartige’
Kugel unter Einwirkung beliebiger, aber gleichbleibender Krifte, wenn
sie zu Anfang keine Drehbewegung um eine andere Achse als die
Achse des Gesamtmomentes it hatte. Der Schwerpunkt beschreibt
eine Parabel; die Achse It verschiebt sich mit dem Schwerpunkte
und bildet, weil jeder Durchmesser eine freie Achse ist, fortwiihrend
die Drehachse fiir den Korper. — Ist aber die Achse It durch
den Schwerpunkt keine freie Achse, oder ist zu Anfang schon
eine Drehung um eine andere Achse vorhanden, so dndert die
Achse, um welche die Drehung geschieht, fortwiihrend ihre Richtung
im Korper und im Raum; es entsteht neben der Bewegung des
Schwerpunktes, die hiervon nicht beriihrt wird, im allgemeinen eine
unregelmifig wirbelnde Bewegung um den Schwerpunkt, die so ver-
wickelt ist, daf} sie an dieser Stelle nicht weiter behandelt werden
soll; man kann solche Bewegung heobachten, wenn man einen Stab
so fortwirft, dal} er eine Drehung um eine schief zu ihm liegende
Achse mit auf den Weg bekommt. Wird ein Stab (Speer oder
Ger) in der Mitte erfalt und in wagerechter Lage so fortgeworfen,
daB er keine- Drehung auf den Weg bekommt, so beschreibt sein
Schwerpunkt — abgesehen von der Wirkung des Luftwiderstandes —
cine. Wurfparabel; die Stange erfihrt, weil It = O ist, keine
Drehung, sondern bleibt immer ihrer Anfangslage parallel, stellt
sich aber nicht etwa tangential zur Wurflinie. Anders ist es mit
einem gespitzten und gefiederten Pfeile; dieser wird durch den
Luftwiderstand stets so gedreht, daB seine Liingenrichtung ziemlich
tangential zur Wurflinie sich stellt
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¢) Rollbewegung auf schiefer Ebene. Fuhrwerke.

Bewegung ohne Beriicksichtigung des Rollwiderstandes. Hat
ein Umdrehungskorper eine Winkelgeschwindigkeit « rechtsherum um
seine geometrische Achse und wird er gleichzeitig rechtwinklig zur
Achse mit der Geschwindigkeit w = rw nach rechts verschoben, so
setzen sich die Geschwindigkeiten - der verschiedenen Punkte eines
Kreises vom Halbmesser » aus den Einzelgeschwindigkeiten »w
rechtwinklig zum Drehungshalbmesser und v = rw
zusammen. An dem Punkt 4 (Fig. 414)-ist dann Cigd i
die Gesamtgeschwindigkeit » = 0. Bringt man
den Koérper an dieser Stelle mit einer Ebene in
Beriihrung, welche mit « und der geometrischen {/\

Achse des Korpers parallel ist, so wird der Um- \y/ L%
drehungskérper sich gegen diese Ebene in der Art A% .U
bewegen, dafl die Beriihrungsstelle fortwiihrend

wechselt, dafl an der Beriihrungsstelle aber stets die relatlve Gleit-
geschwindigkeit Null ist. Eine solche Bewegung nennt man eine
Rollbewegung. Andere, ebenfalls aus Drehung und Verschiebung zu-
sammengesetzte Bewegungen, bei denen aber die Bedingung rw = u -
nicht erfiillt ist, erscheinen iduBerlich ebenfalls wie Rollbewegungen,
sind es aber nicht, sondern sind, weil an der Berithrungsstelle die
relative Gleitgeschwindigkeit nicht gleich Null, Gleithewegungen
sich drehender Kiorper auf einer Ebene. Fiir die Kriifte und
damit auch fir die Gesetze der Bewegung ist es von mafBgebender
Bedeutung, ob die Gleitgeschwindigkeit an der Berithrungsstelle Null
ist oder nicht. Im ersteren Falle kommt niimlich die Reibung im
allgemeinen mit einem Betrage 7'< /N zur Wirkung, wihrend,
wenn « nur im geringsten von rw abweicht, der volle Betrag der
Reibung /N wirksam wird.

An dieser Stelle behandeln wir die reine Rollbewegung und .
werden die Gleithewegung Seite 359 besprechen.

Das Arbeitsvermdégen der Rollbewegung 1st nach
Seite 345 1/ Mu? + 1aw?J, oder, wenn u die auf den Halbmesser
des Rollkreises » bezogene Masse (wegen rW=u):

1) Lo martme

Wird ein Umdrehungskorper (Aylmder Reif oder Kugel) mit

der Geschwindigkeit Null auf eine schiefe Ebene gesetzt und lediglich

u-l.-/ :t , WL 'l < ]

Vv



~ verrichtet, denn N und 77 greifen an

<
/ 2) V= _ﬂ )

—
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der Einwirkung der Schwere Mg und des Normalwiderstandes N der
Ebene tiberlassen, so wiirde er unter Annahme vélliger Glitte nicht
in Drehung geraten kdnnen, weil Mg und N beide durch den Schwer-
punkt gehen; es wiirde der Korper also eine beschleunigte, rein
fortschreitende Gleitbewegung ausfithren. In Wirklichkeit setzt sich
ein Reibungswiderstand 7" dem Gleiten entgegen, und wenn dieser in
der erforderlichen Grifle zur Wirkung gelangen kann, so wird er das
Gleiten verhindern und eine Rollbewegung erzeugen. Unter welchen
Bedingungen dies geschieht, bleibt noch zu untersuchen. Daher
setzen wir zunichst voraus, daf eine vollkommene Rollbewegung
stattfinde, welche entweder durch Reibung erzeugt, oder durch einen
um den Rollkreis geschlungenen, von 4 aus auf der Ebene¢ nach
oben hin gerade gestreckten und an ihr befestigten Faden, oder
endlich durch eine Verzahnung von Rollkreis und Bahn erzwungen
werde. Dann wird durch eines dieser Mittel die fiir das Rollen
erforderliche Umfangskraft 77 geliefert.

Beginnt die Rollbewegung mit der Geschwindigkeit Null und
ist die Geschwindigkeit des Schwerpunktes, nachdem dieser um 4
gesunken, v geworden (Fig. 415), so ist die Zunahme an Arbeits-
vermogen Y2 (M + u)v?. Arbeit wird
nur von der Schwere im Betrag Mg 7

Fig. 415.

der Beriihrungsstelle 4 an, deren Ge-
schwindigkeit Null ist. Hiernach muf}
Vo (M4 u)v?= Mgh sein, oder

y7
Yeile M

Will man die Bewegung in ihren Einzelhe{ten kennen lernen,
so mufl man die Beschleunigungen beider Fig. 416.
Einzelbewegungen berechnen. Zerlegt man Mg
in Mgsino und Mg cos« (Fig. 416), so mufd
3) N=Mgcosa
sein, weil der Schwerpunkt sich geradlinig S /
bewegt, d. h. keine Zentripetalbeschleunigung g : |M9°z;d
erfihrt (S. 71).  Die Beschleunigung p des L
Schwerpunktes erhdlt man nach Seite 172, indem man 7' an den

)
J
W (

\

4
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Schwerpunkt verschoben denkt, mithin ist Mp = Mgsina — 7T,
Weil 7" noch unbekannt, ist eine zweite Gleichung erforderlich. Da
in jedem Augenblick »w = », so muf} das gleiche Verhiiltnis auch
fir die Beschleunigungen gelten, d. h. »e=p. Weil nun die
Umfangsbeschleunigung »e = p von 7' herrithet, so ist nach
Gleichung 4, S. 326:

4) Lot

Fihrt man dies in obigen Ausdruck fur Mp ein, so ergibt sich
schlieBlich

5) p:Mgsina_ g sin o

M+ —1+{}[{_

)

d. h. die treibende Seitenkraft der Schwere Mg sina ist nicht allein
durch die Masse M, sondern durch die Summe M -+ u zu teilen,
da sie nicht nur die fortschreitende Masse M, sondern zugleich die
Schwungmasse « zu beschleunigen hat (vergl. S. 234). -
Hiermit ist auch die Umfangskraft 7" bestimmt (Gleichung 4) zu
6) T:ﬂp:uMMg_v:izamMgbma
4 1 +

Soll nun die Rollbewegung allein durch die Relbung, ohne sonstigen
Zwang, gesichert sein, so mufl 77</N= f Mg cos o sein, oder

m Mg sin o

o e </ Mg cos a.
Das gibt, nach « aufgeldst: /
g g o ,/
) tgas/(1+ ). v

Geniigt die Neigung der schiefen Ebene dieser Bedingung, so ist
Rollbewegung moglich. Bei zu grofler Neigung ist /Mg cosa zu
klein, um die der groBen Schwerpunktsbeschleunigung p ent-
sprechende Umfangsheschleunigung zu erzeugen; es wird daun eine
Gleitbewegung entstehen.

Natiirlich ist die betrachtete Rollbewegung nur moglich, wenn
die Wirkungsebene der Krifte N und 7' durch den Schwerpunkt
geht. Es findet dies statt beim Zylinder, beim Reif, bei der Kugel;
nicht heim Kegel, wohl aber bei einem Doppelkegel und allgemeiner
bei jeder Achse, auf der zwei symmetrische Umdrehungskorper als
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Riider befestigt sind. Da beim diinnen Reif u = M, beim Zylinder
w=12M, bei der Kugel u©= 04 M (S. 321 und 322), so wird

fir den Reif:
v=0,701V29h =" gh; p=1'2gsina; T=12Mgsina; tga <2f;
fir den Zylinder:

v = O,BITVQgh; p=>23sgsina; T=1s Mgsina; tga <3f;
fir die Kugel:

v= 088V 2gh; p=>51gsina; T=>21Mgsina; tga<35f.
Dagegen wiirde fiir reibungsloses Gleiten gelten

v=V2gh; p=gsina.

Reif, Zylinder und Kugel, auf schiefer Ebene nebeneinander
losgelassen, bewegen sich hiernach mit verschiedenen Geschwindig-
keiten. Die Kugel eilt am meisten; und zwar sind dabei die
Durchmesser ohne Einflu); nur auf die Form der Korper kommt

es an. Hierbei wurde kein Rollwiderstand vorausgesetzt, der
natiirlich die Ergebnisse dndern muf.

Wird der Korper in eine aufwéarts gerichtete Rollbewegung
versetzt und der Schwere iiberlassen, so kénnte man auf den ersten
Blick vielleicht meinen, der Sinn der Reibung 7' miiite mit der
Umkehrung der Bewegung sich ebenfalls umkehren. Dies wiire
jedoch ein Trugschlufl, denn an der Beriibrungsstelle findet ja
weder in der Richtung aufwiirts, noch abwirts ein Gleiten statt,
mag der Korper aufwirts oder abwirts rollen.
Daf} vielmehr 7" beim Aufwirtsrollen denselben
Sinn behalten mufl wie beim Abwirtsrollen, er-
kennt man aus folgendem: Beim Aufwirtsrollen
wird die- Arbeit der Schwere negativ, somit mul}
die Bewegung des Schwerpunktes verzigert sein,
und Gleiches folgt hieraus fir die Drehbewegung.
Damit aber die einzige Drehkraft 7' beim Auf-
wirtsrollen eine Verzogerung der - Drehung erzeuge, muf} sie
(Fig. 417) aufwirts gerichtet sein. Da nun die Kriifte jetat genau
dieselben sind wie beim Abwirtsrollen, so gelten auch fir p, 7
und tga dieselben Gleichungen wie beim Abwirtsrollen.

Fig. 417.
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Geschieht die Rollbewegung nicht auf einer schiefen Ebene, sondern im
unteren Teil einer Zylinderfliche vom Halbmesser R -+ 7 mit wagerechten
Erzeugenden (Fig. 418), so ist die Geschwindig-
keit des Schwerpunktes in der Zwischenlage 2 Fig. 418.
nach der auch hier giiltigen Gleichung 2
(Seite 348)

vZ]/th =]/‘.),gR(covs19—0(')soz)
14 & L+ 4

M

wenn die Bewegung bei 4 mit der Geschwindig-
keit Null begann. Bei einem mathematischen
Pendel von der Fadenlinge R wiirde -

0, =1/-;‘2_(;17R (cos % — cosa)  sein.
Die Vertauschung des einfachen Pendels mit einem hin und her rollenden

Korper ist also (wegen der Verkleinerung der Beschleunigung des Schwer-
punktes, S. 349) gleichbedeutend mit einer Ersetzung der Fallbeschleunigung ¢

durch den kleineren Wert g: (1 + —/—ir); mithin wird die Dauer einer kleinen

M
einfachen Schwingung sein

: - EG )

Bewegung der Fuhrwerke mit Beriicksichtigung des Roll-
widerstandes. Tragen die auf schiefer Ebene rollenden Riider von der
Gesamtmasse M ein Fuhrwerk von der Masse M;, welches nur
an der Verschiebung mit der Beschleunigung p teil nimmt,
so denkt man sich zur Berechnung der letzteren die Masse 2,
zundchst an der Achse des rollenden Korpers
reibungslos aufgehiingt. Die Gelenkstange zur
Aufhiingung nimmt dann im relativen Ruhe-
zustande gegen die Achse des rollenden Korpers
eine Richtung an, welche von der Recht-
winkligen zur schiefen Ebene um einen Winkel
# abweicht (Fig. 419). Nennt man die Spann-
kraft der Stange, die zugleich den Druck auf
die Achse bedeutet, 1, so miissen . und f
$0 bestimmt werden, dafl M, die Ver- v
schiebungsbeschleunigung p erfahre.  Ersetzt man die Stange
durch die Kraft 7> und zerlegt die an 3, wirkenden 7> und M, g

Fig. 419.1




352  Zweite Abteilung. B. Beschleunigte Bewegung starrer Korper.

parallel zur schiefen Ebene und rechtwinklig dazu (Fig. 420), so wird
D cos B = M,gcos o, ferner M;p= Mgsina— Dsinf oder
D sin = M;gsina — M, p. Daraus folgt

Fig. 420.

p
tO‘ S 3 = b
gh=1g g cosa’

)
9) Dzmjlng—Zsma]g—{—<§1)

An dem rollenden Korper 2 wirken nun g"q’.' 7
die in Figur 421 angegebenen Kriifte, wo Il
das gesamte, aus Zapfenreibung und Roll-
widerstand herrithrende Moment bedeutet. Nach
S. 299 ist M = 12Dfd -+ Ne, wenn d der Zapfendurchmesser, e
der Arm des Rollwiderstandes. Dann gilt fiir diec Beschleunigung p
des Schwerpunktes

Mp = Mgsina+ Dsinff— T oder Fig. 421,

10) Mp= Mgsina+ M,gsina— M, p— T
und fiir die Umfangsbeschleunignng der
Drehung nach S. 326

Hp == T—E oder

R’
Dfd . Ne

wenn R der Halbmesser des Rollkreises. Setzt man dies in
Gleichung 10 ein, so ergibt sich
Dfd Ne

M, = ]
(M+ M, + ) p= (Mg + M,g) sin a — SE R

Diese Gleichung ist nach p nicht ohne weiteres aufzuldsen,
weil in D nach Gleichung 9 die Grifle p ebenfalls noch vorkommt.
Fir alle wichtigeren Fiille aber, in denen ein Fuhrwerk frei liuft,
ist « und daher auch p:g¢ nur klein im Verhiltnisse zu Eins, so
dal man mit geniigender Anndherung D = M, g setzen kann.
Mithin wird der Zapfenreibungswiderstand M, g/d: (2 R), und, weil
N=(M~+ M) g cos o, der Rollwiderstand (M + M,) g cos a-e: R,
wobei fiir schwache Neigungen cos o mit Eins vertauscht werden darf.

Fithrt man aber, wie S. 301, wiederum die Gleichgewichts-
Neigung a, ein, welche so beschaffen, daf}, wenn « = a;, p = 0 ist,
80 wird die Summe der belden Widerstinde wieder gleich mit



7d. Anhalten der Wagen einer selbstwirkenden Seilbahn. 353

(M + M,) gsina,, und wenn man dann noch, wie frither (S. 300),

sina mit o vertauscht, so-entsteht

11) M+ My + 1) p = (M+ ) g (2 —ap),

worin auf der linken Seite die Beschleunigung p mit der Summe

der drei Massen multipliziert erscheint, welche an der Beschleuni-

gung p teil nehmen (ebenso wie bei der Fallmaschine, S. 334).
Beispiel: Fir einen Eisenbahnwagen auf schiefer Ebene sei Mg = 2000,

M, g = 8000, pg = 1000 kg, a = 1:200, oy=1:400. Dann wird, wenn

man auf beiden Seiten der Gleichung 11 statt der Massen die Gewichte einfiihrt,

11000p = 10000 g - */a00 oder

s & = 0,023 M/gek:.
Ohne Geschwindigkeit losgelassen, wird der Wagen in 10 Sekunden eine
Strecke 1/2pt? = 1,1m zuriickgelegt haben, innerhalb einer Minute aber 36 mal
soviel, néimlich 39,6 m. ~Der Wagen liuft auf dem Gefille 1: 200 unter
EinfluB der Widerstinde ganz so, als ob er widerstandslos sich auf einem
um o, schwiicheren Gefille 1:400 bewegte.

d) Das Anhalten der Wagen eiuer selbstwirkenden Seilbahn,
eines sog. Bremsherges.
Hat man beim Bau eines Einschnittes, beim Betrieb eines
Steinbruches, Bergwerkes oder dergl. Erd- oder Steinmassen nach

einem tiefer gelegenen Orte zu befordern, so kann zu diesem Zweck

eine Seilbahn benutzt werden. Auf dem einen Gleise fihrt ein

Keck-Hotopp, Mechanik I. 23
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beladener Wagen W; hinab und zieht durch das Uebergewicht der
Ladung einen leeren Wagen W, auf dem anderen Gleise empor
(Fig. 422). Jeder Wagen ist zu dem Zweck an einem Drahtseil
(S, und S,) befestigt, und beide Seile sind derartig um eine am
oberen Ende der Bahn gelegte Seiltrommel 7" geschlungen, daf} die
Bewegung in der gewiinschten Weise vor sich gehen kann..

Zur Regelung der Geschwindigkeit und zum Anhalten der Wagen
dient eine mit der Seiltrommel verbundene Bremse B, deren lingerer
Hebel H durch ein Gewicht P niedergedriickt wird.

Der Neigungswinkel der schiefen Ebene sei a; das beladene
Fuhrwerk habe das Gewicht M, g, die Schwungmasse seiner Rider
und Achsen, d. h. ihre auf den Rollkreis bezogene Masse, sei u,;
fir das leere Fuhrwerk seien die entsprechenden Grofen M,g
und u,. Ein solcher Wagen habe auf einem Gleise, wie es in
der Forderbahn liegt, ein Gleichgewichtsgefille ay, d. h. M, g - a,
stellt die Summe der Zapfenreibungs- und Rollwiderstinde des
Wagens vom Gewicht M, ¢ dar auf wagerechter Bahn (s. S. 301);
dann wird der Gesamtwiderstand des Wagens auf der geneigten
Bahn nur Mg cosa - o, betragen, weil der Wagen nur mit der
Seitenkraft M, g cosa auf das Gleis driickt. Soll das bergab
laufende Fuhrwerk angehalten werden, so muf} man ihm eine Ver-
zogerung erteilen, die einer aufwérts gerichteten Beschleunigung p,
gleichkommt. Im Sinne dieser Beschleunigung wirken an dem Wagen
die Spannkraft S, seines Seiles, sein Widerstand Mg cosa « o,
withrend die Seitenkraft 3/, g sin o seines Gtewichtes entgegengesetzt
gerichtet ist. Da nun die Masse M des ganzen Fuhrwerks die
Verschiebungsbeschleunigung p,, die Schwungmasse u, der Rider die
gleiche Umfangsbesehleunlgung erfihrt, so wird, wie in Gleichung 11,
Seite 353
1) (M, + 1)) p; = 8, — M, g (8in & — &y cos a).
. Das aufwiirts gehende leere Fuhrwerk Mg erfihrt die gleiche Be-

schleunigung abwiirts; gleichwohl moge dieselbe einstweilen zum
* . Unterschiede p, genannt werden. In diesem Sinne wirken M,g sin«
und der der Aufwirtsbewegung entgegen gerichtete Widerstand
Myg cos o - ay; aufwirts wirkt die Spannkraft S, des an diesem
Wagen befestigten Seiles; daher wird

2) (]”2 + ,ug) Ps = MQg (Sin a ‘}" oy COS C() = Sg 7

i
i
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Aus Gleichung 1 und 2 folgen die Seilkriifte

3) 8y = M, g (sina — o cos a) ++ (M, + 1) py;

4) 8y = Myg (sin a + oy cos a) — (M + ) ps.
Sind S; und S; (Fig.

423) die Spannkrifte des Fig. 423.

Bremsbandes der mit der
Trommel vom Halbmesser »
verbundenen Bremsscheibe
vom Halbmesser R, so
erzeugt - die Bandreibung
an der sich linksherum
drehenden ~ Scheibe ein
Widerstandsmoment

i

ca_
5) (8= 8) R=8, (¢/*—1) R= 8, T—

(s. S. 280 und 283). An der Trommelachse entsteht ein Zapfen-
reibungsmoment Df-1/2d, wenn D der Zapfendruck, d der
Zapfendurchmesser ist. Wegen der Seilsteifigkeit (S. 288) ver-
mindert sich der Hebelarm der Spannkraft S;, welche im Sinne
der Drehungsrichtung der Trommel wirkt, von » auf » — e, withrend
derjenige der Seilkraft S, sich von » auf » -+ e vergriBert.
Ist 0 der Durchmesser des Seiles, so setze man (nach Gleichung 3,
8. 305) e= 6,502 (alle Mafle in Metern). Die linksherum sich
drehende Trommel mufl beim Anhalten eine rechtsherum gerichtete
Winkelbeschleunigung ¢ erfahren. Wird mit u, die auf den
Trommelumfang bezogene Masse der Trommel nebst Bremsscheibe,
also mit py7? ihr Trigheitsmoment bezeichnet, so ist (nach
Gleichung 2, S. 325)

6) pyrt-e=(S4—8) R—B (r—e) + Sy (r+ &) + Df - Yad.
Bezeichnet man nun die Umfangsheschleunigung » - & der Trommel,

welche gleich den Beschleunigungen p, == p, der Fuhrwerke sein
muf}, zuniichst mit p,, so wird die hierfiir erforderliche Band-

reibung
r f ¢ d\
1) S4—S3:R‘lﬂ319:-;+81“82_(Sl+SQ);"‘Dfé_rj'

23%
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Mit den Armverhiltnissen des Bremshebels (grofier Arm «, kleiner
Arm b, rechtwinklig zu S; gemessen), ergibt sich dann die er-
forderliche Belastung P am lingeren Hebel zu

b ¢7% b

Beispiel: Ein Bremsberg habe auf eine wagerechte Linge von 200 m

eine Hohe von 100 m, dann ist

tga=05; a=26°34"; sina = 0,447; cosa = O01; seca = l,us,
daher die schriig gemessene Linge 200 - 1,18 = 224 m, Der leere Wagen
wiege 2000 kg, der beladene 6000 kg; Gleise und Fuhrwerk seien von solcher
Beschaffenheit, daf das Gleichgewichtsgefille oder die Widerstandsziffer
ay = 0,008 gesetzt werden kann. Das Seil habe den Durchmesser ¢ = 2 cm
= 0,00 m und das Einheitsgewicht q¢ = 1,25 kg/;y, dann ist

= 6,5 - 0% = 6,5 - 0,002 ™.

Die Seiltrommel habe den Halbmesser » = 0,75 m; die Bremsscheibe den Halb-
messer B = 1,25 m,

Die Wagen sollen sich regelmiBig mit einer Geschwindigkeit von 1 m/gex
bewegen; der Sicherheit halber werde vorausgesetzt, es sei die Geschwindig-
keit durch einen Zufall auf v = 2 m/gek angewachsen und es miisse nun die
Bewegung lings eines Weges - von s = 2m zum Aufhéren gebracht werden.
Dann gilt fir die dazu erforderliche Zeit ¢ (siehe S. 13):

8=t oder ¢ = 2—8;
2 v
somit betrigt die Verzigerung
o e =1 m/geks
V4 t 28’ R sek?.

Die Fallbeschleunigung werde durchweg zu g = 10 angenommen; die
Schwungmasse der Rider eines Wagens betrage p, = p, = 40; es wird
oy + c0s @ = 0,008 - 0,894 = 0,007. Das Gewicht eines ganz abgewickelten Seiles
betrigt 224 - 1,25 = 280 kg. Versteht man unter S, und S, die Spannkriifte
der Seile an Stellen dicht neben der Trommel, so miissen

diese den abgewickelten Teilen der Seile die gleiche Be- Fig. 424,
schleunigung erteilen wie den Fuhrwerken ; diese Seilgewichte N
konnen also den Wagengewichten beigeziihlt werden, und

zwar gilt dies auch beziiglich der Widerstinde. Das Seil /

hingt nimlich nicht auf eine groBe Liinge frei, weil die

dazu erforderliche Hohe nicht vorhanden ist, es wird viel-

mehr, damit es nicht auf dem Boden schleife, durch Rei-

bungsrollen unterstiitzt, welche es durch Reibung mitnimmt,

ohne auf ihren Umfiingen zu gleiten (Fig. 424). Zum

Mitnehmen ist eine Umfangskraft-7' erforderlich, fiir welche gilt (s. 8. 271/72)
Nf-ta2d, =T R,, wenn d, und 2 R, Zapfen- und Rollendurchmesser bedeuten.
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Mit f = 0,08 und 2 R, = 10d, wird dann 7': N = 0,008, ebenso groB} wie «,
fitr die Fuhrwerke. Die Wagen sind offenbar am schwersten zu bremsen, wenn
der volle unten, der leere oben ist; dann mufl man also

M, g = 6000 + 280; M,g = 2000 kg, daher
M, = 628; M, = 200 setzen.
Hiermit wird Gleichung 3

S, = 6280 (0,47 — 0,007) + (628 + 40) 1 = 2763 + 668 = 3431 kg
als stiirkste Zugkraft im Seile. Gleichung 4 gibt:

S, = 2000 (0,847 + 0,007) — (200 + 40) - 1 = 908 — 240 = 668 kg,

Die Trommel habe mit EinschluB des darauf befindlichen Seiles und der
Bremsscheibe ein Gewicht von 1600 k¢ und einc auf den Abstand 7 = 0,75 m
bezogene Schwungmasse p, = 150. Der Zapfendruck D der Trommel wird
wesentlich durch S, 4 S, bedingt; die VergréBerung, welche er noch durch
das Gewicht der Trommel einschl, des aufgewickelten Seiles erfihrt, kann wohl
vernachlissigt werden, da dieser VergroBerung noch eine Verminderung durch
die Bremsbandkriifte S, und S, gegeniibersteht und schlieBlich der Einfluff der
Zapfenreibung hochst unbedeutend ist. Daher werde D = S, 4 S, = 4099
gesetzt; dann wird mit £ = Oes und 27 = 10d aus Gleichung 7:

% "{ {50+ 1 o6 SABY = AR = gy v S0ty 2089 Oy

1,25 g 0,75 10

= 0,6 (150 + 3431 — 668 — 14 — 33).

Hieraus ist ersichtlich, daf die beiden letzten Glieder (Seilbiegungs-
und Zapfenreibungs-Widerstand an der Trommel) verschwindend klein sind.
Es wird S, — 8§, = 0,6 - 2866 = 1720 ke.

Ist f = 0,8 die Reibungsziffer des Bremsbandes, « = 0,7 - 27 der um-
spannte Bogen, so wird e/ % = 2,21; sind noch a = 3,00m und b = 0,05 m die
Arme des Bremshebels, so gibt Gleichung 8:

2,21 0,05
201 —1 3

8y — 8 =

P = 1720 .

= 52, kg,

Fir die gleichmiBige Bewegung (mit p, = p, = p; = 0), und
zwar in dem Augenblicke, wo der volle Wagen oben ist, also M, g = 6000;
M,g = 2000 + 280 betrigt, geben die Gleichungen 3, 4, 7 und 8:

S; = 6000 (0,447 — 0,007) = 2640 kg;
S, = 2280 (0,447 + 0,007) = 1035 kg;
0,
8, — 8 = 00{2640 — 1035 — (2640 + 1035) - 0""“ — (2640 + 1035) - T(‘;_"}
= 0,6 { 2640 — 1035 — 13 —29} = 938 kg,

-,21 0,05

P, = 938 7 2% = 985 k.
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Im vorstehenden ist fiir die Bremse der ungiinstigste Fall angenommen,
daB die Drehung der Trommel linksherum erfolgt, wobei von den Brems-
bandkriften die groBere am Hebel angreift und von P hervorgerufen werden
muB, wihrend die kleinere vom Gestell aufgenommen wird. - Bei Rechts-
drehung aber greift die groBere am Gestelle, die kleinere am Hebel an (vergl.
S. 283). Bei Rechtsdrehung wird also fiir das Anhalten

9 5 9
1720 b _ 1720 0w _ 5% gy

P =
P AR, Y2 e 20

fiir den Beginn der Bewegung
938 0,05 2855
ler 3 T 9

Es empflehlt sich nun, ein Gewicht, welches das Mittel aus P, und Py
ist, d. h. rund 21%g, an dem Hebel dauernd zu befestigen. Soll dann die
Trommel sich rechtsherum in Bewegung setzen, so hat der Wiirter den
Hebel mit 21 — 13 = 8k Kraftaufwand zu heben, withrend er bei der
Linksdrehung den Hebel dauernd mit 285 — 21 = 7,5 k3 abwiirts zu driicken
hat. Das Anhalten aus der Rechtsdrehung erfordert ein Niederdriicken mit
24 — 21 =3 kg, dasjenige aus der Linksdrchung ein solches mit 523 — 21
= 31,3 kg, die der Wirter mit seinem Korpergewichte leicht auszuiiben vermag.

Die Gleichungen 1 bis 7 lassen auch erkennen, was geschehen wird,
wenn der Wirter des Bremsberges in dem Bestreben, die Wagen moglichst
schnell anzuhalten, den Hebel einmal ungewdhnlich stark belastet. Dann ent-
steht eine groBere Verzogerung aun der Trommelwelle, und es kann infolge-
dessen vorkommen, dal das Seil des leeren Wagens spannungslos wird. Nach
Gleichung 2 wird S, =0 fir

 M,g(sina+ aycosa) 2000 (0,aa7 + 0,007)

Bz M, + 1, 7 240

Bei der gleichen Verzogerung p, = 3,8 wiirde nach Gleichung 3
S, = 6280 (0,447 — 0,007) + 628 - 8,8 = 5153 kg ;

sie verlangt nach Gleichung 6 (mit S, =0 und D =S,) eine Bandreibung

= 13%g..

Po’ oY

= 3,8 m/sekz .

8, —8; = 0 e {150 3,8+ 5153 (1 — 0,0085 — 0 ooa)} = 3400 kg
und bei Rechbsdrelmng der Trommel eine Hebelbelastung
3400
= N
Rl i ek

Bei dieser Belastung wird das Seil S, gerade spannungslos. Belastet man den
Hebel aber noch stiirker, so wird die Verzogerung noch groBer, und Gleichung 4
wiirde nun fiir S, einen negativen Wert liefern. Da eine negative Spann-
kraft in einem Seil aber nicht méglich ist, so wird die Kraft S, = 0 bleiben,
das Seil aber nun schlaff werden. Infolgedessen verliert die geometrische
Bedingung gleicher Geschwindigkéiten und Beschleunigungen von M, und MM,
ihre Giltigkeit; es erfihrt nunmehr jeder Wagen seine besondere Bewegung.
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Wiihrend das beladene Fuhrwerk in kurzer Zeit ¢, lings des Weges s
zur Ruhe kommt, liuft der leere Wagen, von dem Augenblicke des stiirkeren
Bremsens an gerechnet, mit der Verzogerung p, um eine lingere Strecke s,
aufwiirts, wobei das Seil um den Unterschied s, — s, schlaff wird. Dann kehrt
der leere Wagen unter Wirkung seines Gewichtes die Bewegung um, erreicht
nach Zuriicklegung des Weges s, — 8 mit der Beschleumgung p, eine Ge-

schwindigkeit v, und ein Arbeitsvermégen (M, + 1, 2 , welches durch die
Arbeit der inneren Kriifte des Seiles zu Null gemacht werden muf.
Fiigt der Wiirter z. B. der festen Hebelbelastung von 21%g noch sein

ganzes Korpergewicht von 75 kg hinzu, so daB P = 21 4 75 = 96 kg ausmacht,
so entsteht bei Rechtsdrehung der Trommel eine Bandreibung

96 - 3(fa

s_s__ 1) = 96 - 60e 1,20 = 6970 kg .

Dann wird nach Gleichung 6 mit re=p, und S,=0:
150p, - = 6970 R — S, (r — 0,0026.— 0,08 - 0,1 - ) oder
6 « 1,25
150 p, = i S, 0,9885 .
0,75

Gleichung 1 aber liefert fiir die Verzogerung p, des vollen Wagens:

628 p, = S; — 6280 (0,447 — 0,007) .
Aus beiden Gleichungen folgt nach Iintfernung von S, :p, = 11,2 m/sei®.
Mit dieser Verzogerung wird die Geschwindigkeit von 2 m/gx in der Zeit

2
t, = % = 0,18 sek liings eines Weges s, e t, = 0,18 m aufgezehrt.

Die Verzogerung p, des leeren Wagens folgt aus Gleichung 2 mit
=05 es ist : '
Pyl 240, = 2000 (0,847 + 0,007),
also p, = 3,18 M/sek®. Mit ihr wird die Geschwindigkeit von 2 m/ger in der

Vi) 2 y 3 20,53
Zeit t, = i 0,58 <ek liings eines Weges 8, = —
Das Seil des leeren Wagens wird also um s, — 8, = 0,58 — 0,18 = 0,35 m schlaff.
Beim Abwirtsrollen hat das leere Fuhrwerk eine Beschleunigung

, . M,g (sin o — oy cos o) 2000 - 0,4
Py = M, 1, 240
und erreicht mit dieser lings des Weges s, — s = 0,35m bis zum Spannen
des Seiles eine Geschwindigkeit v, =V_2p._,’ (8, — ;) = 1,6 m/sek und ein
Arbeitsvermégen 240 - p, (s, — 8 ) = 308,3 mkg, welches von dem  Seil auf-
genommen werden muf}. '

== 0,53 m aufgezehrt.

it 3,87 m/sek2

¢) Gleitbewegung sich drehender Korper auf schiefer Ebene.

Beim Rollen, wo die Geschwindigkeit des Korpers gegen die
Ebene an der Beriithrungsstelle Null ist, tritt der Reibungswiderstand
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nur in derjenigen Grofle auf, die erforderlich, um das Gleiten zu ver-
hindern. Ist daher (GL. 7, S. 349) tg o <f'(1 + f—f) , 80 ist T</N;

sind aber die anfinglichen Einzelbewegungen so beschaffen, daf} an
der Beriihrungsstelle ein Gleiten stattfindet, so tritt die Reibung in
der GroBe f Mg cos o auf; doch wird
nach einer gewissen Zeit die Gleit-
bewegung in eine Rollbewegung
iibergehen, wenn die Bedingung fiir
eine solche (Gl 7, S. 349) erfillt
ist, und in diesem Augenblicke ver-
mindert sich dann die Reibung plotz-
lich. Der Umdrehungskdrper habe
zu Anfang (Stellung I in Fig. 425)
eine Drehung mit der Umfangsge-
schwindigkeit » w, eine Geschwindig- Ny

keit des Schwerpunktes ¢ und werde mit diesen Geschwindigkeiten
auf die schiefe Ebene gesetzt, so dafl an der Beriihrungsstelle die
Gesamtgeschwindigkeit ¢ —rw, entsteht. Es sei ¢> rw,, dann
o wirkt in Figur 425 der Reibungswiderstand fMg cos a abwirts, die
* Seitenkraft der Schwere Mg sin « ebenfalls abwiirts. Der Schwer-
* punkt erfihrt dadurch eine abwirts gerichtete Beschleunigung

Fig. 425.

L) p =g (fcosa-sina).

Die Drehung erfihrt nach S. 326 und unter Vernachlissigung des
Rollwiderstandes eine Umfangsbeschleunigung

2) re=f%[g cos a.

In ¢ Sekunden entstehen die Geschwindigkeitsinderungen
¢c—v=pt und 7 (0 — wy) =ret
mit dem Verhiltnisse

3) -

rw-—1rao,

G

it 2
re’

Soll nun v diejenige Greschwindigkeit des Schwerpunktes sein,
bei der die Rollbewegung bheginnt (Stellung II, Fig. 425), so muf}
ro =v eingesetzt werden. Hiermit liefert die letzte Gleichung,
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cré+ pro,
P re

y i ge= ;
das Rollen beginnt, ist dann ¢, = gt oder nach Einsetzen von v

nach v aufgelost: v = ; die Zeit ¢, nach welcher

0—7"(00
e

Nach dieser Zeit ¢ ist die Geschwindigkeit an der Beriihrungs-
stelle Null, und die Reibung wechselt ihren Sinn. Ist nun die Be-*
dingung Gleichung 7, S. 349 erfiillt, so wird eine Rollhewegung ein-
treten. Andernfalls wird die Gleichheit der beiden Geschwindigkeiten
v und 7@ nur einen Augenblick wihren, aber sogleich wieder auf-
horen, weil die Reibung nicht hinreicht, sie zu erhalten. — Fiir
rw,=>c¢ wechselt die Reibung in Figur 425 ihren Sinn, es wird

4) & tl

p =g (sin a — £ cos a), rs:—f%—gcosa und

"% wie man leicht findet.
NEi=p

Beispiel 1: Eine Kugel von 0,m Halbmesser werde nach Figur 425
mit 8m sekundlicher Geschwindigkeit des Schwerpunktes und 2m Umfangs-
geschwindigkeit der Drehbewegung auf eine mit « ='/10 ansteigende Bahn
geworfen. Die anfiingliche Gleitgeschwindigkeit ist daher 6m/sex. Die
Reibungsziffer betrage f = 0,2.

In diesem Fall ist cos o anndhernd = 1 zu setzen, sin o = 0,1, M =25 1
(S. 831), mithin p=g 02+ 0,1) =08g; re=g-2s 02=05g. Die Ge-
schwindigkeit, mit der das Rollen beginnt, ist v = 5,75 m/sek; die entsprechende
Zeit 8 =9

tl=

= i = 0,76 sek ,
In diesem Augenblicke vermindert sich die Reibung nach Gleichung 6, S. 349 auf
Tt Mg 'E Vg )
A= '——3—’5 = /35 Mg 5

wiihrend sie vorher /s Mg betrug. Die Verzigerung der Rollbewegung wird
nun (Gl. 5, 8. 349) p = %/7 g sin « = 0,0114 g = 0,7. Die Geschwindigkeit wird Null
nach weiterem Verlaufe von 5,75 :0,7 = 8,2 tek, :

withrend dessen (nach Gl. 4, S. 12) 5,75 - 4,1 = 23,6 m Eig.¢126.
zuriickgelegt werden. Von dieser Stelle an rollt s
die Kugel mit der Beschleunigung p = 0,7™/sek®
riickwiirts, soweit die Bahn reicht. — Die Ge- 5,75
schwindigkeitsgesetze sind in Figur 426 dar-
gestellt. Die obere Linie bezieht sich auf den
Schwerpunkt, die untere auf die Umfangsgeschwindigkeit der Drehung; beide
treffen sich beim Beginne des Rollens.

0,76
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la. Hat die Bahn keine nennenswerte Neigung, ist also « = 0, so wird
withrend des Gleitens die Verzogerung des Schwerpunktes p = 0,pg; die
Umfangsbeschleunigung der Drehung 7= = 0,5g. Die Geschwindigkeit, mit der
das Rollen beginnt, wird dann v = 6,3 m/sek , die entsprechende Zeit #, = 0,s7a sek,
Mit der Geschwindigkeit v setzt die Kugel die Rollbewegung gleichmiiBig fort,
wenn kein Rollwiderstand sie verzogert.

Beriicksichtigung des Rollwiderstandes. Wihrend des Gleitens
wird nach Seite 295 und 360

5) re= (f—g)ggcosa
zu setzen sein, withrend des Rollens

sin & — e/,. cos a
6) p=9 ——p'— 3
Letzteres gibt fir o« =0, e=0psmm, ¢=100mm eine Verzogerung

;gT) = 0,035 m/srk2 .

1b. Ein Umdrehungskérper, z. B. eine Kugel, kann auch auf wagerechter
Bahn so fortgeworfen, fortgeschnellt werden, dall sie nach einer gewissen
Zeit zuriickrollt (Billardkugel). Gibt man ihr eine grofie Drehungsgeschwindig-
keit o, links herum und wirft sie mit nicht zu groBer Geschwindigkeit ¢ nach
rechts fort (Fig. 427), so erfihrt sie unter Vernachlissigung des Rollwiderstandes
eine Verzdgerung des Schwerpunktes p = fg, eine Umfangsverzogerung
re=fgM:p; also pre= Mp. Ist v die Geschwindigkeit, mit der das
Rollen beginnt, so muB diese negativ,
d. h. nach links gerichtet sein, denn Fig. 4217.
withrend des Rollens auf wagerechter
Bahn kann eine Aenderung des Sinnes
der Geschwindigkeit nicht mehr vor-
kommen. Ist #, die Zeit, nach der das
Zuriickrollen beginnt, so wird

c+v=pt, ro,—v=ret,

o 1. Lty
p+re p+re’

S rw,— cre
mithin o= 272" 0T ypg ¢ =

Soll nun die Kugel riickliufig, also » >0 sein, so muB prw,> cre oder
prw,=>Me, also bei einer Kugel mit x = 04 M muB 7w, > %:c sein. Ks
liBt sich sogar erreichen, daB v>¢ wird, d. h. daB die Kugel schneller
zuriickrollt, als sie fortgeworfen wurde. Dazu ist erforderlich

rw0>c(l + 2%) , bei einer Kugel rw,> 6¢.
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Ic. Sollen der urspriinglich ruhenden Kugel durch eine grofe, nur sehr
kurze Zeit ¢, wirkende Kraft P solche Geschwindigkeiten 7w, und ¢ erteilt werden,
daB ein Zuriickrollen eintritt, daB also p7w,> Mec wird, T
50 sind dazu Beschleunigungen 7 e, und p, erforderlich, die
in der Zeit ¢, die Geschwindigkeiten » w, und ¢ hervor-
bringen; es muf} also auch p2e, = Mp, sein,

Auf die Kugel wirke die Schwere Mg, der um den
Reibungswinkel ¢ von der Normalen abweichende Ge-
samtwiderstand W der Bahn und die gesuchte Kraft P.
Die Mittelkraft R dieser drei muB wagerecht gerichtet
sein, da die Beschleunigung p, des Schwerpunktes wage-
recht sein soll (Fig. 428), und zwar mufl die Lage von R
gich unterhalb des Schwerpunktes befinden (etwa um 7), dann wird
prey=Rl:r und Mp, = R, wobei !> r Bein muB, damit pre, > Mp,
werde. (Gegeniiber der grofen Kraft P moge das
Gewicht der Kugel vernachliissigt werden.

Der Punkt B (Fig. 429), an welchem der
Druck P auf die Kugel ausgeiibt werden soll, mage
durch den Mittelpunktswinkel « bestimmt sein. Uebt
man die Kraft P aus, indem man mit einem leder-
beschlagenen Stabe bei B in der Richtung BC
gegen dic Kugel stoBt, oder indem man mit der
Hand an der Kugel (bei B sie beriihrend) abwiirts
schliigt, so wird der Stab bezw. die Hand an der
Kugel gleiten und die Richtung des Druckes P von
der Normalen DB um den Reibungswinkel ¢,, der
fir Kugel und stoflenden Kérper gilt, abweichen.
Soll nun der Schnittpunkt von W und P unterhalb der
Kugel liegen, so muB « — ¢, > ¢ und zugleich ¢, > /24 sein, woraus folgt

a>¢+¢ und o<<2e.
Der Winkel « muf also zwischen den Grenzen ¢ + ¢, und 2 ¢, liegen, und
es muB ¢, > ¢ sein, d. h. der Korper, mit dem der Druck P ausgeiibt wird,
muf} rauher sein als die Unterlage der Kugel. Ist Fig. 430,
7. B.of = 0,2 (o= 119, f.= 08 (; ='89°); 50
muf} o zwischen 50 und 78° liegen; es wiirde
daher o = 60° der Bedingung entsprechen.

Zerlegt man nun den Druck P in einen
Normaldruck K und die Reibung f, K, den Wider-
stand Win N und f N, zerlegt ferner K und £, I
nach wagerechter und lotrechter Richtung, .so
wird (Fig. 430), da in lotrechtem Sinne keine
Verschiebung erfolgt, N = K (cos « + f; sin a)- -
Dann ergibt sich als Beschleunigung des Schwerpunktes nach rechts

~ Ksina—f, Kcosa —fN
Dy = o

Fig. 428.

Fig. 429.
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oder p, = %E,(sin o —f, cos a — fcos o — [, sin «)

und die Umfangsbeschleunigung der Drehung
pe = 7R 5 i((fl—fcos a— ffisin a).
I )

Fiir das Zuriickrollen besteht nun die Bedingung p7e, > p, M; weil aber
p, und re, beide mit K verhiltnisgleich sind, so kommt es auf die GrofBe
von K nicht an, sondern nur auf die Winkel «, ¢ und ¢,. Eine Verinder-
lichkeit die GréBe von K, wie sie beim StoBe besteht, bringt keine wesent-
liche Aenderung.

Es sei «=60° f=02, f;=048 und beispielsweise K =20Myg,
dann wird :

Po=20g (0,866 — 0,8 - 0,5 — 0,2 - 0,5 — 0,2 - 0,8 - 0,866) = 44,5
reg =509 (0,8 — 0,2+ 0,5 — 0,2+ 0,8 - 0,866) = 275 ,

Wie es sein muBlte, ist 7e, > 2,5 p, .

Wirkt die Kraft K = 20.Mg nebst der entsprechenden Reibung f; K nur
/20 Sekunde, so braucht man die Verschiebung ihres Angriffspunktes nicht zu
beriicksichtigen. Es wird dann ¢ = 44,5 - /20 = 298 - 7w, = 18,55. Mit diesen
Geschwindigkeiten wird sich die Kugel nach dem Aufhiren der Kriifte K und
f1 K bewegen und wird, da nun p=20,2¢9 und 7e=05g, zuriickrollen mit
der Geschwindigkeit

0,2 - 13,75 — 2,28 - 0,5

e 0,2 + 0,5 ek
das Gleiten wihrt im ganzen
c+ro :
tl = F{—T—: = 2’34 sek A

Die Umkehr der Kugel erfolgt iibrigens schon wilhrend des Gleitens. Nach
der Zeit ¢t =c:(fg) = 2,28: 1,062 = l,1asek und, nachdem die Kugel sich um
§'=2023-1,14.05=127m nach rechts

bewegt hat, ist die Geschwindigkeit Fig. 431.

des Schwerpunktes nach rechts Null 2,28

geworden, kehrt dann wiihrend des \“4 2,84
, 2,83

Restes der Gleitzeit, d. h. wihrend
der Zeit "= 2,31 — 1,14 = 1205¢k um
8" = 2,33 - 1,20 - 0,5 = l,am gleitend nach
links zuriick. An dem um 0,13 links
von der Ausgangsstelle gelegenen Punkte
beginnt erst das Rollen, welches sich
dann mit der Geschwindigkeit 2,83m/sex fortsetzt. Figur 431 zeigt die
Geschwindigkeitsgesetze der Bewegungen.

18.8

Beispiel 2: Wirkt auf eine auf wagerechter Ebene anfinglich ruhende
Kugel eine wagerechte Kraft K, die um / oberhalb des Schwerpunktes liegt,
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nach rechts und soll eine Rollbewegung entstehen, so ist am Auflager-
punkt ein Widerstand 7' erforderlich, den wir nach links gerichtet annehmen
wollen (Fig. 432). Die Beschleunigung des Schwer-
punktes p (S. 172) und die Winkelbeschleunigung e Fig. 432.
der Drehung (8. 325) werden dann
_K—T Ki+ Tr

AR * ok 71 ol

Fiir Rollbewegung mufl nun 7e = p sein, oder
Kpr —Tpr=KMIl+ TMr.

Hieraus bestimmt sich

T=K

wr — Ml
(M+ p)r”
Fir 1=0 wu‘d 1:K:(1+7):2/7K. Fir !=r wird 7 negativ,

nimlich 7'= —KM _*_; = —3/7 K, Soll aber die Kraft KX ohne jede Mit-

wirkung von 7', d. h. auf vollig glatter Ebene eine Rollbewegung erzeugen,
soll 7'= 0 sein, so muB 7: 7= p: M = 0,4 sein, d. h. I ="2/s7. In dieser Hohe
darf eine Kugel beliebig heftig gestoBen werden, ohne dafl sie unten gleitet;
sie wird sofort eine Rollbewegung beginnen.

f) Beschleunigte Schraubenbewegung.

Die Schraubenbewegung besteht aus einer Drehung um die
Achse der Schraube und einer gleichzeitigen Verschiebung lings der
Achse. Sind die Geschwindigkeiten dieser Bewegungen w und u,
so ist das Arbeitsvermdogen der Schraube '/2Jw? + /o Mu?
(S. 345). Weil aber bei der Schraube vom mittleren Halbmesser »
und dem Steigungswinkel o der mittleren Schraubenlinie die Gang-
hohe h=2rmtga, so ist auch rotge =w, also mit J= ur?

1) o (Jo? 4+ Mu?) = 1/2( + M) i

tg?a

Hiernach wiirde man fiir eine ideelle Schraube leicht den Satz
" der Arbeit anwenden konnen. Der bei wirklichen Schrauben sehr
hedeutende EinfluB der Reibung kann aber (nach A. Ritter, Techn.
Mechanik) am leichtesten beriicksichtigt werden, wenn man die
Beschleunigungen der Einzelbewegungen berechnet.

Die Schraube sei flachgingig und oben mit Schwungkugel-
armen versehen (Fig. 433). Solche Schrauben kommen in Priige-
werken und in Hittenwerken (zum Zerbrechen von Eisenstiben) vor.
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Die Schrauben werden durch Arbeiter in die Hohe gedreht und
sind nicht selbstsperrend, vielmehr gewinnen sie durch ihr Gewicht
(z. T. unter Nachhilfe der Arbeiter) ein gewisses Arbeitsvermigen,
welches dann zum Zerbrechen verbraucht wird, Die treibende
Kraft sei allein die Schwere Mg. Ein Teilchen der Schrauben-
mutter leistet beim Abwirtsgleiten einen Widerstand d W, der um
a—@ von der Achsenrichtung abweicht. i

Fig. 433.

(R e {

| e

Der Schwerpunkt der Schraube kann sich nur geradlinig
bewegen; die Beschleunigung p des Schwerpunktes folgt aus der
Gleichung
2) Mp = Mg —cos (a —@) fdW.

Die wagerechten Seitenkrifte sin (2 — @) dW bilden das treibende
Kriiftepaar fiir die Drehung; es wird (S. 326, Gl. 4)

ure=sin (o — @) [ d W.
Weil aber rw tga=u, so mufl auch retga = p sein, mithin
3) up =tgasin(a—q@) fdW.
Entfernt man aus Gleichung 2 und 3 die GroBe fdW, so wird

7J
9 g it
] e e a0,

M tgatg (e —@)
Ist die Schraube in aufwirts drehende Bewegung versetzt und
wird sie dann der Wirkung der Schwere iiberlassen, so kehrt die

b
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Reibung ihren Sinn um, es ist —@ mit + ¢ zu vertauschen, und
die Verzigerung der aufwiirts gerichteten Bewegung wird '

5) p= P—
T oo N
M tgatg (2 + @)

Bei einer Spindel mit Schwungkugeln wird nun das Trigheits-
moment wesentlich von diesen geliefert, und es ist, wenn die.
Schwungkugeln zusammen die Masse #, haben und im Abstand R
von der Mitte sich befinden, annihernd = M, R?; dann wird
wr? = M, R? und, weil R :» meist groB, auch w sehr grof gegen M.
Auflerdem sind, wenn auch o= ¢ ist, tg a, tg («a —¢) und
M 1
M tgatg (a4 )
gegen die Einheit so groB wird, ‘daf diese dagegen verschwindet.
Daher kann man mit grofer Anniiherung statt der Gleichung 4
und 5 die einfachere Doppelformel

tg (« + @) immer ziemlich kleine Briiche, so daf

6) p=y %4— tga tg (a4 @) schreiben.

Beginnt die Bewegung mit der Geschwindigkeit Null, so ist,
nachdem die Schraube um 7 gesunken,

7) e TBh.
- . : o ;
Das Arbeitsvermdgen wird dann PR P M| 2ph.

Beispiel: Das Gesamtgewicht der Schraube betrage 300 kg, wovon auf die
Schwungkugeln 200 k& kommen mogen. AuBerdem sei tgo = £ = 0,15 tg o = 0,23
B = 207. Dann ist tg (¢« — ¢) = 0,008, tg (a + ¢) = 0,306. Ferner ist mit
gentigender Genauigkeit pr? — %/s M R?, daher p = 2/3 . 400M = 8°/3 M, so
daB dagegen M in Gleichung 1 zu vernachlissigen ist. Dann kann auch

gow 20000 M w?

das Arbeitsvermogen einfacher geschrieben werden bk g 5.

< &

Die Beschleunigung der Abwiirtshewegung wird nach Gleichung 6
2
p=g 8—56 0,2 - 0,008 = 0,000074 g = 0,000 72 M/gek2.

Nennt man p, die Beschleunigung einer reibungslosen Schraube von den
gleichen Verhiltnissen, so ist nach Gleichung 6 (fiir ¢ = 0)
tg (¢« — o)

M
e b s el e

b

\
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Da nun nach Gleichung 7 »* mit p verhiltnisgleich, so ist auch, wenn U und
A, das Arbeitsvermdgen der wirklichen bezw. der reibunglosen Schraube,

_g 8(2—9)
A=A e

< v
Schraube verwerten, so ist 7 =

Will man daher das Arbeitsvermdgen der sinkenden
tg (2 — o)
tg a
Schraube. Es muB zugleich QIO Mgh sein, da bei der reibungslos sinkenden
Schraube nur die Schwerkraft Arbeit verrichtet. Um aber von der Hohe A
sinken zu konnen, muBite die Schraube um diese GroBe gehoben werden, und
tg
tg(zt+9)’
s0 War zum Heben die Arbeit A, = M. gh—tg(—z_*-—‘p—) erforderlich. Betrachtet

der Wirkungsgrad der sinkenden

weil der Wirkungsgrad der Schraube beim Heben nach S. 308 7, = ;

man nun Auf- und Abwirtshewegung im Zusammenhange, so ist der Gesamt-
wirkungsgrad

Annihernd kann man auch bei der Kleinheit der Winkel « und ¢
tg (¢« I ¢) = tg « = f schreiben, dann wird

*0,2—0,1__L_033

W O+ 01 -

Derartige Vernachlissigungen sind zulissig, weil ja ¢ und f doch in jedem
Falle nur unsicher bekannt sinde Um die Schraube von 300 kg Gewicht um

h=0,m zu heben, waren 30-%—?@ = annihernd 45mkg Arbeit aufzu-
wenden. Nach dem Hinabsinken um 0,1m betriigt das Arbeitsvermdgen noch

30 . tg (a B ¢)

= anniihernd 15 mkg,
tg «
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Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der in
den Formeln benutzten Buchstaben unter Hinweis
auf die erkldrenden Seiten des Buches.

C Zentrifugalmoment. 337.

D Zapfendruck. 267.

F Effekt, sekundliche Arbeit. 268.

I Flicheninhalt. 159.

(+ Gowicht eines Wagebalkens. 201.

H wagerechte Seitenkraft einer
Stangenverbindung. 224,

J Triigheitsmoment. 316.

K Kraft. 32.

K 'I'viebkraft. 261. 288.

K Zugkraft fiir ein Fuhrwerk auf
wagerechter Bahn. 301.

K, Zugkraft fir ein Fuhrwerk auf
einer Steigung. 301.

K, Haltkraft fir ein Fuhrwerk auf
einem Gefiille. 301,

M Masse eines Korpers oder einer
Massengruppe. 151.

M oder M Moment einer Kraft oder
einer Kriiftegruppe. 106. 127.

M, Stittzmoment. 182.

N Normalwiderstand. 71.

N Normalwiderstand einer Fliche.
234.

N Anzahl der Pferdestirken.

P Gewicht. 221.

PS Pferdestiirke. 268.

@ Gewicht. 33. 237.

@ Last. 286.

R Mittelkraft. 39. 103. 109. 142.

R a'uf.’i%rgr Halbmesser eines Ringes.

R groferer Halbmesser eines Spitz-
zapfens. 274,

R Halbmesser eines Wagenrades.
299. 352,

S Spannkraft einer Stange. 217,

S, und S, Spannkrifte in einem Seile.
69. 279. 284.

Keck-Totopp, Mechanik I.

269,

T Reibungswiderstand. 234.
V' Rauminhalt eines Korpers. 165.
W Gesamtwiderstand einer Fliche.
235.
Stitzwiderstand. 181.

X Kriiftesumme in der z-Richtung.
42. 116. 142.

Y Kriiftesumme in der y-Richtung.
42. 116. 142,

Z Kriiftesumme in der z-Richtung.
42. 116. 142.

a Linge eines schwingenden Kor-
pers. 341.
¢ (reschwindigkeit, besonders gleich-
bleibende. 5.
¢ Geschwindigkeit, Anfangs-. 11.
cm Zentimeter. 7.
d Zapfendurchmesser. 286.
e Arm des Seilbiegungswiderstandes.

287

¢ Arm des Rollwiderstandes. 295.
¢ Abstand des Schwerpunktes von
der Drehachse. 317.

f Reibungsziffer. 234.
g Fallbeschleunigung. 34.
I Steighche. 38.
h Hohe eines Dreiecks. 155.
h Hohe eines Trapezes. 156.
h Hohe einer Pyramide. 163.
h Ganghdhe der Schmu{l/)e. 303.
¢ Triigheitshalbmesser. 317.
L Ziffer der Massenanziehung. 59.
km Kilometer. 7.
1 Wurfweite. 55.
I Hebelarm. 104. :
I Fadenliinge eines Pendels. 82.
7 Schwingungslinge eines Pendels.
328.
24
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m Masse eines Punktes. 33. 35.

m Meter. 7.

mkg Meterkilogramm. 45.

min Minute, 7,

n minutl. Anzahl der Umdrehungen.
269.

p Beschleunigung. 11. 32

p Druck fiir die Flicheneinheit.
2695273
p, Normal- oder Zentripetal - Be-

schleunigungen. 65.
p, Tangentialbeschleunigung. 65.
p, Umfangsbeschleunigung. 326.
g Seitenbeschleunigung. 23.
» Halbmesser eines Kreises. 159,
r Erdhalbmesser. 61.
7

7 innerer Halbmesser eines Ringes.
159.

r Halbmesser einer Kugel. 162.
r Zapfenhalbmesser. 267,
r Halbmesser der mittleren Schrau-
benlinie. 304.
Rollenhalbmesser. 286.
Mittelbeschleunigung. 28.
scheinbare Beschleunigung. 90.
Wegeslinge. 3.
Linge einer Linie. 153.
sek Sekunde. 7.
std Stunde. 7.
t Zeit: 3,
Schwingungsdauer eines Pendels.
83. 328.
w Momentenabschnitt. 127,
u Seitengeschwindigkeit. 19.
w Geschwindigkeit eines Raumes. 86.
v Geschwindigkeit, besonders ver-
inderliche. 6.
v Endgeschwindigkeit. 12.
v Mittelgeschwindigkeit. 21.
w Seitengeschwindigkeit. 19.
w scheinbare Geschwindigkeit. 86.
w Widerstandsziffer f. Seilrollen, 288.
« Liinge einer Seitenbhewegung. 18.
Zoy Yoo 2, Koordinaten des Mittel-
punktes von Parallelkriiften und
Massen. 149.

(T s S )
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Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung der Buchstaben,

Zyy Yo, %, Koordinaten des Schwer-
punktes. 151.

y Liinge einer Seitenbewegung. 18.

2 Linge einer Seitenbewegung. 18.

At Zeitraum. 6.

a Neigungswinkel gegen die Ab-
szissenachse. 5.

o halber Mittelpunktswinkel. 154.

a Neigungswinkel der schiefen Ebene.
2317.

a von einem Seil umspannter Bogen.
279.

a Steigungswinkel der
Schraubenlinie. 303.
a, Gleichgewichtsneigung oder
Widerstandsziffer fiir ein Fuhr-
werk. 301,
a,, a, Keilwinkel. 255.
/# Neigungswinkel gegen die y-Achse.
23.
/7 halber Kantenwinkel der scharf-
gingigen Schraube. 309.
7 Neigungswinkel gegen die z- Achse.
23.

mittleren

7 Dichte, Gewicht der Raumeinheit.
b rh8;

¢ halber Keilwinkel 254.
¢ halber Keilnutenwinkel, 242.
o Dicke einer Platte. 154. 319.

e Winkelbeschleunigung. 324.

» Wirkungsgrad., 261.

p auf einem Abstand 2 bezogene
Masse. 317.

o Kriimmungshalbmesser. 65.

¢ Reibungswinkel. 235.

¢ Reibungswinkel fiir die Bewegung
in Keilnuten. 242.

w Winkelgeschwindigkeit. 93.

A Arbeit. 45.

9; Arbeit der inneren Krifte. 174.
Ar Arbeit der duberen Kriifte. 174.
3 geometrisches  Triigheitsmoment

einer Fliiche, wenn dasselbe von

dem eines Korpers (J) unter-

schieden werden muf. 323.
M Reibungsmoment. 268.
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Alphabetisches Inhaltsverzeichnis.

(Die Ziffern geben die Seitenzahlen an.)

Achsen, freie. 338.

Achsenstrecke eines Kriftepaares, 139.

Achswiderstinde bei der Dreh-
bewegung. 336.

d'Alemberts Satz. 169.

Anziehung der Massen. 58.

Arbeit A; der inneren Kriifte. 174.

Arbeit der Schwerkriifte einer Massen-
gruppe. 168.

Arbeit A einer Kraft. 43.

Arbeit, sekundliche F. 268.

Arbeitseinheit. 46,

Arbeitsvermigen. 46. 174. 344.
Arbeitsvermogen eines rollenden Kor-
pers. 347.

Arbeitsvermogen eines starren Kor-
pers. 345.

Bandbremse. 282,

Beschleunigung. 11. 15. 32.

Beschleunigung der Schwere, 34. 62.

Bewegung auf vorgeschriebener Bahn.
70.

Bewegung eines freien Korpers. 345.

Bewegungen, Zusammensetzung der —.
17.

Bewegung, fortschreitende. 85.

Bewegung, geradlinige. 3.

Bewegung, gleichformig beschleunigte.
14§

Bewegung, gleichformige. 5.

Bewegung in Keilnuten. 242,

Bewegung, krummlinige. 25. 51.

Bewegung, scheinbare (relative), 84

Bewegungsgesetz. 3.

Bowegung. ungleichformige. 6.

Bewegung, vorgeschriehene — in lot-
rechtem Halbkreise. 77.

Bewegung, zusammengesetzte. 17.

Bewegung, zusammengesetzte, Ver-
schiebung und Drehung. 344,

Bremsherg. 333.

Bremszaum. 276.

Briickenwage. 231.

C siche Z.

Dichte . 59. 153.
Differenzflaschenzug. 291.
Drehachse, Widerstinde einer —, 336,
Drehmomente M. 104.

Drehung, ungleichférmige. 324.

Drucklinie einer Keilgruppe.  256.
Drucklinie eines Gewdlbes. 263,
Dynamische Standsicherheit. 213.

Ebene, schiefe. 237.

Eftekt E. 268.

Einspannung, riumliche. 182.

Einspannung, ebene. 188.
24*
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Energie. 46. 175, 344,

Erdmasse. 63.

Ergiinzungskraft (Triigheitswider-
stand). 33. 90. 94. 169.

Fahrpliine. 8.

Fallbeschleunigung ¢. 34. 62.
Fallbeschleunigung, scheinbare — an
verschiedenen Stellen der Erde.
100,

Fallbewegung. 36.
Fallmaschine. 334.-
Festklemmen eines Stabes
zwei Flichen. 250.
Flaschenzug. 289.
Flutkurve. 9.
Fuhrwerke. 294.
Fuhrwerke, beschleunigte Bewegung
der —. 351.

zwischen

Gelenkstangenverbindung. 215,

Geschwindigkeit 5. 6.

(reschwindigkeit, mittlere. 6.

Geschwindigkeitsgesetz, 10.

Geschwindigkeitshohe. 387.

Gewicht. 33. 100.

Geewicht, Arbeit des Gewichtes einer
Massengruppe. 168.

Gewdolbe. 263.

Gleichgewicht gestiitzter Korper. 180.

Gleichgewicht eines Punktes. 68.

(tleichgewicht; sicheres, unsicheres
und unentschiedenes. 200, 207.
Gleichgewicht, statisch bestimmtes.

180.

Gleichgewicht, statisch unbestimmtes.
180.

Gleichgewicht, unbedingtes. 181.

Gleichgewicht, bedingtes. 180.

Gleichgewichtsneigung o, fiir ein Fuhr-
werk. 301.

Gleichgewicht starrer Korper. 177,
Gleithewegung sich drehender Korper
auf schiefer Ebene. 359. 3

Gravitation. 58.

~ Lebendige Kraft.

Alphabetisches Inhaltsverzeichnis.

Guldinsche Regel. 165.
Giiterverhiltnis z. 239, 261,
Halbkugel auf schiefer Ebene. 241.
Hiingebriicke, 229.

Hebel. 197.

Hebelarm. 104.

Hebelwage, 201.

Kegelpendel. 73. 343.

Keil. 254.

Keile, mehrere. 255.

Keillager. 270.

Keilnuten, Bewegung in —. 242,

Keilnutenriider. 278.

Keilpresse. 259,

Kettenbriicke. 229.

Kettenlinie, parabolische. 226.

Klemmen eines Stabes zwischen zwei
Flichen. 250.

Kraft. 82

Kraft, lebendige. 46. 175. 344.

Kraft, Parallelverschiebung einer —.
141.

Krafteck. 43. 109. 111. 112.

Kriftegruppe, Zeniralachse einer —.
145.

Kriftepaar. 114, 115, 119,

Kriiftepaarachse. 139,

Kriiftepaare, Zusammensetzung der —.
136.

Krifte, Parallel- — im Raume. 148.

Kriftezusammensetzung im Raume. 141.

Krifte, Zusammensetzung paralleler —,
112, 117,

Kran, Krifte an dem Drehzapfen. 195,

46. 176. 344.

Leistung I einer Kraft, 268,

Masse. 35,

Masse, auf einen Abstand bczogen, ..
317.

Massenanziechung. 58,

Massengruppe. 168,
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Massenmittelpunkt. 150.

Massenpunkt m. 1.

Materieller Punkt m. 1.

Mechanik des Massenpunktes. 3.

Mechanik starrer Kérper. 101,

Mechanische Arbeit . 43.

Meterkilogramm mkg. 46,

Mittelbewegung. 17,

Mittelkraft. 39.

Mittelpunkt der Massen. 150. 169.

Mittelpunkt von Parallelkriften. 149.

Moment, Drehmoment oder statisches
M. 104

Moment, statisches — einer Masse.
151,

Normalbeschleunigung p,. 64.
Normalwiderstand N. T71. 234.

Pappus-Guldinscher Satz, 164.
Parabolische Bewegung. 62.
Parallelepipedgesetz. 18. 22. 41.
Parallelkriifte im Raume. 148.
Parallelogrammgesetz. 17. 20. 23. 39,
Parallelverschiebung einer Kraft. 141.
Pendel, einfaches, 81.

Pendel, Kegel- -—. 73. 343.

Pendel, physisches. 326.
Pferdestirke. 268.

Pochstempel. 249,

Pronys Zaum. 276.

Regler, Schwungkugel- —. 96,
Reibung. 234. 314.
Reibungskegel. 235.
Reibungsring. 248.
Reibungsrollen. 271.
Reibungswage. 275.
Reibungswinkel. 235,
Reibungsziffer. 234.

Relative Bewegung. 84.
Reversionspendel. 331,
Riemenscheiben. 283,
Rollbewegung auf schiefer Ebene. 347.
Rollwiderstand. 294.
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Satz der Arbeit. 174.

Satz von d'Alembert. 169.

Satz von der Bewegung des Schwer-
punktes. 172.

Scheinbare Bewegung. 84.

Schiefe Ebene. 237.

Schnellwage. 204.

Schraube. 303.

Schraube, flachgingige. 304.

Schraubenbewegung. beschleunigte.
365.

Schraube, scharfgiingige. 309.

Schwerkriifte, Arbeit der — einer
Massengruppe. 168,

Schwerpunkt. 150. 171.

Schwerpunktshewegung. 172.

Schwingungsdauer eines Pendels. 83.

Schwingungslidnge eines Pendels. 328,

Schwungkungelregler.  96.

Seilbiegungswiderstand. 287,

Seileck. 109. 111. 112.

Seilpolygon, 109.

Seilreibung. 279.

Seilrolle, beschleunigte Bewegung
einer —, 333.

Seilrollen, 285.

Seitenkraft. 40. 120.

Spannkraft S einer Stange. 217.

Spitzzapfen. 274.

Spurzapfen. 272.

Stabilitdt. 193. 213.

Standsicherheitsmoment. 210.

Stangenverbindung. 215.

Statisches Moment M. 104.

Statisches Moment einer Masse. 151.

Steighthe eines aufwiirts geworfenen
Korpers. 37. ¢

Steinzange. 252.

Stiitzspindeln. 308.

Stiitzgelenk. 181. 188.

Stutzwiderstand, 180.

Stiitzproblem, riumliches. 181.

Stiitzproblem, ebenes. 187.
Stitzzapfen. 271,
Stiitzzustand. 180.
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Tafelwage. 211. 233.
Tangentialbeschleunigung p,. 64.
Tisch, Gewichtsverteilung. 209.
Triigheit 31.
Trigheitswiderstand (Erginzungs-
kraft). 33. 90. 94. 169.
Trigheitshalbmesser 7. 317.
Trigheitsmoment J. 316.

Umkehrungspendel.. 331.
Unterstiitzung in einer ebenen Fliche,
210.

Verriickung.  85.
Verschiebung. 85.
- Verzogerung, 12

Wage. 197.

Walzen. 298.

Wechselwirkung. 34.

Wegeslingenkurve. 4.

Widerstandsziffer «, fiir ein Fuhrwerk.
301.

Widerstandsziffer  fiir Seilrollen.
288.

Winkelbeschleunigung =. 324,

Alphabetisches Inhaltsverzeichnis.

Winkelgeschwindigkeit «. 92.
Wirkungsgrad ». 261.
Wurfbewegung. 52.

Zapfonreibung. 267,

Zaum, Pronys. 276.

Zeichnerische Zusammensetzung von
Kriften. 108—114.

Zeigerwage. 199.

Zentralachse einer Kriiftegruppe. 145.

Zentrifugalkraft. 67.

Zentrifugalmoment 337,

Zentripetalbeschleunigung p,. 65.

Zentripetalkraft. 66

Zerlegung einer Kraft. 120.

Zusammensetzung der Kriifte. 39. 102.

Zusammensetzung paralleler Kriifte.
112 AT,

Zusammensetzung von Bewegungen. 17,

Zusammensetzung von Kriften im
Raume, 141.

Zusammensetzung von Kriiftepaaren.
136.

Zusammensetzung von Parallelkriiften
im Raume. 148.

Zweifach unterstiitzter Korper. 190.
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Helwingsche Verlagsbuchhandlung, Hannover.
(Gegriindet vor 1606.)

In unserem Verlage erschienen folgende weiteren Werke von

Wilh. Keck,

weil. Geh. Regierungsrat, Professor an der Technischen Hochschule in Hannover.

vortrﬁge iiber MeChanik als Grundlage fir das Bau-

vnd Maschinenwesen.

Bd. IT: Mechanik elastisch-fester und fliissiger
Korper. Dritte Auflage, bearbeitet von
Dr. Ludw. Hotopp, Baurat, Professor an der
Technischen Hochschule in Hannover. 1909,
Mit 365 Holzschnitten. M. 12.—, gebd. M. 13.50.

Bd III: Allgemeine Mechanik. Mit206 Holzschnitten.
1898. M. 10.—, gebd. M. 11.50.

Vortrdge iiber Elastizitdtslehre s Grundlage fir

die Festigkeits-Be-

rechnung der Bauwerke. Zweite vermehrte
Autlage, neu bearbeitet von Dr. Ludwig Hotopp,
Baurat, Professor an der Technischen Hoch-
schule in Hannover.

Erster Teil. 1906. Mit 209 Holzschnitten. Preis
M. 8.—, in gefillligem Ganzleinenband M. 9.—.

Zweiter Teil. 1908. Mit 214 Holzschnitten. Preis
M. 10.—, in gefiilligem Ganzleinenband M. 11.—.

Der Zuspruch, welchen Kecks Elastizitidtslehre gefunden hat,
it erkennen, daB der bei seiner Abfassung leitend gewesene Grund-
gedanke des Verfassers, eine von der Behandlung einfacher Sonder-
fille zur Entwicklung allgemeiner Regeln fortschreitende, bequem
und sicher leitende Einfiihrung in die Elastizitdts- und
Festigkeitslehre zu bieten, richtig war und daf das Buch einem
vorhandenen Bediirfnisse entspricht. Bei der Neubearbeitung des
Buches ist daher in erster Linie dieser Gedanke weiter verfolgt
und noch allgemeiner zur Geltung gebracht.

. .. Das Werk ist in seiner Art so wunderschén, daB ich es
als eines der fleiBigsten und wertvollsten Werke in der Literatur der
Festigkeitslehre begriiie. Ingenieur F. W. Haase,

Herausg. d. Ztschr. f. Liiftung u, Heizung. (12. 2. 1908.)

Vortrige iiber graphische Statik 7' ;vending ouf

rechnung der Bauwerke, als Anhang zu den
,Vortrigen iiber Elastizitdtslehre. (Erste
Auflage) Mit 83 Figuren und vier Tafeln.
2. Aufl. 1902. In gefilligem Einbande M. 3.—.

Fra en iiber die wichtigsten Gegenstinde auf dem Gebiete der
_.9_- Mechanik. 1901. M. —.50.
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Helwingsche Verlagsbuchhandlung, Hannover.

(Gegriindet vor 1606.)

In Vorbereitung befindet sich folgendes bedeut-
same Werk:

Bewegliche Briicken.

Dr. Ing. L. Hotopp,

Baurat, Professor an der Technischen Hochschule in Hannover.

Ein Hand- und Lehrbuch, enthaltend eine vollstindige
systematisch-kritische Darstellung der verschiedenen Arten
beweglicher Briicken nach dem jetzigen Stande ibrer Ent-
wicklung. Das Werk ist mit besonderer Beriicksichtigung
der Bewegungs- und Sicherungseinrichtungen in ihrer allge-
meinen Anordnung und mit allen wichtigen Einzelheiten
bearbeitet auf Grund langjihriger eigener Erfahrungen des
Herrn Verfassers auf dem Gebiete, sowie seiner ortlichen
Studien an den Wasserstrallen des In- und Auslandes.

Mit zahlreichen Abbildungen und Tafeln.

=== Preis etwa M. 16—, ==——

Aus dem reichen Inhalt dieses grundlegenden Werkes
heben wir hervor:

Klappbriicken, a) mit fester Achse und festem Gegen-
gewicht;

b) mit fester Achse und gegen die Klappe
zwangliufig beweglichem Gegengewicht
(Zugbriicke);

¢) mit wagerecht verschieblicher A chse und
festem Gegengewicht (Roll-Klappbriicke).

DrﬂhbruCken, a) mit Rollkranz, ]einarmig‘, zweiarmig, zwei-

Y s e e e ) b) mit Stiitzzapfen,]ﬂ“ge“g (Doppeldrehbriicken),

Rollbriicken, Hubbriicken, Briickenfdhren (Schwebe-
fihren), Schiffbriicken.

Der erste Teil des Werkes, umfassend die in ihrer neucren
Entwicklung mehr und mehr in den Vordergrund getretenen Klapp-

" briicken, wird voraussichtlich gegen Jahresschlufl 1912 erscheinen,

™ Bestellungen werden gern vorgemerkt. 2B
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