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Vorwort. 

Das vortiegende Buch enthatt im WesenUichen dasjenig·e, 
was als das Lehrfach ,Elasticititslehre im zweiten Studien 
jahr an der Technischen Hochschute zu Hannover vorgetragen 
wird. Das Ilauplgewicht isl hierbei auf Leichtverstindlichkeit und 
AnschautichkeiL geLegt; daher wird fast durchweg mit einfachen 
Sonderfiillen, die dem Vorstellungs- Vermogen des Studirenden 
nahe l,iegen, begonnen und dann erst zu verwicketteren Aufgaben 
iibergegangen. Ganz atLgemcine Untersuchungen sind iiberhaupt 
verrnieden, da diese Vortriige besonders die Einfuhrung in 
die ELasLicilaLstehre bezwecken. In den BeispieLen haben sotche 
Falle vorwiegende Bericksichtigung gefunden, die in den Bau 
fichern von Wichtigkeit sind. 

Die graphische Stalik kann in Fotge besonderer Umstande 
in meinen miidlichen Vortrigen iiber Elasticititslehre nicht benutzt 
werden, (ahgesehen von den einfachsten Grundbegriffen); vietmehr 
erfotgl die ze ic hn erische Behandlung der Balken, Fachwerke, 
Stiitzmauern und Gewolbe in einem getrennten Lehrfache. Aus 
cJiesem Crunde babe ich auch im vortiegenden Buche die graphische 
Statik nicht in grofserem Umfange verwendet, weil ich zu Gunsten 
meiner Horer wesentliche Abweichungen zwischen den miindlichen 
und den gedrckten Vortrigen vermeiden wollte. 

Die Bedeulung der in den Formetn vorkommenden Buchstabon 
findet sich an Schlussc des Buches in atphabetischer Ordnung 
angegeben, u. zw. unter Hinweis auf diejenigen Stellen, wo die 
beLreffendc Grofse. in die Enlwicketung eingefiihrt wurde. Mit 
Hiilfe dieses Verzeichnisses kann der Leser jede Formet Leich!. 
verstehen, olne erst im Texle nach der Bedeutung der cinzelner 
'/eichen suchen zu miissen. 



Die neueren cinschligigen Arbeiten wurden bemutzt, soweit 
es dem Ptane des Buches cntsprach; dabci sind die bclrcffcndcn 
Quellen angefiihrt. Erschopfende Quellennachweise fiir das 
ganze Gebiet der behandelten Wissenschaft habe ich aber 
nicht gegeben, weit dies dem Hauptzwccke des Buches nicht zu 
entsprechen schien. 

Hannover, im Marz 1893. 

Keck. 
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Ei n Lei tung. 

]);% tasticitiitslehre untersucht die Forminderungen, welche 
cLastisch fcste Korpcr untcr Einwirkung aufserer Krafte erfalHcn, 
sowic die innoren Spannkrafte, wolichc dabei in den Korpern 
auftrcten. 

1n dcm Fotgendcn wird durcltwcg cin Gteicltgcwichts 
znstand vorausgcsetzt, d. h. es wird angenommen, class dcr 
untersuchte Kirper in Ruhe, oder irn Znstande einer geradtinig 
gtcicltformig fortschrcitcnden Bewegung sei. 

In Wit'kLichkeiL sind f'reiticl1 <lie zu berochnemlcu Hauverbitnde durch 
au8 nicl1t im1U01' im Gtoichgowichte. Es erfahren z. H. die 'J'heite einos 
Gobiudes durch den Sturm, durch den menschlichen Verkehr zeitweise 
Erschiittenmgen, woboi sic in Sohwing1111gon gorathon. Ebenso f'iihren 
auch die Thoito einor Brilcko schwingondo Beweg·1.111gen ans, wenn sie von 
Fuhrworken bofahro11 wcnlen. SoLcho Schwing·unge11 sind offonbar Ab 
we i ch u 11 gen vom Gleichgewichtszustande, die eiuzeLnon KUrperpunkto 
orfahren Beschto11nigtmgen und Verzi\gern11gen. Sohr orhobLich sinrl die 
BoschL0unign11gon, weLcho untor Umstiindon boi bcwogUchon Maschinen 
theil,en vorkommon. Nur in sottouen FiLUen abor ist cs mogtioh, dieso 
Bewegungszustinde bei der Untersuchung dor olastischen FPorminderungen 
nnd innoren Spanmmgen unmittoLbar Zll horilcksiohtigon; man muss die bo 
treffendon Bau- und Maschinentheilo meist auf GLoiclJgowicht berochuon 
1111d snoht dor Al.>woiel111ng von der WirkLicl1k0it mittcl,bar (bei der l!'ost 
sct.znng dcr Zahl, filr die sog. zul,assige Anstrongung) Reclmuug zu tragen. 

Ein etastiscl1 foster Korper sci 1mter Einwirkung anfscrcr 
Krafte im Gtciclrn:ewichtc ·, dann ia· , If1g. l 
miissen siimmtliche Theile desselben S"K.7 
irn Gteichgewichtc sein. Denkt man { 0 T p _ _; 

K, --- ' 

"222E ¢ .y 
den cinen Abschnitt, z. B. den links- Kg + 
scitigcn, so muss den aufsercn Kraftcn K1 und 1(2 <lurch innere 
Spannkraftc an dcr Schnittstcttc cln.s Gtcichgcwicht gchattcn 

Keck, Elasticitiitslehre, 1 



2 Einleitung. 

werden. Die Resultirende P aller dieser inneren Spannkrifte 
kann man nun stets finden, da sie der Mittelkraft aus K, und K, 
genau entgegengesetzt sein muss. Man zertegt P in die Normal 
kraft N (rechtwinktig zum Schnitt) und die Tangcntiatkraft T 
(in der Ebene des Schnittes tiegend); N ist dann die Mittetkraft 
der an der Schnittfliiche auftretenden inneren 'Zug- und Druck 
krifte, 'T die Resultirende aler Abscheerungs- oder Schubwider 
stande. Von besonderer Wichtigkcit ist nun die Kenntnis der 
Gesetze, nach denen sich die inneren Krifte iiber die Sclmitt 
fliche vertheilen. 

Auf ein unendtich ldeines Ftachentheitchen dF' der Schnitt 
ebene komme eine innere Kraft dP, dann ist d P: dF=p die 
( auf die Ftacheneinbeit bezogene) Sp an nung. Weicht dicselbe 
von der Normaten zur Schnittebene um den Winkel g ah, so 
lisst sie sich zertegen in die Norm a bspanung a== p cos p und 
die Schub spannung r==p sin p. 



e, 

Ers ter Abs chni tt. 

Allgemeine Satze fiber Spannung und Formanderung. 

I. Spannungen in einem Punkte eines Korpers. 
Wird aus einem Korpor ein rechtwinktiges ParaUel,epiped 

herausgeschnitten von den Soi ten da, dy, da, so wirkt an jcder 
Seitcnobone eiue Spannkran, weLcho nach den 3 Achsenrichtungen 
in 3 Seitenkraftc zer Legt werden kann. Die zur x - Achse l'echt 
wink lig stehende Fiche B PC Fig. 2. 
(Fig. 2) erfahro eine rcsuLtirende <J 
Spanmmgp,,, (f.d. Ftaclleneinheit), ~ °iJ<k;'dz/'J! 
atso cine Spannkraft Pro d y dz . / ! ,/ 
Bei recbtwinktiger Zertegung ze1·- i / 'fiJ 

fit p, in cine Normalspanug a, q,4ya] [,,@ii}_, 
l « ""3 s} { {9-f0° 

und zwei in die Ftache BP C z-: vazi ' , 
fa.tl,ende Seitenkriifte, atso Schub- xz 1· ,L::~-~-=~:::{;·;i:--;;;--- A 
spanungen, ,, die zur Uniter- 5,4rdy { 
scheidung , und ,, genannt B {g&rdgyb 
werden sotten, weit sie der y-Achse bezw. der z-.Achse parattet 
sind. Demnach erhilt man an der Fiche BP C die in der 
Figur angegebenen Kriifte. Die Fiche A PC erfahre die Spannung 
», welche entsprechend in cr111 ,:11_. und. 'tyz zertegt werde, die 
Ftache APB die Spannung p, mit den Seitenkraften er,, ,:.,., i:,y; 
die Spannkrafte setbst sind in der Figur angegeben. An den 
3 gegeniiber ticgendcn Ftachcn sind die entsprechenden, aber 
particU gewachsenen Spannungcn in entgegengesetzter Richtung 
anzubringen. Die Spannungen sind nimlich je nach der Lage 
des Punktes P im Korper vcrschiedcn, sind mithin Funktionen 
von x, y und z; geht man atso von der SeitcnfLache BP C auf 
die paraUete Fl,ache ADE iibcr, so bat sich crx partieU nach x 

gcandcrt, hat um -~} d x zugenommcn. (Die Spannkrafte an 



d Erster Abschnitt. Allgemeines iiber Spannung und Form@nderung. 

den 3 im Punkte E zusammcntre:ffendcn Ftachcn sind, dcr Deutticl1- 
keit wegcn, in der Figur fortgctassen.) 

Schtiefsticli moge auf das K.orpertheitchcn noch cine rnit 
der Masse, atso auch elem Rauminhatte dx d !J dz proportionate 
Kraft, eine sog. Masscnkraft, wirken, z. B. die Scbwcrkraft, wctche 
in den 3 Achsenrichtungen die Scitenkriifte Xd dydz, Yd dy dz, 
Zdx dy dz tiefert. -- Es miissen nun die simmtlichen Kriifte den 
G teichgewichts-Bedingungen geniigen. 

Legt man durch den Mittetpunkt des Parallelepipeds 3 Achsen 
parallel den Kanten, so muss die Momcntcnsumme dcr Krafte 
in Bezug auf jede Achse gteicb Nutt sein. In Hczug auf die 
der X- Richtung pa 
raUete Achse haben 
aber die mit der Achse 
in einer Ebene Uegen 
den Krifte kein Mo 
ment, es werden daher 
in dieser Momenten 
Gteichung nur die in 
Fig. 3 angegebenen 
Krifte vorkommen. Unter Vernachlissigung von unendlich kleinen 
Grifsen vierter Ordnung entsteht damn 

Fig. 3. 

-, da dy 

,,dadady==s,dadydz, mithin pl=y. 
In gteicher Weise erhiilt man in Bczug auf die beiden andere 
Drehachsen 

t,,=-Ta, und a,y==h· 

Ein Btick auf Fig. 2 tehrt aber, class -ry, und -rzy bcide die 
x -Kante PA rechtwinktig. schneidcn und <lass iluc ficitspitzcn 
bcidc nach dicser K.antc hinwciscn; es werden daher diese gleichen 
Schubspannungen zweckmiifsig nach dicser a-Kante a Ls -c., bc 
zcichnet. Ebenso wird kiirzcr 

t,,=-t,,=-t, und »,y==a==t, 
geschrieben. Man hat hiernach den Satz: 

Dicjenige n Sch ubspann ungen, we tchc die sel he 
Kante des unendtich ktcinen Parattetepipcds rccht 
winklig schneiden, sind cinander gleich und hahen 
gegcn llicsc Kantc iibereinstimmcndc PfciLrichtnng. 



L. Spannungen in einem Punkte eines Kirpers, t 
Man Loge mrn durch die J'uukte 

cpipedf! (Fig. 2) cine Ebc110 und 
1,el111eidc <la<l11rol1 ein 'J'cirai.itlcr PA BC 
:1,lJ (Li'ig. 4). Die Nonnal,e N zn 
der schriigen Ebene A JJ O , <lie 
i11 Fig. noch besonders dargestellt 
ist, LJiLde mit den 3 Achso11 die 
Wi11koL ex, ~' 1, die Ebono soLbst 
n.1,so mit den zn (len Achsen recld. 
win k.l,igen Ebe11c11 tliescLLJcn WinkcL. 
Bozoicl111ct rnn1t tlio Fl,iicho A BC 
mit d Ji', so ist hiornach (.Fig. 4) 
BPO= dFcos ex, APC= d h'cos ~' 
APB --= dJ!' cos y. An dioson drci 
Ehenen treten nach dem Vorigen die 
resultirenden (schief gerichteten) 
Spaun@en p,, p, und p,, mithin die 
Spannkriifte p, d F cos a, p, d I' cos 3 
und p, dF cos I auf. Die Spanmrng 
an ABO ahcr werdo p gonannt, Licfcrt 
aLso die Spankraft pd' und habe 
die Hicli t1111gswinkot "-, µ, v. Dicsc 
4 Ii'Liicl1011kriiJto miisscn nnter sich al,Lcin im GLcicl1gcwichte sein, 
da sic uncndl,iclt kLcin zwcitcr Ordnnng sin<l, gogcn wcLcltc die 
aufacrdcm nocb wirkclHlc MasscnkrnJt aLs u11cn<l1ich ldcin drittcr 
Or<l111mg vcrnchwindet. An cl.om Gl,cichgcwichtszustaHde winl 
aber durch Fortlasstung des gemcinsamen Faktors d ichts 
gciindert, so dass aucl1 <lie Spanmmgsgrofscn 

.A, 13 uutl. C ti.cs Pa,ral,Lel,- 

li'ig·. 4-. 

C 

B 

p, p"' cos a., JJy cos 3 und p, cos 1 
ii (Gleichgewichte scin miissen. 'iihrt man aber fiir p, p und p, 
die ciuzcLncn Normal,- 1111d 'J'a11gcntiaL-SpannL111gcn cin (Fig. 4) 
1111d zerl,ogt p in p cos k, p cos fl· nnd p cos v, so cntstehcn <lie 
U Leiclt11ngcn: 

p cos A - = cr,,. cos ex + ,:" cos ~ -I- 1:y COS "( l 
p cos fl· _ ,:, cos ex + cry cos ~ + i:.,, cos "( f 
p cos v =--- ,:11 cos ex +- ,:.,, cos~ ·+ cr, Cos y. 

Vcrschicht rnan <laR Drcicck .J1 B Cparnl,l,cL nach dcm Punkte P, 
HO iind.cri sich (l:ulnreh die .SpaH111111g p an A/JC m1r u11endLi.ch 

1 
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wenig. Wenn man nun die Spannungen p.,, py .und p. dcr drei 
im Pnnkte P sich rechtwinkLig schncidcnden Seitenebenen kennt 
(also auch deren Seitenkriifte), so ist durch die Gteichungcn · 1 
auch die Spanmmg p an dcr bctiebig gcneigten Ebcnc dmch 
densetben Punkt ats Funktion der Neigungswinket a., ~ nnd y 
der Ebene nach Grofse und Richtung bestimmt, weit zu den 
obigen 3 Gteichungen noch die vierte: 

cos k {- cos • {- cos"v== 1 
fiir die 4 Unbekannten p, ", fL und v hinzutritt. 

II. Spannungs - Ellipsoid. 
Das Gteichgewicht zwischen den Spannungen p, p, cos a., 

Pv cos 3 und p, cos y fiihrt zu ciner einfachen gcometrischen Dar 
ste Uung der Spannung p an einer betiebigen Schnittebene in 
dem K6rperpunkte P. Kehrt man niimlich die 3 letzten Kriifte 
ihrer Pfeilrichtung nach um, so wird p deren Mittetkraft. Bind 
also die (schiefen) Spannungen p,,;, Pv und p, fiir 3 zu ein 
ander rechtwinktig stehende Ebenen durch einen Punkt P nach 
Richtung und Grofse bekannt und ist durch densetben Punkt P 
eine Ebene getegt, deren Normate mit den Achsen die 
Wink.et a., ~ und y bildet, so Lege man durch P drei Geradc in 
den Richtungen von p,, p, und p, (die im Allgemeinen schief 
winktig zu einander sind) und trage auf diescn Geradcn (in cnt 
gegengesetzter Richtung mit den Spannungen) die Gr6fsen p, cos a., 
p, cos 3 und p, cosy von P aus als Lingen auf; wird dann aus 
diesen 3 Seiten ein ParaUetepiped konstruirt (Fig. 6), so ist die 
Diagonate PQ dessetben die Spannung p der betiebigen Ebene 
nach Grofse und Richt'q.ng. Aendern sich die Richtungs 
winket a., ~undy der schiefenEbenc, so bteibcn die Richtungcn 
der Parallelepiped-Sciten unverindert, es indern Fig. G. 
sich aber die Lingen derselben p, cos a, 
PY cos ~ und p, cos y und dadurch auch Ricbtung 
und Grifse der Diagonaten P Q = p. Dreht 
sich die schiefe Ebene um den Punkt P, so 
dass sich ex, ~ und y stetig andern, so beschreibt 
der Endpunkt Q der Strecke p cine Fiche. 
Bezieht man diese auf das schiefwinldige Achsen 
kreuz der Richtungen von p,., py und p. und bezeiclmet die 
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Koor<linateu des Fl,iicltcupunktcs Q mit X, Y nnd Z, so ist offenbar 
X p cos rJ. = X, oder cos rJ. =-, 
P 

Pv cos ~ = Y, oder cos ~ = Y, » 
" d Z p. cos,= Z, o er cosy==- . 

P. 
Da abcr rJ., ~ und I die Richtungswinkel der Normalen@ N dcr 
Selrnittcbene gcgen die 3 rechtwinkligen (bisherigen) Achsen 
sind, so ist 

cos 2rJ. + cos 2[:l + cosy== 1, mithin 
X? Y? Z" . ,,a 4+==l, 
P. 9, v, 

Dies ist die Gl,eichung einos ELUpsoidcs, bczogen auf die 3 kou 
jugirten Halbmesser p,, p, und p.; folglich hat man den Satz: 

Den kt man sich die Spannung p im Punkte P fiir 
alle m6glichen, dureh dicsen Punkt getegten Schnitt 
c bencn nach Grofsc und Uichtung a ufgetragen, so l,icgen 
die ndpunkte der Strecke p auf dem Spannungs 
ELti psoide mit dcm Mittetvunkte P; die Spannungen 
p.,, py uud p. an 3 zu ciuandcr rcclttwinktigen Ebcnen 
sind konjugirte Halbmesser des EUipsoidcs. Umgekchrt 
miissen je 3 konjugirtc llal,bmesser des tetzteren immer die 
Spanungen an 3 zn cinander rcchtwinktigcn Schnittcbcncn scin. 

Ill. Normal- Spannung an einer beliebigen Schnittebene. 
Hauptspannungen. 

Bitdet die Spannung p einer betiebigcn Ebene mit dcr Nor 
maten N dersetben den Wink.et cp (Fig. 5), so ist a= p cos p 
die mit dieser Rcchtwinktigcn paraUcte Normatspannung der 
Ebcne. Die Richtungswinket der Gcraden N warcn a, 3 und ;, 
diejcnigen von p waren ", fl und v, cs gitt dahcr fiir den Wink.et cp 
zwischen N und p : 

cos Cf = cos (J. cos A + cos ~ cos fl + cos I cos V. 
Uiernach wird 

a = p cos A cos rJ. + p cos fl cos ~ + p cos v cos 1 • 
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Flihrt man aus Gt. 1 (S. 5) die W crthe for p cos , p cos p, 
p cos v hicr ein, so cntsteht nach cntsprechender Ordnu11g 
J) 

und 

a==a,cos a j- a,cos3 {- a, cosy 4- 2 , cos 3 cos ; 
+ 2 Ty COS 0: COS 1 + 2 -Cz COS (/. COS ~ • 

Auch diese GLeichung kann geomctrisch <largcstcUt wcnlcn; 
jcdoch empfiehLt cs sich, von dem Punktc P aus auf der Nor 
maLen N nicbt den Werth a selbst aufzutragen, sondern statt 
<lessen~: 1/ cr bci positiver Nonnatspanmmg, 
1: i,1-= cr aber bci negativer NormatRpannung, 
aUgemein atso 1 :V ±a (Pig. T). J3ezicht 
man den Endpunkt R dieser aufgetragenen p 
Strecke auf das urspriingtiche, rcchtwinldigc 
Achsenkreuz, mit denen a, also auch PR die 
Winkel a, 3 und -r biLdet, so sind die Koordinaten des End 
punktes R: 

Fig. 7. 

cos ('J_ 

'vs 
oder es ist 

cos g v=-;---·, 
~ =t: Cl 

CO8; • • ±cr 

cos a==a]/ ±a; cos?==yl/ ±:a; cosy==z]/ ±a. 
Setzt man diese Werthe fur cos a, co8 ~ und cos I in obige G L. 1 
ein, so entsteht nach Aufhebung des gemeinsamen Faktorcu cr 

±: 1==a,a+-a,y-a,z 4 2,y&-4-2,wy4-2,y. 
Diese Gteichung bedeutet eine FUiche zweitcn Grades mit dcm 
Mittelpunkte P. Eine solche Fliche hat aber stets 3 im Punkte P 
sich recMwiukUg schneidende Hauptachsen; wJ.ihLt man dicse 
zu Koordinaten-Acbseu, so erhilt man bekanntLich einc Gtcichnng 
der Fliche, in wetchcr die Gtieder mit den doppcLtcn Produktcn 
der Koordinaten (2 't,, y z usw.) nicht vorkommeu. Denkt man sich 
daher das urspriingliche Achsenkrez so vcrdrcht, dass cs mit 
dem Hauptachscn - Kreuze zusammenfaUt, so miisscn die Koerti 
cienten der 3 tetzten Gtieder der Gteichung, d. h. die Schub 
spantungen ,, , und Tz, zu NuU werden, oder cs mlissen die 
Spannungen p.,,, p11 und p. an den 3 Ebenen der Hauptachisen 
reine Nor m al spanungen sein, folglich auch zu cinander recht 
winktig stehen. Hieraus ergiebt sich der Satz: 

In jedem Punkte eines Kirpers gicbt es 3 zu cin 
ander rechtwinklig stehende Ehenen, an deucn kcine 
S ch u l, s p an n n n g c n , s o ndern nu r r e i n e No nn at s p a n n n n g e n 
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auftrctcu. Diesc Spannung·cn beifscn die Ilauptspannungcn 
des Punktcs P nud werdcn mit 01, a2 und a3 bczeichnct. Dic 
HcLbcn miissc11 im Spanuuugs--EUipsoidc al,s 3 rcch twink. Li g zn 
cinandcr Htcheude Fahrstrab Len vorkommen; da sic abm.· a11ch 
die Spanumigcn an 3 rechtwinklig zu cinander stehenden Ebenc 
bcdc nte u, so mlisscn sie zug l,eich k o n j u girt e Ha 1,bm esscr, 
rnithin die hal,ben Uauptachseu des Spannungs-EUipsoides seiu, 
da cs nur dieses cine System r c ch twin k 1, i g c r koujugirtcr 
I htLhmcsscr giebt. Jfioraus fotgt dcr woiterc Satz: 

Die llauptspa,nnungen (weLche reinc Normat 
Hpa1rnungcn siud) biLden die hatben IIauptachscn des 
Spannungs-ELLipsoides und enthaLten aLs sotche die 
grof'ste und die kLciuste Spannung an einem Punkte P. 

In oinom vottkommen fl,lissigon Korper giebt es im GLeichg·owichts- 
1.11sLan<lo bokanntLich nur Nor ma Lspannuugon. Daher sind in <lorn 
Sp:.tmutngs-BLLipsoi<lo fUr oi11e11 Pu11kt einer soLchon l!'Liissig·koit sammtl,icho 
Achsen Hauptachsen; das ELLipsoid wir<l domnaclt z11 cine1· Kugct, und 
c~ foLgt :1uch dar::tus <las bekannto Ergelrnis, class <lie Spannungen nach 
aLLcn Richtnngen von gteichcr Grofse sind. 

Die Gl,eichungen fiir den Spanrnmgszustand im Punkte P 
wcrden einfaclter, weuu man die Richtungcn der Haupt 
spanungen a,, a, und a, zu Koordinatenachsen wiihlt. Die 
Hpannung p an dcr betieuigen Sclmittcbcnc wird darm (veegL. 
Fig. G) die MittcLkraft a.us 3 rochtwinktig zu oinander 
stehenden Seitenkriiften a, cos l'J., a2 cos , a, cos '(, aLso winl 

p==a} cos®a {- a] cos3 4- a] cos. 
Wird nun cine der 3 Hauptspannungen, z. B. a,, 

g Leich Nu 1, 1,, so wird p die MittcLkraft a.us Fig. s. 
01 cos a und a, cos g (Pig. 8), faUt da]ier in die ~ J . P/1 
El.Jone dcr a, und a, und bekommt den Werth b"\~-- 

p === a} cos 2a + a-~ cos 2r:J. ·-~ " le 4eosa 

Das Spannnngs-Ettipsoid verwandcU sich, da die Halbachise o, 
zn NuU wird, in eiue cbene lnachc, wcLche durch eine ELLipse 
dcr Hal,1.Jachscn a1 und a2, die Spannungs-ELLipse, begrenzt 
ist. Der Endpunkt der aufgetragcnen Spanmmg p Liegt mm im 
AUgcmeinen im Inucrn der EUipscnfLacho. Sctzt man naml,ich 
rn der Elipsen-GLeichug 

a 
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x = a1 cos a (der Seitenkraft vou p), so wird y = a2 V 1-cos 2a, 
wofiir man, wegeu cos a {- cos 2f, + cos y== 1 auch 

y== a,]/ cos3 [- cos y 
setzen kann. Die EUipsen-Ordinate wird mitbin im AUgcmcinei1 
grofser al,s die Seitenkraft a2 cos~ vou p. Bei<le stimmc1t nnr 
iiberein, oder der Endpunkt von p Uegt auf der Spannuugs 
EUipse sel,bst, wenn cos y=== O, d. h. wenn die Schnittebenc 
rechtwinkUg zu der Ebene der noch vorbandenen lJaupt 
spanungen a, und a,, also rechtwinklig zur Ebene der Spanungs 
EUipse steht. 

Sind 2 Hauptspannungen a, und a, gleich Null, so 
wird die Spannung p an einer betiebigen Schnittebene gl,eicb 
werthig mit a, cos a, fal,1,t daher in die Richtung der Haupt 
spanmung o,. Das Spannungs-EUipsoid wird nun zu einer geraden 
Linie. Die Spanung p wird (selbstverstindlich) gleich a,, wem 
cos a= 1 wird, d. -h. wenn die. Normal,e zur Schnittebcue in die 
Richtung von a, fillt. 

IV. Formanderung durch Normal-Spannungen. 
Wirkt an zwei gegeniibcr Uegenden EndfLachen eines rccht 

winkl,igen Paral,1,el,epipeds der Seiten a, b, c (Fig. 9) cine gleich 
mifsig iiber die FLachen vertheiLte NormaLspannung ox f. d. l!'Li~chen 
einheit, so entspricht dieser im Gl,eichgewichtszustande, der Er 
fahrung gemifs, cine el,astische Ver 
lingerung A a in der Richtung a 
der Spannung a,, und es ist inner 
halb der sog. ELasticitatsgrenze 

\a a, 
a= 

Vig. 9. 
I 
-I-- 

I 
I 
I 

i ).-----------~ ~--~ • 'Vb a 

C 

wo E die ELasticitatsziffer. Ila: a _f! (j 
iErE [ Z 
zeicbnet. In den Richtungen der a+da 

anderen beiden Kanten erfoLgen aber gl,eichzeitig Verkiirzungcn, 
wel,che al,s negative Querdehnungen aufgefasst werden, u. zw. ist 

lib a., Ll.c o., = , o' -,= q, 
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C, und U, sind die Ziffern der Qucr-Etastieitiit. Die Grofsen ]!), 
C, und C, werden fiir 'Zug und Druck gteich angenommen. Im 
ALtgemeiuen sind sie an vorscbicdenen SteUen eines Korpers, 
bcsonders aber nach verscbiedenen Richtungen verschieden 
(z. B. bci Hotz wcgen des fascrigcn Gefiiges); bier sotten abcr 
vi.iUig isotropc Korpcr vorausg·esetzt werden, so dass man E, 
C, und C, fiir cinen bestimmten Kirper als unverinderlich an 
scheu kann. Danu ist auch C2 ===C,, und man kann 

C,==C,== m 
sotzcn, wobei m nacb Versuchen zwischen 3 und 4 schwankt, 
ftir 8cbrniedeisen aber zu 4 angenommen werden kann. *) Letzterer 
Worth sott bei Zahtenrechnungen im .Fotgenden stets benutzt 
werden. Eine Spannung a., bringt atso neben der Langsdehnung 

noch <lie Qucrdebn1mge11 

ey = e., = .( - 1 e.,) hervor. 

Wirken nun an atten SeitenfLachen des Parattetepipeds 
Normal,-Spannungen, u. zw. in den 3 Hichtungen bezw. a", a11 und 
a,,, so entsteht in der X-Hichtung: 

durch am die Langsdehnung g , 
<lurch a1/ die Querdehnung - 0

EY , ' 1n f 

durch az ebenfaUs die Querdehnuug - az1, , m 
dabcr die gesarnmte Dehnung 

_ 1 ( o.1/ + Oz) . s.' -, 3 
ebenso in den anderen Richtungen: 

'( ·+y s»== » 5 
'( ) s.j - - -m . 

1 

) Eingehende Erirterungen iiber die Grofse m findet man in •Gras 
h or, 'l'heorio dor Etasticitltt rmd l1'estigkoit, zweite Anftage, Bertin 1878, 
S. 80 11. ff., sowio in Win Ider, Leh re von der Elasticitiit und Festigkeit, 
Prag l8G7, S. 18 -30. 
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V. Formanderung durch Schubspannungen. 
An einem rechtwinkLigenParaUol,cpiped von dem quadratischen 

(Querschitt @ X @ und ciner Linge == 1 rechtwinklig zur Bild 
cbene (Fig. 10) migen in den Hichtungon pa- Pig. 10. 
raUcL zu den Kanten a an den 4 ScitenJLachcu •c 
von der Grofse a • 1 gLcichmafsig vcrtheiLte D- - · • 

Schubspannungen wirken, so dass anf jcde 
SeitenfUicbe eine Schubkraft a -r kommt. Ftibrt 
man nun einen Schnitt nach A C und bctracbtct < :!L a - n 
den Abschnitt AC D (.Fig. 11), so vcrLangt das 
GLeichgewicht cine normaLe Druckkraft an dcr 
Schnittfliiche AC von der Gr6fse @s]/2, welche 
durch die M:itte von AC geht und dahcr libcr 
diese Fliiche AC==a\/ 2 glciclmifsig vertheilt 
angesehen wcrden lrnnn, so dass an A C cine 
reine D ruck spa 11 nu 11 g -r (f. d. FLachcncinhcit) 
auftritt. An dem Sehnitte BD verLaugt das Gtcich- 
g·ewicht in derseLbcn Weise cine reine 'Zug - Fig. 12· «r} 
spannung von derseLben Grofse -r (Fig.12). IJ r> 

Diese beiden NormaLspannungen sind nach ~--/ 
117 

dem Friihcren Hauptspannungcn; die dritte / 
Hauptspannung, rcchtwiukLig zur BiLdcbenc, ist ~1/;i-. n 
iu diescm FaLLc gLcich NuU. Aus dcm Spannungs-EUipsoidc 
wird hier eine Spannungs-EUipsc, u. zw. mit gLcichcn llanpt 
achsen, mi thin cin Spanungskreis vom Halbmesser • Die 
Spannungen an aUen SchnittfLachcn rechtwinkl,ig z111· BiLd 
ebene baben den gLeichon Werth -r, siud abcr fiir 2 Schnitt 
richtungen reine NormaLspannungen, fiir 2 anclere reinc Schul> 
spanungen, fiir alle iibrigen schicfe Spanungen. 

a 

Y 

Da in cler Richtung der Diagonal,cn AC reine 'Zugspanung, 
in dcr Richtung der andercn reinor Druck von 
gLcicher Grofse stattfindet, so werclcn bcidc Diago 
naLen (von dcr Lange d) Langenanderuugcn + 11d 
bczw. - 11 d erfahren; die Seiten des Qnadrates 
aber, in dercn Hichtungcn keine NormaLspaunun 
gen vorkommen, werden ihrc Lauge a bchaLtcn. 
Es wird daher aus elem Quadrat ein Rhombus (dessen Diagonalen 
sich rechitwinklig schneiden) (Fig. 13). Die Aenderung ; des 
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rechten Winkels hcifst GLeitung. ½nr Bereclmung dersetben 
'hc<lcnkc man, <lass 

( 50 . 1) ½ A C d + Li d tg DB C = tg 4 + 2 = ½ B D a d; 
wciL al>or I ats ldein angonommcn winl, so kann man 

1 tg 450 + tg i 1 3 + Li c1 tg(4°+-;)=== S= 2 1 - tg 450 . tg i 1 - ~ 1 - Li dd 
sctzcn, so class 1 = 2 ~/ wird. Zu dcr Dehnungin dcr Richtung AC 

l,icfort a'hcr die Z u g spannung -c don Beitrag E-c , die Druck- 
0 

spannung -c (rccl1twink.tig dazu) den Bcitrag _-r:E; es wird daher 
m ' 

» ·=;"-l+,) » 
-JP(+,l) 
E 2) Man sct1.t mm - - = G uncl nennt diese Grifse 

·(+,,) 
<lcn Gt e i tm o du t des betr. Sto:ffcs, so dass clann einfach 
3) die G'Leitu ng erschcint. 

Fiir m== 4 wird die Dchnung in dcr Ricl1tung der Diago- 
5 ,: 

naLcn s = !.: 4 JI), G = 0,4 E. 
Wirkcn nicht nur rechtwinktig zu ei n er Kantcmichtung, 

sondern gteichzeitig rcchtwinktig zu al, Len cl r o i Kantenrichtungen 
eines rcchtwinktigen ParatteLepipeds an dessen li''Liichen die Schub 
spannungen -ex, -ry und -r., so treten in aUen drci Projektionen 
die entsprechenden Gleitungen 

't'x -- 't'?J • - 't'z • I'" = G; "(y - G' "(z - G em. 

VI. Formanderung eines Parallelepipeds unter Einwirkung 
beliebiger Spannungen. 

Wirkcn an den Flichen des raraUetcpipeds sowolit NormaL-, 
wie a11ch SclrnbH[Htn111111ge11, so trcten die sammttichcn Form- 
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anderungcn gteichzeitig auf, wetche den einzetnen Einwirkungcn 
entsprechen. Die Normatspannungcn bcwirken die nach GL. 1, 
S. 11 zu berechnenden Dehnungen, die Sclmbspannungcn abcr 
die nach dem Vorstehenden zu ermittetnden GLeitungcn, wodurch 
die rechten Wink.et in schiefe Winket iibergchen. 

VII. Formanderung einer unendlich kleinen Kugel im lnneren 
eines Korpers. 

Denkt man sich um den Korperpunkt P cine Kugelfliiche 
mit dem unendtich kteinen · Hatbmesscr d s beschriebcn und sind 
PA, PB, PC 3 rechtwinktig zu einander stehcndc Hatbmcsscr 
(Fig. 14), so gehen diese bei der etastischen Formandcnrng iibc1· 
in P,A,, P,B,, P,C,, inder sich der Linge 
nach in den Verhattnissen C:c ' cy' Cz und vcr 
drehen sich gegen einandcr um 1,,, 'Yv, 1•. Ein 
Punkt Q der KugeULache hatte in Bezug auf die 
3 Hatbmesser die GLeichung 

Fig. 14. 
c 

' ' I 
} Q 

i /i 
P,V---- \;r-·'A 

dx2 dy2 dz2 / 

ds2 + ds2 + ds2 = 1. JJ 

Dersetbe Korperpunkt babe nach der Formanderung die Lage 
Q, und werde auf das schiefwinktig gewordcnc Achscnkrcuz 
P,A,, P,B,, P,C, bezogen (Fig. 15). 
Sind d x u d y I und dz, die Koordinaten 
von Q,, so ist in Fotge der Dehnung 

da,= dx (1 + c.,), atso dx da, 
14 s, 

Fig. 15. 
C, 

: 
I 

} Q 

k?11 
1 ' 1J I------ L y yM, 

dy = dy, dz·= dz, , 
1]e, 1}s, 'r 

Dies giebt, in die Kugetgteichung eingesetzt: 
da dy dz; 

as+s)as@+s-aeaksyy' 
Dies ist aber die GLeichung eines Ettipsoides in Bezug auf 
konjugirte Hatbmesser, und es fotgt dcr Satz: 

Eine unendtich kteine Kuget wird durch die 
etastische Formanderung zu cinem Ettipsoidc, wobci 
urspriinglich zu cinander rechtwinklige Durehmesser 
in konjugirte Durchmesser iibergchon. 

und ebenso 
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Die 3 Hanptachscn dicses EUipsoidcs sind cbenfaUs konjugirte 
Dnrehmcsscr, standcn atso vor dcr Formandcrung rcchtwinkl,ig 
zu cinander; da sie nun dicsc gegenscitigc Rich tung beibehattcn 
habcn, so steUcn sic dasjcnige Achsenkreuz dar, wctches kcine 
Winketiindernng, keino Gteitung erfahren~ hat. Die Dehmmgen 
nach diescn Hichtungen seien 

und hcifsen II au pt d ch nun gen, es muss untcr ihnen nothwcndig 
die grifste und die kteinsto Dehnung im Bcreiche der ktcinen 
KugeL vorkommen. 

Donkt man sich aber im Kirperpunkte P ein kteines 
ParaLtctcpipcd, dcssen Seiten die Richtungen der Hauptspannungen 
haben, so wirken an dessen Seitenflichen keine Schubspannungen; 
cs btcibt dal1cr dicses Parattel,cpipcd rechtwinktig. In der Ku get 
kinnen dann alJcr die 3, in der Richtung der lfauptspannungen 
ticg·enden Durchmesser ebenfatts keinc Gteitung crfahren, haben 
also die Eigenschaft, die socben fiir die Richtungen der Haupt 
dehnungen nachgcwiesen wurde. Daraus fotgt: 

Die Achson des Spannungs-Ettipsoides fatten 
mit donen des Formanderungs-Ettipsoides zusammen, 
oder die Hauptdehnungen treten in den Richtungen 
der IIauptspannungen auf. 

VIII. Anstrengung in einem KHrperpunkte. 
Fiir die Sicherheit eines etastischen Korpcrs gegen Zcrstomng 

ist im Attgemeinen nicht eigenttich die stiirkste in ihm vor 
kommcnde Spannung mafsgebcnd, sondern vietmehr die stiirkste 
in ihm auftretenclc (positive oder negative) Dehnung. Ist z. B. 
die Dehnung e, in der Richtung der ersten Hauptspanmung a, 
die grofste, so ist 

'( ) s,=- j 9 m ' 

In erster Linic hingt e, freilich von a, ab, wird aber von a, und a, 
auch becinflusst, u. zw. vergrifsert, wenn a, }- a, entgegengesetztes 
Vorzeichcn mit a, hat. 

Der Werth der zuliissigen Delung wird mit Hiilfe von 
Versuchen crmittelt, bei denen in dem Versuchskirper nur cine 
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Hauptspanung a, vorkommt, so dass die entsprechcndc Delmung 
a, s,= 

wird. Diejenige Spammung a,== Ee,, welche die zutassige 
Dehnung hervorbringt, neunt man dann die z uliissi g e An - 
strengung oder die zuliissige Inanspruchnahme. Treten 
nun in einem FaUe der Anwendung 3 Hauptspannungen auf, so 
wird man diesetbe Sicherheit haben wie in dem einfacheren 
Versuchsfatte, wenn s, und also auch Ee, wicder denselben 
Werth erreicht. Man nennt daher 

E 62 + (13 £ =:(6 > 
1 1 m 

die Anstrengung, und zwar auf Zug, wcnn die Dchnung positiv, 
auf Druck, wenn sic negativ ist. Spannung und Anstrengung 
sincl daher nicht gteichbedeutend, wenn mehrere _Hauptspannungcn 
auftreten. · 

Wird z. B. ein rechtwinktiges ParaUetcpipecl an 4 Scitcn 
fLaehen von Schubkraften ergriffen (Fig. 10, S. 12), so ist 

a,==; a,==t; a,===Q; 
die stirkste Dehmung (GL. 1, S. 13) 

·=1£(14 !) E m' 
die Anstrengung auf Zug und Druck 

ms=+(+,]) 
Nennt man die zu Las sige Ans tr en gung s, die entsprechende 
zulaissige Schubspanung t, so ist hiernach 

t== ",=0,8s (fiir m==4). 
1 +-- m 

1st fti.r den fraglichen Kirper die zutassige Anstrcngung auf Z11g 
bezw. auf Druck vcrschiedeu grofs, so ist cler ktcinerc Werth 
fiir s einzufiihren, und von cliesem ktcineren Werthe darf die 
Schubspannung nur B/10 betrngen. 



Zweiter Abschnitt. 

Bigg gerader Stibe, Balke oder Trager. 

I. Voraussetzungen. 
Simmtliche iufsere Kriifte sollen in ciner durch die Liingen 

achse des Stabos gehenden Ebene Liegen und so'LLen zugteich 
rechtwinldig zur Stabachse gerichtet sein. Letztere geht in cine 
Kurve iiber, die Biegungstinie, wetche im AUgemcinen 
doppelt gekriimmt ist. Der Inbegriff aU,er 'l'angenten an die 
Biegungs'Linie bitdet die Biegungsfliche. 1st die Biegungs 
linie einfach gekriimmt, so wird die Bicgungsfliiche zur Biegungs 
e he n c. Einc Gerade, we Leho in oincm Punkte dcr Biegungs Linie 
rcchtwink Lig zur BiegungsfLache steht, heifst die Bi e gun gs a ch s e 
fur diesen l?unkt. 

Behufs der Spannungs-Ermittelung wird angenommen, die 
Formiinderungen seien so kl,ein, class die RichtungsLinien der 
iufseren und inneren Kriifte sich durch die ormiinderung nicht 
wcscnt'Lich vcrschoben haben, so dass fur die Aufstellung der 
Gteichgewichts-Bcdingungcn die ursprii.ngtiche Form des Stabcs 
z Grunde gelegt werden kamn. Fig. 16. 

Der Stab mogc untcr Einwirkung 
der Kriifte K,, IK,, K,, K, im Gleich 
gcwicht sein (Fig. 16). Fiihrt man 
nnn cincn Qucrschnitt tt und be 
tracbtet das Linksscitige Stuck (Fig. 17), 
so miissen die inncren Krane an der 
SchnittsteUe den iufseren Kriften K, 
und K, das GLeichgewicht halten. Die 
inneren Krift lassen sich auf cine 
Normatkraft oder Lingskraft N und eine 'l'angentiaL- oder 
Que rk ra f't Q muriickfiihren, welche beide in der Ehene der 

Fig. 17. 

Keck, lasticitiitslehre. 2 
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iufseren Krifte licgen miissen. Di Gteicl1gcwichts-Bcdingungon 
sind: Q=K,-K,; 

N==0; 
Nc==K,a,K,a,, 

Die innere Lingskraft N ergicbt sich als cine Kraft von dcr 
Grofse NuU, die aber, wcgcn dcr Lctztcn GLciclrnng, in Bczug anf 
die Acbsc O doch ein im AUgemcincn von Null verschicdenes 
Moment M==K,ax, K,a,, 
atso einen uncncHich grofscn Hebctarm c hat. Dieses Ergebnis 
bcdeutet bekannttich, dass die inneren Langskraftc ein K riift.e 
p a a r von elem Momente 

Nc== dem Biegungsmomente M== K,a, K,, 
bitclen, wetches natiirUch elem aufscren Momentc cntgcgcngcl:lct.zt 
clreht. Aus elem. Vorban<lensein des inncren Kriiftcpaarcs foLgL 
class die NormaL- oder Langsspannungcn theits Zng-, thciLs Drnck 
spannungen sein miissen. 

Man kann die aufscren Kraftc K1 und 1(2 Unks vom Sclmitt 
auch durch ihre MittcLkraft crsctzcn. Fig. 18. 
Wird K,> K, gedacht, so Ucgt dio 1 a 
Mittetkraft Links von bciden, hat die ~-------1---:r~l- ~- {-, 
Grofse K1 - K2, iibereinstimmend mit '--- f 1" 
der inneren Querkraft Q, aber entgegen- {a 
gcsetzte Pfeitrichtnng (aufwiirts); dicse Mittctkraft ist die ii.nfserc 
Querkraft. Sic bitdct mit dcr innercn Querkraft eiu elem Bic 
gungsmomente M c....=J(1 x1 - 1(2 x2 gkichwerthiges Kriiftepaar Qx0 
(Fig. 18), wckltem das Moment dcr Langsspannungcn N c das 
Gteichgewicht hatt. 

Es ist nun zu untersuchen, nacb wckhcn Gcsetzcn 
sich die NormaL- und Schubspanmmgcn iibcr <lcn 
Qnerschnitt vertheiten. Sclmci<lct man aus dcm StalJc 
cin La.ngentheitchen von der Lange d x (Fig. 19) und 
aus diesem wieder cin H6hentheilchen von der H6he dz 
heraus, so wirken an den beidcn in P sich schnci<lenclcn 
Flichen die N orma.Lspannnngen cr,., und a,, sowie die 
gleichen Schubspannungen ,. Die aufscren Kraftc 
ic;eicn derartig ii.her die Brelte rlci,; Stabel:! vcrthei1,t, 
class an Schnitten parallel der Kriifte-Ebene keine Spanungen p, 

Fig. J9. 
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auftreten; dann sind a,==,==t,==0, und das Spamnungs 
1DL1,ipsoid schrumpft ,m cincr 3panrnrngs-EUipse, paraLteL dcr 
Krifte-Ebene, zusammen. 

Die Spannungen a, und , sollen erst spater untcrsuelit werdcn. 
a. iHt meistcrni cine unl,cdcutcndc Drucksvannung, die dureh 

das Aufeinanderpressen der wagerechten Schichten des Stabes in 
.IToLg·c tler oben anf dcm Stabc angebrachtcu Lastcn und dcr 
unten an ihm wirkcnden AuHagcrdrtick.e cntstel1t. 

Die Schubspanung , ist freilich nicht ganz so unbcdeutcnd, 
ist aber doch bei liingeren Stiben, namentlich solchen von recht 
cckigcm, rnndcm, odor sonst z:icmUch voUigcm Qucrsclmittc, fdr 
die 'l'ragfahigkcit nicht mafsgcbcud. Sic soU dahcr, dcr Ein 
fachhcit wegen, auch cinstweilen unberiicksichtigt bleiben. 

Wir habcn dann vorLaufig nur rnit ax zu thun, die rmn cine, 
u. zw. die cinzigc, llauptsparmung und damit zugLeich die An 
strcngung ist. (Die Spannungs - R'LLipsc winl zu ciner Geradcn, 
parallel der Achse des Stabes.) 

li'ifr die ErmittcLung dcr Spanmmg cr., und der cntsprechendcn 
Bicgung des Sta.bes ist aber (bek.anntLich) das 'l'raghcitsmomcnt 
<lcr Qucrschnittsfigur von Wichtigkcit; es sollen daher zunichst 
cinigc wiclttigc Gcsctze iibcr 'l'ragheitAmomente cbener Figurcn 
cutwickcLt wcrden. 

II. Eigenschaften der Tragheitsmomente ebener Flltchen 
in Bezug auf Achsen durch einen festen Punkt. 

Durch clcn Punkt A dcr gegebcncn l!'Lachc Ji' sei cin recht 
winldiges Achscnkreuz gcLcgt und aufserdem cine Achse AP, die 
mit AX den vcranderLichcn Winkel, a. cinschLicfst (Fig. 20); dann 
ist bckanntLich das 'l'raghcitsmoment dcr li'Lachc F 
in Hcz:ug auf AP : 

J== fdFu", 
Fig. 20. 

wcnn it die Entfcrnung des FtachenthciLchens dF 
von der Achsc AP. 

Weil aber u==yosa= asina und weil 
ferner der Winkel a bci dcr Snmmimng nicht 
vcriindcrLich ist, f:>0 wircl 

Jc.=. coH 2a. Jd F y2 + sin2a.Jd F:.c2 - 2 sin a. COf:l a fd Fay. 
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Es ist aber 
.f d Fy2 ==J, das Tragheitsrnornent in Bczug auf die X-Achse, 
J dFx2 ==J, dasjenige in Bczug auf die Y-Achsc, 
JdFxy= C das sog. Centrifugatrnoment. 

Daher kann man schreiben 
I) J = cos « J, + sin«J,-sin 2 a O. *) 

'Zum Centrifugalmomente liefer der erste und dritte Qnadrant 
positive, die anderen beiden negative Beitrage; iiberwiegen die 
Beitrige des ersten und dritten Quadranten, so ist C > 0. Verdrcht 
man aber das Achsenkreuz gegen die Figur um eincn rechtcn 
Winket, so indern sich in der Figur die Nummern der Quadranten 
je um eine Einheit, und die Fotge davon ist ein ½ciclienwechsct 
der cinzelnen Beitrige und damit auch des W crtbes C. Da nun 
der Uebergang aus dem Positiven ins Negative bci dcr Drclnrng 
cles Achsenkreuzes stetig erfotgt, so muss es cine Zwischenlage 
des Achsenkreuzes geben, fiir wetche O = 0. Diese Bcdillgnug 
m6ge durch die Achsen AH, und AH, er 
fiittt werden (Fig. 21), dann beif'.sen diese 
die H a u p t a c h s e n dcr Figur fur den 
Punkt A. Die darauf bezogenen 'l'r~igheits 
momente J, und J, heifsen Haupt-Triigheits- H2 
momente, u. zw. soll die Numerinmg so 
gewihlt werden, dass 

J, J, sei., 
Werden die Hauptachsen zu Koordinatenachsen gewiihlt, 

und wird der Winkel, a dcr Acbse AP von AH, aus gemessen, 
so wird aus Gt. 1 einfacb 
2) J=cos« J,4- sin«J,, 
Vertauscht man hierin das cine Mat cos 2a mit l - sin a, das 
andere Mat sin a mit 1- cos a, so entsteht 

J==J,-sin(J,-J,) bezw. 
J==J,+ cos?a(J,-J,), 

und da J,-J, stets >0, so muss J<J, und J>J, sein, d. h. 
Von atten 'l'ragheitsmomenten in Bezug auf Achsen, 

die durch einen Punkt A gehen, ist <las crste Haupt- 

Fig. 21. 

) Vergl. Mo hr, Beitrag zur Theorie der Hotz- uud Eiseukonstruktionen; 
Zoitschrift des Arch.- u. Ing.-Vereins zu Hannover 1870, S. 47. 
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Traghcitsmomont das grofste, das zweite Haupt 
'fr~ighoitsmomont das ktoinsto. 

Kalin durch A cine Symmetrie-Acl1se gekgt warden, so ist 
dioso offonbar cine lfauptachse und die Winkelrechte dazu die 
andere, wcit in Bezug auf diese Achsen U== Jd F.xy = 0 ist 
(den jedem Flichenthcilchen mit positivem Beitrage zu C entspricht 
Rymmctrisch oin FUichonthoiLcl1on mit negative~ Beitrage ). 

]st cine Symmotrio-Achse durch A nicht miglich, so kann znr 
Aufsucbung dcr Ilauptachscn die Eigonschaft bonutzt werden, dass 
J1 und .J2 grofsto und ktoinsto Wertlic von .J sind. Man tegt 
oin betiebigos Achsenkreuz fest und sueht die boiden Ncigungs 
winket a anderer Achsen, fur woLchc .J einen grof'sten oder 
ktoi11Btcn Worth bekommt. Die crsto Abgoteitetc von Gt. l 
lisst sich schrciben: 

""== si2ad,-3,)-2os@a C, 
die zweite Abgoteitetc: 

d?J 7,==-2cos2a(J,-J,-2tg2a 0). 
CJ. • 

Die NutLsetznng dor crston Abgctoitctou giebt 
20 3) tg 2 a = -- .-- , J,-J, 

und durch Einsctzung diescs Werthos wird 

4) d2J_ 2 2 (J J. 40
2 
)- 2cos2a{(r J)2 4czt =os!'l, sty°J.-J, h%-"». j a w y m y 

Die Bozeiclmung der KoordinatoJ1achsen sei so gcw1ihtt, dass J'" 2; Jy; 
<lan11 ist das Vorzcichen dcr zweiten Abgcteitcten (Gt. 4) uur 
von cos 2 a abbangig, namtich mit - cos 2 a iibereinstimmend. 
Gtciclnrng 3 giebt for 2 a. zwei W crthe, die um n von einander 
abwoichen; derjcnigo diescr beiden Wink.et, der im ersten 
oder vicrton Quadrantcn ticgt, ontspricht dcm Grofstwer1:11c 
von J; al,so dor crsten IIauptachso. J<'. 0• 22 '#· % 'Zr Ausfiihrung dieser Rechnungen muss y 

man in Bozug auf das wittkiirti.ch fcstgekgte ~ 
Achsonkrcnz die Worthc Ja:, J;, 1md O ermittctt ..-Ilj 
haben. Sind diese aber bekannt, so kann man ~ 
die Gr6fsen J, und J, unmittelbar auf sie ziriick- a 
fiihron. I Bezug auf' die Jfauvtaclisen gitt ja die Gt. 2. Weicht 
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mun AH, um a von AX ab (Fig. 22), so hat in Bezug auf das 
Krenz der Hauptachscu AX den Neigungswinkel, - a, A Y 
den Neigungswinkcl, ;- a. Vcrtauscht man dahcr in Gli. 2 
a mit - a, so en ts tel.it 

J,, = cos2a J1 + sin2a J2, 
vertauscht man aber in GL 2 mwit , so crl.tiiLt man 

J. "2J+ 2; y = sm a 1 cos a , 2 • 

Diese bciden Gteiclrnngen gcben abcr 
J, 4J,==J,4- J, 
J,-J,=J, J,) see2 , 

/. 4 02 

oder, wcit nach GL. 3 sec 2 a= ± V 1 + (J,. -Jy)2, 

D) J,=90% 4-J9) 1Vu@%- J,) 4- CF. 
2 

B ei s piel: Fiir ein rechtwinkliges Dreicck der Katheten d und h 
(Fig. 23) soUen dio IIauptachsen des rechtwinkligen Eckpunktes gesucht 
worden. Die Katheten werdon al,s Kooruinatenacltson gcw:ihLt, trnd os 
moge zunachst C berechuet worden. Ein FLiichonstroifon in tlor llohe '!/ hat 

die Breito ii= d ( 1- {). Flir dio FUichontl1oiLclton tliosos 8trciro11H sinu 

'!/ und dy konstant, clahor licfort dor Stroifen zu C den 

oitrag /@fads-yay-aw(1 ") 
Wircl clioser Ausdruck nun auch nach y zwischen den 
G rnnzen O uncl h integrirt, so tiefort or clon W c rth C, 
n. zw. nach Ausfiihnmg clor Rcchnung r.u 

d? h'? 
c-=- 31= Ifi2 Filh. 

Vig. 23. 

I4, 
I 

Die Tr1ighcits1uornente findct man 1,oicltt zn 
.f, = 1ft; ],'h,2 Jy =- 1/6 b'(/2, 

Nach Gt. 3 nml G wird dann 
h 
d tg 2 a== j2 und 

d2-1 

[" ] 
l<'ii1· h/17 = 2 orgiobt sich besondors tg 2 a== 2/3, odor ~,, " - 3;30 ,11' 
1111d 146 ° 19'; erstoror Werth 0111.spricht clor ors to u 11:wpt:tc!tso 
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rnit a - - - JG O 50,r.'. Moistens Leh rt sch on oia BLick au!' die Figur, welche 
dor l.Joidoa '11:wptachson das groisoro .l tiofort. - Es wird ltior ondLich 

J,== 0,717 ]1'i1,2 = 0,"170 'fi'/1,2 
,12 = 0,'116 Fd2 = O,020 Fh2• 

Ill. Verlinderung des Centrifugalmoments durch eine 
Parallel-Verschiebung der Achsen. 

ln J3czug auf ciu Achscnkrcuz <lnrcl1 den Schwcrpunkt S 
dcr Fignr 1oci c~ = J d F x y <las UcntrifogaLmoment. V crschic1.Jt 
111an nun das Achsenkreuz parallel um e, bezw. e, an den Punkt A 
(Fig. 24), so i1ot 

C,i =-= .f dF(x f-- e1) ( y + e) 
-:. JdFxy T e1 J1LFy + e2 .f dF':r + e, e2 F', 

oder, wciL Jdfl'x=JdJ1'y=xO, 

Fig. 24. 

6t·"J1_-t ,.V 
s . 
f' l) Ur=-Cs\-Fe,e,. 8· 

Waren die Achscn d11rch S Ifan ptachscn, war aLso Cs = 0, so 
wird ci11fo,cli 
2) Ca=Fe,e,. 
J lierin bc<lcntcn e1 und e2 die Koor<linatcn dc1:, f:lchwcrpunktes S 
in Bezug auf das Acbscnkrcuz <lurch A. 

Boi.spioL: SoUon fiir (fas rechtwinkLige Droicck (Fig. 25) die 
8cl1wtHpunkts-Ha11ptachsen orrnitteLt werden, so ist. in Bezug anuf ein 
Ael1H011krc11z paraLLel, (lon Kntheton 

(1 1) .J., --= 7,•1,,2 G - 9 = lfts t,'11,2' 
·J,- 'hs Pa?, 
ca(' }) ova 

kn tg24==-,p 
• /ct2 - t 

lliorn:wh wirtl 

Fig. 25. 

llll(l \ 

[ vr} ] J ~ -- 3G- d~ + 1 ± r rf,2 - 1 + a,2 • 

l<'iir h/d=2 orhtiLtman bosondors tg2,,=2fs, o<lor 2,;i=:!3041' 1111d 
2'130 41'; erstoror 'Werth entspricht der erst011 lfanptachso mit a= 1G o 5O,r,'. 

Kn.1111 man die .I!'ignr in 2 rl'heiLc zcrtcgcn, dcrcn Scl1wcr 
pu11ktc 81 1111d S2 1rnd dcrcu bul1crc .M.omcntc man schon kc1mt, u1Hl 

• 
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soUen die Hauptachsen des Gcsammt-Schwcrpnnktes S gesucllt 
werden, so Lassen sich die meist wenig 
abgerundeten Koordinaten x1, y1 und ::v2, y2 
der Theitschwcrpunkte aus dcr Zali Lcn- 
rcchnung fernbatten, und man braucht nnr 
mit den meist einfacheren Summen: 

a, - a,==a, h+%==y 
zu recbnen. 

Sind niimtich F1 und F, die 'l'heitc 
von F, so findet man Leicht die Beziehungcn: 

J J t- J I Fl F2 2 *) 
x = xi - "'2 -- F Y 1 

J J J 
,, , 

»='or 'hoot 'p@"> 

C C C F1F2 =Al al 'p@y 

Fig. 2(i. 

Darin bedeuten .J,,, J,, und C, die Tragbcitsmomentc unJ Jas 
Centrifugalmoment der Fliche F, in Bezug auf ciu Acbscnk.rcnz 
durch S,, welches dem Achsenkreuze durch S paraUeL ticgt; 
J"2, ~12 und C2 haben entsprcchende Bedeutung fir F, 

Beispie1,: Fig. 26 ste1,1,t den Qnersclmitt oines Winkc1,oisens von 
8 cm Schenke1,1,ange und 1 cm Starke dar, we1,chos tlurch oin Niettoch von 
2 cm Durchmessor in dem wagercchten SchenkeL unsymmctrisch gowordon ist 

Es ist F1=5, F2=8, F=13 qcm, x=4, y=3,5 cm (wiil1rond 
x1 = 2,46, x2 = 1,5•1, y1 = 2,15, y2 = 1,35 cm sind); C1 ==U,== 0; 

5,8 
J,==/95.1°4-9 1-8-4, 3,5° == 80,76 ; 

5.8 J,== lfi2 (7L23) ~ lJiz • 8 +-13 • 42 = 77,815 i 
5,8 

C=13 ,3,o •4=43,on; 
2.43,011 

tg 2 a= 80 i76 - 77 81-;; = -- 29,oSOG; 
) ) 

2a=-8802' (entspricht ,/1), a - 440] 

J,=79,2a0 4 J/ 2,1su ] 1855,628, 
2 
J,===122,as; J%== 36,104. 

·X) Vg1,, eine Abl1andl,ung von Boyorhaus in dom Woche11liLntte 
fiir Architekten und IngeniCUl'e ] 884., S. 2GO 11. 2G0; f'ernor M iiL Lo I' - 
Br es Lau, Graphischc Statik, 2. A11fL., 1. Hd., 8. 4.3 . 

• 



lV. T1·ttgheits - Ellipse. 2fi 

IV. Tragheits-Ellipse. 
Setzt man .J = Fi2, .J1 = Fa2, J2 = Fb2, so sind i, a und b 

'L1l'ag·hcits-llatl>mcsser, u. zw. a undb die Haupt-Tragheits 
hatl.Jmcsser dcr bctrcffenden :Figur fur den Punkt A. Worden 
dicse W crthe in Gt. 2 (S. 20) cingefiibrt, so erhilt man 
l) i2 = a2cos2ry. + b2sin2a. 

Dicse Bczichung for den mit a vorandertichen Traghoits 
hatbmessc1· i tasst sicl1 goometrisch darstoUon (Fig. 27), indei 
man in der Entfcrnung i von dcr Acbse AP eine 
. ParaUeto zic11t; diesc sclmoidet dann auf den 
JJauptachsen die Stucke A Jl1 = p , AN= q ab, 1 / 
und es ist sin a = h, cos a ==ifq. iihrt man -ro P 

l ·f dioso Grofsen in Gteicbung 1 ein, so crgiebt sich ''i-;;a 
a ° ie {'l @ 

2) 1 » ' ¥ · *) I M p '.A 

Dies ist die Gtciclnmg oiner EU,ipse in Lin i c n -Itoordi11aten, 
d. h. die obigc Beziohung zwischcn den Abschnittcn p und q 
bcdingt oin System von Gcraden, wctche sammttiob 'fangcnte11 
an eino EUipse dor IIatbacbsen a und b sind, diose EUipso 
a1,so umhiiU,cn. 

Fig. 27 . 

Um dies 11aol1zuwoison bodcnke man, <lass die Gleichug der 
Geraden MN lautet : /.-a 

q p 

odor, wen nach Gt. 2 q = • Vr -? 
3) uVp--==ap-«), 
Diffenrontiirt mau dieso 

4) 
Gleichung nach p, 

yp --·· --.--a Vr » 
so orbatt man 

Naob der Lehrc von den Umhiittuugstinien ist diese Gt. 4 mit 
(GL. 3 zu vercinigen, woraus nach Entfernung von p (indem man 
die Gleichungen cimmal multiplicirt, cinmal dividirt) und cin 
faeher ½usammonziehung die G-Loiclrnug der ELLipse 

a" y D) i»,»1 
ontstobt. 

·I') VgL. Baus c 11 in g c r, EL0111cnte uer gTapltische11 8tatik, 1. 
0

A11tl,., S.124. 
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Man kan auch umgekehrt vorgehen, idem man vorstol1ondo RUipson 
gLoichung zu Grundo Logt; die Tangento an einen Ellipsempunkt a,, y, hat 
dann die Gteichung 
6) 

Sotzt man hierin x = 0, so erhiltt man fi.ir don Absolmilt auf der Y-Achse: 
a? =, odor ?h =3- · 

a q' 
setzt man in GL. 6 sodann v = 0, so erhilt man fiir den Abschmitt auf der 
X-Acliso: 

? x=p= - a, 
Diose Quotionten Lioforn, in GL. 5 eingoflihrt, dio Boziolrnng 

a? b? 
'=,+r 

wctche mit m. 2 iiberoinstimmt. 

Trigt man sonach rechtwinktig zu den beiden Hauptachsen 
die entsprcchenden Traghcitshal,bmcsser a und b auf und zeichnet 
mit diesen aLs HaLbmesscr einc EUipsc (Fig. 28), 
so ist das die Tragheits-ELLipsc. Zieht 
man paraUel, zu irgcnd cincr durch A gchcn 
den Acbse AP eine Tangentc an die EUipsc, 
so ist deren Abstand i vou der Achse AP dcr 
'fri:igbeitshal,bmesser in Bczug auf diese Achsc. 
Offenbar ist a der grofstc, b dcr ldcinstc aUcr 
dieser Abstandc, entsprechcnd dern grofstcn und 
kLeinsten Tragheitsmomente. 

Fig. 28. 

Ist Ader Schwerpunkt dcr gcgcbcncn Fignr, so nemt 
man die Tragheits-EUipse im Bcsondcrcn CcntraL-BHipsc. 

BeispicL: Fiir ein 'Rechtcck dor Sciton d und h (l<'ig. 2B) 8ind 
boidon Mittel,l,inien offonbar SchworpLmkts-11:niptachson 
(weiL JdFxy =0). Es ist 

clh3 Fh2 

J,= 9 1g 
h 

also a = -V- = 0,2ss1 h ; 
12 

c1io 

Fig. 29. 

ebcnso b = 0,2ss1 cl . 
Um a durch Zeichnung zu erhaLtcn, zcrtogt man 

a2= 1/12h2 (wie in aUon iihnti.chon lt\iLLon) in zwei be 
queme lt'aktoren, z. B. "/2 • "/6 und findot uie mitttcro 
Proportionate ans dicscn rnit liiiLf'c oines Kroiscs 
Uber elem Dllrchmosser "h. Zur Enuittol,11ng von b vorl':ihrt man ent 
sprecltend. 

......... ~, 

El?~r 
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BoispioL: 'Fli1· don I-Quorsclmitt dor .Figu1· 30 sind die boidon 
Mittellinien obenfalls Hauptachsen. Es ist 

J,==39-12-30°= ha ·10,s·26°== 11 182; 
J%==3/9-26·1,2°4- /9 -43129== b580; 
F= 79,2 i uahor a2 = "l.4-1 llllU b2 = 7,:ir-; 

mitltin a= 1:1,n; b == 2,7. 

Sind <l.ic boidcn Haupt -Triigheitsmomente J, 
/JO und J, cinander gleich, so wird aus der Traghcits- 

EUipsc ein Kreis , und cs sind dann die 'l'ragheits 
mom cn tc in Bezug auf aUc durch den Punkt A 
gehcndc Achsen von dersetbcn Grofse. In diesem 
Fa.Uc ist jedc sol,ehc Achsc cine Ilauptaehsc. 

Dies gitt z. B. fiir das Quadrat und for jcdes regetmafsige 
Victeek in Bezug auf den Sehwcrpunkt, ebcnso aueh fur einen 
krcnzformigcn Qucrschnitt mit 4 gteiehen Armen; aneh bei T 
und I-Qucrsehnitten karm man das V crhaUnis dcr Hohe zur 
Brcitc so bestimmen, dass J, == J, wird und dass dann aucl 
i;aunntLiche Schwerpunktachsen gtciche 'l'ri:igbcitsmomente habcn. 

Fig. 30 . 

V. Tragheits-Ellipse in Bezug auf schiefe Achsen. 
Fatl,s man die Hauptachsen nicht ohne weiteres erkemen 

kann, ist es zuwcitcn von Vorthcit, cin sehiefcs Achscnkrcuz zu 
bcnutzcJL (Fig. 31 ). 

Ein sotehcs von cincm Koordinatcn 
winkel 3 sei durch den Punkt A eincr gcgcbencn 
.l!'igur gctcgt. Dan ist der Abstand u cines 
FGichentheilchens von der Achse AP 

Fig·. 31. 

===== y cos 1 - x sin a, 
mid cs wird das Traghcitsmomcnt der Figur in Bczug auf AP: 

J ==cosy fdy" 4 sin2a J dFx2 
- 2 sin a. cos I J dFxy. 

Man vcrdrehc mm das Achscnkreuz wicdcr so weit, dass JdFxy = 0 
wcrdc, <lann erhiiLt man cinfacher 
1) J = cos21 J dFy2 + sin 2a J dJ?x2• 
Das 'l'ragheitsmoment dcr Figur in Bezug auf die X-Acbse ist 
abcr, wciL der rcchtwinktige Al.Jstantl cincs Ftacben- 
thciLchcns y sin P, ,/,.= sin2p JdFy2; 
#a ar % a fas J9 mithin wird dj== .",, und far===-± g v a sin"3 sm p 



28 Zweiter Absohnitt. Biegung gerader Stclbe, Ballcen oder Tri:lger. 

Fiihrt man zugteich noch die Trigheitshalbmesser i,, i, und i 
ein, so entsteht aus Gt. 1 : Fig. 32. 

~ Parattete (Fig. 32), wetche auf den Koordi- M.-P A 

natenachsen die Stucke AM= p, MN==q abschneidet, so ist 

2 • 2 

®7¢4 "r sm-~ " sm-~ Y 

Zieht man nun wieder, wie auf S. 25, 
m der Entfernung i von der Achse AP eine 

2) 

i 
cos 1 = -, q 

. i 
Sln a.=-, p und aus Gt. 2 wird: 

¢ " I -. [ ·b- .=Ji[ 
sin"g q" sin"gp? 

Auf demsetben Wege wie S. 25 ergiebt sicb die Gteichuug dcr 
UmhiiUungstinie zu 

3) 

a? sin"} y? sin? 
'. ' ".a '-===]; ? v, y w 

sie bezeichnet eine EUipse, bezogcn 
konjugirten Hatbmesser 

B iy ' d A - ix (F" 33) =, U --. - 11g. . 
sm ~ sm ~ 

J edes Achsenkreuz, in Bezug a uf wetches .fdF:x;y-=O, 
ist hiernach ein Paar konjugirter Achsen der 'l'ragbcits 
Ettipse und umgekchrt. Da ferner 

Pig. 33. 

auf ihrc I ' 

J Fi2 
J.dFy2 =-. "'-- =-.-"' - = F A2 

sin# sing 
so ist aUgemein 

JdFy2.=FA2, ./dFx2 =FB2, 
wobei A und B die in der Ricbtung der y bczw. x gezogcncn 
EUipsen-Hatbmesser sind. 

Dies Ergebnis ist wichtig for Drcieckc, ParaUctogrammc, 
'l'rapeze u. dgl. Kam man namtich cine Figur durch Gcraclcu 
ciner bestimmtcn Richtung ( der X-Richtung) in beliebig viele 
Streifen zerlegen, deren Schwerpunkte in cincr G cradcn ( dcr 
Y-Achse) licgen, und wiihlt man in tctztcrer eincn Punkt A, 
so ist in Bezug auf das Achscnkrcuz A X und AY der 
Werth Jd Fay== O, und dann siud dicsc Achscn koujugi rt 
beziiglich die 'l'riigbcits-EUipsc fiir den Punkt A. 
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mithin 

Bois pi o L: Fiir ein Droiock (Fig. 34) von tier GrundLinio d, dor 
l Io l1 o h, a or Mi tto l,Li11 io m = h : sin ~ sind oifonbar S X und SY konjugirto 
Achson. Es ist J,==3/, Rh?== sing f@F' y?== sin"3 FA?, 

1 h? m? m m 
A jg st@gas "6 3 

A m O m. L"Jt l t. . / woraus === ·v· _ = 1707 • 3 010 l Z\l (ODS l"llll"Oll ISt. 18 . I 

lliormit konnt man 2 Tangonton an die ELLipso nobst ~-<\{)-· 
G,---%8 Ip\ v ihron Boriilmmgspunkton E unrl F. ln Bezug auf SY . .-;111'·. -'~ 

if, 2 / , / \ h, 
ist J,

1
-= I/6 Z,'( 2~ sin~), dahor B2= ½4 ct2 und B=O,204d, _,,/ ':jjf ', .... 

womit wiederum 2 Tangenten mit don Bertihrungspunkten 2 lf:I 
G uncl If gefundon sind. Da man nun jodo Soito des Droieok:s aLs Grnnd- 
1,iuio bohan<loLn kann, Lassen sioh in clieser Weise im Ganzon 12 'l'angonton 
rnit ihron l3erlihrnngsp1mkto11 bostimmen. ·1') 

Ho is piel: Fiir cin Parallelogram (Pig. 35) mit don Soi ten d und h, 
11nil ilorn WinkoL ~ sincl die rlon Soiton parnUoLon 
.MiLtoLLinien konjugirto Aohson. Es ist Fig. 35. 

J,== 3/» Rh? sin?g == sin?@ F A>, 
mithin A 2 = I/12 h~ uml A ebonso zu konstruiron wie boim 
ltochtock a. Rbonso ist B2 = I/12 d2• Die Diagonaton 
sind aber cbonfalls konjugirte Achsen. Da mun das 
Tr/igheitsmoment eines Dreicckes in Bezug auf die' \ Grnndl,inio 1/6 F'h2, so wird, wenn dio Lange oinor Diago- 1"-- .... - .. ---{~7.-~-------------'l 
naLon dos l'aral,LoLogmmms D ist, dot' EUipsonhal,bmosser 
in deren Richtung A,==39 D ]/3k,== ]/ Phi-Pl,== 0,o Pl%. Hierdurch 
Lassen sich im (!anz;on 8 'l'angcnton nobst ihron l3crtihrungspunktcn bostimmon. 

I; ,,.,,../' 
/ 

--- ···X 

VI. Lage der Biegungsachse und Grofse der Biegungs 
Spannung. 

Fiir die V ertheitung der Normalspanungen a, iiber den 
Qnen,clinitt wird die Annahme gemacht, dass ebene Qnerschnitte 
rechtwinldig zur Stabachse auch nach der Biegung eben und 
rcchtwinkLig zur Biegungstinic sind. 

Zwei Querschnitte durch die Punkte P und P, (Wig. 36) dcr 
Hiegungsl,inie in unendLich kl,eincm Abstande schneiden sich in der 
Krii.rnrnungsachse O fiir das Kurvenstiick PP,. Die Biegungs 
achse durch P ist der Kriimmungsachse paral,Let; denkt man 

) y gL. C ulm a n n, G rnphisoho Stntik, 2. Auf'L., 1. Bd., S. 440. 
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sich atso beide Achscn rechtwinktig zur Bitdebcne, so ticgt PP, 
in dersetben. Es sei ds die urspriing·tiche Ent- 

Fig. :JG. fernung der beiden Querschnitte. Zicllt man in 
diesem Abstande eine Parattetc zu OP, so mige 
diese die OP, i N schnciden. Die Achse N P __ _ :11 
rechtwink tig zur Bitdebene ist dann die Nutt- ----,Is~li 1 

Linie, weit in ihren Punkten die Dehnung, mit- t 
hin auch ox gteicb NuLL ist; sie sei um v von der I / 
Biegungsachse entfernt. Die Spannung ox im Ab- !~ / 

' / stande u von der Biegungsachse bedingt auf die : 1 
I I 

Lange ds (bei Q) cine VerUingerung ds • o,: E, und : / 
es ist nach Figur 36 [;~ 

a. 9 
" @s 
-]- p0 

oder a,_ (u 4 ) 
p-v 

Da nnn d1e gesammten Normatspannkraftc uach S. 18 cin 
Kraftepaar bitden miissen, so ist J o.c d F = 0, mi thin 

E Ev -fdFu-]F=0, 
p-v p-v 

Weit aber J d Fu, bezogen auf die Schwerpunktsachsc, Null ist, 
so ergiebt sich auch v=O, d. ]1.: Die Null-Linie fillt mit 
der Biegungsachse zusammen. Die Spannung an bcticbigcr 
StcUe wird 

1) E 
J,== t, 

p 

Es ist nun noch die Rich tung der Bicgungsachse gegen die 
Krifte-Ebene mu ermitteln. 

Ist tetztere fur den Stab cine Symmctrie-Ebenc, so wird 
in ihr offenbar auch die Biegungstinie tiegen, und die Bicgungs 
achsen sind dann iiberatt rec ht wink tig zm· Krafte-Ehcnc. I st 
diese Bedingung abcr nicht crfiittt, so ticgt die BieguugsUnic im 
Attg·emeinen nicht in der Krafte-Ebcne, die Biegungsachse also 
schief zu dicser Ebene. 

Um die Boziehung zwischen beiden zu findcn, Lege man durch 
den Schwcrpunkt der Querschnittsfigur cin bcticbigcs rcchtwinkl,igc1:, 
Achsenkreuz SX und SY (Fig. 87). Die Kraftc-Ehcne KE hitde 
mit der Y-Achse cinen Winkel a; das in ihlr wirkende Krifte 
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paar vom :M omcntc M wcrdc von S atHl 
rccl1twiukLig z111· El,cnc dargc1::1tcLLt; dicso 
Achso scl1Liofst dann m.it <lor X - Acltso 
rlcn Winkel, ex cin und kann in die 
bcidcn Kri.iftcpaars-Acltt,cn M., =-M cos a, 
M,== Jlf sin ex zerLcgt wcrdcn. Die 
Biog11ngsacl1Ho SB weicl10 um don un 
bclrnm1tcn Winkel, ~ vor SY ab. Ein 
FLichentheilchen d P mit den Koorcli- 

dmch seine Achse M I 
Fig. i37. 

I / y 
~ B t;/-·-•/1}-··~ 

Pl A r3 
\ 

nn.ton x und y Rei von dcr Biegungsachsc 
nm it cntfcrnt, crfahrt dn.hcr nach Gt. 1 

/!' cine 8pamkraft '' ud IF. 
p 

Dicsc Spannkra.fto mi"Lsscn 
(l Lciel1gcwichtc scin, cs gotten 
in Bezug anuf SX und 8Y: 

/i' 
Moosa= 'JdFuy und 

p 
oder, weil u==ysin3 cos 3: 

I!) 
M cos a==, (sing fdFy?cos # fdFay) 

"{!' 
M i;in IJ,, - ; ( 008 ~ J dP.x:2 - sin~ .f dFxy). 

8ind aber SX und 8Y Hauptachsen, so ist fdFy"==J • ;; l, ' 
fdF'a?J,, fdFay==0, und man crhilt 
2) M W4,9J, Ms» B 4.J,9 Li 1 cos (J. .......:: • sm I' I i Slll (J. = - cos P a 

p p 
'l'hciU man lJCiclc Gtoiclnmgon durc}1 oinandor, so entsto11t 

J. • 3) to· to• ~ - 2 _ I • s@·wj aw 5l 
Dicsc GLcichung· gilt abcr auch fiir die boideh Winkel a und 3, 
rlic in cincr EUipso dor ]·falbachRcn a und b zwei konjugirto 
Durchmesser mit der Halhachse @ einscltticfscn; es e'·giobt sich 
daher die cinfachc gcomctriiwho Bcziehung: 

ln dcr Querschnittsfignr sincl die Bicgnngsaclrnc 
und die H.iclit1rng dcr KrMto-Ebono konjngirtc Acltscn 
dcr Ocnlrnl,cLLipi;c. 

1( 

I / 
cine Spannung 

Iv,, 
J 

fl} 
.,_ U, 
p ' 
I 

nun mit M cos C( und .Jl1 sin a im 
daher die Momcntcngtoichnngon 

E .111 sin ex= - Jct Fu,x, 
p 

·X-) VgL. Gra1Jl101', Thoorio clor El,a,sLiciLiL!. 1111d Fostigkoit, 2.A11fl,., S.81\. 
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Schneidet z. B. die Kraftebene einen rechteckigen (Quer. 
schnitt in einer Diagonaten (Fig. 38), so ist die 

Fig. 38. andere Diagonate die Biegungsachse, und recht 
winktig zu dieser erfotgt die Biegung. Kraftebene und ~ 
rs Bene omen dam bodomtmd von ei. ,X 
an er a, weic en. ,, 

Sind a, b und (J. gegeben, so findet man die ►
Richtung der Biegungsachse durch Zeichnung nach Fig. 39. 
SA sei der erste Haupt-Trigheitshalbmesser a in rich tiger Lage; 
man verlingere iln um b = A C und ziehe dmch 
.A eine Rechtwinktige zu a. Wird diese von der 
Kraftebene SK in J( geschnitten, so zieht man 
KC und dazu rechtwinkLig CB, dann ist SB die 
Biegungsachse, weit b 2 = a tg (J. • atg • 

Die beiden Gt. 2 ergeben ferner 

Fig. 39., 

\ 

C 

4) re 1 M=--- ---- - - 4/cos?a sina 
}' j + j 

1 2 

s 

Da nach Gt .1 E: p die Spaun im Abstande gleich Eins 
von der Biegungsachse ist, so kann man nach GL. 4 die Span 
nungen ax bei betiebig schicfer Lage der Kraftebene zu den 
IIauptacbsen berechnen. 

Schneidet die Kraftebene simmtliche Querschnitte in Sch.wcr 
punkts-Hauptachsen, so tiegt eine sog. g era de B et as t n n g vor. 
Die Biegungsachse steht dann rechtwinklig zur Kraftebene, 
und tetztere enthatt zngteich die l3iegungsebenc. Fur (J. = O fallt 
die Biegungsachse mit dcr ersten IIanptachse zusammcn, unu cs 
wird EJ EJ M='1 fiir =900 entsteht M '®. 

p P 
Nennt man in so Leben Fatten das anf die Bicgungs 

achse bczogene Tragheitsmoment einfach J, so wird 

Fig. 40. 

5) E M o.==,".j· 
rn w ()' 

Bci der in Fig. 36 dargestellten Biegungsart finden im oberen 
Theile des Qucrschnitts die 'Zugspanungen statt, und im grifsten 
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Abstande (Fig. 40) von der Biegungsachse herrscht die starkste 
'Zugspannung 

G) I 
(i = JJ'Je' .. 1 l ,, Jtie" , wa nen, <J -= - J. J 

die sfarkste Drnckspannung ist. Die Kriimmung derBicguugs- 
1,inie wird 

7) 
1 M. q' 

o a Be 
l<'ttlto <lor schiofon Be1astung lrnnn ma11 in dor Wei.so bohando1n, 

daas man das Moment M ach den L{icl1tungon dor beidou lfauptacl1s011 
zorLog-t. .Jo,los diosor 'l'hoiLmomento Lief"ort dann fill· sich :iUoiu eino 
g- o ra rlo HoLastLmg, fiir wo1ohe sich die sfarkston SL)annung·on und dio 
D111·chbiog11ngon borochuon l,aason. .J\fan hat dann boi,lo Biogungon aLs 
gleichzeitig auftretend anzuschen. Bei cckigem Querschnitte kommen 
hiiufig die st.:i.rlrnton Spa11nung·on dor beiclcn Einze1f:i.11c auf diesol,bcn 
Punkte und sind dann einfach zusammenzurechnen. 

VII. Grundgleichung der Biegungslinie bei gerader Belastung. 
Wir<l clic Hicgungslinic auf ein rechtwinldigcs Achscnkreuz 

bezogen, so wird ans GL. 7 (s. oben): 
d"y 
dx2 

1) M 

Kann die X-Achse aber so getegt werclen, class sic gegen 
die Achso des Stabes im ungebogenen Zustande nur wenig oder 
gar nicbt geneigt ist, so wird auch bei einer Hiegung, die im 
li'ol,gendcn stets ats ktein vornusgesetzt wird, die Neigung cl!J/dx 
der .Biegungstinie gegen die X-Aehse an aUen SteUen nur ktein 

sein, so class 1 + (t~r = 1 gesetzt werclen kann. (Es bedeutet 

dies die Vertanschung der Bogentange els der Biegungstinie mit 
il1rer Projektion dx.) Dadurch entsteht dann die erhebl,ieh ver 
einfachte GLeichnng: 

2) d2y M 
aw 8a 

Erfotgt die Biegnng in dem gewiihlten Achsenkreuze der 
arl'ig-, dafls clie BicgnngKtinic <ler positiven 8eite der X-Achsc die 

Keck, Elasticitiitslehre. 3 
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konvexe Seite zukehrt, so ist bekanntLich fiir di.c GLcicltung 

der Biogungslinie ",> 0, und umgekehrt. Da oin gegcbenes 
Moment M an und for sich ein positives oder negatives Vor 
zeichen nicht hat, so muss dasselbe im ersten F'alle mit +, im 
anderen mit - in Gt. 2 eingesetzt werden. Bei demsetbcn 
Biegungsfatte kann eine wittklirLiclie Vertegung des Acltsen 
kreuzes daher unter U ms tan den eine Aen de rung im V orzeiehen 
des Momentes bedingen. 

Wirken an einem Balken gleichzeitig Krifte mit entgegen 
gesetzten Pfeitrichtungen, so tiefcrn sie entgegengesetzte Beitrige 
zu M und haben auch entgegengesetzten Ein:fLuss auf die Kriim 
mung der Biegungstinie. Um in sotchem li'atte die Vorzcichcn 
ricbtig zu bestimmen, denke man sicb die im Biegungsmomente 
vorkommenden Krifte fort bis auf eine sotchc, weLche ihren 
EinfLuss auf die Kriimmungsweise Leicht erkennen Uisst, urnl 
bestimme in Gemifsheit dicser Kriimmung das Vorzeichen dcr 
betreffenden Kraft im Momente M; damit stehen dann anch die 
Vorzeichen der iibrigen Beitrige zu M fest. Ist z. B. ei 11 8tah 
mit seinem tinksseitigen Ende wagerccM ein 
gespannt (Pig. 41), iiber seine freie Lange l 
gleichmifsig mit p belastet und grei.ft am 
freien Ende eine aufwarts gerichtete Kraft J( 
an, so denke man sich K zuichst fort; 
dann bringt die gleichmifsige Belastung 
eine Biegungstinie hervor, die ihrc konvexe Reite cl.J_uchweg 
nacb oben kehrt. Legt man nun die X-Achse durch die 
Einspannungs-Stette ( oder hoher) und zihlt positive Ordinatcn '!/ 
nach unten, so ist fiir die ganze unter dem Einflusse von p cnt- 

stehende Biegungstinic :Ji > O; das von p lterriihrende Mo 

ment muss daher ats + ½ p (l - x)2 eingefohrt werden, und dcr 
Beitrag von K ist negativ. Es entsteht 

dy p a WJ1,,=- % --a)K-a), 

Pig. 41. 

3 ~ JC 
f··------l -··--· - ~ 

Die zweimatige Integration dieser Gleichung fiihrt zur 
GLcichung der Biegungstinie. 

Bei der Untorsuchung· oines Korpors au(' GLeichgowicht ist es froiLich 
iiblich, die Momente von Kr:iften, welche in der 'igur rechts herum 
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cli·el1011, J)osiLiv ,wzusotion, und umgokoln-t. Dech ist. <lioso .l{egoL eino 
villig willkiirlicho, fiir dio man auch ebenso gut clas Gegonthoil, zurn 
UolJrauclio ornpfohl,on konnto. Zn dor vorstohcnd bohandolton Frago hat 
jone Rogel durchaus keine Bezichung. 

:. d"y An solehen Stellen, wo das Moment M = 0, ist auch dx2 = 0 

(wen J>0), d. h. die HicgnugsUnic l1at dort cincn Wendc 
punkt, iluc Kriirumung ist NuU. 

Die Spamrnng cr' ist stets cndLiclt; :;otangc nun die Tragcr- 

hi6ho und damit amuch ¢ > 0, hleiht ach,',== (nach GL. 7, 
I e p 

S. 33) c11tHich; dcmnach lrnnu anch dd_ 

2
~ nicht uncndtich grofs 
X 

wcrdcn. Die Nci0·u,io- ~y <ler Bicg·nngr,Linic ander!: sich dabcr ' ' / 
immer stetig, nicht plitzlich, es sind in kcincr StcUc der Linic 
2 Tangenten miglich, dic HicgnngsLinic kann nirgcnds cincn 
Knick habcn. 

Es sci A /J (Fig. ,12) ciH bcLicbigcr 
'l'hci L dcr Achsc ci nos Stabcs; er wcichc 
nur wenig von dcr (wagcrccllt gcdachtcn) 
X - H.ichtung ab und habe cine Lange l, 
<lie dcmnach mit ihrer wagercchten Pro 
jektion gtcich gcsetzt werden kann. Wird 
dcr Stal, bei A eingcspannt gedacl1t un<l 
wirkt nur an dcm 'J.'hciLchc11 P Q = cl x 
cin Moment, so kriimmt sich PQ nacl1 elem 
) l 1b l · C t • . 1 1 t d x lYI dx U atpmesser p unt emem entriwmet @a==,7 p.)' \ 

dicscn Wii1kct ncigt sicli dann das noeh gcradc bteibcndc 
Sti'tck QB gegen AB, tmd dcr Pnnkt B vcrschiebt sich um 

Mxdx BB,== elf =X cla=- EJ • 

Worden aLLc 'l'heiLe llcs Stabes gobogcn, so wird die Biegungs1,inic 
am frcien Ende von der an der BinspanmmgsstcUe A gczogcnen 
'l'angcntc um cincn WinkcL 

B) _ ("M@ 
".J, a 

3 
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abweichcn, und der Abstand des freien Endes von der Tangente 
wird betragen 

4) t=J·1Mxdx, 
o EJ 

Diese Abweichung kann, wcgcn dcr geringcn anfangticltcn nnd 
nachherigen Neigung des Stabes gegen die X-Richtung, recht 
winktig zu x oder auch rechtwinktig zur Tangente gemessen 
werden. Bei der Benutzung der Gt. 4 ist jedoch zu beachten, 
dass der Abstand x eines Pnnktes der Biegungstinie nicht von A, 
sondern von demjenigen Pnnkte aus gerechnet werden muss, 
dessen Verschiebung man ermittetn witt. 

Ist der Stab von iiberall gleichem Querschnitte, 
ist daher E J unverinderlich, so wird cinfacher 

EJa== f] M@ und EJf= []Mad. 
O 0 

Denkt man sich das veriinderliche Moment M rechtwinldig zn 
ciner mit der X-Richtung parallelen Achse aufgetragen, so ist Md 
cin Flichenstreifen dieser Momentenfliiche und Ma d == M dx ·a 
das statisehe Moment desselben, bezogen auf eine Senkrechtc 
<lurch B. Nennt man daher die gauze JYiomentcnfLache FR1 und 
den Abstand ihres Schwerpunktes von der genannten Senkrechten ~, 
so dass Fy I; <las statische Moment der Momentenfliiche, so 
wird einfach 
o) EJa=- Fy nd EJf==Fr-s 
(wobei wieclerum zu bemerken, class E von der Stelle zu messen 
ist, deren Versehiebung man sucht). Da hiernaeh f'=al;, so schueidct 
die bei C (Fig. 42) gezogene Tangente die an A l"ig. 43_ 
gezogene Beriihrende im Abstande I; von C. 

Ist ein Stab bei A wagerecht eingcspannt ~,1 f- 
K (Fig. 43), am freien Ende mit K betastct, so ~ wint on Droiook vo dor nos , dal» p]] 

6) EJ a=½ KV FJf= 1fa Kl3. 
Ist der Stab gteichmafsig iiber seine ganze L:oinge mit p f. d. 
Lingencinhcit belastet, so wird ebenso erhatten 
7) EJe=\,p EJr=\,pl, 
Wirkt am freien Ende cin Kriiftepaar vom Momente M, ist al,so 
das Moment an jeder SteUe ebenfaUs M, i:lO wird 
8) EJ«=-ML Jf==\%MU. 
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Greifcll nn dem Stabtheite A.B (Fig. 42) zwischcn A und B 
be Liebig viete EinzeLkrafte, in B vieUeicht noch ein Kraftepaar und 
cine Querkraft an, so sctzt sich die Momcntcnftache FM aus ein 
zclnen Theilen zusammen, von denen jeder ciner der Kriifte (bezw. 
dcm Kriiftepaare) a11sschtiefsticl1 entspricht, die atso von einandcr 
11m1bl1angig sind. Jede 13iegungsursacl1e tiefort daher zu FM und 
w FM•~, mithin anch zn a. und f ihreu beHonderen Bcitra.g. Man 
kann hicnrncl1 Momente, Hiegnng.swinkoL uud Durcbbiegungen be 
roclmon, indem man entwedcr sammtLiche Ursacl1en zngtcich 
bcrticksicltLigt, o<ler die Wirkungen dcr cinzctnen Ursachcn 
gctrcnnt crmittett mid dann mit H.ucksicht auf ihrc Vorzeicl1011 
znsamrncnzah tt. 

Hat dcr Stab an dcr ]~inspannungsstcUe cine schwachc 
Noig1111g w nacl1 untcn, so wird dadurch die Abwcichung f vo11 
dcr 'J\wgcntc nicht gcandert, dcr 1Iol1cnunterschicd abcr zwiscl1cn 
E11<lpm1kt und EinspannungsstcUc vcrgrMscrt sich um l w. 

Hei v c r ii 11 d c rt i chem Qnersclmitte kann man den 
Gteiclrnngen 3 und 4 ebcnfaUs die cinfachc Form dcr m. G 
gebcu, wcnn man statt M die Grofse JJ!I) auftragt (1rntcr Jc eiu 
hcticbigcB 11 n vc r a nde rt i ch es 'l1ragheitsmoment vcrstandcu) mid 
den Inhalt dieser verzerrten Momentenfliche mit 'y, ihren 
Scltwerp1111ktsabHtand mit ~ bczeichnct. Es wird dam 
9) EJ,a==WP», BJ,f== Vy·E. 

VIII. Durchbiegung eines Stabes mit sprungweise sich 
anderndem Querschnitte. 

Ein an dorn eiuen Ende wagerocht eingespanutcr Stab 
(b'ig. 44), der am froion Ende mit l(betastet Fig. 44_ 
ii-;L, ha.be auf eiue Liingo b vom frcicn 1< 1 ---------·>! 
Eude ei11on Qncrse1mitt vom 'l'ragheits- ~1 r---b ->1 
1110111cntc .f

2
, iibrigens eincn sotchcn von J,; i---:::-.,, =1--:r,.. Jx 

@m omit, em du,wadi,_p@ls!la 
die in Fig. 44 tlargcsteUte vcr,,;crrtc Mo- Kl11 

,, •IC/, .r, 1 
'2 -< he 

mentenfliiche, und es wird 
BJ,a= Ky »("-1), 
4,f ("] 1) 
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Auf verwickeltere Faille ihinlicher Art liisst sich dies Ver 
fahrcn der Reclmung Leicht iibertragen. 

IX. Ourchbiegung eines prismatischen Balkens auf 2 StUtzen 
mit einer Einzellast. 

Der Batken auf 2 Stiitzen sei an beLicbige1· BtetLc () mit P 
bctastet (Fig. 45); es werde a>b vorausgesetzt. Die AufLagcr 
drii.cke bezeichnen wir stets mit densetben Buchstaben wic tlic 
Stiitzpunkte. Die stirkste Durch 
biegung Licgt im Atligemeincn nicht an 
der BeLastungssteUe, daher wcrde die 
unbekannte N eigung dcr Biegungs 
Linic bei C mit w bezcicbnct. Um zu 
nichst die Durchbicgung f bei C zu 
finden, denkt man sich <las Stuck 
BC mit festen Korpern umschl,oHscn, olmc dass dadurcl1 cine 
Formzinderung verursacht wiirde; dann kann man AC als bei C 
mit der Ncigung w fest eingespannt hetrnchtcn; dcr AniLagcr 
druck ist nun a Ls eine Kraft anzusehen, welche dicsen einge 
spannten Stab urn AD = f + ao aufwirts biegt. (Bei den 
ldeinen Neigungcn wie 8ic in sol,chcn ViiUen vorkommcn, kanu 
tg w einfach mit w vcrtauscht wcrden.) Nach Gt. G, S. 3G h,t 

Aa" Bb 
aber AD_= f + aw . -3.EJ' Ebenso crl1att man f- bw =3E.J 
<lurch Betracbtung des Stiickes BC. Aus beiden Gleichungen 
ergiebt sicb, nachdcm man A= P b/t und B = P a/l cingcsetzt lrn.1: 

. Pa2b2 Pab(a-b) 
D) f3at ® 3at 

r «===, wind o=0,f=,,,, >- aberist 
w > O; die SteUe der grofsten Durchbiegnng muss <labor zwischcn 
C nnd .A gesucht werden. Zur Berechrnmg dersetbcn mnHs die 
GLeiclrnng dcr Bicgu11gsLinie AC cntwickctt wcrdcn. 

In Bezug auf A als Anfangspunkt gilt fiir cinen Punkt P 
der BiegungsLinie, wetche der positiven Seitc der X-Achsc <lie 
konkave Seite zukehrt, die Grundgteichung 2, S. 33: 

w1["=As; @no itcgration tioten 4"}' = a" 4c; 
X X ~ 

Fig. 45. 
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. ... dy . . . . .A ai weil aber fiir x= a d. =-w, so wnd-EJw=- · -- + C, 
X 2 

f,1'!(!!:_y + )-Aa2 _ Ax2 
:1, dx w - 2 2 f'oLgl,ich 

Dnrch fornere Integration winl 
Aa? Aa" J(@r@@)=-s - , +U,, 

Da :x; = 0 nud y = 0 ats Koordh1aten deR Pnnktes A der 
Biegungslinie zusammengehiren, so wird C,==0. Nach Ein 
fiihrnng der vorstehcnd bestimmtcn W crtl10 fiir A m1tl w crbiUt 
man dan 

11JJy={~-x(a2 + 2ab-x2
), 

oder nach Einsetzung von a== l - b: 

) ouy !"; w y, 
JH <l icRcr Gl,oiclrnng sind b 1rnd x voUig vcrtauschba.r, olme 

dass dn.d11rch y 1,dch iiudcrt. VcrLcgt man clahcr die La,st von 
C ll:1011 <lem Pm1kto P, so tritt nun bei C genau die Bicgnng y 
cin, die wir in Gt. 2 fur den Punkt P gefuden haben. 

GLeiehung 2 gi1t mu for <las Stiick AC dcr Hiegtmgstiuic, 
wi.ihrend f'iir 13 0 einc besondcre Gteichung bestcht ( dcren ma11 
bei dicser Untorsuelrnng aber llicht bedarf). Es ist namUclt die 
Darstellung der Momente fiir die Batken in J3'ig. 45 bckannttich 
ci.11 Dreieck; die Momenten-Funktion erleidet daher bei C cine 
Atctigkcits- Untcrl.Jrcchung, sic hat rcchts von O ptiitzticb cine 
andere Form; dahcr kann die Integration nicht iiber O hinaus 
en,trcckt wcrden, sondern cs wiirdc f'iir BC cine ncue Reclmung 
crfordertich sein. Jcde Eim;cLkraft an cincm Stabc, sowie jedc 
JJUitztiche Aenderung des Querschnitts bedingt eine Stctigkcits 
lJntcrbrechm1g dcr Biegungstinic an dcr betrcffendcn Ste Uc, HO 
<lass jcdc1:;mal, ciuc ncue GLcichung dcr Linic zur Ge1tung komrnt. 
½wci 1:;oLcltc Stiickc <l.cr Bicgungstinie haben aber an der Ucbcr- 
ga11gsstcUc nicbt nur gcmcinsarne Ncigung -!; , sondcrn auch 
(wei1 das Biegnngsmomc11t an cincr SteUc 11m· cinc11 Wertl1 liat) 

a (") g'ClllCIIHl:\.lllC l'llllllllllllg' -1 ',2 • 
(,.'XJ 
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In GL. 2 erreicht y seinen grifsten Werth fiir 
3) w,== V1/3 (l2 - b2), und zwar ist 

4) EJy=\%.P"@w-vyy%@ v) 

Fur b = ½ l entstcht wicderum x1 = 112 l urnl 
fi) EJy== 'has PP. 
Jfockt nun die Last vou der Mitte nach rcchts, so dass b ldeiner 
wird, so wiichst a, (GL. 3), und die Ste Ue der grofstcn Dnrch 
biegung rilckt ebenfaUs nach rechts, aber erbebLich tangsamcr 
ats die Last. Wenn niimLich die Last bis ans rcchtsseitigc 
AufLager wandcrt, so wird b = 0 und a,=== l V 1;; = O,577 l, atso 
nm um 0,077 l = 1/13 l grofser ats ½- Die starkstc Durchhiog1rng 
Liegt dahcr immcr nur wenig von dcr Mittc ontfernt, kmm tlcB11aL1J 
auch 1mr wcnig grofscr seiu, ats die Durchbicgung y"' fi1 r x :;..___ ½ l, 
weLchc man nac4 Gt. 2 aus 

G) 
erbatt. 

Der Werth ?/11, ist zunachst ein einfachcr Anniihcnmgs 
Ausdruck fur y"'"·" bictet abcr besondcrc Vortheitc bci gtcicl1- 
zeitigem Auftreten mehrcrer Einzel,Lasten. Die genaue EnnittcLnng 
der starksten Durchbiegung ist in sotcbcm Fa.tl,e namLich zeit 
raubend, weit zwischcn je 2 Lasten eine besoudere Gtciclnmg 
dcr BiegungsLinic gitt. Fiir jcdc Last einzctu Ymax zu bcrechncn 
und die crhattenen Werthe etwa zusammenzazabten, fiibrt nicht 
zum ZieLe, da die verschicdenen ?/max sich nicht auf diesel be Ste Uc 
heziehen. Die Durchbiegungen Ym abcr in dcr 'l1ragennittc kam1 
man nach GL. 5 fih' jcdc.Last einzetn bcrechnen urnl die Werthe 
zusammenzii,hten, um dadurch einen Annahcrungs-Aus<lrnck fiir 
<lie grofste Durchbiegung; zu erhattcn. 

1EJy» =-', Pb(3F- 4b69 

B eis pi o L: WoLche Last kann oino Rnndcisoustango von 1 cm Dicke 
boi 2 m froier Lange iu ½ m Abstand vom oinon AufLagcr trag·on, w01111 

tlie Anstrengung 700 at nicht liberscltrniten soU,? Wio groJ's sillll !lio 
D11rchbiegungen f, Yma~ und y,,., wcnn E = 2000000 nt ist '? 

Es ist hier a==3/4l, b==3/,l, t==200em, a==700, daher wird das 
.. , , p ¾ l ¼ l J d3 TC 

gro(ste Moment - -i = cr e = a 32 - , WOl'.'tllS P= 11.7 leg lilt(\ Zll- 

. P 32 o Pa?? 32 o a?? 
b
0·Lewh -, = - - -. - . N·w!t G1 1 wird f = - = - odor J 3 ta" 3J 3 ld 3E 
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{-{i, ® r=o@. Dito stotto dor gr6fston Drchtbioguge 

orgiobt. Bicl1 nacli GL. 0 fiir X1 =·v113 (t2 - b2) = i V2,r, = lll,s "m, a.Lso 

nur "ll ,H 0111 von tlor M illo 01itlor11t, 1111.d die griifslo, Dnrchbieg·11ng soLbst z11 

- 1 I' b 2 V ·- !f11w.~ - fl J J,,'l (l u2) 1/3 (l2 - b2) = O,r,425 cm, wiih1·ontl in dor Mitto 

!!,,, c.::: O,r,:Jr.r, •·111 wird; dor Untorscl1io<l botrii,gt 1111r l ,:i 0/o. 

X. Zwei gemeinschaftlich tragende Balken. 
W cr<lcn 2 Batkcn olmc wcitcl'C V crbindu11g dcral'tig Uber 

ein::u1dcl' oder ncbcn cinandcr gctegt, dass bci gteichcr Stiitzwcitc 
u n<l gtcichartigcr Betas tung die starkstcu 
Uurcl11,icgu11gcn gtcich scin miisscn, so muss Fig.46. 
auch die Kriimmu11g dcr bci.dou Biegungs- 
Linicn an je 2 cntsprcchcndcn Punktcn die C-:::fr:: - L==1 
gtcicl1e scin. Die Voraussctzung wird z. H. ~ --) 
i11 dcm FaUc der Fig. 4G crfoUt, wenn 
in den Senkrccbten d.tuch die Auftager und die Last ldeinc 
KLotzc von gtcicl1cr Dicke zwischcn die Batkcn getegt sind. Da 

<l. l( .. 1 M a .. b . . 1rnn 10 rmnnrnng - .r -1,-, so muss an 11 cremstnmncn- p i , . ~ e 
den Stctten, atso anclt in den Mitten der beidcn Batken, statt 
fimlcn: 
D) M, E,J, na ,e, • ,J, a, ,e,' 
wcnn <lie ½cfohcu 1 und 2 sich auf die Batkcn J nnd J L bczichen. 
Uic gm1zc LaHt P zcrtcgt sich fiir die· Batke11 in P, und P,, und 
diesc miisse11 siclt off'c11bar verhal,ten wic die Momcntc (GL. l), <l. 11. 

P, 0,J, 
• E,J, 

Bei gteichern Fltoffe sind die Lastantheil,c mit den 'l'ragl1cits 
momenten, die sturkstcn Spannungeu mit den 'Triigerhiihen ver- . 
h:iU11isgteich; dcr nicdrigcrc Trager sehont siclt lticrnach (wegen 
seiner gl'ofscren Biegsamkcit und Nachgicbigkeit) auf Kosten <lcs 
1,oltcrcn (stcifercn). Die Lastvcrtl1eitung war durch aUciuigc 
Awendung der Gleichgewichts-Bedingungen nicht zu finden, 
ergab sich aber auf Grund der Biegungslehre. Eine solche 
Anordm111g- heif'st statisclt 11111.,cHtimrnt. 

2) 
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BcispicL: Der I-Trager nach Fig. 30, S. 27 von 30°rn llUhc trng·c 
gcmeinsam mit 2 lioLzbaLken von 30 cm llohe uml jo lO rm Brei to lJoi 
4 m Spannweitc cine Last in dor Mitto. Die zuUissigcn Anstrcngung·c11 
scion fi.ir Eisen und IloLz 700 bezw. 70 @, die ELasticitats 
Ziffern 2 000 000 bezw. 120.000 at, Es sol,1, die zuLassigc 
Bol,astung berechnct werdon. Wcgen dor gLcichon Hoho 

. ·l 01 _El _2000000 100 wrd ;j , 120 000 6. Da cliescs VcrhaLtnis grofser 

a Ls clas der zuLassigon Spannung·en, so wird a, = 700 at 111:tii:l 
gebend und fiir die UoLzbaLken nur o2 = O,ou. 700 = 42 at ½II 

crreichen sein. Da J,==11182, J%==3/j920-30== 45000, 
so wird uach GL. 2: 

Fig. 47. 

Lj_ ~ 

<I» 
JI I ';/II 

P,_W, h,_100 111824, 
P,E,J, 6 45000 » 

Fiir den EiseubaLken wird 

P, a,J, ts ,#ah,_4·700.11182_ 591sk, demach fiir dio T =,' a so 1 - le - 400 • 1f> - ,J ' 

5218 Holzbalken P,== ,-----
4 

= 1260 kg, und zusammen P= P1 + P2 = G4.78 kg al,s 
,14 

zuLassige gemeinsame BeLastung. 
Die lloLzbaLken hatten, u nab ha n gig von den Eisenbalken, cine Last 

4 · 70 · 45 000 . . · J · · 1 - 
400 

. 
15 
- = 2100 kg tragcn konnon. W 11,1, 1mm ono1c 1011, 1fass In I er 

Balkengruppe auch die lloLzbaLkon ihre ,mUi.ssigc Spam111ng empfa11ge11, so 
muss man dafiir sorgon, dass die Durchbiegungen ni cht gleich, sondern 
nach don zuLassigon Anstrcngungen gorcgoLt werden. li'iir don vorLiogondon 

BeLastungsfaU ist, nach Gl,. 5, S. 40, clio Dnrohbiognng f.1 = 1:E1 l31 , odor, 
th, o 

, P{le, 1 a,° 1 a,l weib a,== 
4 
J , f1 = 12,,, ; obonso f2 = 12 ,,.- . Es muss dahor die 

1 Hey Ia eg 

D hb. l ,.,. b LI f 1 700 4002 O 1. . . urel viegtung des Eisenbaikens 479 2000000 1==3,31 , diejemge 
1 70 4002 

(lor IloLzbaLken f2 = 12 ;L
2
0 
000 

· 
15 

===0,2, der Unterschied demacl 
0,21 crn worden. Schneidot man das in Fig. 47 die Lasten iibertragende 
Querstlick Uber elem EisonbaLken um diese 0,21 ans (Fig. 48), so miisse11 
bei beginnoncler BeLastung die lloLzbaLkon sich erst um 0,21 crn 
d1trchbiegen, bevor der EisonbaLken Uborhaupt zu trag·on bo- Fig. 48. 
gint, und nun werclon die lloLzbaLken 2100 kg aufnohmen, wer111 
dor Eisontr:iger 5218 kg bokommt; die GesammtbeLastung darf 17 
1laher 7318 kg, cl. h. 840 kg mehr botragon a Ls ohno dioson Aus- ~TtxJ 
schnitt. Aus der Goringfi.igigkoit des Letzteren erkennt man 
a.ber auch, dass boi derarti.gem Zusammonwirken meln·oror Trager stets 
eine g·owisse Uusicherheit herrsoht, ob die Ergebnisso dor Rochnung :tnch 
mit der Wirldicl1koit iiboroinstimmen. Ungonauo Ausfl1hnmg, Unsichorhoit 
in <lor Annahrnc dor ELast.icitiits-Zitfern nncl in dcr Borochmrng dor 1)11 rrh 
hiog;nngon iiborha11pt kiinnon a11f rlic Ueboroinstim1111tng schli(lLich ci11wirk1111. 
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XI. Prismatischer, an zwei Punkten gestlltzter Stab unter 
Einwirkung von Krltftepaaren an den Enden . 

.A nnd B seien die Stiitzpunkte, welche cine Vcrschiclnrng 
verhinder, cine Drehung des Stabes aber gestattcn. Wird das 
Kriiftepaar -Moment M,> M, gedacht, so j» 49 .L1lg, . 
treten an den Stiitzpunkteu Wiclorstands- 
k riif'lc A und 1J anf, wetcho sich dnrch die 
(ltcielnmg dor statischen Mornente zn 

M-M A= B = 2 t •- 1 orgeben. 1) 
An eincr betiebigen SehnittstcUe ist 

dan das Biegungsmoment 

2) M,=As+M,=M,(1 ")+ M,". 
Die DarstoLLung hiervon ist geradLiuig, daher durch 2 Punkte 
bestimmt: Fiir ==o wird M,== M,, fiir a==l wird M,== M,; 
die MomoutenfLacho ist demnach ein 'l'rapoz; man hat die End 
momonte auf,rntragen nnd deren Endpunktc dnrclt cine Gerade Zu 
verbinden. 

Es sotLen nun die Winkel , und o, berechnet werden, 
welche im gehogenen 'Zustande die Tangentcn an die Bicgungs 
tiiiie boi A und B rnit der ursprUngLichen Stabrichtung AB ein 
sch lief'sen. 

Der J?unkt .A der Biegungsl,inie hat von dor 'l'angento B A, 
die Abweichung f' = AA,== l w2, und ftir diese gitt nach Gt. G, 
S. 36: 
Jlo,== _rt M x d x = Fkl • E = dem statischen Momento des 

'l'rapezes in Fig. 49 i Bezug auf die tink.e Seite. Da das 
'l'rapez in 2 Dreiccke zerlegt werden kann, so ergicbt sich dafiir 
tcicht: 

Daber ist 
3) 
4) 

Jo,== , l (M, 4- 2 M,) und ebenso 
Jo,== , (2M,4- M,). 

Ohme Benutzung des 'Trapezes hiitte man ,welt ctio Introgration r1 M x cl x .J 0 
Lnieht 1111111ittol,h:tr .1,11sf'iil1ro11. kiinnon, d.'l. Jlf <ln1·r.l1 (lt. 2 g'O/!,'O]JCn ist. 



44 Zweiter Abschnitt, Biegung gerader Stiibe, Balken oder Triiger. 

Am einfachsten w:.ire es in diesem F'alle wohl gewesen, den Beitrag 
der Kraft A zu EJf=EJlw2 naclt GL. G, S. 3(i mit lfsAl3 am111schroilJen 
nnd don von .llf1 nach GL. 8, S. 3G mit ½ J1f1 l2. JJ:11111 wiiro Ji: .J l , 
==l/9A [-1/»M,? geworden, und nach Benutztung yon GL. 1 fiir A hiitte 
man olioufaLLs GL. 3 erhaLten. 

XII. Prismatischer, an beiden Enden eingespannter Balken. 
Ist ein Batken auf 2 Stiitzeu von dcm Abstandc l gl,cicl1- 

mafsig mit p betastet, so zcigt die Biegungslinie an den Eden 
eine N eigung a, fiir we tche sic h tciclit JC J a = ½4 p Z:1 crgic lit 
(Fig. 50, a). Die iiberstehende11 , un 
betasteten Endcn kann man nun <lurch 
Einwirkung von 2 gteichen KriiJtc 
paaren JM, hinunterbiegen, und wcnn 
man sich M1 attmahtich anwachscnd 
<lenkt, so wird jedem Wcrthe dessetben 
cine bestimmte Bicgungstinie, einc bc 
stimmte Neigung an den Enden ent 
sprechen. Lasst man M, so weit an 
wachsen, dass a== 0 wird, so entsteht 
cine Biegungstinie nach li'ig. 50, b. Dic 
sctbe Wirkung, dass die Biegungstinic 
an den Enden wagerecl1t ist, kann auch <lurch anfangtichc fostc Ein 
spannung oder Einmauerung der Batken-Enden crrcicht wcrdcn, cs 
entstehen dadurch dieselben Krifte A und M, an dell Emlen 
(Fig. 50, b ). Die Auftagerdriickc A= ½pl crgeben sicli am; de11 
Gteichgewichts-Bedingungcn, die einspanncndcn Kraftcpaarc .M1 

( oder Einspannungsmomente) sind aber ans ilrn en nicht zu finden, 
siud ja auch, wie au:i dem gcschitdertcn Vorgange crsichtLich, 
von dem Biegungszustande abhangig, daher nur rnit I Tii Lfo dcr 
Biegungstehre zu bestimmcn. Das Bicgnngsmomcnt fiir cine 
BchnittstcUe ware olrnc Einspannung gcwescn 1/zp x (l- :v); CH 

tritt nun aber M1 hinzu, so dass 
1) M,== ½ 2J x (l- x)-M1 cntstcht. 

Der erste Theil, <ler rechtcH Scite wird <lurch cine Parahct 
vom Parameter 1/p und der Pfcithohc 1/8 p l2 tlargcRtctLt; davo11 
ist cin iiberall gleicher Werth M,, dargestellt durch die Or<li11atc11 
einer wagcrcchtcn Genulcn, abznziclie11. Die Momentenfliiche he 
steht daher aus ciner positiven Parabelfliche und ciner negative 

Fig. 50. 
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Rechteckfliiche (Fig. 50, c). W crm mm cine 'l'angentc a11 rlic 
HicgllngBLinic im Pnnktc A wicdcrum im Punktc B diesctbc be 
riihrt, so ist dcr gcsammte V crhicgangswinkct zwischcn A und B 
gLcich N111L, d.ahcr naclt GL. 5, S. 3G aucj1 die gcsammtc Mo 
mcnt.cn{Lachc NuU, d. h. die ParabctfUiche 213 l • 1/8 pl2 = dem 
Rechteck M, l, mithin 
2) M,='hep. 

Das Bicgungsmoment M, fassen wir bei Batkcn mit scnk 
rcehtcn Las ten stets in dcm Sinne positiv auf I wic cs sich bci 
,lcm fr c i anfLicgcnden BaLkcn mit 2 Stlitzen find.ct (Durchbic 
grn1g ..__,,); so ist es anch in GL l gcschchcn. An den En den 
ist das MomeHt hicrnach offcnbar ncgativ (Hicgung ,.-._), n. zw. 
iHt dfis grofstc negative Moment das Einspannungsmoment M, 
::,cl,bst. Das Moment indert sich von A an schncU, ist bci W 
gl,cich NuU (im Abstande 0,2113 l von A), geht ins Positive Uber, 
erreicht den grofstcn poHitivcn W crth in der Mitte zu 
3) M,='l%p? M,==51", 
worauf sich Atl,cs symmetrisch wiederhott. Den Momcntcn - 
NuLLp1111ktcn W ontsprcchen Wendcpunkte der Biegungstinic. 

Eincm frci auiLicgcndon BaLkcn gogeniiber ist das grofste 
vorkommcndo Moment von 1/8pl2 auf 1/12pl2, atso auf zwci 
Drittct vcrmindcrt worclcn; oder bei dcrsctben Anstrengung ist 
die Trag·fal1igkcit des Balkens durch die Einspannung auf clas 
J 1/..i fachc gcwachscn. Erhcbtich ist abcr die Einwirkung der 
Einspanmmg auf die sfarkstc, in der Mitte bci C eintretendc 
Dnrchhicgung. Zicht man bier cine 'l'angcntc, so ist die Ah 
wcichung des Enclcs A von iln die Durchbiegnng f, und cs 
giLt dafd.r EJ f = m, bezogcn auf die AufLagcr-Senkrechte, cl. h. 
(Fig. 50, d) 

EJf=3,-\%·±h% lg M,63, 
=='%(®asp? M,) oder 

4) Jr\g' (sp?-\hep)== asap', 
wiihrend fiir M,== 0 statt dcsscn 5!J84 p l4 cntstcht. 

WiLL man die Lage des 8Schwerpunktes der halben, Parabelfliiche nicht 
benutzen, so kann man aucil EJ(' ats Bummo clor Boitrage dos Auftagor 
drncks A, dor g-1,oicltmiU'sigon Hctasl11llg JJ 11ml <los Momo11t0s 1111 n:i.cl1 don 
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Gt. 6-8, S. 36, borechnon, indom man sich den Stab boi C wagerecht cin 
gospannt denkt. Es wird dann 

If=-\gA0»l?- \ls} \» M(Ula? 
==h/9pl+- /sp -\/%pl}== h/asp+. 

Auch kanu man unmittel,bar die GLeichung dor l3iegnngs1,inio ontwickol,n: 
d? y 

EJ d;2 =A(lf2l-x)-lf2p(I/zl-x)2 -M1• Sotzt man .A=l/ipl t11Hl 

integrirt 2 Mal, (wobei die Integratious-Konstanten Nnl,l, wordon), so winl 

E J !~ = I/zp (If~ l2 X - 1/ax3)- M1 X uncl 

EJy==\hp»Ulsl? a? ha@')lap? a", 
mithin fUr x = I/z l: 

EJf== gs±p'. 
In der Verminderung des grofsten Momentes ist abcr rnit 

cler voUig wagerechten Einspannung nocl1 nicht dcr giinstig,;tc 
Fall erreicht. Bedenkt man nimlich, dass for den frci aufLicgenden 
Batken (fiir M,== 0) die Momente <lurch die von dcr Behne 
A1 B1 cler Parabel, zu messenden Ordinatcn dargestcUt wnrden 
(Fig. 50, c) und class durch clas aUmahticbe Zunehmcn von M1 

die Achse sich hinaufschicbt, so erkennt man tcicht, class cli.csc 
Achse fiir M,== 1/12 p l2 schon hober tiegt, ats del' Errcic1umg 
kteinster Momente entspricht. Fiir tetzteren ½week muss die 
Achse offenbar die Pfeithohc 1/8 p l2 der Parabct in der Mittc 
theiten, so class 
5) 
nnd das Moment in der Mitte M0 ebenfatts 1/16pl2 wird. Jeclc 
Verschiebung der Achse aus dieser giinstigsten Lage bringt cinc 
Vergrofserung eines cler beiclen Momcntc hervor. Hci dicscm 
Momente J.Vl1 = 1/16p{2 werden die iiberstelicnden Batkcnendcn 
noch nicht ganz wagerecht Uegen, somlern noch mu eincn kteincn 
Winkel nach oben gerichtet sein. Man findct dicsen g ii us tig st e 11 
Einspannungswinke1,, indem man, von der Wagerechten 
clurch C ausgehencl, 

Jo==3%·»-\lspM,·% 
setzt, was fir M,== 'hs pl giebt: 
6) E J (I) = I /96 J! za. 

Eine dcuttichcrc Vorstcttung von dcr Grofsc w bekornmt 
man, wenn man J und p durch die starkstc Spannung a und den 
Abstancl e der entsprechenden Stelle von der Bicgungsachse aus 
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driickt. Das grifste Biegungsmoment ist gleich dem grifsten 

Spanungsmomente, d. h. h;p pl?==%", mithin wird . e 
a l ) o='ls 4 

1 t b . ]'" t .. t O l l z 40 st nun er asentragern etwa f; 3006 ,=% So 
wird w = ¼so· 

Nimmt man abcr bci Ilol,zbatkcn ctwa ; = 15~0 und { = 40, 
so wird o== '/gs 

Dicsc Neignugen sind anfserordcnttich gering, und wenu man 
bedenkt, dass durch ihre Anwendung; das grifste Moment (gcgcn 
iiber wagercchter Einspanung) von /jg pl? auf h;pl? herab 
gernindert wird, <lass sic atso ganz crhebtichcn EinfLuss auf die 
Tragfihigkcit der Baken haben, so kommt man l,eicbt zu dcm 
Scbl,ussc, <lass cler Spannungszustand bcidcrseitig eingcspanntcr 
l11tl,kcn von Bcdingnngcn abhaugt, die sich in der Wit-ktichkcit 
nicht mit geniigender Schiirfe und Sicherheit ausfiihren und er 
halten lassen. Es ist daher nicht rathsam, sich auf den gli n 
s ti gen Einftuss eincr wagercchten oder sonst bestimmtcn Ein 
spammng zu vertassen. 

XIII. Prismatischer Balken auf 3 StUtzen mit stetiger, aber 
unsymmetrischer Belastung. 

Die beiden Fetdor des Hatkens scion von gteicl1er Lange l, 
das cine mit g, das andere mit g + p for die Langoneinheit bo 
Lastet (Fig. 51); die Mittol,stiltze tioge 
um c nntor der (wagorochten) Ver- " 
bindungs -Geraden der Endstiitzen. 
Wogen der tmgl,cichen Betastung A 
wird die Biegungs tinio lib er der , 
Mittctsti'ttze eine Neigung w haben. 

Fig·. 51. 

B 

Zm Bestinnnung dcr AufLagcrdriicke eines frei aufLiegenden 
Batkens tiefem die Gteichgewichts -Bcclingungen mu· z wei Gtei 
clnmgen ( die GLeiclrnng dor wagorcchten Krafte ist nicht be 
ni1tzbar 1 woiL wagercehto aufsere Krafte · libcrhaupt nicht vor 
ltanden sind). Bci einem Hatken anf 3 StiUzon ist dal,er zur 
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Berechnung der Auftagerdriicke eine GLeiclnmg ans dcr Hicgnngs 
tehre zu Hiitfe zu nehmen. I dem vorliegenden Falle ergicbt 
sich diese am einfachstcn ans den GL. 6 und 7, S. 36. 

Das Linksseitigc ·Fetd kann man ats bei C unter cincm 
Wink.et w (abwiirts) eingespannt anschen. Der Endpunkt· A 
der BiegungsLinie Licgt dann um A,A== c + l w uber dcl' 'J'an 
gente an die BiegungsLinie im Punkte C. Zu diescr Hcbung 

Liefert die EinzeLkraft A einen positiven Bcitrag :~~ , die stcti.gc 

Betastung aber einen ncgativen Bcitrag - (q i./J l4 (dcnn clnrch 
sie aUein wiirde dcr bei C eingespanntc, sonst freic Batkcn sich 
nach unten bicgcn). Daher ist 

EJ(c 4-lo)== '9AF=s(@A p)'. 
Wegen dcr. neu hinzugctretcnen Unbckanntcn w mm,s noch 

cine zweite BicgungsgLcichung aufgestcUt wcrrl.cn. Bctrachfct 
man das rechtsscitige Feld als bei C mit der Neigung (nacl 
obcn) cingespannt, so wi.rd in gtcicher Weise 

EJ(cl)==\,B-%g'. 
Die Gteichungcn Licfern durch ZusammenzahLcn : 

2 EJ c = 1/s (A+ B) P s 2g+ p) l4, oclcr 

A4 B==3,(2g p)l. 
Die Momcntcngtcichung in Bczug auf C abcr gicbt: 

A-B=1f2pl. 
Aus beiden crhilt man : 
1) 

2) 

3) 

P 
3EJc IBggl-\y,pl+ p 

Die BiegungsgLeichungen Liefern auch noch 

EJo= 'hsp. 
(Die Ncigung o ist nicht von g ahhiingig, wciL die Last g in 
b c id en Fetdern vorhanclcn ist, so class oh n c clas Ilinzntrctcll 
von p dcr Wink.et w = 0 sein miisste.) 

W eiL die GesammtLast des Balkens gl 4 (.q + p) l von clen 
3 Stiitzen getragen wird, so findet man den Druck () der MitfcL- 
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8t.iitze Leicht au8 der Gl,eichung der senkrechton Krafte zu 
6Jc 4) 0==,g+---, 

(Dic 8onderfatte p = 0 oder c = 0 oder •l.,oides sind aus don 
m. 1-4 Leicht zn orhaLten, tassen 8ich abor auch durch don- 
1-:101,bon Godankongang unrnittctbar entwiekctn.) 

Witt man clic l3iognngstinio dcr sUirker bota8toten, tinken 
1 UiLfte boroc1rnon, 80 wahl,t man A als Anfangspunkt und setzt 

d? 3 J,'-As+(+ p) ~-, claraus 

dy A" a 
J d .1;- = - - 2- + (g + JJ) 6 + C. 

Fi.ir x = l wird abor {~ = - w, atso 

Al2 l3 
-EJw =- -2- + (,q + p) 6 + C; 

dnrch Ahziehou ontsteht 

u("" +%)= 4r' +rg» y dx 2 2 6 
nnd dnrclt Integration (woboi Const.= 0): 

(lx
2 x3) r;+JJ( x1). EJy=A 2 -lf --· -6- tx

3
-4 -EJwx. 

Sotzt man endtich fiir A uncl w die W erthe nach Gt. 1 nnd 
B ein, so ergiebt sich 

, gt' (x x3 
, x1) pl4( x x3 x4) 

E J Y = 48 T- 3 13 + 2 F + 96. 3,- 13 + 4 F 
5) a5(%} f) 

-Es ist beso11dern daranf himuwoise11, dass die 3 Hiegungs 
ursachen g, p und c in den Gl,. 1-5 jc durch besondere, von 
einander unabl1angige Gl,icder vortreten sind, class sich die Ein 
fliisse cinfach iiber cinander hiiufen. Waren bci einom Datken 
!/ und c bcreits wirksam, war der T3atken untcr Einwirkung seiner 
EigcntaAt aufgcsteLLt nnd kommt nun noch eine einseitige Be- 
1,astung p hiuzu, so tritt dadurcl1 cine Vermchrung der Durch 
bicgung nm das in Gt. 5 mit J> beh::i.ftetc Gtied eiu. 

J< o ck, ]j]\.11sticltiitaLehre. 4 
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6) 

Fasst man fl+ p zu q zusammcn uud vcrtanscht p mit !l 
so wird ans Gt. 5: 

• "( .x: x3 x') Jy- ag ,}-7 + 
·'(; ) <( ) 9 '+J38} p' 

- .r;, 

Tiicrnns kann man die Biegnngstinic fiir die rcchtsseitige 
lfal,ftc in Hezug anf den Anfangspnnkt B leicht angehen, inden 
man nur q mit fl vertauscht : 

71 g l 4 ( x x3 x4) WJy,=-as }p +A, 
; ) <( ) w 1 +#J39}=p' 

7) 

Fiir das arithmotischo Mittot y0 = ½ (y + Ytl ist 
% vu(» a'y <(a= ") s) BJ,="9,}3 +2,,14-003'3} 

Diosetbo GLeichung cntstoht aber auch, wenu man die BicgungsLiuic <los 
Batkens unter der Annahme berechnet, dass or in seinor ganzcn Lii11g·c 
gLeichmafsig mit g + ½P beLastet ist. Von der dieser symmetrischen Be 
Last.uugsart entsprechenden Biegung·sLinie weicht aLso die unsyrumctrischo 
BiegungsLinie der Gt. 6 und 7 in beiclcn l!'eLdorn fiir gLoicho x nm gLoicl1 
vioL nach unten, bezw. nach oben ab. Zu diosem Ergebnissc fiihrt auch 
ohne Weiteres die UeberLegung, tlass die cinsoitige Belastung mit p in 
elem Linkon Felde vertauscht warden Jrnnn mit einer symmctrischou BoLastung 
lfzp des ganzen Trigers und einer noch hinzukommenden Belastung mit + IJzp bezw. - 1/.ip der Linkon und rechten HaUto. Dann ontstoht im 
Ganzen durch die symmetrischo Bctastung die BicgnngsLinio fiir g + ½JJ 
(GL. 8); die Abweichungen vor dieser abor, wetchc <lurch + 1/zp 1111d -- ½11 
(anfwarts) hervorgebracht werden, sind natiirl,icl1 gLcich, nur thoiLs rnu:;h 
uuten, thcits nach oben gerichtet. 

XIV. Prismatischer Balken auf 3 StUtzen mit einer 
Einzellast. 

Der rrrager sei im linken Felde mit 
beLastet (Fig. 52); rechts muss er durch 
cinen abwarts gerichtctctcn Stiitzcnclrnck 
B niedergehaUen werden, weiL er sonst 
zu einem BaLken auf 2 Stiitzcn mit froi 
iiherstehenclem Ende werden wiirdc. Der 
EinfLuss einer etwaigen Senlrnng dcr 
MitteLstiitze um c ist von der Bel,astungs- 

cincr EinzcUuaft P 
Fig. 52. 

B 
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art ganz unabhingig und kan nach den Gteichnugen anf S. 48 
1111d 4!) beurtheilt wenlcn; deshal,b wcrden Mer 3 Stiitzen in 
dernetbc11 Gerndcn vornm,gesetr.t. 

DaH Linke 'L'ragerfotd karm ats bci Q nntcr dcm Winke'L w 
11aclt nntcH eingespannt hetrachtct werden; P, w und die Kraft 
A haben dan die Gesammtwirknng, <lass der Ilohenunterschied 
zwischen A 1md C gLcich NnU. 

Be1 rachtet man zaunichst die aUcinigc Wirknng von P, d. h. 
bei wagerechter Einspaunung in C, so CJ1fa.:1teht H,n der LaststeUe 

jn . S k P(t-u)3 l . N. P(l-it)2 :.; emc en ung um 3l!JJ nm eme e1g11ng a= 2EJ ; 
von D bis .A2 kommt noeh die Se11kung nm au hinw, so <lass 

A A - p r (t - it)" + (t - u)2 } = P(l - it)2 (2 l + , ) 
I LJ.2 - [1 J ' 3 2 u 6 E J u 

wird. Die Neignng w ::ieHkt den Endp1111kt weiter um lw. Die 

Kraft A bewirkt cine Hebung /~>, wetche die Senkungen 
ansgLoicht, und cs wird. 

AZ:1 P(l-u)3 , 3.J 6 E J - (2 l + u) + t w. 
Fiir die rcchtsseitigc ]fatfte wird die ans der Ncigung w cnt 
stchende Hebung bei B um t w anfgowogen clurch die Abwarts 
hicgung seitons der Kraft B, so dass 

B 3.)9, 
Ans beiden GLeiclnrngcn entsteht dm·ch Abziehen 

+ w'( ")'(#+) 
Die Momentongtcichung in Hewg anf C tiefcrt aber 

A+='(»-3"), 
11ncl ans beiden orhiUt man 

» {@3"+{) 
3 - {'(" "), iota 
» c.(%" ag") 4 tP 
am; cler G Lciclnrng dcr Henkrccl1ten Krafte fotgt .. 
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Diese Gteiehungen getten for jede Last P, die sich zwischen 
A nud C befiudet, d. h. for it == 0 bis u===l, jedoch nicht mehr 
fi'tr n > l, da cin solcher Fall mit den Gnmdl,agen dcr Bntwickc 
tung nicht mchr i.i.bereinstimmt. Die Gleichuungen werden aber 
fti.r Lasten im re eh ts seitigen Fettle aueh benutzbar, wenn man 
deren Abstand vom rechtsseitigen EndaufLager mit n bczciclrnel. 
Rechts tritt dann der AufLagerdruck A naelt m. 1, an der linken 
Seite der abwartsgcrichtete Druck B nach m. 2 auf, wiihrend C 
nnvcrandert bteibt. 

1st der BaLken auf 3 Stlitzcn im Fig. 53. 
l,inken Fettle von u ==u, bis it= u2 

gLeichmafsig mit p betastct (Fig. 53), 
so kann man die Bel,astnng cines Thcit 
cbens du aLs Einzettast p clu anseheu, wctchc <lann nach a L. l 
den AufLagcrdruck 

pdu ( u u3) dA==q-I4-, + p I bewirkt. 

pdu f 11 

Integrirt man die rcehtc Scite von u ==u, bis it = tt1, fiO 
erhilt man 

1T]( 5-w,1 y 4 l 2 F 4 
und ebenso 

Z(l 2 2 ) B = l!_ _ !!.J_ -_u1 _ _ it2 - it, 
4 2 l2 4 l4 • 

Setzt man (zur Probe) u1 =0, 
7 l A== q3 P5 

(vgt. Gt. 1 und 2, S. 48). 

Von diesem V crfahrcn, die Wirkung ciner stctigcn BcLast,1mg 
aus de1jcnigen einer EinzeUast abzuLcitcn, wird schr ]1iinfig 
Gebrauch gemacbt. 

us==l, so erhilt man richtig 
1 ==4, 

XV. Beziehung zwischen Biegungsmoment, Querkraft und 
Belastung; Ermittelung der zu einer gegebenen Biegungslinie 

gehorigen Belastungsart. 
Ein Trager sei stctig mit p bcLastct, wohci. abcr p irn AU 

gemeinen vcranderLich, eine f (x), scin kann. Schncidct man aLU:J 
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dcm 'l'r::i,gcr cin L~i.11gcutl1ciLehc11 d x hera11s (Fig. 54), so wil'kt 
an der cinen (Linksscitigcn) SclmittfLaehe ein dcm Bicg□ngs 
momcntc M gkiches Widerstandsmomcllt und 
cine iuncre Qncrkraft Q. (An ei.nem 'l'11igcr 
theiLe 1, inks vom Rebnitte nchmcn wir ein posi- 
1 ives (Q nach uten gerichtet wie in Fig. 18, 
S. 18; an dcm rcchts vom Schnittc Licgenden 
'l'ragertlteitc muss ci:l dahcr aufwarts :mgebracht 
werden.) An <l.cm andcrcn (rcchtsscitigcn) Sehnittc 
treton entsprcehond das Widcrstandsmoment 
M + dM, die Querkraft Q + dQ auf. Die Momenten -GLeiel111ng 
in Bezug auf O ticfort dann unter Vernaehtassigung des m1end 
lich Kleinen hiherer Ordmung 'gp · d x • d x , 

l!'ig. 54. 

.I\ '1 Q,l 
MA @M 

M (:_- ·--·--- 0) a ..... 
j[®® 

1) Q= dlJI!_ 
dx 

Aus der Gleichung der senkreehten Krafte aber fotgt 

dQ d2M 
== a da" 2) 

Die Q11erkraft ist daher die erste Abgetcitete des 
Bicgungsmomentes (nach genommen), die Belastung 
der Langeneinheit, mit negativen Zciehen gcsetzt, die 
crstc Abgel,eitete der Querkraft oder die zweite Abge 
Leitete des Momentes. An einer SteUe, wo die Qnerkraft 
Null, hat das Moment einen grofsten oder kLeinsten Werth. 

Naclt GL. 2, S. ;33 ist mit Hlicksicht auf die uaran ge 
sehLossene Bemcr1rnng 

d" y EJ - - = ± M · demnacb. wird nun da? 

3) @y d'y EJ- --=±Q und EJ--=+P· da" dw 
Waurend <lie a rundgLeichnng der HiegungsLinie in dem Vor 

hergehenden nur benutzt wurde, um fLir gegcbene Bcl,astmigsart 
die nicg1111gsLi1iie zn entwiekeLn, kann rnm naeh Gt. 3 aueh 
11111g-ekehrt ans !ler GLciclrnng dcr BicgnngHlfoie die entHpreche11de 
BeLastnngimrt al>gcl,citet werdc11. 
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BoispieL: Fiir die BiegungsLinio ATJ (l<'ig. f\fi) soi dio GLoicl11111g· 
g·ogobon: 

Pi ( x5 lx3 7 ) 
y= git.r' 1ot + 3"® · 

dy Pi ( x4 7 ) Dann ist E.lc[-;;=l2 2t-l.-x;2+ :JO l3 , fomor 

a"[2 g(';' ) {(-') 
so a"A ( "?)=@ wa dx3 6 l ' 

Fig. !i!i. 

~ 
' ' ' 

s mt» • 

d4 y X sch Liefs Lich liJ J dx·4 = Pi f = p. Die HoLastung· ist dalior cine von Links 

nach rcchts gLeiohmafsig bis auf Pi· zunelnnemlo. 

Fiir X = vl - = o,j77:)5 l ist Q = 0, mithiu .Mam gr/il'ston, ll. '/4W. wird 
3 

' M,,,ax = 0,06415 p1 12 = 0,12s:i Pl, wonn die Gos:11nmUast ½P, l = IP gesotzt 
wird. (Bei gleichmifiger Belastung wire M,,,,=° 0,1~:i Pl gowoson.) 
Die grof'ste Durchbieg11ng liog't boi O,r,1\l:1:1l, n11r wenig rochts von dor MiUl', 
und es betragt FJ.f Yma.v = O,00G52~ Pi l4 = O,01:io 1, l'l3• Die D11rcl1biog·11ng in 
der Mitte wird natilrLich genau so grofs wio boi gLoichrniifsigor· Hc- 

G Pl3 Pl3 • • 
Lastuug, namLich 384 -jff y=O,0130208 EJ, nur wemg ldomor aLs y""'"'. 
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Berilcksichtigung der Schubspannungen in einem prismatiscben, 
auf Biegung beanspruchten Sta be ( oder Balken). 

I. Ableitung der Schubspannungen aus den Normal 
spannungen. 

Die Schubspanung , (vgl. Pig. rn, S. rn), wcLche bisl1cr 
vcrnnchLasAigt wurde, ist abltilng·ig von der V ertheitung dcr 
Normalspanungen iiber die Querschnittshihe. 

Die Kraftebene schneide den Querschnitt in der Haupt 
achse O Z (Fig. 50) ; dann muss die 
gesammte Qnerkraft Q in OZ 1,icgen. 
Unterhatb der Biegungsachse werden die 
Zugspamumgen gedacht. Tn einem Ab 
stande z von der Achse i,ei die Quer 
schnittsbreite w, so dass ein wagerechter 
.l!'Lilchenstreifon die Grofse dF=w dz hat. 

Fig·. 5G. 

1st die Spannung an dieser Stel,te cr.,, an der Unterkante cr', 
I 

so wird a,== 7 _ z u nd die N ormatkraft an dem FLilchenstreifon: 

d M dN==o,dR== ,dz== ,dFz. 
e ' 

Die gc8ammte Normal1kraft, wetehe auf den e11<.Uichen 'L'heiL AB CD 
des (Querschnitts kommt, ist demacl 

" > N,], [@a==, [d.=-,7S., 
e z • 

llierin bedeutet s. das statische Moment des Quersel111itts 
thciles AB C D in Bezug anuf die Bicgungsaehse. 

Betrachtet man den ganzen (Querschnittstheil auf der einen 
5cite der Bicgtungsachse, den wir kurz die Querschittshilfte 

1) 

2) 
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ncnncn woUen, so sci <lcrcn statischcs Moment S; dann ist die 
gesammtc Zugkraft an dcr cincn l liitftc 

3) N = :: S = ~ S. 
Die gesammtc Druckkraft ist cbenso gl'ofs, das statischc Moment. 
beider Querschnittshatften von gleicher absoluter Grifse. 

Das Gesetz iiber die Vertbeitung der N ormatspamrnngcn 
steht hiernach bei gegebenem Querschnitte villig fest, kam 
aber aucb bitdticlt dargesteUt werdcn dnrch den sog. red 11 - 
cirten Querschnitt.*) 

I 

Die N ormal,k.raft eines Ftiichenstreifcns dN = a d F z 
e' 

kann auch geschrieben werden 

dN=s' [,wdz==a'vdz, 
e 

z wenn v=w7 dicimVcrhattnisscz:e' rcducirteQucrschni1tR- 

breite gcnannt wird. Diesc reducirtc Breitc v ist teicht dmcl1 
Zeicbnung zu findcn (Fig. 57): Im Abstandc e' von der HicgungR 
acbse ziehe man einc Parattete, projicirc auf diese rechtwinkLig 
die Breite w und vcrbindc die Endpunktc diescr Pro- Fig. m. 
jektion mit O durch Geraden, so sclmciden dicsc C±J 
auf der wahren Breite w die reducirte Breitc v ab. 
F'iir z==O ist auch v==0, fir z==e' ist v==w. 

Reducirt man in dersetbcn Weise aUe Breiten, ' . 
so erhatt man den (auf gleiche Spannung a') redu- © 
cirten Querschnitt (Fig. 58). Donn vdz ist Fig. 58. 
ein Ftachenstreifen <lics~r Figur, und die Nor- ~ 
matkraft dN fiir einen Streifen w dz des wahren 
(Querschnitts betrigt a' vdz, d. h. gerade so vicl, \, 3, 
ats ob eine Spannung cr' sich gtcichmafsig B 
iiber den reducirtcn Streifen erstreck.te. Um lJ--· ·· 0 

nun die Normalkraft N, fiir den QuerscbnittsthciL ABC D zn 
crhaLten, braucht man mu den reducirten Theil A,B, CD gtcieh 
mif'sig mit a' behaftet z denken. Es wird dam N==a'·A,B,CD, 
und zwar geht N, durch den Schwerpunkt von A,B, CD hindurch. 

·lt:) VgL. A. Ritter, Lehrbuch dor Jngonio11r-Mochanik, S. 81. Hannover 
187G. Zweite Auf'Lago, Leipzig 1885. 
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Fig·. 59. 

Pig. 60. 

4) 

Ebcnso ist die gcsammtc Zue;luaft N = o' • 0 CD und geht 
dnrch den Bchwcrpunkt von O C JJ. 

Fiir Rcchtecke und aus Rechtecken zusammen 
g·csct:r.tc, z. H. :C-formigc (luersclmitte besteht die 
reducirte Fiche offonbar aus Drcicckcn und 'l'rapezcn. 
Die Hchwcrp1111kte dcr reducirten FUichen sind in 
der Fig. D59 und 60 angegebcn; nenut man ihren 
Abstand c, so ist N c <las Moment der inncren 
Kriifte, also gleich dem Biegungsmomente. Aus 

Nc==M und 
M N = J S fol,gt dann 

J 'l'ragheitsmomcnt des ganzen Querschnitts 
c =-= S = Statischcs Moment der einen Hatfte 

Beim Rccl1tccke vo11 der Hohe h erkennt man ohne W eitercs 
aus der .Figur, dass c =Fj, h sein muss ; fur andcre Ftachcn ist 
c 1,cicht nacl1 GL. 4 zu bcrechncn. 

Schneidet man nun von dcm Liingcnthcitchcn des Stabes 
dnrch einen wagcrechtcn Schnitt (wir denkcn uns die MittctLinie 
de.; Stabes wagerccht, die Kraftcbene senkrecht) ein Stiiek von 
d.er Hobo e' - z ab (lrig. 61) und bctrachtct . Fig. Gl. 
von den an ihm wirkcnden Kraften nur die 
wagcrcchten, so sind dies die N ormatkrafte Q 
N. und N. + seiner partiel,ten Zunahme 
nach x, sowic die Schubkraft an dem wage- -r. ,~111;;,--------- 
rcchtcn Scbnitte ty (wdx). Es ist foLgtich 1

' 70~1 
aN x' &/y?as.a z" 0a 

T, w = ax · 
M Wen aber nach GL. 2 N. = T s. , so wird, wenn der Qncr- 

schitt sich nicht mit a indert, wenn wenigstens S,:J gteich 
l>tciut, 3N,=== 8;-cl M, oder, weit nach S. 53, Gt. 1 cl M = Q cl:c 
m) ,,8» ,,w=2,y 
Fi.ir z = 0, d. L. fiir cincn wagereehten Sehnitt tangs dcr Acltse 
des Stabes, sci die (Querschittsbreite w,, die Schiubspamutmg' ,, 
<lam1 ist 
G) 
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, w und ,, sind die, nicht auf Flichencinheiten, sonder anuf 
die Langeneinheiten bezogencn w agerecb ten Sch u bkraftc. 

Das statische Moment S der eincn Qucrsclmitts hi lft c ist 
grofser aLs s. for einen andercn QucrschnittsthciL, und fiir z = e' 
oder z = - e" ist S,== 0. Daher ist die wagerechte Schubkraft 
fur die Langeneinheit an der Biegungsachse am grifsten und 
nimmt nach oben und untcn bis auf NuU ab. 

Wie sich die Sclrnb sp annung ,11 mit z andcrt, hangt von 
der Verandertichkeit der Qucrschnittsbreitc ab. Wird in dcm nach 
anufsen abnehmenden Produkte , w der Faktor w nach aufsen 
grofser oder bl,eibt er unvcrandcrt, so wird dcr anderc Faktor 
, nach aufsen abnehmen. Nimmt aber w nach aufsen ab, 
u. zw. schneller als , w, so wird , selbst nach aufsen grifser. 
In denjenigen FaUcn, bei dcnen die ErmitteLung dcr Schub 
spannung besonders wichtig, ist aber meist die Schubspannnng 
, an der Biegungsachse am grofsten. 

Fiir ein Rechteck d X h (Fig. G2) ist das 
statische Moment des schraffirten Theiles 

e + z e2 ( z
2
) S.==d(e-@) s=% =,±/5 

weiL aber J = 1/3 Fe2 und w = d, so wird 

, w === ~ i d ( ) oder 

Fig. o2. 

l ·-- "7'. 

© 
i Y, 

7) 

8) 

ud fiir z = 0: 

Von dem Auftreten dieser wagerechten Schnbspaunung -r0 kann man 
sich Leicht eine VorstelLung· machen, wenn man einen Holzbalken von 
rechteckigem Querschnitte betrachtet, der auf 2 Stiitzen liegt und in dor 
Mitte die Last P tragt. Die Ilohe h betrago das DoppoUe der BroiLo ii, 
das Widerstandsmoment des Querscbnittes ist dann 2fa d3• ln dor ol,oro11 
BatkenhaLfte werden die Langsfasern verkiirzt, 
in der unteren verlingert. 'Zertrennt man abcr 
don Batken duroh einen wagerechten Schnitt in 
2 Hatften (Fig. 63), so hat man 2 Batken, die, auf 
einander geLeg-t, sich in die Last thciLen; jode 
IlaLfte hat mm ihre bosondere neutrale Fascr, und 
an dcr 'l'rennung·sflache beriil1rcn sich einc gczogeno llllll cii10 g·od riickt.o 
F'aser, die mithin verschiedene Lingo haben miissen, so dass die Endfliiclen 

Fig. 63. 
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dor Batkon Hiclit 1110hr in gLoichot· l<'Lucht Liogo11. Dor Unterschiod rUhrt 
<1al1or, 11:Lss an dor '.l'rennuugsfl,iiche dio vorhor vorhanden gewosene Scliub 
sp:m111111g ,0 11icht mohr n,uJ'lreLen k::mn. Dio Trngfi1higkoit ist uurch die 
A11 l'tronum1g vonniudert word en, denn das Widorstanusmomont eiuor 
(Querschitts hi Lfte ist \J, @, beider Hilf'ten zusauen 3/,@®, d. h. hall 
so grof's wie boim u11g·etrern1ten Batken, nnd ebenso ist clio Tragfiiliigkoit 
a111.· die JJ1i,LfLo vennindcrt. 

:-Jol,Lon lJoido JfaLf'Lon wiot.lor so vorlrnndon word0ll, <lass sio an 
n:ihorml wio oin oin.1,igor Klil'por wii'kon, so muss Li:ings dot· T1·onmmg·s 
fl/iche der orforderliche Abscheorungswiderstand neu goschaffen werden, 
wcLchor obcrhaLb dor l!'Uicho dio VerLti,11ger1111g· clor }'asorn hindort (aLso 
11aclt dor Mit,tc hin wirkt), 1111LorhaLb alJcr 
dor VcrkUnr,nng· dor J<'asorn ont.gogonwirkt 
(also nach aufsen gerichtet ist). Dies kan 
durch Verdiibelung oder Verzahnung 
(l?ig. G4:) crrcicl1t wonlon. 

All dor SLoLLo cloi; groJ'1:1ton Momont.s goht die Qucrkraft Q = d M. :ms 
dx 

dem positiven ins nogntivo libel'. Dioso11 Zoiehonwechsot orLoidot dann 
aber auch die Schubspanung ,, und es miissen bei einem verzahnten, in 
der Mitte belasteton Balken die 'Ziihe zur Mitte symmetrisch angeordnet 
soi11, dio L:wgll,ilcholl dor Ziilmo milsscn si1mmtticl1 nach dor Mittc (dor 
Stolte dos grUi\:;Lon MomonLcs) hill a11stoigon. 

Fig·. G4. 

BoispioL: Eiu hoLzornor BaLkon von dor lloho h=20crn, der liroite 
rl = 12 cm u1Hl dcr frcion Liingc l = 400 cm lrnnn bci 100 at Spannnng in don 
a11f'sorston l<'ascrn oino Last P==800 k# in dor Mitto trngon. Dor Auftagor 
druck botritgL ½P, und dies ist auch (ganz unabhiingig von uor BatkonLangc) 
clio Grijfso <lor Qucduaft Q an aUen 8chnitton (nur in dor Mitte das Vor 
zoichou wochsotnd). Es ist dal1or UboratL tlio Sch11.bspannung in der wagc 
rocltten MitLoLchono 

3Q 3P 3800 r = - % ey--±gytl 
0 - f )' - 4 J1' - 4 24.0 - ,. . 

Dicse Scl1oorspannung ist a11ch fiir lioLz unbcdoutcnrl. Wiircle aber dio 
Stlitzweitc des Balkens vielleicht auf cin Viortel vermindert, so konnte, 
bei gleichen 'Zug- und Druckspannungen in de11 Langsfasorn 
d.io Bctast1rng das Viorfochc hotrngon; dann wli1·<lo ,0 aber auch 4 MaL so 
grofs wordo11. Die Schubspamungen haben daher bi lingeren und 
uoshaLb schwach LoLastoton HaLkon wcnigor l3edeutung aLs boi kiirzel'on, 
stark Lotastoton. 

II. Vertheilung der Querkraft Uber die Querschnitts 
hihe. 

Es ist 'Y w die Schnbkraft for die Ui.ngcneinbcit sowol1 L cincs 
wag-crccht.c11 wic anch cincs scukrcclttcn Sclmittcs. Anf cin 
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HohentheiLehen dz des Querschnittes komrnt aLso die Sclrn bkrnft 
, w dz, und es muss die gesammte Querkraft 

«=fie » 
Trigt man nun die verschieclenen t, w rechtwinklig zur 

Trigerhihe auf, so erhilt man cine Fliiche, deren Iulalf 
J Ty w dz, d. b. = Q ist. Diese FLachc Lasst dam1 erkcnncn, wic 
die Querkraft sieb libcr die H6he verthcilt. 

Bei rechteckigcm Qucrschnitt 
DarsteUung von 

<( ) sow==, 7 

ist die 

cine ParabeL mit wagerechter Achse und der 
PfciLhohc 3/2 ~ - (Fig. 65). Der ]"LacheninhaLt 

giebt, wie es sein muss, 2/3 h • 3/2 -~- = Q. 
Die Darstellung der Schubspannung; , 

Fig. G5. 

dcr ParabcL er- 

seLbst ist wicdcrnm 
3 Q eine ParabeL) jedoch von der PfeiLhohe 2 JJ'. Die Schub- 

spannung ist daher in der Mitte der Hohc 11/2 Mal, so grofs, als 
wenn sich Q gLeichmafsig liber den Querschitt F' verthcilte. 

Bei einem aus Rechtecken bestchenden, :t-formigen 
(Querschnitte setzt sich, wie man Leicht erkennt, die Dar 
steLLung der Schubkraft 
, w aus Parabeln mit 
gemeinsamen Achsen, . 
aber verschiedenen PfeiL 
hihen zusammen (Fig. 
66). In der Hohe der 
Gurten andert sich wegen 
der grofsen Querschnitts- 
breite das statische 

Moment ziemLich schneU von NuLL bis zu eincm Wcrthc 
S,, und zwar nach parabolischem Gesetze, um dann im1cr 
haLb der dihmen Wand von der Dicke o Laugsam auf S fiir 
die Mitte anzuwachsen. I denselben Verhiiltnissen iindert sicl 
auch die Schubkraft ,w. Um damn , selbst zu erhalten, muss 
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man in der Hihe der Gurten mit deren grofser Brcite, lings der 
Wmid dnrel1 die kLeine Stegtlickc o theiLen. In deu Gurton ist 
dan t, schr klein. 

Aus Fig. 6G, b crkennt man, dass bei CI-fiirmigen 'Triiger 
mit diinner Wand die Qucrkraft Q wcsentLich von der Wand 
aufgenommen wird und dass sie sicl iiber diese zicmlich gleich 
miifsig vertheilt. Der ganze Tnhal,t dcr Fig. 66, b weicht nicht 
vicl von cinem Rechtecke der Breite t,% und der H6hie h, (der 
Mittc1,rippc) ab, so dass man anihernd ,h,== Q oder 
1) T - _JL setzen kann. o 8h, 

Die starkste wagercehte und senk.reehte Sehub 
spannung , ist daher etwa so grofs, al,s ob die Quer 
kraft sich gleichmiifsig iiber den Querschnitt der Wand 
verthoHto. Mit Rucksicht auf G-li. 6, S. 57 bedeutet diese 
Annaberung die Vertauschung der G-rofse c mit der Wandhihe h,. 

Zurn '1.1ragheits- also auch Widerstandsmomente liefert die 
diinne Wand nur geringen Beitrag; man kann daher sagen: Be i 
'l'ragcrn mit dunner Mittel,rippe und parallelen 
G-nrten haben die letzteren besonders das Biegungs 
moment M aufzunehmen, wiihrend die Querkraft Q 
vo n der Wand aufgenommen wird. 

Bois pie 1,: li'iir den QL10rsclmitt Fig. 66 a mit don oingoschriebonon 
Zifforn ist J = 11182 ( wozu die Gurton 9424 boitragon), J = 745, das sta- e 
t.isclto .llfomont des Gurtquerschnitts allein: S,== 24 -14 = 336, das stati- 
scho Moment dcr QuerschnittshalJte: S = 336 + ½ .1,2 -132 = 437. Dahor 
c=== 11 182: 4-37 ==25,6, also von h, == 2G nur wenig verschioclen. Ilat ein 
'.l'dgcr von diosom Quorschnitto 300 cm Stiitzweito, so kann er bei 700 « 
Anstrougnng der Aufsonkanten 6960 kg in der Minute trngen; es ist clann 
Q=34.80, 

, d== 3480: 25,U = 136, 
T1 0 = 136 • 336: 437 =105; 
r, ==113@t; r, ==87@¢, 

<lann unmittol,bar clanobcn in elem Gnrt 8,7 at. 

Ill. Normalspannungen an einem wagerechten Schnitte. 
Dies Normalspanmung a, ist abhingig von der Vertheilung 

der Qnerkraft Q liber einen Qucrschnitt. - Die gcsammte Last q 
f. cl. Langeneinheit an einer beliebigcn Stell,c des Balkens mige 
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in irgend einer Art iiber der IIohe des Bal,kens verthciLt. sein, 
indem sie viel,l,eicht theHweisc obeu, thcil,weise unten augrcif'1, 
thcil,s auch (wie z. B. das eigene Gewicht) stetig vertheilt ist. 
Wird nun von dem La11genthcil,cben (dx) des 
Tragers durch eiuen wagcrecbten Scbnitt 
wieder eiu Stuck von der Hohe e' - z ab 
geschnitten (Fig. 67), so moge auf dicses 
cin Theil q. da der Gesammtlast q d x 
kommen. Nur clic sen k rechten Krifte 
an diesem Stiicke soUen jetzt betrachtet 
werden. An dem tinken Querschnitte 
wirkt deijenige TheiL Q. der gesammten 
Qucrkraft Q, we Leber dem HohentbeiLe e' - z entspricl1t; an 

dem recbten Querschnitte wirkt demnach Q. + 8
0 ~: d x; an elem 

wagerechten Schnitte tritt die Kraft a,wd x auf. Das GLeichgo 
wicht verLangt 

Fig-. 67. 

+ clQ. 
a,w=q, 8x' 
Q 

Nun ist aber Q.= J.-i:vwdz, -i:yw=-ySzi 

Q ·•' .,.. .} 
atso Q= j JS.d= wd [Sd& ,, 

&_ a@ 1 f'rs , 
3a 8a J \' Q - gE 

(wegen GL. 2, S. 53, und unter Annahme gfoich hLc-ihencle11 
Quersebnitts). Daher wird 

1) · o,w = q. - g ~ . 
·Das VerhaLtnis Q.: Q ist aus der Darstellung der Werthe , w 
(Fig. 67) zu erkennen. 

Lage etwa die ganze Last q an f dem Triiger, so wiire 
q. = O, und man erhieUe 

Q. a.w==-47y 5 
in diesem FaUe ist o,, durchweg Drnckspannnng, die Laugs 
fasern werden <lurch die Last auf einaHder gepresst. An der 
Oberkante ist Q. = Q1 mithin o,w = - q (unmittel,barer EiniLnsr, 



[V. Hauptspanungen uwnd Anstrenyungen. 63 

der Last q). Nach tmtcn liin nimmt dcr Drnck aLl,miihLich bis 
anf' Nnl,1, ah. 

I lingo dagcgc11 die Last q_ untcn an dem Triiger, so ware 
q±==q, und man erhielte 

a( ) 
es ist nun o, cine Zngspannung, die an dcr Obcrkantc NnLL ist 
und nach unten allmzihlich bis auf q], zunimmt. 

Einc bestimmte Verthcilung der Last iiher die Hihe gicbt es, 
fii1· wcl,clic o, ,lnrchweg gLeich NuLl, ist. Die Hcdingung dafor 
wiinlc Hach GL. 1 sein: 

2) 

cl. It. die NormaLspannnng oz an wagcrechtcn Sclrnittcn 
verschwiudct, wenn die Last sich nach <lcmscl,bcn Gc 
setze iiber die Triigcrhohc vertheitt wic die Qucr 
kraft Q. *) 

Bei diinwandigen hohen Trigern wird nun Q nahezu allcin 
nnd zicmtich gLcicbmafsig von der Mittctwand aufgcnommen; 
wiLL man die etwa oben tiegcnde Last nun auch ziemlich gleich 
mifsig iiber dic Jfohe der Wand iibcrtragen, so muss man dicsc 
mit scnkrcchtcn Hippen verschcn, wetche die Lasten oben auf 
ncl1mcn und aLLmiill.Lich an die Tragerwand abgcbcn. 

IV. Hauptspannungen und Anstrengungen in· irgend einem 
Punkte eines gebogenen Stabes. 

Untcr Vernachtiissigung von und a, war o,,, eine llaupt 
spannnng, u. zw. die cinzigc, dahcr zugteieh die Anstrengung. 
Mit Bcriicksichtigung dicser 8pannungen aber, die nach dern 
Vorstehenden bercchnet werden kinnen, crhilt man aus ox und 
<lorn senkrcchten 't11 die schiefc Spannung P.s am senkrcchten 
Schnitte, atus a, und dem wagerechten , die sehiefe Spannung 
J>z am wagcrechtcn Sehnitte. p, und py sind dann bekannttich 
kOr\jugirte Ifal,brncsscr der Spannungs-EUipse fiir den Punkt P. 

·X·) VgL. A. JJUn'eL, Dio inneron Kriifto rochtwiukLig boLastotor BaLkon 
1mll tlio Be,·ocltnnng oisorner :C-BaLken; Zoitschrift des Arch.- 11nd lng. 
Voroins f. d. Konigreiclt Hannover 18G1, S. 138. 
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Damit steht diese EUipse fest, mithin auch dcrc11 liaLbc Ilanpt 
achscn, die Hauptspannungen a, und a, des Punktcs P, nad 
ans diesen erst kann man die Anstrengnngcn s1 und s2 bcrcchncn. 

Fiir die rechnerischc ErmittcLung der Uanptspannungcn soLL 
die vereinfachcnde Voraussctzung a, = 0 gcmacht wcrden, we Lchc 
bei wichtigeren Fatten mcist annahcrnd zntrifft. 

Schneidct man dann cin tmcndLicbcs k.Lcinci:; clrciscitigci:; 
Prisma von der Dicke= 1 hcraus, so haLtcn 
sich an diesem die in Fig. 68 angegebcncn 
Krafte im GLeichgewichte; a und 't sind die 
Spannungen an einer beLiebigcn sclticfen 
Fiche. 'Zerlegt man sammtLiche Kraftc nach 
den Richtungcn von a und , so crbaLt man 
for die Seitenkrafte der erstercn Richtung : 

Fig. 68. 

ads==a,dz sin a. + -r11 dx sin a],d2 cos a. 
und wegen dz= ds sin a, da= ds cos a. : 

a==a,sin a { 2,sin a cos a, 

oder wegen sin2 rJ. = ½ -- ½ cos 2 a.: 
1) a = ½ a.c - ½ a.c cos 2 a. y sin 2 a. 
In dcrseLbcn Weise bekommt man 

-rds = a., dz cos a.-]- , da cos a. --ry dz sin a. 

oder -r = ½ cr.c sin 2 a. + -r11 cos 2 a . 
Setzt man 't = 0, so ergiebt sich 

2. 2 y t, tg a=- -=--- o,% [go» 
al,s Bedingung fU.r die Neigung dcr bcidcn, rcchtwi nldig zu cin 
ander stehendcn Ebcnen, an dcncn llauptspannungcn auftrctcn, 

2) 

woraus 

2 1 ½a.t cos a. = =F -- -- - - = ± - -- -- Vi+() V±a)'+s 
a, 

und 

sin 2 a.= ..l:: --- 'tu _---c:- foLgcn. 
V(Bo)"4-s° 
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Werden diese Werthe in GL. 1 cingesctzt, so crhiilt man for 
<lie hciclcn llauptspannungen setbst: 

Cl/ ) 2 ~ =l, 4 \/go,, y'. d a,='ha@j/(\ y3= oder 'ho» I y 

·Z-(E)- 
Ist a, positiv, so wird a, positiv, a, aber negativ, und um 

gokchrt: · die bciden Hauptspannnngcn sind stets von entgegcn 
gcscMem Vorzcichcll. Auf de1jonigcn Scite von der Biegungs 
achAo, auf wctcbcr o,. positiv, ist auch die grofstc Ilauptspannung 
positiv, aber rechtwinklig dazu kommt auch cine (numerisch 
ldcinorc) Druckspanuung vor, und umgckcbrt. Das entgcgen 
gcsetztc Vorzeichcn hat zm· Fo tgc, dass die Anstreugung gr ofs er 
wird al,s die flpannung. Nimrnt man m=== 4 an, so crhatt man 
fii.r cine 8tcl,Le im rl'riigcr die Anstrcngung auf Zug, 
indcm man zur positivcn llauptspannung ein Viertel, 
des absotntcn WcrtheB dcr ncgativen hi'nznzahtt, und 
umgekchrt. 

Die Ergebnissc dcr Gtciclrnugo11 2 und 3 tasscn sicb Leicht 
zcicbncriHch finden (l1'ig. GO): Man trage BA==g a, und AU==, 
auf, dan ist BC= V(\9 o) 4 s," und X ABC== 2a (uach 
Gt. 2). Das negative Zeichen ist durcl 
die zu Fig. 68 cntgogengosetzte Auf 
tragung des Winkels beriicksichtigt. 
SchUi.gt man mit BC um 13 cinen 
Uatbkrois, so ist X CD A = - a., 
CD ist daher die Richtung dor cinen 
(positiven) Hauptspanmung a,, auf 
wcLcher o2 rechtwinktig stcbt. Ferner 
ist AD die Grofsc von 011 A E der 
ahsotuto Worth dcr Druckspannung 02• 
Die Anstrcngung anf Zng ist AD + 
¼ Aft, die auf Druck: AE +¼AD. 
Die Spannungs - EUipse ist durch Grofsc und Richtung von a, 
und a, ebenfalls bestimmt. 

In der Hihe der Biegungsachse (z==0) ist a,==0, ,=-t,; 
es wirken hier an sonkrochtcn und wagerechten Schnitten nur 

Fig. 69. 

Kock, EJ.asticltatstchro. 5 
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die gleichen Schubspannungen ,, daher wird nach S. 12 die 
EUipse zu eiuem Spannungskrcisc vom Jiatbmcsscr -r0, die Ilanpt 
spannungen + -r0 und - 1:0 tiegcn untcr 45 ° gcncigt, uncl die 
Anstrengung auf Zug und auf Druck betrigt , ,, 

An der Unterkantc des 11ragcrs abcr, for z ==e', ist ,== 0, 
und es ist dann a,== o' die cinzige Hauptspanung, also aucl 
die Anstrengung. 

In der Biegungsachsc ist hicmach die Anstrengung nur 
von ,, d. h. von der Querkraft Q abhiingig, in der Aufsenkante 
nur von o,,,, cl. h. vom Bicgnngsmomcnte M. An bcUebi,.;-rn St-el,1,cn 
dazwischen wirken aber 1:y un<l o_,, d. Ii. Q11erkraft un<l Momeut., 
beide in vcrwickcUer W cisc uacl1 GL 3 ;mf die Haupti,q>annungcn 
und Anstrengungen ein, und cs ist irn AUgcmcincn nicht zu 
iibersehen, in wetcher Ilohe z die stirkste Anstrengung sicl 
finden wird. Bei bestimmter Qucrschnittsform abcr und hci 
gegebenem Q und M kann man 1:.~ und o,, uncl darans auch rlic 
Anstrengung fur jcden Punkt crmittctn. 

Bei Tragern mit dihrncr Mittcl,wand abcr, for wctchc dicRc 
U ntersuchung besondcrn Werth hat, Las st sich wcnigstcns dic 
jenige Stelle (der Hihe z==z, nach) bezeichnen, welche aufscr 
der Achse (/, <,) und den Aufsenkanten (a' und a") noch cine 
verhiltnismifsig grofse Anstrengung erwarten liisst; das ist 
namtich diejenige Schicht, wo die Mittctrippc in die Gurten 
iibergeht. Von der Biegungsachse aus nimmt bckanntLich rlic 
Spanung a, mit wachsendem z proportion al zu und,ist an 
der fragtichen Stettc nicht mehr vieL kteiner aLs an dcr Anl'scn 
kante; , dagegen indert sich (vgl. Fig. GG, c) Li:ings dcr llohc 
der Mittetrippe nur wenig, hat daher an dcr frngUchcn StcLLc 
fast noch den grofsten Werth -r0; cs wirkt hicr sonach cine vcr 
hiltnismifsig grofse Spannung a, mit ciner vcrg'Lcichswcisc 
grofsen Schubspannung -rv zusammen zur Erzeugung eincr vcrhiiU 
nismafsig grofscn An8trengung. FreiLich wird sich in den moisten 
FaLten ergeben, dass die Aufsenkanten die starkstcn Dcbnungcn 

erteidcn, so dass die cinfache Formet o' = Mj_ mafsgcbcud 

bteibt, jedoch ist vorstehcnd crtautcrt, auf we Le he SteUcn sich 
etwaigc weitcrc Rcchnungen zu crstreckcn habeu. 

Ist ein Triger auf 2 Stiitzen (Fig. 7O) mur durch cin Einzel 
gewicht bel,astct (wclchcs abcr, cbcnso wic die AufLagcrdriickc, 
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<lurch bcsondcrc Rippcn iiber die ganic W andliohc vcrthcil,t 
angenommc11 wird), HO ir;t bek.anntLicli das Bicgungsmoment an 
dcr BeLar;tnngsHtcl,Lc alll grofstc11, <lie Fig·. 70. 
Qncrluaft alJcr von cincm Anfl,agcr uiH ' l 
7,lll' IkL:tstmig- 1lllVCl'alldcrLicl1. lfat dcr m- -===~Io_ -l 
Triger uun iiberall glcichen Querschnitt, i 
HO iHt offcnlrnr die BctaHtu11gHHl.cLLe die arn rncistc11 gefii,hr<letc. 

Boispiol: Uor a111' Hl'ilo (jJ uoli:,11doLl.o I-'l'r:ig·or orf'ii.l,rt, woun or uoi 
a'" Stiit,1,weit.o 111it, P= G!lliO kg i11 ~ei1101· Mille bdaHloL isl., in don AuJ'son 
kanto11 dos Mitt.0Lsel111 itl.oH Span111u1go11 vo11 700 aL; dio Scli11lrnp;1,m11111gen T

11 
w11rdon :wr· SoiLo 1,1 uoroclrnoi.. Vii,· die StoLl,011 C, D uHd E i..lOJ' Ji'ig-. 70 
org·olJon sic h 1lanu Span 111 mg·o11 111Hl A11st.1·ong·ung·en /'o Lgcn dorrnn,(1,Hm: 
Flir z =0: '11 = n:1; a.,·= I) ; a,--= lrn; 02-= ] 13; S1 = 142; S2 = -142. 
» 2z==13:t,==87 ; a,==607; a,± =618; a»== 11 ;s,==621;sq==-165. 
» z==1:5,==0 ;a,=-700; a,±=700; a,== 0 ;s,==700;s,==- 175. 

Es zoigL sich, tl:tRH i11 tlioH0111 l•'al,1,o dio i;l.al'kHto Anstl'engung s1 = 700 in 
1lcn A11J'so11k:mt.011 dor G11rLc11 vorlcommt., wiihrond sio im Punkto D 
nur mn Lctl'itgt. Es riil1rt dici; von 1..lor vcrMLtnismitfsig grnfson Starke 
der Mittelwand her; in der Hiogungi;achsc ist die Austrong·ung· ja mtr 142. 
Wii rue dor l'nnkt C al>or :wel1 otwa 700 nt A11sti·ongung ha1Jm1, dann kti1mto 
D die gef'iihrL.iel1Htc St.oUo wonlon. 

Dioscr Fa.LI, trit.t oi11, won11 n1au tlio 8tiitiwoito Iles 'l'rii,gers (lJei gLoich 
hLoibeutlcm Q11orscli11it.Lo) a11f' :;oo -142: 700 = (il 0111 vonnimlort und zugloich 
uio BotasL1111g· (111t1g·okulirt proportional) auf :34 2:30 ki:: vcrgrofsert; dann 
lJLoibou <lie Wortho a., 1111vodndorL, dio Wortho -r:

11 
alJer vorgrofsern sich 

propol'tio,1:1,L dor Last, 111Hl OH winl: 

F'iir 2 ==0 :,==560; a, ==0 ;a,==560; a,== 60; s, ==70U; sq == 7OO. 
,, z = rn: 'y ==379; a,== (i07; cr1-= 789; o2 = -182; s1 = 834; s2 = - 3W. 
» z==l:t,==0 ;4,==700; a,==700; a,===--0 ;s,==700;s4===-175. 
Jotzt ist aLsn im l'1111ktc D die Anstrong11ng bcdc11tend stii,rker 11Ls in Jt. 

Eine ii1Jon11:i,(sigo lnanspruchnnhmo bci D (Vig. 70) kann u,m vermindort 
wonloa entwodor d111·clt Vorstiirkon dor Umton, was oino Verktoineruug 
von a_., i111· l•'oi,g·o liat, oiler d11rcl1 cin Vorsfarkou der MittoLwa.ncl, 
wodurch , kleiner wird. Aus Griinden der Herstellung empfichlt sich 
moistens das °lotzterc. 

Sorg-t man dafiir, dass bei C, also fiir z==0, die Anstrongung mu· haLb 
~o grof's, rlio Spa11n1111g a.Lso nur 4fi0 11,aL 8u grof's werdc wio boi l!J, odor 
111:tcl,t 111a11, waR ilaRsol,bc iBt, 1lic vVa.]l(lst:-i,1·ko 
4) ye @ ·>0.., 
wo111t ~ die :,rnl,:LHHig-o .\.11Bl.ro11g·11Hg, Ji, <lie vVandholio, so ist 01110 UolJor- • 
anstrengtung bei D nicht zu befiirchten. 
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Dios fiudot z. B statt, wenn bci dcm obi gen Trager l ==2.61== 122 ""', 
P = 17 115 kg genommen wird. Dann wen1en dio -:11 -W crtho ha Lb so grof 
wie im Lctztcn J<'aLLc, wahrontl die a,-Werthe unveriindert bleiben. Die 
Anstrcngung auf Zug im Punkto D orgiebt sich dan11 zu 67G at, im l'unkto J!J 
ZU 700 at, 

Giiustiger werden die Verbattnisse bci ciner gtcichmMsig 
vcrtheitten Betastung CJ. fiir die Langen 
cinhcit (Fig. 71). Hier andert sich das 
Biegungsmoment 

M=="a@-s) 

Fig-, 71, 
pl 

[tr a 
' ' (; Lr 4 nach parabotischem Gesctze, die Qucr- , ~ , I 

kraft Q = q (l/2 _ x) [if--a~- l 
nach Unearcm Gcsetze. Am Auftager, ----~_-j 
wo Q und mithin aueh ty am grofsten, ist M nnd ebenso anch 
a, gleich Null; in der Mitte der Spannwcite, wo Mund cr,., am 
grofsten, sind Q und ty gteich Nutt. Es findct in dicscm Falito 
cine giinstige Ausgteichung zwischen Moment und Qucrkraft statt, 
so dass die Anstrengnng an der Aufscnkantc dcr Mittctwand 
(fdr z=z1) kteiner ausfattt ats bei Wirkuug einer EinzcUast. Dcs 
hatb kann man bier, iibcraU gtciehcn Querschnitt voransgesctit., 
der Wand in der Mitte dcr I-lobe die voUe zutassige Anstrcngnug s 
zutheiLcn, oder 
5) 

Q 
0 2:--- - - O,s sh, 

ats vortaufigen Werth fiir die Wandstzirke nehmen, den man 
dann in jedem Falle noch niher auf seine Zntissigkcit prii.fon 
mag, indem man die Anstrengungen cingchend untersucht. 

Man kann auch die Anstrengung fiir jcden Punkt oinos Trilgcrs (nach 
Fig, 71) durch eine Formet aLisdriicken, 

1st s die ats zuLassig angenommene Anstrengung, so wird dio Wan<l 
starke (weil, Qmax ~ ½ ql): 

6== q l und q_ = 1 6 _! 
1,6s·h, Bh, v 

Das Widorstandsmoment des Querschnittos muss wordcn: 
J _ ql2 q _ 4s 7%a wd gy , 

lnir oinon beLiebigen Punkt dor Tragorwand mit den Koordinaten a und z 
iwt dam ,Ms_ad aw4,"(1 ")5, 

J 2 J l le' 
_.JL S, _ q(lfil-x) S, _ (1 x) S2 

Ty - 0 h, s - 0 h1 s - l,o s 2 - T s. 
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~ s 
Sotzt man zur AbkUrz1u1g -~ -=- tx, _!_ = ~' so wird e S 

4·l=6{0±+%6-)+TY+} 
111Hl dio stitrksto AnstrongHng an jonon1 l'11nkto Ee= o1 - 1/,,. cr2, das orgioht 
fiir m=4: 

G) J,;e = ~ s {; ( 1 - -7) a+ ~- -v ;t ( 1-- -~) 
2 
,~2 + 0,114 (-}- n 2 @2}. 

Nimmt man nun, wio hoi tlom mehrfach bcm1tztcn I-Trager giLt, 
Zt l3 Sz . 336 
,'=+j,> ==#=-iBz? 

so ist P/,, == O,so, und es orgiebt sich fiir vorschiedeno Wertbe von xii die 
Anstron;;1111g· dor Wand bcim Uoborgauge in dio UHrtung foLgcndenna(son: 

wmr "=0, t 0,1, 0,2, 0,:i, 0,, 0,s , 

ist l!J z = O,so "s =@ s, 0,s;; ,,_ s, O,nor, "s, 0,048 'l s, 0,986 as, 1,o 'ls. 
Ua a= 1:1;15 < l, so wir!l dio z11Ussigo Anstrongung s 11i rgcnds iibcrschritton, 
sio wir1l vi0Lmol1r nm an <lcn 4 Punkton A, B, C und D dor Fig. 71 onoicht. 

Man kann a1telt (H. 6 nach x auf' Grofstworth untorsuchc11 rn1d findct, 
dass diosor flir x = ½ l ointritt. 

V. Vernietung von Blechtragern. 
Die Nieto wirkcn durch i.ltrcn ALschccnmgswiderstand, und 

<licHcr vcrthcitt sich iibcr don Nietqucrschnitt naeh dernsctLcn 
Gcsetze, wctchcs wir fiir <lie Vcrtheitung dcr Querkraft Q iiLer 
cincn Triigerquersehnitt gefundcn haben. In den Spannungs 
Vcrl1iittnisscn eines rrragers, wetehe dureh M und Q bedingt 
wcrdcu, tritt niimtich, wenn 111 z.11 Nntt wird, nur die Ae11deruug 
ein, <lass dann auch die Spanmmgen a.,, versehwinden; die Formetn 
flir '!I aber behatten ihre Gi.'tLtigkeit. Die Schubspannung ,0 iu 
dcr Mitte des Nietqucrsehuittes ist demnach (Gt. 6, S. 07) 

T,=== ~-J, we1111 Qt die anf' das Niet kommendc Kraft ist 

(Fig. 72). Da Jlllll J = P · 1/ie, d2, S =½Ji'· 2/3 rl/rn 
so wird , 'o = 4f3 ]I' 

untl die Austrengnng 
5 Q, s=-45%y 

Fig. 72. 

ED, 
Uhgekehrt ist daher bei ciner zuliissigen Anstrengung s die zu- 
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lissige Schubkraft (Q, fiir cinen kreisfiirmigen Nietquerschitt F: 
1) Q,==0,6Fs. 

Beim Kreise ist froHiclt wogon der Abnalimo dor ]3roito nach obon mHI 
nnton nicht ohno Weiteres solbstverstitncllich, dass <lio sl.iirksto Scl111b 
spannnng in dor Biogung·sachse stattfindet (vgl. S. 58); dmcli oino g·ona1101·0 
Untersuchung nach GL. 5, S. 57 iiberzeugt man sich aber davon. 

Die Erfahung lehrt, dass der Abscheerungswiderstand eines Nietquer 
schittes grifser ist, als GL. 1 angicbt, und class man 

2) 

setzen darf (als ob sich die Schubspannung gleichmiiJsig libor F vorthoil,to). 
Man erklirt diesen Unterschied durch die Reibungswiderstiinde, welche 
meist an den zu verbindenden Theilen auftreten und dem Abscheerungs 
widerstande zu Illilfe kommen. 

Eine Blechwand sei durch wagerechte Niete oben und 
unten mit je einer Gurtung vcrbunclen, clie aus 2 Winkeleisen 
uncl einem FLacheiscn besteht (Fig. 73). FehLten 
cliese wagerec};lten Nicte, so wiirde jcclc Gurtung, 
anstatt sich im Ganzen zu vcrLangern, bczw. zu 
verkiirzen, sich ebenso wie clie Wanu fih sich 
aUein durchbiegen, es wtirdc al,so bei der Bic 
gung eine gLeitende Rewegnng dcr Gurten gegen 
die Blechwand stattfinden, so dass am AufLager 
die Eden dieser 3 Theile nicht mehr in einer 
FLucht Liegen wtirden. Dieses GLeiten muss nun --. 
durch den Wiclerstand der Niete verhindert wcrden, und es kommt 
for die Berechnung desseLben die wagerechte Schubkraft in Frago, 
weLche zwischen der mechwancl uucl einem Gnrt (mit Eini4chl,nss 
der Winkeleisen) auftritt. Diese betrigt fiir die Liingeneinheit 

~ S1 = ~ ~1 
, wenn S1 da& statische Moment des Gnrtquersclmitts 

aUein, S dasjenige cler einen Quersehnittsh}itfte bczcichcn. 1st 
nun n die AnzahL der auf die Lingencinheit kommenden, behufs 
einer Trennung abznscheerendcn Nietqucrsclmitte F, s deren zu 
lissige Anstrengtung, so muss 

n • 0,8 F s ~ ~ ~ sein. 

Fig·, 73. 

Bois piel: Die Blochwand hallo don Qnerschnitt 100 X 1 cm, die Gurt 
ptatten soien 24 X 2, dio Winkoleison 8 X 8 X 1 ,·m stark. Dmrn orhiiU 
man J=444710, 8=4945, so <.lass c=90 wird; fomor ist S1 =3G9G, rnitliin 
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Si/gy==0,7%. Setzt man noel '==1/42? m±=3,14 und s==700, so enutstcht 
> Q 

n- 91j12o' 
Hni 1000 cm Stiitzwoite 11ntl 700 at Anstrengnng von11:1,g tlor Triigol' oiuo 
Gosamt last ql===8%",= 48000 # zu tragen; dam ist Q===24 000 und el 
n1: 8,~. Es muss dahor :rnf 8,H cm Liingo rnintlosLons l widerstohoutlor 
Niot(]11orsclmitt vorhnndon soin. WoUto m:tn aber durch ZorsWrnng der 
Nict.c die BLochwand zwischo11 den Winkol,oison hcl'ausroiison, so rni1sstc 
111nn :111 jotlo111 NiotboLzon g·Loichzeitig zwoi Quorschnitto ahschooron, 
ti. lt. dioso Nioto siutl doppoLsclmittig. l~s braucltto do8haLb erst a11f 17,u "'" 
Liingo oin Niot 7,u kornmo11. Aus Riicksichten der guten Ausfiihrung wird 
man abor die Nieto viol, 11ichtor sotzou. 

Zwischon doll WinkoLoi~on untl <lorn aufaoron .FLacheiseu ist die SchubkrafL 
geringer als die obon bol'oclmoto. 

Jn lihnLichon l<'lLU011 isL hiernach die .l:\ereclmung der NiotanzahL nicht 
11Ut.hig, da die Erfordornisso g1ttOl' Ausf'i.ilmmg gewiilmLicl1 1110hr Nieto bo 
dingon aLs tlio Borocln111ng· tlor Schubln-aft. fn zweifoLhaJton l<'aLLon k:inn 
111a11 dosl1all.J vorLii.11fig· orst oinioaL rnit c = h1 '-- - der ft·oi011 I Who clor BLocl1- 
wand (==84m) und mit 8:8==1 rechnon; es wiirde das hier 13,»cm Niet 
alJHl.::t1HI org-ol,011 lrahon, st.at.L '17,n ,.,.,. 
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Einflnss beweglicher Belastung auf einen einfachen Balken 
mit 2 Stfitzen. 

I. Einfluss beweglicher Belastung auf das Biegungsmoment. 
Einflusslinie. 

Ein Batken auf 2 Stlitzcn sci mit 2 beliebigen Einzellasten 
P und P, in den Abstinden u und u, vom linken bezw. rechten 
Auftager versehen (Fig. 74). Zwischen 
beiden werde ein Schnitt C gefuhrt, Fig·. 74· 
so dass P irgend eine Last Links 
vom Schnitte, P, cine solche rechts 
vom Schnitte darstcUt. Es ist dann 
der Auftagerdruck 

y a=(1 ")\ - l l ' 
das Biegungsmoment bei C : 

( X) X M,==Aa-P(au)==Purl-,\+P,u,} 2) 

Ware die Zaht der Lastcn betiebig grofs, so wlirde statt Pu nnr 
> Pu fiir alle Lasten links vom Schnitt, und statt P,u, cbenso 
SP,u, fiir die rechtsseitigen Lasten zu setzen sein. Man kam 
aber dann auch P und P, als Mittelkriifte der Lasten links uml 
rechts von C auffassen, weil cine Momcntcnsumme I Pu durch 
das Moment der Mitte Lkraft ersetzt werden kann. Die Z us ammen 
fassung von Lasten auf einer Seite des Schnittcs ist jcdoc11 
nur zulissig bei der Berechnung von sog. statisch-bestimmte 
'l'ragern, bei denen atte Kraftverhi:ittnisse durch Momentcn 
Gleichungen gefunden werden kinnen. 

Man crkennt aus Gt. 2, dass jede Bctastung des 'Triigers, 
rechts oder Links vom Schnitt, in dem gtcichen Siunc anf M, 



I. Einflusslinie fiir das Moment. 73 

cinwirkt, n. zw. ist die Einwirknng nicht aUoin mi.t den Lastcn 
selbst, sondern auch mit u bezw. u, proportional, d. h. die 
Lasten erzeugen ein um so grofscres Biegungsmomcnt, jc uahcr 
sic dcr SclmittstcUe gcbracltt wcrdc11. Sol,1,en gegcbenc BcLastungs 
gruppen daher M, miglichst grofs machen, so l'n ii s s en s ic ni ch t 
attcin auf dcm 'J'ragcr mogtichst zahtreich angebracl1t 
Hein, sondern cs miissen auch die scbwcrsten Lasteu 
von l>ciden Sciten mogLichst in die Nihe des Schnittes 
gebracht werden, damit Pu und P,u, grofs werden. 

Die Einwirkung bcwogticl1cr paraLLetcr Lasten auf Biegungs 
momente, Querkri:iJtc, Auftagerdriicke u. dgt. eines 'l'riigers 
Las st sic h am iibcrsich 1:Lichstcn durch die E in f1 us st in i c n *) 
<l.an,tcUcn. Man crmittctt den EinfLuss -,1 cincr iibcr den rrragcr 
wandorndcn Last P = 1 for aUc mogtichcn Lagcn dieser Last 
und triigt ih in dcr Richt,ungsl,inic dcr Last von einer Geraden 
At B1 aus ats Ordinate auf. Die Endpunktc der Lctzteren biLden 
dan die EiufLussLinic. 

Um <lie Einftut-H,Linic fiir das Moment M, an cincr 
SctmittstcLLc O zu erhaLtcn, sctzc man in GL. 2 zuichst P = 0, 
Pt= 1, danu wird M.c = "f/1 = u1 7 . Hierin ist jetzt u1 ver 
iindertich, x aber ats gteich btcibend anzusehen. Die DarsteUung 
dcr Gcraden dieser Gt. erhaLt man, wcnn man bcdenkt, dass fiir 
u,==O auch n,==0, fiir u,==l aber r,=- wird; hierdurch 
ist (indem man 4,A,==a abtriigt) die Gerade B, A, bestimmt, 
die auer al,s EinfLussLinic nur von B1 bis C, gilt. 

Sctzt man dann in GL. 2 P ==1, P,== O, so wird 11(., ==T, 

=1,1,(l- 7-)1 was for u=O: -,1=0, for u=l: -r1=l-.1,: 
Licfort. Daraus ergicut sich Jer zweite ThciL A1 01 der EinfLuss 
linic, welcher B, A, in der Senkrecchten der Schnittstelle CU trifft. 

·JI,) V g'L. u. A. Mohr, Jfoitrag· zur Theorio der Ho Lz- und Eison 
konstrnktionou; Zoitschrift dos Arch.- u. Jng.-Voroins z11 lfannovor 18G8, 
8. 4-2 -GO. - Wey ra ch, Theorie der kontinuirlichen und cinfachen 
'l'rl.lgor, S. fJO u. 10:1. Leipzig 1873. - l•'d n ko L, iil.Jor dio 1111giinstigst:o 
Einstellung von Einzellaston; Civilingenicur 1876, 8.442.> Molan, Beitrag 
uur graphischen Bchandlung dor Fachwerktriiger u. s. w.i 'Zeitschrift des 
Arch.- 11. lng.-Voroins z11 lla.nnovor. - Miil,Lor-Brosl,:111, Grnphische 
St:tt.ik, zwoito Aun., S. 93. Loipr,ig· 1887. 
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Die betiebigen Lasten P und Pt Uefern nun das BicgnugH 
moment M,== P'fj + P1 111, und jede weiterc Last P2 giebt, rnit 
ihrer EinfLuss-Ordinate "tj2 muttipUcirt, den weitercn Bcitrag J\ 1j2, 

Eine gtcichmafsige Bctastung p auf einem 'l'heiLe des 'L'riiger,; 
kann ats eine Gruppe von uncndtich ldeineu EinzcttaHtcn p d u 
angesehen werden. Dieses LastthciLchen 
tie fort den Beitrag pd u • -ri, die gesammte 
Last auf dem Trigertheile u,--u, daher 

L,- [a=v, 
up 

]<'ig·. 75. 

["ii+yr+ 
] [du,' \ 

! ! re ) 
l I I 
I 

wenn F den zu der betasteten Atrcckc 
gehorigen, in Fig. 75 schraffirtcn 'l'heit dcr EiirfLuHsfLiiclic hc 
zeichnet. 

Die EinfLuss-Ordinate bci C ist x (1 - x!t); ist rnm dcl' gam\C 
Trager mit p lletastct, so ergicbt sich M,= p • A, B,C, oder dcr 
bekannte Werth 

M,== ½ px(l-x). 
Bcsteht die Betastung ans einer gteichformigen stiindigcn Lastg 
und eiuer ebcnfaUs gteichformigcn bewegl,ichcn Betastnug p 
f. d. Langcneinheit und ist g + p = q, so ist <las grofste Morneut 
an einem Schnitte 
3) Moomaoo = ½ qx(l-x); 
Der grofste W crth hiervon cntstcht bckanntUch fiir x = ½ l, na.mUch 

4) M,,,.aoo =='sq. 

II. Einfluss beweglicher Belastung auf die Querkraft. 
Ftir die in Fig. 74· dargcsteUte Bctastuug war 

A=r(1")+,"} 
Es ist danu die Qnerkraft an dcr SchnittsteUc 

1) Q=A-P= P";P,"). 
Setzt man wieder P==0, P,== 1, so wird die EinfL1tss-Or<li11a1c 
rechts vom Schnitte 

Fiir u,== 0 ist 111 ==O; fiir u,== l ist "it= 1. Macht man dal1cr 
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(Fig. 76) 4,A,== 1 (cine willkiirlich gewiihlte Einhcit), so ist 
B,A, die Darstellung von q,, von welcher aber nur B,C, gilt. 

Fiir P = l uml J>1 = 0 wi rd die Einfluss-Ordinate n== - -7, 
dargestellt durch 4,U,, parallel zu < Fig. 7G. 
B,A, gezogen. Rechts vom Schnitte a, 
sind daher die EinfLi.issc poBitiv (dnrcl1 A;~lmmmmm-]JJ

11 
:sen krc c ht c Schrafiinmg ang;cdc11tet), ir,uu-uuu- 
links negativ (w a gc r cc ht c Scluaf- r:8 ---- 

tirung). "B, 
Sowohl aus Gl. 1 wie aus der Einfluss-lFigur erkennt man, 

dairn LastcH r cc 11 t B vom Schnitt cinc11 positive n, LaBten 
Links vom .Clchnitt oiucn ncgativcn Hcitrag zu Q ... Ueforn, dass 
abcr auch dcr EinfLui,s cincr Last urn so grofscr winl, jc mcbr 
sich diescl,bc dcm Bclrnittc nahert. 

So Lt <l a It c r Q" c inc n m o g 1, i ch st gr o fs c n positiven 
Werth crhalten, so bringe man rechts vom Schnittc 
mogl,ichst. vieLc Lasten an und stel,l,c die schwcrstcn 
thunLi.chst in die Nihe des Suhnittes; l,inks vom 
i-lcl1nitte muBs dagcgen mogLichste EntLastung statt 
fiu<lcn. Filr cincn mogLichst grofscn neg·ativen Wcrtli 
von Q,, gi.Lt <las cntgcgcngcsetzte. 

Bcstcht die HcLastLmg wicdcr aus cincr gteichformigen s tan 
di gen Last g und eincr bcwcgLichen Last p, so muss (ucucu 
dcr i.i.bcr die gaze 'Trigerliinge aus 
g-cdclmten Last g) for Q'""'" ei.110 
cinse itigc Be Las tung des '1.'riige I'- A 
tlicil,cs rcchts vorn 8chnittc, fiir 
Q"'i" cine einseitigc Hctastung 
des 1,inlrnscitigcn 'I'ragcrstiickes JJ 

mit p crfoLgcn (L1'ig. 77). 

Fig. 77. 

ist 

2) 

li'hr den crstcrcn BeLastungsfaU 

A-fl..!_+ _P (l- x)
2 

daber 
- 2 2l ' 

(
l ) (l-x)2 Qaa=03-0. -4 gt 

V c1tanscht man p mit q - g, so kanu rnan auch schrcibcn: 
(l-x)2 x2. 

2a) 2sq 97 V gr 
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Vertauscht man nun noch die Betastungen q und g rechts und 
'Links vom Scbnitte, so cntsteht dcr Bctastungszustaud for Q_..,,.;"' 
so dass man aus Gt. 2 a ohnc W citcrcs erhatt 

3) (l-x)2 x2 

2a==0 gt l gt> 
was man aber auch schreiben kann 

ss) 0.,-(S s) v3, 
Im Besonderen erhilt man: 

Fiir a==0 l9l 
2sc =='a(A-p) 'spl-'ggl 
Qr =='ug'»pl=-'\»@+p)l. 

Die DarsteUungen von llxmax und Qa sind Parabctn VOlll 

Parameter 1/p, deren Achsen senkrecht aufwarts bczw. abwiirts 
gerichtet sind, deren Scbcitet um l U/p aufserhatb dcr Spannwcitc 
nacb rechts bezw. 'Links, und um ggl(14 U/p) untcr bczw. 
iiber der Achse 'Liegen. Die Punkte F und F,, in den en die 
Kurven die Achse schneiden, 'Liegen symmctrisch zm Mittc; man 
findet ihren Abstand a, vom nachsten AufLager, indcm man in 
Gt. 3a Q,,min = 0 und x ==a, setzt, zu 
4) a,=-Up(14 V1+,) 
Links von F ist die Querkraft stets positiv (aLs innerc Spann 
kraft am Stiicke 'Links vom Schnitte nach unten gcrichtet); rcclits 
von F, ist es genau umgekehrt; zwischcn F und F1 abcr ist die 
Querkraft bei wechsetnder Bctastung batd positiv, bal,d ncgativ, 
d. h. bald abwirts, bald aufwirts gerichtet. 

Hiitte man bei der Berechnung von Q" nur v o L 1, c Betas tung 
beri'teksichtigt, so ware die DarsteUung von Q,, cine Gcradc DE, 
weLche sich bei D un.d E den Parabetn tangential, anschticf'st. 
Der Abstand der Geraden von den Kurven zcigt, in welchem 
Mafse die Querkraft bei c in sei tiger Betastung grofscr wird 
ats bei voUer Betastung. 

Ill. Querschnitts-Abmessung eines Tragers gleichbleibender 
Hihe auf 2 Stutzen mit beweglicher Last. 

Das Witlorstandsmomont in der Mitte des Balkens ist nach dem grilsten 
l\fomonto 1/8 q t2 zn bomosson, mi thin 
1) .l ql2 

, ss' 
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wo1m s r1 io i,111,assigo Anstrongung. Die gTUfsto Quorkraft kommt ,11r1 Auf 
Lagor vor 11ncl botrligt ½ qt. NonnL man an cliosor StoUo, t1. zw. in dor 
l I6ho der Biogungsachse, die Anstrengtung' s, so wil'd clio Bliochstiirko 

3=(1] !),¥' m 2h,s' 
Boi l'llhondor gtoiohm/ifsigor BoLastung konntc wogon dor giinstig·on Aus 
gtoicl11Lng· zwiscl1on Jlfo11101tt und Quorkraft s1 = s gosotzt worclcn (s. S. GS). 
Boi bcwogLichor Last nimmt die QaorkrnJt vom Auftagcr rntch <Lor 
MiUo zwar :welt orhoblich ab (auf wonigor ats ¼ rlos gri>fston Worlhos), 
abor doch nicht g:.nz auf N1t'Lt. M:an nohme chthor vortaufig s1 = ¾ s, 
bost,irumo oinstweiten 

' "I g_ l o==Of,7 h, s 
un<l bchaLto die hiornaclt berochnoto W.'tndstarko 1ibor die gauze BatkonLiLngc 
boi; os wfrd dann in clon moisten li'i:nton auch in don boidon Schichto11, in 
wotchon <lio MiLtoLrippo siclt d011 Gurtnng·en anschtiorst, dio Anstrongung 11on 
WorLh s nicht iiuorschroiton. Eino Priifung ist anjodor Stotto Leicht ausfiihrbar, 
ill(.lom man a'" nach clom grofsten M:omonto, -r:11 nach dor grofston Quorkntft an 
<lor botroffendon Stotto borochnot und atts beiden die Anstrongung nach S. G5 
ormitLott. Daboi rochnot man froitich otwas zu ungiinstig, d:t das grofsLo 
Moment und die gro('.ste Querkraf't flir oinon Sclmitt nicht boi oinor und 
dornoLbon BoLastungs:irt vorkommen. Dio starksto Anstronguug in einom 
P11nkto wird strong gonommon lJoi einor BctastLmgsart ointroton, die 
7,wiscl1011 voLLor u.nd oinsoitiger Botastung bis zum Schnitto Liogt; oino 
g-on:wo Untorsuchung· cliosor B0Last11ngsart ist abcr wogon der vor 
wi0k0Lton Form dor GLoichung flir dio Anstrongung so schwierig, <lass man 
tlio oLwas unglinstigoro Roclmung vorzioht. 

2) 



Fiinfter· Abschnitt. 

Trager iiberall gleicben Querscbnittes auf beliebig vielen 
Stiitzen. 

I. Entwickelung der Grundgleichungen nach dem Verfahren 
von Clapeyron. 

Ein Trager auf mehr ats 2 Stlitzen ist statisch unbcstimmt 
und kann nm· mit Hiitfe der Biegungstehrc bereclmet werden. 
Einzetne einfache FaUe wurden schon al,s Beispiel,e fi.i.r clie An 
wendung der Gleichung der Biegungslinie untersucht, u. '1,W. 
wurden beim Balken auf' 3 Stiitzen die Auflagerdriicke als 
Unbekannte in die Rechung eingefiihrt, anus denen sich dam 
das Biegungsmoment an jeder BteLLe, fol,gl.ich aueh dasjenige an 
der l\fittetstiHze ergab. 

Fiir die allgemeinere Behandlung der Triiger auf betiebig 
vielen Stiitzen ist es zweckmilsiger, nach dem vom franz. In 
genieur Ctapeyron 1857 angegebcnen Verfahren die AutLagcr 
driicke zunichst aus der Rechnung fern zu hal,ten und dafor die 
Biegungsmomente an den Stiitzen, di sog. Btiltzenmomentc, 
al,s Unbekannte einzufdhren. ]\fan errcicht dies, indcm ma11 nn 
mittcLbar rechts von dcr einen Stiit'/,e nnd unmitteLbar 1,inh von 
der (nach rechts) foLgellden Stlit.zc einen Sclrnitt flil1rt und da 
durch ein Trigerfeld herausscheidet, an welchem Auflagerdriicke 
nicht vorkommen. 

Den kt man sich den gegebenen, nnunterbrochen du r ch 
gehend en Hal.ken nnter BeihehaUung der gcgcbenen Be 
Lastungen Uber jeder Mittetstiitze durchsclrnitten, HO zerfiiLLt er in 
tauter einfache, statiscl1 bestimmte 'J'ra,gcr auf 2 Stiitwn, clic 
Stiitzenmomente werden zu Nnl,L. Die fiir diesen durchschnittenen 
Balken giiltigen Biegungsmomente, Querkriifte, Auflagerdriicke usw. 
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werden kurz als einfache Momente, Querkriifte usw. be 
zcichnet., nnd cs wcrdcn die am durchgehenden Balken vor 
kommcndcn cnt.8prcchc11dcn Grofscn auf die cinfachen zuriick 
gefli}wt. 

Einzufohrende Bezciclrnnngen: 
Die Stiitzen werclen mit 
0, 1, 2, ... n- . J , 

die einzeLnen Stiitzweiten mit 
/» Gs·· l, l4 

Die V crbindnngHgeradc jc zweier henaeb bar ten Htiitzen babe 
gegen die Wagercchte die Neigu11gswinkeL: 

#% #%, ··- h» #+1 ·-., 
An den '1'6igcr-Endcn sind die Stiitzenmomente NuU, an den 
MitteLsti.itzcn seicn sic 

n, n + 1 .... nnrnerirt, 

M,, M,, ...M, +, M,, MA1» ··-3 
n. zw. positiv gedacht, wcnn die Biegungstinic an der Stiitze 
ihrc konvexe Scitc nach obcn kehrt. I jedem Trigerfelde 
wcrde cine EinzcLtast P angcuommen, wctchc die Ziffer des 
L•'cLdcs (l,,) tragt, al1so P,,,; dicseLbc sci von der nl:ichstcn tinken 
bezw. rechten Stiitze um a, bezw. b, entfernt. GLeichfiirmig 
verthcilte Lasten seien stets iibcr gauze FetdLangen erstreckt; 
im Felde l, betrage sie Pn• Die Endauftagerdriicke seien A und 
13, die dcr MittcLstlitzcn 01, 02, ••• On, .... 

Grcifcr1 an den Enden des Stabcs von dcr Lfogc t,, die 
Momcntc M,. _, bczw. M,, an (Fig. 78), so wcrden dadnrch fiir 
das Gleichgewicht die Widcrstanclc 

M JJ,. 
n-( r----x---::) ~) . 

~b>n----l,1~-- ·------ ., M,. 

An bcLicbigcr Btcttc cntr-;tcM darl11rch das Moment 

M,= D,» M, ,= M, 1(") .], 
Dicr,,cr Werth kommt nun zn cincm cinfachcn :Momcnl.c 

M', als Folge der Stiitzemmomente hinzu, und man erhilt als 
ncsammtrnomcnt ftir irgcncl cine Bcliastnngsart 

, ( X) M X M,==M'M, +l--r '7;· 
'n n 

1) 

an den 

D,M,,MI 
L, 

Endcn bcdingt. 

l<'ig. 78, 

2) 
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Die DarstcUung davon ergiebt sich cinfach (Fig. 70): Ist die 
DarsteUung von M~ irgend einc Figur (z. B. cine Parabe1 fol' 
gleichifsige Belastung, cin Dreicck Fig. 79. 
fur eine EinzeLLast), so braucht man 
nur auf den Stiitzensenkrechten nach 
derse1ben Seite Mn-1 bezw .. Mn auf 
zutragen und deren Endpunkte durch 
eine Gerade zu verbinden, um in den 
Ordinatenstiicken zwischen der Kurve 
fiir M' und der Letzteren Geraden die 
Werthe M, zu erhalten. 

Der F1acheninha1t der einfachen MomentcniLachc ftir ln HCi 
F',, ihr Schwerpunkt habe vom Punkte n 1 den Abstand E,., 
vom Punkte n den Abstand e;.. Hat nun die Biegungstinic am 
Punkte n 1 die N eigung a,._ 1 , am Pnnkte n die N cigung ex,, , 
so ist nach Gt. 5, S. 3G 

ln l l 
3) EJ(e1.,,_1-an)= f M.,,dx=F,,-M,. 2--Mn-1 2, 

0 

denn fM,da ist die ganze Momentcnftache, wcLchc sich aLs 
Differenz der cinfachen Fiche F, und elem Trapeze der Stlitzcn 
momente ergiebt. 

Der Hohenunterschied der Punkte n und n - l ist abcr 
l,, ~n, die senkrechte Abweichung des Punktes n von der 'l'an 
gente an die · Biegungs1inie im Punktc n - 1 bctragt dahcr 
l,. a11-1 --:- ln ~ .. nach oben; mithin wird nach GL. 5, S. 36 

r EJ,(@ #)= [42(, a) da 
• 0 

r,, , M l,, l,, M ln 2 l ==5%- '@5g '+3 3' 
Hieraus fo1gt 

4) EJ EJ F e~ l,. M l,. 
,1= '@+ 'j,>'%-1y 

Fiir das Fe1d l,,+1 muss aber eine entsprcchende GLcichung 
geLten, die man erhilt, wenn man n mit n + 1 vcrtauscht: 
EJ EJA F e'n+I "'1 ln+I M ln+ I a== h+1++1j'hi »g · 

n{- I 

Werden die beiden Letzten GLcichungen von einander abgez.ogcn, 
so entsteht eine neue GLeiehung, die auf der Linkeu Seite mit 
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GL. 3 iibcroinstimmt, so dass auch die rcchtcn Seiten cinandcr 
gLcich sci n mii.sson. Wird die so erhaltene GLeichung miglichst 
;,;usarnmongezogen und nach den Stutzenmomenten gcordnot, und 
bcdcnkt man, dass t,. - e;, = E,,, so crgiebt sjch: 
1) Mn-l l,. + 2 .M,, (l,. + ln+1) + Mn+l ln+l 

6, " qG, Sit GJ(B, , = '"y u+tr'] J h-th, 
n ']-I 

Die crsten bciden GLiedcr dcr rechtcn Seitc sind von dcr 
RoLastnng abhangig. Befindct sich in jcdem FeLde cine EinzcLLast, 
so wird F,, cin Drcicck (Fig. 80) von dcr llohc P,, alb,,, dahcr 
F,, = ½ P,. a,. bn ; dcr Abstand des " 
Schwcrpunktcs von cler Stutzc n - I Fig. so. 
wird e,, = ½ l,. - 1/s (1/2 t,.- a,.) - 
1/3 (t,. + a,,) , dahcr 

G Fn en p b,. (l ) ,== n l - a,, " + Ctn, • 
n n 

In gLeicher W cisc erhaLt man 

G F,, + I ~;, + I p an+ J b (l b ) 
t = ·'1.+1 -l- n+t n+I + n+l , n n+ L 

GL. 1 gcl1t dann iiber in 
11) M.,-1 l .. + 2 M,, (ln + ln+1) + Mn+1 ln+l 

=P." 4,@,+@)+B.,"±'0441@41+ b6%0 
n n+l 

+ 6 l!JJ(fJ"+ 1 - fJ,.) · 
Hei mehrercn Lastcn i.11 jeclcm JTcLde wiirclc jcde zu elem be 
trcffendcn Gticdc in GL. JI ibren Beitrng Liefern, und die crstcn 
bcidcn GLiccler dcr rcchten Seite wUrden werclen: 

t: 2 P,, ~,'.' a,, (t,, + u,,,) bczw. 

1 '-, :.> ltn-j- I b (l 1. ) 

l--.L.Jln+i-l-- n+t n+1-J-un+1 • 
n-]-t n-] l 

Bci gLcichma1sigcr BcLastung ganzer FcLder wird F,, einc 
ParahcUL::ichc der PfoiLhohc 1/8p,,_ l;,, dahcr F,, = 1/i2.JJ.,, z;;, ~,,. =5, 
=-= 1/2lni- fol,gl,ich (i1"

11 
l~" =1/47J,,t;;, nnd GL I wircl: 
II 

II) M, 1, 4 20,(6,+l64) I MA1l 
-= ¼ p,,. l,:. + ½Pn-t-1 l!+1 + 6 lJJJ"(fJn-H - fJ,,) · 

Kcek, J£lastic!UtlsLehro. (j 
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Sind EinzeUastcn und stetige Lasten gleichzeitig vorhanden, so 
hat man den Gtieclern mit Pin Gt. II diejenigen mit p i GL. ]Jl 
hinzuzufi.igen. 

Das Letzte GLicd in diesen GLcichungen hangt von der gcgcn 
scitigen Hihenlage der Stiitzen ab. Licgcn dicsctbcn in cincr 
Geradcn, so wird das Glied zu Null. 

Die rechtcn Sciten der Gt. I, II und IJl cnthattcn gcgch('nc 
Grof'sen, die linken Seiten dagegen die unbekanten Stiitzen 
momente. Hat nun der durchgehende Triger r Felder, also 
r + 1 Stlitzen und Liegt er an den Enclen frei auf, so dass 
hier keine Stlitzenmomente auftretcn, so hat man r I un 
bekannte Stlitzenmomente zu bestimmen. Die clafor erforclcr 
Lichen r - 1 GLeichungcn bckommt man, wenn man dcr 
Reihe nach n ==l, n =2, . . . bis n = r- 1 sctzt und mit 
cliesen wechscLnden Ziffern jedcs Mat die der Belastungsart 
des Trigers entsprechenden allgemeinen Gleichungen I, II 
oder III aufschreibt. 

Mi.t der Auffinclung der Stlitzenmomente sind clic in dcr 
statischen Unbestimmtheit liegenden Rechnungs-Erschwerungen 
i.i.berwunden, die wcitercn ErmittcLungen erfoLgen nach bcrcits 
aus elem Vorstehenclen bekannten V crf'ahren. 

Zur Bestimmung der Auftagerclriicke ist zu beclcnkcn, 
dass, einfachen Trigern gegeniiber, zu den gcgebcnen Lastcn 
die Sti.Uzenmomentc hinzugckommen sind , die man sich als 
Kriftepaare, an den Enden urspri.i.ngtich einfachcr Trager an 
grei.fend, denken kann. Nach Fig. 78 wird durch die alleinige 
Wirkung dieser Kriftepaare am Trigerfelde l, cine Auflager 
k. ft D - M,.-Mn-t b a· rat h. Z, edingt, 

' welche am Stiitzpunkte n aufwirts 
wirkt. Am Trigerfelde l,4+ entstehen 
(Fig. 81) in gLeicher Weise Auflager 
kriifte D,1== 'lL,4, 41= M), 
u. zw. am Punkte n abwirts wirkend. 
Die aUeinige Wirkung der Stiitzen- 
momente bedingt daher am Stiitzpunktc n einen Druck D, auf 
warts, einen Druck D,, + 1 abwarts, mithin im Ganzcn D,, - D,, + 1 

aufwirts, und dieser Werth kommt zu dcrn e inf a ch c n Anf- 

Fig. 81. 
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tugol'(lrucko o;, dor Stlitze n hinzu. Es wird dahcr clor Stlit:wn 
druck des Punktes n am durchgohonden 'l'ragor 

C,==0,4 D,-D,41 oder 

0 - C' Mn-J 11,r ( 1 1 ) M».+1 IV) - z, th q, pp · 
n 'n ']l n-]-l 

Das orsto auf o;, foLgondo (Hiod ist die EntLast1mg dos Punktos n 
d11rcl1 das Stlitzem11omor1t boi n -·1, <las dritte diejonigo durch das M omcnt 
bei n]- 1, das zwoHo tlio EntLnst1mg dor bei<lon benachbarten Stiltipu11kto 
tlurch M,,, wolcho oii10 Mohrl)0Last1rng rlos Punktos n um <len gLeichon 
Betrag bedingt. 

Auf dcr Endstiitl.c O findet nur das erste Feld l, scin Auf 
tagcr, so d.ass lticr nur die Kraft D, abwiirts zu dem cinfachon Auf 
Lagcrdrucko A' hinzukommt, und weil M,== 0, so wird cinfach 
D,==M,:l,, mithi 
!Va) A-A'- M1 t,' 

DasHieg1rngsrnomcutM",an bc'LicbigcrStcttc ist schon 
durclt G-t. 2, S. 79 bcstimmt, wctchc des Zusammcnbangcs 
wegen hier wiederholt werden mige: 

() ? M,=MM,41-,-J, 
n n 

die Aufzcichrnrng davou war in Fig. 79, S. 80 gegebon. Das 
Vorzcichcn vor M.r ist positiv angcnommen, wcnn die Biegungs 
Linie an dcr bctr. Stol,tc ibrc 

V) 

konvexe Soito nach u n to 11 
kehrt, wie becim cinfachen 
'l'ragcr, wahron<l for positive 
St ii t 1/. c n mom onto <las Ent 
gegengcsctztc eingcfiihrt wurde. 

Die Qucrkraft crgicbt sicl1 
aLs <lie Al.Jgctcitete von M., zu 

Vl) (J = Q' + "j'fn-l __ Mn 
,x m l,. z,.· 

Pig. 82. 

--4- 
0 

(c\ 

Be i s p i o l : Ei 11 Ha l k o u 
liboraLL gloichen Quer 
sclinitLs Liogo auf 5 Stlitzon 
in gtoichor Flucht (l<'ig. 82), so 
d:tsR B,. + 1 - Bn durchwog vor- 
schwinrlot. Dio FoLdwoiton seio11 

l,==4; l,==6"; l,==4; l,==6», 

i (d) ' 
Va=] 

J 
6·X- 
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lm crstcn 1mcl l,ctztcn Fel,dc bcf-indc sich kcinc Last, im zwcilcn l•'cl,,lc 
cine Einr.ol,17ast P2 = 4 t in dem Abstande a»== 2 111 vom 1'11nkt.c 1, im 
clrittcn FcLclc cine Last P,== 8 t in dor Mitto. Drci Sliitzcnmornonlc ll/ 1, 
M, und M, sind zu berechnen, man hat dahcr Gl,. JI 3 Mal, anznwonclon, 
fiir n = 1, n = 2, n = 3. 

n==1 gicbt: 0-4-2M,I46)4-M4.6=04 [ 464 4); 

==2: 1M,-6-4-231,64-49-4M4-4= "[' 2642)4 2d+ 2 
==3: M,-44-23M,1-4-6)-4-0== ?< .gt4-2)-4-0, 

Dicsc GLcichungen l,ieforn: 
M,==1,5448 '; Mg==8,7305 '; M,=== 1,6521 , 

Die einfachon AufLagordrlicko sind: 
A' ==0; C{==29g; C{=5lg; C,{==4; B'==0. 

Nach GL. lVa ist dann 
1 5448 A= 0-'{ = - 0,38621; 

N ach GL. IV ist forner: 

C,== 22/3 - 0 + l 5118 (.l + .l)- _3,73V5 = 2 m,71 t, 
' 4 6 6 ' · ' 

1,54·18 ( 1 1) l os21 . C,==5g- ', 13,ams\,kqq ==62aw; 
3 7395 ( y C,== 4- ......!.._4_ + 1,U521 4 + S - 0 = 8,75361; 

ebenso: 

ebenso: 

ondl,ich: 1,6521 B==0---A==-0,2151. 
Als Probe giLt: -A- B + 4 + 8 = C1 + C2 + C3• (Sel,bstvorst:imll,icl1 
hitte man die Letzten beiden Auflagerdriicke C, und B nach nerechnung 
der anderen auch mittels der Gleichgewichts-Bedingungen finden kimen.) 

Da A und B (wegen des Fehl,ens der Laston in den EmlfoLdern) nogativ 
sind, miissseu an den Batkenonden umgekehrte Stiitzen angobracht soin, 
weLche den BaLken nieclerhaLten; anclernfaLLs wlirden die beidon Endon 
sich ohne jede Krlimmung· schriig in die l:Hiho strecken, 1md os wiirdo danu 
cin Balken auf nur 3 Stiitzen vorliegen. 

ln Fig. 82, c sind die Momente M, dargestellt. In don Endl'etdcrn 
sind die einfachen Momente Null, die Momontenfl,aehen schrumpfen z11r 
Achse zt1sammen. Flir die MitteLfol,der entsteheu die Dreiocke D1 E2 D2 
und D, E, D, a Ls einfache MomentenfLachen; clio ITohen clcrsotben sind 
51'3 ber,w. 8 mt. Auf don Auf'Lager-Sonkrechteu sind nun, ebonfal,l,s naeh 
oben, die bereclmeten Stlltzenmomento :tufgetragen und <loron Endpunkto 
clll}'Ch eine gebrocheue Linie verbundo11. Daraus ontstchon die schraffirtcn 
DarsteUungeu vou M_.,. Wo die Ordinaten der MomentenfLiiche Nutt sind, 
Liegeu llfomenten-NuLLpunkto, deuen Wondopunkte derBiegungsLiuie (Fig. 82, b) 
eutsprechen. Die Neigungen der BiogungsLinio Uber den Stiitzen tasson 
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8ich nach G L. 4 (8. 80) borocl111on. Wonlou dio Momonton-Ordinatou si.immtl,ich 
von oinor g·oraclon Achso aus abgotl'agon, so ontstoht Fig·. 82, d. Die grofaton 
nog·,11,ivou Momouto sin<l clio StUtzomnomonto, die grUfston positivon Liog·on 
:w don LaststoUon, tlas ilborhaupt grofsto untor dor Last 8 1; os botrii,gt 

8-3[9(M»]- Ms)== b5,0i2 wt, 
Dio Q u or kraft Q x (l<'ig. 82, e) ist am Liken Auflager gleich dem Auf 

Lag·onlruck A, mitl1in wio diosor nogativ; sio iindort sicl1 nicht, solango dio 
Mo111onto11-Liuio in dorsol,bon Goradon vertii11ft. Bei nach recllts stoigendor 
M.ornonto11Li11io (rl) ist Q_,. > 0 uml 11mg·okehrt. Den Kni.ckon dor Momonto11- 
Li11io an don A.11gTiffsstoU011 dol' EinzoLkrafte entsprochen pLotzLicho Aon 
derungen von Q,, und zwar immer un dio 'Grofse joner EinzoLkraft; jodo 
aufwa.rLs gorichtote Kra.ft vorgroi'::lort Q,, , uncl umg·okohrt. Sonach wird 
rocbts von der Stiitze 1: Q,==A]- C1 = -0,3862 + 2,ukil :==2,3009 ; die wei 
toron Q_,. org·oben sich in g·Loichor Woiso; au clerStiitzo 4 wird Q ,,= -B=0,27541. 

Boi8pioL: Ein 'l'rag·or allf 4 Stiitzen, clio in oinorGoradon Liogon 
Wig. 83), soi in n.LLon 3 FoLdern mit clorsoLben Last p gLoicluniifsig boLastot; 
dio Woito tlor MittoWffnung· soi Z2, dio der Seiton<iffnungon je l1• Dann ist 
wegen der symmetrischen Anordung M,==M,, mithin nur M, nach GL. III 
(mit n== 1) 11u bosti1nmon: 

0-4-2M{@-)Fr==ha, ha " 
!\- v 

JI' _ P t 2 • 

4 2,43,° 
A==l) "; c=#@+wt- A 

(nach dor GLoiclmng· der sonkrochton Krii.fte). Dor kLaroron Uoborsiclit wogon 
scion mm g·Loicho Woiton l angonommon: dann wird 

M,==h/iol?; A==l6; C== /,%pl. 

Dios giobt 

Dio o in fa c Ii on Momont011fLachen sind ParaboLn vom Paramo tor I/" 1111<1 
<ler l'/'oi1hlil10 l/8p 12; das Trapez der StU.tzon- 
111omonte bostimmt mit don ParaboLn dio 
wahronMomouto M_, (ITig.83, c), dio, (~'ig.83,d) A. 
von oinor Achso :i,us abgotrag·en, wieclorum 
J'arnboLn von domsoLbon Parameter, nur mit 
vorschobonen SchoitoLn ergobon. 

An boLiobiger SchnittstoUo dos orsten 
PoLllos ist die Q11erkraft Q.,=A-px. 
Dio DarstoLLung· davon Wig. 83, e) ist oino 
Geraclo mit dem Gofii.Ue p f. d. La.ngen 
ei11heit, nnd fiit· ilio anclcron Fotcler orgebon 
sich obenfaLLs gerade Liniou mit einem Go 
f'!i.Lto = dm· Bol,astnng. Im orston Fo1rlo ist 
an dor Stiitzo O dio Quorkraft =A= 4/io pl, 
geht bei aw=== 4fi0 l dnrch Ni1LL ins Negative 
ud hat an dor 8Liitr,o 1 rlon Werth /ol, wo <l,u111 pWtzl,ich cine Vor 
gvi6lserug mum C==/, pl, d.h, anuf-]-/j% pl eintritt. Wo Q,==0, hat M, 

l<'ig·. 83. 
/'( (o.) 
C A 

I I 

I I I ! : 

l 
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anaLytische Maxima, wo Q, sprungweise aus + in -- iibergeht (oder 11111- 

gekehrt), hat Mx reLativ grofsto Werthe, dio keino anaLytischo Maxima 
(mit der AbgeLeiteton = 0) sind, sondern <.lie nur von oiuor Unstotigkoit 
dor Momenten-I•'unktion herrlihren. 

Im Endfel,de ist M_, =Ax - lf2p x2; dieso Fnnktion enoicht fiir 

a=±(hior==% do Werth1M=-] (hiior==/op7®). Die Stello 
diesos Grofstwerthes liegt in der Mitte zwischen 2 Momenten-Nullpunkten. 
Bei a==/% geht M, ins Negative und wiichst nun schnell bis zum Stiitzen 
momente M,==-/ pl?. Dann nimmt im Mittelfelde das negative Moment 
wiecler ab, geht durch Null und erreicht in dor Mitto oinen Grofstworth, 
welcher sich ohne Weiteres zu M,==/gpl? M,== \Jopl® ergiebt. Dann 
wiederhott sich A.Ues symmotrisch. Den Momenton-NuUpunktcn ontsprochon 
wiederum die Wendopunkto der Biegungstinie. Fiir dio Neigungen <lor 
setben i.iber den Sttitzen Liofort G-L. 4, S. 80 

EJa,-=hop®; EJ,== 'hop 
An den Mittelstiitzen treffen grilstes Moment uml grofsto QuorkrnJt 

in uugi.instiger Weise zusamrneu. Die verhiiltnismifsig grifsten Momente 
sind sehr ungleich; sie verhalten sich wie 8:10:2,%. Eine bessere Aus 
g1,eichung ist zu erroicheu durch Verschiebnng cler beiden Mittelstiitzon 
nach aufsen uud nach unton; durch erstero wachst besonders M0 nnter Vor 
miuderung der beiden anderen Momonte, und durch Letztere wird dor 

Auftagerdruck C vormin<lert, A vergrifsert und damit auch M,,, == : ; 
vergr6fsert unter gleichzeitiger Verkleinerung yon M, und Vergrifserung 
von M,. Durcl diesc boiden Stlitzonvorschiebungen hat man os in der 
Hand, zwischen cleu Momenton jedes boLiebigo Verhiiltnis zu orroichon. 
Anwendung davon wird weiter unten bei Bohandl,nng dor Briickontdgor 
auf 4 Stiitzon (S. 95) gemacht. 

BeispieL: Trager auf sohr vie Lon Sttitzon. 1st die Zahl, dor 
Stiitzen in g1,eichen Hohon und Abstinden sehr grofs bei derselben Be 
1,astung mit p in den FeLdern, so werden dicjenigen F'elder, welche weit 
von den Enden entfornt sind, sich nicht wosontLich von eiuandor 1111tor 
schoiden. Die BiegungsLinio wircl dann iiber den Stiitzen nahezu wagerecht 
sein und jedes Feld sich wie cin beidersoits wagerecht eingespannter 
Balken verhalten. Nach S. 45 sind dann die Stiitzenmomente M,==l/9pl?, 
die Momente in den Mitton M0 ==h/p?. Die Auftagordrllcke sincl C = pl, 

Sind die Fel,der ab we ch s e 1,n cl unbeLastet und mit p be Las tot (Fig. 84:). 
so ist die Anordnuug symmotrisch ZLtt· Mitt.o eines l.Jetastoten Fel,dos 
und ebenso eines unbel,asteteu Fetdos. Die 
Stiitzenmomente JYI1 sind daher iiberaU gtoiclt, 
u. zw. miissen sie hatb so grofs sein wie bei Be- 
1,astung siimmtLicher Felder; donn l.Jei v o 1,1,er Bel,astung ist dio Anordn 1111g 
auoh zu einer beLiebigen Stiitze symmotrisch, es tragen daher zu dem Momente 
dieser Stiitzen die BeLastungon zweier Fel,dor, dio symmotrisch z11 oinnudor 
Liegen, gLeichvieL bei, und wenn man von jo zwoi soLchon Fetdom oi11s ont 
lastet, so wird M, halb so grols. Demnach ist M,==/gyp»l? wnd 

Fig·. 84. 
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M0 c:: 1/8pl2 ½4pl2 ~ • 1/i2JJI". .Die Gri.Hi:!o M, behilt das Moment Lings 
oinos unboLast,oton l1'0Ldos boi, 1md die Quorkraft ist auf dieser Strocko 
NuU. Die AufLagorrlrilcko sind a11s dom gLoicho11 Grundo, wio beziig·Lich 
cltn· Stlitzomnornoute erlii11tort, haLb so grols wie hei voller Belastung, 
1I. h. C= l/2pZ. J<'Ur dio Neig11ng dor Biog1mgsLin-io tibor oiner Stiit2io 
iintlot man Leicht EJo:, = ½ M, /,. 

II. BrUckentrager auf 3 StUtzen mit gleichformig vertheilter, 
beweglicher Belastung. 

Es wcrde einc stand igc (unbewcgl,iche) gLcichformig ver 
thcitte Last g f. d. Liingeneinheit angenommcn und aufserdcm 
cine bcwogLiohe, ebonfaLl,s gLeichformig vertheiLte Last _pf'. d. 
Laugoncinlieit, u. zw. soU, einstwciLen die bewegLiche BcLastung 
immer gaze Felder bedecken. Dan schwankt die BeLastung 
jcdcs BriickcnfeLdcs zwischcn den Grenzen g mid g + p = q, und 
cs ist anfangLich nocb unbestimmt, wel,cben dieser bciden Werthe 
sic babcn muss, damit die unglinstigsten FaLLe cintreten. Dalier 
wi.rd die Belastung der beiden Felder cinstweilen p, und p, 
genannt und erst spater naher fostgesteLLt. 

Die Felder migen zunichst die verscliiedenen Weite11 
l, u. l, haben; die Mi.tteLstiitzc Liege um c unter der Verbindungs 
gcradc11 der Ernlstiitzen (Fig. 85), dann ist 

#,==h,5 3%== h 
Zur Bercchnung des cinzigen unbekannten Stiitzenmomentes M, 
Uber die Mittel,sti'ltze setze man in GL. III, S. 81 n = l : 

2M,0,4)= +.-Jo(]+]) 
llieraus erhaLt man 

a 3 Dy. M,={i+» 3a",. 
8 l,+, l,L, 

Der Stiitzendruck Lin ks wird nacl 
GL. l.V a, S. 83 : 

ah, M, 
- 2 ti ' 

oder, werrn man fur M1 den Werth cinfdhrt: 
2 3 A,,%+Ah,h ,5,+ 

8(4, 4l) 8t,(l,-4-) 2) 

Pig. 85. 

A. a k ____ p - " 1'. 
i f f 
I . ' 

a, 

3F:Jc 
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Fiir das Folgende mige nun der einfachere F'all gleicher 
Fel,dUinge berlicksichtigt werden, weil, der Reclmnngsga11g ftil' 
nngl,eiche Weiten dersel,be sein wiirde. 

Fiir l,==L,== l wird aber 
Z2 3 EJ c 3) M,== 4pr+) 3 
7 1 :1E.Jc 

4) A= l6 P1 l -16 A l + l·' 

Fiir den 

5) 

rechtsseitigen AufLagerdruck gilt: 
B = A + 1/2 p2 l - ½ p1 l oder 

7 1 3.Jc 
B = 16 P2 l - rn Pt l + p 

(von A nur dnrch Vertauschung von p, mit p, und umgekehrt 
verschieden), und ftir die Mitte: 

5 (jl!JJc 
G) C = S (Pt + P2) l - -p - · 

Die einfacben MomententLachen sind Parabel,n dcl' .Pfcil, 
hoben I/8p1 l2 und 1/8p2 l2; man mache C,D = M1 uncl crhaL1 die 
schraffirte Momentenf\,ache. An bel,iebiger SclmittstcUc des 
ersten Fel,des ist M,==Ar-'\gp,aw, 
wetches ftir x = ..:i_ den grofsten positiven Werth p 

A? 
) M9, 
erreicht. Die SteUe G ftir dieses Moment l,iegt mitten zwischcn 
den Momenten-Nllpunkten A, und E. Das griifstc negative 
Moment ist M,. iir das rechtsscitige Feld gilt entsprechendes. 

Die Querkraft irn ersten Felde ist 
Q»==A-p,a, 

dargesteUt durch einc Gerade vom Gcfa,l,l,verhattnissc p1• An 
der Mittel,stlitze andert sich Q, um C. Im zweiten Felde ist das 
Gefi.me der DarsteUung von Q.,, glcich p2• Die grofsten positivc11 
und negativen Querkrafte kommcn an den 8tlitzen vor. I st der 
Trager mit seinen Lasten villig gegeben, so sind hiernacl1 M,. 
und Q, und damit auch die Anstrengungen an aUen Tragerpunktcn 
bekannt. Von besonderer Wichtigkeit sind aber die grofsten 
Zahl,enwerthe, wel,che unter den Momenten und Querkriften bei 
uugii.nstigster Bel,astung vorkommen. 
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Das Stiitzenmoment M, wird nach GL. 3, S. 88 von Pt und 
p, in gl,cicl1cm Sinnc bceinftusst, wird daher am grofste11, weuu 
JJ1 -= p2-= q wfrd, d. h. bei voUer Beta.stung (Fig. 8G), narntich 

M _ q l2 _ 3 E Jc __ q z2 (1 _ _!4 R J 9...) 1- 8 l2 - 8 q_l4 • 

8ctzt man Zill' Abkiirzung 
24EJc ~ = q;, so entsteht 

M,=\sq?(1-9). 

8) 

9) 

Fig. 86. 

pm] OMOOi@ltt@llilimttl11111 1111 I 
Q7M, 

Der AufLagordmck A (G L. 4) wird vonp, positiv, von p, negativ be 
cinflusst, wird mitltin am grofstcn fiir p,== q, p2 = g (~'ig. 87), 
niirnliich 
a] a _3EJc =-ql (7 _jJ_ 48EJc) 16' 1w" i6 q q 

oder 

JO) '( ·) A= {, - q + 2 q; . 
.Fig. 87. 
~1111111111111111111111111111111m111111~ 
A Mma.m 

3 A Das grofste positive Moment des ersten ]etdes: Mma.~ =r 
Pt 

wachst mit A, wird daher auch bei der Betastung nach Fig. 87 
am grofston. 

ALlerdings kommt p, bei ,,,, auch im Nenner vor, so dass oiuo Vor 
grori::lornng von p1 nicht 11111' den Zahter, soudorn auch den Neuner anwachson 
Liisst, doch ist clor Einfluss dor Vorgrofsonmg des Zah1ors iiborwiogend, 
<la JI im Quadrato auftritt. Auch einfache Ueberlegung zeigt, dass das 
Linke ~'cLd stark botastet sein muss, llamit in ihm oin grofses Moment ent 
Htohe. SchLieC'sUclt flihrl: auch eino Differentiation nach p1, sowie eino 
spiitere Untersuchung (S. 103) zu diosem Ergebnisse. 

Dcrnnach wird 
ql2 ( g )2 

.Mma.v se' - q + 2 If • 11) 

Die Qucrkraft unrnittetbar Links neben der Mittetstiitzc wird 
nach Fig. 85: 

9 1 3 EJ c Q,==4-pl=q+! 4,+ p 
Der grof'stc negative Werth entstcht atso bci dcr Betastnng nacb 
L1'ig. 8G, nil.mticb 
12) Q,==hql(10-249). 
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Nimmt man nun zunichst an, die Stiitzen tiegcn in einer 
Geraden, es sei c = 0 und mithin auch 4 = 0, so wird nacl 
Gt. 9 und 11 M,=='[sq?== 6lf,jg ql? und 

M <'lss @P(Ty?== jg qt, 
<l. b. es ist das grifste Stiitzenmoment M, erheblich grifser als 
das grofste positive Moment in den Fctdern. ZugLcich crkc11nt 
man aber aus den GL. 9 u. 11, dass ein positives , also cine 
positive Senkung c der MitteLstlitze das Moment M, verkleinert 
unter gLeichzeitiger Vergrofserung von Mn.ax• 

Fiir 4 = 0 wird nach Gt. 10 die grofste Querkraft am End 
aufLager A< 7fi6 ql, die Querkraft an der MittcLstiitzc (nach 
GL. 12)-Q,== 10/16 q l. An der MitteLstiitze- kommt dahcr zu 
dem grofsen Momente M, noch die grofste Querkraft - Q1, was 
auf die Anstrengung bekanntLich ungiinstig einwirkt. Aber aucl 
bei den Querkraften wirk:t eine Senkung der MitteLstiitze giinstig, 
idem dadurch= Q, vermindert wird unter gLeichzeitigcr V cr 
grofserung von A. 

Fi'tr Trager mit voUer Wand und iiberaU gLeichem Qner 
schnitte, wie sie hier zunachst vorausgesetzt sind, ist eine Vcr 
minderung des grofsten Momentes bcsonders vorthciLhaft, nn<l 
<liese wird erreicht, wenu die Ab1iabme von M, mid <lie gLeicli 
zeitige Zunahme von M,,.ax zu einer voLLigen AusgLeichung bci<lcr 
fobren; es wi.i.rde in diesem Sinne 
13) M,==M, 
eine zweckmafsige Bedingung fur die H6henlage der Mittelstiitze 
sein. Nach den Gt. 9 u. 11 miisste dann 

' < ) 1-gr-;+29 
wei·den; das giebt, nach aufgelist: 

w =3(" +/u-v") 
(Ein negatives Zeichen vor dem Wurzetausdrucke Liefcrt cine nicltt 
braucbbare Losung.) 
Wird der Triger nach dieser Bedingung angeordnet, so winl <las 

an 1bm vorkommende grofste Moment nm1 M,,,,.,, =M1 = 1/8 ql2 (l - •j,) 
sein. Hatte man aber die beidcn :FeLder durch je einen ein - 
f ac hen Triger auf 2 Bti.itzen iiberspannt, so ware 118 q t2 
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das mafsgebende grifste Moment. Die VerhaLtniszaht 1- 4 
gicut aLso au, in wetehem Mafse dureh Anwendung eines durch 
ge henden Trigers bei zweckmifsiger Senkung der Mittelstiitze 
das grifste Moment vermindort wird. 

li'iir die entsprechende Senkung c erhilt man einen dnrch 
siehtigeren Ausdrnek, wenn in Gt. 8 statt der Betastung q die 
starkste Spanmmg cr in der Aufsenkante des 'l'ragers einftihrt. 
Es ist dann 

s}ea-» oar .°. e 8 · 8 .J e (l - 4) 
Aetit man dies in Gt. 8 ein, so entsteht fur die Seukung c: 

C ~ __ tlJ cr l lG) -A - T TP 3a- 9% 
Nach Gt. 14 ist 4 nur von gJ~ abhangig. Dieses Verhattnis 

w~ichst mit zunehmcnder Spannwc1tc l. Bei geringer W eite winl 
dcr crfordertiehc Tragerquersebnitt ldein und daher auch g klein; 
wird l aber die grifste noch ausfiihrbare Spanweite, so wird _q 
grofs im Verhiiltnisse zu p und niihert sich daher dem Werthe 
y + p = q. Es kann sich daher g/g nur zwischen NuU und Eius 
lie wegon. Fiil' einige Zwischenwerthe siud in foLgender Ta be Uc 

die zugchirigen Werthe von 1-© undvon,'t angegehen 3(1-) ' 

JL I>d } 
q 3(1-) 

o,o 0,838 0,0G4 

0,1 0,823 ?,072 
0,2 0,807 0,080 

0,:3 0,792 0,088 

0,4 o,nr; 0,09G 

0,5 0,7(il O,rn5 
0,c 0,746 0,113 

0,7 0,nn 0,123 

0,8 0,7'1G 0,132 

0,9 0,701 0,14-2. 

I,0 0,fi8G 0,JGl 
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Die zu erreichende Vermindcrung des grofsten Momcntcs bctr:igt 
fiir gJq = 0 ( d. h. fiir sehr kLeinc Spannweite) lG,2 °lo, fiir Y/q = 1 
(d. b. ftir sebr grofse Weite) 31,4 Ofo. 

Beispiel: Fiir einen Briickentriiger auf 3 Stiitzen sei l==10, die 
stiindigo Last g = 2000 ks/mn (Kilogram f. 1 Meter Tragorl,ango), uio bo 
wegLiohe Last p = 2000 ks/m, mi thin q = 4000 und 9l,== 0,r,. Sol,l, dor 
Triiger (mit voller Wand) iiber beide Felder im 'Zusammenhange durchgehen, 
so ist (unter Voraussetzung iiberall gleichen (Querschnitts) durch Senkung 
<ler Mittcl,stiitze das grofste Moment zufol,ge vorstohouder TitboU,o a111' 
0,m • I/8p 12, d. h. um 23,o 0/o gegeniiber Einzel,tragern) zu vermim1ern. Vlir 
diese Senkung gilt nach GL. 15 und nach der Tabelle 

c cr l 
l =~=0,10:,-E--. -~ e 

• 1 ' 20. 3a a Nimmt man E = 3000 unc e = ' so wn· T = I = 1429 11,lll1 C ==0,7\. 

0 h n e Senkung dor Mittel,stiitze, fiir c = 0, ware das grofsto Mom out 
am durchg·ehenden Trager 1/8 q 12, ebenso grofs wie bci Einz0Ltrligor11. 
Es ist besonders zu beachtcn, dass diese geringfiigigo Sonkung oi110 so 
erhebliche Einwirkung (23,9./,,) auf das Moment ausUbt. 

Mag man nun die berechnete Senknng zur Anwendung bringen, odor 
aus irgend wel,chen Griinden vieLLeicht eine andere IIohenl,age dcr MittcL 
stiitze annehmen - jedenfaUs sind die grofsten vorkornmendcn Momentc 
durch die Gl,eichungen 9 und ll, die grofsten Querkrafte durch die Gl,. JO 
und 12 gegeben. 

WiLL man fiir alle Querschnitte cine deutliche Uebersicht der grifsten 
und kl,einsten Momente und Quorkrafte haben, so ompfiel1l,t es sich, fiir 
4 Belastungsarten, nimlich 
1) pi==pa==g; 9) p-p»=-q; 3) pr==4»p»=-g; 4) pr==gs pa==q 
<lie DarsteUungen von Mx und Q_,, in der Weise der Fig. 85 zu zoicl111011. 
Man nehme dazu beispiel,sweise .J = 285 000 cm4 und c = 0,7 cm an, so dass 
3E.Jc ==1197% wird. 

Das Vorkommen negativer AufLagerdriicke. Der Anf- 
7 1 . 3EJc lagerdruck A== ++4,+ ps wird am kleinsten 

fiir p,==g und p,==q, nimlich 
.-{}(a ® 1),%Jc , 16 q l3 . 

Bei gteicb hoben Stiitzen ( c = 0) wird hiernaeh A <; 0 fiir ·~ <: } . 

Fur fJ/q < ~ wiirde der Trager, wcnn er in gewihinlicher 
Weise aufgelagert ist, bei cinscitiger Belastung des tinkci1 Fetdes 
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sich von der Stiitze abheben und bei weiterem Vorriicken der 
bcwcg·tichon BeLastung nach Links wicder auf die Stiitzc nicdcr 
schlagen. Da solche Vorkommnisse auf die Dauer nicht zutassig 
sind, so rniisste durch cine Verankerung dcr ~Endcn des Triigers 
oder durch cntsprcchende Betastuug dersetben ein Abhcbcn von 
den Stiitzcn vcrbindert wcrdcn. 

JDino Scnkung dcr Mitte tstiitze v c r g rifs er t don AufLager 
d rnck A, crschwcrt daher das Abheben des Triigers von den 
Edstiitzen und ist also auch in dieser Bezichung giinstig, wiihrend 
cine 11cbung der Mittotstiitze das Abhcbcn erteichtern wiirde. 

Ill. Einfluss einer Abweichung von der geplanten Hiihenlage 
der Stutzen. AusfUhrung der geplanten Hiihenlage. 
Die Vorldeincrung des grif'sten Momentes in Fotge der 

Sonlrnng der Mittelsti.i.tze betrug in dcm Beispiete S. 92 fast 
24 ,. Fiir die Querschitts- Berechnung des Trigers darf man 
dioscn Umstaud mu dann vcrwerthcn, wenn die beabsichtigte 
Scnkung hinreichend gcnau ausgcfdhrt und dauernd erhal,ten 
warden karm. Wire nimlich der Triiger mit Riicksicht auf die 
t:,eulrnng der MitteLstiitze um c == 0,7 cm for ein grofstes Moment 
gtoich 0,761 . 1/8 q l2 borochnet wordon und hatte die Mittetstiitzo 
durch cinen F'ehler bei der Aufstellung oder durch nachtragl,iche 
Aendoruug cine viotLeicht geradc um 0,7 cm hohcre Lage erhatton 

' als beabsichtigt war, so wiirde in Wirktichkoit f'tlr den Trager c = 0 
ud das grifste Moment 'gql sein. Die stiirkste Spannung wire 
dann 1:0,761=== 1,31 mal grifser, als der Rechnung zu Grunde 
gotcgt war. 

Ein .Fchl,er bci dcr AufstcUung doB 'l'ragers kann nun ebenso 
woht in ciner Unrichtigkeit der Hohentage dcr Pfeiter-OberfLache, 
vyio in oinor Ungcnauigkcit rler Form des Trigers bestchen. 

Wir haben uns den Triiger hisher als im spanungslosen 
(ungcbogenen) '/Zustande villig geradlinig gedacht. Wird cin 
sotchcr Batkcn auf 3 in dersctbou Gorade11 tiegeJLde StiHzen go 
tagort, so ist fiir die Boreclrnung dossoLbeu c = 0 mafsgcbend; 
weicht abor die 'Triger- Unterkante um cine kl,cine Grofso 
von clor gcradon Li11ic ab, so wird noch · doi·soLbo Spannungs 
zustand (c "-"" 0), wie obon erwahnt, stattfinden, wcnn die Stiitz- 
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punkte in genau entsprechender Weise von der Geraden ab 
weichen, so dass wieder der spannungstose Triger genau auf 
die Stiitzen passt. Muss aber der Triiger an dcr mittteren Auf 
tagersteUe erst um c nach unten durchgebogen werden, damit er 
simmtliche Stiitzen beriihren kinne, dann entspricht seine Auf 
tagerung einer Scnkung c dcr Mittetstiitze. llieraus fotgt, <lass 
zu einer gcnauen AufsteUung des Triigers ein sorgfaUiges Ab 
messen der Stiitzcnhohen nicbt genligt, wenn nicht an fs er cl e 111 
die gegenseitige Hohentage der AufLagcrstcUcn am Trager bci 
spannungstosem Zustande desscl,bcu bckannt ist. 

Diese gcgenseitige Lage der Auflagerstellen am spaunungs 
losen Triiger lisst sich Leicht ermitteln, wen man den Triiger 
auf einer Biihne £Lach niedergclcgt hat ( so class die Ebcne seiner 
Wand nahezu wagerecht liegt). An anufrecht stehenden Triigern 
ist dies nicht unmittelbar miglich. 

Sind diese Messungcn an den Pfeilern und am Trager au::, 
geftihrt, so kann man Leicht erkennen, in weLchem Mafse cine 
der Stiitzen nithigenfalls der Hihe nach verzindert werden muss, 
damit der spannungstose 'Trager in dem Abstande c iiber der 
Mittetstiitze Liegt. Dabci ist besonders zu betonen, dass cine 
Aufstellung fiir gleiche H6henlage der Stiitzen (c==0) keines 
wegs einfacher ist als eine sotche mit cincr bcstimmtcn Scnkung c. 
Die UmstandLichkeit der AufstcUung Licgt nicht in ciner beab 
sicbtigten Abweichung von dcr gtcichen HohcnLagc, sondcrn in 
elem Wesen des durcbgebenden, statisch nnbestirnmten 'L'ri:tgers 
iiberhaupt. 

'Zur richtigen Aufstellung kan statt der besprochenen 
Messungen auch die Abwagung eines Auftagerdruckcs A 
an dem vorliufig aufgestellten Triger dienen. Kennt man in 
diesem Zustande sein Gewicht g f. d. Lingencinhcit (mit Ein 
rechnung der an ihm befindLichen BautheiLe), so ist der AufLager- 

arc A". , st also g, L, E wad J ekamt, so 
besteht eine einfache Beziehung zwischon A und c. ErmittcU 
man den Druck A, weLchen dcr 'L'dger am Ende ausiibt, mittels 
einer HebeLwaage oder einer Wasserdruck-Presse, so geht claraus 
c hervor. Leicht kann dann das AufLager A so weit gehoben 
oder gesenkt werden, bis dcr elem beabsichtigten W ortho der 
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Hcnkung c cnti:,prcchcndc AufLag·crdruck A durch die Wagc 
Vorrichtnng nachgcwiescn ist. *) 

NacM6igtiche Vcrandcnmgen durch ungLeicbmi:ifsig·e Senkung 
der Pfeiler oder durch ungleichmiifsige Teinperatur- Aenderung 
bringcn natiirtich ncue Storungcn hervor, die ohne sorgfiiUigc 
Priifung nicht bemerkt werden. Daher empfichtt es sich, bci 
1lcr Hcrccbnung cine Abweichung· ± Li c von dcr beabsichtigten 
lfohcr1tagc dcr Stiitzen zu bcrti.cksichtcn. Die Grofse Li c richtet 
sich natiirlich nach iiulseren Umstiinden; vorliiufig kinnte vielleicht 
Li c ~ 0,o cm und Li c;;;; ½ooo l gewihlt werden. In dem BeispicLc 
wire demnach A c ==0,5 zu nchmcn, und statt der beab 
sichtigtcn Scnkung c = O, 7 cm warcn die Grenzwerthe c = 0,2 °111 
und c = l,2 cm dcr Bcrechnung der grofstcn Momentc und 
Qucrkrafte zu Grunde zu l,egen; dadurch ist man in gcwissero 
Grade gcgcn ZufaUigkeitcn gcsichert. GteichwohL soU man sich 
bci dcr AufsteUung bcmiihen, den mittl,eren Zustand des bc 
rechneten c zu erreichen. 

IV. BrUckentrager auf 4 Statzen. 
Auf 1::,. 86 wurdc schon bemcrkt, dass bei cincm Trager 

a111' 4 i:,tiitzcn durch eine Senkung der MittcLstutzcn uncl dnl'ch 
Erwcitcnmg des MitteLfeLdcs cin giinstigcr EinfLuss auf die grofsten 
Momente ausgeiibt werden kine. Daher soUen bei elem jetzt 
zu untersuchcnden Briickcntra,gcr ungl,eichc :E'cLdweiten und un 
gleiche Hihenlage der Stiitzen angenommen werden; jedoch sci 
die Anorclnung dcr Sti.itzcn symroetrisch zur senkrcchten MittcUinic. 

Es sci 
l, die Weitc cler 8citenfeLcler, 
L, die W cite des MittcLfeLdes, 

v = !2 <las V crbal,tnis beiclcr, 
I 

c die Senkung bcidcr lVIittetstiitzcn, 
Po Po %, die gleichfirmigen Belastungen der 3 Felder; 

dann wircl 

·*) Ein woitoros Verfahren dor Auf'steLLung- ist von MarLoh im Con 
LraLbtatto tlor Bauvorwattung 1891, S. 163 angogebon. 
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nnd m. III, S. 81 tiefert for n = 1 bezw. n = 2: 
2 M (l + t) + M l , ..&_l~ __ 6 EJ c . 

I I 2 2 2 4 4 ll ' 

M l + 2 M. (l + l ) - _b__l! + _E3 £_ - 6 71' Jc 
I 2 2 2 1 - 4 4 ll . 

W erden nun l, und l2 durch die ganze Triigerliinge 
durch v ausgedrti.ckt, indem man 
2l,4 l2 = l1 (2 + v) = L, mitbin 

L V 
l,== 2 + V ' l2 = 2 + V L 

L nncl 

setzt, so Uefert die AufUisung <l.er beiden obigen Gtcichungen 
die Stutzenmomente: 

1) M,1? p,2+26)+2+@) Ps , BJc (2+) 1 1 
- 4 . (2 + v)3 (2 + 3 v) L2 2 + 3v ' 

2) M,_I p,2426)+.v@+v) , J©(2 + ) 
2 
- 4 (2 + v)3 (2 + 3 v) L2 2 4-3v' 

owl und M, unterscheiden sich, wie zu erwarten war, nnr dnrch 
Vertauschung von Pt und p,). 

Weit nun der Unksseitige Auftagerdruck 

Ah M,,,y Mg+) 
2 , 2 24 v L ' 

so wird nacb Einfuhrung des W erthes von M1 aus Gt. 1 und 
nach gehiriger Ordmung: 
3) a,6+14+60) p,(2+@)+.@ 6BJe (24v) 

- 4 .(2+v)2(2+3v) + l3 i+3v' 
Es wird nun wie bei cinem Triger auf 3 Stti.tzcn (nach 

Gt. 7, S. 88) das grifste positive Moment im Unksseitigen Fettle 

111,,,ax = : 
2 

, mi thin vorwiegend durch A Fig. 89. 

hecinttnst!" A wird aber ach L. 3 flea[fflllll] 
miglichst grofs, wen p,==p,=-q, %=-y "sa 
(Fig. 89); diese Betastungsart ist dab.er for M,,w., mafsgebend. 

Setzt man wieder zur Abklirzung 

24 E JC d 24 E JC (2 ) 4 
- 4 , o er --- + v = 1\1, q qL 
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D) 

F!O entstcht nach gccigncter Zusammcnziclmng 

(
i3 + (5 V - ,(J_ V3 + •1 )2 

- q_L2 q f 
M= '2 (24)(2j3) 

Das Stiitzemmoment M, wird nach GL. 1 
am gr6tsten fir p, =»==@s %@ [LI]ilea] 
(Fig. 90), und man crhilt dadurch M 

2 + 2 v + 2 v3 + v' - fl v - (2 + v) 1 
(j L2 q '-r 

6) M,-'4- 24o-24Br 
Darrtit die positivcn Momcntc innerhaLb des Mittel,fcLdcs 

moglichst grofs werden, muss zunachst clas Mittc1fe1d scLbst 
voLL, cl. h. mit q, bcLastct scin; jeclc BcLastung der SeitenfeLder 
abcr wiirdc anf jcnc Momente in ahnl,icher Weise einwirkcn, wie 
bci cinem bcidcrseitig eingcspannten BaLken eine Versfarkung 
d.cr Einspannungs-Momente, aLso verm.indernd; die Seitenfol,dcr 
dlirfon daher nm· mit fJ bcLastet werden (Fig. 91). Da nun die 
Anordnung wieder ganz symmetrisch ist, so werden die Stiitzen- 
momcnte ci.nancler gLcich; das grof.stc Mo- Fig. 91. 
ment des M.ittcl,foLdcs Licgt in der Mittc 

Fig. 90. 

und wird 
M,== '\jg g M,, 

Der bier cinzufuhrcnde Werth M, ist ans GL. 1 zu entnehmen, 
indern man dort p,== A = g, p2 = q setzt. Dann entsteht nach 
mogLichster Zusammenziehung 

. (2 + v) v2 - 2 _q 4 2 qL2 q T • 

M,- s (24-4so) 
7) 

Ware etwa (lie Bi.ntheiLung der ganzen W cite L durch orttiche 
Umstiinde gegcbcn, nnd soUte vieUeicl1t ans irgend wcLchen 
Griindcn cine Scnknng dcr MitteLstiitzen untcrb'Lcibcn, so ,viirden 
die Momente M,%., M, u. M, ach der Gl. 5 7 villig bestimmt 
scin, und das grifste dersclhen wire dan fiir die Anordnung 
des Gurtungs-Qncrschnittes mafsgcbend. Da forner in Gt. l u. 2 
die Sfatzenmomentc fiir beLiebigc Betastungsartcn bcrechnet 
Rind, und da rnit l li.Hfe diescr Stiitzenmomeni'e jedes Moment und 
jede Qucrkraft l,cicht crmittel,t werdcn konneri, so sind auch fdr 
die 3 wichtigsten Belastungsarten ( den Fig. 89-91 entsprechend) 

Keck, masllcitatstehre. 7 
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die Werthe M, und Q,, fiir jedes Trigerfeld mit Hiilfe von 
Parabel,n und geraden Linien Leicht zu zcichnen, woraus sich dann 
durch Zusammentragen in je e i ne Figur · die iiberhaupt grofsten 
Werthe fdr jeden Scbnitt ergcben. Hiermit wiirde dann auch die 
grifste Anstrengung in jedem 'l'ragerpunktc bestimmt sein. 

Hat man aber freie Verftigung iiber die Lage der Mittetstiitzen 
und will man das grifste am Triger vorkommende Moment 
miglichst vermindern, so sind die von der Senkung c der Mittcl, 
stiitzen und von dem Verhiiltnisse der Feldweiten unmittelbar 
abhingigen Werthe 

24EJc l D==-. bezw. v==-'? a 

8) 

so zu bestimmen, dass 

M,== M, und zugleich M,== M. werde. 
Die erste Bedingung tiefert nach Gt. G u. 7, ftir 4 aufgetost: 

4 + 4 v - 4 v2 + v4 + 4 !J _q_, 
y== 42+v) 

wzihrend die zweite Bedingung auf die Gt. fiihrt: 

®) (a+6-"+)'=42+s(2+-2" +2¢) 
Setzt man den Werth von y aus Gt. 8 in Gt. 9 cin, so entsteht eine 
Gteichung, die in Bezug auf die Unbekannte v vom achtcn Grade 
ist, demnach nur ftir reine Zahtcn-Koefficienten aufgetost werden 
kan. Man erhilt solche, indem man fir g], der Reihe nach be 
stimmte Zahtenwertbe zwischen O und 1 annimmt und in jedem 
FaUe denjenigen reeUen, positiven, etwas iibcr der Einheit 
Uegenden Werth von ·v sucht, wetche der Gteichung achten 
Grades geniigt. 

Dadurch ergeben sich filr verschiedene W erthc von g], die 
Verhiltniszahlen v der nachstehenden TabeUe *); diese tiefern, in 
Gt. 8 eingesetzt, die entsprcchenden Werthe fir © und damit 
auch zugteich das grofste Moment M,%, == M1 ==M, nacl Gt. 7. 
Letzteres wird, des Vergleiches wegen, im Verhiiltnisse Z 
1/8 q (Ifs L)2 dargestettt, weit dieser Werth bei Anwcndung ein- 

) Siehe Mohr, Boitrag zur Theorie cler Hotz- uncl Eisenkonstruktionen; 
Zeitsohrift des Arch.- u. ,lng·.-Voreins 'fiir clas Konig-reich llannovor 1860, 
8. 416. 
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fachcr Trager das grofstc Moment gebiLdet haben wiirde, so dasR 
jenc VcrhaLtniszahLcn die crrcichbare Verminderung des grofsten 
Momentes in 11'oLgc der Anwcndu11g durchgcheuder '11rager (gegen 
iiber Einzeltriigern) angeben. 

_q l M, .F.==p y q , 'e I 
O,o 1,13 0,4 0,82 
0,2 1,14 0,4.7 0,78 
0,4 1,15 0,53 0,74 
0,6 1,1G 0,59 0,69 
0,8 1,1G5 O,G5 O,G5 
1,0 1,17 0,72 o,,n 

Die cinzelnen Spalten der Tabelle indern sich so gleichifsig mit 9/, . 
dasa man mitgonligondor Genanigkeitjene Wertho in cinfache Aniiherungs 
Formeln kleiden kan; dabei kann man statt <j, gLoicli c ausdriicken und erhatt 
10) v==1,1s+-0,019[,5 
11) M,nw.v = 1/72 '1 L2 (0,82-0,219/q); 

z4 e» <=l# 0+»;) 
B o i s pi e L: Im AnschLuss an das BoispieL auf S. 92 werde hier 

l, ==3.10 = 30 111 unrl wioderum fl/q = O,a vorausgesotzt. 
. L 30 Dan orgiebt GL. 10: v==1,1%, so dass h= 91, 9,, =>9,52, 

dahor t2 = 10,oo"' wird. ' 
GL. 11 bostimmt aLs grofstos Moment Mmarv =M,== M0 = 0,115 • 1/72 qL2 

ontsprochend oino llerabmindornng 11111 28,5 0/o gegenliber Einzeltragern. 
Znr bequomeren Berechnung· der hierzu erforderLichen Senkung c flihre 

qL2 J man wieder die starksto Spanuung a ein, <lanu ist 0,115 • 72 = a e, 
atso !L = 

0
7~ 0L2 ; vertauscht man sodann in GL. 12 noch lt mit 3L_ , J 15 e 9lo 

I c O a L ., r· a 1 L 60 
80 eutsto 1t L = ,021 E e' Ou()r ur 1l = "3000 ' e = : 

C 1 -=--=-- und c = 1 w cm L 2380 ' . 
Was beziigLich der Trager auf 3 Stiitzen iiber den EinfLnss 

einer unrichtigen HohenLage und iibcr die AufsteUung (S. 93-95) 
gesagt wurdc, giLt im W esentLichen auch . fiir Triger auf mehr 
als 3 Sti.ttzen. 

7* 
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V. Einfluss einer nur theilweisen Belastung der Trager 
felder bei einem Trager auf 3 StUtzen. Einflusslinien. 

Bei den vorstebenden Entwickctungen wurde die bcwegUchc 
Last p immcr iiber ganze Trigerfelder vorgeschoben. Es bl,eibt 
noch zu untersucben, ob Moment und Querkraft an betiebiger Stcttc 
bei einer nur th e it w e is en Betas tung der Fe tder nich t c twa 
grofser werden. Zur Entschcidnng dieser Fragc dient am besten 
die EinfLusstinie. Da dcr EinfLuss einer verscbicdcncn Hohcntage 
der Stii.tzen sich immer durch ein bcsonderes, von der Hetastungsart 
ganz unabhingiges Glied darstellt, so braucht bei der Aufsuchung 
der ungiinstigsten Betastung eine verschicdcne Hobcntage der 
Stiitzen n i c b t angenommen zu werdcn. 

Einftusstinie fiir das Stiitzenmoment M1. Bei dcr 
in Fig. 92 clargesteUten Bc 
tastungsart ist der rechtsseitige, 
abwirts gerichtete Auflager 
clruck (nach S. 91, Gt. 2) · 

o {(} ) 
daher das Stiitzenmomen 

M =Bl= Pl ( - l + u 
4 I . 

Es empfiehtt sich wegen .......,..=.,._ cndungen, nich,.t for 
M, selbst, sondern fiir {f M, die Einflusslinie zu zeichen. 
Lassen wir daber P = l werclen, so cutstcht 
6 '( f)"¢,014 l 4 l t2 -± t2 t . 
Die Darstettung dieses W crthes kaun Leicht konstruirt werclcn, 

den der erste Falto:'{ cdeutet bei verinderlichem 

eine l'arabct von der Spanuweite l nnd dcr Pfoithohe 1/16 • 

Die Ordinaten dieser Parabel miissen dann noch in dem Ver 
hiiltnisse (lj- u) : l vergrifsert werden, um die Ordinatcn 
dcr EinfLusstinie von M,: l clarzusteUcn. Zn dem Ende projicirt 
man die Para bet-Ordinate wagerccht nach A, E, trigt links von 
A1 eine Strecke A1 L = l ab und zieht durch L u. E cine Gerade, 

(,'ig. 92. 

I 
Bi 
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rlcrcn Vcrtangcrung auf der Hichtung der ursprtingLichen Parabcl, 
Ordinatc das Stlick JIJ == M,: l bcstimmt. 

Die Einfl,ussLinic fir M,: l hat noch folgende ken 
zeichncndc Eigcnschaftcn: N cnnt man ilne Ordinate y, so wird 

'% ") » '( ") = 4! pd5,-4r!-3). Fir u==0 ist 
rt y 1 _ 1 . l fi' . _ 7 ,, dy 1 1 . l D" at 4'·==it4,,° 9p9'· ie 
'l'angcntcn an die Endpunktc dcr Kurvc sclmcidcn daher auf den 
AufLagcr - Scnkrcclttcn die Stucke 1/4 bczw. ¼ ab. Fiir 

==:V3=0,pat wird""==0, mitlin ,==,4',,-== 0,0962 . u 6l/ 3 
Die so crhaLtenc Figur ncnnt man die M,-Fiche mit dem 

Muttip Likator fL = t, d. h. die Ordinatcn der Figur gebcn, mit l 
rnuttipticil't, den Einfluss ciner Last Eins auf das Moment M,. 
M,:l bedeutet cine Kraft; als Einheit fiir die Ordinaten y ist 
daher irgcnd cine (von l unabltangige) Lastcinhcit zu wahLcn. 

Anf die statisch unbestimmte Grifse M, wird alles Fernere 
zuriickgcfohrt. W cit die · EinfLussLinie fiir M, aber cine Kurvc 
ist, so so tt die Einrichtung so gctroffon werdeu, <lass weitcrc 
krumme Linicn nicht mehr notldg siud, vieLmehr dicsc cine zm· 
Beantwortuug atter wciteren Fragen zu verwenden ist. 

EinfLussfU-iche fiir IM,. Gegeniiber einem cinfachen Triiger 
von dcr Spannwcite A C = l bringt das Stiitzenmoment M, cine 
V crminderung des AuHagcrdruckes A um M,: l daher eine Ver 
minderung des Biegungsmomentes JM, an betiebiger Stette um 
M -l 1 x bervor (11ach Gt. IV a, S. 83). 1st aLso das ,,einfache 
Moment" 111;., so wird das wirkUche Moment 

L,= w, "yr. 
Um nun M1 : l unmittcl,bar benutzen zu konnen, 
Multiplikator absondern und erhiilt 

w, (% !y a=-@ l • 2) 

muss man x aLs 

Die Einftusstinie ftir das einfache Moment M' ist (nach 
Fig. 74, S. 72) cin Dreicck, zu dessen Auftragung die Streckc x 
(gteich dcr Abscisse der Schnittstette) auf der Llnksseitigen Auf- 
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tagersenkrechten abgeschnitten wird. Um nun M': x zu crhatten, 
wie jetzt notbig ist, braucht man nur statt der Strecke a die 
Lasteinheit aufzutragen und im Uebrigen nach Fig. 74 zu verfahren. 
Um nun nach Gt. 2 den Werth M, : Z Leicht abziehen zu konncn, 
trigt man die Einflusslinie fiir M': 
nach derselben Seite mit der M,-Linie 
auf; der Unterschied der Ordinaten 
stellt dann, mit dem Muttipticator x 
vervietfacht, die Einfluss fl ache 1 
fiir M, dar (Fig. 93). Denkt man sich 
im Felde CB auch einen einfachen 
Trager, so hat eine Betastung dessetben 
auf das einfache Moment M' des 
Linksseitigen Tragers keinen EinfLuss. 
Zieht man von dem EinfLusse = 0 den Werth M,: l ab, so 

entstcht L,= a( ""); die Einftussfiche fir M, wird daher im 
rechtsseitigen Fettle einfach durch die M,-Linie begrenzt, deren 
Ordinaten negativ zu nchmen sind. Positive Einflussfliichen 
sind in Fig. 93 senkrecht schraffirt, negative wagerecht; darnach 
ist unter den Verhiiltnissen der Figur im tinken Fettle durchwcg 
positiver Einfluss. Wird aber a grifser, niihert sich die Schnitt 
stelle mehr der Mittelstiitze, so riickt der Punkt D, auf derselben 
Geraden DC bteibend, nach C hin, und AD drcht sich, fLacher 
werdend um A, wihrend die Figur im Uebrigen unverindert 
bteibt. Bei einer bestimmten Lage F des Schnittes wird dann 
AD in der Lage AD, die Kurve AC im Punkte A beriihren 
und bei noch weiter gehender Verschiebung des Schnittcs die 
Kurve A C schneiden, wodurch die Einflussverhiiltnisse ge 
iindert werden. 

Ist fur die Grenztage F des Schnittes 
AF==a,, so ist nach der Figur 

,r=]'', a 
3) a,==%l. 
Diese Stelle F' in der Mittettinie des Trigers 
heifst Fe stp u nkt. 

Fiir eine Lage des Schnittes zwischen 
dem Festpunkte• und der Mittetstiitze (Fig. 94) 

Fig. 93. 

wird die Kurvc 
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AC von der Gcraclcn AD in G gcschnitten. Hat G die Koordi 
naten u, und y,, so winl nach der Fig. 94 11ncl naclt GL :J: 

__ 1 (l ) l _ 1 ( ) . o} #'4%° 41 %# 5 
daraus ergiebt sicl 

4-) 

6) 

J ctzt sincl yon === 0 bis u, ==u, die EinfUi.sse ncgativ, von 
u ==u, bis 1,1, = l positiv, lings des recbten FcLcles wieder negativ. 

Auf Grund dcr EintLussfigurcn Lassen sich nun die ungiinstigsten 
Betastungsartcn und die aufsersten Werthe der Momente setbst 
bestimmen. 

Fiir cinen Schnitt Links vom Festpunkte F ist die EintLuss 
fiche (Fig. 93) im Linkon Fettle positiv, im rechten negativ. 
Bei stetiger bewcgticher Last p muss daher ( abgesehen von der 
stets vorllandcnen sfandigen Last g) nur das tinksseitige Fetd, 
u. zw. auf seine gauze Lange, mit p betastet sein, wen M, 
seinen grifsten Werth M,,,,,0,,, erhaLten sott, wahrend ftir M.'" min 
das Gegentheil gilt. Im ersten FatLc ist 

A==®ggl 7hr¢ l, daher 
5) J.lilxmax = 3/s g l X - 1/2 .CJ X2 + 7/16 pl X - 1/2 p x2, 
oder, wenn man p = q-g setzt: 

a) M,==7hsqla'\gqa? hsgl@. 
Im anderen Falle ist 

A==%gl- h%pl, 'daher 

{ 
Mx,,.in = 3/s r;lx- ½ gx2 

- 1/16plx 
==hhsgla 'gga?-hwql@. 

Diese G-teichnngen geUen von x = 0 bis x ==3,l. 
Fiir eincn Schnitt zwischen dem Festpunkte F und der 

Mittetstiitze C muss nur die Strecke von G bis C (Fig. 94), 
d. h. von u ==u, bis u = l mit p betastet sein, damit Mx ma.-,; ent 
stehe. Der Bcitrag dicser Betastung zu M., ma"' wird bekannttich 
(nach S. 7 4) erhatten, inclem man die positive Einflussfliiche GD C 
mit p muttipticirt; jedoch muss auch noch der Multiplicator==- x 
als Faktor beigefiigt werden. 
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Fiir eine Abscisse u zwischen u0 und x berechnet sicb die 
Einfluss-Ordinate n7 ( ats Unterschied der Ordinate dcr Geraden AD 
nnd der Kurve) : 

1 1 1 ( u3 
) u 5 u 1 u3 

Tj=T(l-x)•.x ·U-Tt u- l2- =x--=rT+ 4- l3 
Ebenso wird rechts vom Schnitte 

1 1 ( u3 
) u3 

,&)a' pl=1--47Fi 
Daher ist 

. G(xu 5 U 1 it3 ) (;(t 5 U 1 ..rl% ii+ilUi7+ 
_ fj~: . C ~:_ 5 -3'.!'_ _!_~3

) l -pxl ,.: dit~'"du ~l,\ 4 l + 4 ZJ clit r 
Dies giebt wegen u== l2 (5 - 4 l/x) : 

pl2 ( x x2 2 l) M= 9'=-544, p+,' 

) j 

Mx min kann hieraus berechnet werden; denn da die Betastung fur 
Mxmin diejenige fur M.,maa; zu votter Betastung erganzt; so muss 

M,, ,,,;,. + M,,,,,a, = 3/sP lx - lfap x2 sein, fotgtich 
pl2 ( 13 x 2 l) Ma=94--D5+4 7 %' 

li'iigt man noch den Beitrag der standigen Betastung hinzu, so wird 
schtiefstich 

3 t' 2 pl2 ( x x2 2l) 7) M, ggla- s9@+'9 -544,-+ , 

8) - 3 1 2 p l2 ( 13 X 2 l ) M ==ggla-3gs-9--D5 4 7+,\ 
Fiir x = l wird nach Figur 94 die positive EinfLussftache 

zu Nutt; M,, ma." vertangt daher fur diese SteUe vottiges Fehtcu 
der Last p, llixmin atso votte Betastung mit p. Dies sind wieder 
2 Betastungsarten, bei denen p nur ganze Fetder frei tasst bezw. 
bedeckt, die daher in der friiheren einfachen Berechnungsart schon 
enthatten waren. Die genauere Berechnung giebt daher nur 
zwischen ==0,8l und a==l Abweichungen gegen die friihcre. 
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BcjspicLsweisc wird fiir a=== 0,9 l: 
IM, ====0,0675.yl?4- 0,00611 pl? gegen 

- 0,0675 .CJP + 0 -pl2 naq_b dcm .Fri'thcrcn, 
M.== - 0,0675 .r; l2 - 0,07 361 p l2 gcgcn 

- O,0G75 fJ l2 -, O,0G76 JJ l2• 
Sind dicsc Abwcichm1gen anch nicbt unbcdeutend, so habcn sic 

. <loch fftr die Bcurthcil,ung dcr Anstrengung des Triigers ur 
gcringc Wichtigkcit, wcit an dcr MittcLstiitze, atso zicmtich dicht 
daneben, das dem 'Zahlenwerthe noch viel bedeutendere Moment 
'ls (@ A p) vorkommt. Fig. 95, 

ln dcr Dan;teUung der Momcntc 
gicbt sich die Abwcichung in fotgcnder 
Weise zu erkennen: Hat man fiir die vier A 
vcrschicdcnon Beliastungr:;arte11 , die auf 
S. 92 genannt wurden, die Momente {C, 
anfgctragcn (Fig. 95), so zeigen die obcrc und unterc Be 
grcnzung rcchts von dcr Festpuukt -Senkrcchten F1 F'2 Knicke 
in Fotgc Dnrchschneidens dcr Linien. Diese Knickc rnndcn sich 
rnrn nach den gcnaucron Oteichungon 7 nnd 8 durch Kurven aus, 
die sich bei F', und C, bezw. bei F, und U, tangential an die 
vorhandcnen Linicn anschmicgcn, wie durch gestricbette Linien 
angedeutet ist. Es empfichl,t sicl1 ahcr, statt <licser schwa.ch ge 
kri:immtcn Kurvenstiickc einfach ge rade Linien F, C, und F 2 02 
ZLl zichcn, wctchc die V crhiittnissc noch ein wenig ungUnstiger 
darstel,ten, ats sie wirk.l,icl1 sind. Auf diese Weise kommt man mit 
den friiheren Rechnungen aus und bedarf dcr Gtcichungen 7 und 8 gar 
nicbt. *) Man zcichne atso die Momentcn-Parabct AF1 fiir den Zu 
stand p,==9, %==q und die Parabel AF, fiir den 'Zstand p,==q, 
JJ2 = y, trage das Stiitzenmoment M1 = 001 for den Zustaud 
p 1 = p 2 =-= q, sowie das StUtzcrnnoment M 1 =CO, fiir den Zustand 
,=-%=-g auf ud ziehe endlich die Geraden F, C, und F,O,, so 
bat man mit gcn'iigendcr Genauigkeit die grofsten und kteinsten 
Momcnte M",; die sonstigen Linicn in Fig. 95 sind dann iiberfLiissig. 

EinflussfLache fiir die Querkaft Q,. Nach GL. 2, S. 101 
• 1" M' Jjfl D l 1 • • ' d' () ·l . ft Q - d M war ,==. ,- j @. a nun attgemem tie guerrat h da? 

so wird Q.,==Q, hM, 
,C - ,C /, ) 

·Y:) Vgl,, Wcyraucl1, zur Verei11fachung· dcrBercch11ung durchg·ehenuer 
Triger; 'Zeitschrift des Arch. u. Ig.-Vercis zu Hannover 1890, S. 202-20G. 
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worin Q_; die ncinfache Querkraft". Hiernach hat man von den 
EinfLuss-Ordinaten fur Q.~ (s. Fig. 76, S. 75) nnr die Ordinatcn 
der Fiche M,: l abzuziehen und erhatt in Fig. 96 die EinfLuss 
fiche fiir Q.. 

Um Qxmax zu erhatten, muss man 
die Strecke vom Schnitte bis zur Mitte 
betasten. Eine zwischenliegendc Ein 
fLnssordinate hat die Grofse 

Fig. 96. 

} o-le) 
5 u u 

·= l - 4 T + 4P' 
und es wird 

j • ±y .av J i +i) 
pl ( 7 x 5 x2 1 x4) 
- 4 4 -4 l + 2 l2 - 4 l4 • 

Bei Betas tung beider Fel,der mit p wird Q,, = 3fB pl - p x; 
diesen Werth muss Qxmin + QX?ll«X habcn, so dass sich 

v/( 3 1 Q== 1 42 47 
Bei gteichzeitiger Beri'Lcksicht.igung der standigen Last g 

wird dann 

ergiebt. 

( 
3 ) pl ( 7 -.Lr 5 x2 1 x4) 9) Q=gs -.X + 4 4 - l + 2 l2 - .. 4 l 

» a. »(g ) (}+3% {) 
Die i'Lberhaupt vorkommenden grofsten Querkrafte an den 

Stlitzen ergeben sich nach dieser Rechnung genau so wie bci der 
fri'theren Rechnungsweise; es wird nimlich 

for X ==o:Q%a== 3/s gl + 7hs 5 
Qxmin = 3/s gl- 1!16Pl; 

fur .r = l: Qxmax = - 5/8 gl 
Qxmin = -5/s gl- 5/spl. 
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Fii.r aUc iibrigcn SchnittsteUcn aber 
grofserc W crthe ats die friibere .Be 
Lastuug voUer Felder. Die DarsteUung 
von Qs und Q,% zeigt Fig. 97. 
Jedoch kann man auch bier an SteUe 
der schwach gekriimmten Kurvcn rccht 
wohl gerade Linien A,U, bezw. 4,0, 
setzen und braucht dann die GL. 9 
nnd 10 uicht zu benutzen. *) 

geben die Gt. 9 und 10 

Fig. 97., 

) Eingehende Behandlung der durchgehenden Triiger findet man u. A. 
i11 den Werkon: Dr. E. WinkLor, Thoorie dor Briickon, 1. Heft, 3. Aun., 
S. 90 u. f. - MliLl,or-BreaL,111, Graphische Statik, 2. Auft., 2. Band, 
S. 322 u. f. 



Sechster Abscllnitt. 

Durchgehende Trager mit Gelenken, Gerber'sche Trager. 

I. Anordnung der Gerber'schen Trager. 
Ein durchgehender Triger auf n Stiitzen ist n - 2-fach 

statisch unbestimmt, so dass n - 2 Elasticitiits-GLeichungen zu 
seiner Berechnung erforderlich sind. Diese werden entbehrlich, 
wenn man im VerLaufe des Tragers n - 2 reibungslose Gelenke 
anbringt; an jeder solchen Stelle ist dann der Biegungswiderstand 
NuU, atso auch das Biegungsmoment gteich Nutt, so dass n2 
neue Gteicbgewicbts-Beclingungen entstehen. Fiir die Ausfiihrnng 
des Triigers ist ein wirktiches Getenk meist nicht nothig, sonclcrn 
es geniigt in der RegcL eine cinfache Auftag·erung des cinen 
Trigertheiles auf das Ende des anderen. Es muss an der be 
treffenden StcUe cine Querkraft, nicht aber ein Moment iiber 
tragen werden konnen. Zweckmafsig ,vird die Anordnung so 
getroffen, dass die an der GetenkstcUe auftretendc Querkraft 
stets in demselben Sine wirkt, weil dan eben cine einfache 
Auftagerung hinrcicht. Diese Bedingung wird erfiillt, wenn auf 
cin mit Gelenken verschenes Triigerfeld stets ein sotches olme 
Gelenke folgt; auch darf die Zahl der Gelenke in einem Felde 
hichstens zwei betragen. 

Sotcbe Trager sind zuerst von dem 
bairischen Ingenieur Gerber ausge 
fiihrt worden. 

Bei 3 Stiitzen ist ein Getenk an- 
zwenden (Fig. 98). Bei 4 Stiitzen C,, , C, 
kinnen die erforderlichen 2 Gelenke { e > a " c } 
beide im Mittetfetde (Fig. 99), oder je 
eins in jedem Seitenfetde (Fig. 100) 
angeordnet sein. An diesen T'riiger 
sind 4 Theile zu unterscheiden: 

Fig. 98. 
C D 

A a • v 
Fig. 99. 

Fig·. 100. 
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1) der einfaehe Trager a) bei weLehem die Momenten-NuU 
ptmktc an don Enden tiegcn. Ob derseLbe an einem Ende auf 
einem Pfcil,er ruht (wie bei B in Ii'ig. 98, bei A _µnd B in Fig. 100), 
oder sich an beiden Enden auf anschliefsende Trigertheile stiitzt, 
ist fiir seine Hereehnung g1,eiehgiHtig; er verhiilt sich in cliescr 
Hczichung ganz wic ein gewohnticher einfaeher 'l'ragcr auf 2 End 
stiHzen und wird nur dnrch Lasten bceinfLusst, die an ihm seLbst 
augreifen. 

2) Das Kragstiiek b biLdet die Verliingerung cines Triigers 
auf 2 Stiitzen, ist mit diesem steif verbunden un l tragt an seinem 
Ende mittel,s GeLenkcs oder gLeichwerthiger Anordnnng den ein 
fachen Balken a. In den Piguren sind CD, C,D,, C,D, solehe 
K ragsti.ick.c. 

3) Das Balkenstiick c mit e in em ansclt Liefscndcn Krag 
Btiicke ruht einerseits auf einem EndaufLager uncl ist iiber der 
anderen festen Stiitze init dem Kragstiiek b zu cinem steifen 
Kiirper verbnnden. Dieses Stuck wird daher nicht mu <lurch 
cigeue Lasten, sondern anch <lurch diejenigen der anschtiefsenden 
Theile @ und b bccinflusst. 4C in Fig. 98, AC, und BC, in 
Fig. DD sind soLche BaLken c mit einem anschtiefsenden Kragstiicke. 

4) Das Batkenstiick d mit zwei anschliiefsenclen Kragstiicken 
b ruht auf 2 festen Mittelstiitzen, ist iiber beiden mit Kragstiicken 
b steif verbunden und wird daher auch <lurch Lasten der beider 
scits anschliefsenden Theile b und @ becinflusst. Ein Triiger 
stiick @ ist C, C, in Pig. 100. 

Will man die ZahL dcr FeLder weiter vermehren, so kann 
man iu Fig. 9D bei B ein Kragstiick b anschliiefsen und auf 
dieHcs wieder einen einfachen 'l'rager a sti.'ttzen ; oder man 
cntfornt in Fig. 100 die feste Stiitze B und legt das Stiick 
a== D,B auf ein Kragstii.ck b mit anschliefsendem Triger c, 
der auf 2 Stiitzen ruht. So fortfahrend, kann man ans den 
'I'lieiLe11 a, b, c und d Triiger auf belicbig viclen Stiitzen zu 
sarnmensetzen. 

II. Einflusslinien ; gri:Hste und kleinste Momente und 
Querkrafte. 

Fiir den einfachen 'L1riigertheiL a gilt das auf 8.72 77 Ent 
wickel,tc, mu ist durchweg t mit a zu vertanschen. 
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1) 

Bei gLeichmafsigen BeLastungen g und g + p = q ist 

{
Maimaro= ½ qx(a-x), 
Mn == 'h gw(a-c), 

das iiberhaupt grofste Moment 
2) M,== 'ls qa; 

1 
(a-x)2 x2 

Qromaro= q- 2a -g 2a' 
(ac)? w 

20 ==@ ga' '/2a' 
Das Kragstiick b, in Fig. 101 durch CD dargestellt. Fiilrt 

man durch dasseLbe einen Schnitt tt in dem Abstandc x vorn 
GeLenke D und Lasst eine Last Eins 

3) 

vom Schnitt aus nacb rechts wandern, 
u. zw. znnacbst bis znm Ge Lenke D, so 
wichst das Moment der Last in Bezng ~ 0 

auf die SchnittsteUe, aLso das Bicgnngs 
moment M,, von NuU an in gLeichem 
VerhaLtnisse mit ihrem Abstande vom 
Schnitt und erreicht den Werth 1 • x, 
wenn die Last bis D geLangt ist. Dies 
wird durch die Einf\,nssUnie TD, dar 
gesteLLt. Riickt die Last iiber D binaus nach rechts, so wirkt 
sie auf das Kragstilck nur noch mittcLbar, indem sic an diesen 
einen GeLenkdruck D erzeugt, der das Moment D x Uefert. Dicser 
Gelenkdruck nimmt aber, wihrend die Last von D nach B 
wandert, gleiclmiifsig bis auf NuU ab, daher muss das Moment 
cbenfalls gleichmifsig abnehmen, und man erhilt hiernach die 
weitere Einflusslinie D,B,. Das Biegungsmoment ~M'" an einer 
SchnittsteUc des Kragstiickes ist aber immer so beschaffcn, dass 
die entsprechende BiegungsUnie ihre erhabene Seite nach oben 
kehrt, wir bezeichnen es claher aLs negativ. Diescs negative 
Moment wird mogUchst grofs bei voUer BeLastung dcr Streckcn 
a und a. Beim Vorhandensein von EinzeUasten miissten die 
schwersten derscLben in der Nihe des GeLenkes D angebracht 
werclen, weiL bier die EinfLuss-Ordinaten am grofsten sind. Bei 
gleichifsiger Last g oder q bekommt man die Momente einfacl 
<lurch MuUipUkation dieser W crthe mit der EinfLussfLache. 

Fig. 101. 
t 
! b ,.F:tv fl. l 

cf" T! a 
u-rill E 

} , 
T) ~ ,! «. ca6)lllllIm. 

at a 
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Daher wird 

4) Mrom-1n.=- ½ qx (a+ ;x;); Mrxrnuroo = - ½ f/X (a +x). 
Das dem 'Zahlenwerthe nach grifste Moment am Kragstlickc 

f-indct sicl1 (fiir x = b) iibcr der Mittetstiitze C; es betriigt 
) L,== gqb(a+ b). 

Die Querkraft (Q, an dcr SchnittsteLLe tt, wetche durch 
cine wan<lcmde Lastcinhcit hcrvorgebracht wird, ist nach der 
GLeichung der senkrechten Kriifte gleich Eins, so Lange die Last 
iwischen dcm Schnitt und dcm Gctenkc D Ucgt, wird abcr gteich 
dem Gelenkdrucke D, sobald die La,st auf den Trigertheil a 
rilckt, vcrmindert siclt atso mit diesem nach B hin gleichmifsig 
bis anf Nutt. IIicrmit stcht die EinfLussfLache fir Q, fest 
(s. Fig. 101), und cs wird 

6) Qa==@(g@--a); Q%an=g(l @A a). 

Das Triigerstiick c mit einem an sch Liefsenden Krag 
st ii ck e, in Fig. 102 mit AC beiciclmet. Der Theil c wird 
durch Lasten, die an ihm seLbst auf'. 
trctcn, gcnau so beeinfLusst, wie ein 
cinfacher T'riger auf 2 Stiitzen, da das Ai<-ll'--/ C B 
Kragstiick b und der Theil a, solange { I r 4 ii, a l 
sie nn hcLastet sind, keine Wil'kung I / 
iiben. """;< i.gs\3, 

E i n fL u s s fL a ch e fii r <l e n A u f- 
1, ager d ruck A. InnerhaLb des FeLdes 
c ergiebt sich die Linie A1 C1 ats Ein- B2 
fLussUnic fdr A. Scln-eitet die Last i'-,,_f Ft. : f,:,, • 
ow muor die site o 1i aehroohts, t fy. o] « h, 
so erfihrt dadurch A keine unstetige 1,4,%. b, 
Aendernng; zur Bestimmung von A 
<lieut uach wie vor die MomentengLeichung zwiscben A und der 
Last in Bezug auf den Pnnkt C, es crfihrt nur das Moment der 
Last und damit auch A einen ZeichenwechseL. Daher ist die 
Geradc A C bis D, mu verliingern. Am GeLenk aber tritt eine I I I 
Acudernng· des Gcsetzes ein, weiL bei weitcrem. Fortsehreiten die 
Last nur noch mit dcm Antheite D auf A einwirkt; daraus er 
gicbt sich die Fortsetznng D, B, der Einflusslinie. 

Fig·. 102. 
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7) 

Die Ordinate bei D, ist 1/c • b. Es wircl 

( A __ .£_ _ b ( a + ~ _ .. ~ (i - g b ( a +o 
I ' max - q 2 g 2 C - q 2 (j c2 

[-£( 4,}) 
Einflussfliche fiir das Moment an einer Schuitt 

stette t t. Innerhatb des Fetdes c ergiebt sieh die Einftusstinie 
nach dem Fri.i.heren zu A2 1'2 C2• Aus densetben G·ri.i.nden, wie 
vorstebend in Bezug auf A ertautert, und weit cine Last rechts 
vom Scbnitte zu dem Momente JYJ'" stets den Beitrag A., tiefort, 
ergiebt sicb, dass die Einftusstinie 1'2 C2 bis D2 einfach zu ver 
tangern ist und clann mit einem Knick von D, nach B, sich fort 
setzt. Die Ordinate von D, ist x;c • u. Hiernach wird dann 

8) 
{ 

]J.1,.,- _ x(c----=-x) _ x __ li (a+ b) 
'.1.wmax - (J 2 (/ 2 C , 

, _ x(c-x) x b(a + b) Ma=U 245 % 
Den grofsten Werth M,, welchen das positive Moment am 

"rragertheiLe c i.i.berbaupt erreicltt, konntc man finden, intlcm man 
JYJ.max nach x auf seinen Grofstwerth untersuchtc. Einfacher ge 
Langt man aber zum Ziete, we1111 man bede11kt, <lass Mxmax wiedcr 

von der Form A." - 1/2 q_ x2 ist, dessen Grofstwerth : ; . Nimmt 

man nun A aus Gt. 7 for A,.0.,, so winl 

9) JJ:I. = <J c_2 (t - (I ~ ( a y, s 8 q c 
EinfLussfLacbe for die Querkraft an dcr Schnittstt·Uc tt. 

Inncrbatb der Strecke c ergiebt sich ftir Q., die EinfLnsstinie 
A, T, T,C,, die sich damn, iibercinstimmend mit derjenigen fiir 
den Auflagerdruck, nach D, und B, fortsctzt. Es winl clann 

10) 

! 
Qxmax=<J (c-=x)2 -·y(:i;~..J_ b(a+b)) 

2c 2c ' 2c ' 
« s) (@" a+b) Ou==0 g, gr 2c ' 



If. Ein/lusslinien filr den Oerber'schen J'rt'i17er. .113 

Das T1•agerstiick d mit beide1•seits anscbliefsenden 
Kragstiicken, in Fig. 103 it C,C, bezeichet. Auch der 
'l'heit d wird durch Lasten, 
die an ilm selbst angreifen, 
ebenso beeinfLusst , wie ein 
einf'aelter 'l'ra,ger auf 2 Stiitzen. 

EinfLnssnae he fii.r deu 
Auftagerdruck C,. Die 
Linie c; c; ist seLbstvcrstand 
Lich, und ebeuso wie beim 
'l'ragerstiicke c crgiebt sieh die 
Fortsctzung C,D' B,; aus den 
se then G riindcn muss abcr 
auch naeli Lin kH die Gerade 
c; c; bis D' weitcrgelm, nm 

4 t tc t tn 
a,pill 3 
: fl· 10' t 1 
j n 
I I 

A; p {B, 
I I ' 

! \ i { 4 '±he I 2r~ , ,;:;,C; M 1" ,.....,_,,., ..., ;H, 
I ~ 1.-,1 x 1£. ' n ,, I _, 
I D l I J J I 
{ Y i.' i i 

~
h'" ',[----·:I :,,, f 

A : I ((2 i 
3 aari By 

'Ei_ X ''•· lJJ" 

clann Hach A, alizufaUcn. Die Ordinate von D' ist b + d Es 
d 

wird also 

11) 
{ 

C1 _ ( b + d)( a + b + d) b ( a + b) 
i·maoo-(J_ - 2d -g 2d ' 

3+0g,)®+0 4£,y. 

J.2) 

Die Einflussfliiche fiir das Moment an dcr Schnitt 
steLLe t t erg'iebt sieh naeh den beitigtieh des Tragcrstiickes c 
gezog;enen 8el1Utssen, wie in Fig. 103 gezeichet. Die Ordinate 

des Punktes D" wird d-;;, x . /J, diejenigc des Punktes D' aber 
X a b. Danaeb crbatt mau 

{ 

, _ ;x:(d-:x:) . b(~+b) 
.1J1oomaoo - q - 2 Y 2 , 

M.,,1wln = g _?) «" 
Da die Letzten Gtieder dcr reehten Seiten von x nnabbangjg, der 
Grof'stwerth von •;2 x (d-x) al.>er (for x = 1/'), d) 1/8 d2 ist, so 
wird das in der Mittc von d anftretende grof'stc positive Moment: 

13) M4 = 1 /8 q d2 - 1 /2 g b ( a + b) . 
Keck, Elllstlciti\tslchrc. 8 



1 14 Sechst1'r Abschnitt. Gerber'scher 'J'rtigei·. 

Die Einftussftaehe fiir die Qucrkraft Q, in ti'ig. 103 
bedarf ebenfalls keiner niiheren Begriindung mchr. Die Ordinaten 
der Punkte D" und D" sind 1/a • b. Man erhatt Leicht 

j 
((d-x)2 b(a+b)) (x2 b(a+b)) 

Qx maoo = q 2 d + ~ d - y 2 d + - 2 d ' 

",,,%(¢, », yy ,(g', at 
';?'oonun -- g 2d 2d q 2d 2d · 

Ill. Eintheilung der Spannweite. 
Die vorstehenden Entwicketungen tiefern fur atle SteUen 

die grifsten und ldeinsten Momente und Querkrafte, wenn aufser 
den Lasten die einzetnen Langen a, b, c und d gegeben sind. 
1st aber nur die ganze zu iiberspannende Weite uncl die 'Zahl 
der ZwischenstiHzen gegeben, so hat man bezti.glich der Ver 
hiiltnisse zwischen den Langen der einzetnen Theite inncrhatb 
gewisser Grenzen freie W aht. Es mige nun hier wieder, wie 
bei den durchgehenden Triigern oh n e Ge Lenke, die Bedingnng 
gesteUt werden, dass durch Ausgteichung der in den einzetnen 
Theiten auftretenden grifsten Momente das ii.berhaupt vorkommende 
grofste Moment mogtichst vermindert werde. Es muss dann 
gteichzeitig stattfinden: 

M,==M;; M,==M,; M,==M,. 
Zunachst tiefern dann Gt. 2 und 5: 

½ q_b (a+ b) == qa, mithin 
b (a b) = ¼ a2 und 

=-a(l/'% ±)==0,207a. 
15) 

16) 
Sodann wird nach Gt. 2 u. 9: 

(1 9 +y, q c" 
oder wegen Gt. 15 

17) 

g a c2---=ac und q 4 

C = ; ( 1 + y 1 + f) . 
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Sch Lief's Lich giehL die Verbindung der GL. 2 und 13 mit Rerii.ck 
sichtigung von GI,. 15: 

J 8) 4/ 9 d===a/14- . q 
Wichtiger als die AusgLeichung der :Momente ist aher die 

Vormci<lung ncga1:iver Auf'Lagel'driickc. Durch starkc 
BcLastnng dcr Strecke OB in Fig. 102 kinnte der Triiger bei A 
vol' dcr Stti.tzc abgelioben werdcn. SoU dies nicht crfol,gen, so 
rnnss .A,,.;" > 0, oder nach GL. 7 

- ,q b ( a + b) > 0 oder 
q c° 

b(a-+ by{U y sein. 
(J 

L/m zu erfahren, in welchen Fillen di Bcdingung;en fUr die 
Momenten-Ausgtoichung rnit dieser Standsicherheits-Bedingnng in 
U eheroius1:immung sind, fiihrt man die W erthe dcr GL. 15 und 
17 in clie Bcdingnng 19 cin uud erhii.Lt 

'(-{) q q 

Durch Prohicrcu erg'ieht sich hiera,n:-, 

20) /(9,2a. 
(j ' 

1st dicsc Bodingung crftiUt, so wcrden die GLeichungcn 16 unil 
17 fiir Ausgl,eicbung dor Momente V crhaLtnisse Liefcm, die cin 
Aufldppen des Triigers nicht hefiirchten Lassen. 

Auch das 'J'ragerstiick cl kann, wenn auch wenigcr Leicht, 
durch starke Belastung der Strccke C, B (Fig. 103) von der 
Stiitze C, abgehoben werden. Damit dies nicht crfol,ge, muss 
01 min 2: 0, aLso nach Gl,oichung 1l 

21) r, (b + d)( a J- b-4 d) ?:: q b ( a + b) 
scin. Die AusgLeich--Bcdingungcn HS, 16, l8 sind hiermit 111 

U ebcreinstimmung, wcnn 

22) 
g =>(),09 (j - 

S·X· 
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IV. Gelenktrager auf 3 Stutzen. 
Wendet man die in den Gt. 16 u. 17, S. 114 gegebenen 

Verhattnisse an, so wird die Weite des tinksscitigen Fettles 

ll =C= ~ (1 lV 1 + U/q), Fig. 104. 

die des rechtsseitigen Fettles " c x11~ 

L,== a + b = 1,207 a (Fig. 104). 
Diese Weiten sind einander nur gteich for U/q= 1, fur atte 
anderen Pille ist L,]> l,. 

1st eine sotche Ungteichheit der Fetdweiten nicht zutassig, 
wird vietmehr a + b = c ats Bedingung gesteUt, so muss 
dafiir eine der Bedingungen M1 = M~ und M2 =M, unerfiillt 
bteiben. Wiirde man nun etwa M,== M, beibehalten, so erhiette 
man M3 im AUgemeinen grofser ats M1 und M2, so dass dcr 
Zweck: die Herabminderung des grifsten Momentes, nicht erreicht 
sein wi'i.rde. Ebenso wenig tiefert die Gteichsetzung von M1 

und M, cin befriedigendes Ergebnis. Brauchbar ist aber die 
Bedingung M,== M;, und man erhatt, wenn man bedenkt, dass 
a + b = c sein muss 
23) c==b(14VT+ g,). 
Da c gegeben ist, so steht hiernach b und auch a ===cb fest. 

Man findet, dass dieses Verhattnis auch der Bedingung HJ 
(S. 115) gegen Aufkippen geniigt, sobatd U/q ~ 0,23 (iibereinstimmend 
mit 20). · 

BeispieL: Ist die gesammte Weite beider FeLtler L und 4/,==0,5, 
so konnen ohne Gefahr des Aufkippens die Ausgleichungs - Bedingungen 
benutzt werden. Man erhilt 
b==0,207a, mithin l,==a-]-b==1,201a; l,==c==3[%a(1-]-]/1,5)==1,112 @. 
Daher ist die Gesammtweite L == 2,319 @ oder a==0,131 L; b = 0,osu L ; 
c = 0,480 L . Bei dies en Verhattnissen sind die grofsten Momonto Jh\ , 1112 
und M, einander gleich und am einfachsten nach 

M,==3Jg qa?== / qT?·0,431? == 0.743 ·/gg q L? 
zu berechnen. Bei der Wahl, zweier einfachen Trager von der Woito ½ L 
ware das grofste Moment 1/32 q L2 gewesen; die bier gewiihLte Anordnung 
ermogticht aber eine Verminderung des grofsten Moments um 25, 7 0/o . 

Ist eine gteich e Weite der Fetder Becliugung, so kann man nach Gt. 23 
c = b ( 1 + V\5 )2 = 4,05 b, atso b ==0,2025 c und a=== 0,7975 c wihlen. Die 
beiden grofsten Momente werden dann 

M,==Ms==9qb(a-]-b)==h»qc·0,205.c==0,81.·3Jg qc? ==0,813/3g q L? 
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Danobon wb-d M1 = 1/8 qa2 = 0,11311 • 1/:12 qL2• Die Vermindornng des gr6fsten 
Momontes botragt jotr.t al,so nur 19 0/o gog·onilber einfaeben Trligorn. 

V. Gelenktrager auf 4 Statzen. 
Bei 4 Stiitzen gicbt die Ausgleichung der Momente keine 

Vcrantassung zu unsymmetrischcr Antage. 
Nach den Fig. \)\) 11. 100, S. 108 sind 2 vcrscbiedene An 

oru.nungcn mogtich. Lcgt man die Fig. 105. 
GcLcnke in das Mittetfel,d (Fig. 105) .,....--,,-~,,_-...,,.... _ ___, 
so wird jedes Scitenfetd l1 = c, das c 'b' a o ._ 
Mittelfeld L,== a + 2 b. Zm· Ausgteichung der Momente fli.hren: 

l,=c= "%(14 V1-44f,); L,=1,14 a. 
Boispiol,: Ist wiedor 9/q=0,G, so wird l1=c=1,112a, mithin das 

Vorlti.il,tnis dor Fetdweiten 
v===l,:l,==1,414:1,112== 1,27. 

Die Gesammtweito ist L = (1,u2 + 1,414 + 1,112) a = 3,638 a und a== 0,274 L ; 
fo'Lglieh b = 0,067 L; l1 = C = 0,300 L; l2 = 0,388 L. 
Das grifste Moment wird M,{==Ms==M,==3[gqa?== 0,615·3/,g qL}, also 
11.m 32,5 °lo goring-er aLs boi Einzel,trag·em. 

Lcgt man aber 
Fl. 11.3), so wird 
der Momente ftlhron 

b== 0,207 a; 

die Gel,enke in die Endfetder (Fig. 103, 
l,== a + b; l2 = d. Zur Ausgteiclnmg 

Boispiot: 1st wioder 9/q=0,r,, so ist nael1 F01·meL 22 (S. nr)) die 
AusgLoichung tier M:omentc zuliissig. Es wird 

l,==1,07 a; ls==a]/1,5==1,221 @; 
hior ergi.ebt sieh al,so die MittcWffnung nur wenig· grofser aLs di.e Soiten 
offnung·on (bei kLeinom 9/q kann sic sog·ar otwas kLeiner werdeu aLs 
letztorc). Die Gosammtweite ist L = (1,207 + 1,w + 1,207) a= 3,o3s a; da 
<lieso VorhiiLtniszahl, dicsel,bo ist wie im vorigen BeispieLe, so muss aueh 
das griifste Moment wieder 0,67%·3/,9 qI? soi. 
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Besondere Formen des vollwandigen Tragers auf zwei Stiltzen. 

I. Innere Krafte eines Tragers mit nicht parallelen Gurten. 
Bei einem diinmvandigen Trager mit parallelen Gurten Lassen 

sich die NormaUuaftc an einem Querschnittc zu einem Kraftc- 
paare Ne== M musammensetzen, die Schubkrafte zu J<'io·. lOG. 
einer Einzetkraft Q. 'Zu dem Widerstandsmomente '° 
tragen (nach S. 61) wesenttich nur •die Gnrtcn bci. □T 
Anihernd kam man die Norma1,kraft ats gteich- a N 
mifsig iiber den Gurtquerschnitt F vertheiLt ansehen; - ,. 
es wird dann N = a F und c gteich dem Abstande h der Schwcr 
punkte der Gurtquerschnitte von einander, mithin 

M==Nh und a==N:F. 
Ferner wird Q fast allein und zicmlich gleichmiifsig von der 
Wand aufgenommen, daher Q==t,@c== t,3h (anihernd), also 

Q 
,5h' 

Sind nun die Gurten eines 'l'riigers ni ch t paraUet, haben ihrc 
Mittettinien einen verziirderlichen lothrechten Abstand h vo 
einander, so sott wiederum die in der Laugenrichtung eines jcden 
Gurtes auftretende gesammte iuncre Kraft als iiber den Gnrt 
querschnitt gleichmiifsig vertheilt angenommen werden, und aucl 
hinsichttich des tothrechten Abscheerungswider- :fig. 107. 
standes der Wand werde ebenfatts eine gteich- ~ 
mafsige Vertheitung ilber die Hihe der Wand CI 
vorausgesetzt. 

N ennt man (Fig. 107) die Spannkrifte der • Y 
Gurten O bezw. U, ihre Neigungswinkel o bezw.y, 1,, 
die Wandscheerkraft Y ( 0 ist als Druck gedacht), u 
so erhilt man die wagerechten Scitenkriifte O cos o und U cos », 
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die scnkrochten Seitcnkrafte O sin o, U sin v und Y (Fig, 108). 
Ist mun, wie bisher, M die Momentsumme der iufseren Kriifte, 
bczogc11 a□f cinc11 Pnnkt des Qucrsclmittcs,~ Q die Grofsc der 
Hcsul,tircndcn al,1,cr iiufseren Krafte am Unks- 
scitigcn '.l'rti.gerstiicko (Q mit der Ricl,tung anf 
wa,rts geclacht), so vcrLangt das Gteicl.Jgewicht: 

J) 
2) 

Q COS W = U cos v, 
0 cos w · h = U cos v · h = M, 
Y = Q - ( 0 sin w + U sin v) . 

Die wagcrcchtcn Seitcnluaftc der Gurten biLden 
aLso mit, dcm Hcbcl,arme h das Widcrstands 
momcnt. 

li'ig. 108. 

01:osru 
< 

'sin vy 

Wiihrcnd bcim Trii.ger mit paral,1,cl,cn Gurtcn die Qnerkraft Q 
al'Lcin von dor Warnl aufgcnommen wurdc, nclnnen Id.er die Gurtcn 
(durch ihre senkrechten Scitenkriifte) cinen Theil der gesammten 
Qncrkraft Q auf, uud nur dcr Host Y nimmt dcu Scheerwide'rstanu 
dcr Wand in Ansprncb. 

Die Ourtkrid'to O und U sind nach m. 1 ans dcm Momenta 111 
. Lb b h .. 1• b O M U M nmmttc ar zn crcc non, 11::1,m~1c =-..c , _ - . 

/i, COS !O Ji COS V 

Durch Einfiihrung dieser W crtlte cntstcht aus Gt. 2: 
111 

Y:.....cQ--h (tgw -1- tgv). 
Ji'ig. 109. 

f st abcr (Fig. J 0~)) dh die Zunahmc dcr 'l'ra,gcrh1ihc 
anuf' ein Lingenthcilchen daw, so wird clh= dx (tg co+ tg v ), 
it hi 

Y--o an h dx 

~-dli 

Wac 

Fiir dh >o . t y· ~ ri da < 181 5'&· 

Es ist mu ach S. 53, GL. 1, die Qucrkran Q"! 
,X 

dM M dh fo'Lg'Lich Y = dx -·hdx; dies lrnnn aber noch kiirzcr ge- 

Rcl,ricucll wcrdcn. Es ist niimlicl 

(")" ='(oar \ h Ii h1 Ii »") /,, , 
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so dass 

a("y Y =h h entsteht. 
@a 

Aendern sich nun M und h in gteichem Verhii'Ltnissc, winl M: ft 
unverinderlich, so wird Y = 0. 

Bei derjenigen Betastungsart atso, bei wetcl1cr 
sich Moment und Trigerhihe in gleichem Verhiiltnis 
indern, ist die Wandschecrkraft g·teich Nutt. 

4) 

II. Einflusslinien eines einfachen Tr~gers mit nicht 
parallelen Gurten. 

Einf lusslinien fii die Gurtkrafte O und M. Da 

o-.M v, M 
h cos (l) ' h cos V ' 

so sind die Einftusstinien fur diese von dcrsetben Form wie die 
jenigen for M (s. Fig. 74, S. 72), die Ordinaten sind nur durch 
h cos w bezw. h cos v zu theitcn. Man trage daher am Unksseitigen 

Auf'lager icht a, soder," bezw.," auf und ver 
• COS Ol COS V 

fahre im Uebrigen wie frtiher 
(Fig. 110, b). Diese Verhiiltniszahlen 
sind nach einem wiUkiirtichen Krafte 
Mafsstabe aufzuzeichnen. Beztigtich 
der ungiinstigsten Betastungs 
art fur die Gurtkrafte gitt 
hiernach dassetbe . wie fur 
das Biegungsmoment. 

EinfLusstinie fiir die Wand 
scheerkraft Y. Um Y zu finden, 
verlingert man die Richtungen der 
Gurtkrifte O und U ('Tangenten an 
die Mittettinien der Gurten) bis zum 
Schnittpunkte L und stellt in Bezug 
auf diesen die Momentengteichung 
auf; in dieser kommen dann O und U 
nicht vor, und Y ist die einzige Unbckannte. DallCr ist die 
Lage dieses Drehpunktes L mafsgebend, u. zw. werde zuniichst L 
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tin ks von dcr Spannwcite, im Abstande w von A, ang;enommen 
(Fig. 110, a). 

Die Laston P und P, bedingen den AuRagerdrnek 
it u A=P--P--LP _1_ l 7 . i l ' 

mul es wird dan 

Yo +-a)=Aw Po-+-)== Pu(1 ")+P,,"]. 
Setzt man P =0, P,=<1, so wircl die EinfLuss-Ordinate rechts 
vom ficlmitte 

6, w 
no7o -+a) 5 

Hetzt man aber P,== O, P = 1, so wird die Linksscitige EinfLuss 
Ordinate 

u w + l 
n4=° 7 wA' 

M.acht man nun (Fig. 110,c) 4,A,== ",B,B,= !'0 ± l_, zieht w+x w+x 
A,0,B, und B,0,4,, so bitden die Stiicke 4,U, und B,C, die 
EinfLussLiuien. Links vom Schnitte sind die EinfU1sse negativ, rechts 
posit.iv. Da die Abschnittc A, A, und B1 B2 sich verhaLten wic 
w zn w + t, so ist ersichtUch, dass die beiden Stiicke der EinfLuss 
tiuic sich auf oiner Senkrechten durch den Drehpunkt L schneideu 
miissen. Schnciden die Richtungen von O und U (Fig. llO, a) 
auf den Stiltzensenk.rechten die Stiicke a und b ab, so ist 
w:w+x=a:h, w+l:w+x=b:h, man kann daher in 
Fig. 110, c auch 

4,4,=", B,B,=,' autragen. 
Wihlt man den Schnitt in der Nihe des rechtsseitigen Auf' 

l,agors, so class die Richtungen vou O und U sich rec ht s von 
der Spannweite schneiden, so wird a> b ; die EinfLuss:figur andert 
sich dem entsprechend, doch bteiben nach wie vor die EinfLiisse 
rechts vom Sc]mitte positiv, Links negativ, so dass der grifste 
positive Werth der Wandscheerkraft Ymm• bei einseitiger Betas tung 
rechts vom Schnitte, dagegen Y,,, bei cinseitiger Belastung 
Links vom Scbnitt entstcht; cs gctten dahcr ftir Y dieseLbcn 
Betastungsgesctzc wic ftir Q,. (S. 75). 
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Ist aber der Triiger so gestaLtet, class die Richtnngen der 
Gurtkriifte O und U einer SchnittsteUe sich innerhatu dcr 
Spannweite scbneiden, so ergiebt sicb (nach Fig. 111): 

Y ( ) P (1 
w) + p w Fig. 111. wa;== u 7 '«473 

die EinfLuss-Ordinaten Links und rechts 
vom Schnitte werden 

u l-w it b 
3j, bezw. w-x 

l 

d 
T , 
c 

A_/ =- 
d. h. beide posit.iv. Um die EinfLussLinien zu erbaLten, hat man 
A,A,==#h,,, B,B,== b,, beide nach der positiven Seite aufzutragen 
und im Uebrigen zu verfahren wie friiher. A, B, und B, A, 
scheiden sich wieder in L 1 auf der Senkrechten durch L. 
Liegt der Schnitt niiher an elem rechten AufLager, so class siclt 
L links vom Sclmitte ergiebt, so findet man, class die Einfluss 
Ordinaten durchweg negativ werden, class man alb und b/h beide 
nach der negativen Seite aufzutragen hat. 

An der SchnittsteUe ~i.ndert sich in aUen FaUen die Grofse 
cler EinfLuss-Ordinate fiir Y um die Lasteinheit 01 02, denn 
wahrencl sich die Lasteinheit von rechts nach Links iiber die 
SchnittsteUe hinweg hewegt, tritt sie plitzlich als neue Kraft 
zu den Kraften am Linksseitigen Abschnitte hinzu und muss, da 
sie in diesem AugenbLicke genau mit Y zusammenfaUt, dicse 
Kraft um ihre eigene Grifse entlasten, d. h. vermindern. 

Fiir den gewihnlichen Fall, dass der Schnitt 
punkt L die Gurtrichtungen aufserhaLb der Spann 
weite Liegt, giLt daher for die Wandschecrkraft Y 
dasseLbe BeLastungsgesetz wie for die Querkraft Q: 
es m iis sen Y, und Ya» a uf einseitige Be Last n ng be 
r e ch net we rd c n. Lie gt ab er de r Dre hp u n kt L (aus 
nahmsweise) innerhatb der Spannwcite, so ist Y fii.r 
volte BeLastung zu berechnen. 

<les 

Ill. Parabolischer Trager. 
SteUt man die Bedingung, dass bei gleichiifsiger Belastung 
ganzen Triigers die Wandscl1cerkraft Y an allen Stelle 
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vorscbwindo, so muss nach GL. 4, S. 120 die '.L'riigerbohe h sich 
in gtcichcm V crliii,ttuissc mit dem Momcntc, d. h. nach par a - 
ho lis chem Gesetz iindern, wcil bei dieser Belastungsart die 
Darstellung der Momente cine Parabct ist. Die GLciclumg fiir 
<las Moment Lautot: 

M = 1f2 rp; (l- -x), mithin wird h = 1f2 qx (l-x) • C. 
Ist nun fiir aw== /gl die Trigerhihe in der Mitte ud zugleicl 
die gr6fste Triigerhihe h==h,,, so wird h,==lg q?·C, mwithin 
nach Entfernung von C: 
1) /. 4h,n J X l-x = ,,a(b-)=h»7, 4, 
Ein nach diooor Gteiclrnng gostaUeter Trager heifst par a 
b o l, is ch or Trager. Dom cinen Gurte kann man beticbigc 
l!'orrn gcbon, nur muss die von dicscm ans gemcsscne tothree11to 
'Triigerhihe dem Parabelgesetze 1) folgen. Gewihnlich macht 
mai1 abcr cincn Gurt gerade, den anderen parabolisch, oder beide 
parabotiscb, u. zw. mit Kriimmnng nach 
cntgcgcngesetztcn Scitcn oder (settener) uach 
dcrsetben Soito (Sichettrager). 

Unter Annahme ciner gleichmiifsigen 
stiindigen Last g und ciner ebcnfatts g·teich 
miifsigen bowegLichcn Last p soUen nun die 
grofstc11 Wortho der Gurtkrafte und der 
W andscheerk.raft ermittott werden. 

Fig. 112. 

~ 

~ 

~ Die Gurten crhattcn die starkstcn 
Spamrnngon bei vottor Hetastung mit 
fJ + p = q; das Moment an ciner Schnittstette ist dann [gqaw(l-a), 
Nach S. 119 bil,den die wagcrochten Seitenkrafte der Gurten 
0 cos w = U cos v, die wir nun JI nennen wo tten, mit dem 
l.IclJctarme h das Widerstandsmoment. Daher wird 

Hh=1f2qx(l-ro); 
setzt man hier den Werth vor h aus Gl,. 1, S. 123 ein1 so cntsteht 

qe 
2) H= 8h,,.. 

D. h.: .Bei vottor Bctastung hat die wagerechte Sciten 
kraft <lcr Gurten oines paraboLischeu 'l'ragcrs tangs 
der gaze Triigerliinge den gtoicbcr Wcrtbc. Dcrsetbe 
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ist Leicht zu bercchnen, indem man das Moment 1/8 q l2 in dcr 
Mitte <lurch die Tragerhohe h"' in der Mitte theiU. 

Die Gurtkrifte selbst sind 
0 = FI sec oo , U = FI sec v • 

1st der einc Gurt (beispieLsweise der untcre) gerade, so ist desscn 
Spank raft iiberall von der gLeichen Grofse II. In dem andcrcn 
parabotischen Gurte hcrrscht in der Mitte auch die Kraft II, nach 
den Auftagern nimmt aber die Gurtkraft O mit sec oo zu. An 
den Enden ist (Fig. 112 a) 

-- . _4h, : . - 1F 16h,;, tg,==2h,:'gl= 7> mithin sec a,== Y 1 4- • 
Fiir h,,== 'gl ist beispielsweise sec ,== ]/,== 1,12, d. h. die 
Gurtkraft nimmt von der Mitte nach den End en hin um 12 °lo zu. 

Vertheilt sich die Pfeithohe gLeichmafsig auf bcide Gurtc11 
(Fig. 112, b) so wird 

t 2hm d £' @,= 7 un 

Ist daher wieder h,,==gl, so wird secool = vr+ 1/16 = 1,03, 
oder die Zunahme der Gurtkraft betragt in diesem FaUe nur 3 Ofo. 

Die Wandscheerk1•aft erreicht ihren grofstcn Werth Y 
bei einseitiger BeLastung rechts vom Schnittc. Die standigc Be 
lastung g der ganzen Trigerliinge bringt aber nach der Grund 
bedingung des parabolischen Triigers die Wauclscheerkraft Y = 0 
hervor , so dass bier nur die bcwegtiche Last p in Frage 
kommt. 

Fur die Lage des Drchpunktes L 
gitt nach Fig. 113: 

_h_= dh = 4h,,. (l-2x) 
W + X dx l2 

(nach Gt. 1); atso 
hl2 _ x(l-.'Xi) 

w -[ x = 4 h,. (l - 2 x) - 7 - 2x ' 
mitbin a? 

10=--c----- l-2a 

Fig. 113. 

und 

3) w a 
w4-a l--a' 
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Daraus crgiebt sicli nacll S. 121 die iii Fig.ll 3 gezeichnete Einfluss 
figur for Y. Die positive EinfLuss-Ordinatc an der Schnittstelle betriigt 

w law aw 
l - x- - l - = T, dcr Inhatt der gcsammtcn positiven Ein- 

fLussfLachc aLso 7 l-;::., die Einwirkung dcr rechtsscitigen Be 
tas tung dahcr Y,,.aru = { '!(l ~_x)_. Da hierin das parabotischc 

Gticd x (l - x) vorkommt, so kann man dicses nach Gt. 1 <lurch 
hl2 

crsctzon uncl erbaU, klirzer 4h,, 
4) pl It Y== s • "' 
Y,,%, entsteht, wen die Strecke Links vom Schnitte mit p bc 
Lastet ist. Die negative EinfLussfLache in Fig. 113 muss aber 
mit der positiven den gLeichen Inhatt haben, wcil, ja cine gLeich 
mifsige Belastung des ganzen Tragers Y zu NuU maeht; daher 
ist Y,.;,, = - Y.naro und 

' pl h 5) Ya= g , 5 
min '2 

oder: Die grifste positive und die grifste negative 
Wandschcerkraft haben beim parabotischen Trager 
gLoichen abso Luton Werth und andern sich in gl,cichem 
Verhiltnisse mit der Trigerhihe h der betreffenden 
SchnittsteLte. 

In der Tragermitte, wo die Gurten paraLLoL, ist die Wandscbeerkraft 
Y111a.,, g·Loichbedoutend mit der Quorkraft Q.,,w.ui Letztere hat abor nach 
S. 7G (und wie sich Leicht ohno Weiteros borechnen Uisst) den Werth 
1/spl; hat man sich dahor nur gemerkt, class beim paraboLischen 'l'ri:tger 
',,,, mit h verhiiltnisgleich ist, so kann man Gt. 5 ohne besondere Roch 
nung Leicht anschroiben. 

Nimmt man au, dass die Scheerkraft Y,,,, sich gleichmifsig iiber die 
Wandhohe h vorthoiLt, so kommt (bei der Wandstarke 6) auf die FUtchon- 
cinheit • == __E!__ cl. h. oin liberaU gLeicher Werth. 

Y 8 h,. /\ ' 
Mit Rlicksicht darauf, class diese iiboraU gLeicho Schubspannung an 

jodom Schnitto mit einer starken Norm;:i,Lspannung der Gurten zusammou 
trilft, wilhLe man fiir t, (wie auf S. 67) otwa 4/io der zuLassigon An 
strongnng, sotzo aLso -r/ 0,4 s; dann erhaLt man aLs erforderLicho Wand- 
stilrke O = ..!_ _ p_i_ .. 8 0,sh, 
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Von Interesse ist der Vergteich des parabolischen Trigers 
mit dem Paralleltriiger ( elem Trager mit paraUetcn Gurten). 

Beim Par a 1, 1, e 1, tr ager nehmen die Gurten im W esenttichen 
nur das Moment auf; we gen der unverandertichen IIohe h,. andern 
sich die Gurtkrafte verhi:iLtnisgteich mit dem Momente, nehmen 
daher von der Mitte nach dem Ende hin von dem grifsten Werthe 

IP 

8qh bis auf Nutt ab, u. zw. nach parabotisehem Gesetze. - 
"' 

Die Wand hat die ganze (Querkraft (Q aufzunchmen, welche in dcr 
Mitte am ldeinsten ist, namtich ± J /8 pl, nach den End en aber 
auf mehr als das Vierfache (bis zu 1,2 q l) zunimmt. 

Beim parabotisehen Tri:iger findet cine Abuahme der 
Gurtkriifte nach den Enden hin nicht statt, vielmehr behiilt deren 
P wagerechte Seitenkraft durchweg denselhen Werth IL= ,', ,und 

1,n. 

die Gurtkrafte setbst nehmen, wcnigstcns in eincm gekriimmtcn 
Gurt, nach den Auftagen hin sogar um einige Hundcrstel, zu. - 
Die Wandschecrkraft hat in der Mitte (naturgemiifs) denselben 
Werth wie beim ParaUettrager, ertahrt aber nacl1 den Auftagcrn 
hin nicht etwa eine crhebtiche Zunahme, Aondern vietmchr cine 
Abnahme bis auf NuU. 

IV. Pauli'scher Trager. 
Wurden beim parabotischen Trager beide Gurtcn symmetrisch 

gekriimmt, so betrug die 'Zunahme der Gurtkraft nach den Enden 
hin bei h,,== 1/8 l nur etwa 3 °lo (S. 124). Daraus kann man 
schtiefsen, class eine · geringe :Formanclenmg ermogtichen wir<l, 
iiberaU gteiche Gurtluaftc zu bekommen. Dicser Bcclingung gc 
niigt cler von dem Igenicur Pauli ersonene Triger. 

An betiebiger SchnittsteUc ist O cos o h=== ½ qx (l- x) 
(Fig. 114). Dieselbe Spank raft O soll 
nun aueh in cler Mitte sich fimlen, so 
class auch Oh,== 1/8 q l2• Aus beiden 
Gteichungen fotgt for die 'l'ragerbohe an 
betiebiger SteUe 

Fig. 114. 

h 4 h,n (l ) ° j ">a)8e¢ o. 
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a(") 
Darin ist noch unbekant; es ist namLich tg m = -d 2 und 

~ X 

1) 

~ I 1 dh2 

sec cv-= 111 + 4- dxf, so class 

h 4h"' (l )(l 1 dh
2)½ . l a) T4 da? wird. 

Dies ist die Differcntiatgteichung des Pauti'schen 
Tragcrs (weit aufser h und x auch dh: dx vorkommt); cliescLbc 
liisst sich in gcschtossener Form nicht tosen. Weit abcr, wie 
oben bemerkt, der Triiger nur wenig von dem paraboLischen ab 
wcichcn karrn, so ist cs genau genug, den immerhin nur kteinen 
Worth dh :daw anniiherungsweise von der Glcichung des para 
bolischen Triigers zu entnehmen und in Gt. 1 einzusctzen. Dann 

folgt ans a@-a): 
(y 3·y clx l l 

( -1 clh2 )'h __ { 4h;, ( _ 2x)2}'h und 1 + 4 dx2 1 + p l . 

1st abor h,,, : l ~ 1/8, so wird 

( 3-y% .{ 
l2 l = 16 ' 

so class man zur woiteren Abkiirzung noch 

( 
1 dh2)½ 1 dh2 

1 + 4 dx2 = 1 + 8 dx2 - + · · · · 
mit attciniger Benutzung cler bciden ersten Gtieder setzcn kann. 
Dann cntsteht 

» »-#ou a[.( ";)} 
ats Annaherungsgtcichung des Pauli'schen 'Triigers. 

Da die 'l'ragcrform nur wenig von clcr des parabotischen 
T'riigers abweicht, so konncn natiirtich auch die Eigenschaften 
beidcr nur wenig von einander verschieden ·sein. Die Wand 
scheerkraft Y, deren grofster absoluter Werth beim parabotischen 
Triiger so ktcin war, wie iiberhaupt nur miglich, wird hier 
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etwas grofser ausfaUen. AUgemeine Gtcichungcn dafor warden 
reichlich verwickelt, man kann abcr in jedem besonderen Falle 
for jede SchnittsteUe teicht die Lage des Drehpunktcs L und 
darnach die EinfLussfigur for Y bestimmen, woraus sich dann 
Ya, und Y ergeben. Die stindige Belastung hat hier aucl 
einen, aUerclings nur geringcn, EinfLuss auf Y. 



Achtel' Ahs cJrni.tt. 

Druckbelastung eines prismatischen Stabes in der Richtung 
seiner Achse. 

I. Centrische Druckbelastung ; Knickfestigkeit. 
Wini ei11 pl'isn1atischor Stab an soinon bcidcn En<liLachen 

glcichen und entgegengesctzten Druckkriften P ausgesetzt, deren 
Richtungslinien in die msprihigLiche Achse des Stabes fallen, so 
erfal1rt er bei geringer Linge cine einfache Verktirzm1g· in ge 
rador H.iclitnng. Hci voU,kornmcller ErfiiUung aUer Voraus- 
1;ebrn11go11, d. h. voUkornmon prismatisc11cr GcstaLt, voUiger GLeich 
rnii.f':-;igkeit des i::l1offes, ge11au riclitiger Lage der Kr}ifte, miisstc 
dies auch bei gr6fserer Linge stattfinden; den zu ciner Aus 
bicgtung nach ciner hestimmten Richtung wiirde kcine Veran 
lassung yorliegen; cine Ausbiegung nach der cinen Seite hat 
nicht mchr Wahrscheinlichkcit fiir sich aLs <lie 11aclt der 011t 
gcge11gcsctztc11 Scite. Iii FoLgc 1111venncid1ichcr kLciner AIJ 
wcichungen yon dem angenommenen Anfangszustande 

Fig·. 1 rn. ki>1111011 ahcr crfaln·n11gsmiW=;ig Bicgui1gcn eintreten, 
so dass der Stab nicht mchr auf cinfachen gleich 
miiJ'sigcn Druck beansprucht wird. Es soU nun 
untersucht werden, unter welchen Bedingungen der 
Stab unter Einwirkung der beiden Druckkriifte P 
in gcbogcncm ½ust.ande im GLcichgewichtc scin kann. 

Die Mit1c11inic des Stabes gchc in die gckrlimmtc 
Form AC B (Fig. 115) iibcr, u. zw. 1,icge ilicse 
Kurve in der Zcicl1011 - Ebc:nc. Die Hichtung. der 
11rspri111gLichc11 Stab::i.chse wcnlc zur X-Acl1se, dcr 
Punkt A mum Anfangspunkte gewiihlt; cin Punkt M der Biegungs 
linie habe die Koordinaten a und y. 

_j{' I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 

! - 
P 

li:nc· k, El:tKli,·11.!II.Rlcl,rQ, 9 
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Fiihrt man durch M einen rechtwinkligen Querschnitt und 
betrachtet den unteren Abschnitt (Fig. llG), so ist P die cinzigc 
iiuf'sere Kraft an demsetben, urnl ihr miissc11 die inncrcn K l'liftc 
an der SchnittsteUe das Gteichgewicbt batten. Diesc Kraft P 
nun, welche in dem Abstande y an dem Schwerpunkte M der 
Schnittflziche vorbei geht, kann, ohne dass dadurch in den 
Gteichgewichtszustande eine Aenderung hervorgcbracht wlirdc, 
mit einer durch M gehenden Kraft P und cine Kriiftepaare 
vom Momente Py vertauscht werden. Dem entsprechcml kann 
man die inneren Krifte cbenfalls zerlegen in dicjenigen, welche 
der centrisch wirkenden EinzeLkraft, uml sotche, die dem Mo 
mente Py das Gteichgewicht hattcn. 

Die EinzeLkraft P stcht nicht ganz rechtwinktig l!'ig. llli. 
zur Schnittebene, milsste daher eigeuttich noch in 
Normal- ud (Querkraft zerlegt werden. Docl 
wotten wir nur geringe Biegungcn voraussctzcn, 
so Jass die Abweichung der Kraft P von der Rccht 
winldig;en zur Sclmittcbene vernachUissigt wcrdcn 
kann. Unter dieser Voraussetzung winl die Ei11Zet 
kraft P cine iibcr den Querschitt gleiclmiifsig vertheilte Druck 
spannung Pf F erz.eugcn. 

Das Moment Py ticgt in dcr Bicgungscbenc und cr111Ut <lal1cr 
die Bedingung ciner sog. geraden Belastung (s.8.32), so dass 
fiir die Spamungs- und Biegungs-Verhiltnisse die bekamnten cin 
fachsten Formeln (S. 33) zur Anwendung kommen. Es crgicbt 
sicb daraus cine Bicgungsspaunung: 

Pye' 
al der konvexcn Scitc ats Zug, J 

Fig.'117. 

Pye" y an der konkaven Scitc ats Druck. 
Ueber den Querschnitt vertheitcn sich die 
Biegungsspaunungen nach gcradtinigem Gc 
setze. Darin ist J das Triighcitsrnomcut des 
(Querschnitts in Bezug auf cine zur Biegungs 
cbene rechtwinldige Achse <lurch den Schwer 
punkt M des Qucrschnitts I d. h., :.VeiL cine 
gerade Belastung vorliegt, cins der beiden Haupt-'l'riigheits 
momente. 
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li'iigt man 11 mi (nach Fig. 1 ! 7) die ci11fachen Dr□ckspannungcn 
]p mit den BicgtmgHspanm111gcn ztrnammcn, so wird die stiirlu;te 
Dri1ckHpammng 

P P II J:J ( fil •I ) a" = + ?/ e = J' ?/ e -1- ! 
F J F J ' 

die Hfarkst.c Zngsparnmng 

a, = _ P _
1 
_ _!ye!__= P_ (Fye~_ 1) F J F' J -· 

],. ; Z J Fye' <..rnc Wll' t ,IC 10 ,ng spannung rnmmt nur vor, we1m -:;- > l 
h,t; an<lernfa,Us ist auch a' cine D rn ck sparnmug nrnl hat <lann, 
weiL sic < a", kein bcsondcrcs Intcres::ic. 

lm Schwcrpunkte des Qncn,c1mittes l1errncht stets nm· die 
einf'acl1e Drnelu;pannung P/F, wen di.c Bicgungsspannung dort NuU. 

Die N11LUir1ic N, in wcl,ehcr die gesammte Spannung Null 
i,.it, geht. liier niclit <lurch <len Schwerpnnkt, Hondern ist n111 v 
11ncl1 tier ko11vcxc11 Scitc ldn vcn,cl1oben, u. zw. h,t 11a,cl1 der Fignr 

o fr J oder 'V = - - Py 1) e" = -Pye" 
J 

al,Ho v 11rngckel1rt proportional, mit ?/· 
Da <lie }1icr bctrachtetcn Spanmrngc11 rcinc N onnaLHpa.1mm1ge11 

si 11<l, so habcn wir in ihnc11 anch die s tii r lu, t c n Spn.rn11rngcn 
(daH Hpa111umgs-ELLipHoid winl fiir je<len Pnnkt zu ei.uer Ucradc11). 
Die Spalllumgc11 ::iind mit <le11 Anstrcngu11gc11 gLeichwcrthig. 

Die Hpannnngc11 a' ud a" sind von der Ordinate y ab 
hiingig. Bezeichet man die grof.c;te Durchbicgnng rnit f, 1:10 

werden die stiirksten Spannungen 

2) 

1 
,, P (li'f'e11 

) 

<J = JJ' - J - + l 
.(Pg' i) F J 

Die1,o G Lcichungcn sind abcr nicht bcnntzllar, so l,a11gc die Dnrch 
lJicg'llTtg f' nicht ennitteU. ist. 

Die Euler'sche l110I'mel. Wic mm die. Spammngcn zertcg-t 
w11rden, HO ka.lln anch die cl,astiHchc Formiindcnmg i11 2 'l'hciLe 
ge~chiedcn wcrdc11: 11011 gLeicl1fonuig iil,cr den querschnitt ver- 

9 
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theilten Druckspannungen //p entspricht cine cinfache Vcrkiirznng 
des ganzen Stabes. Dicse ist in den mcistcn Fii.Ucn 
schr unbedeutend, betrigt z. B. fiir Schmicdcisen selte 
mehr aLs 1fa000 dcr Lange. Die Dnrclibicgung ist 
(hiervon zicmLich unabhiingig) rnit dcm Auftrctcn dcr 
Biegungsspannungcn verknlipft; man kann daher, 1mtcr 
VernachLi:issignng dcr gLcichrn;iJsigcn Vcrkiirzung in t1cr 
L::ingenrichtnng, die BiegungsLinic ans <lcrn Momcntc Py 
entwickeLn (Fig. 118). 

Da die Kurvc <ler positivcn Scitc dcr X- Achsc die 
konkavc Seite zukchrt, so ist naclt S. 34 

d2y Py 
ds?BJ 

p 1 
oder, wcnn man E J - r2 sctzt, 

Fiµ;, 

118. 

T 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

M\)\ 
lro 
I _ A. 
p 

3) 

Dicsc 

4) 

d?y 9 
da,: 

DiffercntiaLg·Lcichung hat die allgemcine 
4.±. @ B « 

Y = .A Slll - + COS 
1' 1' 

Lisug 

Nnn ist abcr fiir die Ent1pnnktc .A nnd B <lcr Knnc die Ordi11:ti'c 
y== 0. Fictzt man dahcr in Gt. 4 :1: = 0 nml ?/ = O, so entsteht 

0 = A sin O + B cos O, n.Lso R = (); 
Gl,. 4 winl dahcr 

A · a ?J = Slll-. 
)' 

Sctzt man hicrin x =AB= l mid ?/ = 0, RO winl 
O==Asinl],, 

(l. h. es muss VOil tlen bcidcn Faktorcn dcr rcchtcn ScHc wci1igstc11s 
eincr NuU scin. A= 0 wli.rde auch y durchwcg zn NnU macl1c11, 
sich aLso auf die gi.i.nstigc JVWgUchkcit bczicbcn, class dcr Stab 
kcinc Ausbicgung crLei<lct. Sctzt man abcr die MiigLichkcit ci11cr 
Ausbicgung voraus und fragt nach der Bedingung, unter welcher 
<ler Stab bei g c b o gen cm Zustamlc im GLcichgcwichtc scin km111, 
80 hat man die zwcitc Lu sung: sin/,== 0, zu bcnntzcn. Dicsc 
vcrLangt, class lj1• cin Vi.cLfaches vo11 1t sci, mithin 

l l 1 nn: = nrn: o< er t; G) 
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J \,Veil J11111 1'- 1-;'08c1:zt war, 80 l,iefort llic Lctztc Hcdirn.!·tmn· ? '0 
" n 2 .. 2 

7) P=BJ 3 
worin n irgend cine gaze 'Zahl bedenutet. 

Einen bestimuten Werth fiir dic Konstante A in Gl. licfert 
fliese Li>Htlll/-,' 11ieht, cs wird vicl,rnclil' A-=~-1-= ~. DicBc- 

s.111 Ir 
<I c 11 t 1111 g vo11 A lisst sich allerdings aus GL. 5 erk.cm 1011. Dana.ch 
iindert sich y verhiiltnisgleich mit sin@],; letztere Grilse hat 
a.her den Hichstwerth Eins, es wird daher s==A·== A, 
<l. 11. A bedcut:ct die 1-;'l'i.if':,tc vorko111.mc11dc DurchlJicgung· /; dercn 
Wl'l'th abcr 1111bcsti1111nt: hLcilit. Sctzt man A-= f, so kann die 
(Glcichung der Biegiungslinie auch geschricben werden: 

8) . • :;c • • X y==fsin ==fsinn , · • 1' 

lieraus ist zu folgern, dass, wen iiherhaupt die Drnckkraftc P 
den Niab lH'i g;eliog011crn Zusiande i111 GLcichgcwichtc hattcn 
kii1111cn, dicscr G Lcichgcwicl1t1,-Z11stand aucl1 hci j c de m W crthc 
dcr Durch1.Jicg1mg f' 111i5g1,ich ist; jenc Kr::iftc P konncn dann 
cle11 Stab auch his znm ½erk.nick.en <lurcl1bicgcn. Damit abcr 
im g-cbogcucll Znsta11dc 01,cichgcwicht bcstclten konne, muss die 

~ 2 

Druckkraft 11acli m. 7 den Wcrtl1 P-= EJ !._i/- · ]1ab011. Eine 
kLei11crc Drnckkraf't vcrrnag den Stah 1iicht im gcbogcucn 
Znstande zn erl1aUeu oder ih1L1 eii1c BicgL111g zu crthciLcn, 
w~Lhreml jcner hesti1111lltc Werth vo11 P den Stab schon Fig. l19. 
in <lie Gcfalir des 'Zerknickens brigt. 

Nun ist abcr noch die Bedcutung der Zaht n 
zn nntcrsuclicn. Die DarstcUung· dcr GL. 8 ist eiuc 
WcUcnLinie (Fig. 119). Jcdcsmali, wc1m bci stetiger 
/Zuahe von die Griifse @],, um 2r, also aw um 2rn 
gewachsen ist, bekommt y die gLcirhen Wcrtlie wicder; 
:fr.: bcdcntct dal1cr die Linge ciner ganzen Welle, 
n: == A clie,jc11igc ciucr hatbcn WcUe. WeiL mm nach Gt. (j 
l =-= nr rr, 80 wi rd l =-= n A; d. h. n ist die Anzaht dcr hatbcn 
WcLLcu, die in dcr Bieg·m1gstinic <lcs Stabes vorkommcn. Da 
1rnn n irn ALLgcmcincn wiUkiirtich, so kann sieh dcr Stab bei 
der Biegune in jede belicbige Anzahl halher W ct ten zerthciten. 

o b v O 
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Fiir n = l bicgt sich clcr Stab nur nach ein c r haLbc11 W cl.Le, 
uncl die zcrknickcuclc Kraft wircl 

2 

P,=EJ] (Wig. 120), 
Fiir ==2 crhi:Ut man zwci hatbc WcUcn 

2 

uncl 7t P==4J • 
Fiir n==3 entstchcn drc i haLbc WcUcn 

Fig. 120. 

I /' I' 

'n=1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

1' 

I' 

2 

it P==9J, .s.t, 

Da die zcrlrnickcnde Kraft for n = 1 am ktcinstcn, so wir<l 
man in der Regel diesen Fall vorauszusetzen haben. Wird der 
Stab abcr iu der 1\!Iittc bci C, oder in den Dri.ttcLs-Thci.Lpnnktcn 
D und D, ctwa so festgehalten, dass er an diesen Stellen nicht 
answci.chcn kann, dann wUrdc man aUcnli.ngs bcrcchtigt Bein, 
n = 2 bczw. n ==3 anzunehmen. 

/' 

J bedeutet cins der beiden Haupttriigheitsmomente; da aber 
die zcrlrni.ckendc Krnft mit J proportionaL, so hat man dafiir das 
kleinste der beiden Haupttrigheitsmomente, also iiberhaupt 
das kleins te Triigheits moment der Quersc1rnittsfigm cin 
zufiihrcn. Die Ausbicgung ·wircl clahcr rcchtwinkLig znr iwci.tcn 
Schwerpunkts-Hauptachse, d. h. in dcr Richtuug dcr crstcu l laupt- 

. achsc zu crwarten scin. 
2 

Das Ergebnis der vorstehenden Uutersuchung, dass fiir P<:EJ 72 
2 

noch keine Durchbiegung entstehit, dass aber dam pl6tzlich P==EJ',,- jede 
beliebig grofse Biegung erzeugen; also zum Zerknicken des Stabcs fiihron 
lotnn, stirnrnt mit Versuchcn nicht g·anz iiboroiu. Eino scl1iirl'oro UnLcr 
snchnng lier Biegungstinio, bei woLchor man anstatt dor Annahornngs- 

G.L . I a2 y ± M d' G' . I 1 M eichung ,5=pg.j le genauere Leichung-== ») verwendet d' p E 
(s. Gras ho f, Thoorie der ELasticiUiL 1111d Fcstigkcit, 2.Autl., S. 168), fiihrt 
denn auch uach oinor umstiinclUchoronRoolrnung zu dor ct was bofriodigendoren 

Losung, class, sobatd clic Druckkraft don Werth Rf;:!_ orroicht, die D1troh 

l.Jiogung· noch nicht jecleu l.JoLiobigon W crth 1111nol11non kann, son<lorn noch 

die Grofso NutL bokomrnt, uncl class flir joLlon Worth von P Uber TC.J ~: 
lii□a1ts cine ganz bostimmto Durohbiog·1mg f ontsLoht. Wondet man abcr 
clic scMirfero Gteiohuug auf bostimmto FiiUc an, so orgiobt sich, da,ss die 
V er0Tofsenmg von P nur schr goring zu soin bra□cl.J.t, urn sohon cine un- 



I. Kn iclcfest ig/ceit. 135 

2 
zulissig grofse Durchbicgtung hervorzulringen. IP,== EJ',, ist daher aucl 
ach der schiirferen Rechnung wenigstens aniiheriungsweise als die zer 
knickende Kraft zu bezeichen. Die gcnaucro Untorsucl11mg fiihrt hior 
nacl1 f'iir d io Au wcll(lii11g zu keinor wosontLich bcssorcn Losung a'l,s die 
Ider gogobeno EntwickoLung und ist aus diesem Grunde hier nicht mit, 
gol.hoi Lt wordcn. 

Die Fon11eL fiir <lie zcrknickcudc Kraft 

fl) 
2 

P==Ea" 1 I 
w11rclc von EuLer cntwickcU mid hci1st liicrnacli die EnLcr'sclic 
Formel. 

Wic wcit rna.11 sich rnit <ler wirkl,ichcn Bctastuug cincs Stabes 
<lcn1 Wertlic dcr zcrlrnickcndc11 Kraf't ni:ihcl'll darf', ist gri:ifstcntheil,s 
Bache dcr Erfnhr1111g. fi'iir Sfabc, die in Bauverhinden vor 
ko111mc11, pfLegt man bci clcr Vcrwc11dn11g von Schmicd 
cisen {[,, hei Gusscisen '/,, hei Holz ho der zerknickenden Kraft 
als zuliissige Belastung zu wiihlen. 

Je kleiner die frcie L}ingc t des Stalics wird, desto groJ'scr 
wird nach Gl. 9 die zcrlrnickcndc Kraft; dicsc wird bci ciner 
gewisscu L:ingc l ,lie JTcstigkcit gegen cinfachcn Druck zu libcr 
stcigcn bcgi n 11011, n 11d lJei wcitcrcr V crktirzm1g wird dcr Sta.b 
dan11 Lciclitcr zcr<lri'lckt aLs zerknickt wcrdcn. ScLbstverst~indLich 
mnRs dahcr in jc<lcm Fa.Uc gcpriif't wcrdc11, oli auch die mit 
H.iicksiclit aid' das ½crlrnicken z111,iissigc Last P nicht cine m1zu 
Liissige (einfaehe) Druekspannung o = P/F Ucfcrt. 

Die F'ormel von Schwarz und Rankine. Did 
GLciclrnngcn 2 auf S. rn 1 warc11 nicl1t vcrwcndbar, wciL fur die 
Dnrch hicgnng f ci11 ci nfachcr W crtlt nicbt gefundcn werden konntc. 
Jii g·ewisscm Grade ka1111 dicscr Mang'CL mit HhLfc dcr Eu 1,c r' sch en 
Formct gc11olicn wcnlc11. Lctztcrc wurde cntwickeLt untcr 
aLLci nigcr Bcr\'Jcksichtignug dcr Biegungsruomcntc. Uisst man 
dementsprechend auch in Gl. 2, S. 131 die reinc Druckspamnmg 

. . ,, Pf'e" Jcr" .. Pj1, iorL 1:,0 wud o -' oder P= f ,, , wahrcnd nach dcr 
I ' ,} , e 

· BJa? Ji, 11 L c r' se11c11 (i'onucL P-= - -l-2 - • Da Lctztcrer Werth abcr die 

z erk 11 i ck e n d c Kraft hcdc11tct, sieh aLso atif die Grcnzc der 
FcsJigkcit 1><-·zicht, so werclen die lieidcn Letztercp Wert.lie von 
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/' gtcicbhedeutend, we1rn fiir a" die Druckfestigkcil dcH l>L•t l'cffcudcn 
Stoffes gesctzt wird. Die 01,ciclnrng til'frrt dairn 

re (f)y 
In diesc Gteichung die ZiffL'l'll fiir Drnckfcstig-k.eit nnfl ELnstieifats 
Ziffer thatsiichlich cinzufiihren, cmpfichilt sich allerdings nichit, 
rlenu die m. 2 S. 13.L giLt nur i1merliaLb dcr ELaslicifatsgrcme. 
Victmehr setzc man cinfach 

f'e" .:=a.l2, 
worin nun r1. cine von elem hetreffenckn 81o1fo nl>hiingigc ½aid, 
hedentet, die ans der Erfahrung l,estimmt werclen rni5ge. Mit 
f' e'' = a. l2 wird dann ans 01,. 2, S. 13] 

» <'''+)-I6+) 
wenn der kLeinste 'l'rii.glicitsltaLbmesscr des Quen,chni11s isL 

l 
Fli.r Scl1miedeiscn lrnun a.= 10000, 

1 fiir Gnssch,en uncl Hotz a= 5000- 

gcsctzt wcrclen. WiLL ma.11 nach Gl,. 10 die Trn,gfo hig·keit P he 
rechnen, so hat man fiir a" die zuUissige Drnck-A11st.re11gn11g 
zu setzcn. 

Prof. Schwarz (in Hannover mid BcrLi n) trnd Pl'of. Rank t n e 
(GLasgow) lmben, una.bhiingig von dmtnder, die b'onnel, lO anf' 
gesteUt. Sowol1l, dicse wie die ELtl,er'scl1e b'onnel, sind uur ,1Ls 
N othbcheLfo zu bczeiclmcn, was nach dcr Art der Herleitung 
ni.cht ii.berrnschen lrnnn. (VgL. die Schl,nssbemcrlrnllg anf B. 1-~~-) 

Verschiedene F1ille der Inanspruclmahmc :mf Zcr 
knicken. In den vorstel1cude11 EntwickeLungcn wurdc voran~ge 
setzt, class die DrnckkrMte P gena.u in dc11 Schwcrp1111kLc11 
der Endfliichen angriffen, so dass an diesen Stellen das Moment 
Nnl,L war. In cler WirkLichkeit winl dies aniihernd zutreffen, 
wenn die Uehertragnng der Dn1ekkr:ciJte auf den Stab mit HiiLfo 
von Spitzen, Gelenken oder wenigstens abgerundeten Endfliichen 
erfoLgt, die dcm St<lho cine bcstirnrnte Hichtu11g seiner Endcn 
icht aufzwingen, 
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Ein s0Lcl1cr Stal, (Li'ig. 121) wird in seiner 
urspriinglichen Achsenrichtung parallel bleiben, 
sciner cinen (oberen) Hiilfte cbenso verhalten 
wie cin an dem cinen (unteren) Ende fest cin 
gespannter oder mit brcitcr Fl,ilchc m1tcrstiHztcr 
Stab, der am andcrcn ( obcrc1t) /'rcic11 U::ndc be 
lastet ist. Bei cinem Stabe letterer Art von der 
freicn Lii11gc l1 dart· mithiu znr Berccl11111ng der 
Tragrn lrigkeit' 11icht dicsc Lii,11gc l

1 
for l in di.c 

Formeln 9 und 10 cingefiihrt werden, sondern cs 
ist in jcuc11 G Lcichungen l = 2 l1 zn sctzcn, so das8 lJeispicLswcise 

EJ 2 nach Euler die zerknickende Kraft P,== '[',] sci wiirde. 
1 

Ist dcr Stab von der Li-inge l, aber a11 b c i dell Buden fest 
cingcspa1111t odm· mit brcitcn l1'Uicl1cn aufgcl,agcrt (Li'ig. J22), so 
ist ci11c scitlichc Ausbicgm1g llnr mittcts (wcnig 
stens) zwcier Wendepunkte D und E in dcr 
Bicgn11gsti11ic rnogtich. Ei11c sotchc Linic findct 
sich aber in der Wellenlinic der GLeichung 
v=f'sin:x:;r bcrcits vor: clas Mittdstiick DE 
zwisclicndC'II Wc11dcp11nkte11 c11tsprichtch1er haLbcn 
Wcl,l,cntii11gc, wi-il1rcnd AD nnd BE jc ein VicrtcL 
Wcl,LcuLiingc darstcUcn. Da mm die Gl,. \) und 
10 i,icli auf dell UnmdfaU bczicl1cn, wo der 
Stab sich nn,cli cincr haLben W cUe bicgt, so ist l = ½ l1 i 11 
die Li'ormctn ei11zusctze11. Die zcrlrnick@clc Kraft wiirde 

2 P,=±BJ 
UrnndfaLL. 

Mittc zn dcr 
sicl1 aLso in 

Fig. 121. 

Vig. l:J2. 

scin; dieser Fall ist daher giinstiger als der 

Ist <lcr Stal> an dc111 cincn (nntcrcn) Ende 
cingespant, an dem anderen aber so ge 
l1aLteu, dass c·r l1icr cine beLiebigc Ncignng an 
nehmcn, sicli abcr 11icht nus dcr urspriingUchcu 
Achsc cntfcrncn k,11111 ( ll'ig-. l 23), so ist zn 
dicser l1'iihnmg ei no Lci,ondcrc scitLichc Kraft 
crf'ordcrLicl1. Die Bicguug erfordert mindestens 
cinen Wendepunkt C. Man kann diesen Fall in :ilrnLichcr 
WciHc bcsonclcrs cntwickcL11 wic den Grn1HlfaU, (s. G rnshof, 
Theoric dcr masticifat unu Fcstigkcit, 2. AufL., S. 106; Winktcr, 

Fig. l23. 

I 
I 
I 

h 
I 
I 

I 
I 
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Lehre von der ELasticifat nn<l Festigkcit, ~. 181), doc]1 woLl,cn 
wir uns hicr darauf beschr::inkcn, das Ergcbnis ammfohrcn, das;; 
die zerlrnickendc Kraft etwa n PR,==2J,, 

J 

wird. Man kann hiernach auch auf dicscn FaLL die GnrndJorrncLn 
9 und 10 anwcndcn, mu muss aLs GrnndLi:i11gc l die Strl'ckc 

BC= ~2 = o, 707 l1 cingcfiihrt wcrdcn. (Der 'vV cndcpm1kt C 

Liegt ctwas ticfer aLs der untcrc DrittcLspnnkt.) Die 'l'ragfabigkcit 
ist in dicsem FaLLc doppcLt so grofs wic in elem G rundf'aliLc. 

Haufig passcn die gegchcncn Umstiindc cincs gcdriicktcn 
Stabes auf keinen der besprochenen Fille mit geniigender Ge 
nauig·kcit. StUtzt sich z. n. cin Stab von clcr Liingc ll mit cl>cn 
bearbeiteten Enden gegen feste F'lichen, so sind die Enden weder 
ganz frei, noch auch als unwandelhar eingespant zu betrachten. 
Es wird aLso die Grundlii:i11gc zwisc]1cn den hcidcn Weuclcpnnklcn 
l> [l, aber auch l<<l, sein. In solchen und anderen nicht 
ganz sicheren Fatten ist es rathsam, mit der ungiinstigeren An 
nahmc l = l1 zu rechncn und die (vicUcicht) gi,iustigc Wirkung· dcr 
cbenen Endflichen Lieber zu vernachliissigen. 

1st ein Stab nach aUen Riel1tnngc11 in glicichem Mal\.;e frci 
oderin gLeichem1\fafse fest eingcspa1mt, so komt nur dasklei II s 1, e 
'I'ragheitsmoment des Qncrsclrnittcs for die Widcrstandsfiil1i;;keit 
gegen Zerk.nick.en i.n Frngc. I solchen Fillen sind dicjenigen 
Quersclmittsformcn vorthciL11aft, for wcLclte die Uei1trnL-El,lipsc 
cin Kreis wird (s. S. 27); es ist dam nach allen Richtiugen 
gLeichc Stcifigkeit vorhanacn; ci11c V crgrofacrnng dcr Stcifigkeit 
nach uur cincr Richtm1g wiirc offcHl>ar unzwcckmiifoig. Kreis, 
Quadrat, Kreisring;, hohlics Quadrat, krcuzformigcr Qncrschnitt 
u. dgL. crgeben sich hicrnach alis gccignctc Qnc1:schnitb,formen. 

B c i a piel: Eine gusseisore Siule von 5 lHilic so Lt rniL GO 000 kg 
bcLastct werdcn. Dor Qnersclmitt sci ciu Kroisring, die zttLiissigc Druck 
anstrongung 700 at. Die SliuLc so LL unton mit ol.Joncr FWchc aufrnhcn, el.Jon 
drehbar, abcr dltrch GobliLk in ihrcr Achscnricl1tnng gefii\11-t soin. Man 

wlirde clemnach hier aLs Grumlt;i,11g·o nnr l = - 5oo_ zn roclmcn br:wchcn, lf 2 
doch soll auf dieson giinstigen Einfluss keine Riicksicht genomumen, viel 
mehr l = 500 cm angeuommon worden, 
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Rind D uncl ct dor :i11faorn 1rnrl innoro Durchmosscr, RO iRt. 

J=Day"{ =a» a)[; l ?+a" 64.' · i F 16 
Bo1111Lion wir %-1.111:ichst. dio E 11 l, or' scl10 Formol, 1111d nohmon nacli S. 135 
Ii racho Sicl1orheit, an, so ist al,s zorlrnickondo Kraft P1 = G. GO 000 zu 
ohmen, mud an orbit 6.60ooo==1000ooo. ',"", itats 
ti ioso I' (Hoich1111g kann seLbstvcrstiindtich rnu· o in o Unbelrnnnte bostimmt; 
wcr<lon. W'ir nclnnon dal1or wiUkUTLich ctwa D = ½o l = 25 cm an und 
liisen die Gleichung nach d auf, was d= 21,:1 cm orgicut. Danws erhatt 

man don (@ucrsehmitt ==135oo ad'' ""= ut Da atoso 
1ll'llclrnpannung untorhal,1.J rlor z11l,:issig·o11 tiogt, so kann das borochnot.o 
Mal's von d benutzt werden. 

l{ocl111011 wir n,m zum Vorg·Loicho 1nit dor Schwarz-Rankino'schon 

I' I . I 700-- GOOO_O ·(- 1 _5o,,oi.1(_,; +·.t). . 'onno ,, so wn·, ,, LogL man 
(D" a,y. .5000 (D? -{- @) 

,J 
:111011 l1icr n . .., ::!5 ,,.,, z11 Gnmdo, so Liof'ort <lio Gtcich11ng· d ==20,s m, Rundet 
man auf gaze Centimeter ab, so stimmen die Ergelnisse beider Rechinungen 
lllit d. a 21 ''"', n1il,hin 2 ~•11 Wan<lstii,rko, iiboroin. 

II. Excentrische Druckbelastung. 
Ein prismafo;chcr Stal> mi5gc an bciden Emlen vo11 Drnck 

kriif'tcn crgriffcn werclen, di.e, paraLtel, zur Achse des Stahes 
wirkend, nicht durch den Schwerpunkt der EndfLacJicn hi11durch 
geJ1e11, sondern nm c exc011trisch Liegcn. Dann 1,i:i,sst sich (im 
(fogensatze zur CC11trisehen Bel,astung) die Durchbiegung des 
Stabes und auch die A11strengung· dcsscLbcn Leicht bereclmcn. 

½uniichst miige die vcrei11fachcnde Voraussetzm1g gemacl1 t 
werden, dass die Angriffspunktc der Druckkrafte in (cinarnlcr 
entsprechenden) Schwerpunkts-Ha uptachsen der End-Quer 
sclmitte Liege. Die Dnrcl1biegm1g wi.rd dann in der Richtung 
<licscr Hauptaehse crfoLgc11, und die Biegm1gsaehsm1 werden 
iihcraU rechtwinkUg zu jcnen Hauptachsen stehen, also chenfalls 
J fa11ptaclise11 seie11. 

Leg-t rn,rn die X-Achse in die H.ichtnng der Drnckkri:if'tc P, 
die Y-Aehse (in dcr niegnngschc11c) rlnrcl1 den Schwcrpm1kt Ader 
cinen E11<lfLiichc (l<'ig. 12·1-) und bo:ciclmct die Koordinaten cines 
l)1111ktcs M clcr Bicgnngs1,inic mi.t x und '!/, so ist fur den Querschnitt 
bci M wiedcrulll die uni '!/ vom Schwerpnnktc abwcichende 
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Druckkraft P die einiig·e i:iuf.sere Kraft am unteren Stahtheile. 
Es geUen daber fur die Spamrnngs- uncl Kriimmungs-Vcrl11il,111i:-;sc 
bei M dieselben Gleichungen wic bei centrischer Belastung. An 
cler ko11lrnven Scite ist die Druekspaimu11g 

<={(3f+ Fig. 121. 

'M 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

i 
JI', l Im Scl1werpunkte jcclcs Qnerschnittes -ry i 

P \ herrscht die einfaclie Druckspan11nng ·11,. ' : \ k 
Die NuULinic Liegt um v vom Sc11werp1111ktc e11tfornt, !I d I 
u. iw. auf der Gege11seitc clcr DrnckkrnCt P, uml cs ist 1iach 

an clcr konvcxen Seitc <lie Zugspaimung 

(' o F J . 2) 

m. 1, s. 131 
J ° 3) v = Fy---= -'!)-; '/J/j = i 

1st f' die Durel11Jiegu11g des Stahc:,; in der Mitte, so iHL der griili-lte 
Werth von y hier f' + c; die shirkstcn Spm111u11ge11 n111 SIHhe 
werden claher 
4) 

5) 

> ("V+) » 
1 _ p (!!_' (/ -j- C) C1 

_ ) 

d J 1,, 
worin f' + c noch zu hercelme11 ist . 

.Fiir die BicgungsLiuic gi U a11ch hicr die G n111<lgl,cicl1 ung 
d?y P 0 
as) » 

mit clcr Losnng 
X ,c; 

·IJ = A sin - + B cos · 
o ) j 

Fiir a== 0 ist v = c; dies hedingt JJ c.__; c. Fiir .,c; - l isl 
wicderum /==c, also 

A . t l c =--= ::nn + c co::; oder 
1' }' ) 

1 t 
. -C08 r A= C - -= C tg • 2r sm r 
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ll'iCl"lll jj i Ht (1 ic 

6) 

fftcicl1 nng <lei' Bicg-,rng-Hl,i 11ic hes ti n1111t zn 

( 
l . :1: :l;). ?J ~ !' jo• HIii + COH gr r r 

Fiir ;;r, 
? crhiilf man 

f'+r: • C ( 1,g- l sin t l ) 
2r 2r + COH :],;· ' 

\VM! sicl ZII 

7) 
l 

cos 2 ?' 

znsnm1ncnzicl1t. l1'iir cos /;;:=cos+ v--:; kforncn 111 den mci 
st'c11 l1'ii,Ltc11 mit g-cniigcndcr Annii,hernng die bcirlcn crstcn OLieder 
der Cosi1111H-Hcihc 

f'+c= C 

l 1 ( l 1 / P )2 l2 p s) cosg,-1-3lg} gy ==1 s Ra 
gcsclzt wcrclcll. 

Boispiot: Eino li/iL;r,orno S!il1to vo11 GOO cm Linge und von quadrati 
Hc·l10111 Quorsclrnitto 2:i X 2G 1•111 soi (:in boi<lon Enclon) 111it 10 000 lq.: bet:'1,st:ot, 
11. ;r,w. grcifon clio Krfif'Lo in <Ion Mitton dcr Soiton clor Stil'llon<lon a.n, so 
lia~s ,. -12,r, cm (li'ig·. l2G). 

Es ist i I P _ 1 l rn ODO • I 2 _ 1 . 
1! JU - J/ 120000.2 25 

I V p- 2GO O,1 -180 cos .r7 o- ==cos0,1==cos _ ==cos230=0,921. 
..., " ),4,) .. 

z2 P . . ... (Die Aniherugs-Formel 1g ,r \iefert daflir 0,920, also 
fast dasselbe.) I liorn:ich wircl (GL. 7) f-\- 1: --= c = 13 Ii ""' 

O,n11 ' ' 
die D11rnltbiog-1111g· LoLr:(g-t. nLso f'=-],1 ,.,,,. l<'iir dio sl.i(rkston 
Hp:1.11111111go11 orgioht: sich: 

,, __ 10 001) ( 12' 12,r, -12,:, -\- l) ._- j(' (3, . -\-1) __ ('8 nL. 
0 or: 2 0;, 'I O ) ,1(, ) l ,;,) ,;,)- • ,!121 

Vig. 12:i. 

l> 1 
DT' 

o' = 1<i (:},io 1) ~= :3r; at (Z11g). 

I den wichtigeren Pillen der Anwendung entsprechen den 
zu Lii,ssigc11 Spnmrnugcn fast imrncr mll' ldcine Bicgm1g·cn f. 1st 
mm die Excc1tlricit:.i.t c grofs im VcrhaUnissc zu dcr Durch 
hicgung f, so wird man znr Vcrcinfaclmng dcr Rcclmung f gcgen c 
1,;·cwiil111l,ich vcrnacl1l,~i.,9sigc1t urnl ftir aLLc Qucrschnittc <lie Bicgungs 
spanungen nach dem Momente Pc (anstatt Py) berechnen diirfen, 
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Man vernachlissigt dann frcilich die Vcrgrofscnrng, weLchc (las 
Moment <lurch die Ausbicgung crftilirt, crb~Ht abcr woit einf':iehcrc 
Formeln, nzimlicl 

1 
0

11 =; (P~e" + l)=; (-c{- + 1) ullll 
9) >-{(-)-(# ) 

In den vorstehenden Beispietcn wirll man hiemach 

a"== lQ._900 ( 12 -12,:, · 12,5 + l) = 1G (3 + J) ±==(64 at 2° 2° 
o' = 16 (3 -- 1) = 32 at crhattcn. 

Setzt man in m. 7 die Excentricitat c = o, so wi rd f = 0 

ist daher der Nenner grifser als Null, 

1st aber auch · 1.l(lr Ncnner gkich NnU 

1 5 
cos ,, 

Z) 

so winl auch f' =- 0. 
l 'It 

oder - - = oder 2r 2 
2 

P==EJ',,, so ergiebt sich, wic bei der friiheren Unutersucluug 

der centrischen Betastung, f' = ~ , atso uJ1bcstimmt. 

In sotchen Fatten, wo cine plammifsige Excentricitiit nicht 
vortiegt, und wo man vieUoicht goneigt scin konntc, olmc \Vci 
teres die Formeln der Knickfestigkeit anzuwenden, empfichlt sicl 
die Erwiigung, ob man nicht ans den iiufseren Umstiinden docl 
eine we11igstcns wahrscheintichc Exccntricit:it hcrLcitcu konlle, 
nru eiue sichcrcrc GrundLagc for die Rcchnnug zn gcwi1111e11. I 11 
manchen Fatten dLhfte dies gel,ingcn. 

Die Schwarz -Raukine'sche Fonnet (S. 13G, Gt. lO) recl1 net 
t2 

mit eiuer wiUkiir1ich angcnommencn Durchbicgung f' = (1.,, • 
e 

Wii.rde bei kteiner gegcbener Exccntricitat f + c < !!:..~,2 sicl1 
e 

crgeben, so hiitte man den Stab auf' cinfaches 'Zerknicken zu be 
rechnen, wen die unbeabsichtigte, zufillige Excentricitiit grifser 
ats die gegebene anzunchmen ware. 

F.. b' B . . , . t tJ.l2 1 5002 4 l' , 1· iir ohiges 3eispiel ist,» 7 5900 19; =m; kleiner als dieses 
Mal's wUrde demnach f ]c auch bei seh kleiner gegebener Excentricitiit 
nicht in GL. 4-, S. 14.0 eiuzusetzcn sein. 
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Ill. Excentrische Druckbelastung mit VernachUissigung der 
Biegung. 

Bei Vernachliissigtung der Biegung ist die Excentricitiit der 
UruckkrnJt P fiir aUc Qucn,clrnittc diescUic, 11ioirntich c. Der 
Abstand der Nulllinie vom Schwerpunkte des Qnersclmitts ist 
dann cbc11f'a.LLH fii1· nLLc Sclrnitto <lcrscl,bc, 
nimlich (ach Gl. 3, S. 140). 

J a> @ 
'V= li'c = C' ~~p 

Fa a wcnn i dcr in l!'rage kommendc 'l'r::igheitR- : <r'' 
halbmesser ist. Um v zu konstruiren, trage ,}, 
man (Fig. 126) 8Q== iauf, ziche PQ (wen P 
den A11griffsp1111kt <lcr Drnckkraft) 1111d dazu 
rechtwinklig Q N, so ist SN-=--= v. Die Spanungsvertheilung fiir 
ci11011 Sclmitt ka1rn man nLln, wcnn P die eiHzige ::iufscrc Kraft 
ol.Jerl1aLL deH Scl111ittcH iHt, Leicht kom;truircn, iudem man irn 
8el1werpnnkt.e ucHsctbcn die dort hern,chende Spanmmg Pjp auf 
triigt 111Hl dnrcl, den E11dp1111kt uiescr Auftragung sowic durch 
dic Nulllinic N, des Schnittcs cine Ebcne tcgt. Diese Ebene 
1rnil tlcr Sclrnit.t fas8c11 daim zwischen siclt den 1:,og. Spannungs 
ke i L, die Darstellung der Normalspamungen an aUen StctLen 
des Sclmittes. 

Der Pnnkt, in weLchem die Dnrnkkraft P cine Schnittebeuc 
schcidet, ist anuch cin Punkt der Richtungslinic der Mittelkraft 
tlcr i 1111crcn 8pan11n ngen und wird dal1er dcr Sp a nn u 11 gs 
Mi t te I, p n 11 k. t genn,nnt. ln Hignr I 2(i si.nd die P1mktc P nnd N 
viiLl,ig mit cina1uler vcrta11sehbar: (foltt die Drnckluaft <lurch N, 
so Liege11 <lie NnUtinicH in dcm Abstande PS von den Schwer 
pnnkten dcr Schnittehcnen. 

Nach GL. 1 wird fiir c==0: 

Fi.g. 120. 

l) 

===oo, 
d. h. die beiden BcgTenzungs-Bbcncn des 
Sparnutngl'llrniLes schneiden siclt in unend 
Licher Ferne, die Spanmmg wird (sctbst 
vcrsfandtich) iiberaLt --= Pf F . Wird nun 
c atl,miihtielt grof'801·, so rii.ckt die NuUUnie 
niiher an den Korper hcra111 bLeibt aber cinstweiten noch aufscr 
lmLI.J dcsscLben, so dass ½ ng Hpann1111gen in dem Korper nocu 
nicht. anf'tretcu, o' vicLmelll' ncgativ wird (I,'ig. 127). Bei cinem 

Fig. 127. 

q " 
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gewisscn W crthe abcr von e, tler k' genant werden miige, be 
rii.hrt die Nu tUinic den Qnersclmitt (Fig. J 28), es ist dan 
v==e', mithin 

i k'==-r e 
(Leicht zu ko11struiren). Bei dieser Excen 
triciti:it c = le' wird o' = 0. 

Setzt man im Ansch lusse ai1 Gt. 2 

2) 
.l!'ig·. 128. 

•? 

" auch - - k" oder e" - 
3) 

y {-=onan 

s9 
1, II 'l, === ,,, e 

so gestattet die Einfiihrung dieser Wert.he le' nnd /2·" ci11c 
tiche Vcreinfachung dcr Formetn !), S. 142, 11ii.mlich 

crhch- 

{
a"=!(-,;,, +1) 
' "( ) a= F k' - . 

Fiir den biiufigen FaU, dass 
'2 

' II • l 1, I 1, ,, I i e = e = e wn·c c = c = ,c = - . 
' e 

Bei diescr bcsondcrcn Exccntricifat le wird an der cinen Scite 
des Korpers die Spannung o' = O, wiihrcml die stirkste Druck 
spannung an dcr andereu Scitc des Kirpers a" == 2; win!, 

d. b. doppelt so grofs wie bci ccntriRcher Betar,tnng. 
Wird dann bei weitercr V erschicbnng <ler Drnckluaft P tlic 

Excentricitat c >le', so riickt nun die Nn1,Uinic in den Kiirper 
hinein (wic in Fig. 12G), und cs entstchen auf dcr ci11c11 Scit:.e 
dersetben wirktiche Zugsparimmgen o'. 

• Die Bedeutung dieser Werthe k tritt besonders klar hervor, 
wenn man zuniichst cimal cinen kreisfirmigen (Querschnitt 
annimmt. Es ist dann nicht a1,1,ein jcder Dnrchmc:-ii-;er cine 
Rchwerpunkts-Hauptachse, sondern cs wird auch for aUc Bicg11ng1, 
richtungen iibereinstimmend 

4) 

d? 
1G d Ji·--- d - 8 
2 
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Zeichnet man mit diescm HaLbmcsser le einen konccntrischen 
Kreis, so wird, wcnn dcr SpannungsmittcLpunkt P an irgcnd 
ciner Ste Uc des kl,eincn Krcises Licgt (Fig.120) 
die zugehorige NuULinie cine zu dem Durch 
messer PS rcchtwink.Ligc 'l'angcntc an den 
grifseren Kreis Rein. Die Spannung ist pro 
portionaL dem Abstandc von <licser NuULinie, 
ist bei N gleich Null, betrigt in dcm Ab 
standc = 1/2 d von derncLbcn P/p, im Punkte B 
aber 2 ',,. 

Bewcgt sich mm clcr Spannungs - MitteLpunkt P auf dcm 
Umfangc des kl,cincn Kreiscs, so wird die NuLUinic sich ebcn 
falls bewegen, aber stets die gegebene Kreisfliiche beriihren, sic 
also umhiillen. 

Fig. 129. 

»f~ <> 
Der Kreis vom liaLbmesscr k l1eifst dcr Kern dcr gcgcbenen 

Figur. Liegt der Spannungsmittelpunkt P innerhaLb des Kernes 
(ist c <k), so wird 

i2 /c 
b==== >e, 

C C 

d. h. die NuULinic Licgt aufscrhaLb des Querschnitts, und alle 
Theile des Lctztercn erhaLtcn ii.bcrcinstimmcnd Druck spannung 
(es ist a'== / [h, 1] egativ); liegt der Spanmungsmittel 
pun kt au fs c r ha Lb des Kernes ( i st c > le), so durchschneidet die 
NuLUinic den Qucrschnitt; dc1jenige Abschnitt, in weLchem dcr 
Scbwerpunkt sich befindet, bckommt dann Druckspannung, der 
anderc abcr Zug spannung. Bewegt sich der SpannungsmitteL 
punkt auf dem Umfange des Kernes, so umhiiLLt die NuULinie 
clcn Querschnitt. 

1st dcr Querschuitt ·ein Krcisring von den Durchmessern 
D und d, so gel,tcn die vorstehenden Erwigungen cbenfalls. Es 
ist bior abcr 

»'(a-+aw), ==%D i - 1G ' e 2 ' 

D ( d
2 
) •• cl . h d · 0 b. D atso lc=s 1 + D2· ; an crt SIC von lS ' so ver- 

gr6fsert sich k von , D bis 4 D. Fiir @/p==0,8 z. B. wird 
k== 0,205 D. Ein Kreis vom HaLbmesser k steLLt den Kern des 
ringfirmigen querschnittes dar. 

Keck, El,11Sticitiitstehre. 10 
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Bei anderen Figuren, bei denen nicbt jeder Durcbmesser cine 
Hauptachse ist, sind diese Verhiltnisse verwickelter; es lisst 
sich aber zeigen, dass auch dann immer ein Kern mit densetbcn 
allgemeinen Eigenschaften gefunden werden kann, inerhall 
dessen der Spannungsmittelpunkt bleiben muss, wenn Zug 
spannungen nicht auftreten soUen. Unter dieser Voraussetzung 
wiirde in dem Spannungszustande des Korpers dadurch nichts 
geiindert werden, dass man densetbeu etwa durch betiebige 
'l'rennungsebenen (rechtwinktig zur Druckkraft) in cinzelne, nicht 
zusammenhingende Schichten zertegt, weit ebeu an diesen 
Trennungsebenen nur Druckspanrnmgen zu libertragen sind. 
Hierin tiegt gerade die wichtige Bedeutung der Kernfig·ur. 

Zu ihrer Bestimmung ist aber die Kenntnis der gegenseitigen 
Beziehungen zwischen der NuUUnie und dem beliebig (also auch 
aufserhalb der Hauptachsen) gelegenen Spannungsmittelpunkte 
crfordertich. 

IV. Allgemeine Beziehungen zwischen der Nulllinie und dem 
Spannungs-Mittelpunkte. 

Wirkt im Punkte P, um c vom Schwerpunktc S des Qucr 
schnittes entfernt, eine Druckkraft P, so kan diesclbe in ciue 
centrische Druckkraft P und cin Kriiftepaar Pc zerteg-t werden. 
Erstere tiefert eine gteichmafsige Druck 
spanmung /; dem Kriftepaare ent 
spricht nach S. 31 eine NuULinie SR 
(Fig. 130), welche durch den Schwer 
punkt geht uncl zu SP konjugirt ist 
(in Bezug auf die Central-Ellipse des 
Querschnitts). Danach ergiebt sich der 
dem Kraftepaare entsprechendc Span 
nungskeit M QR TU. Durch I-Iinzu 
fugung der gleichmifsigen Druck spanunug 
Pf F verschiebt sich dann die Nulllinie 
parallel nach N N um clie Streckc v 

' wobei v nicht rechtwinklig zu SR, sondern in der Richtung 
von c gedacht ist. I einem Abstande u von SR ( ebenfaUs 

Fig. 130. 

p 
/ \ / '\ ,/y 
7 / 
/ I 
j ow • .ff 



IV. Spannungs- Mittelpunkt und Nulllinie. 14 7 

parallel c gemessen) betrage die Druckspannung a, dann tiefert 
die Momcntcngteichung in Bezug auf SR: 

Pc=Ja· dFu. 
Da abcr die Spannung a in gtcichcm Verbattnissc mit dem Ab 
stando von der NutUinic NN wiichst, und da im Schiwerpunkte 
die Spannung· P/F hcrrscht, so wird 

2"+ tr s= {(" +1) p v F o • 
mithin nach vorstehender Gleichung 

'» Pe== , \@Fu®y I@Fu. 
Nach S. 28 ist abcr J dFu2 =FA?, wen A der Hatbmesser 
dcr Ccntrat-EtLipse in der Richtung SP; da nun ferner JdFu = O, 
so wird 
1) CV=A2 

(ats VeraUgomeinerung <ler GL. 1, S. 143). Auch wird 

2) 

Nach Gtcichung 1 wii.rde sich die zu dom Spannungsmittet 
punkte P gchirige Nulllinic NN konstruiren Lassen, wenn die 
Ccntrat-EUipse scharf gczeichnet vortage; da dies abcr meist 
nicht der 'all ist, so muss man andcrc Verfahren zur Bestimmung 
der NuUtinie suchen. 

Nohmen wir an, cs soien die Richtungen SX und SY zweier 
konjugirtcn Hatbmcssor der Centrat-EUipse geg·eben, ebenso auch 
die Grofscn B und A dersel,bcn ( die in die 
Fig. 131 nicht eingotragen sind). 1st dann P 
ein bctiobigor Spannungsmittetpunkt mit den 
(schiefwinktigen) Koordinaten x und y, so 
konnen die Punkte N, und N, konstruirt 
werden, in denen die zu P gehirige Null 
tinic die SX und SY schneidet. 

Pig. 131. 

Man kan niimlich die Kraft P 
(rechtwinktig zur Bitdebene) in zwci Pa 
rallelkriifte P, und P, zerlegen, die in P, und P, augreifen. 

10 
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Im Punkte N, erzeugt die Kraft P, (nach GL. 2) eine Drnck- 

·as ( 8N,-8,, 
F B2 ' 

die Kraft P2 eine Druckspannung ~ ; die Mitte 1,kraft P bringt 
daher in N

1 
eine Druckspannung hervor, die sich ans den Beitriigen 

von P, und P, zusammensetzt, aber Null sein muss, wenn N1 

ein Punkt der NuUUnie sein soU; mithin wird 

0-- pl SN\ -SPI +pl_+ !l 
F B' F R' 

Da aber P,4 P,== P und nach dem Gesetze der statischen 
Momente P,·SP,== P·a, so wird 

Pa-SN, B" P oder, wen SN,==0,, 

{ 
Vx • X = B2• Ebenso 

3) v, . y = A 2 in der anderen Achsenrichtung. 

Sind demnach die konjugirten Hatbmesser B und A der 
Centrat-EUipse in den Richtungen S X bezw. S Y gegeben, so 
sind zu einem Spannungsmittel,punkte P mit den Koordinaten a 
und y 1,eicht die Abschitte SN,== Vx und SN,= Vy zu konstru 
iren. In den Gteichungen 3 ist v, mit a und v, mit y beUebig 
vertauschbar. 

Wiederum sei die Druck.kraft P in P1 und P, zerlegt. Zu 
P, als Spannungsmittelpunkt gehire (Fig. 132) die Nulllinie N, N, 
(wobei S P1 • SN1 = B2 sein muss), zu P, die 
Nulllinie N, N, Der Schnittpunkt D beider 
NutUinien bekommt weder durch P, noch durcl 
P, Spamung, ist mi thin auch · gegeniiber der 
Kraft P spannungstos, claher ein Punkt der 
zum Mittetpunkte P gehorigen NuUUnie NN. 
Verschiebt sich nun P auf P, P,, so andert 
sich wohl das Verhiltnis der Seitenkrifte P, 
und P,, aber die Geraden N, N, und N, N, 
uncl atso auch der Punkt D bl,eiben unverandert. D, h. wiihrend 
P sich auf P, P, verschiebt, dreht sich dic entsprechende NuU- 
1,inie N N um den Punkt D. Nach der vorstehend mitgetheitten 
Konstruktionsweise wiirde aber zu D als Spanungsmittelpunkt 

fig. 132. 



V. Kern eines Querschnittes, 149 

die Gerade P,P, als Nulllinie gehiiren; es ergiebt sich daher 
der Satz: 

Wihrend der Spannungsmittelpunkt P sich auf 
ciner Geraden PP, bewegt, dreht sich die ent 
sprechende Nulllinie um dcnjenigen Pun-:-kt D, welcher 
der zu den Geraden PP, als Nulllinie gehirige 
Spannungsmittelpunktsein wiirde. Umgekehrt: Wihrend 
die Nulllinie sich um cinen Punkt D dreht, bewegt 
sich der entsprechende Spannungsmittelpunkt P auf 
derjenigen Geraden P,P,, welehe als Nulllinie zum 
Mittctpunktc D gchoren wiirde. 

Da es nach dem F'riiheren (S. 21 u. 28) immer miglich ist, 
fiir einen gog·cbenen Querschnitt die beidcn I·fa,tbachscn a und b 
oder auch zwei konjugirte I-Ia'Lbmesser der Contrat-ELLipse zu 
finden, so kann man nach Vorstehcndem auch fiir irgcnd einen 
Spannungsmittctpunkt die cntsprcchende NuUUnie zcicbnen, und 
damit stehen dann auch die Spannunge11 a an aUen Ste Uen 
des Querschnittes fest, da sic proportionat der Entfernung· von 
der Nutu,inie sind mid da die Spannung im Schwerpunkte PfF 
bekannt ist. 

V. Kern eines Querschnittes. 
Liisst man cincn Qucrsclmitt von ciner Geraden umhiiUen 

und zeiclmct zu jeder Lage dicser Geraden, als Nulllinie auf 
gefasst, den entsprechenden Spannungs-Mittetpunkt, so bitden 
diese letzteren siimmtlich Punkte des Kern- Umfanges. Ist der 
Querschnitt ein Vieteck, so muss die NutUinie bei der Umhiittung 
sich um die Eckpunkte drehen, und gtcichzeitig bescbreibt dann 
der Spannungsmittetpunkt cine Gcrade. Man braucht daher bei 
sotcher Drehung der NutUinie nur fiir Anfangs- und Endtage die 
Mittetpunkte zu bestimmen und diese durch eine Gerade zu ver 
binden. Jeder Ecke des Querschnittes entspricht demnach eine 
Seite des Kernes. Man kann auch zu einer Ecke des Quer 
scbnittes, ats Spannungsmittetpunkt aufgefasst, die zugehorige 
Nulllinie bestimmen, so ist diese die entsprechende Kernseite. 

Rechteck. Lcgt man die Nulllinie an AB, (Fig. 133), so 
kommt zur Dcstimmung des Kernpunktes das Triigheitsmoment 
J,==,» Rh? also i?== 3/,% h? in Frage. Aus der allgemeinen 
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Formet Gt. 1, S. 143, c · v = i2 wird le• e = i2 = 1/12 h2 und, 
weil e== '»: 

k == h; h. Fig. 133. 

Der zu A B gehirige Kerpunkt K, liegt hiernach 
um ,h oberhalb des Schwerpunktes. Aus 
demselben Grunde liegt der zu BC gehorige 
Kernpunkt K, um 1/6 d tinks vom Schwerpunkte. 
Die zu CD und DA gechirigen Kernpunkte 
mlissen dann zu K1 und K2 symmetrisch tiegen. 
Verbindet man diese 4 Kernpunkte durch 
gerade Linien, so erhatt man als Kernfigur ein Rhombus, dcssen 
Seiten den Diagonaten des Rechtecks parallel sind. Auf jeder 
der beiden MitteUinien des Rechtecks nimmt der Kern das 
mitttere Drittel ein. Fiir sotche Fatte, in denen Fig. l34. 
der Spannungsmittelpunkt nur auf einer}der Mittellinien 
tiegen kann, kommt daher auch nnr dieses mittlere 
Drittelb als Kernbreite in Frage. 

J:-Querschnitt (Fig. 134). Auch bei diesem 
dreht sich die umhiillende Nulllinie um die 4 iufseren 
Eckpunkte, so class der Kern ebenfatts ein Viereck 
wird. In dem Beispiele auf S. 27, Fig. 30 war 
a2 = 141, b2 == 7,31; daher wird 

a? 141 b2 7,31 k,==={r==9,4, k,====, ==1,22. e, &, 
Das Auftragen von k, nach oben 
und unten , von k, nach links 
und rechts bestimmt die 4 Eck 
punkte des rhombischen Kernes. 

Querschnitt eines Mauer 
pf eilers (Fig. 135). Die Haupt 
tragheitshatbmesser konnen teicht 
berechnet werden. Letztere trage 
man nicht rechtwinktig zu den be 
treffenden Hauptachsen (wie sie 
in der Centrat-Ettipse tiegen), 
sondern gegen diesc Lage um 90 o 
verdreht, d. h. auf den entsprecben 
den Achsen selbst auf, macht 
SA = a, SB= b, dann sind A und B fur cliese Konstruktion 

r,, 
% ] 

-~-~~ 
1 I t I ---d- {-----! 

A 1J 

C' 

Fig. 135. 

I 
,-.J 
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Fest punk to. Die Nulllinie muss sich nun bei der Um1riiLtung 
der Figur um die 8 ausspringcnden Eckpunkte drehen; dahcr 
wird der Kern ein Acbtseit werden, von dem man wcgen der 
symmetrischen Form der J3'igur nm 2 Seiten zu bestimmen brancht. 
Die a,uf den Hauptachsen liegenden Kernpunkte kinnte man in 
dersetben Weise bestimmcn wie in den vorhergel1enden Fatten. 
Dann konnte man dmch die Eck.en D und E eine NnUtinic 
Legen, welche die Hauptacbsen in F bezw. G schneidet; fur 
diese beiden Punkte wiiren nach Gl. 3, S. 148 die Koordinaten 
c und y des der Nulllinie FG entsprechenden Kernpunktes K, 

b> 
mu bestimmen, indem man SF'==0,, SG==, setzte und aw== 

0, 
2 

y = !!._ machte, was mittets der Festpunktc 1,eicht zu konstruiren ,, 
ist. In dem vortieg·enden Fa.tte ist es aber fur die Zeichnung 
vortheithafter, nach dem zweiten Theite des auf S. 149 bewiesenen 
Lehrsatzcs die den Drehpunkten D und E entsprechenden Kem 
s e it en fcstzutegen. Die Abscisse a des Punktes D ist Sii; 
zieht man I1 B und dazu eine Winketrechte BJ, so ist SJ-w== b 2, 
dab er J ein Punkt dcr Kernseite; zieht man dann CA und dazu 
winkelrecht AK,, so ist K, ein zweiter Punkt, mithin JK, die 
zu D gchorige Seite. In clersetben Weise findet man die Kem 
seite, wctche dem Eckpunkte E cntspricht. 

Dreieck. Zieht man die I-Ial,birungstinie CD (Fig. 136), 
so ist eine durch den Schwerpunkt gelegte Parallele zur Grund 
Unie AB die zu CD konjugirte Achse der Fig. 136. 
Centrat-EtUpse, weit in Bezug auf diese c 
beiden Achsen fdFay== 0 ist. Das Trig 
heitsmoment in Bezug auf die zu AB 
parallele Schwerpunktsachse ist aber 
J., = 1/18 Fh2, uncl setzt man CD==m, so 
wird (vg'L. S. 29) cler I-Iatbmesser der 
Centrat-EUipse in cler Richtung CD werden: 

A= - m -=-· Einer NuUl,inie AB in dem (schiefen) Abstancle 
V 18 

DS = IJs m vom Scbwerpunkte entspricht claher ein auf CD 
gelegener Kernpunkt K, in dcm Abstande 

K,S== A:,m== h, m. 
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Die Strecke K, D wird dann ('; + ls)m=='gm, oder K, liegt 
in der Mitte von CD. Zugl,eich ist K1 S = ¼ 0 S. - Ebenso 
liegt K, in der Mitte der durch A gelegten Halbirungslinie, und 
das entsprechende gilt fiir K,. Der Kern ist hiernach eiue dem 
grofsen Dreieck ahntiche und iihnlich liegende Figur. Der Aehn 
tichkeitspunkt ist der Schwerpunkt. Die Abmessung·eu des 
Kerndreiecks betragen ¼ von denen des grofsen. (Man hiitte 
auch die zum Spaun1gsmittelpunkte C gehirige Nulllinie K,K, 

2 
in dem (schiefen) Abstande A2

; 3 m = 
1/12 m =¼SD von S 

ermitteln konnen.) 

VI. Verwendung des Kernes zur Bestimmung der starksten 
Spannungen bei excentrischer Druckbelastung. 

Die Druckspannung an beLiebiger Stcl,1,e war nach Fig. 
und GL. 2, S. 147 . 

'[y i) s a±+ly, 

130 

Fig·. 137. 

Nennt man e" den Abstand der Stelle A 
(Fig. 137) der starksten Druckspannung 
von der zu PS konjugirten Schwerpunkts 
achse SQ, so wird 

,, p ( e" C ) a'=' a +1r. 
Verlingert man aber PS bis zum Schnitte IC' mit dem Kerne, 
so entspricht dem Punkte IC' ats SpannungsmitteLpunkte eine zu 
SQ parallele, den Querschnitt beri'thrende NuLUinie, die ofl:'enbar 
durch den Punkt A der stirksten Spanung a gehen muss. Es 

,, 1 
ist daher SJ{" • e'' = A 2, foLgtich 12 = SK" . Setzt man den 

dem SpannungsmitteLpunkte P abgewandten Kernhal,bmesser 
SK" =k", so wird 

1) 
und ebenso 
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wenn /4:' den dem Spannungsmittetpunkte zugewandten Kernhatb 
messer S K' bed.eutet. Diese GLeichungen stimmen mit den GL. 4, 
S. 144, welche fiir einen auf einer Han pt 
achse liegenden Spanungsmittelpunkt gelten, 
villig iiberein. 

Die Werthc o" und o' tassen sich teicht 
konstruiren. Es ist niimlich 

c c + le" PIC' 
+ +== SK" 

In Figur 138 ist mur der Kern d.argestel,l,t, <ler 
Umriss dcr Qucrschnittsfigur aher der DeutLichkeit 
wegen fortgetassen. Man zieht .PSK" und hat 
damit IC' und IC; nun triigt man rechtwinktig zu PS die 
Schwerpunkts-Spannung Pjp= SD anf und legt auch durch P 
eine Winketrcchte zn PS; dann schneiden die Geraden IC' DE 
und DIC G die Spannungen a" == PE und 
a' == PG ab. 

Liegt P innerhalh des Kernes (Fig. 139), 
so fiillt der Punkt G zwischen P und E, und 
es bedeutet nun PG die Druckspannung - d. 

Hiernach kann man die stiirksten Spanungen 
unmittel,bar mittets des Kernes bestimmen, ohne 
die Stellen, an denen diese Spannungen anftreten, 
oder die Lage der Nulllinie aufsuchen zu miissen. 

Fig·. 138. 

Fig. 139. 

.E 

VII. Verwendung des Kernes zur Bestimmung der starksten 
Spannungen bei der Biegung durch ein Kraftepaar. 
Bitden die auf einen Querschnitt bezogenen iiulseren Kriifte 

ein Kriiftepaar vom Momente M, dessen Drehungsebene den 
Querschnitt in der Geraden PS (Fig. 140) Fig·. 140. 
schneidet, so kann man M auf 2 gleiche, ent 
gegengesetzte Parallelkriifte P und P, in dem « 
Punkte P bezw. im Sclnvcrpunkte angreifond, \ '~ 
zuriickfiibren, so dass dann M== Pcist. Es fillt ' 
nun die auf S. 146 besprochene und in dem 
Spannungskeite (Fig. 130) dargesteUte, ------ 
gleiclmifsig vertheilte Druckspaung ]p, fort, die Nulllinie 
geht durch den Schwerpunkt, die Spannung a" vermindert sich 
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um /p, wihrend a' um diese Grifse zunimmt. In der Gl. 1, 
S. 152 fatten daher rechts die Summanclen + 1 und - 1 fort, 
es wird 

1) f 
,, Pc M 
·= FD 
I , Pc M 
[ a == Fk' = Fk' · 

» J 
Wie fiir gerade Belastung (8.144, GL. 2und3) k'== ',==,,, e I e 
war, also das Widerstandsmoment des Querschnittes", Flc' ge- 

e 
schrieben werden konnte, so bekommt nach vorstehender Gt. 1 

Ji'lc"(= ~) und ebenso Flc' auch bei schiefer Betastung 

die Bedeutung des Widerstandsmomentes des Quer 
schnitts, wetches nur mit a" bezw. a' multiplicirt zu werden 
braucht, um Grofsen, gtcich dem Biegungsmomente M, zu 1,iefern. *) 
Dreht sich die Ebene des Kraftepaares, dreht sich also auch PS 
um S, so indern sicl die in Frage kommenden Widerstandsmomente 
verhiltnisgleich mit den Kernhatbmessern, die sich in den ver 
schiedenen Richtungen ergeben. In den Richtungen der grifsten 
und der kteinsten Kernhatbmesser tiegen auch die Richtungen 
des grofsten und des kteinsten Biegungswiderstandes. 

Bei linglich rechteckigem (Querschnitte (Fig. 141) ergiebt 
sich der kteinste Biegungswiderstand nicht in der 
Richtung der ersten Hauptachsc (wie man wohl er- Fig. 141. 
wartet haben michte), sondern in den Richtungen de, l t 
beiden Winkelrcchten zu den Kernseiten, welche mit [©} 
der ersten Hauptachse je einen Winkel, a einschtiefseu, 
fiir den tg a ==4h,,; diese Richtungen sind rechtwinklig 
zu den Diagonalen. Entsprechendes lisst sich aus den Figuren 134 
und 135, S. 150 fiir andere Querschnittsformen ablesen. 

Der Kern einer Querschnittsfigur bitdet demnach ein vor 
ziigliches Mittel zur Beantwortung verschiedener Fragen, die mit 
elem Biegungswiderstande eines Stabes zusammenhingen. 

·») Vgl,. W. Ritter, cine neue Festigkeitsformet; CiviLingenieur 1876, 
S. 309. Manderla, die direkte Abmessung des Widcrstandsmoments 
am Centralkern eines Querschnittes; AUgemeine Bauzcitung 1882, S. 35. 
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VIII. Wirkung von Druckkrdften aulserhalb des Kernes auf 
MauerkHrper ohne Zugfestigkeit. 

Liegt der Spannungsmittelpunkt eines Querschnittes aufser 
halb des Kernes, so getten die vorstehenden l{echnungen nur 
dann, wenn die Zugspannungen auf der einen....Seite der NuU,Linie 
von dcr Festigkeit des Kirpers auch wirklich geleistet werden. 
Kann der Kirper jene 'Zugspanungen aber nicht liefern, so 
iindert sich in FoLge dessen die Spannungs-Vertheitung voUstandig. 

Bei Mauerwerk ist nun der Zusammenhang zwischen den 
eimeLnen Steinen haufig so gering, dass auf etwaige Zug 
spannungen nicht mit Sicherheit gcrechnet werden kann. Wir 
woLLen dahcr jetzt annehmen, dass an einem Querschnitte mu 
Drnckspannungen mogLich seien und dass statt einer positiven 
eLastischcn Dehnung einfach cine 'l'rennung, ein theiLweises 
Oeffnen der F'ugen cintrete. Derjenige Theil des Querschitts, 
an wcLchem dies stattfindet (auf derjeni.gen Seite der NuLUinie, 
anf wel,cher dcr SpannungsmittcLpunkt nicht Ucgt), kommt dann 
fur die Spannungs-Vertheilung ganz aufser Betrachtung, und die 
auf die ganze Fiche beziiglichen Grifsen F und Jkinnen hier 
keine Anwendung mehr finden. Aus dem Umstande, dass der in 
Wirksamkeit tretende Flichentheil zunichst unbekannt ist, er 
wacbscn besondere Schwierigkeiten, so dass die meisten Fille 
nur mitteLs Probierens behandett wcrden konnen. 

Sehr einfach ist der Fall, wo der Querschnitt ein Rechteck 
ist und der Spannungsmittelpunkt auf einer Fig. 142. 
Schwerpunkts-Hauptachse desseLbeu Liegt; die p 
NuUtinie muss clann offenbar rechtwink.Ug zu 
dieser Ilauptachse sein. Da der Schwerpunkt 
der ganzen Querschnittsfliche fiir diese Fille 
keine besondere Bedeutung mehr hat, so wird 
auch die Lage des Spannungsmittetpunktes P 
zweckmiifsig nicht mehr auf den Schwerpunkt 
bezogen, sondern durch die Entfernung t vou 
cler am stirksten gepressten JKante festgelegt 
(Fig. 142). Die Nulllinie liege in dero noch 
unbekannten Abstande z von derselben Kante. 

Als wirksamer Querschnitt kommt jetzt allein das rechts 
von der Nulllinie NN befindliche Rechteck z·h in Frage; und 

J 

! I { 
I I I 

,, 
o 
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da die NuULinie an der Link.sseitigen Grenze dessetbcn tiegt, so 
muss P der rechtsseitige Kernpunk.t dieses Rechtecks sein; oder 
es wird t = 1/3 z, mithin 
1) 2=3t. 
ZugLeich wird nach S. 144 die stirkste Druckspannung a" doppelt 
so grofs, wie bei g 1, e i c hmifsiger Vertheilung der Kraft P ii ber 
den wirk.samen Querschnitt, d. h. es ist 

3) ca??}. 
zh 3 th 

Diese GLeichung giLt aber nur dann, wenn die Kraft P aufserhaLb 
des Kernes eines rechteckigen Mauerkt>rpers (oder Kirpers ohe 'Zug 
festigkeit) angreift; denn sie beruht darauf, dass die Querschnittsbreite 
z = t Druckspannung erfahrt. Lage der Spannungsmittetpunkt innerhal,b 
des Kernes, so ware t > I/3 d, mithin die widerstehende Querschnittsbreite 
nach GL. 1: z>> d, was unmt>gLich ist. Die Formeln 

·+)-X(+) <<a 
oar=j,fj me v<ya 

erginzen sich gegenseitig und schLiefsen sich zug'Loich aus; nur filr c = 1/6 d 
oder t = 1/3 d geben sie libereinstirnrnend cr" = 2 ~. 

Wird der Abstand t von dcr am starksten gepressten Kante 
kteiner, so nimmt die wirksame Querschnittsweite z dreimal, so 
schneU ab, und die Spannung a" wichst sehr schnell. 

Fir t=='lg@ 'k,d %d 0 
wird z = d ½ d 1/3 d 0 

/I - 2 _F 4 p G _!___ 
a - dh dh dh 00

• 

Sobal,d die Kraft P sich cinier Kante des Querschnittes nihert, 
wird hiernach die Zerstorung des Mauerkorpers ohne Zugfestigkeit 
cintreten miissen, wihrend dagegen ftlr c = ½ d die starkste 

S " 4 P . d d K.. . Z pannung a nur = d h wn· , wenn er orper erne u g - 

spannung a' = 2 J:i Leisten kann. 

Ist die Breite d des Kirpers von rechteckigem Querschnitte ve r 
and er Lich und wird sie dab er besser mit x bezeichnet, wahrend die 
andere Abmessung gleich Eins sein mag, wird aber der SpannungsmitteL- 
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pun kt in clom n n v er an cl er Li ch en Abstande t von der rechtsseitigen Kan to 
gehalten (Fig. 143), so wird, wenn anch Zu gspaunungen 
mUgLich sind, Fig. 143. 

(e(x-t) ) =P 3 41]-(s! wj) a a 2t a a 
Fiir a==3t wird a" am gr6fsten, nimlich (wie be 
k ) " 2 p ant) a' ==g p' 

pP 

I 
I 
I -----1---m ---- 
' I 
I 
I 
I 

I 
I 

In Fig. 144 sind die Wortho ; aLs Abscisson, die Groil:lon a": ~ aLs 

Ordinaton aufgetragen; sie bestimmon dio Kurve ltBCD. Fiir 00/t=2 wird 

a" = {t. Boi woitor abnehmendom x ontsteht offenbar an der Linke n 

Soito die stiirkero Spanmmg - a', woLcho fig. 144. 
«lurch die Gleichung P 

-s=-4.('+»') » 2t a a? 

I 
A-~-f+-"~+-,)(J--+-+-+- 

~ 
Ranminhattes auf 2fs nicht eine Vergrofserung, IJJ 
sondorn eine Verminderung dor starksten Spannullgverbunden, namLich 

VOil { : auf' ! ~ , cl. h. im VerhaLtnisso VOil 4 auf3. Jenes fortgonommeno 

DriLteL des l<urpers war aLso in diosorn FaLLe geradozu schadtich. Man 
erkonnt hiernus den VortheiL, der mit einer centrischen Lag·e des 
Spanungsmittelpunktes verbunden ist. 

F'iir ®/y >3 liegt P aufserhalb des Kernes. Der weitere Verlauf der 
Kurve rechts von C hat dahcr nur Hedeutung fiir Korper, die auch Z ug 
widerstando Loiston; fi.lr diese wird eine fernere Verbreiterung nach Links 
wiodor eine (freitich Langsame) Verminderung der stiirksten Spannung be 
wirken. Fiir KUrper oh no Zugfestigkeit ist die Vorbreiterung iiber == 3 t 
hinaus ohe Einflussauf die stlirkste Spannung; das Kurvensti.ick CD wiirde 
<laher durch dio wagorechto 'l'angente an den Pnnkt C zu ersetzen sein. 

gegeben uncl durch die Knrvo BF darge 
steLtt ist. 

Goht man von dem ungiinstigsten Fall 
x = 3 t aus und denkt sich dann das links 
seitigo DritteL des K6rpers entfernt (Pig. 143), 
so .ist mit dieser Ver k Lein eru n g tles 

IX. Allgemeine Beziehungen zwischen dem Spannungs 
mittelpunkte und der Nulllinie bei MauerkHrpern, die aufser 

halb des Kernes belastet sind. 
Zn einer gegebenen oder angenommenen Nulllinie lisst sich 

der zugehorige Spannungsmittelpunkt immer berechnen (nur die 
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gewihnlich umgekehrt vorliegende Aufgabe stifst meist auf 
Scbw:ierigkeiten und erfordert haufig das Vorgehen mittel,s 
Pro birens). 

AN sei die gegebene oder angenommene Nul,l,l,inie, der 
wirksame Querschnitt Liege rechts davon (Fig. 145). Man wiihle 
auf der Nul,l,l,inie eineu beUebigen Anfangs 
punkt A und bestimme eine beLiebige 
AX-Achse, wel,che mit AN den Winkel, 1 
bil,de. Die stirkste Druckspannung an der 
von der Nulllinie am weitesten entfernten 
Stel,l,e sei d', und die Abscisse dieser 
Stelle seiz. Die Koordinaten des Spannungs 
mitteLpunktes P seien a,, und y,,., die 
Spannung au einem beLicbigcn Punk te a, y 
sei a, daun ist 

Fig. 145. 

Y 

4.{" 

1) 
,, 

a a=-x. z 
Es muss nun die Summe aUer inneren Krafte gLeich P sein, d. h 

2) ''J' ,, s P=? @Fa7. z siny' 
wenn S das statische Momeut der wirksamen .l!'Lache in Bezug 
auf die Nul,l,l,iuie bedeutet, also S = S clFx sin ·r ist. Die Mo 
mentengl,cichung in Bczug auf die Nul,l,l,iuie wird: 

,, · .J 
3) Pxm= ~jdFx2 = a -. •2, 

z z srn 1 
wenn J das Trigheitsmoment der wirksamen Fliche in Bezug 
auf die Nul,l,l,inie. EudLich Uefert die Momenteugteichung in 
Bezug auf die X-Achse: 

) .='f [ray. z 
Aus diesen 

5) 

Gleichungen erhiilt man: 
J 

x.,. = Ssinr' 

6) 

7) 

sin y fd Pa y 
y.,.= - s ' 

" po®sin; o === s . 
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Bei gcwahLtem Acl1senkreuze sintl ,, z, J, S und JdFxy 
bekannt oder zu berechncn, daher auch die Lage des Spannungs 
mittcLpunktes uud die stirkste Druckspannung zu ermittel. 

Lisst sich das Achsenkreuz so Legen, dass J dFxy = 0 wird, 
HO wird nach G L. G auch y,,, = 0 und P Liegt auf'AX. 

fat A N eine Wassorspiog·et-Linio und cler wirksame Quorscl.mitt dem 
Wasserdruck ausgesetzt, so bokommt P die BoJeutung· des lliittetpunktes 
Jes Wasserdrucks. 

Pambelfl.ache (Fig. 146). 1st tler wirksame Querschnitt F 
eine geracle abgcsclmittene ParabeLfLache, ::;o finclet man leicht 

J=· s. llz2. 
35 ' 
4 

a,= 4 % 

2 S= Pz mithin 3 ) 

und 

Fig. 14G. 
.N 

oder 

Fiir eine schief abgeschnittene ParabeL:fLache sind die Ergebnisse 
entsprechcnd. 

Halbkreis. Fur diesen ist J= 1/4 Fr2,· S=±_!__p daher 3 r 
x,,. = 3/16 r1t = 0,59r; t ==0,41r oder 

Z= 2,43t; 

" 2' p a ==,86 • 
r-: 

Vollkreis. In diesem Falle ist J = ~ Fi·2; S = P.r, mithin 

a, ==®4r; t==4r==gz, oder 
z=23%t 
> 3 a == 

Kreisabschnitt. 1st der wirksame Quersehnitt ein Kreis 
abschn itt, so erhiilt man fur J, S und z trigonometrische Funk 
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tionen des hal,ben Centriwinkel,s. Mit Rii.cksicbt <larauf, dass ein 
sehr kleiner Abschnitt als Parabelfliche betrachtet werden kann, 
1,asst sicb ans den vorstebenden, fii.r ParabeL, Hal,bkreis und 
Vo Ukreis gcfundenen Ergebnissen die fiii· die meisten Fa\,1,e ge 
niigende Anniherungs-IF'ormel 

j=3 +oa() 
abl,eiten. Ist hiernacb die Nul,1,1,inie gefunden, so bietet die Be 
recbnung der starksten Spannung keine Schwierigkeit, wcil, ja 
im Schwerpunkte der wirksamen Fl,ache F immcr die mittlere 
Spaunung Pj F herrscht, die Spannung an ancleren SteUen aber 
immer elem Abstande von der Nulllinie proportional ist. Uebrigens 
kann a" nach der Anniiherungsformel 

fl O p a == ,58 = tV2rt 
berechnet werclen. 

Die fiir den VoLLkreis gefundene FormeL a" =2 Pjp Lasst sich niim 
Lich in vorstehende GestaLt bringen; fiir den Halbkreis wiirde statt 0,58 
nur 0,56 zu setzen sein, wiihrend fiir ganz kleine Abschnitte (die als 
ParabeLn betrachtet werden konnen) 0,53 sich ergiebt. Rechnet man daher 
mit der Ziffer O,r,s, so erhaLt man die Spannung im ALLgemeinen otwas 
gr6fser a Ls sie ist, und zwar hichstens um 1/ 11 mu grofs. ) 

Dreieck. Ist die wirksame Fliche F ein Dreieck, so wird 
die Beziehung ftir den Spannungsmittcl,punkt sehr einfach. !st 
A die Mitte der Nulllinie NN,, so muss P auf Fig. 147. 
der Halbirungslinie A B 1,iegen, u. zw. nach 
der Lehre vom Kerne des Dreiecks (s. S. 151, 
Fig. 136) in der Mitte von AB. Bezeichnet 
man die in den Richtungcn B N bezw. BN, 
gemessenen Koordinaten des Punktes P mit t 
und u, so findet man 1,eicht B N = 4 t und 
B N,==4u, wodurch bei gegebenem Mittelpunkte P die Nulllinie 

• e; 
·X·) Fiir ringformige Querschnitte wird die Berechnung dorai-tiger Auf 

gaben durch Anwendung von Tabellen erleichtert; siehe: Ke ck, ,Excen 
trische DruckbeLastung aufserhaLb des Kernes bei Mauerwerkskirpern 
ringf6rmigen Querschnittes; Zeitschrift des Arch.- u. Ing.-Vereins Z 
Hannover 1882,S. 627. Die 'l'abeLLeu siud dann weitergefiihrt von He in em a nn 
a. a. 0. 1891, S. 157. 
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NN, bestimmt ist. Da im Schwerpunkte S die Spannung 
P IP 
],' = 8 t . , (wen a== X NBN,) so hcnscht im Punkte B 1 it Slll a. 
die <lrcimaL so grofse Spannung 

" 3 p 
a =g tusina' 

Eine derartige dreieckige Wirkungsfliiche kommt u. A. bci 
rechteckigen (Quersclnitten vor (Fig. 148), wcnn der Spannungs 
mitteLp1111kt 1rn,he an ei11er .!Beke B Liegt. Sind Heine Koordinaten 
in Bezug auf diesc lteke t und u, so sclmeidet Fig. 148. 
die NnLUinie. auf den Hcchtcckseiten die 
Lingen 4t bezw. 4 ah, wenn gLeichzeitig 

4t<d und 4uh, 
nnd cs ist dann i 

d 

[au 
I 
I 

// 3 p a =gnu 
Sid aber die Bedingungcn t;;;; ¼ d uu<l u ~ ¼ h nicl1t erfdLLt, 

so wird die wirksame Fliiche nicht mchr cin cinfaches Dreieck, 
1:,on<lern ein Viereck oder .li'iinfock, nnd da\m werden die Ver 
hiiltnisse verwickelter.') 

Tn a1,Len hicrher gchorig·cn li'al,Len, wo die rechneriscl1e 
Los11 ng Schwierigkeitcn bietet, ist ein graphostatischcs Verfahrcn 
i1L cmpfcJ1Len, dc8sen EntwickeLung jcdoelt den Ralen dieses 
Buches iiberschreitet. ) 

X. Excentrische Zugbelastung. 
Wird ein prismatischer Stab durch excentrische 'Zu g krlift:e 

bcausprucht, so erfahrt die Exccntricifat des Spannungs-MittcL 
pnnktes fiir irgeud cincn Querschnitt clurch die Biegung des 

·*) Diese schwiorigoren l1'aUe sind von Bar khausen behandeLt wordou 
in dor AbhandLung: ,,DrnckvertheiLnng im rechteckigen Mauerquersclmitt", 
Zoitschrif't dos Arch.- u. Ing.-Vereins zu Hannover, 1883, S. 469. 

**) Siehe Mohr, ,,Vortl1eiLuug exentl'ischer Druckbel,astlll1g· eiues 
Mauorkorpors"; Zeitschrift dos Arch.- und Ing.-Vereins zu Jiannovor 1883, 
S. 163. - II lip pn er, ,,DruckvertheiLuug· in Mauerwerks-Querschnitten; 
CiviLing·ouiour 1885, S. 39. - Miil,Ler-Brestau, Graphische Statil,, 
2. AufL., S. 72. 

)( 0 Ck, IGt..1sticitl1taLohre. 11 
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Stabes nicht eine Vergrofserung (wie bci der Druckbetastung, 
S.139), sondern eine Verkteinerung. Die stirksten Spannungen 
fin den sich daher an den En d querschnitten. 
Fiir die Ermittelung derselben gelten aber die Fig. 149. 
Betrachtungen auf S. 143-153 ohne Weiteres, 
wenn nur die W orte Zug- und Druckspannung 
mit einander vertauscht werden (so dass a" 
die 'Zugspanung, a' die Druckspannung be 
deutet). 

Auch die Untersuchungen iiber Druck 
krifte aufserhalb des Kernes bei Mauer 
werkskirpern finden singemifsc Anwendung 
bei der Zugwirkung au Korpern, in denen 
wohL Zug spannungen, nicht aber erhclJtiche 
Druck spannungen auftreten kinnen. Solche 
K6rper sind z. B.: Lederriemen, diinne Kautschuk- oder auch 
selbst Blechplatten, Papierblitter, Gewebe u. dgl. Bei derar 
tigen Korpern wird eine Zugkraft aufserhatb des Kernes nicht 
mehr den ganzen Querschnitt in Anspruch nehmen, sondern es 
wird auf der einen Seite ( anstatt eines Druckwiderstandes) ein 
Fatten eintreten (entsprcchencl dem KLaffen der Mauerfugen bei 
Druck). Man wird also fiir solche Filte die Formeln auf 
S. 156 157 anweden kinnen. Riickt die Richtung der 'Zug 
kraft der einen Kante sehr nahc, so entsteht dort eine verhatt 
nismifsig bedeutende Spantung; auf diesem Umstande beruht 
die Art und Weise, wie man mit den Jfanden ein Papierbtatt zu 
zerreifsen pftegt. 



Neunter Abschnitt. 

Einfache Fachwerkbalken auf 2 Stfitzen. 

I. Voraussetzungen. 
Ein gewilliches oder Drciecks-Facbwerk ist eine Aneinander 

reihung einzelner, aus GeLenkstaben gebiLdeten Dreiecke, von denen 
je 2 benachbartc cine Seite gemeinsam habcn. Ein soLches Facbwerk 
bildet, wenn man die Sta be a Ls starr voraussetzt, cine unverinderliche 
Figur und erleidet in Wirktichkeit (d. b. bei c Lastischen Staben) 
nur et as tis che Forminderungen; man nennt soLche Anordnung 
dab er auch ein s t e i fc s Fachwerk. Legt man dasselbe in 
gLeichcr Weise, wie die weiter oben Fig. 150. 
behandelten vollwandigen Balken, auf 
2 Stutzen, so entsteht ein einfacher Fach 
werkbaLkcn auf 2 Stutzen, weLcher Loth 
rechten Lasten gegeniiber stanclfest ist 
(Fig. 150). 

Betrachtet man die cinzelnen Stibe zunichst als gewichtlos 
und grcifen die sonstigen iufseren Krifte nur in GeLenkpunkten 
(Knotenpunktcn) an, so wird (unter Vernachtassigung der Reibung 
an den GeLenkboLzen) jcder Stab nur in der Richtung der Ver 
bindungsgeraden seiner GeLenkpunkte einen Widerstand Leisten 
kinnen. Die Mittelkraft aller ineren Spannkrifte, die auf irgend 
einen Querscbnitt eines sol,chen Stabes wirken, gcbt dann ebenfatts 
durch die beiden Gel,enkpunkte hinclurch und ist fiir alle Quer 
schnitte desseLben Stabes von gLeicher Grofse. Diese MitteLkraft 
werde nun einfach die Spannkraft des Stabes oder die Stabkraft 
gcnannt, u. zw. eine Zug- oder eine Druck.kraft, je nacbdem sie 
einer Vergrifserung oder ciner Verkleinerung der Abstinde der 
beiden Getenkpunkte entgegenwirkt. Im Allgemeinen empfiehlt 
es sich, bei der Berechung die Stabkrifte zunichst simmtlich 

Keck, Elasticitiitslehre. 12 
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als 'Zugkrifte cinzufiihren; ein positiver oder negativer Werth, 
der sich <lurch die Recbnung· fii.r die Stabkraft ergiebt, kenn 
zeichnet dieselbe schliefslich als Zug- bezw. Druckkraft. I 
besonderen Fatten freitich, wo iiber das Vorzeichen eiuer Gruppe 
von Stabkriften kein Zweifel ist, wird man auf die Benutzung 
dieser Regel verzichten. 

FaUt die Achse des Stabes mit der Verbindungsgeraden 
seiner Getenkpunkte zusammen, so ist seine Anstrengung nach 
den Regeln iiber centrische Zug- oder Druckbetastung zu be 
rechnen. Im anderen Falle kommt die excentrische Zug- oder 
Druckbetastung in Frage. Im Folgenden soll die Verbindungs 
gerade der beiden Gelenke eines Stabes durchweg als die Stab 
achse oder Stabrichtung aufg·efasst werden.' 

1st der Fachwerkbatken an zwei Getenkpunkten unterstiitzt 
(Fig. 150) und sind die einzelnen Knotenpunkts- Belastungen 
gegeben, so miissen die Stiitzendriicke den simmtlichen Las ten 
das Gleichgewicht halten; man hat daher die AufLagerdriicke 
A und B in derselben einfachen Weise zu ermitteln, wie bei 
einem vollwandigen Balken auf 2 Stiitzen, indem man for die 
Aufstellung der G teichgewich ts-Bedingungen die (geringe) e Las tische 
Formiinderung des Balkens verachlissigt und die Lage der 
Krifte so annimmt, wie sie aus der urspriinglichen Balkenform 
sich ergiebt. 

Die Stabkrifte sind ihrer Richtung nach <lurch den geo 
metrischen Zusammenhang des Fachwerks gegeben; es bleibt nur 
ihre Gr6fse zu ermitteln. 

Die Stabe, wetche das Fachwerk oben und unten begrenzen, 
bilden den Ober- bezw. Untergurt, welche beim VoUwand 
balken auch vorkamen (S.118). Die Spannkrifte dieser Gurten 
werden bier ebenfaUs mit O bezw. U, ihre Neigungswinket gegen 
die Wagerechte mit w und v bezeichnet (Fig. 151 ). Die Stibe, 
welche die Gurten mit einander verbinden (atso die Wand des 
Volltrigers ersetzen), werden im Allgemeinen Wandglieder, 
FiiLLungsstibe, Gitterstibe genannt; die schrig stehenden 
W andgtieder nennt man im Besonderen Streb en oder Di a 
gonalen und ihre Spannkraft D (mit dem Neigungswinket 
© gegen die W agerechte), die etwa tothrecht stehenden aber 
Stander, Pfosten oder Vertika ten mit der Spannkraft V. 
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Uebrigens sind die Stander bci der Berechnung ur Sonderfiille 
der Strcben (indem 1l = 90° wird). 

II. Berechnung der Stabkrdfte. 
Behufs der Spannungs-Ermittelung zerlegt man das Fach 

werk durch einen Schnitt in zwei Theile und betrachtet den einen 
Abscbnitt, etwa den tinksseitig·en (Fig. 151). Fig. 151. 
Bringt man dann an den durchschnittenen 
Stiben die unbekanten Spannkriifte O, D 
und U an, so miissen diese dem Auftager 
druck A und den Lasten Links vom Sclmitte 
das Gleichgewicht halten. Fiir Krifte in einer 
Ebene Lassen sich nun 3 von einander unab 
hangige Gteichgewichts-Bedingungen aufsteUen, aus denen man 
also 3 Unbekante ermitteln kann. Die an dem Schnitt auf 
tretenden Stabkraftc sind daher ohne W eiteres zu berechnen, 
wenn ilne AnzahL bochstens 3 betragt (wie in Fig. 151 der FaU 
ist). Das ganze Fachwerk ist demnach unmittelbar zu berechnen, 
wenn jeder Stab durch einen Schnitt getroffen werden kann, der, 
das Fachwerk in 2 Theile zerlegend, im Ganzen hichstens 
3 Stiibe durchschneidet. Bei dem gewihnlichen Fachwerksbalken 
ist diese Bedingung erfiittt, wie man aus Fig. 150 leicht erkennt. 

Weicht die Form des Fachwerks aber von dem einfachen 
Dreiecksnetz ab, so kann es vorkommen, dass ein Stab nich t 
durch einen Schnitt getroffen werden kann, der im Ganzen 
hichstens 3 Stibe durchscheidet; man bekommt dann an der 
Schnittstelle mehr als 3 unbekannte Stabkrafte. In soLchem 
Fall ist die Berechnung verwicketter, u. zw. reichen dazu ent 
weder die Gteichgewichts-Bedingungen noch aus, oder aber es 
ist die Berechnung nur unter Zuhi.Ufenahme der Lehre von der 
elastischen F'orminderung des Fachwerks miglich, wenn man 
nicht an Stelle derselben gewisse vereinfachende Annahmen 
benutzen will. 

Ob ein FachwerkbaLken auf 2 Stiitzen noch mittels alleiniger 
Anwendung der Gteichgewicbts - Bedingungen berechnet werden 
kann, ob er statisch bestimmt ist, hingt zunichst von der 
Beziehung zwischen der Anzahl der Stiibe und der Anzahl der 

12 
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Knotenpunkte ab, die in dem Fachwerke vorkommen. Die An 
zahl der Staibe sei s, die der Knoten k. Fiihrt man um irgend 
einen Knoten des Fachwerks einen kreisformigen Fig. 152. 
Schnitt und betrachtet den herausgeschnittenen kif)"- .'•., 
Theil (Pig. 152), so muss dieser unter Einwirkung 7 ? 
der aufseren Kraft P des Knotenpunktes und der j - \ 
inneren Krifte der durchschnittenen Stibe im 
GLeichgewichte sein. Da die Krifte einen gemeinsamen Schnitt 
punkt haben, so kann man fur sie nur 2 Gteicbgewichts-Gteichungen 
aufstellen. Bei k Knoten ergeben sich hiernach 2 k GLeichungen. 
Diese enthatten aber in sich auch die Bedingungen fiir das 
GLeichgewicht des ganzen Balkens ( den sind alle Knoten 
punkte im Gteichgewichte, so muss dies auch fiir das ganze 
Fachwerk geLten), u. zw. sind jene Bedingungen durch 3 GLei 
chungen auszudriicken. Mithin bleiben fiir die Berechnung der 
Stabkrifte noch 2 k-3 GLeichungen verfogbar. SotLen daher 
die Stabkrifte aus den GLeichgewichts-Beclingungen zu ermitteLn, 
soll das Fachwerk auf 2 Stlitzen statisch bestimmt sein, so 
darf die Anzahls der Stibe nicht mehr a Ls 2k3 betragen. 

Ein Vieteck von k Eckpunkten ist bekanntLich <lurch 2k 3 
von einander unabhingige Stiicke geometrisch bestimmt; das Ge 
tenk-Fachwerk von k Knotenpunkten erfordert aLso mindestens 
2 k- 3 Sta be, um st e if (geometrisch bestimmt) zu sein. 

Soll daher das Fachwerk zugteich steif und statisch 
best i mm t sein, so muss die Bedingung 
1) s=2k-3 
stattfinden. Ein sotches Fachwerk heifst (nach Mohr) ein ein 
faches Fachwerk. 

Dass das einfacbe Dreiecksnetz (wie Fig. 150) zugleich steif 
und statisch bestimmt sei, wurde oben unmittetbar gezeigt; es 
trifft bei ihm auch die Bedingung s = 2k-3 zu. (In Fig. 150 
ist z. B. k== 11, s =19, und es gilt 19== 2 • 11- 3.) Aber 
auch jeder andere FachwerkbaLken auf 2 Stii.tzen muss derselben 
Bedingung geniigen, wen er zugLeich steif und statisch bestimmt 
sein soll. 

Ist die Anzaht der Stiibe geringer, so ist <las Stabnetz nicht 
steif, sondern cine verinderliche Figur, die als Balken (fiir 
beliebige Lasten) nicht benutzt werden kan, weil jede Aenderung 
der Betastung eine Aenderung der Gteichgewichtsform bedingt. 
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Ist aber s > 2k3, so ist das Netz geometrisch iiberbestimmt, 
es sind die cinzelnen Stabliingen nicht mehr unabhingig von 
einander. Der cinfachste Fall dieser Art ist ein Fig. 153. 
Viereck mit 2 Diagonaten (Fig. 158); die zweite fi\ 
Diagonale lisst sich mur einfiigen, wenn sie cine, \ 
durch die iibrigen Stibe schon genau bestimmte Linge hat. 
Weicht ihre Lange von diesem Mafse ab, so ist die Einfogung 
(wenn man Temperaturinderungen ausschliefst) nur durch etastische 
Lingeniinderung der einzelnen Stzibe miglich; es entstehen daher 
schon Spannungen in dem Fachwerke, bevor noch Lasten auf 
gebracht sind, u. zw. sind diese Spannungen nur auf Grund der 
elastischen Forminderungen zu berechen, sind also statisch 
unbestimmt, und bleiben es auch, wenn iiufsere Kriifte an den 
Knotcnpunkten angreifen, weiL eben die Zahl der Stabkrifte s 
grofser ist als die Zaht der verfogbaren Gteichgewichts-Be 
dingungen. 

Wird eine der Bedingung s = 2 lc - 3 entsprechende Anzahl 
von Stziben nicht in der einfachen Weise der Fig. 150 zu 
Dreiecken aneinander gereiht ( ohne jede Kreuzung der Diagonaten), 
sondern biLdet man das Netz in der Weise Fig. 154. 
der Fig. 154, indem man von dem Dreieck 1 2 3 

1

~4 G~ 

ausgeht, den neuen Punkt 4 gegen 2 und 3 
durch 2 Stzibe festlegt, den neuen Punkt 5 
mit 2 und 3 verbindct, u. s. f'., so entsteht 3 5 

cbenfatts cine unverinderliche Figur, cin steifes Fachwerk. Die 
Berechnung der Stabkrifte ist allerdings nicht in der einfachen 
Weise, wie bci Fig. 151 ausfiihrbar, weil man z. B. den Stab 2 3 
nur durch cinen Schitt treffen kann, der mehr als 3 Stibe 
durchschneidet; immerhin aber gel,ingt die Spannungs-Ermittetung 
aus den Gleichgewichts-Bedingungen mit Hiilfe eines Umweges 
indem man etwa, von der rechten Seite beginnend, zunichst die Kraft 
in 4 7 umnitteLbar berechnct, diese dann bei der Bestimmung der 
Kraft in 2 5 ats bekannte Grofse benutzt und in solcher Weise 
fortfahrt; man bat dann an jedem Schnitte nur mit 3 u n be- 
k an n ten Spankriften zu thun); das Fachwerk Fig. 155. 
ist daher statisch bestimmt. ~ 

Geschicht aber bei derselben 'Zahl von 
Stiben und Knotenpunkten die Anordnung in -- 
der Weise der Fig. 15, so ist das rechtsseitige Viereck ohne jede 
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Diagonate o:ffenbar verschiebtich, daher das Fachwerk i.iberhaupt 
nicht steif, wihrend zugleich das mittLere Viereck wcgen des 
Vorhandenseins zweier DiagonaLen geometrisch i.iberbestimmt 
und statisch unbestimmbar ist. 

Die Bedingung s = 2 k 3 ist daher fur die Steifigkeit und 
statische Bestimmtheit wohl nothwendig, aber nicht hinreichend. 
Die allgemeinen Regeln iiber die sicheren Kennzeichen statisch 
bestimmter, steifer Fachwerke) sollen hier jedoch iibergangen 
werden, weil man in den meisten der wirktich vorkommenden 
Fille die Entscheidung durch einfache Betrachtung gewinnen kann. 

Die Berechnung der Stabkrifte O, U und D an irgend 
einem Schnitt eines einfachen Fach werkbatkens kann in iihlicher 
Weise geschehen, wie die Ermittelung der Gurtkrifte O und U 
und der Wandscheerkraft Y eines vollwandigen Trigers von 
entsprechender Form und Anordnung. Geht man von einem 
Trager auf 2 Stlitzen mit di.inner, voller Wand und mit ge 
kriimmten Gurten aus, bildet nun einen entsprechenden Fach 
werkbaLken, indem man auf den MitteUinien der Gurten be 
Uebige Punkte als Knoten 
punkte wihlt und diese durch 
Gurtstibe und durch Streben 
verbindet (Fig. 156), so haben 
diese beiden Trager cine ge 
wisse Uebereinstimmung in 
ihren aUgemeinen Eigenschaf 
ten; man kann aus dem Ver 
halten des vollwandigen Tri 
gers auf dasjenige ctes Fach 
werkbaLkens schtiefsen. Nur t 

Fig. 156. 

0 
I 
I 

ho 
I 
I 

K 
zeigt der Vollwandtriger in' 
allen wichtigen Bezichungen stetige Verinderlichkeit, wihrend 
sich an dem Fachwerke vieles unstetig, sprungweise indert. 
Bei ersterem indern sicl die Gurtrichtungen und auch die Grofsen 
der Spankrifte O, U und Y stetig, wenn man den senkrechten 
Schnitt lings der Spannweite verschiebt; bei tetzterem sind die 

) Miller-Breslau, Graphische Statik, 2. Auf1., 1. Bd., S. 214, 228 
und 435. G. Lang, Zur Entwicklungsgeschichte der Spanwerke des 
Bauwesens, S.173-184. - M. Griibl,er, Beitrage zur Theorie des ebenen 
einfachen Fachwerkes; Rigasche Industrie-Zeitung 1888, S. 277. 
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Stabkrifte auf die Linge cines Stabes von derselben Grifse und 
Rich tung, indern sich aber sprungweise, sobald man, eincn 
Knotenpunkt iiberscbreitend, zu cinem benachbarten Stabe iibergebt. 

Bringt man an betiebigen Knotenpunkten des Fachwerk.s 
irgend welche Lasten an und giebt dem Vollwandtriger an dcn 
selben Stellen die gleichen Lasten, so sincl auch die AufLager 
driicke vollig iibereinstimmend. 

SoU nun die Kraft O in einem Stabe des Obergurts be 
rechnet werden, so legen wir durcb cliesen Stab an betiebiger 
Stelle zwischen seinen Endpunkten einen Schnitt t t, der noch 
eine Strebe und einen Stab des Untergurts trifft, und wiihlen 
[nach elem Verfahren von A. Ritter*)] den Schnittpunkt K der 
beiden Letzteren Stibe zum Drehpunkte fiir die Momentengleichung 
der Krifte links vom Schnitt. Ist h die tothrecht gemessene 
Trigerhihe an der Stelle K, so ist h cos der Hebelarm von O, 
mi thin h cos O die Momentensumme der inner en Krifte oder 
das Widerstandsmoment in Bezug; auf K, und dieses muss cler 
Momentensumme der iufseren Krifte oder elem Biegungs 
momente 111, bezogen auf K, gteich und entgegengesetzt sein. 

Fiihrt man nun in der Lothrechten des Punktes IC einen Schnitt 
durch den Vo lltriger, so ist das Biegungsmoment M fiir diesen 
Schnitt genau dasselbe, und dieses wird (nach S. 119) durch 
das Widerstandsmoment h, cos a, O, aufgenommen. Hitte der 
Obergurt des Vollwandtriigers dieselbe geknickte Form, wie der 
des Fachwerks, so wire h,==h, @,===o und daher auch 0,==O; 
bei stetig gekriimmter Form aber werden diese Werthe nicht 
ganz ii.bereinstimmen; jedoch ist der Unterschied meist so un 
bedeutend, class er bei bestimmten Beispielen wohl zahlemmifsig 
hervortritt, aber auf die allgemeinen Regeln fiir die Berecbnung von 
0 bei einer bestimmten 'l'ragerform keinen wesenttichen Einftuss iibt. 

Die Krifte der Stibe des Obergurts werden durch die 
Biegungsmomente in Bezug auf die gegeniibertiegenden Knoten 
punkte des Untergurts bedingt, und umgekehrt. Bei senkrecht 
abwarts gericbteten Lasten ist O stets ein Druck, U stets ein 
Zug. Aus den Untersuchungen auf S. 73 und 120 foLgt daher, 
class auf eine Gurtkraft sammttiche Lasten in gteichem Sinne 

) Ueber die Berechnnng eiserner Dach- und Brii.ckenkonstruktionen; 
Zeitscbrift des Hannoverschen Architekten- und Ingenieui-Vereins 1861, S. 412. 
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einwirken, dass die Zug- und Druckkriifte des Unter- bezw. 
•Obergurts mogUchst grofs werden, wenn mogLichst viete Lastcn 
sich auf dem Trager befinden und wenn die schwersten Lastcn 
thunlichst in der Nihe des Momenten-Drehpunktes angebracht 
werden. 

Zur Berechnung der Kraft D in einer nach rechts abfallenden 
Strebe (welche zwischen zwei nach recbts anstcigenden tiegt, 
Fig. 157) ftihrt man durch diese einen Schnitt, der aufserdem 
zwei Gurtstibe O und U trifft (wenn wir der Abkiirzung wegen 
die Stibe durcl diesetben Buchstaben bezeichnen wie die ent 
sprechenden Stabkrifte), und benutzt den Schnitt L von O und U 
zum Drehpunkte. Zieht man durch L eine Wagerechte, welche 
die Strebe D in H schneidet, setzt L H = t und zerlegt die 
Kraft D an der Stelle H in die Seitenkrifte D cos o und D sin o, 
so hat die erstere kein Moment, die letztere aber das Moment 
+ D sin o. t. Fiihrt man in der Senkrechten des Punktes H einen 
Schnitt durch den entsprechenden Vollwand-Triger und legt 
.an die Schnittstellen der Gurten Tangenten, welche sicl in L11 
in dem Abstande t, vom Schnitte treffen, so ist Yt, die Momenten 
summe der inneren Krifte in Bezug auf L,. Es wird nun 
t, von t im Allgemeinen abweichen; lisst man aber diesen 

Fig. 157. 

I 

I 
{ __ _____,. 
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Y 

I Unterschied unberiicksichtigt, so wird D sin o = Y, d. h. die 
senkrechte Seitenkraft der nach rechts abfallenden 
Strebe D entspricht der Wandscheerkraft Y beim 
voUwandigen Trager (S.119). 

1st die Strebe eine nach rechts ans t e i gen de, und bringt 
man (wiederum das tinksseitige Stiick betracbtend) an dem 
Schnitte derselben eine Zugkraft D an, so ist diese schrig 
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aufwiirts gerichtet; das Widerstandsmoment wird dann- Dsins-t, 
d. b. die senkree hte Seitenkraft D sin G ciner nach rechts 
ansteigenden Strebe entspricht dem Etgegengesetzten 
dcr Wandscheerkraft Y. 

Ist also Y po s i ti v ( am linksseitigen Stiicke abwiirts ge 
richtet), so erfihrt die entsprechende, naeh reehts abfaUende 
Strebe Zug;, eine ansteigende Strebe Druck, und umgekehrt. 

Liegt nun bei beiden Triigern der Drehpunkt L bezw. L, 
aufscrhaLb der Spannwcitc, so verursacht (naeh S. 121) jede 
Last rechts vom Schmitt cin positives Y, und umgekehrt. Es 
folgt hieraus: Liegt der Drehpunkt L aufserhaLb der 
Spaunweite, so crfahrt eine naeh rechts abfaLLende 
Strebe (weLehe zwisehen zwei reehts ansteigenden Liegt) du re h 
Lasten reehts vom Sehnittc Zug, dureh Lasten Links 
v om Sc hn it t e D r uck n d u mg ck e hr t. Oder man kann 
(unter denselben Voraussetzungen) aucl sagen: eine Strebe 
erfiihrt Zug durch Lasten desjenigen Triger 
ab s eh n i tt e s , wel eh e m d e r untere E n d p u n kt d er 
S tr e b e z u g eh6rt, u n d u m g e k e hr t. *) 

Diese F'assung hat den Vortheil, dass sie Leicht auf die Vorstellung 
einer oben befostigten und unten beLasteten, bezw. unten befestigten und 
oben beLasteten Stange hiuweist, sich daher Leicht einpragt. 

Obiger Satz giLt auch fiir Stander; denn steUt man eine 
Strebe allmiihlich steiler und steiler, so entsteht der Stinder als 
GrenzfaU einer Strebe, die mit den Pig. 158. 
beiden benachbarten entgegengesetzte 
Steigung hat. In Fig. 158 sind die durch 
eine Last erzeugten Zug- und Druek- 
Spannungen durch + und - angegeben. v 

Streben und Stinder sind hiernach (vgl. S. 122) auf einseitige 
BeLastung zu berechnen, wobei man die schwersten Lasten dem 
betreffenden Stabe thunlichst zu nihern hat. 

Fiir die Strebenkraft D Lasst sich cine aUgemeine FormeL 
einfacher Art entwickeln. Da die iufseren Krifte senkrecht 
stehen, so mlissen die inneren Kriifte an einer SehnittsteUe fiir 
sich aUein der G1,eiehu11g der wagerechten Krafte geuiigen, oder 

) [echnische Mechanik, bearbeitet vom Ingenieur-Verein am Poly 
teclrnikum zu Stuttgart, 1878, S. 53. 
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es muss (Fig. 159) D cos 6=== 0 cos w - U cos v sein. Nennt man 
nun das Biegungsmoment in Bezug auf den 
un teren Endpunkt der Strebe M, und die 
diesem Endpunkte K entsprecbende senkrechte 
Trigerhdhe h,, wihrend M, und h, sich auf den 
oberen Endpunkt K' der Strebe beziehen, so 
ist O cos oh,== M, und Ucosvh,== M,, mithin 

2) ass () () 
RE o 

Fig. 159. 

Man berechnet atso ftir eine gegebene Betastungsart M: h 
fur den unteren und M:h fiir den oberen Endpunkt der Strebe 
und zieht von ersterem W erthe den tetzteren ab, um die wage 
recbte Strebenkraft fiir diese Belastungsart zu erhalten. Man 
findet Leicht, class die Gteichung 2 auch ftir rechts ansteigcnde 
Streben in unverinderter Weise gitt und dass aucb das positive 
oder negative Vorzeichen der Differenz der rechten Seite einen 
Zug oder Druck in der Strebe bestimmt angiebt. 

Ill. Einflusslinien. 
Wir machen die Voraussetznng, dass die Lasten nur an den 

Knotenpunkten des einen Gurtes, z. B. des oberen, angreifen 
und nennen diesen den belasteten Gurt. Fiir die Berechnung 
der Spannkrifte des unbetasteten Gurtes dienen die Knotenpunkte 
des anderen als Drehpunkte. 

Einftusstinie fiir den unbelasteten Gut. Da fiir die 
Spannkraft U in einem belicbigen 
Stabe des unbelasteten Untergurts 
diesetbe Gteichung 

v M, 
h Cos v 

gilt wie fiir einen Volltriger (JM, 
bedeutet das Biegungsmoment in 
Bezug auf den Knotenpunkt K 
des belasteten Gurtes, Fig. 160), 
so wird auch die Einflusstinie for 
U dieselbe werden wie in Figur 110b, 

Fig. 160. 

s. 120. Hat der Dreh 
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punkt K den Abstancl x vom tinksseitigen Auftager, so macht 

man 4,4,=-,, wodurch sich das Dreicck A,B, K, bestimmt. 
I cos v 

Da aber auf das Fachwerk nur in Knotenpunkten des be 
tasteten Gurtcs Krafte libertragen werden, so liaben einstweiten 
nur diejenigen Einfluss-Ordinaten Bedeutung, welche in den 
Senkrechten durch die Lastpunkte tiegen. Es mige nun eine 
Brlickenbahn sich in der Weise auf den betastcten Gurt stlitzen, 
dass kleine cinfache Zwischentriiger von einem Lastpunkte zum 
anderen gestrcckt sind; auf diese Weise entstehen s. g. Fae he 
von der wagerechten Linge k (z. B. zwischen C, und C,). Be 
finclet sich dann eine Last 1 auf einem sotchen Zwischentrager 
im Abstande v von C,, so zer'Legt sie sich in die beiden Knoten 
punkts -Lasten 

V C =1-- und 1 k 

und diese erst wirken auf das Fachwerk. N ach der Einfluss 
figur wlirden aber Lasten Eins, in C1 und C, wirkend, Spankrifte 
U von den Grofsen 111 bezw. Yi2 erzeugen; die Knotenpunktstasten 
C, und C, bringen daher einzeln die Spanunkriifte C,n, und CU,n, 
bervor. Die betiebig tiegende Last Eins verursacht nun die 
gteicbzeitige Einwirkung von C, und 021 mithin die Spannkraft 

0 C 
V V, n== a+ a»=- ,+,e 

Dieser Ausdruck ist nach v einfach Linear; fiir v== o wird 
n== 1,, fiir v==k wird n==n%. Die Verbindungs-Gerade der 
Endpunkte der benachbarten Einfluss-Ordinaten n, und n, ist 
demnach die EinfLussl,inie fur U auf die Lange eines Faches 'A. 

Die EinfLusstinic fiir U ist hier nur beispielsweise gewiihlt; 
es gilt nach der vorstehenden Entwicklung allgemein: W erden 
die Lasten durch einfache Zwischentriiger auf be 
stimmte Lastpunkte l'tbertragen, so ist die Einftuss 
tinie zwiscben 2 sotcbcn Lastpunkten eine Gerade. 

In dem jetzt vorliegenden cinfachen F'alle, wo der Knick 
punkt K, in Fig. 160 auf einer Lastpunkt- Senkrechten tiegt, 
bteibt hiernach das Dreieck A1 K1 B1 ats EinfLussfigur ftir U mit 
der erweiterten Bedeutung bestehen, class auch Jede Zwischen 
Ordinate n giiltig ist. 
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Einf lusslinie fiir den betasteten Gurt. Anders ist es 
aber mit der EinfLusstinie fur die Spannkraft O in einem Stabe 
des bet as te ten Gurtes 
(Fig. 161). Der jetzt 
mafsgebende Drehpunkt 
I( bestimmt in dersetben L J<Ji f 
Weise, wie in Fig. 160, r-·-==:::::::::::::~: - ------- ··Jt{~ 
das Dreieck A, B, K,\ \sink}'Y,' ' 
(Fig. 161 b). Nach demi ·..,·--·-+·-/l-- 
letzten Satze muss aber} }=_ U' J = 

I 
die EinfLusstinie zwischen I 7'-!-~--:,,-\~ : 

den Knotenpunkten Cud!_[-K, } 
D des durchschnittenen l __., : ! 

! ! I 

Faches eine Gerade 01 DI l i I ( c) i 
sein; daher entsteht ats l,.-=~=-:-----------~ ! ,.. y ----------- ->[ 
EinfLussfigur nun das --,~ ------t------ C2 : 

:. :, hsindl »5 {B, 
Viereck 4,B,D,C,, in =, ©} D-F 
welchem der zur Kon- ] BW-.{° 

l+--:t--->-1 --- ....................... 
................ 
"-.iIy 

Fig. 1G1. 

1i 

struktion benutzte Punkt 
K, in der Senkrechten 
durch den Drehpunkt K 
nicht mehr vorkommt. Ist das Fachwerk aber ein St and er 
Fachwerk, d. h. enthiilt es senkrechte Pfosten, so dass der Drehpunkt 
I( in einer Lastpunkt-Senkrechten tiegt, so fillt die mitttere Seite 
C, D, der Einflussfigur fort, und diese wird wieder ein Dreieck. 
(Da Onegativ, so sind die EinfLuss-Ordinaten nach unten aufgetragen.) 

Einftusstinie fiir eine Strebe. Weit D sin o der Wand 
scheerkraft Y cines Vollwandtriigers entspricht, so wird die Ein 
fLusstinie fur D im Attgemeinen diesetbe Form haben mi.issen 
wie die fur Y (Fig. 110 c, ·S. 120), nur sind die Ordinaten noch 
durch sin o zu theiLen. Auf den Stiitzen -Senkrechten hat man 
daher jetzt (Fig. 161 (c)) 

b 
h sin d 

1) a 
4,4,==-, : 

t Slll o 
b bezw. B,B,=-,.:. , smo 

aufzutragen, um die Hauptlinien A, B, und B,A, zu erhalten. 
Wir betrachten die nach rechts ab fallen de Strebe EF (Fig.161a), 
wetche durch rechtsseitige Lasten positiv gespannt wird; daher ist 
A2A3 nach·oben aufgetragen, wahrend eine nach rechts ansteigende 
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Strebe das Umgekehrte erfordern wiirde. B, A,und B,A,schciden 
sich wicdcr auf der Scnkrechtcn durch den Drebpunkt L. Die 
Linie B2 A3 gitt recbts vom durchschnittenen Facbe, d. h. bis C,, 
die A, B 3 aber gilt bis zum Linksseitigen Lastpunkte Edes durchschnit 
tenen Faches, d.ch. bis E, und diese beiden Punkte sind mun nach 
dem Satze auf Seite 173 durcb eine Gerade E2 C2 zu verbinden, so 
dass A,E,0,B, die Einflussfigur darstellt. In den GLeichungen 1 
bedeutet h die Triigerhihe an der Stette H, wo eine Wagerechte 
durch den Drehpunkt L die betreffende Strebe E F trifit. Der 
Drehpunkt L ist selbstverstiindlich der Schnittpunkt der Rich 
tungen der beiden Gurtstiicke, we"Lche der durch die Strebe ge 
fiihrte Schnitt aufser ihr trifft; a und b sind die Abschnitte auf 
den AuHager-Senkrechten, weLche diese beiden Gurtricbtungen 
zwiscben sich fassen. Die mafsgebenden Grofsen fur <las Zeichnen 
der EinfLussLinie kann man auch l,eicht unmitteLbar finden, ohne auf 
den VotLtrager zuriickzugreifen, wenn man <las bei diesem benutzte 
Verfahren (S. 120 und 121) auf das Fachwerk sinngemifs anwendet. 

Der Punkt N, in wetchem die EinfLussLinie E2 C2 die Achse 
scbneidet, heifst der E in f"L uss-Nu "LL punk t, weit eine an dies er 
Stelle angebrachte Last eine Kraft D = 0 hervorbringt. Jede 
Last rechts von N hat positiven EinfLuss, und umgekehrt. Die 
Fachliinge E,C,==k wird durch N in die beiden Theile E,N=-2 
nnd NC,== )..-z zer"Legt; um deren Verhiiltnis zu erfahren, nennen 
wir die Triigerlingen links bezw. rechts vom durchschnittenen 
Fache 4,E,==a, B,C,=y; dann ist 

E E'- __ b_!!!__ 
2 3 - h sin o l ' 

woraus "Leicht fotgt: 

2) 

CC __ a __ y 
2 a h sin il l ' 

Man lrnnn <lie Lage des Nullpunktes auch Leicht unmittelbar am 
'l'rager finden (F'ig.162). Zieht man Fig. 162. 
die Richtung des vom Sclmitte ge- Ne y' 
troffenen Stabes der unbetasteten ------Tf 
Gurtung bis zu den Schnittpunkten 1:1 ---~---~ ! l 
A(und B, mit den /Autlagersenkrechten 
durch, zieht forner, wenn EC das 1 

durchschitteneFach, 4,E und B,C,--------2.3/y, 
so treffen sich diese bei N in der 
Einfluss-Nullstelle. Verlingert man nimlich (zum Nachweise) auch EC 
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bis zu den AufLagern und nennt die einzel,nen Stlicke dieser Geraden 
x:, z', K •- z' und y, so findet man aus ahnl,ichen Dreiecken der Fig·ur 1,eicht 

z' a' k'-z y z' b a -=- ---=- oder -,--, =--,. c a? c b '-z a y 
Dies entspricht aber der GL.2, weil dieStrecken a', z', k'--z und y ihren 
wagerechten Projektionen x, z, k, z und y proportional, sincl. 

IV. Der Parallel- Fachwerkbalken. 
Um die besonderen Eigenschaften bestimmter 'I'rigerformen 

Leicht iibersehen zu konnen, muss man einfache Betastungsfiitte 
annehmen. Es gehe die Belastung hervor aus einer stindigen 
gleichmifsigen Belastung g und einer bewegtichen gteichmafsigen 
Betastung p. Schtiefsen sich nun an einen Lastpunkt des Fach 
werks ungleiche Fachweiten k, und 1-2 Links und rechts an, so 
erfiihrt er durch die Zwischentrager eine standige Knotenpunktstast 
G==\»g(l, %), eine bewegliche P== \» p( +l,), woraus 
bei gLeichen Fachweiten G ==gk und P ==pk wird. 

Die Biegungsmomente in Bezug auf die einzetnen Knoten 
punkte werden durch die Umwandetung der stetigen Lasten in 
Knotenpunk ts-Driicke nicht geindert. Die Gurtkrifte nehmen 
daher beim Trager mit paraLLeten Gurten unter voLLer Betastung 

von H=- , in der Mitte bis auf' Null an den Auflager ab, 
m 

u. zw. nach parabotischem Gesetze (entsprechend der Momenten- 
Parabet). Die Aenderung erfotgt aber Fig. 163. 
nicht stetig, wie beim vottwandigen <ai 

Trager, sondern sprungweise. Wenn l'\J\fSJXlXVJ{I/I 
die Streben wie in Fig. 163(a) nach :('~! 111

171:.: 
der Mitte abfatten, so ist fur das k:::'....J 
erste Fach des Obergurts der Knoten- A 2 i 

pnnkt 1 als Drehpunkt mafsgebend, ~ i 
fur das zweite Fach kommt dann ~~ , (cJ / 

sogteich der nachste Knotenpunkt 1~'c ~1 
in Frage ; daraus fo Lgt, dass die N 
Darstellung der Krifte des Ober- + s 

gurts ein stufenformiger, die Parabel B 
aufsen umschtiefsender Linienzug wird (Fig. 163 b), wiihrend die 
Krifte des Untergurts, mit Nutt beginnend, eine innere Stufenreihe 
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bitden. Bei entgegengesetzter N eigung der Streben wiirde sich 
diesc Beziehung umkehren. 

Die Wandscheerkraft Y ==Q (beim vollwandigen Parallel 
triiger) indert sich bekanntlich bei v otter Betastung nach dem 
Gesetze der Geraden 4,CB, (Fig. 163c). Jede nach rechts 
abfallende Strebe wird nun bei positivem Y gezogen, uud 
umgekebrt. Bei voUer Betastung werden mithin die nach der 
Mitte abfallenden Streben siimmtlich gezogen; an den Auf 
lagern ist Dsin3==A, nach der Mitte hin nimmt Dsin@ (nahezu) 
bis auf Nutt ab. Bei ungiinstigster einseitiger Belastung (vgl. 
Fig. 77, S. 75) kommen die parabotischen DarsteUungen von 
Q und Q» in F'rage; danach wird die Abnalme der Streben 
kriifte nacl der Mitte bin etwas abgeschwacht (gegeniiber voUer 
Belastung), bleibt aber immerhin noch cine erhebliche. 

Links von dem Punkte Fist Y stets positiv; die nach rechts 
abfaUenden Streben werden daher zwischen A und F stets 
g e z o gen; von F bis zur Mitte tritt neben dem Z u g e auch ein 
(kleinerer) Druck auf; an der rechten Hilfte ist aUes symmetrisch. 
Diese nach der Mitte abfallenden Streben sind beim Parallel 
triger also wesentlich 'Zugstreben; nur in den mittteren Fachen 
zwiscben Fund F, kommen daneben auc h kleine Druckspanungen vor. 

Fiihrt man um einen unbetasteten K.notenpunkt einen kreis 
formigen Schnitt und betrachtet das herausgeschnittene 
Stiick, so verlangt die Gleichung der senkrechten Kraft, Js. 164. : fur Strebe und Stander, wetche hier zusammentreffen "' 
(Fig. 164) 
1) V = - D sin o. 
Die Stinderkrifte kann man daher auf die Strebenkriifte zuriick 
fohren und braucbt sie nicht besonders zu bereclmen. W erden 
die Streben wesenttich g e z o gen, so bekommen die Stander vor 
wieg·end Druck (von der Mitte nach den Enden zunehmend) und 
umgekehrt. 

Da nun die Streben Langer sind als die Stander, und da 
beim Widerstande gegen Zerknicken eine geringe Lange vor 
theithaft, so ist es in der Regel zweckmifsig, wenn die (liingeren) 
Streben vorwiegend gezogen, die (kiirzeren) Stinder also vor 
wiegend gedriickt werden. Es bilden daher n ach de r Mitt e 
abfallende Streben (bei Eisenbriicken) die Regel. 
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Der in den Mittelfachen auch vorkommende Druck in den 
Streben wiirde meist eine erhebLiche Querschnitts - Vergrofserung 
bedingen. Man sucht ihnen daher diesen Druck noch abzu 
nehmen, indem man entg·egengesetzt gerichtete Zugstreben in 
den MitteLfachen hinzufiigt. Denkt man sich niimlich einen 
viereckigen Rahmen aus GeLenkstangen an der Linken 
Seite festgehaLten (Fig. 165), an der rechten Seite Fig. 165. 
durch eine aufwirts gerichtete Kraft Y angegriffen, so 
kan der Verschiebung des Vierecks ( <lurch Y) ebenso 
wohLI <lurch den Druckwiderstand einer nach rechts 
faUenden, wie <lurch den (gleichen) 'Zugwiderstand 
einer nach rechts steigenden Strebe entgegengewirkt 
werden. Sind nun be id e Streben aus diinem Flacheisen hergestellt 
(reine Zugstreben), so Leisten sie einem Drucke fast gar keinen 
Widerstand, sondern biegen sich (in unschiidlicher Weise) etwas 
aus. Es tritt daher von beiden Streben immer nur die eine in 
Wirkung, welche 'Zug bekommt. Die bei voller Belastung ge 
spannten Streben heifsen Haupt streben, die anderen Ge ge nstreben. 

Hiernach ergeben sich von A bis F, (Fig. 163 c) rechts 
fallende Zugstreben, deren Spankraft nach F hin (nahezu) bis 
auf Nu LL abnimmt; die anders gerichtete Streben-Schaar von B 
bis F ist ganz symmetrisch. 

Bei einem Paralleltriger mit reinen Zugstreben sind nach 
GL. 1 (S. 177) in den Stindern nur Druckkriifte miglich. 

Ob die BeLastung oben oder unten am BaLken angreift, ist 
fiir Gurten und Streben gLeichgiiLtig; nur die Stander werden 
davon beeinflusst (Fig. 166). Liegen die Lastcn 
oben, so wird V,==-D,sin@, liegen sie 
unten, so wird V,==-D,sin@; im ersten 
Falle werden daher die Druck krifte in den 

/ 

y 

Stindern grif'ser. 

Fig. 166. 

f 
V. Der parabolische Fachwerkbalken. 

Bei diesem biLden die Gurten SehnenvieLccke von ParabeLn. 
Ist cine volle gleichmifsige Belastung q durch kleine Zwischen 
triger auf die einzeLnen Knotenpunkte iibertragen, so wird das 
GLeichgewicht schon durch Stzinder aLLein, obne Streben, erbalten 
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(Fig. 167), weil solche parabolische Stangenverbindungen be 
kannttich Gteichgewichtsformen fur die angenommene Belastungsart 
sind. Die in Wirktichkeit vorhandenen 
Streben werden daher bei voller Be- Pig. 167. 
tastung unwirksam, d. h. spannungstos; ~ 
die Gurten aber werden so gespannt, 
dass ihre wagerechte Seitenkraft den iiberall gleichen Werth 

H=- , hat. (Es ist h,, die Triigerhihle in der Mitte, h die 
an beliebiger Stelle.) In potygonaten Gurten parabotischer 
Trager nehmen daher die Krifte nach den Enden hin schwach 
zu (s. S. 124 und 126), im Gegensatze zum Paralleltriger. 

Dafs die Streben bei voller Belastung spannungslos sind, 
fotgt auch aus Gt. 2, S. 172 

ocaa (")- ("), h h % 
da hier die Trigerhihe sich in gteichem Verhattnisse wie M 
iindert, M :h also iiberall gleichen Werth hat. 

Die Streben sind auf einseitige Betastung zu berechnen. Da 
nun beim parabolischen Volltriiger 

pl h Y.=±% ) (6.8. 12b5), 
min m 

so werden (bei nur einer Strebe in jedem ache) siimmtliche 
Streben abwechsetnd gLeich stark auf Zug und auf Druck be 
ansprucht. 

Fur die stirkste Strebenkraft lisst sich cine Formel von 
gteicher Einfachheit mit der Formet fiir Y abteiten, wenn man 
die einseitige Belastung etwas ungiinstiger annimmt, als sie sich 
nach der EinfLusstinie in Fig. 161 c ergeben wlirde. Bei gLeich 
mifsiger beweglicher Last p miisste diese fiir D, vom Auflager B 
bis zum EinfLuss-Nuttpunkte N reichen. Dann bekommt der 
rechtsseitige Knotenpunkt O des durchschnittenen Faches nicht 
die votte Knotenpunktsbetastung P= p).. der weiter naeh rechts 
tiegenden Getenkpunkte, sondern einen geringeren Druck; der 
tinksseitigc Knotenpunkt E, dessen Betastung negativ einwirkt, 
bekommt aber auch schon eine gewisse Betastung. Wir ver 
nachlissigen nun diese tetztere Einwirkung und erhohen den 
positiven EinfLuss des rechtsseitigen Knotenpunktes, indem wir 

13 Keck, Elasticitittstebre. 
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seine BeLastung (der Einfachheit wegen) zu dem voLLen Werthe 
P ==pk der iibrigen Las ten annehmen; oder, was g·enau dasseLbe 
bedeutet, wir denken uns die Last p 
von B aus nur bis a n das durch- Fig. 168. 
schnittene Fach vorgeschoben und fiigen 
am Vorderende der Last eine EinzeL 
kraft Ifap A hinzu*), wenn A die Lange 
des durchschnittenen Faches ist (Fig.168). 
Fur diesen BeLastungsfaLL berechnen wir ----- ,_"' -----·-·--,,; 
nun Dmax nach der GL. 2, S. 172: 

..ca-(")-({") 
. (l-x)2 P"-l-x l-x Es ist A==p gj Ts , ==P3, l--@+l). 

Al2 
4hm(l-x)' 

ebenso (indem man la mit l- x + °A vertauscht) 
(M) Al2 , 4h,@-+})? 

mithin Al2( 1 1 ) 
DmaxCOSo= 4hm l-x - l-x + A • 

Setzt man hierin den Werth fiir A ein, so foLgt nach geeigneter 
Zusammenziehung: 

pl D max COS O = -8 h "- , 
m 

d. h. mit der Fachlinge k verhiiltnisgleich. Nennt man aber 
die Lange der Strebe d, so ist cos o ==}: d, und es wird 

pl d 
,a==g ,3 d 

pl a 1) -g n, ' 
min mm 

D. h. die grifsten Strebenkriifte sind mit den Langen der Streben 
verhiltnisgleich. 

Will man nur Z u g· streben haben, so miissen in allen Fachen 
gekreuzte Streben angebracht werden, deren stiirkste 'Zugkriifte 
dann simmtlich nacl GL. 1 zu berechnen sind. 

) Miiller-Breslau, Graphische Statik, 2. AufL., 1. Bd., S. 238. 
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In der Trigermitte sind die Strebenkrifte etwa ebenso grofs 
wie beim Paralleltriiger; wiihrend aber bei diesem die Streben 
krifte nach den Auftagern hin betrichtlich zunahmen, werden 
sie hier nach den Enden bin noch kteiner. 

Beim parabotischen Fachwerk.batken erfordern hiernach die 
Gurten mehr Material, die Streben aber weniger als beim 
Parallel triiger. 

Denkt man sich verschiedene Fachwerkbatken gteicher 
Spanweite, gleicher H6he in der Mitte, simmtlich mit geradem 
Untergurt, aber mit verschieden geformtem Obergurt, so ist unter 
diescn der parabolische Triiger in so fern cin Grenzfall, als bei 
ihm (unter voUcr Betastung) die wagerechte Gurtkraft H iiber 
alt gteichen Werth hat. Bei allen Triigern, deren Obergurte 
oberhatb der Parabet tiegen, nimmt das Biegungsmoment schneUer 
ab als die Trigerhihe; in Folge dessen wird H nach den Auf 
tagern hin ldciner, und zugteich miissen Haupt-Z u g streben 
nach der Mitte hin abfallen. Bei Trigern aber, deren Ober 
gurte unterhatb dcr Parabet tiegen, wird H nach den Auftagern hin 
grofser, und Haupt-Z u g· streben miissen nach der Mitte hin ansteigen. 

VI. Der Schwedler'sche (hyperbolische) Triiger. 
Beim parabotischen Fachwerke sind die Strebenkrifte so 

klein wie miglich; zugleich sind in allen Fachen gekreuzte 'Zug 
streben erfordertich. Der jetzt zu behandetnde Batken erfiiUt die 
Bedingung, die Gegcnstreben in aUen Fachen zu vermeiden, da 
bei aber die Strebenkrafte nicht unnothig· grofs werden zu Lassen. 
Diese Bedingung tautet offcnbar, wenn man nur eine Strebe 
in jedem Fache sich denkt, 
1) D==0, 
weit dadurch ein negatives D, wetches eine Gegenstrebe ver 
antassen wiirde, gerade noch verrnieden wird. Die interessanten 
Eigenschaften dieser vom Wirkt. Geh. Oberbaurath Sch wedler 
(Bertin) erdachten Batkenform sind am ktarsten zu iiberbticken, 
wenn man sie nicht an dem unstetigen Fachwerke, sondern an 
cinem stetigen Vollwandtriiger entwickelt; die entsprechende 
Bedingung heifst dann 
2) Ya==0. 

13 
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Man denke sich zunichst einen Vollwandtriger beliebiger 
(noch unbestimmter) Gurtform, fiihre im Abstande x von A einen 
Schnitt, tege Tangen ten an die Schnittstellen der Gurten, 
wetche sich in L, in einem Fig. 169_ 
Abstande w von A, schneiden () 
mogen. Die in Fig. 169 an- A_ri! _ _,,- :d"'~ L .-- h 'o gotoatte cisoitigo Betastg<4 {ff ? 
ist nach S. 122 diejenige, @ltulles@@@sullen 
wetche Y,,.;n entspricht. Sott (f,+.P) :r, g 

nun dieses Ymin = 0 sein, so wird die Momentensumme der 
innern Krifte am tinksseitigen Abschnitt in Bezug auf L gteich 
Nutt, so dass die aufseren Krafte A und (g + p) x ebenfaUs die 
Momentensumme Nutt tiefern miissen; oder die resultirende iiuf'sere 
Kraft R muss durch den Drehpunkt L gehen. (Wiirde R rechts 
von L bteiben, so entstande ein positives Y», und umgekehrt.) 
Es ergiebt sich hiernach die Gteichung 

Au=(g+)(o+5) 
Nun ist aber _ gl px2• 

A=="s +ps 97 5 

ftlhrt man dies ein und setzt noch zur Abkiirzung das Lastverhiltnis 
3) 9:p==n, 

so ergiebt die Auftosung nach w: 

4) w _ (1 + n) a? l 
n(-2la)-a 

Der Abstand des Drehpunktes L von der Schnittstette wird dann 

of l@ta -a_ wl-o)(e+D 
n l2- lx)-x2 n(l2-2lx)-x2 

Um daraus die Trigerform z finden, tasse man an der 
Schnittstette x um d a wachsen, dann wichst die Tragerhohe 
h dasetbst um dh. Bei C entsteht ein kteines rechtwinktiges 
Dreieck mit den Katheten d und dh, welches ihnlich ist dem 
grofsen Dreiecke L CD. Daher wird 

dh dx _ n(l2-2lx)-x2 d 
h = w + x - x (l- x) (x + n l) x · 
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Behufs der Integration dieser Differentiatfunktion des Schwedter 
Tragers muss die rechte Scite in Theitbriiche zertegt werden, 
wonach man erhilt 

dh dx dx dx s mithin %-a a+l 
th= t x + t (l-x)- t (x + n l) + t C oder 

®(l-4) , 
x + nl 

Fiihrt man zur Beseitigung der Integrations - Konstanten die 
'l'ragerhohe h,,, in der Mitte ein (x = ½ l; h ===h), so erhatt 
man Leicht 

1 -+n 

a " y+n 
Fehtte der tetzte Bruch auf der rechten Seite, so ware Gt. 5 die 
Gteichung des parabolischen Triigers (S. 123). Da nun 

1 
3+" r< s =1fir 75g 7 
} + 

5) 

so ist die nach Gt. 5 berechnete Tragerhohe Links von der Mitte 
grofser, rcchts aber kteiner ats die des entsprechenden para 
bolischen Trigers. Einem der Gurte kann man betiebige Form 
geben ; den bisherigen Ausfiihrungen entsprechend, mige der 
Untergurt gerade gewihlt werden, so dass dann Gt. 5 ohne 
W eiteres die Gteichung des Obergurtes ist. 

Nach vorstehenden Bemerkungen ist die nach Gt. 5 be 
stimmte Tragerform unsymmetrisch zur Tragermitte. Die Hohe 
h,,. in der Mitte ist daher nicht die grofste, vietmehr tiegt diese 
auf der linksseitigen Hilfte. Um ihre Lage zu finden, setze 
man d h : d x = 0 oder 

0=(~ +n)(l-2x)-x(l-x) ! . 
Dieser Gt. entspricht ein Werth x = Xa, wo 

6) a,== n l (- 1 + + ! ) = ; l (- 1 + + ; ) , 
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Dieser Werth wurde schon auf S. 76 fur diejenige Stelle 
gefunden, an wetcher Q.cmin=O ist, WO atso beim Parattet 
triger die kteinste Wandscheerkraft Y,» == 0 sein wiirde. Auch 
durch einfache Uebertegung findet man, dass an dieser SteUe 
die grifste H6he des Schwedter - Tragers tiegen muss : Fiir 
a==a, trifft nimlich der Umstand (Y,,==0) beim Parallel 
triger zu, welcher beim Sch wedler-Triger durchweg gilt; es 
muss daher an dieser Stelle der tetztere Trager mit dem Parallel 
trager iibereinstimmen, d. h. seine Gurten miissen hier ebenfalls 
parallel sein. 

Setzt man den Werth x ==a, nach GL. 6 in Gt. 5 ein, so 
entsteht nach geeigneter Zusammenziehung 

7) h.==4h,(% +)(142n-2ln+n?). 
Ordnet man Gt. 5 nach Potenzen von x und h, so erhilt man 

(2 + 4 n) hm x2 + 0 • h2 + l x h- (2 + 4 n) hm l X + n l? h = 0; 
dies ist for endtiche Werthe von n die Gteichung einer Hyp erb et, 
weil (244n)h,,·O-,l <<O. 

Die eine Asymptote derseLben steht Lothrecht und Liegt um n l Links 
von der Spannweite; die zweite Asymptote schneidet die Spannweite 
AB= l in einem Abstande nl rechts von B und trifft die erste Asymptote 
in der Hohe 2h,(1-] 2n)?. 

In dem Gesetze des hyperbolischen Trigers sind der Parabet 
und der Dreiecks-Triger als Sonderfzille enthalten: 

1) Fiir n==9,, == », also f,==0 wird GL. z 
@%@--) 

l2 ' 
d. h. zur Gteichung des parabolischen Trigers; die grofste Rohe 
tiegt nun in der Mitte, e's wird hma,c = hm. (Der Ausdruck 
(-n+n4 n?) in Gl. 6 wird namtich fir n==co zu %.) 
Dieser Uebergang zum parabotischen Trager fotgt auch aus ein 
facher Uebertegung ohne jede Rechnung. Wird namtich P/g = 0, 
verschwindet also die bewegtiche Last p gegen die stindige Be 
tastung g, so ist einseitige Betastung mit p Links vom Schnitt 
iibereinstimmend mit nur stindiger Belastung der ganzen Spann 
weite, und der Bedingung Y = 0 fiir diesen Betastungsfatt ent 
spricht ja bekannttich der parabotische Trager (S. 123). Je 
grofser n wird, je mehr die standige Betastung gegen die be- 
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wegtiche iiberwiegt (bei grofser Spannweite ), desto mehr nihert 
sich die HypcrbeL der Gt. 5 einer ParabeL, desto niher riickt 
die SteLLe der grofsten Tragerhohe cler Mitte der Spannweite. 

2) Ist clagegen (bei sehr kLeiner Spannweite) 
n = .<7/p = 0 , so wird Gt. 5 zu 

l-x h==2h ,3 

Fig.170. =. t'"' 
dargesteUt durch Fig. 170. 

Die Gurten haben bei ungiinstigster (voLLer) BeLastung mit 
g + p = q das Moment 1/2 q x (l - x) aufzunehmen. Fiir die 
grofste wagerechte Seitenkraft der Gurten H = U = 0 cos ro 
giLt daher 

Hh oder @4ay'ha+ ,gal- s); 
p° "h} n 

8) I> ®h+ @ 
das giebt H = u = 0 cos 0) = '% + . 

on, '2 n 

R ist hiernach eine tineare Funktion von x. Fiir 
ql2 2x ql Fig.171. 

n=O wird H=-------x 8h,, l - 4h,,, ' 

n = ½ wird H = J Ji:, ( 7 + ; ) , 
ql2 . n = oo wird H = -8 h (s. Fig. 171). 

m 

Die Wandscheerkaft erreicht ihren grifsten Werth Ymaru, 
wenn, aufser standiger BeLastung der ganzen Spannweite, das 
Stiick l- x rechts vom Schnitte noch mit p beLastet ist. Dieses 
Ymaru konnte man unmitteLbar bel'echnen mitteLs der Momenten 
gLeichung in Bezug auf den Drehpunkt. L, dessen Lage ja mit 
HiiLfe der Gt. 4 (S. 182) bekannt ist. Die Rechnung wird aber 
vereinfacht durch fo Lgende Betrachtung: 

Fiir jede BeLastung giLt (nach GL.4, S.120): 

a(f) 
Y=li dx . 

Nun ist fiir BeLastung der ganzen Spannweite mit p (nach GL. 8, S.185) 
M pl? ®h+ -H------- 8h. '»+»? 
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aLso 

mithin 

9) 

die Wandscheerkraft ftlr diese BeLastungsart 

Y. ! h 
» 4h,, 142n 

Es setzt sich aber Y,,,a., zusammen aus Y9 (entsprechend nur 
stindiger Belastung) und dem EinfLusse der einseitigen BeLastung 
rechts mit p, was wir schreiben woUen 

Y,%.==Y,4 Y,,. Ebenso ist 
Y.==0==Y,4 Y,, 

in so fern die kLeinste Wandscheerkraft (deren Grofse ja NuU) 
aus Y, und dem EinfLusse einer einseitigen BeLastung Links mit 
p entsteht. Zihlt man beide GLeichungen zusammen, so wird 
(weil Y,, + Yip einer BeLastung der ganzen Spannweite mit p 
entspricht, atso gLeich Yp ist) 

Y,=2Y,+ Y,= Y,(24,+ 1)= Y,(2n 4 1) 
oder mit Hlitfe von GL. 9: 

10) 

Hiernach ist, wie beim parabotischen Trager (S. 125) die grifste 
Wandscheerkraft nur von p, nicht von g, abhingig und ebenfaUs 
verhattnisgLeich mit der Triigerhohe h an der betreffenden 
Schnittstelle. Wihrend die Wandscheerkraft beim parabotischen 

Tager mwis@hen",' mad +",' sorals, owegt sio 

sich beim hyperbolischen Tiger zwischen 0 und !',' . 
"' 

·Der Schwedler'sche Fachwerkbalken. Es ist nun aus 
dem hyperbolischen Vollwandtriiger der Bedingung' Y,%, == 0 der 
eigenttiche, in Fachwerk ausgebildete Schwedler-Triger mit der 
Bedingung D,, == 0 abzuLeiten. Geht man dabei von stindiger 
Last g und bewegticher Last p aus, weLche durch Zwischen 
triger auf die Knotenpunkte eines Stander-Fachwerks libertragen 
werden und schiebt man bei einseitiger BeLastung wiederum, wie 
in Fig. 168, S. 180 dargesteUt, die Last nur bis an das durch- 
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schnittene Fach vor, indem man aber gLeichzeitig am Vorderende 
der Last eine Einze Lkraft ½ p "A •hinzuftigt, so zeigt sich I dass 
die GLeichungen des hyperboLischen 
Trigers nicht nur annihernd, sondern 
genau auf das Fachwerk iibertragen 
werden kinen. 

In Fig. 172 ist diejenige Be 
Lastungsart gezeichnet, weLche dem · 
kLeinsten Werthe D,,.;,. der durch 
schnittenen Strebe in einem beLiebigen Fache entsprechen wiirde. 
Es ist dann das Moment in FoLge der standigen Betastung· g 

bei x: M.,= 1f2gx(l-x) 
bei a +-k: M;4=lg(@]k)(l-a-k), 

Fig. 172. 

-~:11,1111n111111rn1111111ffi111mOJ111111\il11111111111/ltllitll1111 [gg-%» 

~ 

Durch die bewegLiche Last aLLein entsteht der rechtsseitige Auf 
Lagerdruck 

B _ p x
2 + p "A ~ _ p x (x + "A) 

v- 2l 2 l - 2l . 

In FoLge beider BeLastungen wird nun fur den unteren Endpunkt 
der Strebe 

( 
M)= B (l-x-A) + ½ g (x + "A) (l-x-"A) 
h h, 

und ftir ihren oberen Endpunkt 

( M)- B (l-x) + 1f2 g x (l-x) h h " 
wen h und h, die Tragerhohen zu beiden Seiten des durch 
schnittenen Faches sind. Nach der Bedingung des SchwedLer 
Trigers soll mun D»== 0 sein1 aLso auch nach GL. 21 S. 172 

Dmin COS O = ( ( ~ t = 0 i 
daraus foLgt mit HiiLfe der vorhergehenden GLeichungen 

h, B (l-x-"A) + 1/2.q (x + "A) (l-x-"A) 
,= Bl-a)+\g@(l-a) 

oder nach Einftihrung des W erthes von B und nach Zusammenziehung 
h. (a{k)(l-a-k)(n-]-ajj) 
-1. =---------.,---;---:- 

+@- (+"}') 
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Dieser Bedingung muss der Fachwerkbatken entsprechen, 
damit Dmin = 0 sei. Berechnet man aber h und h1 aus Gt. 5 
(S. 183), so ergiebt sich dassetbe. Daher kann Gt. 5 zur Be 
rechnung der einzelnen Stinderhihen des Tragers benutzt werden; 

der Obergurt wird d,a,nn ein Sehnenvieteck der Hyperbet. 
Die grifste Kraft der Streb en D max find en wir nach dem 

Vorgange der Berechnung von Y max (Gt. 10). Fur Betastung der 
ganzen Spannweite mit p ist nach Gt. 8 (S. 185) 

( JIil) = I-I - JJ l
2 

X + n l 
h %, 8h,, \Bl+nl? 

daraus ( M) p l2 x + " + nl daher , 8h,, 3EV+nl 
. ·(")(") : ,cos6=h,,,=),'j)8h. En > oder 

D pl d 
4(2n + 1) ~ 

wenn d die Lange der Strebe. Nun ist 
D== D, 4 D,, 

D ==0== D,4 D,, 

11) 

D,==2D, + D,=D,(2n4 1), folglicl 
pt d 

Dmaro = T h.,. , 
d.h. die grifsten Strebenkrifte sind mit den Strebenlingen verhiltnis 
gteich. (Fiir Lok om o ti v - Be tastung Fig. 173. 
werden die Form- und Spannungs- ~ 
Verhattnisse verwicketter.) ~ 

Symmetrische Anordnung A • 

des Balkens. In Folge der Art 
der HerLeitung haben wir einen zur 
Mitte unsymmetrischen BaLken er- ~l\Tlr~ 
batten, dessen Zugstreben sammtLich = 
ach rechts abfallen. Daraus Lassen 

Fig. 174. 

Fig. 175. 
sich nun zwei verschiedene symme- 
trische Formen ableiten, indem man ~ 
entweder die Linksseitige oder die < > 
rechtsseitige Hilfte symmetrisch wiederholt. Bei Fig. 17 4 Liegt 
der Obergurt ganz ob er ha Lb ciner Parabel der Pfeilhihe h,,, 
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weshatb (nacb S. 181) die wagerecbte Gurtkraft nach den 
Auflagern hin abnimmt und Zugstreben nach der Mitte abfallen 
miissen, wihrend bei Fig. 173 das Gegentbeit stattfindet. Letztere 
Anordnung wird nicbt benutzt, weil die Gurten nach den Auf 
Lagern bin zu schwer werden. Aber auch die Anordnung nach 
Fig. 174 hat man ihrer unschinen Form wegen nicht ausgefiihrt, 
sondern hat in dem mittleren Thcile, in wetchem die Gurten 
nach der Mittc zu sich senken miissten, das Mittetstiick eines 
Par alleltrigers eingelegt. Dadurch sind nun fur dieses ein 
geschobene Stiick die kennzeichnenden Eigenschaften des hyper 
bolischen Trigers aufgegeben und in clcmsetben gekreuzte Zug 
streben erfordertich geworden (Fig. 175). 

VII. Unmittelbare Berechnung der Stabkrdfte eines 
abgestumpften Parabeltrltgers (Halb- Parabeltrltgers ). 
In den vorstehenden Kapiteln wurden die Eigenschaften 

einiger bemerkenswertben 'fragerformen behandett; jedoch sind der 
artige Untersuchungen fiir die Berechnung bestimmter Beispiete 
keineswegs erforderlich, vielmehr kann diese Leicht unmittetbar 
mit Hiilfe der Momenten-Glcichungen erfolgen. Ein solches 
Rechnungs-Beispiel soll im Folgenden durchgefiihrt werden, 
u. zw. wahten wir dazu einen s. g. Halb-Parabeltriger, der sicl 
von dem eigentlichen parabolischen Balken dadurch unterscheidet, 
class die Triigerhihe an den Auflagern nicht Null ist, sondern 
dass der parabotisch geknickte Obergurt in einer I-Johe ho iiber 
dem geraden Untergurt endigt. Nach diesem Beispiete Lassen 
sich dann auch Trager von weniger einfacber Form berecbnen. 

Die Spannweite sei durcb Stander in 8 Fache getheitt 
(Fig. 176), dann ist, wenn man die untereren Knotenptmkte mit 
O bis 8 umerirt, h, die Fig.176. 
au. maaoe " ,gr]ET I] in einem Abstande a vom ho[7}Jy 4 r ) 1 J 
linken Auflager gilt fiir o 1 2 :i 4 5 6 7 s 
die Trigerhihe h, ach der Parabe1-G1eichung die Formel 

4 (h,-h,) h, h,== p ·aw(law). 

Wir wihlen nun die Fachliinge zur Einheit, so dass l = 8 
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wird, und nehmen noch h4 =A= 1 und ho=½ an, so dass die 
Trigerform nun ganz bestimmt ist; dann wird 

h, == 0,5 [- 1/32 X (8-x), 

worin a natiirlich nur die Werthe gazer Zahlen 1, 2, 3 haben kann. 
Da die Fachlinge== 1, so wird tg 01 = ho, tg 02 = h1 u. s. f. 

Ebenso wird tg co1 ==h,-h, u. s. f., und alle zunichst wichtigen 
Grifsenverhiltnisse finden sich in fol,gender TabeUe: 
h, ==tg B,==0,5 

23 h1 ==tg 6%== 32 == 0,71875 

28 h,==tg ,== 3o= 0,816 

31 h,==tg ,== 3o == 0,96sTs 

h,==tg ,==1,0 

7 h,-h,=tg ,y= 35== 0,21s16 

5 h,-h,==tg a»=- go= 0,15625 
3 

h,-h,==tg os==so= 0,08315 

2 
- 32 = 0,0625 

2 3g 0,0625 
2 

l - 32=-0,0625 
h,-h,=-tg any=- go== 0,03125 

Dass die zweiten Differenzen durchweg densel,ben Werth - 0,0625 haben, 
rtihrt von der Parabelgestalt des Obergurts her. 

Jeder mittlere Knotenpunkt des Untergurts trage eine standige 
Last G, eine bewegtiche Last P, u. zw. sei G =·1/5 P, al,so 
G = 1/6 ( G + P), P ==% ( G + P). (Bel,astungen der Knoten 
punkte O und 8 werden unmittetbar von den AufLagern auf 
genommen.) 

Da der Halb-Parabeltriger zwischen ParaUel,- und Parabel 
balken liegt, so muss nach S. 181 fiir voUe Bel,astung die wage 
rechte Kraft der Gurten nach den Enden hin abnehmen, nur 
nicht so stark wie beim Paral,Lettrager. Es sollen mur Zug 
streben angeordnet werden, · diese miissen vorwiegend nach der 
Mitte abfaUen, doch wird eine gewisse Zahl, von Mittetfachen 
auch Gegenstreben erfordern. Damit aber diese 1,etzteren die 
Uebersicht nicht storen, nimmt man bei der Berechnung zunichst 
nur nach rechts fallende Streben an, untersucht, nach rechts fort 
schreitend, wie weit man fiir diese noch positive Spankrifte 
bekommt, und lisst sie dariiber hinaus fort; die so berechnete 
Strebenschar wird dann symmetrisch wiederholt. 

Die Gurtkriifte werden auf voUe Betastung aUer 7 Last 
punkte mit G + P berechnet, wobei jeder Auflagerdruck 7% ( G + P) 
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betragt. Um beispielsweise U, im dritten ache 
zu berechnen (Fig. 177), fiihrt man einen 
Schnitt t t und wihlt den Schnittpunkt J{ 
der beiden mitgetroffenen Stabe 03 und D3 
zum Drehpunkte, so dass tetztere keine 
Momente erhatten. Dann bat man die 
Momentengteichung 

0 ==-U,h,+ 7/2 ( G + P) · 2 - ( G + P) · 1 , 

des Untergurts 
J<"ig.177. 

K t 
0, 

D, 
Np-r[] 

G+P 

also, weil h,=== 0,875, 
6 U3 = -0- ( G + P) = 6,857 ( G + P) . 
,875 

'Zur Berechung desjenigen Stabes O, des 0bergurts, wetcher mit 
U, zwischen denselben Hauptstreben liegt, ist der untere Knoten 
punkt 2 als Drehpunkt zu erwihlen; in Bezug auf diesen ist 
aber das Biegungsmoment das gteicbe, wie beziigtich des 
Punktes I(, so dass auch das Widerstandsmoment densetben 
Werth haben muss. Der Hebetarm von 02 ist aber h, cos w2, 

die Drehungsrichtung einer 'Zugkraft O, rechts herum, wihrend 
U, links drehte, mithin wird 02 cos @,h,== - U2 h2 oder 
O,== - U2 sec @,. Nun ist sec », das Verhattnis der Lange 
des 0bergurtstiickes zur Lange seiner wagerechten Projektion, 
daher ans einer sorgfattigen Zeichnung teicht abzugreifen; jedoch 
kann man auch sec w2 = V 1 + tg2 w2 = Vi + 0,156252 = 1,01154 
berechnen und erhilt O,==-6,936(G 4- P). 

Fiir alle Gurtstiicke bis zm· Mitte erhal,t man in gLeicher Weise: 
U,== 0 

O,==- 4,083 (G=]- P) 
02 =- 6,936 (G-t P) 
O,==--7,76(G]- P) 
O,==--8,004 (G]- P) 

Die Streben werden auf einseitige Betastung berechnet. 
Bei der Bestimmung von D, hat man den Schnittpunkt L, von 
0

3 
und U, zum Drehpunkte zu wihlen (Fig. 178). Zur Er 

mittetung seines Abstands w, vom linken Auflager fiihrt Leicht 
die Verhattnis-Gteichung ( w3 + 2) :h,== 1 : (h3 - h2); das giebt 
w,== Thy. Zerlegt man D, am Punkte 3, so wird D,sin@,(w,-43) 
das innere Moment beziigtich des Punktes L3, u. zw. findet man 

U,== 4,s;o (G + P) 
U,== G,857 (G + P) 
U,== 7,742 (G -t P) 
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sin o3 am einfachsten, indem man das gegebene tg o3 = 0,875 in der 
Tangenten-SpaLte einer trigonometrischen TafeL aufsucht und in der- 

Fig. 178. 

~-------------~:------------r:c=i:1J I I 
I 'Dysndy 

'wlg : 

(a) 

13 
I 

@) j 
Igl 
~ ; I; 

seLben Reihe sin o3 = 0,6585 in der Sinus-SpaLte ab Liest. Flir D3maw 

ist die in Fig. 178 (b) gezeichnete BeLastung mafsgebend, wobei 
A=½ G + 15/8 P wird. Dan erhilt man die MomentengLeichung 

0=D,sin@,·10,-A·7\5 4 2G85, . 
(Wir schreiben in diesen Gleichungen stets zuerst die gesuchte Spann 

kraft, dann den AufLagerdruck und endLich die Lasten Links vom Schuitt 
an, welche Letzteren wir sogleich mit ihrer MitteLkraft einfiihren.) 

Daraus ergiebt sich 
Dsa == 1,175 G + 2,020P. 

(
wegen G = 1'6 ( G + P)) 

== 1,8792 (G + P) und P= 5/6 (G + P) . 
Dsan entsteht bei einseitiger BeLastung Links vom Schnitte, 
braucht aber nicht besonders berechnet zu werden, sondern 
foLgt aus D3max• Schreibt man namLich 

D3maw = a G + ~ P, 
Ds an = a G + "( P 

(mit Rlicksicht darauf, dass ja die stiindige Last in beiden Fatten 
dieseLbe ist und deshaLb auch gleichen Einfluss iiben muss), so 
steLLt ~ den Beitrag von 5 recbtsseitigen, y den Beitrag von 
2 Linksseitigen Lasten der Grofse Eins dar; ~ + y ist daher der 
Einfluss aller 7 Lasten (von der Grofse Eins) auf D, und weiL 
a. dasseLbe bedeutet, so muss ~ + y = a oder 
1) y = a - ~ sein. 

Hier wird "( = 1,175 - 2,020 ==0,845, 
mithin Ds.,.;n = 1,175 G - 0,845 P = - 0,5083 ( G + P) . 
Die hier sich ergebende Druckkraft hat fur einen Trager mit reinen 
'Zugstreben freilich keine Bedeutung; wir erkennen daraus nur, dass 



VII. Berechnu11,q eines Halb- Parabelti-tigers. 193 

in dem dritten Fache schtiefstich eine Gegenstrebe vorhanden 
sein muss, wetche die Hauptstrebe von dem Drucke befreit. Mit 
Riicksicht darauf wird dann thatsacbtich D3,,.;,. = 0 sein. 

Berechnet man in gteicher Weise die iibrigen Streben, von 
links beginend, so erhilt man fiir D;a und Dy,» noch positive 
Werthe; in diesen Streben kommt atso nur ein der Grifse nach 
wechsetnder Zug vor, und Gegenstreben werden in den ersten 
beiden Fachen nicht erforderlich. Fiir D,, D, u.s.w. braucht 
man nur die Maximatwerthe auszurechnen, wie in Bezug auf D, 
erlautert. Man erhatt dann Do maw == 0,53 ( G + P), 

D1 max aber = -0,041 ( G + P) 
und erkennt aus dem negativen Zeichen des tetzteren Werthes, 
dass im siebenten Fache eine rechtsfaUende Zng·strebe nicht 
mehr vorkommt. 

Wiederhott man nun die Streben D, his D, symmetriscl 
von rechts anus, so hat man Fig.t79. 
die be1den Strebenscharen nchtig D 
. d F' d k t B 11 ,Ds m er ±1gur un er enn z. . ~--;,r--.,,, 
(Fig. 179), dass im dritten Fache ~ 
neben der Hauptstrebe mit der ± 4 
Kraft D,== 1,8792 (G + P) noch eine Gegenstrebe mit der Kraft 
D 6 == 0,53 ( G + B) vorkommt. 

Die Stiinder berechnen wir zunichst unter Annahme nach 
rechts faUender Streben. 
Fiihren wir beispie ts- 
weise durch V,(Pig. 180) _ 
einen schragen Schnitt, r{ --------· 
so ist der Schnittpunkt y, y, \, 

von O, und U, zum 
Drehpunkte L zu wahten; dies ist wiederum L, wie in Fig. 178 
mit dem Abstande w,== 71/3 von A. Fiir Vsmin haben wir ein 
seitige Betastung der Knotenpunkte 4 bis 7 mit P anzunehmen 
(s. Fig.178, c) und erhalten A==7% G 4- 4- 5/16 P. Dann wird 
die Momentengteichung 

0=V,.10\%-A·7ll, 4 3G.93, und 
Vs,,.;,,= 0,226 G - 0,887 P = - O, 7023 ( G + P) (Druck). 

Fig.180. 

Setzt man wieder 
Vs min= a. G + ~ P, s ==a.G 4 yP, 
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so muss 1 = a - ~ = 0,226 + 0,887 = 1,113 sein, 
mithin V;a==0,226.G j- 1,113 P == 0,9652 (G 4- P). 

In gLeicher Weise berechnet man die librigen Stander vom 
Auftager bis zur Mitte. 

Einftuss der Gegenstreben auf die berechneten Spann 
kriifte. Die stirksten Gurtkrifte werden durch die Hinzufiigung 
der Gegenstreben nicht beeinflusst, denn bei voLLer BeLastung, 
die fiir die Gurten mafsgebend ist, sind die Gegenstreben 
spannungs Los. 

Die Haupt streben be halten ihre grifste 'Z u g kraft, weil bei 
der hierfiir mafsgebenden BeLastung die Gegenstrebe des be 
treffenden Faches spannungsLos ist. Statt etwa berechneter Druck 
krifte tritt aber, wie schon S. 193 erwahnt, die Spannkraft Nutt ein. 

Fiir die St and er bleiben die berechneten D ruck krifte be 
stehen; denn bei der beispielsweise fiir V, min mafsgebenden Be 
lastung rechts vom Schnitte werden in den beiden Facben Links 
und rechts von V, (Pig. 180) die nach rechts fallenden Streben 
gespannt, so dass etwa noch vorhandene Streben entgegen 
gesetzter Richtung spannungstos sind. 

Die 'Zugkrifte der Stinder aber kinnen durch die Hinzu 
fiigung der Gegenstre ben eine Vermin de rung erfahren. Fiir 
Vamax ist z.B. (Fig. 180) eine einseitige BeLastung der Knotenpunkte 
1 bis 3 zu Grunde gelegt. Diese wiirde aber in der Strebe D, 
Druck erzeugen, so dass nun die mit D, sich kreuzende Strebe 
D 5 (Fig. 179) in Zugspannung kommt, und das Hinzutreten 
dieser Stabkraft macht die fiir Vimaw ausgefiihrte p· 181 
Berechnung ungiittig. Aus Fig. 181 erkennt man ig. w · 
aber auch, dass das Hinzutreten einer neuen Zug- D'-. II£' 
strebe D' immer nur cine Verminderung der Zug- 6la 
kraft V herbeifiihren kann, weil sich G+Py 
2) V = G + P- D sin o - D' sin o ergiebt. 

Eine genauere Untersuchung zeigt, *) class bei dem Vor 
handensein von Gegenstreben die fiir V,, mafsgebende Be 

*) Siehe MULL er-Bres tau, Graphische Statik, 2. Auft., 1.Bd,, 8.275. - 
G. Lang, Berechnung der Eisenbauten; Rigasche Industrie-Zeitung 1887, 
S.173/5. Die Abhandlung giebt auch allgemeine Formeln fiir die Grenz 
spannkrifte beliebiger Fachwerkbalken.- H. C. Hansen, die stirkste 
Zugkraft in einem Stander eines FachwerkbaLkens mit schLatfen gekreuzten 
Streben; Deutsche Bauzeitung 1892, S. 290. 
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1,astungsart cine voUig andere ist, ats vorstehend dafiir zu Grunde 
gelegt war, und dass die genauc Berechnung verhiltnismifsig 
weittaufig wird. Da nun die Stander wegen des (richtig ge 
fondenen) Dru ekes V,,.;n auf Zerknicken berechnet werden miissen, 
so bat es auf die Querschnittsbestimmung meist gar keinen Ein 
fluss, ob man die Zugkraft des 8tinders V,,2, mit dem zuerst 
gefundenen oder aber mit cinem kleineren (genaueren) Werthe an 
nimmt. Daher wird man die genauere Untersuchung meist 
untertasscn. 

Bei dcm hier vorl,iegenden Trager mit geradem Lastgurt 
erkennt man abcr aus Fig. 181 und Gt. 2 teicht, dass V nicht 
gr6fser als die Knotenpunktsbetastung G + P werden kann, da 
'Z ugkrifte in den Streben immer eine Verminderung von V be 
wirken, wiihrend bei ciner Druck kraft D die Spannkraft V 
auch > G + P scin kinte. Haben sich daher bei der ersten 
Bercchnung von V,a theilweise W erthe > G + P ergeben, so 
kann man dafiir annahernd G + P an die Stelle setzen. 

Fiir den Mitt et stander ist der genaue Werth von Vima:v 
allerdings Leicht zu find en; er kommt niimlich vor bei voller 
Betastung. Fiihrt man unter Annahme einer Fig. 182. 
solchen um die Mitte C des 0bergurts einen : ~ 
kreisfrig Schmitt (Fig. 182), so sind in den G.[ 
beiden Fachen tinks und rcchts von cler Mitte ~ 
nur die Hauptstreben in Spannung, so dass bei C keine Streben 
krifte angreifen. V, muss daher mit den Druckkraften O, der 
Gurten im Gteichgewichte, mithin V4 = 2 0, sinw, sein, oder, weil 

0 M, 1 V -2 M, t ,, 4 j,"80,, h, 00s@, , 
Das giebt V== 2 · 8 (G + P) · 0,03125 = 0,5(G 4 P). 

Jede Entlastung des Trigers wiirde die Druckkrifte O, und 
damit auch die 'Zugkraft V, vermindern, und bei C etwa an 
greifenclc Strebenziige wiirden auch nur vermindernd auf V, cin 
wirken, so dass die volle Belastung thatsichlich fiir Vimax mafs- 
gcbend ist. 

VIII. Berechnung eines Paralleltriigers. 
Die allgemeine Anordnung und die Betastung seien diesetben 

wie bei vorstehend behandeltem Halbparabeltriger, nur m6ge 
dcr 0bergurt gera<l.Linig durcbgefiihrt werden. · 

Keck, Elasticitiitslehre. 14 
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Die Gurten werden genau in derseLben Weise berechnet, wic 
beim HaLb-ParabeLbaLken. Diejenigen Stucke des Ober- und Unter- 
gurts, wetche zwischen den- Fig.183. 
seLben Hauptstreben Liegen, 0, 1~ 

haben gLeiche, aber ent- 1""-...:~-ls~;.!;:v.;=2:2,.-v-9.,._--,~._~:--,l--lr---,l 
gegengesetzte Spannkrafte: ~> . 

7 :. f. {lUg? 3a 4 a .6 es ist O,== U, u.s. 
Der fur die Berechnung der Streben zu benutzende Dreb 

punkt L wiirde bei diesem BaLken in unendLicher Ferne liegen; 
daher tritt jetzt an SteUe der MomentengLeichung in Bezug auf 
L die GLeichung der Lothrechten Krane. 

Die Momentengteichung bringt namtich zum Ausdrucke, dass das 
Trigerstiick nicht durch Drehung um L in Bewegung gerathen kinne. 
Eine Drehung um den unendtich fernen Punkt der wagerechten Gurt 
richtnng ist aber gl,eichbedeutend mit einer senkrecht fortschreitenden 
Bewegung; und <lass eine solche nicht erfol,ge, wird durch die GLeichung 
der Lothrechten Krifte bedingt, wetche somit der natiirtiche Ersatz fiir 
die Momentengl,eichung wird, sobaLd die Gurten paraLLeL sind. Auch der 
urspriingLiche Zweck der Momentengteichung, dass die Gurtkra.fte aus der 
setben fortbLeiben sotLen, wird wieder erreicht, indem die Krifte der nun 
wagerechten Gurten in der Gleichung der Lothrechten Kriifte ja nicht 
erscheinen kinnen. 

WiU man z. B. D3max berechnen, so giU die in Fig. 178 b 
dargesteLLte BeLastung, es wird A= 712 G '% P und 

Ds sin6 ==A2G==3%G 4 5, P== 1,813 (G 4 P), 
sowie 
Ds sin@ ==39.G4 (®%-,)P==3\%G-3,gP== 6(GAP), 
woftir NuU an die SteUe tritt. In dieser Weise rechnet man 
weiter, von Links nach rechts fortschreitend, soLange man iiber 
haupt noch positive Werthe bekomrnt, und verfiihrt im Uebrigen, 
wie beim Halb-Parabeltrager gezeigt. 

Die Stinderkriifte assen sich ohne Weiteres aus den 
Strebenkraften abteiten (nach GL. 1, S. 177). Mit D, trifft hier 
(Fig. 183) V, an einem unbeLasteten Knotenpunkte zusammen; 
daher ist V,== D,sin© also 

Va==Da sin@==-9%G, P==-1,818(G4- P), 
Vimax wiirde bei Anwendung von Druckstreben = + 1/16 (G + P) · 
werden; bei reinen Zugstreben ist aber ein Zug in den Stindern 
ummiglich, daher ya%==0 zu setzen. In derselben Weise hat 
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man atte ctwa positiv sich ergebenden Wcrtbe fti.r V mit Nutt 
zu vertauschen. 

IX. UngUnstigste Stellung eines Lokomotiven - Zuges 
bei einem einfachen Fachwerkbalken auf zwei StUtzen. 
Ein mit mehreren schwcren Lokomotiven bespannter Eisen 

bahnzug· bitdet fur einen Fachwerktragor eine Lastengruppe be 
stimmtor Zusammen- 

1 h l Fig.184,. setzung, welche as, 
Ganz es gegen den \.<-----=------,-------------------------.t4------------. ----·- ------~ 

:.1 b r ... -2,o----).J-C--1,5-- ~-J:,-l)"··►!+--------1-------->l+J;·O"' ),,l~i;-ii-►1-<-1-.,5-->-j 
Triiger verschicblich ± ±\YT ' '_ ! 
ist. Eine schwere ~ 
Lokomotive hat ctwa 
die in Fig. 184 dargestellte Anordnung der Achsbelastungen, 
wobci die ( schweren) Triebacbsen durch grofsere, die Tender 
achseJ1 <lurch kteinere Kreise angedeutet sind. Vorder- und 
Hinter huff er stehen bei der gezeichneten Anordnung um 2,5 bezw. 1,5 
iiber die iufsersten Achsen hinaus. 

Auf S. 172-175 wurde nun schon gezeigt, wie man die 
Lasten ungefihr zu stellen hat, damit in einem Stabe die Spann 
kraft miglichst grofs werde; wie aber die Zusammendrangung 
dcr schwcrsten Lasten in der Nihe des Drehpunktes (fiir die 
Gurten) bczw. des durchschnittenen Stabes (ftir die Wandgtieder) 
im Besonderen einzurichten sein, muss noch niher untersucht 
werden, u. zw. kann dies mittets der EinfLusstinien geschehen. 

Benutzung der Einflusslinien zur EinsteUung der 
Lasten. Nach Fig. 160 und 161 (S. 172 und 174) sind die bier 
in Frage kommenden EinfLussfiguren Dreiecke oder Vierecke. 
Es lisst sich nun zunachst zeigen, dass die i m Ge biete einer 
und derselben Einfluss-Graden befindlichen Las ten 
clurc h ihre Mi ttelkraft Fig.185. 
ersetzt werdenkonnen. D 
Sind nimlich in dcr Ein- c ---r--G 
tlw,sstxeeke CD (Fig;, 185) ---L d r , 
die Lasten P' undP' ge-, } { [ \ 

.--[ {l 
geben, so ist deren Ge- A , [,% 
sammt-EinfLuss auf die be- YP 
treffeude Spannkraft ( oder sonstige Grofse, auf die sich die Ein- 

14 
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fLussfigur bezieht) S = P' TJ, + P'' TJ,,. Schneidet aber CD die 
Gerade AB in E unter einem Winkel, a und in den Abstandcn 
a' und x" von den Lasten, so [ist r'== x' tg a, r,"== x" tg a, mithin 
S = tg a ( P' x' + P" x"). Fiir die Momentensummc P' x' 4 P" a" 
lisst sich aber nach der Gleichung der statischen Momente das 
Moment der Mittetkraft Px setzen (wenn P die Mittetkraft von 
P' und P"), und da x tg a.==t, SO wird S = Pq, d. h. genau so, 
als ob man es nur mit der Mittetkraft P zu thun hatte. 

Sind hiernach die Lasten jeder EinfLussstrecke zu Mittet 
kriften.P,, P,, P,vereinigt(Pig. 186), 
so ist deren Gesammt - Wirkung 
S==P,n,+ P,,+ ,%. Die 
Neigungswinket der EinfLuss-Ge- c 1 

raden seien a,, 3,, a,. Es mige '» n 
nun die ganze zusammenhangencle Ll.:'"--1'------+-! 

4
i:-' .:....,~,...:, A B 

Lastengruppe um die Strecke du ~ , 
nach rechts verschoben werden, 
ohne dass dabei eine der urspriingtich gegcbenen Einzel,1,asten 
eine Einflussgrenze A, C, D oder B iiberschreite; dann bteiben 
P11 P2 und P3 diese tben, die EinfLuss-Ordinaten aber andern sich 
vermoge der Verschicbung, und die Gesammtwirkung erteidet 
cine 'Zunahme dS= P,dn, + P,d,4 P,dr,. Hierin ist nacl 
der Figur dr,==dutga,, dn,==dutga,, dn,==--dutg a, 
(negativ, weit DB nach rechts abfillt). Daher wird 
1) @8=(P,tga,4 P,tg,-P,tga,)du 
oder bei betiebig vieten EinfLussstrecken und wenn man die 
Neigungen durchweg als nach rechts ansteigend positiv auffasst: 
2) dS=du2Ptga. 

J<'ig. 186. 

1st L'. Ptg a>0, so wird eine Verschiebung der Lasten 
nach rechts eine Vergrofserung von S zur Fotge haben, und 
umgekehrt. Kommt es also darauf an, class S miglichst grofs 
werde, so muss bei positivem Vorzeichen von L'. P tg a. die Last 
gruppe nach rechts verschoben werden, und umgekehrt. War 
L P tg a. etwa zu Anfang > 0, so wird bei einer Lastverschiebung 
nach rechts dieses positive Vorzeichen so Lange bestehen bteiben, 
bis <lurch Hiniibertreten von EinzeUasten iiber die EinfLuss 
Grenzen und dadurch verursachte Aenderung der Gruppen P,, 
P, und P, die negativen Gtiecler das Uebergewicht bekommen. 
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Da niimlich die Winkel, a unverinderlich sind, beim Vorhanden 
sein von Einzellasten aber die Gruppen P,, P,, P, sich nur 
sprungweise indern kinnen, so ist es nicht obne W eiteres 
mogtich, durch Lastverschiebung ~ Ptg o== 0 zu machen. Hat 
aber dieser Werth einen Zeichenwechsel erfahren, so muss die 
Lastengruppe nun entgegengesetzt verschoben werden. Hi ernach 
wird der Einfluss ciner gegebenen Lastgruppe mig 
Lichst grofs, wenn diejenige Last, deren Verschiebung 
iiber eine EinHussgrenze hiniiber einen Zeichen 
wechsel, in dem Werthe 2:Ptga. hervorbringt, gerade 
auf dieseEinflussgrenze gestelltwird. 

1st der positive oder negative Theil, der 
Einflussfigur ein einfaches Dreieck (von der 
Hohe /), kommen mi thin nur z we i Einfluss 
strecken der wagerechten Liingen c, und c, 
in Frage, so wird (Fig. 187) 

3) 

Da nun P, die Gesammtlast der Einflussstrecke c,, so ist P,:c, 
die durchschnitttiche Betastung der Langeneinheit der Strecke c1 

und P,:c, diejenige der Strecke c,; um also die ungiinstigste 
Laststel,1,ung zu finden, hat man diese beiden durchschnitt 
lichen Belastungen miglichst auszugleichen, und 
diejenige Last, dercn V·erschiebung iiber eine Ein 
flussgrenze hiniiber cinen Zeichenwechsel in dem 
Unterschiede der durchschnittlichen Belastungen 
der beiden Einflussstrecken hervorbringt, muss 
g e r a de au f d i e s e E in fl, u s s gr en z e g e s t e 1,1, t w e r d e n. 

Ungiinstigste Laststellung fiir einen Stab des un 
belasteten Gurtes. Da fiir diesen Fall der Drehpunkt mit 
cinem Lastpunkte zusammenfillt, so ist die Einflussfigur nach 
Fig. 160, S. 172, ein cinfaches Dreieck. In Fig. 188 a, einen 
Trager von 20 m Weite darstellend, sind die Lasten ob en ge 
dacht. Die Spankraft U, im vierten Fache des Untergurts 
werde betracbtet, so dass K' der Drehpunkt wird; ist dessen 
Abstand vom linken Auflager a=== 12 m , so sind x und l - x 
die beiden Eintl,ussstrecken, auf denen die durchschnittLichen 
Belastungen miglichst auszugleichen sind. Zur Auffindung der 
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ungiinstigsten Laststellung zeichne man die Lastgruppe in dem 
Mafsstabe des Trigers auf einen Papierstreifen, den man teicbt 
iiber dem Trager verschieben 
kann. Da es fur ein Gurtstiick Fig.188. () 
darauf ankommt! mogtic~st viet ~-C:~ ~1 2. s ~ 
sch were Las ten m der N ahe des -------------== ==:--- 
Drehpunktes K' zusammen zu [ 0.? , 
dringen, so steUt man 2 Loko- i i 
motiven mit den Schornsteinen ; :;c ~' 

id s1. if di , @) gegen emaner, wert au1 1ese M; Ce\ < 'Dg B, wacaawaso]--]]p,_ 
T'bh hB' ,x -1d!.....· rieiachsen entsteit. Jringt man cos £5, cos, 
nun die mitttere Triebachse ! ... -- -------------- -- .. ·----- 1 

Lo» sow».j 

der rechtsseitigen Lokomotive 
iiber den Drehpunkt I{', so ist das die ungi'tnstigste SteUung 
fiir U,. Denkt man sich nimlich zunichst das Rad 2 noch 
rec ht s von K' stehend, so wird die Gesammttast der Einftuss 
strecke links vonK': P,== 4 • 13 = 52 1 , die Last der rechts 
seitigen Strecke P,== 2 • 13 + 2 • 9 = 44 1• Die durchschnittticben 
Betastungen sind daher 52 : 12 = 41/3 bezw. 44: 8 = 5½; recbts 
ist daher die Belastung stirker, so dass eine Verschiebung nach 
links erfolgen muss. Steht in Folge dessen aber das Rad 2 
links von K', so vergrofsert sich P, auf 52 4 13 = 65 t, wabrend 
sich P, um ebenso viel, also auf 44-13 = 311 vermindert, so 
dass nun die durchschnitttiobe Betastung Links (65: 12 = 55/12) 
grofser ist ats rechts (31: 12 = 27/12). Die Verschiebung des 
Rades 2 iiber den Drehpunkt hinii.ber hat daher den Unterschied 
der durchschnitttichen Betastungen umgekehrt, es muss mithin 
dieses Rad iiber K' gestellt werden (Fig. 188 a). 

Wihrend das Rad 2. den Drehpunkt K' iiberschreitet, geht 
der Unterschied der durchschnitttichen Betastungen der beiden 
Einftussstrecken Links und rechts von K' sprungweise aus dem 
Positiven ins Negative iiber. Sobald aber die Racltast 2 gerade 
bei K' steht, kann man sie offenbar nach Belieben zu der 
Gruppe P, oder der Gruppe P2 zahten; auch kann man sich 
diese Last der Art in zwei Theile zerlegt denken, dass, wenn 
man den einen Theit zu P0 den anderen zu P2 rechnet, die 
durchschnitttichen Betastungen Links und rechts von IC nicht 
nur mo gt i ch st gteich, sondern wirklich gteich werden. In 



LX. Unqtinstiqste Stellung eines Lokomotiven-'Zuges. 201 

diesem Sinne kann man auch den aUgemcinen Satz auf S. 199 
jetzt dahin indern: Der Einftuss einer gegebenen Last 
gruppe wird mogLichst grofs, wenn dadurch, dass 
eine Last gerade auf einer Einftussgrenze steht, der 
Werth }: Ptg IX= 0 wi rd. 

Was nun die Ermittelung der Spannkraft U, selbst an 
bcLangt, so berechnet man den EinfLuss der stand i gen Be 
lastung, wie auf S. 191 gezeigt; den EinfLuss der RadLasten kann 
man entweder ebenfalls mittels der Momentengleichung finden, 
wobei es nicht erforderLich ist, die Radlasten erst in Knoten 
punkts-BeLastungen umzuwandetn, wenn man nur zur Vermeidung 
von Irrungen den Schnitt genau durch IC geLegt denkt; - oder 
man kann das EinfLussdreieck fur U benutzen, jede Last mit 
der zugchorigen EinfLuss-Ordinate muLtipLiciren und L P'f/ bitden. 

Ungiinstigste Laststettung fiir einen Stab des be 
tasteten Gnrtes. Bei einem Stan de rfachwerke ware die 
Behand lung dieselbe, wie vorstehend, weil der Drehpunkt in 
einer Lastpunkt-Senkrechten Liegen wiirde. In Fig. 188 a aber 
liegt der zu O, gehirige Drehpunkt K um e bezw. 'A - e vom 
linken und rechten Lastpunkte des durchschnittenen Faches ent 
fernt (wagerecht gcmessen), so dass die Einflussfigur 188 b zu 
benutzen ist. 

Es kommt darauf an, den Werth I P tg o mit Hiilfe der 
gegebenen Abmessungen des Balkens auszudriicken. Bezeichnet 
man jetzt die Abscisse des Punk.ts I{ mit x, so ergiebt sich 
Leicht aus der Figur 

l-x x-e 
C,0,=-cos %' 7 5 

A,C,==a- e; 

D.D.=-, l-a-+e 1'2 hcos 
B,D,==l-a--4e. 

Rechnet man daber die Ansteigungen nach Links positiv, so wird 
l-x tg IX - -----=- . 

,1 - h cos w · l ' 
a 

tga,=Jcos o-l? 
x (l - x - 'A + e)(l )(- e) 

tga,== heoso-l} 

( l - x) e x ('A - e) 
= h cps w · t k heos co · l 'A • 
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4) 

Mithin wird 
· 1 { , e A-e l >Ptgo= joss.7i,(-a) +P,(l-a),--Pa',- Pp} 

=@-aP'+P.a ,+PO=] 
SP tg a== h cos ·l w l 

Der eingektammerte Theit, auf dessen Vorzeichcn es ankommt, 
ist hier auch wieder auf die Form des Unterschiedes der durch 
schnitttichen Betastungen Links und rechts vom Drehpunkte 
zuri.ickgefiihrt; nur ist die Last P, des durchscbnittenen Faches 
nach bestimmtem Verhiiltnisse den Gruppen P, und P, hinzuge 
rechnet. 

Es kinte scheinen, als ob die LaststeUung in Fig. 188a fiir O, nichit 
die ungiinstigste wire, als ob die Rader 1, 2, 3 mehr iiber den Dreh 
punkt K gesteUt werden miissten. Denkt man sich daher den Zug etwas 
nach links verschoben, so dass die Rader 1 und 2 im durchschnittenen 
Fache stehen, so wird P,==3.13==39, P,==213==26, P,==134-2.9==31 
Das Vorzeichen von ~ P tg a hingt also, da hier a== 10, e = 1/2 "/., ab von 
39 io 13 31 t 13 > 0, was eine Verse hie bung nach rechts bedingt. So 

bald aber das Rad 2 rechts von K' liegt, wird P 1 = 39, P,== 13, P 3 ==44, 

wad man one f WW 4ft,Eh. ., aio gzetchoto Laststotting 
ist daher auch fiir 03 die ungiinstigste. 

Wil,1, man nun O, mittels der Momentengleichung berechnen, so muss 
man die im durchschnittenen Facile befindLiche Last in die beiden Kuoten 
punktsdriicke zerLegen, da nur der Linksseitige am Linken Abschnitte vor 
kommt, u. zw. in Bezug auf K mit einem anderen Momente als die Rad 
Last seLbst; die iibrigen Lasten kinnen unmittelbar benutzt werden. 
Die ErmitteLung Yon 03 mitteLs der Eintl,ussfigur geschioht ebenso,, wie 
fiir U, gezeigt. 

Wird eiu EisenbahngLeis von 2 FachwerkbaLken getragon, so hat 
man natiirLich nur die ha 1, b en AchsLasten, aLso die Radlasten, fiir einen 
Trager zu rechnen. Die Untersuchung der ungiinstigsten Laststellung ist 
aber von dieser Prage unabhiiigig, weil es dabei nur auf Lastverhilt 
n isse ankommt. 

Ungiinstigste Laststettung fiir die Wandglieder. Handett 
es sich um eine rechts faLtende Strebe, z. B. E F (Fig. 189a), 
so kommt fiir Dmax die positive Einflussfliche von N bis B1 in 
Frage, und man erkennt zuniichst, dass moglichst schwere Lasten 
von rechts aus an das durchschnittene Fach hinan zu schieben 
sind. Die positive Einflussfigur zeigt zwei Strecken c, und c,, 
und es muss nach S. 199 und 201 eine Ausgteichung clcr durch- 
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schnitttichen Betastungen dersetben stattfinden. Nennt man daher 
die ins durchschnittene Fach vorgeschobene LastgTuppe Pt, die 
rechts davon befindliche P,, so muss 

P, , -=- 
c, C, 

werden, wofir man aber auch schreiben kann 
P, P,+P, 
4, «+% 

Liegt die Einftussfigur in geniigender Genauigkeit vor , so 
kann man ct abgreifen und jene Diffcrenz ohne W eiteres berechnen. 
Wir wotten aber 
aach hier die Ent 
scheidung aus den 
gcgebenen Abmes 
sungen des Tragers 
abteiten. Der Ab 
sclitt A, A, ist 
nach Fig. 161 c 
(S. 174) a: h sin a, 
daher wird 

a C, 
C,0,== hsin"a.T 
und ebenso 

DD _ b d2 
1 2 - h sii f -l- · 

Fig·. 189. 

~~~f-:=~ -········l····--:··'.
1
·:----- •• _+--G-2-'L--(b_)_ 

1 
!<- --;l,,---~ 
'1)_2 

:::Bf"::z:tt: 

JJ1 

(c) 

Aus ahntichen Dreiecken erhaLt man 

1 C,O,4D,D, ac,+bd, 
° 0,0, = «c, 
Weit aber nach Fig.161 (S. 174) 

a w 
,;= w+l 

und nach Fig. 189 c,== l-d2 - A, so wird 
.s_ _ w l-w d2 -w A+ (w + l) d2 = l (w +d,) 
c
1 
- wA wA 

d . ct + c2 _ l (w + d,) o e1 ---'---~. 
c1 w A 

gesetzt werden : 
" d,)= p1 T P2 w . 

Fii.r Pi= Pi+ p2 kann daher auch 
c, c,+-¢9 

5) 
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Hierin kann 1;1 als durchschnitttiche Belastung des durch 

schnittenen Faches und p1 
~ p2 als durchschnitttiche Belastung 

des ganzen Balkens aufgefasst werden. Diese durchschnittLichen 
Belastungen sind jedoch nicht unmittelbar zu vergleichen, sondern 
vorher noch mit w + d2 bezw. w zu muttipticiren. 

Handelt es sich um D,,,, also um cine miglichste Aus 
gleichung der durchschnittlichen Belastung der Strecken d, und d,, 
so bekommt man zunichst einen von 5) abweichenden Ausdruck. 
Man kann jedoch letzteren Werth, wie man Leicht erkennt, zur 
Auf:findung der ungiinstigsten LaststeUung fiir grofstc und kleinstc 
Spannkraft aller Wandglieder benutzen, wen man die Bedeutung 
von w und w + d2 veraUgemeinert. Wird ein Zug von der einen 
Seite (etwa der rechten) auf die Brii.cke geschoben, so nenne 
man dasjenige Auflager, welches vom Zugc noch nicht erreicht 
ist, also den geringeren Stiitzendruck erhilt, schlechtweg das 
unbelastete AufLager und verstehe unter w stets den Abstand 
des Drehpunktes vom u n belas t et en AufLager. Ebenso wird 
beim Hineinschieben des Zuges ins durchschnittene Fach der 
cine Knotenpunkt desselben noch nicht vom 'Zuge bedeckt sein; 
dieser werde kurz der unbelastete Knotenpunkt genannt, und 
unter w+ d,, wofir wir nun r setzen wollen, mige immer der 
Abstand des Drehpunktes vom unbelasteten Knotenpunkte des 
durchschnittenen Faches verstanden werden. Bezeichnet man 
dan mit P, die Lasten im durchschnittenen Fache, mit P, { P, 
sammttiche Lasten des Trigers, so muss aUgemein 

"»'»» woace. 
Fir D,,, ergiebt sich die in Fig. 189 a gezeichnete Stellung als die 

ungiinstigste. Es sei hierbei w== 8 , r=== 12», k== 4 m. Schiebt man 
dann die erste Achse ins durchschnittene Fach vor, so wird P,== 13, 
,-+P,=66, mithin '?12-;"s>=o. 1 durchschitteen Pacho is 
hiernach zu viel Last, weshatb ein Zuriickziehen in die gezeichnete Stellung 
n6thig wird. 

Fir ,,,, ist die ungiinstigste Betastungsart in Fig. 189 c dargestettt. 
Weit jetzt das rechtsseitige Auftager das unbetastete ist, so wird w== 28, 
und ebenso r=== 16. Da hier nur gteich schwere Achsen vorLiegen, so 
kann das Gewicht einer Achse als Einheit gewihlt werden. Daher ist, 



X. Forminderung einfacher Fachwerke, 205 

wenn man eiue Achse ins durchschnittene Fach vorgeschoben annimmt, 
P,==1, P,+P,==3. 

1 3 
4 16 - 20 28 = 4 4,2<10; 

die zu geringe, Belastung des Faches erfordert also weiteres Hinein 
schieben des Zuges. Wiirde aber auch die zweite Achse noch hineintreten, 
so verursacht die Vorgrofserung des ersten Gliedes der Differenz auf das 
Doppelte einen Zeichenwechsel, woraus die gezeichnete Stellung als die 
mafsgebende fol,gt. 

Das Eintretcn von Lasten ins durchschnittene Fach erschwert 
die Berechnung mittets der Momentengteichung, weit diese Lasten 
in Knotenpunktsdriicke zerlegt werden miissen. Die bequemere 
Stettung in Fig. 189a nennt man im Gegensatze dazu die Grund 
steL tung.*) In dem tetzten Zahtenbcispiete war die Differenz 
44,2 so wenig von Nutt verschicden , dass eine geringe Ver 
grofserung der Vordcrtast teicht einen Zeichenwechset hervor 
bringt. Es empfiehtt sich daher, bei der einseitigen Betastung 
for die Wandgtieder das Gewicht der Vorderachse etwas zu er 
hohen, etwa von 13 auf 151; dann kann man ohne weitere Prli 
fung die Grundstettung (wobei der Zug nur bis an das durch 
schnittcne Fach vorriickt) fiir alle Wandglieder anwenden. 

P,==15, P,\-P,==41' giebt 
".w- ,s= oo.-sa,o, 

d. h. Zurllckziehen des Zuges aus elem Fache. 
Fiir parattcte Gurten wird die Bedingung 5) einfach zu 

» + 
(Gteichheit Ider clurchschnitttichen BeLastungen), weit bei unendtich 
grofsem w der endliche Summand d, verschwindet. 

X. Formanderung einfacher Fachwerke. 
Die Ermittetung· der Forminderung eines gegebenen Fach 

werkes unter gegcbenen Lasten ist eine rein geometrische Auf 
gabe, weil durch die Lasten die Spannkrifte und damit auch 
die Lingeninderungen der cinzelnen Stiibe gegeben sind, so dass 
von dem verinderten Fachwerke simmtliche Stablingen vorliegen. 

·X·) Siebe M litLor-BresLan, Graphische Statik, 2. ,A.ufL., 1. Bd., S.114. 
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Die innige Beziehung zwischen Geometrie und Mechanik gestattet 
aber, wie in manchen anderen Fatten, so auch hier, eine Losung 
der geometrischen Aufgabe mit Hiilfe mechanischer Sitze. 

Wir nahmen die Lasten bisher stets senkrecht an, so dass 
auch nur lothrechte Auflagerdriicke entstanden. Hier ist es der 
AUgemeinheit wegen zweck- 
mifsig, an einem belicbigen Fig.190. 
Knotenpunkte C (Fig. 190) 
eine schrig gerichtete Kraft 
von der Grofse Eins angreifen cw5I7 
Fachwerkes dadurch verhin- 
dert werden, dass man das eine Auftager, etwa A, auch in 
wagerechtem Sine festlegt, wizihrend das andere, cin Gleit- oder 
Rollenlager, nur lothrechte Widerstinde leistet. (Eine villige 
Befestigung des steifen Fachwerkkirpers an be id en Enden wiirde 
nach den Lehren der Mechanik bekannttich eine statisch unbe 
stimmte Anordnung bilden.) Da die Widerstiinde B und W sich 
mit der Kraft 1 in einem Punkte schneiden miissen, so sind B 
und W Leicht zu bestimmen. Die Kraft 1 spiett nur die Rolle 
einer gedachten Kraft; die diesem Gteichgewichtszustande ent 
sprechenden Stabkrifte sind mittets der Momentcngteichung ohne 
Schwierigkeit zu finden. Die so erhaltenen gedachten Stabkrifte 
so11en aUgemein S' genannt werdcn; sie sind, ebenso wie 
B und W, weit aus einer Kraft 1 hervorgegangen, unbenannte, 
nur von der geometrischen Form der Figur abhingige Verhiiltnis 
zahlen. 

Wir denken uns die Stibe des Fachwerkes zuniichst starr; 
ein Stab aber, z. B. DE, von der Linge s dessen gedachte 
Spannkraft S' ist, erfahre in irgend ciner Weise cine kleine 
Vertangerung· um As (vieUeicht durch eine Temperatur-Aenderung·, 
oder durch Nachlassen eines in den Stab eingeschatteten Schrauben 
schtosses, oder durch eine Etasticitatswirkung oder dg1.); dann 
wird das Fachwerk eine Formanderung erfahren, wobei es sich 
um den festen Punkt 4 drehen und bei B wagerecht gleiten 
muss. Der Punkt C, an dem wir die Kraft Eins angebracht 
haben, beschreibe den Weg UC,, dessen rechtwinklige Projektion 
auf die Kraftrichtung die Grofse v habe. Bei dieser Bewegung·, 
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wetche wir ats sehr tangsam annehmen wotten, verrichten, wenn 
man wie bei cinem ideaten Mechanismus atte Reibungswider 
stinde beseitigt denkt, nur die Kraft Eins und die Spannkraft S' 
mechanische Arbeitcn, u. zw. muss deren Summe Nutt betragen. 
(Die hier in F'rage kommenden Bewegungen A s und v heifsen 
mog tic be oder virtue lle Bewegungen, weil ihr Verhiiltnis 
durch die geometrische Form des Fachwerks bcdingt ist. Der 
tetztgenannte Satz von der Arbeitssumme gteich Nutt beifst der 
Satz der virtuellen Verriickungen.) Da die Kraft S' das Bestreben 
hat, die beiden Endpunkte des Stab es] zu nihern, so wirdl bei einer 
Vertangerung eine negative Arbeit verrichtet, und man erhiilt 
0 = 1 ·v-S'A s oder v = S' A s. Erleiden aber siimmtliche 
Stibe Verlingerungen, so wird sich v aus den Beitrigen der ein 
zetnen Wirkungen zusammensetzcn, so dass dann 
1) v==XS'as. 
D. b. um diejenige Verrlickung v zu ermittetn, wetche 
ein betiebiger Knotenpunkt nach einer bestimmten 
Richtung in Folge bestimmter Lingeninderungen As 
der einzetnen Sta be erfihrt, bringe man an dem Knoten 
punkte in der bestimmten Richtung eine Kraft 1 an, 
ermittte die hie rd ur ch erz e ug te Sp annk raft j edes 
Stabes, multiplicire sie mit der Verlingerung As 
clessetben und summire die Produkte.*) 

Witt man die wahre Verriickung eines Knotenpunktes er 
fabren, so nehme man die Kraft Eins das eine Mat etwa wage 
reeht, ein zweites Mal vielleicht lothrecht an, um die wagerechte 
bezw. die tothrechte Projektion der Verriickung zu erhatten. 

Um im Besonderen diejenige Verriickung· v kennen zu 
lernen, die einem bestimmten Bel,astungszustande, z. B. voller 
Betastung entspricht, ermittete man aufser den gedachten 
Spannkraften S' auch die w a hren Stabkrifte S, we tche dem 
gegebenen Betastungszustande entsprecben; dann wird (innerhatb 
der Elasticitiitsgrenze) die Stabverliingerung 

2) 

) Vergl. Mohr, Beitrag zur Theorie des Fachwerks; Zeitschrift des 
Arch.- und Jng.-Vereins zn Hannover 1874, S. 512. 
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wenn 

3) 

F der Querschnitt des Stabes, mithin nach GL. 1: 

S'Ss v=?F' 
Diejenigen Stibe, fiir welche die gedachte und die wahre 

Spannkraft von iibereinstimmenden Vorzeichen sind, tiefern positive 
Beitrige zu v, und umgekehrt. 

1. Beispiel,: Es soll die Durchbiegung v eines Parallel triigers 
von n gLeichen Fachen (nk== l) bei voUer BeLastung unter der Voraus 
setzung berechnet werden, dass in diesem Zustande alle Stibe gleiche 
Anstrengung ± a erfahren. Bringt man die gedachte Kraft 1 senkrecht in 
der Mitte des Untergurts an, so 
erkennt man Leicht, dass der 
Mittelstinder die Spannkraft 
S' = 0 erfahrt und dass alle 
iibrigen Stibe in demseLben 
Sinne gespannt werden, wie bei 
voUer BeLastung. S und S' 
haben daher durchweg gleiche 
V orzeichen, so <lass aUe Sta be positive Beitrige zu v liefer. Wir kinnen 
daher die Vorzeichen ganz aufser Acht Lassen und S: E F ohne Weiteres 
al,s iiberal,1, gLeiche Grofse a: E vor das ~ setzen. Da ferner alles zur Mitte 
symmetrisch ist, so summirt man nur bis zur Mitte und fiigt den Faktor 2 hinzu: 

Fig.191. 

=3j3s%. 
Schneidet man <lurch das erste Fach, so erkennt man Leicht, <lass der 
Auf'Lagerdruck ¼ im Obergurte die Kraft ½ ),/h erzeugt. In den foLgendeu 
Fachen wird der Hebelarm der 2fache, der 3fache u. s. f., so <lass die 
Spankrifte des Obergurts bis zur llfitte werden: 

1 % 2k 1n 
9' 9n'·°99T 

Dem entsprechend im Untergurt: 

3l-3{E ) 
Die Querkraft ist iiberaU gLeicb- dem AufLagerdruck ½, daher die Streben 
kraft durchweg 2

1 ~, die Standerkraft ½- Da die Gurtlingen durch 
Slllu 

weg ", die StrebenLangen k sec 6, die Standertangen h sind, so wird 

3IT+++» $l+Bf=++3 ] 
444. 2.44 34} 2 sin 5 cos o 2 2 2 
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oder 
a J )._2 n2 n A n } 

v = E r,;- T + sin 2 a + 2 Ug O ' 

'=±(! 1 way i Enagas 3 ' 
Das erste GLied berilcksichtigt den EinfLuss der Gurten, das zweite und 
dritte den der Streben und Stander. 1st etwa l=Sh, o=450, a:E=l:3OOO, 
so wird 

also 

'=sh@++3)=l 
In WirkLichkeit wird die Durchbiegung geringer ausfaLten, weiL die Stander 
der Steifigkeit wegen so erhebtiche Querschnitte haben mtissen, <lass sie 
eine weit geringere Anstrengung erfahren aLs z. B. die gezogenen TheiLe. 
F'iir Briick entriiger kommt dann noch hinzu, dass die WandgLieder fiir 
einseitig·e BeLastung einzurichten sind, daher bei voLter BeLastung nicht 
die zuLassige Spannung a haben werden. Anniihernd kann man beide Um 
stinde beriicksichtigen, indem man den Einfluss der Pfosten ganz fortlisst. 

• V 1 Dann wird, == 1000 . 

2. BeispieL: Die Durchbiegung eines parabolischen Trigers bei 
voller Belastung soll berechet werden, Der Untergurt sei /gerade 
(Fig. 192). In diesem Zustande sind die 
Streben spannungsLos; zugLeich wirken 
die Stander nur aLs einfache Hangestangen, 
werden daher wegen ihres auf Knickfestig 
keit bemessenen Quorschnittes nur so 
geringe Verlingerungen erfahren, dass man diese vernachlissigen kann. 
Demnach kommen nur die Gurton in Frage. Diese werden bei der go 
dachten BeLastung in demseLben Sinne gespannt wie in WirkUchkeit, so 
dass wieder simmtliche Beitrige zu v positiv sind. Setzen wir wiedor 
bei allen Theilen der Gurten die gLeiche Anstrengung a voraus, so wird 

Fig. 192. 

~ f= ,' ' , 

2 a,, S' v=-,:, s E ' 
wenn man nur bis zur Mitte summirt. Es empfiehLt sich hier, die Summation 
durch eine Integration zu ersetzen, d. h. die Zahl, der GeLenkpunkte sehr 
grofs anzunehmon. 

Fiir irgend eine SteUe ist die Untergurtkraft 

vE? " 2 h 8h,U--a)? 

die Obergurtkraft O' = U' sec w. Da nun ds== d x sec w, so wird 

4±[£,Ee-] »so\Jg-» ..-3 
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Weit aber d h 4hin 
tg w = k =-z2- (l - 2a), 

so wircl 

J d x J d x ( 16 h;, ) --(1+sec2w)= -- 2+--(Z2-4lx+4x2) l-x l-x l4 

Daher entsteht 

( Syf- "®( -2 1+ 12 Jl-x l4 xdx. 

·" Sy, e "±.\U+ 2-- j ,,. 

oder v cr ( · l km) l = E 0,347 h,. + o, i73 -l- . 

Fiir cr:E=l:3000 und l=8h"' wird f=1t44. 



Zehnter Abschnitt. 

Bogentriger mit drei Gelenken. 

I. Entwickelung des Bogentragers mit 3 Gelenken; 
Kampferdrucklinie. 

Dcnkt man sich cincn paraboLiscben Trager mit geradem 
Untergurt, bei welchem die gleichfirmig vertheilte Belastung 
anf dcm Obcrgurt Licgt, so sind die Wandgl,ieder spannungstos (vgt. 
S. 179); den kt man sich dicse entfcrnt, so 
btciben nur die beiden Gurtcn Uhrig. Der 
Untergmt hat jetzt mu die Aufgabe, als 
Zugstange die VerUngcnmg der Sclmc 
des Obcrgurts zu verhindcrn, und diesc 
kann dnrch feste Widcrtagcr, wctchc 
in ihrem Kampferpunkte aufscr cinem LothrecLtenDrueke auch einen 
Sci tens chub aufzunehmen vermigen, crfiillt werden (Fig. 193). 
Die Form des gekri.immten Gurtes kann nur for cine bestimmte 
BeLastungsart eine GLcichgewichtsforrn sein. Bci veranderLicher 
Bctastung muss er gegen Biegung ausgesteift werden, u. zw. kan 
dies geschehen, indem man z.B. ihn an der oberen Scite mit einer 
Wand verbindet, die oben wiederum <lurch einen Gurt gesaumt 
ist. Wiirde man diese beiden Versteifungstheitc aber Uber die 
ganze Linge ununterbrochen durchfiihren, so bitdete der aus 
2 Gurten und ciner Wand bestehende Bogentriiger einen steifen 
Korper, der an beiden Enden in festen Gelenken gehalten wird. 
Ein solcher Kirper wiirde nach den Lehren der Mechanik statisch 
unbestimt beziiglich seiner Bcfestigung sein, jedoch durch Ein 
schaltung eines dritten, sog. Schei te Lg e Lenke s wiecler statisch 
bestimmt wenlen. Auf diese Weise geLangen wir zu einem 
s ta ti sch bes timm ten Bo ge11 tr ager rn it 3 a e Lenk.en. Der 

l<'ig.193. 

Keck Elasticitiitslehre. 15 
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hinzugefiigte Versteifungsgurt kann von beLiebiger Form sein; 
wir woUen ihn als wagerecht annehmen, wie er bei eisernen 
Bogenbriick en hiufig vo rkommt (Fig. 194). 
(Den Bogengurt hatten wir anfangtich 
parabotiscb vorausgesetzt, doch geschah 
das nur beispielsweise; wenn diese Form 
auch meist gewahlt wird, so erkennt 
man <loch Leicht, <lass sie fur den Bogen 
triger durchaus nicht wesentlich ist.) 

Behufs Ermittelung der WiderLager- oder Kimpferdriicke 
kann jede BogenhaLfte wie eine cinfacbe Gelenkstange, der gauze 
Bogentriiger also wie eine Verbindung zweier Stangen angeschen 
werden. Diejenige dieser Stangen, welche unbelastet ist, vermag 
dann (bei reibungslosen Gelenken) mu- in der Richtung dcr Ver 
bindungsgeraden ihrer beiden Gelenke einen Gegendruck zu Leisten. 
Liegt daher die cinzige Belastung P auf der linken Hiilfte, so 
hat der rechtsseitige Kiimpferdruck W, ( der in diesem Falle auch 
zugleich den Druck im Scheitelgelenke darstellt) die Richtung 
BC. Durch den Schnittpunkt S der Geraden B C mit der Hich 
tungstinie der Last geht dann auch der tinksseitige Ki:impferdruck 
W hindurch, weil die 3 im Gleichgewichte befindlichen Kriifte 
P, W und W, einen gemeinsamen Schnittpunkt haben miissen. 

Solang·e die beweglicbe EinzeUast P auf der linksseitigen 
Bogenhiilfte bleibt, behiilt der Kimpferdruck W, seine Richtung 
bei; der Scbnittpunkt S der beiden Kiimpfcrdriicke verschiebt 
sich daher auf der Verlingerung CD der Gcraden B C. Liegt 
die Last aber auf der rechten Hiilfte, so ist alles symetriscl 
vertauscht. Die V crUingerungen von B C und A C bilden dem 
nacb eine gebrocheneLinie D CE (Fig. 195), 
auf welcher sich der Schnittpiukt S der j 
beiden Kimpferdriicke bewegt, wiihrend 
eine EinzeUast liber den Trager wandert. 
Diese Linie heifst die Kampferdruck-Sclmitt- 
linie oder klirzer die Kampferdrucklinie. __ 

~1---- - ·--- ··- ... 
Sie bildet bei allen Bogentriigern (auch bei 
denen mit weniger als 3 Gelenken) ein wichtiges HiHfsmittel, der 
Berechnung. 

Da die Untersuchung eines Vollwandtriigers iibersichtlicher 
ist als diejenige des entsprechenclen F'achwerks, so soll eine 

Fig. 194. 

Fig. 19.5., 



I. Einflusslinien. 213 

volle Wand zwischen den Gurten angenommen werden. Die 
ilercclmung ctwaigcr Wandgl,ieder Lasst sich dann Leicht aus den 
Ergcbnisscn fiir die W andschcerkraft ab Lei ten. 

li'ii.hrt man cinen Lotlnechten Sclrnitt durch den Bogentriiger, 
so wirken daun, wie bci cincm BaLken auf 2-Stiitzen (s. S. 118) 
die inncrcn Krafte O, U nnd Y. 

II. Einflusslinien. 
Da die iiufseren Kriifte und auch die inneren Spannkrafte 

mit Hiilfe der Momentengleichung gefiunden werden kinnen, so 
Rind die Beziehnngcn zwischen den Kraften und den Abscissen 
dcr bcwcg·Lichcn EinzeUast Linear; die EinfLnssLinien miissen 
deshaLb ans Gcradcn bcstchen. 

Einftusstinic fiir den Seitensclmb 1H (H-Fiche). Die 
Spannweitc sci l) die Pfeil,hohc des symmctriscben Bogens f; das 
mittLerc GeLcnk Liege genau im ScheiteL. Die Lothrechten Seiten 
kriifte dcr Kampferdrti.cke ergcbcn siclt ebenso wie beim BaLken, da 
die hinzu gekommenen Kriifte H in 
Bczug auf die Kimpferpunkte 
kcinc Momente haben. Die Last 
Eins in Fig. 19Ga bringt daher 
A= 1 • ii :lhervor. 'Zur Bestimmung 
von JI bcachtc man, dass in Bezug 
auf das rcibungstos gcdachte Schci 
tel,gelenk die Momentensumme der 
Krafte an der cinen Bogenhiilfte Null 
sein muss. Dann wird I-If= A • ½ l 

X I 

oder H== ,,. Da fir u==%, ) [ 
t_]4 ?> H==l:4fist, so steht damit die g-il' y Bl j j; (a) , Einftusslinic B,C, fir Hund daz [ flll%' 

symmetrise@h A,C, fest (Fig. 196.®gg 
Es cmpfichLt sich, die ferneren 

EinfLussLinien auf die entsprechenden des BaLkens zuriickznftihren, 
u. zw. in dcr Art, dass der Einftuss der hinzugekommenen Kraft 
If in einfachster Weise mittels der II-Linie dargesteUt wird. 

Einflussf liiche fiir die Gurtkraft O. Fiir diesc ist K 
der mafsgebende Drohpunkt mit der Hohe y iiber AB, also -Hy 
der Beitrag von H zum Momente; die Querschnittshohe · des 

15 

Fig. HJG. 

--· 

.,,_,,,.: i !f ----- ... _ » 
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Bogentragers sei bier h. Nennt man wieder (wie S. 101) M!' das 
,,einfache Moment", d. h. das Moment eines Balk en trigers AB, so ist 

o N ,Ms 4( ) 
h h h y 

Man wahtt nun == y: h zum Multiptikator*) (vgL. S. 101) und 
zeichet die Einflussfigur A,K,B, fir M':y, indem man am 
tinksseitigen Auflager nicht a (wie 8.72), sondern a:y auftriigt. 
Fiigt man dann die H-Linie A,C,1B, nach derselben Scite 
hinzu, so entsteht <lurch einfaches Abziehen der Ordi11aten beider 
Linien die EinfLussfLache fiir O mit dem Multiplikator y: h. Wo die 
.H-Ordinaten iiberwiegen, ist der EinfLuss positiv, und umgckchrt. 

Die Lage des Einfl,uss-NuUpunktes N2 lasst sich jedoch 
aus der Trigerfigur ummittelbar bestimmen, inden man A I{ bis 
zum Schnittpunkte N mit der Kampferdrucktinie verUingert. 
Eine in N angebrachte Last verursacht nimlich nach Figur 194 
einen linksseitigen Kimpferdruck W in der Ricbtung A N, dcr 
also durch den Drebpunkt J( gebt. Da nun W die cinzige iiufsere 
Kraft Links vom Sclmitte, so ist das aufsere Moment NuU, mithin 
auch O = 0. Man braucht daher in Fig. 19G c die Grofse x;Y 
nicht aufzntragen; vielmebr zeichnet man die .FI- Linie, projizirt 
auf deren linke Hilfte den Punkt N, erhilt damit B, N,K, 
und vollendet die Figur durch A,/K,. (Negative Einfliisse sind 
wieder wagerecbt scbraffirt.) Die EinfLuss-Ordinaten kann man 
dann aucb leicbt von einer geraden Achse aus abtragen (Fig.196d). 

Jede Last recbts von dem NuU,punkte erzeugt positives 0, 
und umgekehrt. Fiir Lokomotiv - Belastung wiirde man • da~ 
S. 74-91 Entwickette sinngemafs anzuwenden baben, <loch woUen 
wir darauf nicht naber eingehen. **) 

Einf lussf liiche fiir die Kraft U im .l3ogengurte ( U-Flache ). 
Fiir U ist K' der mafsgebende Drehpunkt (Fig. 197); zieht man 
A 1{' <lurch bis zum Schnitte N mit der Kampferdrucklinie, so 
ist N wieder der EinfLnss-NulLpunkt. Es ist 

-Ha.+D_h.+f(, nu) 
h cos V Ii cos V h,,, +- l ' 

wen h,, die Rohe des. Obergurtes iiber dem Scheitelgclenke ist . 

. *) M ii 1, l, er-Br es l, au, Theorie und Berechnung der eisernen Bogen 
briicken, S. 83. 

',•·*) Keck, Bogen mit 3 Gel,enken; hannoversche Zeitsehrift 1874, S. 374. 
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II. l ·· 11t h,,, + f Mltik ·1 ( - tornac 1 wa lu man === h zum . Uv 1pu1 rn,tor wenn v 
COS V 

der Ncigungswinkel von U), zeichet die H-Linie A,0,B,, 
prvojicirt N nach N,, zicht B, N,K, 
und K, A,. Wo H iiberwiegt,Pig. 197 
sind die EinfLlissc ncgativ. Jc<le N 
Last rechts vom Nullpunkte hat Ar +.i' 
daher negativen Einfluss auf U ~ 

Von Wichtigkeit sind die :;, 
Pnnktc F' und F,, i dencn die ,1, 

JGimpferdruckLiuie den Obcrgurt 
schneidet. Schiebt man namLich 
den Schnitt so weit nach rcchts, 
dass er durch F hindurchgeht, 
so fillt auch der Drehpunkt 
Hach F, und es fallen iiberhaupt 
die 3 Pnnkte F, JC und N zusammen. In der Einflussfigur wird 
dann auch K, mit N, zusammenfallen, und die positiven Einfltisse 
Links von N werdcn clamit zu NuU. 

Riickt aber der Drehpunkt 
auf die rcchtc Seitc von F (Fig. 198) 
und bcstimmt man den Punkt N 
wic vorhcr, so hat diescr jctzt 
nicht mchr die Bedeutung cines 
EiniLuss - NuUpnnktes. Denn er A 

Uegt Unks vom Schnitte; cine in 
N wirkende Last P gehirt zu den 
Kraften des Unksscitigen Abschnit 
tes und setzt sich mit dem Kimpfer 
drucke W zu eincr MitteLkraft zu- 

Fig.198. 
]I' 

, 
A1i ; j --1----------------- B1 
=sit 

sammcn, wetchc das Entgegcng·e- 
setztc vou Wt ist ( da W, Wt und P sich im GLeichgewichte 
haLten). Dicsc MitteLkraft gcht nicht durch den Drehpunkt, so 
dass P nicht den Einfluss NuU a.uf U hat. Zeichnet man aber 
die EinfLussfigur fiir U i 11 dcr ursprlingLichen W cise, wie es be 
zligLiclt O in Fig. 196¢ dargestellt wurde, so findet man, class 
N, seine gcometrische 13edeutung aLs Schnittpunkt der Geraden 
B, K, mit der Linken Hiilfte A,O, der H-Linie behalten hat. 
Man tragt daher die H-Liie A,C, B, auf, zieht die Lothrechte 
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NN,, verbindet N, mit B,, 
schtiefstich die Gerade A, K,. 
ganz innerhatb A1 B1 Cu und die 
EinfLiisse sinddurchwegnegativ. 

Einftussflache fiir die 
Wandscheerkraft Y. Zur 
Berecbnung vou Y dient der 
Scbnittpunkt L von O und U 
als Drehpunkt (Fig. 199), der 
vom tinksseitigen Auftagcr um 
w, von der ScbnittsteUe um t 
entfernt sein mige. Bei einem 
einfacben Batken dersetben 
Form (jedocb obne Scheitet 
gelenk) wiirden alle Lasten 
in gleichem positiven Sinne 
auf Y' einwirken. Die Ein 
fLussfigur wiirde diesetbe Ge 
stalt haben wie in Fig. 111, 
S.122, wobei zu bemerken, <lass 
a d a b w d lw ,, t l l .. -1 un -1 1er urc - un -- erse z were en rnnnen. 
h t t 
Bogentrager erzeugt H aUein die Kraft 

zieht die Lothrechtc K' K, und 
Das Dreieck 4,K, B, iegt jetzt 

Fig.199. 

k-···••W•• 

Beim 

y - »+ t' · daher wird 4 3 
r=ru'»I+f(y ',- mu), 

t t h,+f 

H. h h hm + f M 1 • 1 'k A f iernacr wal lt man f.L = t - zum u~tip~1 ator. u 

der Linksseitigen Auftagertothrechten hat man dieserhatb nicht 

AA.=",sodem A,4.=- , aufnutragen und zichit B, A; 
b, l 

ist L, der Schittpunkt der Lothrechten 'l"durch den Drehpunkt L 
mit B, A,, so zicht man (wie in Fig.\111) A,I,. Ist dam JK 
die Lothrechte durch die Schnittstette, so ist A, KJ B, die Ein 
fLussfLache for Y' mit dem Muttiptikator~ µ. Davon sind nun 
die Ordinaten des Dreiecks A1 01 B1 abzuziehen, so dass die 
schraffirte EinfLussfigur entsteht; rechts von N, sind negative 
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Einfliisse, und umgekehrt, solange L Links von F. Der Sprung 
JK, welcher bei == 1 gLcich der Ein lieit scin miisste, ist hier 
nattirUclt t: (h,,, + f'), wic man Leicht findet. Die Einfl.ussgrenze 
N N 1 Jrn11n aber wicdcl' aus clcr Tragcrfigur unrnitteLbar gefunden 
wcrdcn, indem man .AL bis zu Schitte N mit der Kimpfer 
drucklinie verliingert. Benutzt man diescn EinfLuss -NuU,punkt, 
so hrancllt mau wicdcnun (wic zu den Fignrcn 196 und 197 
crortcrt) A,A,== W: (h,,, + n nicht anfz11tragen, sondern bcginnt 
mit der II-Figur 4,C,B,, zieht NN,, B, N,J usf, 

Einc Abwcicl1ung Cl'fiilHt die EinfLussfigur, wcnn der Dreh 
punkt L zwischen und F, oder gar rechts von F, Liegt. 

FaUt 11amLich (in l"o Lgc cincr VerLcgnng des Scbnittcs nach 
rechts) L mit F ½t1::;ammcll, so ticgt auch N in F; dann faUt 
in der EhdLussfigur A KL, auf A, N,, tl. Ii. Las ten Links vom 
Schnittc habcn kcinen EinfLm;s auf Y. Licgt mm L zwischen 
F und F,, so faUt L, auf die rechte Seite von N,, so dass Links 
vom Sclmittc die Ein!Lnssordinaten ncgativ wcrden. Es tritt 
dahcr die SclrnittstcUc al,s neuc Grenzc zwischen positiver und 
ncgativcr Einftussstrecke zu dem NuUpunktc N hinzn. 

Licgt abcr der Drehpunkt L 
rcchts von F,, ::;o kommt dcr Ein 
fLnss-NuLLpunkt in WcgfaU. Jc 
mehr sich nimlich L dem Punkte 
F, wihert, um so niiher riickt N, 
<lcm Punkte 01 (Fig. 19D), uud bcim 
ZusammcnfaUen bcidcr haben 
Lasten rccbts von C den Einfluss 
Nnull. Bei noch weiterer Ver 
scliiebung des Punkte::; L nach 
rccl1ts ( l"ig. 200) trifft aber die 
G crade .AL die gcbrochenc IGimpfer 
druckLinic gar nicht mehr, sondcrn 
nur die V c r L ::in g c rn n g der Ge 
raden DC in N. Diescr Pun kt N 
ist dahcr jetzt kein Ein{Luss-NuLL 
punkt mchr; er behaLt aber seine 
gcomctrischc Hedeutung hei, in so 
forn die Lothrcchte durch N clie Verlangcrung von AC, in einem 
Punkte N, schineidet, durch den B, L1 J hindnrcb geben muss. 

Fig. 200. , 
«' \» A 

o, I - . ' 
i e f 

I 
_,.J.__ 

m4 
i 
I 
I 
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Zieht man dann noch A,K, L,, so ist die EintLussfigur voUcndet. 
Links vom Schnitte sind die EinfLiisse ncgativ (wic im vorigcn 
FaUe), rechts aber sind sie positiv geworden, weil B, .J jetzt 
aufserhalb A, C, B, icgt. 

Im Gebiete ciner und derselben Einfluss-Geraden diirfen 
(nach S. 197) die Lasten nach Belieben zerlegt oder zu Mittet 
kriften vereinigt werden, ohe dass dadurch an den Ergebnissen 
der Rechnung etwas geaudert wird. 

Ill. Unmittelbare Berechnung der Spannkrafte eines para 
bolischen Bogentragers mit drei Gelenken. 

Der Bogengurt habe die Gcstatt eincr ParabeL von 48 111 
Spanweite und 6" Pfeilhihe (Fig. 201). Der Obergurt Liege 

Fig·. 201. 

L's --o-rt"rVVVT 
'a,as - 
' I c" 

um O,6 iiber dem Scheitelgelenke oder um 6,G '" iiber den 
Kampfergcl,enken. Die Bcl,astung bestehe in ciner stindigen Last 
g = 1,3 1/m und einer bewegtichen Last p = 2 1/m· Fiir einen 
Schnitt K K ' in der Mitte der cinen Bogenhiilfte sollen die 8pann- 
krifte O, U und Y bereehnet werdcn. ' 

WeiL die parabotische Gestatt des Bogeugurts einc GLeich 
gewichtsform for die stindige Belastung g, so wird diese nur 
von dem Bogen aufgenommen und liefert fiir O und Y die Werthe 
Null. Fiir diese beiden Spannkrifte braucht daher g nicht be 
riieksichtigt zu werden. 

Im Obcrgurt eut 
steht O,,.a" wenn (naeh 
Fig. 196, S. 213) alles 
rechts von N betastet ist. 
Da der Drehpunkt K in 
der Hihe y== 4,5 m iiber 
der Sehne tiegt, so findet 

Fig. 202. 

A ,c:~---- _i -- .. -- ·- ·-- --- 
la / 

man den Abstand des Punktcs N von 
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der Mit;te Leicht zu 4,8 '". Fig. 202 zeigt dahcr den Zustand fiir 
O,%%.. Die Momentengleichung in Bezug auf B giebt A= 17,28' 
Hctrachtct man dann die Linksseitige Hatfte aUcin und steUt 
die Momcntcnglcichung fiir das Schcitel,g·cLenk auf, so kommt 
0==I644-24-2.4,8-2,4,woraus H==65,28. Wird nun nocl 
das Sti:ick des Bogentriigcrs l,inks vom Sclmitte betrachtet, weLchcs 
der Dcnttichkcit wegen schraffirt ist, so erhilt man in Bezug 
auf K: 

0 = 0 · 2,1 + A · 12 - H • 4,5 oder O,%,== 41,141• 
O.,,;,, cntsteht, wcnn aUcB Links von N beLastet ist, braucht aber 
nicht besonders bercchnet zu werden, sondern muss = - 0 max 
sein, weit fiir volle Belastung O = NuU ist. 

(Setbstverstandtich kann man dicsc Spannkrafte auch finden, 
indcm man die positive bezw. negativen Einflussfliichen mit p 
mul,tipLicirt; es soUtc hier abcr gezeigt werdcn, wie man die 
innercn Kriifte 11mnitteLbar bcrcchnen kann.) 

BczUgLich dcr Bogenspannkraft U Licgt hier der 
Gr n n d fall vor, wo dor Drchpunkt IC sich Links von F befindet 
(s. Fig.201), so dass nacl 
Fig.197, S. 215 wiederum Fig. 203. 
cine influssgrenze N au '-------------94------------->l 
bcnutzen ist. DicseLbe 
Liegt um 9 '" Links von 
dcr Mittc. Die Neigung 
des Bogcngurts an der 
SchnittstcUe ergiebt siclt 
aus dcr ParabeLg·Leichung Leicht zu tg v = ¼; dem. entspricht 
cos v ===0,97, sec v ==1,08. Der Hebetarm von U in Bezug auf 
K' wird daher 2,1 · 0,97 = 2,037. 

Die stindige Belastung erzeugt cinen Seitenschub H== ~ l/ 
und cine Bogenspannkraft 

ql2 g482 U,=rev==';., 03==-49,11.g. 
Die bewegtiche BeLastung rechts von N (nach Fig. 203) Liefert 
cinen Auflagerdruck A=ll,344p, einen Sclub H = 38,625p, 
daher wird am Linksscitigcn Abschnitte 

0 = - u,,. 2,037 + 11,344,p · 12 - 38,625 p ·6,6 
und bieraus U,, == 58,32p. Danach ist U,,,;,, = - 49,44 g - 58,32 p 
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und hieraus wiederum U,%,==49,44g=]-(8,32= 49,44)p. Fiir 
q==1,3 und p==2 wird dam U,==- 180,91', U%.===- 46,51'. 

Fi.ir die Berechnung der Wandschecrkraft Y hat 
man bei K (Wig. 201) an die ParabeL eine 'l'angcnte zL1 Lcgen, 
weLche den Obergurt in L schneidet. Dieser Drehpunkt L Liegt 
dann um 3,6" links von der Mitte, also auch links von F, 
so class wiederum der GrundfaU vorLiegt, in weLchem nach 
Fig. 199, S. 216 ein Punkt N als Einflussgrenze dient. Dieser 
liegt, wie man Leicht findet, 
um 3,os m Links von der 
Mitte. 

Beta.stet man alles 
rechts von N mit p (Pig. 
204), so wird A= 15,28\ 
H==b59,53\, undman erhilt 

0 ==-Y · 8,4 + A · 20,4 - H ·6,6 oder 

Fig. 204. 

···2!1.------- --------~ 

Y,,===9,66 und daraus Y,,== 9,66 • 

IV. Berechnung der Pfeiler einer BogenbrUcke. 
Soll der Widerlagspfeiler ciner Bogenbriicke nicht in Gefahr 

kommen, durch den Seitenschub umgesti.irzt zu werdcu, so diirfen 
die Druckspannungen an der Umsturzseite des PfeiLers <las zn- 
lissige Mafs nicht iiberschreiten. 
wird bei v o LL e r Be Las tung des 
doch nicht den ungiinstigsten Fall 
for die Kantenpressung in eincr 
Fuge, weiL dann zugLeich der 
Lothrechte AufLagerdruck. ( der in 
giinstigem Sine wirkt) seinen 
grofsten Werth erreich t. Mitte Ls 
der Kimpferdrucklinie liisst sich 
Leicht iibersehen, weLche Lasten 
auf die Kantenpressung ungiinstig 
einwirken. 

Hat die zu untersuchende 
Fuge RS (Fig. 205), soweit sie 
den Druck e in es Bogentriigers 

WiewohL nnn H am grofsten 
Bogentrigers, so bildet dies 

aufidmmt, etwa rechteckige 
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Form u X d (wobei b rechtwinklig zur Bildebene liege), und ist 
K der inere Kernpunkt der F'uge, so erzeugt cin Kiimpferdruck 
in der Richtung B JC bei S bckannt1,ich einc Normatspannung 
Null (s. 8.144). Jeder Kimpferdruck, der die Fuge links von 
K schimeidet, bringt bei S 'Zugspammung hervor, und umgckehrt. 
Scheidet also B ]( die Kampfcrclrucktinie in N, so ist diesc 
Stelle cine EinfLnssgrenze; jede Betastung tin ks von N cntspricht 
ciner Druckspannung bei S. Bei gteichmafsiger bewegl,icher 
Last p wiirde daher die in Fig. 20G gczcichnctc Betastung cl.ie 
gefihrlichste fiir das Umkanten des Pfeilers sein. 'Zieht man noch 
durch ]( cine Lothrcchtc, so muss a.nch der Pfeiter setbst noch 
rechts von dieser Lothrechten belastet werden. 

Steht nun die Bctastungsart fest, so kann man Leicht den 
tothrechtcn Drnck B und den Seitenschub H gegen den Pfeiter, 
sowie das Gewicht des Lctztcrcn (einschl. der darauf liegenden 
Last) bcstimmen. Setzt man zunichst H nnd B 
mittc1,s Kraftecks und Scitccks zum IUimpfer 
drucke W zusammcn (Fig. 206) und vereinigt mit 
diesem noch das Gewicht G des Pfeitcrs (im 
Schnittpunkte F beider) zu der Mittelkraft R, 
so ist dies dcr Gesammtdruck anf die Fuge mit 
elem Angriffspunktc P. Man zertegt mm R in 
cine Seitenkraft N rechtwinldig zur Fugo und 
einc Kraft 'J.', wcLche in dcr Riclttung der Fuge 
tiegt. N ist daun einc excentrisch w_irkcude 
Normal kraft und liefert, falls P noch innerhatb 
des Kernes und im Abstandc c von dcr Mitte tiegt, bei S eine 

Fig. 206. 

Druckspannung 

1) "( 1) ·a! a (s. S. 156). 

Liegt aber P rcchts vom Kerne und in cinem Abstande t von 
der Kante S, so wird 

2) a= 
2 N 
3 

(In diesem letzteren Falle hat freitich die Benutzung des 
Punktes K zur Ermittelung der ungiinstigsten Belastungsart 
keine Herechtigung, jedoch ist dieser Umstand nicht von be 
sonderer Wichtigkeit.) 
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Wire der Pfeiler cin isotroper Kirper, so wiirde man den 
Schnitt rechtwinklig zu R legen, um die Hauptspannung zu 
erhaLten. Da man aber Mauerwerk gewohnUch aLs aus einzetnen, 
tose iiber einander Liegenden Schichten bestehend ansieht, so 
pflegt man die Schnitte in die Richtung der Lagerfug·en zu 
legen. Aufser N ist nun auch noch eine Schubkraft T wirksam, 
die von dem Reibungswiderstande aufgenommen werden kann, 
solange der Winkel zwischen R und N den Reibungswinket fur 
Mauerwerk nicht iiberschreitet; diese Kraft erzeugt in den Steinen 
Schubspanungen, welche im Allgemeinen bewirken, dass die 
Anstrengung grofser wird aLs die Normatspannung. Beriick 
sichtigen lisst sich dieser Umstand aber nur bei isotropcn 
Kirpern, fiir wetche man die Ziffer m der Querdehnung kent. 
Uebrigens diirfte auch an den iufseren Kanten die Schubspannung 
Nutt sein. Daher betrachtet man a nach der Gt. 1 u. 2 als 
Mafs der Anstrengung des Mauerwerks, kann aber die Lagcr 
fugen rechtwiuktig zu R tegen. 

Wire der Pfeiler (Pig. 205) cin Mittelpfeiler, an den sich 
rechts wiederum cin (in der Figur nicht gezeichneter) Bogen 
triger mit einem linksseitigen Kiimpfergelenke 4, anschliefst, 
so hitte man noch die Gerade K A, bis zum Schmitt N, mit der 
Kampferdrucktinie des rechtsseitigen Bogentriigers zu zichen und 
miisste dann die bewegtiche Last rechts von dem PfeiLer bis zu 
N1 fortsetzen, um die starkste Kantenprcssung bei S zu erhaLten. 

Die Gefahr des G te i tens des obcren PfeitertheiLes in 
Folge der Wirkung von H ist am grofsten in de1jcnigen J.,agcr 
fuge, die zunichst unter dem Kampfer 
getenke Uegt. Zieht man durch B Fig.207. 
(Fig. 207) eine Gerade, die von der 
Rechtwinktigen zur Lagerfuge um 
den Reibungswinkel g abweicht 
und die Kimpferdrucklinie in N 
schneidet, so ist N for die Gefahr 
des Verschiebens ein Einfluss-Nullpunkt. Eine in N angebrachte 
Last ruft nimlich einen Kampferdruck in der Richtung NB her 
vor, welcher eben so viel Seitenschub wie miglichen Reibungs 
widerstand liefert; jeder flacher gerichtete Kimpferdruck 
vergrifsert aber die Gefahr des GLeiteus , und umgekchrt. 
Die Strecke links von N muss daher mit bewegticher Last 
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bedeckt sein , wcrrn <lie Gefahr des GLeitens am grifsten 
wenlcn soU. Berechnet man fur diese BeLastungsart H und JJ, 
so muss 

II-Btg<G,tgg 
sein, wen G, das auf der Lagerfiuge lastende Pfeilergewicht 
ist. Es bictct auch keine Schwierigkeiten, fiir H B tg die 
EinfLnssLinie zu zeichncn, mit deren HiiLfe dann auch EinzeL 
Lastcn in die ungiinstigste Stellung gebracht werden kinnen. 



E tf t er Abs chn it t. 

Bogentriger mit zwei Kimpfergelenke. 

I. Biegung krummer Stabe. 
Durch FortLassung des ScheiteLgeLenkes geht cine Gleich 

gewichts-Bedingung yerloren, die durch eine GLeichuug aus der 
BiegungsLehre ersetzt werden muss. Der Bogen mit nur 2 Ge 
Lenken ist daher e in fach statisch unbestimmt. Die FormeLn for 
die Biegung g er ad er Sta be sind bier nicht ver 
wendbar, miissen vielmehr fiir krumme Stiibe 
verallgemeinert werden. Jedoch wollen wir zur 
Vereinfachung sogLeich die Annahme machen, dass 
die Kriimmungshalbmesser der Mittellinie des 
Stabes grofs seien im VerhiiLtnisse zur Hohe seines JJ 
Querschnittes. 

Es sei BC (Fig. 208) die (cinfach gekriimmte) MitteUinie 
eines Stabes im spannungsLosen Zustande. Die Kriimmungsebene 
schneide simmtliche Querschnitte in Hauptachsen. Bei P \verde 
cin Schmitt gefiihrt, und alle iufseren Krifte links davon m6gen 
zu der in der Kriimmungsebene liegenden Mittelkraft R ver 
einigt sein; dann lisst sich diese durch die punktirten Krifte 
N und Q und das Kraftepaar vom Momente M ersetzen. Fiigt 
man nimlich zu dem gegebenen R zwei gleiche, cinander ent 
gegengesetzte Krifte R im Punkte P hinzu, so bilden die 
gegebene und die entgegengesetzt hinzugefogte Kraft R <las 
Krif'tepaar JM, wihrend das iibrig bleibende R im Punkte P 
zerLegt wird in die Lingskraft (Normalkraft) N und die 
Querkraft Q. 

Das Bi e gun gs moment M bringt nur eine Verbiegung der 
MitteLLinie hervor. Entsprach al,so einem BogentheiLchen d s ein 

Fig. 208. 
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Centriwink.ct d cp, so wird tctzterer um Ad vergrifsert werden. 
Diese Aenderung kann man finden, indem man vom geraden 
Stabe ausgeht und den urspriinglichen Kriimmungshallmesser p, 
zunachst aLs Wirk.ung eincs Bicgnngsmomentes Jl!f1 betrachtet, so 
dass (ach S. 33) 

1 M, 
.,° rs 

Tritt nun noch cin Moment M hinzu und entsteht daraus die 
Kriimmung 1 : p, so ist 

I M,4 M 
P - EJ 

Zieht man bcitlc Gteichungen von einander ab u:µd schreibt die 

Kri.immungsanderung ' Li ( 
1
) so wird p tr po 

(1) M \ .a 
W cit abcr p cl cp = d s oder 1 : p ==dg: d s, und weit d s durch 
M keine Aenderung erfihrt, so wird 

1) 
Lid M '?= ds EJ' 

Die centrisch wirkende Lingskraft N bedingt eine Bogen 
vcrUingcrung 6 d s, for wctche 

2) 
Lids N 
as F 

Die der Querkraft Q entsprechende Formiinderung wird ver 
nachliissigt, wi das auch bei der Berechnung der durchgehenden 
Trager (S. 80) geschah. 

Es soUen nun die gegenscitigen Verrlickungen 
zwcier Punkte der Mittettinic aufgesucht werden, wetche 
durch die 'ormiinderungen der cinzelnen Theile 
entsteben, wie dies for den gcraden Stab auf 
S. 35 u. 36 erfolgte. 

Erfalnt ein Laugentheitcben bei P (Fig. 209) 
D cine Vergrifserung des Centriwinkets um A de, 

so verdreht sich, wenn der tinksseitige 'rbeit 
festgehatten wird, der rechtsseitige von P bis C 
um diesen Wink.ct. Witt man nun die hierdurch erfotgende 

Fig. 209. 

C 
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Verrli.ckung v des Punktes C in einer bestimmten Richtung OD 
ermittetn, so projicirt man den Bogen O 01 =PC• b.. d r.p, wctcbcn 
der Punkt C bescbreibt, auf CD. Scbtiefst CC, mit CD den 
Winket a ein, so ist diese Projektion 

v==CC,cos= PC·Adp·cos a. 
Fiillt man aber von P auf OD die Winketrechte P Q = 71, so ist 
PC- cos a = ·ri , mithin 
3) v==r-Ad4. 

1st nun der Stab BC (Fig. 210) bei B ( dessen Koordinaten 
a, und y,) festgehalten und erfolgt bei P (mit den Koordinaten 
x ud y) cine Verbiegung um Ade, so cr 
fihrt der Endpunkt C (der Koordinate a, 
und y,) eine wagerechte Verriickung 

,,=== - (y 2 -· y) L1 d c.p , 

weit der Abstand 1/ des Punktes P von der 
W agerechten clurcb C off en bar y 2 - y ist; 
das negative Zeicben driickt aus, class die 
Verriickung eine Ver k lei erung yon , 
bedeutet. Ebenso wird in tothrechtem Sinne 

,==(a,-a)Ado. 
In Folge der Bogenverliingerung des Theilchens ds um Lids 

verscbiebt sicb aber das Stiick PC, also auch der Punkt C, 
paraUet mit d s um Li d s, cl. b. in wagerccbtem Sinne um 
Lids · Ads a, «@, in othrechtem Sine um,y, @. 

Erteiden mun alle Theilchen des Stabes Verbiegungeri und 
Vertangerungen, so indert sich der gesammte Centriwinkel oder 
Kontingenzwinket <.p2 - cp1 zwiscben B und O um 

A(o,-g)==.f4de 
(qi, und p, seien die Neigungswinket des Bogens gegen die 
aw- Achse bei B bezw. C); die wagerechte Verschiebung von CU 
gegen B betrigt 

(
. Lid 3,-«)=J@%-ad%+[©,"]' @a, 

die totbrechte: 
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wobei die Integrationen sich auf die Strecke B C beziehen. Fiihrt 
man nun die W erthe der Gt. 1 u. 2 (S. 225) ein, so wird, weiL 
a, und y, beziiglich der Integrationen unverinderlich sind, 

-f5 
i» -sf--is- 
«-f» [-ff. 

Dies sind die GnmdgLeichungen fur die Forrnanderung eines 
krnmmen Sta bes, aus denen die erforderLichen EtasticitatsgLeichungen 
fiir Bogentriiger mit weniger a Ls 3 Ge Lenken entwicke Lt werden konnen. 

Boispiel. Borechnung eiuos kroisf'ormigeu Ketteugtiedes. 
Winl oin gcschlossener Kroisring nach•Fig. 211 belastet, so wird er seine 
Form otwas itndoTn, abor wegen der Symmetric der Anordnung zu seiner 
lothrochten wio zn seiner wagerechten MitteUinie symmetrisch bleiben. Die 
Querschnitte bei A und B werden daher iltre lothreehte bezw. wagc- 
rcclito Richtung beibelialten, cl. h. es wird zwischen Fig·. 211. 
A und B 6. (r.p2 - r.p1) = 0. liioraus folgt nach Gl. 4 (s. oben) 

J~ cl 8 = 0, oder bei iiberall gleichem Querschnitte 
BJ ' 

4) 

w=] 

Jllfds=O. 

?=== 0 

Denkt man sich den Hing bei A wagerecht eingespannt, bei B durch 
sclmitten (Fig. 212), so tritt an dieser Stelle eine Lings 
kraf't ½ P, und ein statisch Lmbestimmtes Moment M, auf, 
welches nun mit Hiilfo vorstehendor Gl. 7 berechnet Mo, 
werden lrnnn. Flir eiuo beliebige, dmch den Winkel ? 
bezeiclmete Stelle P ist das Moment I . 

!go • > r 
' / ----------- ;/ t 

Py 
2 

7) 
R 

Fig. 212. 

8) M = lvf1 - ½ Pr (1 -- sin r.p ). 
Setzt man dios in GL. 7 ein und vertauscht d s mit r cl Cf, 
so winl 

ii p 21-i p 2J:i M,r @g' @a+, siedg=0 
O O 0 

Keck, Elasticitiitslehre. 16 
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oder 
9) 

Durch Einftihrung dieses Werthes in GL. 8 wird dann 

-o(sf]) 10) 

F'iir p==0 entsteht M,==- P' als grofstes negatives Moment, wiihrend 
'It 

sich fiir p==/gr als gr6fstes positives Moment M, ergiebt. Dem Zahlen 
r werthe nach ist mithin M,== P- das iiberhaupt grofste Moment. 
'It 

Fiir sing==], oder fiir p==39032' wird M==0; an dieser Stelle 
G kann man ein Gelenk anbringen, ohne dass dadurch Spannung und Form 
inderung beeinflusst werden. Verlingert man den Kreis- 
bogen noch bis zu dem unteren Gelenke G, (Fig. 213) 
und hingt an diesem eine Last ½ P auf, so sind die 
SpannungsveThattnisse am iibersichttichsten. Setzt man 
annihernd m==3, so bekommt man die Lage der Gelenk 
punkte einfach <lurch Dreitheitung des wagerechten 
Halbmessers r. Der Querschnitt bei A ist dann einfach 
auf eiu Moment {/» P . 2fa r = 113 Pr zu berechnen (zu elem 
noch eine Querkraft Q== ½ P hiuzutritt), wahrend bei B 
die aUeinige Wirkung eiuer excentrischen Zugkraft ½ P 
mit der Excentricitat I/3 r in Frage kommt. Weitere 
Untersuchungergiebt, class Ader gefihrliche Querschitt ist. 

Fig. 213. 

: 
i ---+ B 

II. Bogentrager mit 2 Kampfergelenken in gleicher Hohe. 
Der Bogentriger sei ein stabfirmiger Kirper, dessen Mittellinie 

nach der Kurve AB (Fig. 214) gestattet ist. Bei A und B betinden 
sich ( reibungs tose) Gelenke. Zerlegt man 
die Kimpferdriicke in A und H bezw. B 
und H, so werden A und B ebenso grofs 
wie bei einem einfachen Batken, da die 
Momenteng teichungen in Bezug auf A und B 
ebenso ausfatten. Der Seitenschub Haber, 
der beim Bogen mit 3 Getenken mittets der MomentengLeichung 
fur das Scheitetgetenk bestimmt werden konnte, wird bier 
st a tis ch unbestimmbar, kann jedoch mit Hiilfe der Elasticitits 
gteichung 5 (S. 227) gefunden werden, sobatd feststeht, dass die 
Bogensehne AB= l eine unverandertiche Lange hat, oder (all 

Fig.214. 

a7v 
II If 
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gemeiner) sich um ein bestimmtes Mafs A l vergrifsert. Wihlt 
man AB zur a-Achse und die Lothrechte durch A zur y-Achse, so 
sind a, und a, mit 0 bezw. l, y, und y, beide mit O zu ver 
tauschen; sonach entstebt 

f- f 
Auch bier ist es rithlich, das Moment M' des entsprecben 

den einfachen Balkens einzufiihren, weil zu den an diesem 
wirkenden iufseren Kriften nur der Seitenschub H hinzugetreten 
ist. Dann wird M == M' H y und 

-J-Jg 
Ill. Flacher Parabelbogen Uberall gleichen Querschnitts 

mit zwei Gelenken. 
Unter Annabme parabotischer Form der Mittettinie des 

Bogentrigers belicbig verinderlichen Querschnitts ergeben sicl 
bei der Integration durch den Quotienten d s : J Schwierigkeiten; 
sind aber F und J unverinderlich und ist der Bogen so flach, 
dass d s mit seiner Horizontatprojektion da vertauscht werden 
kann, so wird die Rechnung einfach. (Diese Vereinfachung 
bleibt auch noch bestehen, wen das Trigheitsmoment J nach 
dem Auftager hin zunimmt, jedocb in gleichem Verhiiltnisse mit 
d s : d aw, so dass man dann, wen J, das Trigheitsmoment im 
Scheitet, d s : J mit d a: Jc vertauscben kann.) 

Flihrt man an beliebiger Stelle (a, y) einen Scbnitt durch 
den Bogentriiger, u. zw. rechtwinklig zu seiner MitteUinie, und 
verschiebt die simmtlichen iufseren Krifte links vom Schnitte 
parallel an den Scbwerpunkt dessetben (unter gteichzeitiger 
Hinzufiigung entsprechender Kriftepaare), so bitdet die Kraft H 
mit der Mittettinie des Bogens wegen seiner ftacben Form nur 
cinen kleinen Neigungswinkel p, und H tiefert zu der Lings 
kraft N (Fig. 208, S. 224) einen (wegen der Dru ck wirkung) 
negativen Beitrag - H cos p, der mit - H vertauscht werden 

16 
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kann; die Beitriige der lothrechten Krifte zu N konnen wohL ver 
nachlissigt werden, weil ihre N eigungswinke L gegen N nur 
wenig von rechten WinkeLn abweichen. Demnach wird an 
nihernd N = -- H, und wenn man in Gt. 2, S. 229 aUe Gtioder 
mit E J muLtipticirt, so entsteht: 

vs---i- } 
Hierin ist y = ~( x (l - x) zu setzen, wenn f die Pfeithihe der 
ParabeL. Da aber yd x ein Lothrechtor FLachenstreifen dor 
ParabeLftache (Fig. 215) und ½ y der Ab 
stand seines Schwerpunktes von der Sehne, 

(' ar s, 
so ist 1/z j r d x das statische Moment der ~yq::::::-,, 

Parabelfliche in Bezug auf die Sehne, mithin 

J ti2 d X . 2 % Vf ·Yo= 4/3 l f ·3% f = 8/rs l f2 • 

Fiir jede BeLastungsart des ftachen ParabeLbogens 
gitt aLso 

• ! p H({yf"+ pJ/+EJst=- [M'a@-a)ds. 

Fig. 215. 

1) 

Es soll nun zunachst die Wirkung einer EinzetLast P 
im Abstande u von der Lothrechten bei A berechnet werden, 
weit sich auf diese jede anclere BeLastung Leicht zuriickfiihren 
lisst. 

An der BeLastungssteUe bringt soLche Last P bei dem ein 
fachen BaLken das Moment Pu(l-u) • 1/t hervor; die Darsto Uung 
der Momente zeigt Fig. 216. An einem 
Schnitte Links von der Last ist Fig. 216. 

, l-u M'==P, ", 
an einem Schnitte rechts aber 

M'=P ~ (l-x). 
Daher ist aLLgemein 

•x=l l-u x=u u x=l 
]ll!_'yds= P-l-lx yd s + PT Jsz-x) yd s 
a0 r:0 wt= 
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und fur fLachc Parabctbogeu 

fir'o@-aa=' ,"[@-»+r"-» 
= 1/i2 Pu (l3 -2 l u2 + u3). 

Letztcrcr K1,ammerausdruck. ist abcr durch l u theilbar, so 
<lass man schrcibcn k.ann 

• ") [M'av(la)da=,PPu(l-)\1+3jl 
Der tetztc Faktor, dcr die rechte Seite der Gteichung einigcr 
mafsen verwick.ctt maeht, ist so wenig verandertich, dass man 
dafiir anihernd einen unverandertichen Mittetwcrth setzen kann.*) 

2 

SteUt man nam1,ich 1 + ~ - ~2 ats Funk.tion von 7 bitdtich 

dar, so erhilt man die, oben durch eine Parabet begrenztc 
Fig. 217, uud zwar ist 

fur u 1 1 ,==0 2 

r(!-;)= 1 5 1. 4 

Fig·. 217. 

i 
/la 3la 

'----- 

Gteicht man die obcrc ParabetfLache <lurch eine wagerechte 
G erade aus1 so tiegt tetztcre um 1 + 2/:3 • ¼ ==7, iiber der 
unteren Achse; mithin ist 7fo der Mittetwcrth jeuer Funk.tion1 wo 
for man aber zweekmi:tfsig die wenig grofsere Zaht 6/5 setzt 
(vgL. S. 234). Dann wird 

% [M'a(-a)da==,PPu(-). 
Fiihrt man dies nun in Gt. 1 ein uncl theitt noch auf beiden 
Sci ten clurch 8/15 l (2 

1 so wird 

·( 15 J) 15 EJ 11l 3 u(l-it) 2) ti+s's} %=a 1r 
Die Vergrofserung des Abstandes cler beiden Kampferg·etenke 
um 11 l wird haufig einc durch den Schub JI verursachte etastische 
V crschiebung sein. Man kann sich nun auch vorstellen, dass 

·X·) Mill, l, 0 r - Br es Lan, Theorie unc1 Berechnung der eisernen Bogen 
briickon, S, 34. Vergl,, anch Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur• 
Veroins zu Hannover 1881, S. 62. 
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die Getenke durch eine geradLinig dazwischen angebrachte 
Spannstange vom Querschnitte F1 zusammengehaLten werden; die 
Kraft H bewirkt dann eine[iVerUingerung der Stange um 

Hl 
Al= yp. 

1 
Setzt man dies in Gt. 2 ein, so wird 

u(4P,/,4,/,)-©»@ 
8 Ff 2 8 F,f" 4 l f 

Schreibt man 

3) 
so entsteht 
4) 

zur Abkiirzung 
15 J 15 J '+srsR,r±+, 

3 (lu) H=,"ra+ 
Der erste Summand 1 der tinken Seite der Gt. 3 berticksichtigt (wie 

aus der Entwickelung hervorgeht) die Verbiegung des Bogens durch die 
Momente, der zweite mit F behaftete die Verkiirzung der Mittellinie des 
Bogens in FoLge der Druckwirkung von H, der dritte endLich den EinfLuss 
eiues Ausweichens der Widertager. Die Letzten beiden EinfLtisse wirken 
in gLeichem Sinne: ob die Ge Lenke ihre Lage behaLten und die MitteLLinie 
des Bogens sich aus irgend einer Ursache verktirzt, oder ob der Bogen 
seine Lange behaLt und die Wider Lager ausweichen, hat auf den Schub H 
denseLben vermindernden EintLuss. 

In sehr vielen Fillen wird man die Kimpfergelenke als 
unverschiebtich oder !:J. l = O annehmen konnen; man braucht dann 
nur den Querschnitt der Spannstange F,== oo einzurtlhren ( da eine 
sotche Spannstange <lurch die endLiche Kraft H keine Langen 
anderung erfahrt), womit das aus Al hervorgegangene Gtied 
verschwindet. In sotchen Fatten ist meist ein kteiner Bruch, 
der zuweilen (wenigstens vorliufig) gegeniiber der Einheit ver 
nachlissigt wird. Ist z. B: der zu J gehirige Trigheitshalbmesser 

i = 1/10 f, so wird F~2 = l~O und 1 + ( = 1 + 0,019, d. h. nur 
wenig grifser als 1. 

IV. Kampferdrucklinie und Einflusslinien fUr den flachen 
Parabelbogen. 

Einftusstinie fiir den Seitenschub H. Betrachtet man 
in vorstehender Gt.4 die Grif'se u als verinderlich und Hals f ( u ), so 
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ist die DarsteUung dersetben eine Parabet mit totbrechter Achse, 
weit das Verinderliche in der Form u (l - u) erscheint. Setzt 
man, um zur EinfLusstinie for H zu getangen, P= 1, so wird 

mu H-{',7±; dies 5st die Porthole der para 
bolischen H-Linie. 

Die krummtinige Form der EinfLusstinie weist darauf hin, <lass 
es bei statisch unbestimmten Bogentriigern nicht gestattet ist, bei 
der Berechnung von H Lasten zu zertegen oder zusammenzusetzen. 

Kiimpferdrucklinie. Nachdem mit Hiitfe der Biegungs 
lehre der Seitenschub II gefunden ist, kann nun auch die 
Kampfcrdrucktinie mit dersetben Be- 
deutung wio beim Bogen mit 3 Ge- Fig. 218. 
Lenk.en (S.212) Leicht ermittett werden. 
Erzeugt eine Last P die K.ampfer 
driicke W und W,, so scheidet sie 4 
sich mit bcidcn in einem Punkte S 
der K.ampferdrucktinie. Die Abscisse 
dieses Punktes ist dicjenige der Last, nimlich u, seine H6he 
tiber der Bogensehne sei z. Nennt man den Neig·ungswinket 
des linksseitigen Kimpferdruckes a, so ist tg a. = z : u; aufser 
dem ist aber auch tg a==.A :H, weit A und H die beiden Seiten 
krzifte von W; daher wird 

Sctzt man fur A und H 
ein, so crgiebt sich 

A 
Z= IJ U, 

( Gt. 4, s. 232) die bekannten W erthe 

5) 

Da z von u unabhiingig, so ist die Kiimpferdruck linie D E (Fig. 219) 
eine wag·erechte Gerade in der Hohe Fig. 219. 
s f (1 + () ftber der Bogensehne, ~ 
wofir man bei kleinem zuweilen an- +? 
naherncl 4/3 f setzen kann. JJ~---'U-- _ ; ,,,,,,, fl.,E 

Mit Hiitfo clieser Linie kann man rt---"" < 
nun die einer Einzelkraft P ent 
sprechenden Krifte W und W, und daraus auch H, A und B 
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Leicht durch Zeichnung finclen, wie auf der rcchtcn Scitc der 
Fig. 219 angedeutet ist. Denn die Lage von P bestimmt die 
Richtungen W und W, und damit das aus P, W und W1 be 
stehende Kraftedreieck. Die wag·erechte Projektion von W 
und W, ist dann I-I., wabrend die Lothrechten Projektionen A 
bezw. B Liefern. 

Seitenschub bei gleichmiifsiger Belastung einer Strecke. 
Ersetzt man die EinzeUast P im Abstand u von A durch das 
Theitchenp • du einer stetigenBcLastung, so entsteht dcr Seitenschnh 

H pdu(lu- u") 
« 4 If(Ij) 

Integrirt man dies zwischen den Grcnzen it = 0 und u = it, so 
ergiebt sich 

s y (" sy. F ( ") 6) H== 4F+'gn/sru-+oi3-2, 
fur den BeLastnngsfaU, weLcher an dcr Link.en Seite der Fig. 21.9 
angegeben ist. 

Ist die eine Hatfte gLeichmafsig ii.her ihre wagcrechtc Pro 
jektion beLastet (u = ½ l), so wird 

p 
T) I = 16 f' (1 +) 
ist der ganze 

8) 

Bogen beLastet (u = l), so wird 
pl2 

H s/+) 
Denkt man sich den paraboLischen Bogentrager durch eine Verbiudung 

sehr vieLer kurzer GeLenkstangen ersetzt, die abcr nicht aus elastischem, 
sondern vollig starrem Materiale bestehen, so wird diese Stangonvorbindnng 
bei parabolischer Gestalt und gleichmissiger Belastung des g·esammten 
Grundrisses im (wenn auch unsicheren) Gleichgewichte sein kinnen; die 

Biegungsmomente sind dann Nu~L und der Seitenschub bekannttich If=~~~ . 

Dies er gLeiche Werth muss aber auch fiir den Bogentriger gelten, so bald 
man die Verkiirzung seiner Mittellinie (also ) verachlissigt. Da GL. 8 
dieser Bediugung entspricht, so ist ersichtLich, class die Vertauschung der 
Zahl, 7/6 mit 6/5 (auf S. 231) eine Verb es s e rung war, die offenbar die zur 
Vereinfachung der Reclmuug eiugefiihrten VernachLassigungen in ihrer 
Wirkung ausgLeicht (wenigstens bei haLber und voLLer BeLastung). 

Einflusslinien fiir die Kernmomente. Ist R die Mittet 
kraft aus dem Kimpferdrucke und den Belastungen links von 
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cincm Sclmittc und schneidct R die Quersclmittscbene in P (Fig. 220), 
so kann sie dort in einc Querkraft und die Liingskraft N zerlegt 
werden. Letztere ist dann eine exccntriscbe 
Druck.kraft und erzcugt an den Kanten des 
Bogcntragcrs Norma'Lspannm1gcn a' und a", weLche 
nach S. 152 und 153 betragen: 

,, N ck" 
G ==== F le'' 

Fig.220. 

, N ck' a 

: p 
' 
0 A L ~ 

Hierin bedeutet a" cinen Druck, a' einen Zug; fiir das Fo'Lgendc 
ist cs aber zweckm~ifsig, auclt d' ats Zug aufzufassen. Bezeichnet 
man den obcren und untercn Kernpunkt des Quersclmitts mit 
o bezw. u und bedenkt, <lass nach GL. 2 und 3, S. 144 

le" e" =k' e'== i2 = J: F, atso 
J J Ji' k" = ,, nnd F le'= -, , e e 

so kann man auch schreibcn 

,, N-Pu•e" 
a=- y I a= 

N-Po•e' 
J 

Weit die Querkraft durch die Kcrnpunkte hindurchgeht, so ist 
N • Pit auch zugteich das Moment der Mittetkraft R oder auch 
gleich der Momentensumme aller linkseitigen Krifte in Bezug 
auf den unteren Kernpunkt und beifse daher kurz das Kern 
moment M,, wihrend N • Po ebenso das Kernmoment Mo genannt 
werden moge. Dann ist einfach 

9) 
II Mue'' 
a== j n 

, M,e' 
a== f · 

Diese K.ernmomente sind positiv gedacht, wenn sie in gteichcr 
Weise biegen wic die Momente am einfachen Batken, d. h. die 
Kriimmungshalbmesser der Bogenlinie vergrifsern. 

Witt man nun cr" und a' for eincn Querschnitt berechnen, 
so kanu man dazu die Einflusslinien f'iir M, und M, be 
nntzen. 
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Die Koordinaten des unteren Kernpunktes seien a, und y,., 
dann kann man· schreiben 

10) M,=M;-my,=y.("Fi). 
J 

Man wiihlt == y" ats :MuUiptikator, zeichnet die EinfLuss:figur 
fur M,; : y,,, indem man die EinfLussordinate fiir das cinfache Moment 
bei a,, nimlich M, durch y, theilt, und zicht davon die Ordinaten 
der paraboUschen H-Linie ab, um die EinfLuss:figur fiir M, z 
bekommen. Eine Vereinfachung ergiebt sich aber, wie beim 
Bogen mit 3 Gelenken (8.214), aus der Benutzung des EinfLuss 
NuUpunktes. Zieht man namtich eine Gerade durch A und u 
bis zum Schnittpunkte N mit der Kimpferdrucklinie D E (Fig. 221 ), 
so ist N off en bar ein EinfLuss- 
NuUpunkt. Schneidet die 
Lothrechte <lurch N die 
H- Linie in N,, so zieht 
man B, N, K, bis zur Loth 
rechten <lurch it und sodann 
A,K,. Die Ordinate von 
K . tK K,_%- ac) ,181 , .47 7 · J 
Von B, bis N, sind die 
EinfLiisse negativ, Links 
davon positiv. W enn eine 
Gerade <lurch B und u die 
Kimpferdruck linie auch nocl 
trifft, etwa in N', so ist, 
wie man Leicht :findet, N' noch ein zweiter EinfLuss-NuUpunkt, 
und links davon entstehen dann nochmals negative EinfLiisse. 
In nothwendiger Verbindimg damit muss dann auch in der Ein 
fLuss:figur die Gerade A, K, die Parabet in einem Punkte N 
(tothrecht unter N') schneiden. 

Aus der Einflussfigur liisst sich ersehen, wo die schwersten 
Lasten stehen miissen, um M, miglichst grofs in positivem oder 
negativem Sinne zu machen. 

Die EinfLussfigur fiir M, findet man in derselben Weise, 
wenn man den oberen Kernpunkt o an Stelle des unteren be 
nutzt und == y0 ats :MuUiptikator wabU. 

Fig. 221. 
N' N ,,, 

D =. 
~--- __ 

+5 
____ ,, IE--------- -------- ---- ----- B 

1 I I 
1+------X,u--------~! i 
I I I 
' I 
' I 

I I 

I 
i .A ------------------'---------------------- ' M,L A, #-, , 
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Ist die bewegtiche Betastung eine gteichformig vertheitte, so tassen 
sich M, und M, ziemlich einfach berechen). 'Zunichst findet man den 
Abstancl v des rechtsseitigen NuUpnnktes N vom rechtsseitigen Auflager 
(Fig. 221) clnrch die geometrischo Beziehung 

11) 

x,, l-v l-v 
.%@-+o 

3 l-v 
a,==4/» pi]) 

es wird 

und 

4 x., 
12) v= l - - f (1 + C) -- . 3 '!/,. 
Ebenso fur den Abstancl v' eines etwaigen tinksseitigen NutLpunktes N' 
vom Linksseitigon AufLager 

4 l-x 
13) v'=l--3 f(l+C)--" • 

J 
Diese Gteichung hat keine Bedentung, fatts sie einen negativen Werth 
liefert; vielmehr ist dann '== O zu sotzen. 

Die Betastung der Strecke v mit p bewirkt die Auftagerkrlifte pv2 pl2 v2( v) 
A= 2l UUli H= Sf'(l-H) 12 3-2T , 

fotgtich das Kernmoment 

L..=44,-.-" {-4%ls@ 3)} 
oder wenn man nach Gt. 11 a, auf Yu zurlickfiihrt: 

pv2 '!!,, 
M11r= Sf(l+C)l {3(l-v)-3H-2v} d.h. 

pv® y, 
l4) .llf.,,.=- 81/(l+C) 
Ebenso wircl fiir eine etwaige Betastung tinks von elem NuUpunkte N' 

pv'3 Yu 
15) M,,== Br+O' 

Vo 1, te Betastung mit g Liefert die AufLag·erkrafte 
gl gl? 

A-5 und IH gr(+) 
atso clas Kernmoment 2 gl. q? ga 

M,,= "s ®% sra-+»g 
(das tetzte Gtied ist etwas zu grofs, aber bei ftachen Bogen genau 
genug). Dies kaun man auch schreiben 

av lfd), g a,) u.} 
M,,y=Sf'(l+C)l l2 .,. " Yu• 

----- 
) M ii 1, 1, er-Brest au, 'l'heorie und Berechnung der eisernen Bogeu- 

briicken, S. 108. 
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Hat der Punkt, in welchem der Sclmitt die .MitteLLiuie des Bogeus trifft, 
die Koordinaten x und y, so ist annahornd x"' = x, mithin 

4f == ,%®U#405 
und es wird einfacher 

g /2 16) Ml%sra-+cl+)-] 
Setzt man die geometrischen GLiedor 
y, 6y, 

l7) 8lf(1+0 =-:t; 8lj(1+~) =-:i; 
l2 

8 f (1 + C) [v (1 + CJ - v,,,J ==3, 
so wird M,,,.=--:tp; M,,i=-,/p; M,,9=pg. 

Eine BeLastung zwischen N und N' erganzt die BeLastungen rochts 
und Links von N bezw. N' zur voLLen l3eLastung, erzeugt daher ein Kern 
moment M"=p(p +a+,;,'). 

Das grofste Kernmoment wird hiernach 
[M,,=-gl»#4 @-]- ) 
[JL,,%==g?-@-+«); 

nach GL. 9 (S. 235) ist dann 

18) 
und <las k:Leinste 

19) 
fl II 

;, e M ,, e ~I ®, =r 'ma3 ®%°r on 
In ganz entsprechender Weise berechnet man M, und findet fiir die 

Spannung der Unterkante 

cr,~ax= ~ Mo maa;; cr,;.in = ~ '/Jifo min· 

Einftusstinie fiir die Querkraft. 1st <.p der Neigungs- 
winkel, der MitteUinie des 
Bogens an der Schnitt 
stelle (Fig. 222), so liefert 
die Kraft A, weLche beim 
einfachen Trager mit dem 
voUen Betrage in der 
Querkraft Q' erschien, hier 
nur den Beitrag A cos p 
zur Querkraft Q des Bogens, 
wihrend H den Werth 
-Hsinc,o beitragt. Daher 
wird 

Fig. 222. 

= / l! (/, 
"<] , 

;lcntrp 
I 
I 

A 

' 
-· -- -----·- ----------- -.--------- -- 'n1 

pt=sun p 

20) Q •' Q' cos ',?-Hsin 9 = sin <.p (Q' cot cp-H). 
Man wizihlt nun fL = sin p zum Multiplikator und hat die Ein 
flussfigur ftir Q' cot 9 - If zu zeichnen. Wahrend aLso bei der 
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Einflussfigur fiir Q' (Fig. 76, S. 75) auf der AufLagerLothrechten 
die Kraftcinheit aufgetragen werden musste, hat man bier 
A,A,==cot p mu machen, B,A, zu zichen und dazu parallel 
A, K,. Von den Ordinaten dieser schriigen Geraden sind dann 
die Ordinatcn der If - Linic abzuziehen. Der .Punkt Ni , in dem 
B, A, die II- Linie schneidet, ist ein EinfLuss-Nuttpunk.t. Dieser 
muss aber auch tothrecht unter elem Punkte N Liegcn, den 
man in der Figur des Bogentrigers findet, wen man von A aus 
eine Linie rechtwinktig zur Schnittebene (atso mit elem Neigungs 
winket (fl gegen die Wagerechte) bis znm Sclmittpunkte N mit 
der Kiimpferdrucklinie zicht. Den eine in N wirkende Last 
erzeugt cinen Kiimpferdruck, der zur Schnittebene rechtwinklig 
steht und also keinen Beitrag zur Querkraft liefert. Positive 
und negative Einfliisse sind in der Figur durch tothrechte und 
wagerechte Schraffirung unterschieden. 

GLeichmifsige Belastung des ganzen Bogens wlirde fur ( = 0 
die Querkraft iiberall zu Null machen (vgt. S. 234); genau genug 
gilt dies auch noch bei ldeinen W erthen von • Die standige Be 
lastung braucht also zur Berechnung von Q nicht beriicksichtigt z 
werden. Wird nun die Strecke l - x - v vom Schnitte bis zum 
Nuttpunkte N mit p betastet, so erhilt man (nachdem 'V geo 
metrisch berecbnet) Leicht die entsprechenden AufLagerkrafte A 
und 11, u. zw. Letztere, indem man in Gt. 6 (S. 234) ein Mat 
u = l - x, das andere Mat u = v setzt und beide H- W ertbe 
von einander abzieht. (Ein negatives v ist selbstverstindlich 
mit Null zu vertauschen.) Es wird dann Q'= A und daher 
Q,==AcosgHsing. Derselbe Werth mit negativem Zeichen 
giebt Q 

V. Temperatur-Spannungen im flachen Parabelbogen. 
Bisher haben wir nur diejenigenAuftagerkrafte undSpannungen 

berechnet, die von Bet as tung en herriihren und mit die sen zu 
Nutt werden. Daneben giebt es aber bei statisch unbestimmten 
Bogentrigern auch noch Temperatur-Spannungen, die 
allein durch Temperatur- Aenderungen entstehen. Bei einer be 
stimmten Grund-Temperatur passt der spannungstose Bogen 
genau zwischen die Kimpfergelenke. Erhiiht sich aber seine 
Temperatur um t Grad C., so wiirde er, wenn er villig frei 
wire, sich nach allen Richtungen gleichmifsig ausdehnen, und 

' 
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seine Sehne wlirde um l e t wachsen, wenn e die Warmedehnungs 
ziffer bedeutet. Da er durch die festen Gelenke hieran verhindert 
wird, so entsteht an jedem Gelenke ein Temperaturschub H,, 
u. zw. sind diese beiden Schlibe so grofs, dass sie die Sehnen 
verlingerung let ausgteichen, d. h. fiir sich aUein eine el as tische 
Sehnenverklirzung von gteicher Grofse bewirken wii.rden. Man 
erhilt daher H,, wenn man in Gt. 2, S. 231 A l . - le t und 
die Last P = O setzt, nimlich 

( 
15 J ·) 15 EJ HA1 g Pp'==H(14)= gr st, also 

15 EJ et H,=g p+ 14 
Die dem Zahl,enwerthe nach grif'ste Temperaturspannung findet 

sich nach der Lehre vom excentrischen Druck offenbar im Bogen 
scheitet bei C (Fig. 223). Die Berechnung der- 
selben soll nur unter der Annahme eines Fig.223. 

1) 

:C-Querschnittes mit so dlinner Wand erfolgen, 
dass annihernd J ==, Fh? und der Kernhatb 
messer le = ½ h gesetzt werden kann; auch 
soll vernachlissigt werden. Dann wird 

15 EFh2 

H=gap • 
und, weil die Excentricitat = f, die Spannung an der Unterkante 

B e i s p iel: Fiir l = 8 f und l = 30h wird h== 8/ 30 f. 1st fern er 
e==0,0000122, E==2000.000, t===40, so ergiebt sich- c'==277@¢, Bei Tempe 
ratur-Erni edrigung wiird~ eine g·teich grofse Zugspannuug entstehen. 

Diese Temperatur-Spanungen treten zu den Betastungs 
Spannungen hinzu und erhihen diese nicht unbedeutend. 

Setbstverstandtich kann man die Temperatur - Spannungen 
nur berechnen, wenn man die Grund-Temperatur kennt, bei 
welcher der spannungstose Bogen genau zwischen die Kampfer 
getenke passt. Man kann dieselbe finden, wenn man einerseits 
den Abstand der Kampfergetenke, andererseits die Sehnenlinge 
des spannungstosen Bogens und seine Temperatur kennt. 
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Der statiscb bestimmte Bogen mit drei Gelenken erfihrt 
keine 'l'emperatur-Spannungeu, wenn bei einer Ausdehnung des 
Bogentriigers das Scheitetgetenk eine reibungstose Hebung ge 
stattet. Auch beim Zweigctenkbogen fatten diese Spannungen 
fort, faUs die Enden frei aufLagern und nur .durch eine Spann 
stange zusammengehalten werden, welche mit dem Bogen gteiche 
Temperatur hat. 

VI. Kreisfirmiger Bogentriger. 
FLache Kreisbigen kinnen nach den fir Parabelbigen ent 

wickelten Formeln berechnet werden, so dass im Folgenden 
besondcrs auf steitere Bogen Riicksicht z nehmen ist. Ats Aus 
gangspunk.t dient wieder Gt. 2, S. 229: 

-r «-f5 EJ EJ EF 
x=O x=O x=O 

Steite Bogen sind durch die Seitenkrifte H Leichter zu 
verbiegen als flache, so dass die Einwirkung der Bogenverkiirzung 
auf die Sehnenvertangerung hier vernachlissigt werden kan 
g·egeniiber dcr Wirkung cler Verbiegung; wir Lassen daher das 
mit N bchaftete Gtied fort. Nimmt man dan noch iiberall 
gleichen Querschitt an, so ergiebt sich Leicht 

s-pi@» i 
Diese Gleichung gilt noch fiir jeden Betastungszustand; fiir 

eine EinzeUast P wird aber nach S. 230 

J•:ti=! l-it [x=u it (ix=l /"yr=Pr ®#l+Pr_·y@% d 
» as'=(fa#a, fi. Jo '«=« '«=o 

Der Werth i~'~ bedeutet das Centrifnga"Lmoment des Stiickes AP 

(Fig. 224) der MitteUinie des Bogeus in Bezug auf Wagerechte und Loth 

rechte durch A, i-::1x) yd s dasjenig·e des Bogenstilckes BP in Bezug 
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auf Achsen durch B, i:rs clas Trligheitsmoment der ganzen BogenLinio 

AB in Bezug auf die Sehne. Diese Werthe Lassen sich bei beLiebigor 
Bogenform durch reclmerische oder zeichnerische Summation annlihcrnd 
finden. Wird fi.ir fLache Bogen ds mit dx vertauscht, so ist (einfacher) 

J/v d x das statische Moment der Lothrecht unter AP Liegenden, bis zur 

Sehne reichenden FLliche in Bezug auf die Lothrechte durch .A, 1:- x) y d a 
dasjenige der unter BP \iegenden Fliiche in Bezug auf die Lothrechte : clurch B, Jf d x das DoppeLte des statischen Momentes der ganzen FLache 

in Bezug auf die Sehne. 

Fiii· den Kreisbogen empfichlt 
der Winketfunktionen. Es sei 
(Fig. 224) der halbe Centriwinkel des 
Bogens a , der Hatbmesser der 
Mittettinie r; die Betastungsstette 
moge durch den von der tothrechten 
Mittettinie aus gemessenen Winkel ), 
die betiebige Schnittstette durch 
den Winkel g festgelegt sein. Dann 
wird 

l = 2 r sin a 
u==r(sin a sin t)) 
l - u = r ( sin a + sin t)) 

sich nun die Einfohrung 

x = r ( sin a - sin ) 
la=== r ( sin a + sin cp) 
y=== r (cos cp-cos a) 
ds==rdg, 

und Gt. 1 geht iiber in 

sin a + sin O i'P = a EJAl==P 9.3. ®[(sina-sing) (cos cos a)d 
Slll a · 'P =={} 

sin a sin) (9.' 
+P 3aa "[®sing) (cos #- cos a) d , 

f·t.o=+-x 
Hr [®os?_-os a)"d4 . 

W enn man die Integrationen ausfiihrt und die etwa vorkommen 
den Quadrate und Produkte der trigonometrischen Funktionen 
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uncl, 

4) 

desseLben WinkeLs clurch die Funktionen des do pp e Lt en 
Winke Ls ausdriickt, so entsteht: 
2) E J A l = P r3 { - ½ - 3/4 cos 2 a - ½ a sin 2 a + ¼ cos 2 O 

I cos a (cos ) {- ) sin 0)} 
- Hr{a (2 + cos 2 a) - 3f2 sin 2 a } . 

Nimmt man nun wieder, wie auf S. 232, cine Spannstange vom 
Querschnitte F', an, wodurch 

1-Il . I-I Al=pp ==2rsin@ pp, 
wircl, so entsteht, wenn man alle GLicder mit 4 muttipticirt und 
nach IH auflist: 
3) H p-2-3cos2a-2a sin2a+cos2& +4cosa_(cosf} + OsinO). 

· sinaJ 4 a (2 + cos 2 a)6sin 2 a + 8 F 2 r 
W enn man aber den Einfluss der Spannstange von den iibrigen 
Gtiedern ganz trennen und die Form der Gteichung fur H in 
thuntichste Uebereinstimmung mit GL. 4, S.232 fur den ParabeL 
bogen bringen will, so setzt man 

I 

8 sin a • J . 1 _ , 
F1 r

2 4 a (2 + cos 2 a) -6 sin 2 a 
., f (l ) , 1. 1 (1- cos a) 

weib '==ri cosa), mithin_s r? ; 

J 8 sin a (1- cos a)2 • 

<,f? 4a(2+cos2a)-6sin2a 
dann wird 

5) 1__ -2-3cos2 a.-2asin2a + cos20+4cosa(cos0 + OsinO) _1_ 
l:-P 4a(2+cos2a)-6sin2a "l+C 

Die Kimpferdrucklinie habe fur eine betiebige Abscisse it 
wieder (wie beim ParabeLbogen, ~ S. 233) eine Ordinate z, von 
der Sebne aus gemessen (Fig. 225). Dann wird 

A P u (l-u) 
6) z1" it • 

l • weil auch hier 4== P= , ist. 
Keck, Elasticititslehre. 17 
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Der Halbkreisbogen. Fur a. = ½ n: bekommt die ver 
wickelte GL. 5 die einfache Form 

7) H = p 1 + cos 2 0 _1_ 
2m 14' 

und nach GL. 4 wird 
J 4 J s) r+2= Pry+ 

Die Ordinate der Kimpferdrucklinie 
aber wird, weil u=== r (1 -- sin {)) und 
l - u = r ( 1 + sin O) , 

P 1 - sin 2 0 r 2 n: cos2 0 (l ) 2, _ _._ _- -h ( H 2 g1+cos20 7 

Pig. 225. 

oder, weil 

9) 

1 + cos 2 0 = 2 cos 2 0 und r = f ist, 

z = r ; (1 + C) = 1,571 f (1 +). 
Da die rechte Seite von ) unabhiingig, so wird z iiberal,1, g'Leich, 
d. h. die Kampferdruck'Linie eine wagerechte Gerade, we'Lche bei 
festen Wider'Lagern (F1 = oo und == 0) in der Hihe 

½ r n: = 1,571 r ==1,571 f 
iiber der Sehne 'Liegt. 

Einfiihrung einer Geraden als Kiimpferdrucktinie. Die durch die 
GLeichungen 5 und 6 bestimmten Kimpferdrucklinien sind im Algemeinen 
schwach gekriimmte Kurven, u. zw. nimmt die Kriimmung mit wachsendem 
Winkel, a ab. Da nun der flache Kreisbogen offenbar als Parabel an 
gesehen werden kann, so darf man fiir diesen, mit demseLben Rechte wie 
fiir den flachen Parabelbogen (8.233), eine gerade Kimpferdrucklinie 
benutzen. Fiir den HaLbkreis aber hat sich ebenfaLLs eine gerade Kampfer 
druckLinie ergeben, und weiL die nach GL. 5 und 6 berechneteu Linien sich 
mit wachsendem a mehr und mehr der Geraden nihern, so erscheint es 
gerechtfertigt, diese Kurven · durch ausgLeichende gerade Linien zu er 
setzen und fiir Kreisbogentrliger durchweg· ge r ade KampferdruckLinien 
einzufiihren. 

Ftir sehr flache B6gen (f:l==0) ist nach G1.5,8.233, a==1,33 f(1+]- ); 
fiir den HaLbkreis (f: l ==0,5) aber z== 1,m f (1 + ~); es wachst aLso z: f 
mit wachsendem PfeiLhohen-VerhaLtnisse. Berechnung und biLdLiche Dar 
steLLung zeigen, dass man die Beziehung zwischen z/t und f/z durch ein 
paraboLisches Gesetz mit geniigender Genauigkeit ausdriicken kann, u. zw. 
darf man setzen 
10) ( 3 f2) ==='1,s =4 p%\f(1A©), 
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wobei an Stelle von GL.4 geniigend genau durch die einfache Formel 

11) 
J 

<= j,{ 0,21 -4- 0,6 cos a) 
wiedergegebeu wird. 

Beim Parabelbogen besteht (GL. 3, S. 232) aus zwei Summandeu, 
beriicksichtigt nimlich auch die Verkiirzung der MitteUinie des Bogens, 
welche wir hier vernachliissigen, so dass beim Kreisbogen (GL.4, S.243) 
nur den EinfLuss der Spannstange darstoLLt. In der FormeL fiir den fLachen 
Parabelbogen ist daher unter sonst gleichen Umstinden etwas grofser 
als in der Forme1 fiir den Kreisbogen. Dies ist der Grund, wesha1b in 
GL. 10 der erste Summand der rechten Seite nicht 4/3 betragt, wie nach GL. 5, 
S. 233 zu erwarteu gewesen ware, sonderu um einige Procente grolfser ge 
setzt wurde. l!"reitich mUsste diese VergTofserung streug genommen sich 
nach den besonderen Umstinden eines Falles richten, doch schien es 
rithlich, der Einfachheit wegen den uuverauder1icheu Werth 1,38 zu be 
nutzen, mit dem sich die Formel, 10 besonders einfach gestatten Liefs. 

Mit der WahL eiuer geraden KampferdruckLiuie hangt aber eine 
parabolische Einflusslinie fiir H zusammen. Nach GL.6, S.243 ist 

12) H=P it(l-u) . 
lz 

Hat man atso z mitto1s Gt. 10 berechnet, so kanu man fiir den Seiteu 
schub II, anstatt der verwicke1ten GL. 5, S. 243, diese eiufache GL. 12 be- 

utzen. Fiir u==[%7 wird H==P['_; die Eintlusslinie ftir H ist daher 
eine Parabe1 von der Pfeilhihe l: 4 z. 

Seitenschub bei gteichmafsiger Belastung des Grund 
risses. Vertauscht man in Gt. 5 (S. 243) 
P mit pds cos {)=== p r cos {} d {} und 
integrirt von {} = 0 bis .f} = a, so er 
hilt man den Seitenschub fur die gteich 
mifsige Be tastung der e in en Ha tf t e 
des Grundrisses zu 

Fig. 226. 

; 
H prsina.(1-cos2a)-6cos2a(sina-acosa.) 1 

13) =, 4a(2+cos2a) -6sin2a 14' 
Fiir gleichmifsige Belastung des ganzen Tragers wird H 
doppett so grofs. 

Fiir den Hatbkreis (a.=½ 1t) wird aus Gt.13: 
2 pr 

14) H = s; 1 + ( = 0,212 1 + ( , 
0 pr 

ftir yolle Belastung ist H = ,424 1 + ( • 
17* 
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Benutzt man aber GL. 12, vertauscht P mit pd u und integrirt von 
u==o bis u==u, so erhilt man fiir cine gleichmifsige Belastung des 
Grundrisses auf eine Linge u, von einem Auflager beginnend, 

w» n[ waa..#";(s-a") aJ, 6 

(entsprechend GL. 6, S. 234). Hierin ist z nach GL. 10 und 11, S. 245 zu 

bestimmen. Fir u==/gt wird H==,']. Setzt man dann fiir den Halb 

kreis z==(1,38-]-3/4·3/4)f(14-)==1,5675 f(1]-), l==2r und f==r, so 
wird H = 0,213 1 ~- ( , was mit GL. 14 geniigend iibereinstimmt. In allen 
die sen FaLLen ist bei fest e n Widerlagern == 0. 

Die unglinstigsten Betastungsarten und die stiirksten Span 
nungen werden beim Kreisbogen in dersetben Weise ermittett 
wie beim fLachen Parabetbogen. 

VII. Kreisformiger. Bogentrager unter Einwirkung wagerechter 
Krafte. 

1st ein kreisformiger Bogen mit 2 Getenken der Trager eines 
Daches, so wirken auf ihn durch den Winddruck auch schrig 
gerichtete Krifte ein, die sich in senkrechte und wagerechte 
Seitenkrafte zertegen 'tassen. Die Wirkung der ersteren ist nach 
dem Vorstehenden zu beurtheiten; es bteibt nur noch zu unter 
suchen, wetche Auftagerwiderstande durch eine wagerechte Kraft 
hervorgerufen werden. 

Der Angriffspunkt der wage 
rechten Kraft K sei durch den 
Winket {} (Fig. 227) bestimmt und 
tiege in der H6he iiber der 

.H, Sehne; dann tiefern die Momenten- 
gteichungen in Bezug auf die Kimpfer 
gelenke die senkrechten Auftager 
widerstinde K v : l , wie in der Figur angegeben. Die wage 
rechten Widerstinde H, und H, werden beide als der Kraft K 
entgegengesetzt angenommen; statisch unbestimmt ist nur einer 
der beiden, etwa Ha, da Hb = K -Ha sein muss. Der Einfachheit 
wegen sollen beide Gelenke als unverschieblich angenommen 
werclen, dann ist, wenn man noch, wie auf S. 241, die durch die 

Fig.227. 
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Langskraft N bedingtc Formanderung vernach Lassigt, atso in 
Gt. 1, S. 229 Ll l = 0 und N = 0 setzt, bei unverandertichen E J 

O=fMyds. 
Fiir einen Bogcnpunkt rochts von I( ist, wenn man das Stiick 
rechts vom Sclmittc betrachtct, das Moment ~ 

Kv Kv M,== , (U-a) Hy== ,(l-)-(K- H,)y, 
fur einen Schnitt links von K aber M,== - I~ v x + Hay , und 
es muss werden 

p==l} p==a 0=[it,as+ [itds. 
<p=-Cl cp=tt 

Setzt man nun wieder v = r ( cos O - cos a.); l = 2 r sin a.; 
x = r (sin a- sin'p);y== r ( cos 9 - cos a.); d s ===rd, so entsteht 

0 1( cos fl - cos a. cc·
0
. + . ) ( ) d = 2 sin (/.. j'Slll a. Slll (fl cos (fl - cos a. (fl 
-Cl 

! K\(cos <> cos a)de 
-Cl 

K cos & - cos a J,.a._ . [(sina Slll <p) (cos <p-COS a.) d (fl 
sm a. {) 

}
+ Cl 

+ I-Ia ( cos <p - cos a) 2 d <fi • 
-a. 

Durch Ausflihrung der Integrationen erhatt man dann 
K 2a(2+cos2a)-3sin2a+20-sin20-4coso:(sin0-0cos0) 

H.=-s 2a(24cos2a) -3sin?a 
Die ersten beiden Gtieder des Zihlers geben durch Division 
mit dem Neuner die Zaht 1; wenn man nun bedenkt, dass 
IIb= I{-Ha, so Uisst sich fii.r Ha und IH, die gemeinsame 
Gteichung schreiben 

1) 
_ J( { __ 2 o - sin 2 o - 4 cos a. (sin o_- O cos 0)} . 

Hr, - 2 1 ± 2 a. (2 + cos 2 a.) - 3 sm 2 a 
Fiir & = a wird 1H,==K; H,== 0 ; 

,, 0 = 0 ,, Ha= I-L, = ½ K. 
Beides ist auch unmittelbar einzusehen. 
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So Lange der Angriffspunkt von K auf der linken Bogenhilfte 
flacher tiegt, ist Ha > Hb, daher der tinksseitige Kampferdruck 

gerichtet als der andere; der 
Schnittpunkt beider Widerlager 
krifte mit K, d. h. cler ent 
sprechende Punkt der Kampfer 
drucktinie, ist auf der re c b ten 
Seite gelegen (Fig. 228). Die 
Abscisse w dessetben :findet man 

· w H, · aus der Gleichung == Zu 
" K" l 

Fig. 228. 

2) l Ha w== 
Fiir == a wird v = 0 und w=== l, fiir f} = 0 wird (v = f und 
w = ½ l. Zu Kraften K zwiscben A und C gehort demnach 
eine von B ach C verlaufende Kimpferdrucklinie. 

Fiir den Halbkreis (a==/») wird aus GL. l und 2: 

» ,='S(I3" ?ly 
4) 

Trigt man (Fig. 229) von einer Senkrecbten A D aus die 
Werthe von Ha fiir K = 1 auf den Richtungstinien von K ab, so 

Fig. 229. 

bitden die Endpunkte die Einflusslinie A, C, fiir 1H,. Die Kampfer 
drucktinie BC steht mit der Einftusstinie in enger Beziehung, da 
nach GL. 2 (fiir gleiche Ordinaten) ihre Abscissen l-mal grifser sind 
als die der Einftusstinie. Diese Kurven sind im unteren Theite 
schwach gekriimmt, gehen aber oben mit stirkerer Kriimmung 
bei C bezw. C, in die tothrechte Richtung iiber. 
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Die verwickolte Form der Gt.1 Legt den Wunsch nahe, fiir diesolbe 
eine einfache Aniherungsgleichung bezw. fiir ihre Darstellung A,C, eine 
einfachere Linie an die Stelle zu setzen. Am bequemsten ist es, die 
Knrven durch ihre Se h nen A,C, bezw. B C zn ersetzeu. Die daraus 
fotgenden Abweichungen betragen dann freitich bis zn etwa 10 0/o; soUen 
diese Rechnungen aber nur fiir die Einwirkung des Windes benutzt 
werden, so diirfte ein derartiger Fehter bei der Unsicherheit iiber die 
Bestimmung der einzuf'tilirenden Winddruck-Einheit woht zutassig sein, wenn 
dadurch die Rechnung so erhebtich vereinfacht wird. Die Wahl der geraden 
Linien ist nimlich gleichbedeutend mit der Annahme eines Scheitel 
g et en k es, so class der Bogen dann gegeuilber der Wirkung von wage 
rechten Kraften annahernd ats eiu statisch bestimmter Bogentrager mit 
3 Getenken behandett werden kann, und es wird einfach 

5) 

6) 

(% ") » H,=5l? })3 W=3}5 

Wilt man die Kriifte zeichnerisch ermitteln, so Uisst sich eine 
erheblich bessere Aniiherung an die geuauen Linien (nach Gt, 1 und 2) 

Fig. 230. 
C 

! 
bo 
i ____________________________ f _ 

fr=y i 
erreichen. Man mache (Fig. 230) AA,==K, DC,==\[9K, DE aber 
= 0,4 I{, ziehe A1 E, Lege durch Ci eine Lothrechte und runde den Knick 
dnrch eineu bei Ci beginnenden Kreisbogen ans. Ebenso mache man 
D F= 0,4 l, zieho BF und schtiefse an diesetbe einen Kreisbogen au, der 
bei C Lothrecht gerichtet ist. Die so erhaltenen Linien schliefsen sicl 
den Ergebnissen cler Gt. 1 und 2 sowohL beim HaLbk.reisbogen wie auch 
bei flacheren Bogentriigern mit geniigender Genauigkeit an. 

VIII. Bogenfachwerk' mit zwei Kampfergelenken. 
Die vorstebenden Betracbtungen iiber paraboUscbe und kreis 

firmige Bogentriiger gelten fiir Bogen iiberatt gteichen Quer 
schnitts bei betiebig·er Querschnitts form. Geht man nun von 
:C-formigem Querschnitt aus und ersetzt die diinne Wand durch 
Streben, so erhatt man cinen Bogentriger, der mit dem voll 
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wandigen Bogen in mindestens ebenso naher Beziebung stcht1 
wie der einfache FachwerkbaLken auf zwei Stlitzen mit dem ent 
sprechenden voLLwandigen Trager. Die vorstehenden Entwicke 
lungen sind daber Leicht auf einen derartigen Fachwerkbogen 
mit parallelen Gurten zu iibertragen. Bei nich t parallelen 
Gurten miissen aber andere Verfabren zur Berechnung angewandt 
werden, z. B. kann man den Rechnungsgang benutzen I we Leber 
zur ErmitteLung der Formanderung einfacher Fachwerke diente 
(s. S. 206). 

Hat das Bogenfachwerk) etwa 
die Form der Fig. 231, so denke 
man sich zunichst die festen Wider 
Lager beseitigt und an dem unbeLasteten 
Fachwerk in A und B je eine nach 
aufsen gerichtete Kraft Eins angebracht (Fig. 232). Fiir diesen 
statisch bestimmten Zustand kann man die Spannkrifte S' 
sammtlicher Stibe leicht ermitteLn 
(z.B. mitteLs der MomentengLeicbung). Fig. 232. 
Ein Stab von der Lange s und dem. 
Querschnitte F erfabrt dann einc 

1 

.s' 

V 1·· A S's d di ertangerung 4s jj> n ue 
\ 

Vergrofserung, weLche die Spannweite durch die beiden Krifte 1 
erfihrt, betrigt nach GL. 1, 8.207 

S' ? s-3s1.=3 3} 

Fig. 231. 

Nun stelle man sich das Fachwerk unter der gegebenen 
Belastung, z. B. einer Einzellast ==1, als Balkentriger auf 
geLagert vor (Fig. 233), so dass nur 
lothrechte Auflagerkriifte entstehen. 
Die hierdurch bedingten Spannkrifte 
sind dann wiederum statisch bestimm.t 
und sollen, weit sie dem ,,Zustande 
H==0 ( d. h. bei Forttassung der 
statisch unbestimmten Kriifte H) entsprechen, 

Fig. 233. 

mit S, bezeichnet 

) Mohr, Beitrag zur Theorie der Bogenfachwerkstriger; Zeitschrift 
des Arch.- und Ing.-Vereins zu Hannover 1874, S. 223. 
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wcrden ; sie bewirken die Stabverliingerungen As = ;0; • Im 
Sinne der Kriifte Eins in Fig. 232 cntsteht dann eine VerLangerung 

A,t=ES'A_·S"S,8 » 2ER 
Die wagerechtcn Krafte If aber, weLche <lurch den seitlichen 

Widerstand der Kimpfer auf den Bogentriger ausgeiibt werden, 
bringen eine Sehnen - Verklirzung um 

If. Li l = JI-..;;;:: S' 28 hervor. 1 ..:::::::.,EF 

Findet nun unter gLeichzeitiger Einwirkung der Last, der 
tothrechtcn und wagerechten AufLagerkrafte A, B und JI eine 
wirkLiche Sehnenvertangerung Li l statt, so ist 

1) Al=,1-1H-A,1. 8;8'S,8 7y8;S's 
2 I _..:::::::., Efi' _..:::::::., EF 

Sind die Endpunkte A und B <lurch eine Spannstange vom 

(Querschnitte F, verbunden, so wird Lil= j~- und (nach Ein~ 
! setzung in Gt. 1) 

<±S'S,s 
..:::::::., EF 

H = 8'2s l 3>»r 
IIiernach kann man fiir jede Einzcttast den Seitenschub be 
rechnen und mittels ciner H-Linic darsteUen. Da einer wage 
rechten Zugkraft 1 cine Spannkraft S' cntspracb, so bringt der 
Schub II eine Spannkraft - II S' bervor; die wahre Spannkraft 
S cines Stabes im Bogenfachwerke betrigt daher 

2) 

3) S==S,- HS'. 
Sind die Endpunkte A und B nicht durch eine Spannstange 

vcrbunden , sondern zwischen festen WiderLagern angebracht 
(F,== oo), so wird bei ciner Temperaturinderung ein Tem 
peraturschub H, entstehen. Das frei gemacbte Fachwerk 
wiirde niimlich durch cine 'l'emperaturerhohung um t ° C. eine 
Sehnenvertangerung l ct (vgt. S. 240) erfahren, welche durcl 
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die verkiirzende Wirkung von Ht aufgehoben wird. Es muss 
hiernach 

4) 

.:-, S' 2 s 
Ht ::2: E F = le t oder 

let 
H,== ,8'®s >» 

sein. 

Wiirde die Temperatur - Steigerung auch eine Verschiebung 
der Widertager um dt l bewirken, so ergibe sicl 

S'?s HS_pr=' , 
atso statt Gt. 4: 
5) 

Zahl,enrechnungen zeigen, dass die Lingeninderung der Wandglieder 
(der Streben und Stander) einen unbedeutenden EinfLuss auf H und H, hat, 
so dass man nur die Lingeninderung der Gurten zu berticksichtigen 
braucht. 



Zw6lfter Abschnitt. 

Satze der Formanderungs - Arbeit. 

I. Satz von der Abgeleiteten der Formanderungs-Arbeit. 
f] Die Forminderungen, welche cin Stab, Balken oder Triger 
durch Einwirkung iinufserer Krifte erfihrt, wurden in den vor 
stehenden Abschnitten nach verschiedenen Verfahren ermitteLt 
und auch zur Berechnung statisch unbestimmbarer Anordnungen 
benutzt. Es tassen sich diese Verfabren aber in eine aUgemeine 
Form kteidcn mit Hiitfe der sog. Formanderungs-Arbeit. 

Ein betiebiger Batken- oder Bogentriiger sei beziigtich der 
iufseren Krifte statisch bestimmt und anfinglich vOllig 
spannungstos. Die Auftagerung sei derartig angeordnet, dass die 
Stiitzpunkte entwcder fest oder reibungstos verschiebbar. 
Zunichst werde der Triger aLs einfaches Fachwerk gedacbt, weLches 
unter Einwirkung der Lasten P,, P,, ..P, ...P, im Gleich 
gewichte sei; dann ist die Spannkraft S irgend eines Sta bes 
(von der Lange s und dem Querschnitte F) bekannt. Die Stibe 
denken wir uns vorliinufig als unelastisch, aber durch irgend 
welche besonderen Vorrichtungen (z. B. Scbraubenschtosser) um 
betiebige Grofsen As verlingert, dann werden hierdurch die 
Angriffspunkte der Lasten um ,, ,, ..., ....0, im Sine 
der Lasten verschoben, und es muss nach dem Satze der 
virtueUen Verriickungen (s. S. 207) stattfinden: 

,v,+ P,,+...4 Po+...40,==28As. 
Aendert sich nun eine der Lasten P um dP, so indert sich die 
linke Seite der GLeichung um dP-v. Auf der rechten Seite sind 
die zunichst ganz willkiirlich gedachten Vertangerungen As der 
Stzibe von den Lasten P unabhiingig, wihrend die Spannkrafte S 
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nattirtich von P beeinf\,usst werden. Die rechte Seite der Gteichung 
indert sich daher um I 3 S • Li s, und es wird 

1) 

Wihlt man nun fiir die bisher beliebige Stabverlingerung 
As diejenige elastische Verlingerung, welche der Spannkraft S 

Ss entspricht, setzt man atso Lis F so wird 

Die rechte Seite ist aber auch == 
S2s ·5»r 
P 

3,, ae rorotadores Arbo ados 

, und zw. bedeutet 

ganzen Fachwerks, 

wetche beim Ue.bergange vom spannungstosen Anfangszustande 
bis zum Vorhandensein der Spannkrafte S verrichtet wurde. Denn 
bei diesem allmihlichen Uebergange wird (nach der Mechanik) an 

einem Sta be die Arbeit ½ S · Li s = ½ S • : F s » verrichtet. 
Schreibt man fiir diese Formanderungsarbcit einfach L, so wird 

2) 3 L 
v= 3pP' 

und man hat den Satz: 
Unter Annahme eines spannungstosen Anfangs 

zustandes und gteich bteibender Temperatur des 
Trigers ist die Verrtik 
kung v des Angriffspunktes 
einerLast Pim Sinne dies er 
Last gteich der nach P ge 
bitdeten theitweisen Ab 
geleiteten der Forminde 
ru n gs-Arb e it des Trager s. 

Fig. 234. -------------r- 2» I - 
} 2 

a Fz l ce 
» m U 

\<- ----------· -l .. -------~ 

Be is piel: Bei einem gleichschenkligen Ge Lenkdreieck, we le hes o ben 
• mit P belastet ist (Fig. 234), so1t die elastische Senkung f des Angriffs 
punktes von P ermitteU werden. 
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Der AufLagerdruck ½ P muss 
GLeichgewichte soin, dahor wird 

o=.P' T», 
2 sine< 2h' 

mit den Spannkraften U und O im 

v=. PI 2tg a 4h' 
Die Formiinderungs-Arbeit ist 

,, s2 s 02 s u2 z 
L= .L.i2EF=2 2EF

1 
-1- 2EF2 uud _,n_

2 
Os clO Ul clU 

faF BF,aF' E,3F' 
wei1 aber 

ilO s cl U l 
sr=an' s I 

P s2 s P? P ( s3 za ) f=nu,n A, 2 , 8, 
Sind die Stibe auf gleiche Spannung a bemessen, mithin 

so wird 

0 Ps F,==,= go und F,== U = __!_!,_ 
· a 4/ia' 

so wird 

'=%+) 
Die GL. list g-Leichbedeutend mit GL. l, S. 207: v =ZS' fl s, in der S' die 

Spannkraft darsteLLt, woLche einer Last P==1 entspricht. Auf S. 253 ist 
nimlich die Spannkraft S von aUen Lasten P beeinfLusst, daher 

s=s,,+$4P,+..4$4...45,, umd ]=s'. 

1st der Trager nicht ein Fachwerk, sondern ein voUer 
Korper und wieder beziigtich der inufseren Kriifte statisch be 
stimmt (Fig. 235), so kann man fiir 
irgend eine SchnittsteUe das Moment]{, Fig. 235. 
die Lingskraft N und die Querkraft Q 
berechnen. Wird nun aus dem Trager 
an der SchnittsteUe so vieL fortge 
nommen, dass eine offene Fuge ent 
steht, so kann man sich zwischen beiden 
Theiten Verscbraubungen derartig angebracht denken, dass in 
der Richtung der Mittellinie eine Verlingerung Ads, eine Ver 
drebung der beiden Tbeite gegen einander um t:.. d cp und eine 
Verschiebung im entgegengesetzten Sinne von Q um dq aus 
fubrbar wird. Diese einstweiten betiebigen Formanderungen 
haben dann Verriickungen der Angriffspunkte der Lasten P 
zur Folge. Geschehen solche Forminderungen aber an sehr vieLen 
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Querschnitten, so muss nach dem Satze der virtueUen Ver 
riickungen 
P,v,+ P2 v2 + .. + Pv + .. + P,, 'Vn= JN Lid S + f.ll{ Ll d cp + J Q d q 
sein, und, wenn man die Abgeteitete nach P bitdct, 

J
'cJN J'cJM 1·aQ v= c!P Lids+ oP ;).dff + 'cJP dq. 

Lisst man nun wieder die beliebigen Forminderungen zu ela 
stischen werden und vernachlissigt, wie in allen friiheren Fillen 
geschehen, die Formanderung in Folge der Querkrifte, so wird 
nach S. 225 

Nds Mds Ads=- > Ade=- J dq==0, 
mithin [±as [au v= EF 'cJP ds+ EJ oP ds, 
was man auch schreiben kann: 

3) V= 
{J'N2 d s JM2 d s \ 3 9 2.J\ 

3P 
Der eingektammerte Ausdruck ist aber wiederum die Form 
anderungs-Arbeit des Trigers. Schneidet man nimlich 
aus dem krummen Stab ein Langentheitchen d s heraus, Fig. 236. 
so tritt (Fig. 236) in einem Abstande z von der Mittettinie 
eine Spannung 
4) 

auf. In einem, der QuerschnittsfLache d F zugehorigen, Theitcben 
entsteht dann (vom spannungstosen Zustande aus gerechnet) eine 

Formanderungs-Arbeit ~-dF; ds, in dem ganzen Stabtheitchen 

vom Querschnitte F daher die Arbeit 

%FF=Elf+ "Yr» 
(Die Integration ist eine sotche nach z, iiber den ganzen Quer 
schnitt auszudehnen.) Daher wird 

-?+=3"[av+ # fr) 
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oder, weil fadF==0, JdFa'==J, 
N?as M?ds 

d L 2F ' 2 E J . 

5) 

Mithin ist die Forminderungs-Arbeit des ganzen Korpers 

JN
2ds JM2ds 

D= 2BF 2BJ' 
worin die Integrationen sich auf die ganze Lange des Stabes 
erstreeken. Hiernach bedeutet Gt. 3 wiederum 

Gt. 2 auf S. 254 und der darangeschtossene Satz ge1ten daher 
auch fiir volle Triger und se1bstverstand1ich auch fiir Ver 
einigungen von Fachwerk und Volltriger. Sie gelten aber nicht 
mehr, wen Stibe mit excentrischem 'Zug oder Druck vorkommen, 
weil hei diesen nach S. 140 und 141 die Spannungen nicht mehr 
einfach proportional, mit der Kraft sind. Sie setzen auch voraus, 
dass der Trager bei Fortnahme aller Lasten spannungslos wird. 
Auch wiirden sie nicht mehr giiltig bleiben, wem die Biegungs 
spannungen sich iiber einen Querschnitt nicht 
proportional, mit dem Abstande von der Fig. 237. 
Nulllinie vertheilen. 

Beispiel: Ist ein gerader Stab in einfacher 
Weise einer geraden Be tastung ausgesetzt (Fig. 237) 
und will man die Durchbiegung f des Punktos B 
gegen die Tangente an A berecbnen, so wird in 
GL.4 aniihernd N = 0 und d s = da, mithin 

P 

b
x=l 
M M 

und f= 1!_J 'JP dx . 
./a0 

Nun kann man M== M0 + P x schreiben, wenn M0 der von P unabhangige 
'Theil des Biegungsmomentes ist; d.mn erkennt man, dass 3 M:3 P== a, mithi 

f
_f;;~x 
EJ ' 

a==0 

wie friiher auf S. 36 gefunden. 
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II. Satz der kleinsten Formanderungs - Arbeit. 
Hat ein Trager Stutzpunkte, wetche im Sine der dort auf 

tretenden Stiitzenwiderstinde n be we g Lich sind, so kann man 
Letztere, wenn sie statisch unbestimmbar, als Lasten auffassen, 
fur deren Grifse die Bedingung v = 0 mafsgebend ist. Unter 
scheidet man diese statisch unbestimmten Krifte von den eigent 
lichen Lasten P, indem man sie mit X bezeichnet, so gilt nun 
for eine solche Kraft nach Gt. 2, S. 254 die Bedingungs-Gteichung 

3 L 30, 1) 

oder die Abgeleitete der Forminderungs-Arbeit nach einem 
statisch unbestimmbaren Stiitzenwiderstande ist Null. Man kann 
dafiir auch sagen, es muss die Kraft X einen sotchen Werth 
haben, dass die Forminderungs-Arbeit, als von X abhingig auf 
gefasst, ein Maximum oder ein Minimum werde. Von diesen 
beiden Mogtichkeiten bteibt aber nur die Letztere bestehen; denn 
statisch miglich wiirde auch ein Werth X von so bedeutender 
Grofse sein, dass dagegen die iibrigen Krifte nahezu ver 
schwinden und dass daraus Spanungen entstinden, welche 
einer aufserordentlich grofsen Forminderungs-Arbeit entsprechen. 
Rein statisch betrachtet, ohne Riicksicht auf die Festigkeits 
Eigenschaften des Stoffes, giebt es fiir L kein endtiches Maximum: 
mit fortwihrend wachsendem X nimmt auch L fortwiihrend zu ; 
cl L: cl X = 0 kann daher nur die Bedingung fur ein Minimum 

3 L 
sein. U ebrigens ist auch Leicht einzusehen, dass aus cl X = v 

:, ' Abe ks, °L @0 plat, dis s. : cine zweite geleitete 5 yi 7y 10gt, tie nur emen posi 
ti ven Werth haben kann. 

Fiir einen vollwandigen Triiger z. B. ist N = N0 + N' X und 
M=M,-]M'X. Dann bedeutet N' denjenigen Werth' der Lingskraft, 
weLcher durch eine Kraft X von der Grofse Eins hervorgebracht wird, 
wihrend N, den EinfLuss der i.ibrigen liufseren Krlifte auf N darstellt; die 
Bedeutung der Grofsen Jl!J' und M0 ist die entsprechende. Hiernach ist 

?r « {{= 
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Aus Gl, . 5 (S. 257) entsteht nun 

"fr» fr [ j" ax Fax"+ Ea eY"® n"@++ .,'@s 
und 

«[s> [ f" ( ax+'ox ',ax )®®'®"+ a '® 
Die Qnadrate N' 2 und M' 2 sin cl aber stets positiv, daher t.J::i stets > O. 
ii Fachwerk ist der Beweis entsprechend. 

Unter denselben Beschriinkungen, die bei dem Satze von der 
Abgeleiteten der Forminderungs-Arbeit (S. 254) angefiihrt wurden, 
und unter der Annahmc, dass die Stlitzpunkte im Sinne der 
Auflagerwiderstinde unbeweglich sind, gilt daher der Satz der 
kleinsten Forminderungs-Arheit: in statisch un 
bestimmbarer Stiitzenwiderstand hat nach der 
Etasticitats'Lehre denjcnigen Werth, der einem 
Minimum der Formanderungs-Arbeit entspricht. 

Die Fonn1.indernngs-Arbeit ist unabhangig von den Vorzeichen, mit 
welchen Lingskraft und Moment eingof'Ulnt wcrden, wei1 nur die Qua 
drate von N und M in L vorkornrnen. 

B ei sp iel: Ein Balken iiberall gleichen Querschitts sei zwanglos 
an 3 SteLLen in gtcichen Abstanden Z untersttitzt (Fig. 238); <las eine FeLd 
sei mit p betastet, clas andere unbetastet. Dann 
kann der eino AufLagerdruck A nach dern 
Obigen Leicht bostimmt werden. Der Auf'Lag·er 
clruck am anderen Ende ist B = ½pl - A. Im 
linksseitigen Felde gilt 

Fig. 238. 

cl JJ/I 
M=A x- lf2px2 mit 'J.A =x, 

im rechtsseitigen abor 
. 3M M==Ba==llgpla-Aw wit 3{ a. 

Da nun N = 0 und daher nach S. 257 

-1·M2dx aLso 'JL -1· M 'JM dx=O 
L- 2EJ 'JA EJ 'JA 

sein sott, so ergiebt sich, wenn man das i.iberaLL gLeicbe E J fortlisst: 

(i~x'dx-p ~' <,)- f ;•' dx-Ax'dx)~o, ode, 
, 0 , 0 

AP pl' ' , Al, oder 
3 8 6 3 ' 

A==7/j% pl 
(wie auf S. 48 gefonden). 

I, ec k, ELasticitiitsLelJre. 18 
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BeispieL: Der Seitensclrnb H des auf S. 250 behandeLten Bogen 
fachwerks mit Spannstange mige nun auch nach dem Satze der kteinsten 
Formanderungs-Arbeit berechnet werden. Es wird 

°"" S
2
s JI

2
l h202F 3BF,' 

wurin das Letzte GLied sich auf die Spannstange bezieht. Daher muss 

'?JL >""' S '21S Hl Si±+Fon ,= 
werden. Nennt man nun wieder S, diejenige Stabkraft, welche dem 'Zu 
stande H==0 entspricht (d.h. nur durch die Lothrechten Krifte bedingt 
ist), S' diejenige, wetche durch nach aufsen gerichtete Seitenzlige von der 
Grofse Eins hervorgebracht werden wlirde, so ist die gauze Spannkraft 

S==S,--HS' und 
daher 

oder 

'21S , ams', 
'S%$' 'S?s HI 
- ~ EF s-j- H~ EJJ' -j- EF

1 
=O 

H= 

wie auf S. 251 gflfunden. 



Dreizehnter Abschnitt. 

Bogentriger one elenke. 

I. Allgemeine Gleichungen fUr den lfogentriiger ohne 
Gelenke. 

Der Bogentriger sei cin stabfirmiger Kirper, dessen Mittel 
tinie nach der Kurve A B (Fig. 239) gestattet ist und dessen 
Enden fest eingespannt sind, so 
dass dort aufser tothrechten Fig. 239. 
und wagerechten Widerstinden 
auch noch Einspannungs - Mo 
mente auftreten. 

Dieser Bogentriger ist, da 
ihm, dem statisch bestimmten 
Bogen gegeniiber, 3 Getenke fehten, dreifach statisch unbestimmt, 
so dass 3 Elasticitits-Gleichungen fiir ihn entwickett werden 
miissen. Die Auflagerkrifte am tinksseitigen Ende, M,, A und H, 
mogen als die statisch unbestimmbaren Grifsen cingefiihrt werden, 
auf wetche sich dann Mb und B zuriickfi.ihren tassen. Die Form 
inderungs -Arbeit L muss nun, als von M,, A und H abhingig 
dargesteUt, ein Minimum sein, oder es muss 

~ - cl L - cl L = 0 werden . 
3M, 8A 3H 

JN
2ds JM2ds Weit aber nach S. 257 L = 2 E F + 2 E J 

18 
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so muss stattfinden 

Bezeichnet man mit Mo und No cliejenigen W erthe von M und N, 
wetche fur Ma= A= H = O entstchen wiirden, so ist 

M=M,4 Ax-Hy-- llla 

ss-A"} u"j, 
Hiernach wird 

3N 3N dy 
2Ma =O, 2A =- ds' 

3M_ 1 3u 
3M, 3A ®, 

dies giebt, in obige 3 Gteichungen eingesetzt, 

ff-» 
ae==0 

3 M 
2H =-y; 

2) [

oo=l 

1
.oo=l 

N Mx !U+ IEJ" ds=O, 
• oo=O oo=O 

3) 3r-ff- · 
als die 3 Bedingungsgteichungen fur den Bogen ohne Getenke. 

Diese GLeicbungen batte man auch aus den BiegungsgLeicbungen 4-6 
fiir den krummen Stab (S. 227) Leicht find en kinnen. W egen der fest 
gehaltenen und eingespannten Eden miissen nimlich die Linken Seiten 
jener GLeichungen Nu LL werden, wenn man rechts von == 0 bis w== l 

integrirt. Dann wird aus GL. 4: J.:,. d s = 0, und wenn man dies bei den 
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folgeden beiden GLeichungen beriicksichtigt, so entstehen Leicht die vor 
stehenden GL. 1-3. 

Vernachliissigt man die aus der Langskraft entstehende Form 
linderung, so erhiilt man einfach 

7) 

II. Flacher Parabelbogen Uberall gleichen Querschnitts 
ohne Gelenke. 

Fur den fLachen Bogen tibera'Lt gl,eichen Querschnitts konnen 
E F und E J vor die Integral,zeichen gesetzt, d s = d x und 
N = - II eingeftlhrt werden; dann nehmen die 3 Bedingungs 
gteichungen (S. 262) die einfachere Gestatt an: 

fas-- o 1) 

2) 

3) 

f
,l 

Mada==O 
• 0 

J -Ii Fl+ (.Mydx= 0. 
i Jo 

JI J:x=l. (I L. 2, S. 262, wird nimlich das erste Glied p, F d y , die 
a==0 

gaze senkrechte Projektion fdy des Bogens ist aber =0.) 
Es sol,1, nun zunachst wieder, die Wirkung einer EinzeUast 

im Abstande u vom Linksseitigen Kampfer untersucht werden. 
Dann ist fur eine SchnittsteUe Links bezw. rechts von der Last: 

M,==Aa-Hy-M, 
M,.=Ax-Hy-Ma-P(x-u), 

4/ aufserdem y = -yr- x (l - x); und es entsteht aus Gt. 1: 

A[ads-[as-w.fi»[- )as=o, 
o % .J J 

oder, weil, Jy d x die Parabelfliiche darstellt, also == 2/3 fl ist, 
4) '%A®3%Hf--M,-'»P(-u)"==0. 
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Gt. 2 giebt: 

1.i 1 .. i il il il A x2dx-H xydx-M; xdx-P x2dx+Pu xclx=O 
0 0 0 " u 

oder, weit Jx yd x, das statische Moment der ParabetfUiche, 
=%f-9l==fU, 
5) 1/3 AP '\%Hf l2 - ½ Ma l2 - 1/6 P (l - U) 2 (2 l + U) = 0. 

Gt. 3 Liefert: 

J t .(1 C l #'+Alu@y-#Jy'@s- Myds- PJyda 
,l 

+ Pujydx=O. 
Weit aber u 

J: Y d X = 1/s f l2, 
Ji2 d X = B/15 l f 2 

ats statisches Moment der ParabeLfLache in Bezug auf die Sehne 
(s. S. 230), 

( 4f C 4f(l4 lu3 u4) Juda= p' Jr'-a)ds= p#jg 5 +4) 
r1 4f t 2 4f(l3 lit2 u3) jyda=# JU--a)da= pl, 9 + 9) 

so wird 

o -k+are{urv-ant-£fa- or@+o=o. 

7) 

8) 

9) 

Die Gt. 4-6 geben dann, nach A, Hund Ma aufgeLost: 

A = p (l - u) 2 l\l + 2 u) 

H = 15 P (l - u) 2 u 2 

"la 
it(l-u)

2 
( ) Ma= P l3 l - 45 J . 

1 + 4 Ff2 
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Setzt man wiederum das Glied, welches die Verk.lirzung der 
MitteUinie in Fotge der Drpckwirkung von fl beriick.sichtigt, 

45 J 
4 r: % 10) 

so wird k.iirzer 

11) 

12) 

15 (l -u)2 n2 

=j'Pr@+) 
• (r. #") « > 1-45,° 

Ist z. B. wiedcr, wie beim Bogen mit 2 Getenken (S. 232), 
J 1 r: 1oo> ®9 wird 

45 
1 + ( = 1 +aoo 1 + 0,11 ; 

cs ist hier also bedeutender als beim Bogen mit 2 Getenk.en. 
Die Werthc von B und Mu ergeben sich am einfacbsteu, 

wenn man in denen fiir A und Ma die Grofse it mit l - u 
vertauscht. 

Die lothrechten Auflagerwiderstiinde A und B sind die 
setben, wie bei einem beiderseits wagerecht eiugespannten Batken. 

Ill. Kampferdrucklinie und Kampferdruck- Umhllllungslinie 
fllr den flachen Parabelbogen ohne Gelenke. 

Der in dem Endpunk.te A der Mittettinie des Bogens an 
greifende Scitenschub if Uisst sich mit dem Einspannungs 
momente M0 zusammensetzen zu einem Seiteuschube von der 
setben Grofsc I-I, wetcber aber um 
die Strecke ta na,cb unten paraLtet ~- n--> 
verschoben ist (Fig. 240), wcnn ma11 ! 
\lr a u. 4 ( y] 1) ta - If - 15 f U 1 + (- 2 /, '.h "r, 

: 
macht. Vereinigt man dieses JI I t I 
dann noch mit A, so hat man den lJ ~JI 
link sseitigen Kiimpferdruck W nach '11 
Gr6fse, Richtung und Lage. De1jenige Punk.t S, in welchem W 
die Richtungstinic dcr Last P sclmeiclet, ist cin Punkt der 
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Kimpferdrucklinie; durch ihn muss auch der rechtsseitige 
Kimpferdruck W, hindurchgehen. Der Punkt S hat die Abscisse 
u, seine Ordinate in Bezug auf die Schue des Bogens sei wiederum z, 
dann gilt die Beziehung 

z + ta A 4 fl ( u ) 2) t#a== ,, 15%> J+?,10+©), 
woraus sich, mit Berlicksichtigung von GL. 1, ergiebt: 

» =3r+{) 
Da z von u unabhiingig, so ist die Kimpferdrucklinie ei ne 
wagerechte Gerade DE; ihre Hihe iiber der Bogensehne 
betrigt 

fiir '== 0: 
fiir == 0,11: 

z==,f==1,2f, 
z ==f% f· 1,05 ==1,26f. 

Es empfiehlt sich, die Lage des Angriffspunktes A, des 
Kampferdrucks gegen die Kimpferdrucklinie D festzutegen 
durch den Abstand 

=a,Dz+6=[lr";(+?f)a+o 
(nach GL. 2), was man auch schreiben kann 

4) =lr(+3')@+ 
Den entsprechenden Abstand , fiir die rcchte Seitc erhaLt man 
einfach <lurch Vertauschung von u mit l - u. 

Links von der Last P ist W, rechts von dcrsetben W1 die 
cinzige iiufsere Kraft. Der Linicnzug A, S Bi heifst fiir diesen 
Betastungszustand die DruckUnie des Bogens. N ennt man die 
tothrechten Ordinatenstii.cke zwischen der Drucktinie und dcr 
MitteUinie des Bogens r, so geben diese, mit dem Seitenschube H 
muttipticirt, ohne Weiteres die Biegungsmomente in Bezug auf 
die MitteUinie des Bogens. Flir einen Punkt M dersetben 
z. B. kann man Wt am obcren Endpunkte von zerlegen in B 
und I-I, dann hat B kein Moment, II aber das Moment in Bezug 
auf den Punkt M 
5) M==IHn. 
Die Schnittpunkte der Drucktinic mit der BogenUnie sind 
Momenten-NuUpunkte; wo die Drucktinie oberhatb der Mittel 
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tinie des llogens tiegt, sind die Momente positiv ( d. h. wie bei 
cinem cinfachen Balken auf 2 Stiitzen) und umgekehrt. 

Wihrend beim Bogen mit 2 Getenken die einer EinzeUast 
cntsprcchcudcn Kampferdriicke schon durch die Kampferdruck 
tinie voUig bcstimmt warcn, weit sie durch 'die Getenkpunkte A 
und B gchcn nmsstcn, sind beim Bogen ohne GcLenke noch die 
Punkte A1 und B1 zu ermittetu, was iibrigens teicht ausfiihrbar, 
da man den Werth Va in Gt. 4 bequem durch Zcichnung finden 
lrnnn.*) Von der Mittc G 
der Kimpferdrucklinic aus 
(Pig. 241) trigt man 

GF-=, f(1+ ) 
nach unten auf und benutzt 
F fur die Zeichnuug der 
Kimpferdriicke als Festpunkt. 
Liegt cine Last bci S, so 
ii bertrigt man D S = u uach 
G J nnd zieht J F bis zum 
Schnitt A, mit der Auflager 
Senkrechten; dann ist 

D A,:DJ = G F: G J oder 

s (L+) 
DA,4+f+) %=» 

A_, 

Fig.24J. 

A
1 
S ist nun die Richtungsl,inic von W. Macht man dann 

G J' =l-u, ieht J' B1, so ist ebenso B1 S die Rich tung 
von W,, 

Zeichnct man so ftir vie Le W erthc von u die 
zugehirigen Kiimpferdriicke W, so erhilt man eine 
Schar von Geraden, die eine Kurve umhiiUen. Die 
Gteichung diescr Kampferdruck-UmhiiLLungstinie 
woUcn wir entwicketn. In Bezug auf den Anfangs 
punkt D hat einc sotche Gerade A1 S (Fig. 242) 
die Gteichung 

®» s=";@-=lr@+af+',)6{) 

Fig, 242. r "'[1 
A, 

·X-) S. Frio d r. Ste i u er, 'fheorie dor Bogenbriicken; AUgemeine 
Bauzeitung 1874, S. 21. 
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Nach der Lehre der UmhiiUungsLinien bat man die AbgeLeitcte 
dieser GLeicbung nach dem sog. Parameter u der Linienscbar, 
aLso d y: du, gLeich Nutt zn setzen, daraus u zu berechnen und 
in GL.6 einzufiihren, um die Gleichung der Umhiillungslinie zu 
erha1ten. Es wird (unter FortLassung unveranderLicber Faktoren) 

'yo=(+,) (1-E),', du 2u u? u 2u?? 
daraus ergiebt sich 

u- '® also 14,'«+'! pd 
'la' 2u 2a 

1- _:::__ _ !f2 l.+~ u 
Dies giebt, in GL. 6 eingesetzt, nach einfacher Zusammenziehung 

7) tra±e's+a) y- 15 '"' lx 

Man erkennt Leicht, dass die hierdurch dargestcUte Umhi.i.Uungs 
tinie eine Hyper bel ist. Eine dazu symmetriscbe Kurve gitt 
fiir das rechtsseitige WiderLager. (Beide treffen in dem Punkte 
F der Fig. 241 mit gemeinsamer wagerechter Richtung zusammen.) 

Die Kimpferdrucklinie und die beiden Umhi.i.Uungstinien 
(Fig. 243) bestimmen nun die Wider 
Lagerkrifte, welche von einer EinzcL 
last hervorgerufen werden, voll 
stindig: Von dern Punkte S aus, 
in weLchem die Last die erstere 
Linie schneidet, zieht man Berii.h 
rungsgeraden an beide UmhiiUungs 
kurven und bat damit di@ Richtungs 
Linien von W und W,. Durch 
ZerLegung von P nacb beiden erhi:itt man dann auch die Grofsen 
von W und W,. Bei Bogentrigern von anderer Form sind 
Kimpferdrucklinie und Umhiillungslinien abweichend von den 
oben gefundenen, aber stets werden sie in gleicher Weise zur 
L6sung der Aufgabe fiihren. 

Beim flachen Parabelbogen freilich wird man die hyper 
boLiscben Umhi.i.LLungsLinien kaum verwenden, sondern vorziehen, 
nacb Fig. 241 die Kimpferdriicke ummittelbar zu zeichnen. 
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Gleichmiifsige Belastung einer Strecke. Vertauscht 
man, wie bcim Bogen mit 2 Getenken, S. 234, in den Gt. 7, 11 
und 12 (S. 264 u. 265) P mit p du und integrirt von u = 0 bis 
u=u, so wird 

®» A(-"+3E'), 
v "(: " ") II== gr(1-+) i110 16,46-q, 

% i 8 «(} 1% IF'] 10) M,=-pus 9 1a 2147 s gt 

9) 

Ist die Linksseitige Hatfte mit pbeLastet, atso it=½ l, 
so wird 
11) 

12) 

13) 

13 3 A=-g9Pl, B= sol, 
p 

H = 16 /(1 +) 
1 + _!1 ( 'F 3 Ma=------ 64 1 I 

Ersetzt man aber diese Momentc 
von JJ, so wird (Fig. 244) 

f ( 11 ) t,= 411+9 5,, 14) 

durch eine ParaUetverschiebung 

15) 

Im Scheitet wird das Moment 
_ l . _ p l2 C • 

Mo - B 2 - JI (t + t,,) - 48 1 + ( . 
Da an der rechtsseitigen Hilfte keine Lasten vorkommen, 
die fur den Schnitt im Scheitet 
giittige resuttirende Kraft gteichbe 
deutend mit dem rechtsseitigen 
Kampferdrucke; zertegt man sie 
auch im Scheitel in JI und B, so 
tiegt der Angriffspunkt von Ji um 

16) c= ~-=f ~ 
oberhatb der MitteUinie des Bogens. 

Fig. 244. 

so ist 

Ir 
T:l r( 
·----- ; 7, 
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F'iir ==0 ist 
p? pl? pl? H==j,7+ K,= 5p 3 = ' > 

1 t,==\f, %=qf 
M,==0 und c===0; 

der SpannungsmitteLpunkt des ScheiteLschnittes Liegt aLso in desseu 
Schwerpunkte. 

Unter derselben Voraussetzung == 0 wird das Biegungsmoment fiir 
irgend eine SteLLe (x, y) der beLasteten lfaLfte 

M,= Ax - H (ta+ y)- ½ px2; 
nach Einflihrung der Werthe fUr 

A, H, ta und y = ~f (lx-x2) 

entsteht daraus 
M,== 1f61P (10lx -l2 -16 x2). 

Dies giebt fUr x = 5/16 l den Grofstwerth 

17) M,,,,= h%·lsiV 

Auf der unbelasteten Hilfte ergiebt sicl ein anaLytisches Minimum 
von demselben Werthe, nur mit negativem Zeichen. 

VergLeicht man mit diesen Biegungsmomenton die Einspannungs 
momente Ma und Mb, so findet man, dass deren absoLute Worthe 16/9 maL 
so grofs sind. Letztore sind daher bei dor angonommenen BeLastungsart 
die grofsten der am Bog·en vorkommonden Momente. Dies Ergobnis bLeibt 
auch noch richtig, wenn , der Wirklichkeit entsprechend, grifser als Null 
eingefiihrt wird. • 

Die Be1astung der ganzen Spannweite mit p (d. h. u=l) 
(Fig. 245) giebt aus den GL. 8-10: 

18) 

A==B==\[»pl, 
pl2 H=g/(1+) 

Fig. 245. 

111111111111111111111111111111111111111111111111111111m1111111111111ill!IIIIIIIIIIIIII! 
fl-+---{ 

A 

4 

Zu dem ScheiteLmomente M0 tragt (der Symmetrie wegen) die 
Belastung der einen Hilfte ebenso viel bei wie die der anderen, 
weshalb M, hier doppeU so grofs werden muss wie in GL. 15. 
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Da fcrncr H ebenfaUs auf das Doppette angewaehsen ist, so 
wird c ebenso wie in GL. 16; atso 

20) 

Erfiihre die Mitte ttinie des Bo gens nieht eine Verk.iirzung 
durch die Langskraft, so wiirden (weil dann == 0) c und ta 
gleich Null werden, d. h. cler Seitenschub H wiircle im Scheitet 
sowie an den Kampfern in cler Mittettinie angreifen. In Fotge 
cler J3ogenverk.iirzung aber riickt cler Angriffspunkt des Seiten 
schubes im Scheitet um c nach oben, an den Kimpfern um cloppett 
so vicl nach unten, woraus sich M, als grifstes Moment ergiebt. 

1st der ganze Bogen mit der stiindigen Last g, die Linke 
Hilfte mit der beweglichen Last p bedeckt, so ergiebt sich 
clurch sinngemafse Verbinclung· vorstehender Formetn: 

21) 
IP 

H = 16 lU + ~) (2 g + p)' 
q" t p" 14 35 M.=="jg 14;6l 1+ 

was man auch schreiben kann 

22) 

23) 

24) 

M,=='la 4 3, Hf-; 

M, 9!'5 l'1-a& +%1rt. 
12 1 + ( 64 1 + ( · 

M,==Ho==\,Hf. 
Die weitere Berechnung des Bogentragers ohne Getenke 

lisst sich mit Iliitfe cler Kampferdruckl,inie und der Umhii.ttungs 
tinien in dersetben Weise durchfilhren, wie fiir den :ftachen 
Bogen mit Kampfergetenken gezeigt wurde. 

Ausweichen der Widertager. Um den EinfLuss eines Ausweichens der 
Klirnpfor (einor Verl,lingeru11g der Bogonsohno) urn ll l zu· errnitteLn, setze 
man in GL. 3, S. 262, ll l statt O; dann ergiebt sich al,s FoLge der Aus- 

45 E J ll l . 15 E J A 
weichung, dass II um T l f 2 (1 + ~) abmmrnt' Ma um a 7 f (1 + ') 

15 E J ll l . . ]· , · 
Zunimmt M um .·-... Lhimmt, V ertausc it man u l mit let, 

' 0 4 lf(l-H) 
so erhliLt man den EmfLnss einer Temperatur-Erhohung urn t Grad. 



Vierzehnter Abschnitt. 

Erddruck nnd Stiitzmauern. 

I. Voraussetzungen. 
Wihrend die freie Oberfliche ciner im Gteicbgewichte be 

findtichen vottkommenen Ftiissigkeit eine wagerechte Ebene 
biLden muss, kann ein fester Kirper bei jeder beUebigen 
Neigung seiner Aufsenfliche im Gleichgewichte sein. Zwischen 
beiden Kirperarten stehen die sog. Erdkirper, welche als 
Anhiufungen vieler kleinen Steine aufzufassen sind, zu denen 
aber hinsichttich der Gteichgewichtsbedingungen auch die Auf 
schiittungen von Getreidekornern, von BLeischrot u. dgl. geziihlt 
werden kinnen. Diese (halbfliissigen) Korper Lassen sich auf 
einem wagereehten Boden ohne Seitenwinde aufschiitten, doch 
ist die Neigung der freien Oberfliche gewissen Beschrinkungen 
unterworfen. 

Wihrend die Theilchen einer vollkommenen Fliissigkeit nur 
No rm a ld rii ck e ausiiben kinnen, tritt zwischen den Kirner 
einer reinen Sandmasse oder sonstiger Schiittungskorper ohne 
Bindemittet neben dem Normatdrucke noch ein Reibungs 
widerstand auf. Nennt man pg den entsprechenden Reibungs 
winket und f = tg 9 die zugehorige Reibungsziffer, so ergiebt 
sich r.p ats der fur Gteichgewicht eben noch zulissige obere 
Grenzwerth des Neigungswinkels der freien Oberfliche einer 
soLchen Erdmasse ohne BindemitteL und heifst deshatb auch 
der natiirliche Bischungswinkel. Macht man nimlich, 
um die Bedingungen fur den GLeichgewichtszustand eines Erd 
korpers zu finden, die Annahme, <lass das Gteichgewicht bestehc, 
so wiirde dieser Zustand keine Storung erfahren, wenn irgend 
eiu TheiL der Erdmasse in einen starren Korper iiberginge. 
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Fiihrt man daher durch den Erdkiirper (Fig. 246) einen ebenen 
Schnitt mit dem NeigungswinkeL a gegen die Wagerechte 
und bctracbtet die Theile zu beiden Seiten 
des Schnittes als erstarrt, so wiirde der 
obere TheiL beschLeunigt abgLeiten, faLLs ' 
a. > <fl ware. Hat demnach die freie Obcr 
fliche des Erdkirpers an irgend einer Stelle 
eine Neigung, grifser als der Reibungs 
winkel, so ist cine solche Gleitebene miglich, und es wird die 
Erdmass nicht im Ruhezustande sein konnen. Ist die Neigung 
der freien Oberfliche aber durchweg kleiner als p, so ist eine 
derartige Gleitfliche nicht miglich und das GLeichgewicht der 
Masse cin sicheres, wiihrend cine unter den WinkeL <fl gencigte 
Oberfliche dem Grenz zus ta nde de r Ruh e cntspricht. 

Fig. 246. 

•·, e: 

Die Ermittelung dieses natiirlichen Bischungswinkels p kann daher 
erfo1gen, indcrn man eiuo aufgeschlittete Erdmasse mit einem Lineal,e von 
unten nach oben abstreicht, so dass die Boschnng aUmah1ich steiter wird 
und endlich cinstiirzt; die dabei erreichte Grenze vor dem Einsturze giebt 
den gesuchten Winkel. Man kann auch die zu untersuchende Erdmasse 
auf einom bewegLichen Boden zuui:ichst mit tLacherer ebener Boschuug auf 
schiitten und dann den Boden vorsichtig neigen, so dass dadurch die 
Bischung allmiihlich steiler wird. 

Das Wasser ist als besonderer Fall cinor Erdmasse mit dem natiirlichen 
Boschuugswinket NnU zu betrachten. 

1st den Kornern der Schiittung ein BindemitteL beigemengt 
(z. B. Thon oder Lcbm), so kann an einer Schnittebene auch ein 
Abscherungswiderstand ( eine Kobasion) c fiir die Fl,acheneinheit 
auftreten. Bci Lockeren Erdarten wie Sand, Kies, frisch ge 
scbiittcter Erde, ist dieser Widerstand gering und zu vernach 
Lassigen; crhebLich ist er aber bei sog. gcwacbsenem Boden, bei 
Erde, die Lange geLagert bat, oder die <lurch Stampfen in einen 
ihnlichen Zustand gebracht wurde. In FoLge einer sotchen Scher 
festigkcit kann ein Erdkirper auch im GLeichgewichte scin bei 
ciner Bischung, deren Neigungswinkel grifser ist a Ls der 
ReibungswinkeL <fl· 



27 4 Vierzehnter Abschnitt. Erddruclc imd Stiitzmauern. 

Dichtiglceit I imd Reibwngswinlcel <p einiger· Schiittungsmassen. 

T '? f==tg g 

Trockener Lehmboden ........ 1500 40--46 9 0,s39-1,036 
Nasser Lehmboden ............ 1900 20-250 0,304-0,466 
Trockener Thonboden ......... 1600 40- 509 0,830 -1,192 
Nasser Thonboden ............ 1950 20-259 0,364-0,466 
Feuchte Dammerde ........... 1650 30-- 350 0,577-0,700 
Sand oder Kies ............... 1600-1860 30 9 O,:m 
Steinschotter .................. 1600 35-40 9 0,700--0,839 
Roggen .................. ' ... 750 25-30° 0,166---0,577 
Bl,eischrot .................... 6800 23-- 279 0,424-0,510 

II. Gleichgewicht eines geboschten Erdkorpers. 
Ein Erdkorper (Fig. 24 7) babe eine seittiche Boschung untcr 

einem WinkeL a, weLcher mit Riicksicht auf Scherfestigkeit 
(Kohision) grifser als der Reibungswinkel pg sei. In einer Hobe h 
schtiefse sich eine fLachere Ebene unter einem Neigungs 
winkeL ~ <p an, weLche gLeichmafsig mit einer BeLastung q fiir 
die Flicheneinheit des Grundrisses bedeckt sein soU. Es moge 
nun die Beziehung zwischen den 4 Grofsen a, }, h und q gesucht 
werden, fiir welche der Erdkirper an der Grenze des Rube 
zustandes ist. 

Nimmt man an, der Erdkirper sei anfangtich in ge sic her t er 
Rube, und der Grenzzustand trete dadurch ein, dass vieUoicht 
die Last allmihlich vergrifsert, oder der innere Widerstand 
( etwa durch Zunahme des Feucbtigkeitsgrades) vermindert werde, so 
wird endtich der Einsturz der Bischung erfolgen, indem ein 
gewisser TheiL des Erdkorpers sich Los'Lost. Wir machen mm 
die Voraussetzung, dass die erste Trennung tangs einer durch A 
gehenden Eben e A G erfo Lge. Diese Annahme einer e b en en 
Gleitfliche lisst sich freilich nicht begriinden; da man aber bis 
jetzt nicbt im Stande ist, die wahre Gestalt der Trennungsfliiche 
anzugeben, so muss man sich mit diesor Voraussetzung noch 
begntigen. 
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Im Grenzzustande der Ruhe wird der gesammte migliche 
Widerstand dcr Gtcitebene mit dem Gewichte des liber dcrsetben 
tiegenden Erdprismas ( einschtiefstich der zugehorigen Betastung) 
im Gtcichgewichte sein mlissen. 

Die Begrcnzungsebencn sowie die Gteitebene soUen recht 
wink lig zur Bildfliche stehen, und es mige ein Stiick des Erd 
korpers betrachtet werden, dessen Linge, rechtwinklig zur Bild 
ebene, gLeich Eins sci. 

Bcziigtich des Gleitwiderstandes der Trenmungsebene wird 
die Annahmc gcmacht, class Reibung und Schcrwidcrstand 
gleichzeitig wirken, dass deren Summe in Ansatz zu bringen ist 
(vgt. S. 278, untcn). Die Neigung dieser Ebene muss erst noch 
gefundcn wcrdcn ; daher tegen wir einstweiten eine unter dem 
betiebigen Winkel ) geneigte Schnittebene AU <lurch den Erd 
korpcr und steUen die Gleicbgewicbtsbedingung ftir das ahge 
trennte Erdprisma auf. 

Setzt man die Linge der Gleitlinie 4G ==l, so ist dies 
auch der Ftiicbeninhatt der Gteitebene, und es tritt an dersetben 
ein Abscberungswiderstand -r l auf, wenn 
-r die (gtcicbmafsig gedachte) Schub- Fig. 247. 
spannung fiir die Flicheneinheit ist. Zer 
tegt man das Gesammtgewicht Q des Erd 
prismas, so ergiebt sich Q sin ) als ab warts 
treibende Kraft; Q cos 1) erzeugt einen ebenso 
grofsen Normatwiderstand N der Schnitt 
ebene und einen mogtichen Reibungswider 
stand f N = fQ cos ), so dass im Grenzzu 
stande der Rube ein gesammter Tangentiat 
widcrstand T = f Q cos{) + -r l entsteht und Q sin )== f Q cos{) {-tl 
sein muss. Vertauscht man f mit tgp== sin g : cos cp, so kann 
man vorstebende Gteichung auch schreiben 

Q sin (-- g) 
[ 1Li», 

l cos p 1) 

Dies ist diejenige Schubspannung, wetche an der betiebigen 
Scbnittebene A G auftreten muss, damit das abgetrennte Erd 
prisma gerade an der Grenze des Rubezustands sei. Die Be 
tastung q kann man sich als aus Steinen gebitdet denken, wetcbe 
gteiche Dichtigkeit I mit der Erde haben und auf der OberfLache 

Keck, Elasticitiitslehre. 19 
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aufgeschicbtet sind, dann ist die Betastungshohe B B,= q_: 1, 
und es wird das Gewicht des Erdprismas 
Q==;(ABGA BB,G,G)==r(\%AB sin(a--0)l4a, BG cos 3), 
Es ist aber 

B G = l s~n ( a - lt) und 
sin (a 3) 

h AB==_, daher sm a. 

2) Q = J},_ sin (~ - {}) (h + ~ s_in a cos ~ ) . 
2 Slll a. 1 Slll ( a '3) 

Der Letzte Summand hat eine einfache geometrische Be 
deutung· (Fig. 248): Trigt man namtich die Hohe B B,== q: 1 
nochmals iiber B, auf und zieht durch den Endpunkt der Auf 
tragung eine Parattete zur oberen Begrenzung 
B G, so moge die Vertangerung der Boschung 
diese Parattete in B2 schneiden; ziebt man 
dann noch B,G, so hat man das Paratteto 
gramm B B1 G1 G, wetches die Betastung 
darstettte , in das Dreieck B B2 G ver 
wandett, so dass Q nun einfach durch das 
grofse Dreieck AB,G dargestellt wird. 
Der Werth 
3) 2q sin@cos#. Aj 

; sin (a-8) 

Fig. 248. 
IJ. __...21. ~ G,.- 

} 

i 
-,-' 

i 
~- 
I 
I 

' 
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A 

ist, wie man Leicht findet, der Hobenunterscbied der beiden 
Punkte B und B,, und 

h + 2 q ~in a cos f = h + d h 
r sin(a ') 

der ganze Hohenunterscbied der Punkte A und B,. GL. 2 kann 
nun kiirzer 

Q = y .l sin(~ - 0) (h +:, h) 
2 Sll1 et 

geschrieben werden, so dass aus Gt. 1 

4) ' h { Ah . ( ) . (0 ) ,: = -2 . Slll ?. - tJ Slll - <p 
Slll a. COS <p 

wird. Die fiir den Ruhezustand des betiebigen Erdprismas AB G 
erfordertiche Schubspannung ist von der Neigung ) der Schnitt 
ebene abhangig. Fiir O = a und fir )== cp wird t== 0; da 
zwischen muss es einen Werth von ) geben, fiir den ein 



II. GleichgP-wicht eines geboschten ErdlciJrpers. 277 

Maximum wird.*) Man bekommt diesen, wenn man die Ab 
geteitete von 

sin (a-&) sin (&-cp) 
(nach ) genommen) gleich Null setzt. Dies giebt 
O==sin(a- )cos() p)-cos(a)sin() p)==sin(a+p 20), 
mithin a + <p - 2 f} = 0 oder 
b) =='(a+) 
An der hicrdurch festgetegten tlchnittebene AG (Fig. 248) ist 
der zum Gteichgcwicht erfordertiche Schubwiderstand am grofsten, 
an ibr wfrd daber auch am ersten ein Abgteiten stattfinden 
konnen, d. h. diese Schnittebene AG ist die GLeitebene. Legt 
man durch A eine unter dem ReibungswinkeL <p geneigte Ebene, 
so wii.l'de diese die natlirLichc Boschung (ohne das Vorhanden 
scin der Scherfestigkeit) scin. Da ) nach Gl. 5 das arith 
metische Mittet aus a und , so hatbirt die GLeitebene den 
Winkel a pg zwischen der vorhandenen und der natlir 
tichen Boschung. 

Mit dem Werthe == /, ( + p) werden die Ausdriicke in 
Gt. 4: a. - 0 und O - r.p beide gteich ½ ( a.p); es ergiebt 

sich daher sin(a)sin(hp)=-sin®-, wofiir man aucl 

½ - ½ cos ( a - <p) schreiben kann. Setzt man nun fur den 
Maximatwerth von t die Scherfestigkeit oder Kohision c der 
Erdmassc ein, so wird dadurcb ausgedrlickt, dass an der GLeit 
ebene die volle Scherfestigkeit zur Wirkung kommen soll; man 
erhilt also die Bedingung ftir den Grenzzustand der Ruhe des 
Erdk6rpers : 

6
) c _ _r__ h + 6 h 1-cos (a - r.p) 

- 2 sin a cos <p 2 
Die Grofse c ftir eine Er dart lisst sich nicht gut u n - 

mitteLbar durch Versuche bestimmen; vietmehr geschieht dies, 
nachdem p bereits gefunden, mittelbar durch die Prlifung der 
sog. Standhihe h,, d.h. derjenigen H6he, bis zu wetcher sich 
eine senkrechte Wand durch Abgraben herstellen lisst, ohne 
einzustlirzen. Ist der betr. Erdkirper dabei aber unbelastet, so 

) A. !Utter, Lehrbuch cler Ingenieur - Mechauik, 1. AufLage, 
Hannover 1873, S. 297. 

19* 
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kann man das gefundene h, fiir h + Li h in Gt. 6 einsetzen; ver 
tauscht man zugteich noch a. mit 90 ° und cos (90 0.p) mit 
sin <fl, so entsteht 
) r h, 1 sing 

Ty ·cos% g' 
Die Verbindung der Gt. 6 und 7 fohrt dann zu 

1 • 1-sin •.;, 8) h-\Ah==h,sinz ,(, 5 -cos r;_-•.p 
Die Neigung 3 der Oberfliche hat nur auf Li h (GL. 3) Ein 

fLuss. Ist q== 0, atso Li h = 0, so ist ~ gteichgiiLtig, sotange 
<4. Fiir a==g wird h{ Ah==. 

Ist die obere betastete Ebene wagerecht, d. b. ~ ==0, so 
wird nach GL. 3 Ah==24/-; die Belastungsh6he 9/\, wirkt dann 
atso auf die Standfestigkeit des Erdkorpers cbenso ein, als wenn 
die steile Boschung um das Dopp elte dies er H6he sich weiter 
aufwarts erstreckte. Es kommt dies daher, <lass die Betastung 
nur den Rei bungs widerstand an der Gleitfliiche, nicht aber den 
Scherwiderstand verstarkt, wahrend bei eincr Erbohung des 
ganzen Erdkorpers beide Widerstande zunehmen. 

Die Standhohe h0 kann bei gewachsener oder gestampfter Dammerde 
zu 1 m, bei Lehm- und Thonerde zu 2 m angenommen werden. Durchnassung 
vermindert sowoht den Reibungswinket wie die Standhohe. Bei Bauten 
fiir Lingere Dauer ist es rithlich, sich auf die Scherfestigkeit der Erde 
nicht zu verlassen, d.h. h,== 0 zu setzen. 

Beispiel: Fiir eine Erdart sei p==309, die Standhbihe h,==1"; es 
soU cliejenige Hobo berechnet werden, bis zu wetcher eine Boschung \mter 
elem Winket a= 4511 mogtich ist. Es wird nach Gt. 8 

1 0.5 
h + !J. h = 1 . ().707' === 10 4m ' 1-0,960 ' 

Ist die obere Fliche unbelastet, so wird auch h ==10,4, ist sie aber 
vieUeicht mit einem Eisenbahuzuge betastet, dessen Gewicht durch eine 
Erdschicht von q/1 = 1 m erset.zt werclen kann, so wird (bei ~ = 0) /J. h ==2m, 
so dass dann noch 10,4 - 2 ==8,4 Bischungshihe miglich ist. 

Die Annahme, class an der Gteitflache Reibung und Scherwiderstand 
in ihrer Summe auftreten, ist nicht recht begrtiadet, vietmehr ats eiu Noth 
beheLf zu bezeichuen. Der hierin Liegeude MangeL wird dadurch einiger 
mafsen wieder ausgegticheu, class man an SteUe von c die nach dersetben 
Aunahme berechnete Standhohe einfiihrt. Eine zutreffendere Berechnung 
wurde von Dr. Schaffer durcbgefiihrt *), doch ist cliese umstaudLicher. 

) Dr. Sch a ff er. Deutsche Bauzeitung 1878, S. 284. 
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Ill. Normaldruck einer wagerecht begrenzten Erdmasse 
gegen eine lothrechte Ebene. 

Einc Erdmasse mit wagerechter Obertuiche sei durch eine 
Lothrechte Wand AB von der H6he h in so'Lc-h besonderer Weise ge 
stiitzt, dass zwischen beiden nur ein N or!ma 1,druc k D auftretenkann 
(Fig. 249). Um die fiir den Grenzzustand der 
Hube des Erdkorpers erforderLiche Grofse 
dieses Druckes zu ermittel,n, 'Lcge man 
wiederum durcu A eine Schnittebene AG mit 
dem beliebigen Neigungswinkel ) und bestimme 
diejcnige Kraft D, welche cben atusreicht, um 
das AbgLeiten des Erdkirpers 4 B G zu 
verhindern. Die Scherfestigkeit (Kohision) 
werde zunichst vernachlissigt, so dass der 
Gesammtwiderstand W der GLeitebene um den Reibungswinkel p 
von der Norma'Len zu AG abweicht, mit dem Gewicht Q des Erd 
prismas also den Winkel, 0 - i:p einscbLiefst. Die Krafte Q, D 
und W miissen sich im GLeichgewichte haLten, mithin sich in 
einem Punkte schnciden und ein geschl,ossenes Kraftedreieck 
bitden, woraus sich 

ergicbt, oder, weil 
D ==Qtg() ) 

1) 

th 
Q = y · AB G = 2 tg 

p4 te("-s) 
2 tg 

Die Gr6fse D ist von ) abhingig; fiir ==p und fiir 9=== 900 
wird D = 0; dazwischen muss ein Maximum Liegen, und dieser 
grofste Werth ist dann erst der Druck, wetchen die Wand auf 
den Erdkirper ausiiben muss, damit lings keiner der miglichen, 
durch A gehenden Schnittebenen ein Abgteiten stattfinde. Die 
jenige Schnittebene, wetche diesem Maximum entspricht, ist die 
Gteitebene. An ihr muss ein Widerstand Wauftreten, der um 
den vollen Reibungswinkel von der Normaten abweicht, d. h. es 
muss an ihr der vo 1, Le Reibungswiderstand wirksam werden, 
damit kein Abg1eiten eintrete; an al,1,en iibrigen durch A gedachten 
Schnittebenen kommt dann thatsichlich n i ch t der volle Reibungs 
widerstand zur Wirkung. 
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Von GL. 1 braucht nur der verinderliche Theil tg (& :- (fl) 
tg IJ 

auf Maximum untersucht zu werden; setzt man die Abgel,eitete 
nach ) gleich Null, so entsteht, da ) zwischen pg und 900 liegt, 
aLso tg O end Lich ist, 

tg tg(» 9)_o oder 
cos() p) cos 

sin ) cos )== sin (- p) cos (9= p), 
sin 2== sin (2 f} - 2 (fl) . 

Da nun die Winkel, 2 f} und 2 0 - 2 (fl nicht einander gLeich sein 
konnen, so miissen sie sich zu 180 o erganzen, damit ihre Sinus 
gLeich werden. Aus 4 0 - 2 (fl = 180 o wird dann 

mithin 

2) ,&, = ½ (90 ° + <p ) • 
Dies bedeutet wiederum (vgt. GL. 5, S. 277), dass die Gteitebene 
den Winkel zwischen der Wand und der natiirlichen Bischung 
hal,birt. 0 -- (fl wird dann ==% (90 9 - (fl). Da sich hiernach f} 
und & -- q:i zu 90 o erganzen, so wird 1 : tg f} = tg (& - .(fl), mi thin 

e--e)go-90("#) tg & g (fl g 2 
und 
3) 
Setzt man 

4) 

D = ½ r h2 tg 2(45 o - ½ <p). 

r tg 2(45 o - I/ <p) = r 1 - sin <p ==k, 2 1 + sin <p 
so kann man kiirzer schreiben 

5) D=\%kh>, 
Nachdem Richtung unp. Grofse des Druckes bestimmt sind, 

muss nun noch seine Lage ermittett werden, 
oder die Rohe e desjenigen Punktes M, (Fig. 250), 
in wetchem D die Wandfliche schneidet; man 
nennt ihn den Angriffspunkt. Dabei ist 
zu bedenken, dass zwischen .der Wand und 
dem Erdkorper eine stetige Druckvertheitung 
statt:findet und dass D die Mittetkraft unendtich 

Fig. 250. 
B r--j 

¢ lo 
Ct ap+ 

_.f_ 
1J 

vieler gleichgerichteten Parallelkrifte darstellt. 
Um den Druck dD auf cin in der Tiefe z unter der Oberkante B 



III. Erctdr,uck gegen eine lothrechte Ebene. 281 

gelegenes Flichentheilchen von der Hohe dz zu erhatten, bedenke 
man, dass der ganze Druck D, auf den oberen Theil BC== z 
dor Wand sich aus GL ergiebt, indem man h mit z vertauscht. 
D. == kz giebt dann dnrch Differentiation 

dD==kz dz. 
Es muss nun in Bezug auf den Punkt B das Moment der Mittet 
kraft D gleich der Momentensumme der Einzelkriifte dD sein, oder 

he= [ans=['a>. 
.) 0 

Das giebt 
kh? klr 
2 (It- e ==) ud he =3,h, 3 

mitbin 
6) 

Die Abgcleitete ' 1e bedeutet den in der Tiefe z 
dz 

herrscbenden Druck auf die Ftacheneinbcit und werde mit p be 
zeiclmet. Es entspricht dann die Gleichung p== Jez ganz dem 
Ausdrucke fiir den ltydrostatischen Druck, nur ist le statt der 
Dichte I gesetzt. Fiir ? = 0 wird tg2 ( 45 o - ½ <p) = tg2 45 o = 1, 
und die Formeln 3-6 gelten dann fiir Wasserdruck. 

Die Darstettung von p=== lcz Liefert die Gerade BE mit dern 
Ansteigungsverhiltnisse k gegen BA, und dD = lcz dz==pdz ist 
dann cin wagerechter Fliichenstreifen von der Hohe dz. Die 
wagerechten Ordinaten von BE geben daher das Gesetz der 
VerthciLung des Drnckes iiber die Wandhohe. Es ist AE = lch, 
der InbaLt des Druckdreiecks ABE (namtich 1/zlch-h)=D, 
dem Gesammtdrucke, und da dies Dreieck ats BeLastungsfLacbe 
fiir die Wand betrachtet werden kann, so muss die H6he des 
Schwerpunkts S des Dreiecks zugteich die Hohe des Angriffo 
punktes M scin, woraus sich wiederum e== 1/3 h ergiebt. 

Aktiver und passiver Erddruck. Die im Vorstebendcn 
berechnete Kraft 

D==\%yh' tg? (45° g #) 
geniigte gerade, um das Abgleiten der Erde zu verhindern. Die 
im Inneren des Erdkorpers auftretenden Reibungswiderstande 
unterstiitzten die Kraft D in der Erhaltung des GLeicbgewichtes. 
Lasst man abcr nun die Kraft D allmihlich grifser werden, so 
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wird endlich der Fall eintreten, dass die Wand sich nach der 
Seite des Erdkirpers in Bewegung setzt, indem ein gewisser 
TheiL desseLben nach oben hinausgeschoben wird. Fiir den 
GrenzfaLL, dass die Erde im Begri:ff ist, nachzugeben, woLLen wir 
den Druck der Platte mit D, bezeichnen und seine Grifse berechnen. 
Man verfihrt dabei in derscLben Weise, wie bei der vorigen 
Untersucbung, Legt durch A (Fig. 251) 
cine beLiebige Scbnittebene und hat 
nun den Reibungswiderstand an der 
seLben ab warts gerichtet anzubringen, 
so dass der Gesammtwidcrstand W 
jetzt in die entgegengesetzte GrenzLage 
kommt (gegeniiber dem friiheren FaLLe) 
und mit der Lotbrecbten den WinkeL 
t} + cp einscbLiefst. Es wird dann 

Fig. 251. 

,ES 
h D, 
: 
' 
iv 

' 

7) D ==Qtg(-{)== ~~ (& + cp) • 
I . T 2 tg l} 

Fiir )==909p und fiir )==0 wird D,==o, wihrend fiir 
Zwischenwertbe von ) sich im Allgemeinen endliche Grifsen 
fiir D, ergeben. Man bat nun denjenigen Werth von {) zu 
suchen, fiir welchen D, cin Minimum wird. Die hierdurch 
bestimmte Schnittfliiche AG ist die G Leite be ne, . an weLcher 
am leichtesten cin Aufwirtsschieben miglich ist, an welcher es 
daher auch wirkLich cintreten wird, wen D, entsprechend 
zunimmt. Diesen l\!IinimaLwertb der Gl. 7 darf aLso der Druck 
der Wand nicht iiberschreiten, wenn der Erdkirper in • Rube 
bleiben soll. 'Zur Berechnung desselben muss dD,:dt==0 
gesetzt werden, und da mun GL. 7 sich von GL. 1 nur durch das 
Vorzeichen von p unterscheidet, so muss (mit Riicksicht auf 
GL. 2 und 3) jetzt · 
8) 9==3%(90-@) und 

9) D,==»zh? tg" (45°4 '9 @) 
werden. Um die Neigung der GLeitebene durch 'Zeichnung zu 
finden, mi.i.sste man jetzt den Reibungswinkel g an die Wage 
rechte durcb A nach unten auftragen und den stumpfen WinkeL 
zwischen der so erhaltenen natiirlichen Bischung A F und der 
Wand haLbiren. Die Lage von D ,stimmt mit derjenigen von D 
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iiberein, weil ja D, cbenfalls in der Form D,=='»k,h? ge 
schrieben werden k.ann, wenn man nur in GL. 4 fur le das Vor 
zeichen von qi umk.ehrt. 

Der Werth von D nach Gl. 3 heifst der aktive Erddruck, 
weil der Erdkirper nur diese Kraft auf die Platte ausiibt, wenn 
er im Begriff ist, vorzuriicken und die PLatte vor sich her zu • schicben, also gegen die PLatte aktiv zu wirken. 

Der grofsere Werth D, aber nach GL 9 heifst der passive 
Er•ddruck oder der !Erdwiderstand, wen bei dem Vorgange, 
der zur Bercchnung von D1 angenommen ist, der Erdkorper 
sicb widerstehend oder passiv g·egen die Platte verhiilt. Er 
kommt in Fragc, wcnn sich ein Pfosten, eine Strebe, ein Bogen 
tragcr oder cin Gewilbe gegen einen Erdkirper stiitzt. Zwischen 
diesen beidcn Grenzwcrthen, dem aktiven und dem passiven 
Erddrueke, wird die Grofse der Kraft stets Uegen, die ein Erd 
kirper ausiibt. Fiir pg== 300 wird 

k=== "( tg2 30 ° = 1/s "( ' lei = "( tg2 60 () = 3 "( ' 
der passive Erddruck also 9 mal so grofs wie der aktive, und 
es ist zuweiLcn rccbt sehwicrig, die Grofse des wirkUchen Erd 
drucks in bestimten illen anzugeben. 

Beriicksichtigung der Scherfestigkeit (Kohision) der 
Erde. Tritt zu der Reibung an der Schnittebene noch die 
Scberfestigkeit hinzu, so muss man 
N ormaL- und TangentiaLwiderstand 
einzcLn einflihrcn; es miissen daber 
(Fig. 252) D, Q, N und fN cl 
im GLeichgewicbte sein , wenn 

wiederum 
l = A G ==h: sin & 

ist. In der Richtung von A G er 
giebt sich 

Pig. 252. 
A G 
i 

: el 

N 
I 
I 
I 
I 

Y Ll,,/liigrnmn ~ 

Fig. 253. 
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So- { 
e D l _____ J.. 
.A 

D cos tl = Q sin ) f'N - c l , 
rcchtwinkUg dazu: N = Q cos H + D sin ), mithin wird 

D ( cos t) + f sin )) = ( Q sin ) f cos O) - c l 
oder, wenn man f mit sin qi: cos qi vertauscht, 

. cos p 
D cos ()po)==(Q sin()pg) ch sin ) 
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atso 

10) D- ·rh2 tg(O-c.p) _ chcosc.p 
- 2 tg& sinttcos(O-cp)" 

Das erste GLied der rechten Seite wird (nach S. 280) fiir 
{}== 45 o + ½ c.p zum Maximum, und man iiberzeugt sich Leicht, 
dass der N enner des zweiten Gliedes, nimlich sin t) cos (0 - c.p ), • 
fiir )= 45 ° + ½ c.p e benfaUs seinen grofsten Werth cos 2 ( 450 - 1/z c.p) 
erreicht; hierdurch wird · aLso das zweite Gtied setbst ein 
Minimum und mit Einbeziehung seines negativen Vorzeichens 
ebenfaUs ein Maximum. Die Neigung der GLeitebene ist bier 
nach diesetbe wie obne Beriicksicbtigung <l.er Schubfestigkeit, 
der aktive Erddruck aber wird 

11) D- 1h
2 

2(450_11 )- chcosc.p 
- 2 tg 2 c.p cos 2 ( 45 () - ½ c.p) . 

Dieser Druck wird zu NuU fiir cine Wandhihe h ==h,, wen 
1 h0 5 c cos <p d 'o"tg (40-ha) • 47, oder cos2 (450 - ½ <p) 

h _ -- ~~OS c.p _ 4 c cos p© 
o -ysin?(450h5 ) ·y(1=sin) 12) 

d. h. auf diese Hohe ha Lt sich der Erdkorper ohne eine Wand, 
h, ist daher wieder die auf S. 277 eingefiihrte Standhohe. Setzt 
man den aus Letzter Gteichung gefundenen Werth 

c cos cp = ½ 1 h O sin 2 ( 45 o - 1 / 2 c.p) 
in GL. 11 ein, so entsteht 

D==\%yh?tg?(450- '±)Brhh,tg?(459 g ) oder 
13) D= \9th(h--h,)tg?(4A9-lg @)== '%kh(hh,), 
wenn wiederum I tg2 

( 45 ° - ½ c.p) = le eingefohrt wird. 
Dieser Druck vertheiCt sich nicht a.uf die g an z e Hohe der 

Wand, sondern nur auf hh,, weil der obere Theil h0 keinen 
Druck erfahrt. Um das Gesetz der Vertheitung zu :finden, ver 
tausche man in GL. 13 h mit z +h, (Fig. 253), dann ergiebt sich 
D,= \%l (e-]h,)z und 

dD Pa,=6+»h,). Fir 
z = 0 wird p = le • 1/z h0 = GD, fiir 
z =h-h, wird p== le (h - 1/"!. h0) = A E, 
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und man erbatt das Drucktrapez A CD E, <lessen nicht paraUete 
Seiten sich bei F in der Mitte der Standh6he h, schneiden. Die 
Neigung der Geraden DE gegen CA ist diesetbe wie im vorigen 
Falte ( ohnc Scherfestigkeit) (S. 280), es ist nur der Schnittpunkt 
beider von B ach F geriickt. Die Rohe e des 13chwerpunktes des 
Trapezes ii.ber der Grundtinie, gtcicbbedeutend mit der Hobe 
des Angriffspunktes von D, findet man teicht zu 

=(6 4 1£y 3 2 h 2 h2 • 

Da e < 113 h, so folgt, dass die Scherfestigkeit nicht nur die 
Grofse des aktiven Erddrucks D vcrmindert, sondern auch 
seinen Angriffspunkt senkt. 

IV. Druck eines tlberhbihten Erdkirpers gegen eine 
StUtzmauer. 

Wird eine Mauer, die zur Stiitzung cines Erdkirpers be 
stimmt ist, mit Erde hinterfiittt, so muss sie <lurch den Druck 
dersetben eine Formanderung erfahren und (wenn auch nur in 
geringem Mafse) ausweichen. Dadurch wird an einer vom Fufs 
punkte des Erdkorpers ausgehenden Gleitebene eine abwiirts 
gerichte Bewegung eingeleitet, welcher sich der volle Gleit 
widerstand entgegensetzt. Es folgt daraus, dass, solange dieser 
anf:ingtiche Zustand erhalten bleibt, die Stiitzmauer nur den 
a kt iv en Erddruck auszuhatten hat. Auf die Scher festigkeit 
der Erde soll im Folgenden keine Riicksicht mehr genommen 
wcrden, so dass wir an der Gleitebene nur mit dem Normal 
widerstande N und der Reibung f N, oder mit dem Gesammt 
widerstande W zu thun haben, wetcher von der Normaten um 
den Reibungswinkel g abweicht. Wen sich aber durch Nach 
geben der Mauer der Raum an ihrer Riickseite vergrifsert, so 
wird das Erdprisma auch an der Wand ein wenig abwirts 
gteiten, wodurch auch an dieser der volle Reibungswiderstand 
hervorgerufen wird. Die Ri.ickseite der Mauer bitdet daher eine 
zweite Gleitfliiche. Dieselbe werde als eben vorausgesetzt, 
dann wird der an ihr auftretende Gesammtdruck, d. h. der gegen 
die Stiitzmauer zur Wirkung kommende Er d d ruck D um den 
vollen Reibungswinkel von der Normaten zur Wand abweichen. 
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Die Krifte W und D mlissen nun dem Gewichte Q des Erd 
prismas das Gteichgewicht batten. 

Ist die Reibungsziffer fur Erde gegen Mauerwerk grofser 
als die fur Erde gegen Erde, so wird dieser Umstand der Sicher 
heit der Mauer nicht zu statten kommen, weil in diesem F'alle 
eine sehr diinne Erdschicht sich an der Mauer festhiingen, das 
Gteiten aber unmittetbar dahinter in dem Erdkirper stattfinden 
kann. Bei geringerer Reibung dagegen zwischen Mauer und Erde 
miisste auch der entsprechende kteinere Reibungswinket in An 
satz gebracht werden. Wir mac hen die Ann ah me, dass der Letztere 
Fall nicht vortiegt, dass atso dersetbe Reibungswinket <p fiir 
diel Gteitebene und fiir die Mauer zur Anwendung kommt. 

Die Riickwand A B der{Mauer (Pig. 254) babe eine Neigung o: 
gegen die W agerechte und eine Hohe h; von dem Punkte B 
steige der Erdkirper unter dem 
natiirtichen Boschungswinket <p noch 
um eine Hohe h1 an und sei dann 
wagerecht begrenzt. 

Man fohre nun einen Schnitt 
AG, so dass Q das Gewicht des 
Erdkorpers ABC G bedeutet. Die 
Krane D, Q und W miissen dann ein 
gescb tossenes Dreieck bitden. Der 
Winkel zwischen (Q und W ist 
wiederum O - cp wie in Fig. 249, 
S. 279. Beziigtich des Winkels 
zwischen D und W ist zu bedenken, 
dass, wen beide Krifte N o rmatdriicke waren, sie densetben 
Winket a. - 0 mit einander bitden miissten wic die betre:ffenden 
Ebenen AB und AG; dadurch aber, dass jede der Krifte von 
der N ormaten um p abweicht, vergrifsert sicl ihr Schnittwinkel, 
um 2 9, betragt daher a - {} + 2 9. Zur Abkiirzung werde 
1) a42¢==e 
gesetzt, so dass a. - {} + 2 <p = E - {}. Der Aufsenwinkel, des 
Dreiccks zwischen den Ricbtungen Q und D ergiebt sich als 
Summe der beiden g·egeniiber tiegenden Dreieckswinket zu a + <p• 
N acb dem Sinus-Satze wird nun 

D sin (0-r.p) 
Q sin(s) 

Fig. 254. 

,- #!4-a.l £ 
' I I ,J. ,o •. ·.· {)•. • 

i;4 
F 
' 1) ! fr 
h 
I i-rcJ· 

[-9-+24 
' 

2) 
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Zur Bercchnung der Ftiiche ABC G zertegt man sie in recht 
winktigc Drciecke: 

ABCG=AEG-~AEF-(BCH- BFH) 
==' (hA hi)2 (cot 0-cota)- 1/2 h; (cot cp-cota); 

dann wird 

Q _ (h + h1)2 J <, h; ( . } r' 3 {votl} cot 77.1jy (Ot-cot'a) . 

Die 3 tetzten Gtieder sind von O unabbiingig, weshatb zur Ab 
kiirzung 

3) 
h? 

cot o: + (h +\)2 (cot cp- cot o:) = m 

gesetzt werden moge, dann wird nach Gt. 2: 

D_ (h+h,) (cot)m) sin()- ©) 
=Y g sin(s-0) 

Weit aber die Abgeteitete hiervon nach {} gteich Nutt gesetzt 
und daraus ) bestimmt werden muss, so empfiehtt es sich, ) nur 
mit ein er trigonometriscben Funktion auftreten zu Lassen; man 
entwickete daher sin (& - qi) und sin (E - 0), fohre durcb ge 
eignete Division und Muttiptikation mit sin t), sin qi und sin E 
Attes mogticbst auf Cotangenten zurlick und erhiitt 

4) D= (h+h,)2 sincp (cotO-m)(cotcp-cotO) 
1 2 sin e cot )> cot E 

Der Letzte Theit dieser Gteichung ist eine gebrochene Funktion 

von O; schreibt man diesetbe r ~!:() , so ist die Bedingung for 

Maximum: 
5) 

6) 

F (0) f' (0)- f (0) P' (0) =0 
f(&) f'(&) --- -hi= I F(O) - F'(O) . 

oder 

Flihrt man die in Gt. 5 angedeuteten Abteitungen aus und 
d» · 

berlicksicbtigt, dass d ( cot O) = - sin 2 0 ist, so entsteht nach 

geeigneter Zusammenziehung: 

7) cot A)=== cot E + V( cot qi - cot e) ( m - cot e). 
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(Da < a, aLso auch lt < a. + 2 cp = e, mithin cot 1) > cot e sein 
muss, so ist nur das po si ti ve Zeichen vor der Wurzel, brauchbar.) 

Den Werth von cot t} nach GL. 7 hatte man nun in GL. 4 
einzusetzen. W eiL aber in dieser die Grofse cot (t dreimal, vorkommt, 
so ist es bequemer, nach GL. 6 statt der urspriingUchen Bruch 
funktion den Bruch der /Abgeleiteten von Zihler und Neuner zu 
benutzen. Es wird namUch 

D=,h 4h,)? sing f"(0) 
2 - sine F'(lt) 

cot &-m cot cp-cot t} 
(h + 11 J 2 sin cp sin?) sin 2 [} 

=')' 2 sine l _ 

oder 
sin? 

(h + h ) 2 sin cp D=-r s shh, (ote 4m-2 cot ). 
Hierin kommt cot{} nur ein Mal, vor, ist daher Leicht einzusetzen 
und giebt 

(h-\h,) sinp [ ? ] 
D==Y g sins [0t4-m-2cote-2J/(cot@-cots)(m-cots)]; 

was 

8) 

sich kiirzer schreiben Lasst *): 

(h+h )2 sin { - }2 D = 1 2 
1 cp V cot p= cot e -V m - cot s , 

Slll e 

worin s== a. + 2 cp und 
hv 

m=cota +(j, 1,j» (®ot - cot a). 
Erdkorpe1· ohne Ueberhohung (Fig. 255), Fir h,== O 

wird m=== cot a, daher (GL. 7) 
9) cot==cots 4/ (cote cote) (cot a cot s) 
und 

10) h2 • J }2 smr.o - •-- D = 'Y -2 -.-' IV cot cp - cote - V cot a - cote . 
Slll e 

Jetzt kann D wieder in der einfacben Form 
D=1/zlch2 

) K. v. 0 tt, Vortrlige liber Baumechanik, 1. Autl., I. TheiL, S. 27. 
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geschricben werden; daher wird das Gesetz der V crtheiLung des 
Druckes D iiber die Hohe dcr Wand wieder ein Dreieck von 
der Grundlinie kh, und es muss der An 
griffspunk t M von D wiecter in der H6he 
11) c = 113 h Liegen. 

Steht die gedriickte WandfLache auch noch 
lothrecht, ist also a= 900, so wird 

cot '1. = 0, E = 90 o + 2 qi , 
mitbin 

l•'ig. 255. 

"' 
--:.,a- 

' 
,,J..,:;;,~;;,,;..;;;,,,,. , i - - 

, 7,1,, 

cot E = - tg (2 qi) , sin E = cos 2 <p und 

4" "g ore +e?»-Vis24)' cos (fl 

was sich aber auch zu 

12) 

oder zu 

1 h2 cos <p 
='3 ( 1 + V 2 sin «) 
h? V14f° 

D= 'g a(y+V»a+r 

zusammenzichen lisst, worin f = tg qi . 

Fiir qi = 30 o wird nach GL. 12: 

cos cp O k=1(} /rs y==or; 1 + 2 sin p 

und D = ½ . 0,297 ·, h2, wahrend sich oh n e Reibung an der 
Wand D = 1/2 • 1/s I h2 ergab (S. 283). 

Die Gt. 10-12 miissen auch fiir Wasserdruck getten. Es wird dann 
zunachst • = 'J. und nach Gt. 10 

h2 sin q, Th? cos q, - sin pg cot a 
D==Yo ,± '(cotg--cota)=='o ;; 3 srn o. ' sm a 

setzt man hierin p== 0, so entsteht richtig 
y h? 

D gsin@ ' 

Unbegrenzt ansteigender Erdko1·per. Fiir h1 = 00 wird ,= l, mithin m = cot cp und (GL. 7, S. 287) h+ I 
13) cot n = cot ,:, , oder {} = cp , 
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d. h. die Gleitfliche ist in diesem Falle mit der natiirlichen 
Bischung parallel (Fig. 256). In Gl. 8 wird fiir m== cot g der letzte 
KLammerausdruck Nutt, der Faktor (h +h,) 
aber unendLich, so dass D zunachst in der 
unbestimmten Form oo • 0 erscheint. Um 
hierfiir eine bestimmte Grofse zu erhatten, 
muss man fii.r m den urspriingLichen Werth 
(GL. 3, S. 287) einftihren und muss den Faktor 
(h-]h,)? durch den Divisor 1:(h 4-h,) 
ersetzen, damit die Form O : 0 entsteht. 
Es ist dann 

Fig. 256. 

:? 
- 4f 

. {Vcotcp-cot;-Vcota.+(, +h!h )ccot'f-COta)-cotcl
2 

DY smp h .· 
-2~E ._1_ f 

h4 h, 
In dem (bis jetzt unbestimmten) KLammerausclrucke sind nun 
ZahLer und Nenner mit ihren Abgeleiteten nach der Grifse h, zu 
vertauschen; fiihrt man dann wiederum h1 = oo ein, so entsteht 
nach entsprechender Kiirzung Iler bestimmte Werth 

D- 1h2 sincp (cotcp-cota.)2 
- 2 sins cot cp - cots ' 

wofiir man mit E = a. + 2 cp auch schreiben kann 

14) D th 2 1 - cos 2 ( ) 
2 (1-cos2a)sin(+ ©)' 

Wiederum erscheint D in der Form 1/z le h2, so dass die 
DruckvertheiLung wieder durch ein Dreieck darstellbar ist und 
der Angriffspunkt M in der Rohe e = 1fa h Liegt. 

Fiir eine Lo thr e ch t.e Wandfliiche oder a. = 90 o wird 
15) D = ½ 1 h2 cos cp, 
was fiir p== 30 o D = 0,4331 h2 giebt ( etwa 3 mat so vieL wie 
bei h, == 0). 

Endliche Ueberhihung des Erdkorpers. Hat h, irgend 
einen end Lichen Werth, so giLt fur den Erddruck die GL. 8 (S. 288). 
Bei der AbLeitung derseLben wurde in Fig. 254 vorausgesetzt, 
dass die GLeitebene AG rechts von dem Punkte C Liegt, denn 
andernfaUs wiirde das abgleitende Erdprisma nicht durch ein 
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Viereck dargestcUt. Von der Richtigkeit dieser Voraussetzung 
(fal,Ls B C unter rlem natiirLicl1cn BosclrnugswinkcL q, austeigt) 
kann man sich in jedem besondcren FaUe Leicht iiberzeugen, 
indem man {} nach GL. 7 berccbnet und mit der Neigung einer 
Geraden A C vergLeicbt. Man wird dann stets iinden, dass die 
Annabme zutreffcnd war. Nimmt man namLich eine bestimmte 
Ueberhihug h, an, Lasst aber die in Betracbt kommende Mauer 
hihe h von NuU an stetig zunehmen, indem man den Fufspunkt A 
an der Wandflziche allmihlich nach uten verschiebt, so ergiebt 
sich fiir h== 0 <lie GLeitfLache paraUeL der natiirLichen 13oschung 
(weil dam I Gt. 13 giU), t mit wacbsendcm h wird aber cot fl 
k.Leiner und fl Langsam groJ'.ser, wobei sich jcdoch '.die verschiedenen 
Gtcitebenen innerhaLb des Erdkirpers nicht 
durcbscbncidcn (Fig. 257). 

Augriffspunkt des Erddruckcs. 
Die Beziebung zwischen D und Ji in GL. 8 
ist cine verwickelte, weil in m auch noch 
die Grofse h vorkommt; die Druckvcr 
theiLung geschieht daher nicbt mehr nach 
einer DreiecksfLachc, und der Angriffspunkt 
des Erddruckes liegt in FoLge dessen auch 
nicht mehr im unteren Drittelspunkte der 
Wand ; man kann ihn aber stets in foLgender Weise bestimmen: 

Betrachtet man von der Wand nur das Stiick B .J = z - 111 
(Fig. 258), so kann man den auf BJ kommenden Druck D, be 
rechnen, indem man 
in Gl.8 h 4- h, mit 
z vertauschit. Trigt 
man diese Werthe D, 
in der Wagerechten 
dnrch die zugchorigen 
Punkte J der Wand 
von ciner Lothrecbten 
A,B, ab, so erhilt 
man cine Kurve B, E,, 
weLche man, zum 
Unterscbiede von der 
Druckvcrtbeitungsfigur, 
kan, und welche als 

Fig·. 257. 

.Fig. 258. 
- ~---·f.--------- - 

: h, 
--··- B, ------------ .B2 

D,, .1 
=1f "o, 

---- ~--o 

die Gesammtdruck-Kurve nennen 
IntegraLkurve jener zu bezeichnen ist. 

Keck, Elasticitiitslehre. 20 
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Zur ErmitteLung des Angriffspunktes von D kann man sich diesen 
Druck und die sammtticben Theite d D desseLben um ilue An 
griffspunkte an der Wand gedrebt denken, bis sie wagerecht Liegen. 
Dann giLt die MomentengLeichung 

j·•=h+ht ) De=+h,- ). 

Lasst man aber z um dz wachsen, so entspricbt der Abscisse 
z +dz ein Kurvenpunkt K,, und der Grundriss von J1 K1 steUt 
d D dar, wahrend h + h1 - z die I-lobe des Punktes J, iiber der 
Grundlinie 4, E, ist. Der in der Figur schraffirte Lothrecbte 
FLachenstreifen hat daber den InhaLt d D (h h,- z), und das 
IntegraL in Gt. 15 bedeutet den Flicheninhalt von 4,B,E,. Ver 
wandeLt man diese Fliche in ein Rechteck von der Breite A1 E1 = D, 
so ist dessen I-lobe nach Gt. 15 das gesucbte e. Man kann hier 
nacb aucb scbreiben: 

lG) 
sh-]- hy 

De= \D,dz, 
hy 

In aUen FaUen, wo die einfache Beziehung D = 'h lch2 g·iLt, ist die 
Kurve B1 E1 eine Parabet mit dem ScheiteL B1, clas Parabetclreieck hat 
dann den Inhatt 1/3 h • A ,E,, und es wircl e ==lg h. 

Setzt man in Gl,. 8 
sin 'f' ·1 -2-.- (cot 'f' - cote)== B, 
Sill E 

cot p cot a 
cot 'f' - cot. C, mi thin 

cot,, - cots_ 1 _ C cot 'f' -- cots so wird 

-- - ') 2 

n=woo,(1-/1-c+,4.3,¢) «a 
D,=B(z-V z2(1-C)+h~ c)2; daher 

»g (z-V z2 (1- C)+h; c)(l- - z(l =:-£)_ -=-)· 
dz d-c)4id 

Hiernach konnte man auch die Druckvertheitungsfigur zeichnen. Besonders 
wichtig ist, class fiir z ==h, p== 0 wird, dass also diese Figur wiederurn 
eiu Dreieck A2B2E'2 ist, dessen eine Seite aUerdings durch eine krumme 
Linie gebitdet wird. Diese hat oben bei B2 eine Neigung clp: dz, wetche 
gleich dem Werthe k fiir unendliche Ueberhihung sein muss; nach unten 
nahert sich diese Neigung mehr und mehr demjenigen Wertho von le, 
welcher dem F'alle h,== 0 entspricht. 
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Weil fiir z==h, die Abg·eteitote dD:dz=0, so ist die Kurve B, E, 
bei 131 Loth rec ht g·erichtet. 

Fi.ihrt man die angedeuteten ErmitteLungen durch, so findet 
man, dass die Hohe e des Angriffspunktes von D je nach der 
Grofse der Ueberholnmg h1 und des ReibungswinkeLs qi zwiscben 
1fa h und etwa , h schwankt. (Fiir h,== 0 und h,== = hatte 
sich ja 1fa h ergeben.) Man darf dafur in aUen FaUen mit 
geniigender Annaherung 

e -= lfa h 
setzen und kan 
W ertbes ersparen, 
festigkeit besitzt, 
Lassigt wurde. 

Lothrechte Wand 

sich die miihsame Berechnung des richtigen 
weiL ja das Erdreich fast immer etwas Scher 
deren giinstige Wirkung hier ganz vernach- 

a. = 900 wird cot a. = 0, 
daher (GL. 8) 

mit iiberhohtem Erdkorper. Piir 

90 o 2 h; s= + #o (k--ky» ?3 

#( ye» 9 / 42 17)D= s 3+j cos2sj ®oto 4tg2g-}(4ny» # + tg 2 #} 

Setzt man D = I/~ lch2, so erhatt fUr <f' = 300 und flir verschiedene 
Verhiiltnisse h,: h folgende Werthe fiir le: 

h, 2D .!!'..!_ 2D » le= ~ h lc=v 

0 0,201 r 1 0,008 r 
O,1 0,353 1 2 0,102 r 
0,2 0,400 y 3 0,us 
O,:1 0,410 7 4 0,71 p 
0,4 O,475 r 5 0,789 "'/ 
0,% 0,505 "'/ 6 O,199 r 
O,G O,53l "( 10 O,822 r 
0, 0,554 1 CX) 0,866 1 
0,8 O,&14 r 
O,n 0,,,92 r 
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V. Zeichnerische Bestimmung des Erddruckes. 
Die Berecbnung des Erddruckes nach den vorstehenden 

Formeln ist verhiltnismifsig umstindlich; daher ist das nach 
fotgende, von Re bban n *) angegebene, zeichneriscbe Verfahren 
sehr werthvo Lt. 

Die Wand sei eben, der Erdkirper oben <lurch eine betiebige, 
rechtwinklig zur Bildebene stehende Cylinderfliiche B C begrenzt. 
Der Wink.et, um welchen der Erddruck D von der NormaLen 
zur Wandfliche abweicht, kam noch unbestimmt (von p ver 
schieden) gelassen und mit bezeichnet werden (wobei die 
Ricbtung der Abweiclrnng so gedacbt ist, wie sic bei abgteiten- 
dem Erdkirper auftritt). A G Fig. 259. 
sei die Gteitebene (Fig. 259); 
dann batten sicb an dem Erd 
prisma AB G die Krifte Q, D 
und W im Gteichgewicbt und 
biLden das Kraftedreieck E L H, 
welches sich dadurch von dem 
entsprechenden Dreieck in Fig. 
254, S. 286 unterscheidet, dass 
der tinksseitige Aufsenwinket hier , 

€O, 

a.-\- ist. i' 
Die for die GteitfLacbe :mafsgebende Bedingung dD:d== 0 

oder d D = 0 .d 
kann nun so gedeutet werden, dass, wenn die Schnittebene 
(nebst elem daran auftretenden Widerstande W) um d a ver 
dreht wird, die Kraft D ihre Grifse beihehiilt. GAG, sei 
dieser Winkel d, im Kriftedreicck durch EH J dargestellt; 
dann ist J L JI das Kraftedreieck ftir das Gteichgewicht des 
Kirpers 4 BG,.. Das Stiick EJ, um welches Q sich vermindert 
hat, ist hiernach gleich dQ==r·4GG,. 

E HJ und AG G, kinen als unendlich kleine Ausschnitte 
mit dem Centriwinket d {} angesehen werden und verhatten sich 
daher wie die Quadrate der Radien, cl. h. 

EH.J EII2 1) 

) Re b hann, Theorie des Erddrucks und der Futtermauern. Wien 1870, 
s. 309. 



V. Zeichnerische Bestimmung des Erddritckes. 295 

EH J und EHL verhaLten sich aber wie die Grundlinien E .J 
und EL oder wie dQ und Q, also 

E HJ_dQAGG, 
EHL Q ABG' 

verbindet man dies mit Gt. 1, so cntsteht , 
EHL EH2 

ABG AG 
Man kann abcr Leicht ein dem Kraftedreieck ahnLichcs Drei 
eck zeiclmcn, weLches zu ihm in dem linearen Verhiiltnisse 
AG: EH steht; man lege niimlich durch A die natti.rLiche 
Bischung A N, so dass 4,- G A N = 0 - <f' wird, ziehe dann G N 
so, dass a.+ o bei N aLs Aufscnwinkel, des Dreiecks AG N er 
schcint, dann ist dieses mit dem Kriftedreieck winkelgleich, 
und fiir ihre Inhalte gilt 

EHL EH2 

AG N AG" 
Die Verbindung der beiden Letzten Gteiclrnngen ftihrt auf 
2) AGN==ABG. 

Die G Leichhci t der Flichen AG N und AB G ist 
aLso die Bedingung fur die GLeitebene AG. 

Im Kriiftedreieck ist 
D LH 
a L 

in demseLben VerhaLtnisse stehen aber in dem ihnlichen Drei 
ecke A G N die Seiten G N und A N, so <lass 

GN GN GN D=@·gy-AB6- yr·4GN gy 
wird. Das Dreieck A G N lisst sich aber Leicht in dem Ver 
hiltnisse G N : AN verkLeincrn: Macht man NP= NG und 
zieht PG, so ist P G N: A G N = P N: AN 

atso ist 
3) D=·r-PGN, 
d. h. der Erddruck D ist gLeich dem Gewichte eines 
Erdprismas von Querschnitt PGN. 

Bei lJeLiebiger oberer Begrenzung BC zeichne man hiernach 
die natiirliche Bischung durch A, ziehe nach dem Augenmafse A G 

=GN:AN, 
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und priife nun die Gteichheit der FLachen A B G und A G N, 
welche man nach einigen kleinen Verschiebungen von G mit 
geniigender Genauigkeit erreichen kann. 

Die Gerade G N, welche mit AN den Winkel a + o bitdet, 
schneidet die Wagerechte offenbar unter dem (um <p grofseren) 
Winket a+ o + q,. Die Richtung von G N ergiebt sich daher 
Leicht, indem man an die Wandfliiche A B (Fig. 259) (welche gegen 
die Wagerecbte die Neigung a hat) bei A den Winkel, o + <p 
nach aufsen antriigt (fiir %==p also 2g). 'Zu dieser Ste\lungs 
linie ist dann G N parallel zu ziehen. 

- Bei ebener Erdoberfliiche lisst sich die Gteitebene un 
mittelbar finden (Fig. 260). Hat sie nimlich die Lage AG, und 
muss also A B G = A G N 
sein, so ist die Rohe dieser 
beiden Dreiecke mit gemein 
samer Grundtinie A G die 
gleiche. Daraus folgt, dass, 
wenn NP =I= A G gezogen 
wird, 

Fig. 260. 

BG== G F 
sein muss. Trigt man den 
Winkel, o + <p dies Mat bei 
B an die innere Seite der 
Wand, so dass BK die Stet 
lungslinie wird (z welcher G N parallel sein muss), so erhilt 
die Figur nun 2 Paare von Parallelen, woraus sich fotgende Ver 
hiltnisse ergeben: 

GF AN BG KN 
GE A E uud GE - N 

oder, weil BG== GF, 
AN KN AN-AK 
A NR AE-AN' 

Dies giebt AE· AN-AN2= AE · AN--AE- AK oder 
4) AN?==AB·AK, d.,h., 
der Punkt N ist so zu bestimmen, dass AN die mittlere 
Proportionate zu AE und AK ist. Man bescbreibe daber 
iiber A E einen Halbkreis und ziehe durch K die Rechtwinktige 
KR zu A E, dann ist AR== A E. AK. Man braucht sonach 
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nur AN=AR zu macben; zieht man dann NG=t-BI(, so ist AG 
die Gteitebene. Das Erddruck -Dreicck PG N ergiebt sicb, 
wie vorber. 

Wihlt man auf der WandfLache einen anderen Punkt an 
Stette von A, so entsteht eine mit Fig. 2GO vottig ahntiche Figur. 
Bei ebener Oberfliiche B E sind demnach die Gleitebenen fiir alle 
Stetten der Wand mit einander parattet; die Fliche des 
Dreiecks PUN ist mit AB2 proportionat, der Erddruck atso von 
der Form D = 1/2 k h 2• Hiernacb ist die Darstettung der Ver 
theil,ung des Druck.es i'tber die Wandhihe cin Dr eieck, dessen 
Grundlinie kh man erbatt, indem man PG N in ein Dreicck von 
dcr I-fohe h verwandeLt. 

Ist der Punkt E fiir die Zeicl111ung· Hicht verwendbar (Fig·. 261), 80 

zieht man durch J( cine Parallele K K, zu BE und kann nuu den Halb 
kreis iiber A B zeichnen und K, R,A AB 

9 Legen; dam ist AR,==AB·AK,]. Macht 
man daher AN{==AJR,, so sind die 
Strecken zwischen den Punkten A, JC1, 

N, und B proportional denen zwischen 
A, K, N nnd E, so dass eine ParaLLel,e N, N 
zu BE den Punkt N Uefert. Bei dieser 
Vergri:>faernng der proportionaLen TheiLe 
wachsen aber auch die Fehler, so class es 
rathl,ich ist, zn priifen, ob auch N und B 
gLeich w-eit von der G1eitebeno AG abstehon. 

Hat die0berfliche die natiirliche BUschungp(Pig.262), so fillt 
E (Fig. 260) in unenclUche IF'erne, und es wirel auch AN==oo, mithin auch 
BG==oo, Die GLeichflache ist also von A 
nach dem unendlich fernen Punkte der Ge 
raden BE zu ziehen, fiiUt sonach rnit AK 
zusammen. Das Erddruck-Dreicck wiirde nun 
nach elem bisherigen Verfahren in unendLiche 
Ferne rlicken, kann aber, weiL GN und BK 
jetzt zwischen Par a LL e Le 11 Liegen, aLso 
gLeich sind, anjeder beLiebigen SteUe zwischen 
diesen Parallelen gezeichet werden (Fig. 262). 

Ist der Querscbnitt des durch die 
GLeitebene abzutrennenden Erdprismas 
nicht ein Dreieck, sondern ein Viereck (Fig. 263), so kann 
man, weil es (Fig. 259) nur auf die Grilse, nicht auf die 
Form der Fiche AB G ankommt, das Dreieck ABC (in 
Fig. 263) in ein solches AB,C verwandeln, dessen Spitze B1 auf 

-------- --N , 

Fig. 262. 
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der VerUingerung von EC tiegt. Damit 
werde, hat man durch B1 eine ParaLtete 
Unie BD zu ziehen und nun den Punkt 
K wie in Fig. 260 zu benutzen. In 
diesem Falle findet die auf S. 297 
besprochene Gleichhcit der Verhiltnisse 
bei anderer W aht des Punktes A auf 
der Wandfliche nicht mehr statt, und 
es ist nicht mehr D = 1J2kh2 (vgt.S. 291). 

EinfLuss einer Betastung der pd 
OberfLache. Fiir den Grenzzustand 
der Ruhe des Erdkirpers ABG (Fig. 2G4) gitt nach dem Krifte 
dreieck in Fig. 259 (S. 294) die Gteichnng 

D==Q sin()-g) 
sin ( a + o + '-? - D) · 

nun AB,G== AG N 
B, K zr Stellings 

Fig. 263. 

B, y2kc=s 

Q bedeutet darin das Gewicht des Erdk.orpers A BG, und die 
Gteitebene AG ist bestimmt durch die Bedingung d D : d O = 0. 
Beriicksichtigt man aber auch die 
gleichmifsige Belastung der ebenen 
Oberfliiche, so kommt statt 

Q==·;ABG nun Q,==;AB,G 
in Frage, wobei der Punkt B, in 
der auf S. 276 behandetten Weise 
zu finden ist. Es wird atso 

---f 
-: 'i 

--------- 
' I 
I 

-'-'-'---"'-'"'------------:[(: ; 'H 

d. h. das Verhiiltnis Q,: Q ist von {} unabhangig, und D muss 
in demselben Verhiltnisse wachsen. Dara us fo tgt, d ass die 
Neigung ) der Gleitebene durch das Hinzukommen 
der Betastung sich nicht andert, vietmchr ganz so 
ermittett werden kann wie ohne Betastung. 1st mithin 
ohne Betastung D = ½ kh2, so wird mit dersetben 

wenn 

( BB2) ( t.h) D 1 = D 1 + AB = D I + ,, ½ k h (h 4 t,. h ), 
\h== 2 q cos ~ sin a 

r sin(a3)' 
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Vertauscht man h mit z, so ergicbt sich D, == ½ le z (z + ti h) und 
dD 
dz = P = k (z + ½ 11ft). Die Dan,tettung davon ist ein Trapez, 

dessen nicht paraUete Seiten sich in der Rohe des Punktes E 
schneiden, in wetchem B B1 die Oberftache de.r Belastung trifft. Das 
Dreieck DJ JC steUt die Druckvertheitung dar, wenn die Last 
fehLt; der EinfLuss der tctzteren wird durch das Hinzukommen 
des Rcchtecks FDJ JI beriicksichtigt. Der Angriff'spunkt von D, 
liegt i der Rohe des 'rrapez-Schwerpunktes S, atso oberhatb 
des unteren Drittets der Wand. 

VI. Berechnung der StUtzmauern. 
Fiir die Standsicherheit der Stiitzma11er ist mafsgcbend, dass 

in den Fngen wcder ein Abgleiten noch ein Ueberschreiten der 
zulissigen Druckspannung vorkomme. In den meisten Fatten 
ist die untcrste Fuge des freistehenden 
'l'heiLes der Mauer die am meisten ge 
fihrdete; diese moge daher betrachtet 
werden; doch giLt das Rechnungsver 
fahren anch fi.'tr jedc hoher Liegende 
Fugc. Die Richtung der Fugen ist einst 
weiLen wagcrecht gedacht (Fig. 265). 

Der Erddruck D mige nach dem 
Vorhergehenden vollstindig ermittelt sein 
und von der Normalen zur Wandfliche 
um den voUen Reibungswiderstand 9 
abweichen. Mit ihm setzt sich das Ge 
wicht G der Mauer, dessen Richtungstinie 
in dem Abstande g an A vorbeigehen moge, zu der MitteLkraft R 
znsammen. Letztere schneide die Fuge in dem Punkte U mit 
dem Abstandc t von der Aufsenkante D und bitde mit der Loth 
rechten den Winkel 3. 

Zertegt man D in wagerechte ud lothrechte Seitenkrifte X 
und Y, so ist, wenn a den (in der Figur stumpfen) Neigungs 
winket der Wand bcdeutet, 

X==Dsin(a ©) und Y==- Dos(+ 4) 
(weit D mit der· Lothrechten den Wink.et a+ qi biLdet). Die 

Fig·. 265 
··T--,.C- C 1,J_ __ =,------- 

] a : t 
I : I 
! I I 
{ I 
! i \ 

I 
I 
} 
} ¢ { 
' I I y ] ! 

[eoo_po±Sy' 
D «-g--s 

' I ' G ' [-<----- -----d--+I 
V' 
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wagerechte Seitenkraft von R ist dann T = X = D sin ( a + 9), 
die Lothrechte N = G + Y ==G- D cos (o: + 9) und 
1) us/'_ Dsi (a + e) 

g 1 
- N - G - D cos ( o: +)' 

Die Lage des SpannungsmitteLpunktes U der Fuge findet 
man mitteLs der MomentengLeichung in Bezug auf A. Das 
Moment von R ist gLeichbedeutend mit dem von N, nimlich 
N (d - t), das Moment von D gleichwerthig mit dem der normalen 
Seitenkraft gegen die WandfLache, namLich D Cos · __ !_ . Da- 

' SI a 
e her wird N(d- t) = Dcos 9-.- + Gg oder sm -:1. 

2) 
Gg + D,PS? 

d- t= sm o: 
G - D cos (a + 9) 

Legt man einen trapezformigen Mauerquerschnitt zu Grunde, 
wobei a und a, die Grundrisse der Seiten AB und CD sind, so 
kann das Trapez als Unterschied des voUen Rechtecks d h 
und der Dreiecke ½ a h und ½ a1 h betrachtet werden, so dass 

G = ½ 11 h (2d a - a,) und 
Gg==\gr,h(@? g@?-«,[d-- \g@,\) 

=»th(d?a,d4 g[a}-@\), 
wenn y 1 die Dichte des Mauerwerkes. Hiernach wird aus Gt. 1 
und 2: 

3) 

4) 

t _ D sin ( ,z + (fl) 
g ~ - 1,2 ·, 1 h (2 d - a a,)- D cos (,1. + cp) 
g(a»«,a4%[@;=«)4 pg 

1 2 I I Slll r1 
d-t=-~-~~~---~----~-~- 'gr,h(gda--@,)- D cos (a + pg) 
Die Gefahr des GLeitens ist meist nicht mafsgebend fiir die 

Sicherheit der Mauer, weil man ihr Leicht durch Neigung der 
Fngen entgegen wirken kann; bestimmend ist vielmehr die Lage 
des SpannungsmitteLpunktes U und die Grif'se des NormaL 
druckes N, ans weLchen dann die VertheiLung der NormaLspannungen 
sich ergiebt. Es ist meistens nicht erforderLich, dass der Punkt U 
innerhaLb des Kernes, also des mittLeren Drittel,s der Fuge, 
bLeibe; die stirkste Druckspannung a" bei D erreicht den zu- 
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Uissigen Werth hiiufig erst, wenn U aufserhatb des mittteren 
Drittets ticgt. Dann ist fur a", die Formet 

o) 

(vgl. S. 156) mu benutzen. 
Man kinte nun fur a" den zulissigen Werth setzen, Gt. 5 

mit Gt. 4 verbinden und daraus d berechnen; dann wiirde sich 
aber eine sehr tange, unbequeme Formet ergeben. Zweckmafsiger 
ist es, vorliufig die Bedingung zu steUen, class der Spannungs 
mitte tpunk t gerade an der Grenze des mittteren 
Drittets Liege, damit ein Oeffnen der Fuge noch eben ver 
mieden werde; hiernach bestimmt man die Mauerstirke einst 
weiteu, prUft dann mittets Gt. 3 und 5 die Sicherheit gegen 
Gleiten sowie die stirkste Spanmung und verindert darnacl 
ndthigenfalls noch die Breite d. 

Setzt man nach diesen Erwiigungen d - t = 2/3 d in Gt. 4 
ein, so erhilt man eine nach d quadratische GLeichung 

c) aw + 2a(""% 21cos(a +®l)a; a»..5eosg 
~ "( 1 /t "'( 1 /i, Slll r;. 

Be is piel: Eine Stiitzmauer kehre einem iiberhihten Erdkirper 
eine l,othrechtc Fl,ache zu (es soi a=9O0, a=O). Der Reibungswinkel, <p 
des Erdreiches betrage 30 o. Mauerhohe und Ueberhihung h, seien beide 
gteich 5 m und der aui'sere AnLauf a1 der Mauer 1/5 h = 1 m (Fig. 266). 

Dan ist nach der Tabelle auf S. 293 
D==l[,7·O,6osh? ; cos (a]=p)==- sin30==-0,5; sin(a-]-p)==cosp==0,866. 
Nach GL. G wird, wenn man e = I/3 h setzt (vgL. S. 293), 

( 
h + 2. O,6os I h2 • 0,5) h.2 + 2 • O,uos, h2 • 0,866 oder 

d
2 + 2 d 10 2 11 h = 25 2 I I 

(!:_) 2 + 2 ~ (o,, + o,304l) = O,04 + O,52s i . ' 
h h Yi Y 

Es moge 1 cbm Erde , = 1600 kg wiegen; eine Mauer aus ZiegeLn ist etwa 
ebenso schwer, so dass dann 1: 11 = 1; flir Bruchstein-Mauerwerk kann 
11 = 2000, aLso 1: 11 = O,s gesetzt worden. Die Annahme 

1 = 11 Liefert d = 0,449 h, 
p==0,8 7, aber d==0,417h. 

(Das Gewicht G der dichtorcn Brnchsteiomauer Liefert mit D eine MitteL- 
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kraft R, die mehr nach rechts Uegt, aLso eiuer 
SpaunungsmitteLpunktes U entspricht und deshaLb 
dicke d erfordert.) W::i.h1en wir hiernac!f1 Brnch 
stein, so wird 

d = 0,417 • 5 = 2,085 m 

oder rund 2»; die obere Breite betragt dann 
1». Bei dieser Stirke geht R ungefahr clurch 
die Grenze des Kernes. Es wircl 

G==1,5 p,h== 7,s r5 
D sin (a+ <p) = ½ 1 h2 • 0,608 • 0,s110 = 6,58 r; 

D cos (a+ cp) = - ½ r h2• O,ll08. 0,5 = - 3,5 "/; 
6,58 r daher (Gl. 1) tg ~ = 7 _ + 3, = etwa 0,5, ,o 11 · ,o '( 

d. h. ~ = 27 o. Dieser Winkel ist angemessen, 
da man bei Mauerwerk 27 bis 309 als Ab 

giinstigeren Lage des 
eine geringcre Mauer- 

J 
if-2,1 

weichung zuUisst. Wen hier t annaherncl = Ifs d, so wircl die starkste 
Spanuung 

cr" = 2 • 7 15 I I + 3,5 '/ lO d 3Yr 
Eine Druckspannung·, aLs n-faches von der Dichtigkeit des betr. K6rpers 
dargesteUt, bedeutet offenbar diejenigo gLeichmafsige Spaunung, weLche 
in einer Siule von n Meter Hohe durch das eigone Gcwicht an cler Grund 
fliche entsteht, und es kann n die Spannungshohe g·enannt werden; 
hier aLso l0,3m_ Fiihrt mau 11=2000 ein, so ergiebt sich a"=20600; dies 
bedeutet hier Ki"Logramme f. d. qm, wen aUe Mafse in Metern eiug·efiihrt 
wurden. GLeichbedeutend damit ist d'== 2,06 • 

Die Anstrengung des Mauerwerks ist hiernach (auch fiir Bruchsteine) 
cine sehr g·eringe, wahrend die Sicherheit g·egen GLeiton den Anfordorungen 
etwa entspricht. W enn man aber die Fugen schrag steLLt 
und dadurch die Gefahr des GLeitens vermindert, so 
konnte man die Mauer wohL schwacher haLten. SteLLt 
man die Fugen rechtwinkLig zur AufsenfLache, so be 
kommen sie etwa 11112° Neigung, uncl die Richtung von 
R nihert sich dadurch um diesen Winkel der NormaLen 
zur Fuge. Wir wo LLen daher versuchsweise d = 1,G m 
wihlen (Fig. 267) und tg 3 nebst a berechnen. 

Die obigen, fiir wagerechte Fngen abgeLoiteten 
GLeichungen konnen wir auch jetzt beibehaLtou, weiL 

cos 11 ½ 0 = 0,98 

Fig· 267. 

« f, 
!;{' : 
:it~: 
rp'> 
~:-:',,. 
'@ 

nnr wenig von der Einheit abweicht. 
Es ist jetzt G = 5,511; nach GL. 4 wird 

d-t-- lf2115(l,r;2-l,6+1/sl+7,1;1•5/s•O,86G l ~~-~---,,-~-'-----c~·c,--~~- - ~ I Ill ,5 ,-{-8,5y 3¢ · 
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Der Abstand des Spamumgs10itt0Lpnnktos von dor Aufsenkante betrligt 
ur t==1,6- 1,41==0,16, die wirksame Fugenbreite 3t==0,48, und auf 
1,u - 0,48 = l,12 m Breito ist die Fuge unwil'ksam (offnot sich). 

Nach GL 1 wird 
6,58 Y tg3==. '.',==0,63: 3==3g0, ,,{-8,5} r " 3 

dies ist nicht zu vieL, woiL es weg·en der Neigung der Fug·e nur einer Ab 
weicliung um 32-11 ½ = 20 ½ o von der Norma Len cntspricht. 

Die starkst.e Spannung· wird 
" = _g_ 5,s I I + 3,s I_ - 34 . ' - 79 200 ~ 3 0 l6 - .,r, i1 - 

oder 7,02 at, Dies ist beinahe 4 Mal so vioL wie im vorigen FaLLe; der 
jetzt vorliegende Mauerquerschnitt ist aber besonders deshaLb unbrauchbar, 
weiL der SpannungsmitteLpunkt der Aufsonkante zu nahe 
Liegt; eino nur geringe Vergrofserung des Erddruckcs uncl 
cine daraus foLg·onde nur geringe Verschiebung jenes 
Pnuktes wlirdo clie Spauuung sehr bedeutend vergrofsern 
kinen (s. S. 156). 

Wahit man aber @==1,s (Fig.268), so wird G==6,57,; 
man orliiiLt dann t ==0,33 ; 3 t = O,oo m; auf O,s1 m Breite 
ist die Fuge unwirksam. Ferner ist tg3==0,566 also 3== 291/,0; 
o"= 18,s ·r1 = 37 600 l<g/qm = 3,76 at. (Es ist bemerkcnswerth, 
class jetzt die Spannung noch nicht lw.Lb so grofs ist wie 
im vorigen FaLLo.) Diose Mauer dlirfto zur Ausftihrung 
geeignet sein; doch kanu man clas uuwirksame Sttick 
clerseLben zum TheiL fortLasseu (otwa rechts von der punk- . 
tirten Linie), was dann freiLich eineneue ErmitteLung desErd 
druckcs auf clio abgeandorte WandfLacho bedingen wUrdc. 

Fig. 268. 

VII. Spannungen in einem Punkte eines Erdkorpers. 
Die auf S. 3 und ff. cntwickeUen aUgemeinen Beziehungen 

zwischen den Kriiften an einem Theitcben eines Korpers geUen 
auch fiir Erdkorper, soweit die sich ergebenden Spannungen mit 
der Beschaffenheit einer Erdmasse vcrtragtich sind. Das auf 
S. 7 erLauterte Spannurigs-ELLipsoid wird daher auch fur Erde 
benutzt werden konnen. 

Es soU J:iier nur der einfacbere FaU behandeU werden, wo 
der Erdkirper durch Cylinderflichen begrenzt ist, deren Erzeugende 
rechtwinkLig zur Lothrecbten Bitdebene stehen; auch moge sich 
der Erdkorper zu beiden Seiten der Bitdebene weit genug erstrecken, 
so dass diesc ats eine Symmetric- Ebene fftr den Kirper angesehen 
werden kann. Dann muss die Spannung an jeder zur Bildebene 
rechtwink ligen Schnittfliiche mit der Bildebene parallel sein. Lisst 
man daher die Schnittebene sich nicht um einen Punk t P, sondern 



304 Vierzehnte,· Abschnitt. E,·ddrnclc imd Stiitzmauern. 

um eine durch P getegte WinkeLrechte zur BiLdebene drehen, so 
werden die entsprechenden Spannungen p simmtlich in der 
Zeichenebene tiegen und die MitteLpunkts-StrahLen der Spann u ngs 
Ellipse bilden. 

Diese Spannungen p stehen im AUgcmeinen schief zu den 
betreffenden Schnittebenen; nur die Haupt s p an nun gen cr1 
und a2 sind reine NormaLspannungen und steUen zugLcich grofste 
und kLeinste Spannung fiir alle durch die Achse P zu Legenden 
Ebenen dar. (Die grofsere der beiden Hauptspannungen, dem 
ZahLenwerthe nach, soU stets a, sein.) 

Wir setzen zuniichst voraus, dass (Fig. 269) die Hanpt 
spanungen bei P, nimlich PA==a, und PB==o,, nach Richtung 
und Grofse gegeben seien, u. zw. aLs Druck 
spannungen; dann soll die Spannung p an 
einer Schnittebene E P, die mit der Rich tung cr1 
den Winkel a bildet, nach Grifse und Rich 
tung bestimmt we1_-den. Schneidet man ein un 
endtich kteines Prisma P RS (von der Lange= 1 
rechtwinktig zur Bitdebene) aus dem Erdkirper 
heraus , dessen Fiche PS in der Ebene E P 
liegt, wihrend PR und RS die Richtungen der 
Hauptspannungen haben, so mi'tssen an diesem 
Prisma die Flichenkrzifte cinander das Gleich 
gewichte ha1ten. 1st PS= ds, so wird 

Fig. 2G9. 

~ 
~ ! 

\ 

9 
--· N 

PR==dscos a, RS==dssina. 
An PR wirkt nun cine Normalspanung a,, daher 
eine Druckkraft a2 cl s cos a, an RS eine Druckkraft a1 d s sin a. Mit 
beiden muss die schiefe Druckkraft p ds an PSim Gteichgewicbte 
sein. In dem Verhiltnisse der Spanungen wird nichts geindert, 
wenn man den gemeinsarhen Factor d s fort1asst, so dass p mit 
a2 cos a und a, sin rJ. im GLeichgewichte sein, aLso ein geschlossenes 
Kriftedreieck bilden muss. ( a I sin a und a, cos a sind die recht 
winkligen Abstinde der Punkte A und B von E P, daher Leicht 
abzugreifen.) Durch das Kraftedreieck ist p nach Grofse und 
Richtung voLtig bestimmt und kann Leicht aLs PQ an den Punkt P 
paraUeL verschoben werden. Aus elem Dreieck ergiebt sich nocb 

1) a, cos a tgi.=-----=-~ a, sin '1. 
a, oder tga·tg=== • 
a, 
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Fiir a== 0 ist A= 90 °, fiir a.= 90 o ist A= 0. Nur in diesen 
beiden Fatten steht p rechtwinktig auf der Schnittebene, ist 
a. + "= 90 o. Liegt a. zwischen O und 900, so ist '1. + 1, ein 
spi tzer Winket; denn man findet 

tg (a-41)4 {gz4 tgk 
1-tgo.tgA 

oder nach GL. 1: 

2) 

0 tga]- '? 
( - ---5'...!_.tg (J. tg a.+ A)= 

1 % 
a, 

was fiir einen positiven, end Lichen Werth von tg a ( und for 
a1 > a,) auch stets positiv und endlich ist (wiihrend fiir einen 
stump fen WinkeL a. + >.. die Tangente negativ sein miisste ). 

Die Richtuug PQ der Spaunung p weicht von der NormaLen 
P N dcr Schnittebeue um einen WinkeL o ab, <lessen Gri:ifse sich 
daraus erg·iebt, dass a. + " + o = 90 ° sein muss; es wird 
darnach o = 90 ° - ( a. + ,.), mi thin 

t ' 1 o·o----- 
'b - tg ( a + A) 

Die Abweichung o wird am gri:ifsten fiir denjenig·en Neigungs 
winkel a der Schnittebene, we Leber tg ( a. + A) oder in GL. 2 den 
Zihler zu einem Minimum macbt. Setzt man die AbgeLeitete 

dieses Zahters (nach a.), namLich --1,- - ~2 2 O, so entsteht 
cos a a, S11 a 

3) 
und hiernach 

Fig. 270. 
A 

4) 

G 

Zu den beiden Winkeln a nach GL. 3 gehirt dann je ein 

Winkct A, fiir den GL. 1 tgk== ± V 02 ergiebt, so <lass fiir die- 
a, 

jenigen beiden Schnittebenen PG und PG, (:F'ig. 270), deren 
Spannungen p am starksten von der Normaten abweichen, A= a 
wird. Diese Schnittebenen Liegen symmetrisch zur Richtung der 
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ersten Hauptspannung o,; die Spannung der einen Ebene faUt 
in die Richtung der anderen, und umgekehrt. 

Bedingungen fiir den Grenzzustand der Ruhe eines 
Edk6rpers ohne Scherfestigkeit, In einem soLchen Erd 
kirper kann vermige der Reibung der Druck p hichstens um 
den Reibungswinkel pg von der Normal,en abweichen. Ist nun 
in irgend einem Punkte P 

Oas=== p, 
so befindet sich der Kirper im Grenzzustande der Ruhe, und 
diejenigen beiden FUichen, fiir welche G== r.p wird, sind die 
GLeitflichen dieses Punktes. Da nach Fig. 270 der Winkel, 
G,PN,==2a4 6a.==2a+ ©==909, so wird fiir die GLeitflichen 
5) «==l,(900 @) 
Um diesen Winkel, weicht jede~der beiden GLeitebenen von der 
ersten Hauptspannung ab. Sodann giebt Gl.3: o,:a,== tg2 '7. oder 

6) (J 90°-<p 1-sin<p _2 -tg2 _ 
o, 2 -- 1 + sin <p • 

Im Grenzzustande der Rube baben aLso die beiden Haupt 
spannungen dieses bestimmte Verhiiltnis. (Fiir g == 300 schLiefsen 
die beiden GLeitebenen einen Winkel 2= 600 ein, in dessen 
Mitte a, liegt; es ist damn a,:a,== '9.) 

VIII. Spannungen in einem unbegrenzten Erdkiirper mit 
ebener Oberflache. 

Ist ~ die Neigung der oberen Begrenzungsebene gege'n die · 
Wagerechte und legt man durch den Erdkirper die Lotbrechten 
parallelen Schnitte 4 B und A,B,, sowie den Schmitt A A, 
parallel der Oberfliche (Fig. 271), so wirkt 
auf den K6rper AB B,A, als Massenkraft 
die Scbwere. Die Spankriifte D an den 
1,otbrecbten Ebenen miissen (wegen der 
gLeichartigen Zustande in dem seit1ich unbe 
grenzten Erdkirper) gleich und entgegenge 
setzt gerichtet sein und in g1eichen Tiefen 
unter der Oberfliiche angreifen; sie mogen 
etwa die punktirten Richtungen haben. Der Widerstand W der 
Ebene AA, muss dem Gewichte Q gLeich und entgegengesetzt sein 

Fig. 271. 
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(nach der Gtcicbung der wagerecbten und tothrechten Krafte ), 
muss sich aber auch (des gleichartigen 'Zustandes wegen) gleich 
mifsig iiber A A, vertheilen, daher in die Mitte von AA, fallen 
und sicl1 mit Q vottig aufhcben. Daraus fotgt dann weiter, dass 
auch die bciden D nicht cin Kriftepaar bilden kinnen, sondern 
in dieselbe Richtungslinie fallen, d. h. der Oberfliche parallel 
sein miissen (wie die voll ausgezogenen Richtungen in der Figur 
darsteUen). Die Richtung der Ober:fLache und die Lothrechte 
sind also in der Weise mit einander gepaart, dass die Sp an - 
uungen an lothrechten Ebenen parallel der Ober 
ftitche, die Spannungen an den mit der OberfUiche 
pavallelen Ebenen aber Lothrecht sind. 

Dicscr Satz gestattet die Anwendung des Rebhann'schen 
V crfahrens (S. 294) auf die Ermitte lung der GLe it ft ache n eines 
Punktcs A fiir den unteren Grenzzustand der Rube. · 

A 1:J sei einc kleine tothrechte SchnittfLache im Erdkorper 
(Fig. 272), an welche sich B C parallel der Oberfliche anschlief'st. 
Der an AB auf- 
tretende Druck 

schUefst mit der 
W agerechten ( der 

N onnaten zur 
Schnittebene) den 
Winkel, ~ ein. Der 
auf BO tastende 
Druck der oberen 
Erdmasse kann als 
cine gleichmifsig 
vertheiLte Last an- 
gesehen werden, 

welche nach S. 298 
keinen EinfLuss auf die N eigung der Gteitebene hat, so dass man bei 
Bestirnmung der tetzteren BC ats freie OberfLache behandetn 
kan. An Stelle des auf 8.296 benutzten Winkels @ tritt hier 3, 
und die SteUungsUnie BJ{ muss von AB um ~ + q, abweichen *). 
Man findet nun den Punkt Nin bekannter Weise, zieht NG + BK 
und hat darnit eine GteitfLacbe A G gefunden. Die zweite Gteit- 

Fig. 272. 

) MiilLer-Breslau, Elemente der graphischen Statik, 1.Aufl., 8.78. 
Ke ck, Elast.icitiitsLehre. 21 
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flziche AG, ergicbt sich, wen man den Erdkirper links 
von AB betrachtet und dasseLbe V crfahren anwendet; nur ist 
dabei zu bedenken, dass man den WinkcL ~ jetzt negativ setzen 
muss, oder dass die SteLLungsLinie BK, mit AB den WinkeL p ($ 
einschLiefst. Zur Priifung der Richtigkeit kann dienen, dass die 
beiden GLeitflzichen um 90 o - qi von einander abwcichen miissen. 
Die Richtung der ersten] Hauptspannung a, halbirt diesen Winkel. 

Die Ncigungen der Gleitflichen hiingen nur von ~ und qi ab, 
sind von der Lage des Punktcs A unabhiingig; im sei tLi ch 
unbegrenzten Erdkirper mit ebener Oberfliche sind 
daher die Gleitflichen Ebenen. 

Man kann nun auch die Grofse des Druckes D an einer 
Lothrechten Ebene bestimmen (Fig. 273), indem man die Schnitt 
ebene AB bis zur Oberfliiche reichen 
lisst und nach gefundener GLeitfLache 
das Druckdreieck PG N zeichnet. Da 
bei ciner Verinderung der Hihe AB==h 
die Figur sich ihnlich bleibt, so ist 
die DreiecksfLache PG N proportionaL 
mit h? und D== ½ kh2 zu setzen. Ver 
wande Lt man PG N in ein Dreieck 
von der Hohe h, so ist dies die Druck 
vertheitungsfigur fiir AB. 

Nach ErmitteLung des Druckes auf die Lothrechte Ebene AB 
kann man nun auch den Druck D1 gegen eine beticbig geneigte 
Ebene AB, bestimmen, denn das Gleichgewicht der Kriifte an 
dem Kirper ABB, erfordert, dass D, die Mittelkraft sei' aus 
D und dem Gewichte G von 4BB,. Dieser Druck D, geht 
durch den unteren DritteLspunkt von AB,, ist daher auch von 
der Form D,== »k,h". 

Hiernach kann man Leicht fiir jede Schnitt 
ebene im unbegrenzten Erdkirper mit ebener 
Oberfliche die Druckvertheitung fiir den unteren 
Grenzzustand der Ruhe ermitteLn. 

Bei wager e ch t er OberfLache sind (nach 
dem Satze auf S. 307) die Spannungen an 
Lothrechten und wagerechten Schnitten Nor 
maLspannungen (Fig. 274): Auf diesen Fall finden die Unter 
suchungen von S. 279 Anwendung, bei denen an einer Lothrcchten 

Pig. 273. 

Fig. 274. 
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Ebene cin reiner N ormaLdruck v or au s ge set z t war. Die dort 
gefundene, aLs e b en angenommene Gleitfliche, welche mit der 
Wagerechten den WinkeL ½ (900 + Cf'), mit der Lothrechten den 
WinkeL ½ (90 o - Cf') biLdete, findet jetzt ihre Bcstatigung; die 
zweite GLeitebene liegt symmetrisch, und beide schLiefsen den 
WinkeL 90 ° - Cf' cin (wie es nach S. 306 sein muss). In einer 
Tiefe y unter der Oberfliiche ist die Lothrechte Hauptspannung 
a,== 'YY, die wagcrechte (nach S. 280 und 281) 
a,==ky==ytg?(450-- [» p)·y. (Piirg==30 ist a,==Y% ·,==/Yy-) 
Das Verhiltnis a,:a, stimmt mit GL. 6, S. 306 iiberein.] 

Ist die Oberfiche un t er dem n a tii rLichen Bosch ungs 
winkel pg gene igt (Fig. 275) so weicht der Druck an Lothrechter 
Schnittebenc, weiL er mit der Oberfliiche pa 
raLLe L, um Cf' von der Norma1,en ab. Die Fig. 275. 
Lothrcchte Ebene ist daher cine Gleitfliiche. 
Die zweite GLeitfLache eines Punktes A Liegt 
parallel der Oberfliche, weil der an soLcher 
Schnittebene auftretende Lothrechte Druck auch 
den Winkel 900 e mit der Ebene bildet. /' 
Die Richtung der Hauptspannung 01 ist daher A ks( 
gegen die Lothrechte um 459 g p geneigt. ? 
Wahrend sich aLso die OberfLache von der 
Wagerechten aus um den WinkeL <p Links herum dreht, erfahren 
die Richtungen der Hauptspanungen und der GLeitflichen eine ge 
meinsamc Drchung rechts herum, u.zw. um den WinkeL 450_ ½ <p. 

Bei der Aufsuchung des Erddrucks eines unbegrenzt iiber 
hohteu Erdkorpers gegen eine Lothrecbte Wand (S. 289) war die 
Wand selbst als cine Gleitfliiche angenommen, weil man an ihr 
den voLLeu Reibungswiderstand voraussetzte; die zweite ergab 
sich parallel der natiirlichen Bischung. Diese Verhiiltnisse stimmen 
mit denen am unbegrenzten Erdkorper iiberein, so <lass die dort 
gemachte Ann ah me einer cbenen Gleitfliche einleuchtend erscheint. 
Die auf S. 290 gefundene Grofse des Erddrucks D = ½ 1 h,2 cos Cf' 
wird daher fur den unbegrenzten Erdkirper ebenfalls richtig sein. 

Fiir don ob ere n Grenzzustand der Ruhe Lassen sich in entsprechender 
Weise die GLeitfliichen finden, wenn man clas, in sinngemafser Weise ftir den 
passiven Erddruck abgcandertc, Rebhann'schc Verfahren anwendct. Die 
GLeittLachen hahen dann im ALLgomeinen a.ndere Richtungen. Von der 
ersten Hauptspanung a, weichen sie wieder je um 450- \/»p ab; wihrend 
aber bei wagerechter Oberfliche im unteren Grenzzustande die erste Haupt- 

21 
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spanung a, lothrecht, die zweite a, wagerecht war, tritt fiir den oberen 
Grenzzustand das Entgegengesetzte ein, so dass c, wagerecht, o» Lothrecht 
steht. Bei einer Drohung der OberfLache drebt sich die Richtung von a1 

in dem gleichen Sine.= Fiir 3== (Fig. 275) ist nur eine SteUung der 
(Gleitflichen, also auch nur cin GLeichgewichtszustand miglich; die beiden 
Grenzzustinde fallen zusammen. ) 

IX. Richtung des Erddruckes gegen eine feste Wand. 
In den Untersucbungen S. 285-293 wurde die Voraussetzung 

gemacbt, dass an der Wand der voUe Reibungswiderstand zur 
Wirkung komme. Dies fiibrt in Verbindung mit der aUgemein 
(von S. 274 bis 299) gemachten Annabme einer e bene n GLeit 
fliche in den meisten Fatten auf Widerspriicbe. Benutzt man 
fiir die Wand densetben ReibungswinkeL qi wie fur das Innere 
des Erdkirpers, so bedeutet die erstere Voraussetzung das Zu 
sammenfaUen einer Gleitfliiche des Erdkorpers mit der Wand. 
Dann vertangt aber GL. 5, S. 306, dass die zweite GLeitfLacbe 
des Fufspunktes A· der Wand von der ersten Gleittliiche, also 
der W andebene, um 90 o - qi abweicbe. Die Bestimmung der 
im Erdkirper gelegenen Gleitfliche nacl GL. 7, S. 287 ftibrt da 
gegen im AUgemeinen auf cinen anderen Winkel. Fiir g== 30 0 
wird 900 p==600., Bei h,==0, a==900 und p==300 
liefert GL.9, S.288, == 540 20', wabrend die Glcitfliiche im 
Punkte A nur 90 o - 60 ° = 30 ° N eigung gegen die Wagerechte 
haben diirfte, wenn die Wand cine Gleitfliche ist, wogegen im 
u n beg re 11 z t e n Erdkirper mit wagerechter Oberfliiche der 
Neigungswinkel der Gleitebenen 450{ '» == 600 betriigt. 
Bei h,== oo tiefert GL. 13, S. 289 unabhingig von a. fiir ) den 
Werth cp, so dass die beiden GLeitfliichen um a p ( anstatt um 
90 0 p) gegen einander geneigt wiiren; im unbegrenzten Erd 
kirper wiirde )== p richtig sein. 

Hieraus kann man schtiefsen, dass, wenn an der Wand die 
volle Reibung wirkt, die andere GteitfLache durcb A im AU 
gemeinen cine krumme Fliche sein muss, wetche bei A mit 
der Wand den Winkel 900 g bildet, bei weiterem Vertaufe 
aber sich der entsprecbenden Gteitebene des unbegrenzten Erd 
kirpers mehr und mehr nihert. Mit einer solcben krummen 
Gleitfliche zu rechnen, wiirde aber sehr schwierig sein. 
) Mohr, Erddruck; Zeitsch. d. ATCh.- u. Ing.-Vercins Hannover 1871, S. 357. 
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Es Liegt der Gedanke nahe, die Spannungsverbattnisse des 
unbegrenzten Erdkirpers auch auf die Berechnung des Druckes 
gegen eine Stiitzmauer anzuwenden, indem man die Stiitzwand 
(weLcbe den Erdkirper abschliefst) wie eine Schnittebene im 
unbegrenzten Erdkirper behandelt. Dann sind die GLeitfliichen 
thatsichlich Ebenen, der Druck anf die Wand scbLiefst dann 
aber mit der NormaLeu einen Winkel, eiu, der sicb nach Fig. 273, 
S. 308 bestimmen liisst; dieser Winkel ist NuU, wenn die Wand 
fliche parallel mit o,, er ist gLeich g, wen die Wand die 
Neigung ciner Gleitfliche hat, und Liegt sonst zwischen Nul,1, 
und e. Diese Uebertragung der Spanungs 
verhiiltnisse des unbegrenzten Erdkirpers 
auf den Druck gegcn eine Wand ist aber 
auch nicbt widerspruchsfrei. So z. B. er 
fihrt cine lothrechte Schnittebene (Fig. 276) 
von beiden Seiten g 1, e i ch c aber entgegen 
gesetzte Driicke D, doch wird man nicht 
mugeben kinen, dass die Stiitzwand A,B, ~ 
den gLeichen Druck nach Grifse und Rich tung 
auszubaLten babe wie die Sttitzenwand AB. 

Fig. 276. 
~ 

---::':,''::;LI. r- '. _'/,,: ~ • C. . ·--.'-~~-">·. 

Unter gewissen Beschrinkungen kann man allerdings wohl den 
Druck auf Stiitzauern aus dem VerhaLten des unbegrenzten 
Erdkirpers entnehmen und das in Fig. 273, S. 308 gezeigte Ver 
fabren zu seiner Ermittel,ung anwenden *). Man bekommt dann, 
weil an der Wand uicht der v o 1, 1, e Reibuugswiderstand zur Au 
rechnung kommt, grofsere und ungiinstiger gerichtete Drucke, 
als wen man nach S. 285-293 rechnet oder <las Rebhann'schen 
Verfahrcu (S. 294-299) mit o = qi anwendet. 

Etwas GewaLtsamcs hat die Uebertragung der VerhaLtnisse 
des unbegrenzten Erdkirpers auf einen <lurch eine Stiitzmauer 
begrenzten immerhin; die Gleichmifsigkeit und Stetigkeit wird 
dnrch die Mauer doch sicherlich gestirt. Vielfiiltige Versuche 
haben Leider noch nicht zu einem sicheren Ergebnisse dariiber 
gefiihrt, in welchem Umfange die Reibung an der Wand zur 
Wirkung kommt. Eine ganz befriedigende Lisung ist auch in 

) Vgl a. Dr. Weyrauch, Theorie des Erddruckes auf Grund der 
neueren Anschauungen; ALlgemcine Bauzeitung 1880, S. 63; erschien auch aLs 
Son<ler-Abdruck, Wien 1881, Verlag von R. v. Waldheim. 
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einem Falle, wo die Reibung eine so bedeutende Rolle spielt, 
recht schwierig. 1st der Erdkirper ohne Bindemittel, so kann 
er durch starke Er sch ii tte rung en unter ungiinstigen Um 
stinden in einen Zustand gerathen, der von den Bedingungen 
des aktiven Erddruckes oder des unteren Grenzzustandes der 
Ruhe sich weit entfernt, so dass dann erheblich h6here 
Pressungen entstehen konnen. 



Fiinfzehnter Abschnitt. 

I'oengewilbe. 

I. Grundgleichungen der Kettenlinien und Drucklinien fUr 
lothrechte Belastung. 

1st eine voLLkommen biegsamc Kettc an den Endpnnkten A 
und B befestigt nnd iiber ihre ganze Lange stetig beLastet, so 
nimmt sie eine gewisse GLeichgewichtsLage an, deren Form von 
der Belastungsart abhingt. Diese Gteichgewichtsform heif.st 
KettcnLinie. 

Die Belastung stellen wir uns in der Weise vor (Fig. 277), 
dass von jedem Lingentheilchen ds der Kette, dessen Grund 
risslinge gleich d a ist, cine Last zda 
getragen wird, dann ist z die verinder- Fig.277, 
liche Belastung der Lingencinheit des 
Grnndrisses der KettenLinie, oder kiirzer, 
die Belastungsh6he. Trigt man die 
Werthe von z aLs Langen von der Ketten 
linie aus Lothrecht nach unten ab, so 
biLden die Endpnnkte dieser Strecken die Be Last u n gs Lin ie, deren 
Form in einer bestimmten Beziehung zur Kettenlinie stehen muss. 

Die vollige Biegsamkeit bedeutet, dass die Spannkraft an 
irgend einer SchnittsteLLe der Kette stets in die Richtung der 
Tangente an die KettenLinie fatten muss. Durchschneidet man 
die Kette an 2 Punkten, so mlissen die Spankriifte der beiden 
SchnittsteLLen den siimmtlichen zwischenliegenden Lasten das 
GLeichgewicht haLten. Die Kette werde in ihrem ScheiteL 
punkte C (Fig. 278), wo ihre Tangente wagerecht ist, durch 
schnitten; dann ist bei (J eine wagerechte Spannkraft H anzu 
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bringen. Wihlt man diese Stelle zum Anfangspunkte der 
Koordinaten, so moge an einem be Liebigen Punkte, des sen 
Koordinaten a und y smd, ein 
zweiter Schnitt geftihrt und die hier 
auftretende Spannkraft S in wagerechte 
und lothrechte Seitenkrifte zerlegt 
werden. Da die zwiscbenLiegenden Be 
Lastungen nur Lo threel t e Kriifte dar 
ste LLen, so muss die wagerecbte Seiten 
kraft gLeich der ScheiteLspannkraft H, 
die Lothrechte Seitenkraft Y aber gLeich 

Fig.278. 

der GesammtLast i"'dx des herausgeschnittenen Kettenstiickes 

sein; d. b. 
0 

die wagerechte Spannkraft ciner nur Lothrecht be 
Lasteten Kette hat an allen ihren Punkten gleiche 
Gri:ifse; die Lotlirechte Spannkraft an irgend einer 
SteLLe ist gleich der Gesammtlast zwischen dieser 
Stelle und dem Scheitel. 

Fiir den Neigungswinkel ) der Kettenlinie im Punkte , y gilt 

w»-{--'}> 
Vergri:ifsert sich a um d x, so kommt zu der Last Jo,clx dcr TheiL 
z da hinzu, ist also das Differential der Gesammtlast. Durch 
Differentiation entsteht daher 

1) dy z 
@® H 

Dies ist die Grundgleichung der Kettenlinien mit lothrechter Be 
Lastung. 

Wichtig ist auch die GLeichung fur den KrummungshaLb 
messer p der KettenLinien. Aus 

p=== 
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fotgt, weil, dd Y_ = tg ) und mit Riicksicht auf Gt. 1: a 

2) Q=== 
H sec" o 

~ 

Fiir den Scheitet C sei der KriimmungshaLbmesi;er der Ketten 
linie r, die Betastungshohe z0, dann wird, weit dort ff = 0 und 
sec )== 1, r==H:z, oder 

3) H==rz,, 
Die wagerechte Spannkraft 
dem Kriimmung·shatbmcsser 
Be la s tun g s ho h c d a s ct b s t. 

Drcht man die Bitdebene mit der Kettentinie um eine wage 
rvechte Achse, so dass der Scheitel C der h6c h st e Punkt wird, 
behiilt aber die abwarts gerichtcte Betastung bei, so bteiben 
die obigen Gleichungen giiltig; die Spannkrifte der Kette 
werden dan aber Druckkrifte, und ihr Gleichgewicht wird ein 
cin u n sic be res (tabites); ihre Gteicbgewichtsform heifst dann 
Drucktinie. 

JI ist demnach gteich 
im Scheitet mat der 

Bci iiberal,1, g 1,e ic her Belastungshihe z== q wird aus 

ct / qa -==+]C und C==0 dx H 

und woiter y= i ;~ + C1 und Ct= 0, mi thin orgiebt sich die bekannte 

paraboLische Kettentinie x2 = 2 I!_ y mit elem Parameter H: q. 
q 

II. Gemeine Kettenlinie. 
Unter dieser versteht man dicjenige Kettentinie, wetche 

einer gteichmafsig iiber die Bo gen tang e dersetben vertheitten 
Betastung entspricht (Fig. 279). Es ist das die Gteichgewichts 
form einer Kette oder eines biegsamen SeiLes iiberaU gteicher 
Dicke unter atteiniger Wirkung des eigenen Gewichtes. 

Hat die Lingeneinheit der Kette ein Gcwicbt q, so wiegt 
ein Bogentheilchen q ds; mit Hiitfe von z ausgedriickt, ist aber 
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dieses Gewicht auch z dx, so dass z dx ==qds, also die Bc 
tastungshohe an betiebiger SteUe 

1) z = q !I:.!_ = q 1 / l + ( d y )2. 
dx JI dx 

Fiir den Scheitel gilt (weil hier ds== da) z,== q und nach 
GL. 3 (S. 315) H = r q, so dass aus der Grundgteichung 1 
(S. 314) wird 

{9 3+(') 'V+(/) d x2 H J" d x r J" d x 

Setzt man zur Abkiirzung dy:dx=v, so dass d2y:dx=d'v wird, 
so entsteht 

"y1+. d x r Fig. 279. 
W enn man nun aUes, was v enthilt, 
auf die tinke Seite, dx auf die 
rec b te Seite schafft, so tassen sich 
beide Seiten der· Gteicbung 

cl V dx 
Vi4w , 

integriren, und es muss 

2) (@4V1-4-)=" 4 ¢ r 
sein, worin C = 0 wird, da fiir a=== 0 auch v = 0. Behufs 
weiterer Integration muss tetztere GLeichung nach v aufgetost 
werden. Zur Beseitigung des Wurzetzeichens muss man daftir 
sorgen, dass der Wurzetausdruck auf der einen Seite der 
Gteichung aUein steht, dann ist durch Quadrirung das Ziet er 
reicht. Es wird also zunichst 

dann 

X X 

v + 1/ 1 + v2 = e7 und Vt+ v2 = e--;:- - v, 
2x 

2 a e'I 
1 + v2 ==e?20 e 7 + v2, atso v ==, oder , 

2 
X 

3) 

wenn man die Division mit e1• ausftihrt, 

14,' -'), @ 
v =o\ e " =' 
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Schreibt man dies 

d y = ½ r [ e7 d (;.) + e-+ d (- ; ) ] , so wird 

»=%r(±a4 q) a,=2, 
weit x = 0 auch y = 0 Liefern muss. V erschiebt man 
Koordinaten-Anfang um den KrlimmungshaLbmesser r 
ScheiteL) nach unten (Fig. 280), so ist 
das bisherige y mit yr Z vertauschen, 
nnd es wird dann 

) w=r(er,a T) 
die iibliche GLeichung der gemeinen Ketten 
Unie. 

a 
Setzt man voriibergehend e " - w , so 

kann GL. 4 auch 

geschrieben und nach w aufgeUist werden; dann wird 

' V w=" / 1 r r2 ' 

©1(/#; ) 
r » Y r2 

nun 

Fig. 280. 

s 

den 
(fii.r den 

'!J 

m Tl 

aLso 

Es ist aber 

so dass man auch schreiben kann 

5) X ( y 1/ y2 ) ==ll- ] ",-l r r r 

Die Betastungslinie, weLche zur gemeinen KettenUnie ge 
hort, ergicbt sich, wen man in GL. 1 den Werth fiir dy: dx aus 
Gt. 3 einfiihrt. Es wird 
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wofiir man mit Riicksicht auf Gt. 4 schreiben kann 

6) Also ist z = q Ji.. r 
die Belastungshihe. Trigt man q in solchem Mafsstabe auf, 
dass es durch r dargestellt wird, so ergiebt sich einfach 

7) z==y, d.h. 
die wagerechte Achse DX (Fig. 280) bildet die BeLastungstinie. 

Fiir die Spannkraft S der Kette an beLiebiger Schnitt 
stelle gilt, da (Pig. 278) S cos 9 == H oder S== H sec )== Has\g,, 
nach GL. 6 einfach 

H 8) 8= y==qy (weil H==qr). r 

Dieselbe Spannkraft wiirde auch aUein durch das eigene Gewicht 
eines Kettensti.lckes von der Linge y entstehen, wenn dasselbe, 
bei P befestigt, lothrecht herabhinge. Diese Lange kann die 
Spannungslinge fiir den Punkt P genannt werden. 

Hat man statt einer Kette einen biegsamen Riemen oder 
ein Seit, dessen Querschnitt F durch die Kraft S gleichmifsig 
mit a gespannt wird, und dessen Dichte I ist, so ergiebt sich, 
weil ·7F==q, 
9) 

Die Spannung hat also am hochsten Punkte der Kette den 
gr6fsten Werth. 

Die Berechnung der Koordinaten einer gemeinen Kettenlinie kann durch 
die Benutzung ciner Tabelle erleichtert werdon. Setzt man namLich '"fr = u, 
so st ,(7,),(c" 4-%"), was wiry zr Abkairag Fae 
nennen woUen, nur von u abhangig und fiir angenommene Werthe von u 
Leicht tabeUarisch zu berechneu. Es wird daun (nach GL. 4) einfach 
10) y=rF(u) und x=ru. 
Die F'(u) wird der hyperbolische Cosinus vo u geuannt. 
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u F(n) F(u)-l 
it F ) F(u)- 1 ?,t ], (tt) F()-1 

t6 u t 
s 

0,t 1,0050 U,osoo ],1 1,6685 0,6077 2,1 4, 1443 1,1T3 
0,2 1,0201 0,1005 1,2 1,8107 0,67GIJ 2,2 4,5679 1,6218 
0,3 1,0453 0,1510 1,3 1,H70!l 0,7468 2,3 5,0372 1,7053 
O, 1,0811 0,2028 1,4 2,1.5011 0,8221 2,4 5,55U9 1,8087 
0,5 ] , I 276 0,2552 1, 2,3521 0,00IG 2,5 6,132:l 2,0529 

0,6 1,1855 0,301)1 1,6 2,571 0,IJ850 2,6 6, 7000 2,2189 
0,7 1,2552 0,3G41i 1,7 2,8280 1,0755 2 7,•1735 2,3076 
0,s 1,a374 0,4218 L,s 3,1075 1,1708 2,s 8,2527 2,5900 
0,o 1, 4331 0,4812 1,n 3,4177 

I 
1,2725 2,n 9,tl-lu 2,i!J8! 

1,o 1,5431 0,5431 2,o 3,7622 1,3811 3,o 10,068 3,0226 
I 

Ist der Kriimmungshalbmesser fiir den SchoiteL gegcben, bO erhaLt 
man nach GL. 10 die Koordinaten verschiedener Punkte der Ketten1inie 
durch einfache Multiplikation der Tabellenwerthe u uud F(u) mit r. 

Sind abor die Spannweito l uud die PfoiLhohe ( geg·eben, so ist 1· noch 
unbckanut. Fiir don Endpunkt. A der KetteuLinie (Fig. 280) wird daun aber 
/sl==r, und f-[-r==rF(up), worin u, denjenigen Werth dieser Hiilfs 
grofse bedeutet, wel,cher dem Endpunkte A entspricht. Es foLgt daraus 

11) F(u1) -1_~ ., ·- l , nar==a · , v uy 
Be is pie L: 1st (= Z = 1 gegcben, so muss fiir den Eudpunkt 

Fup)- 3-2 
up 

seiu. In der Letzton SpaLte cler 'rabel,l,e erkennt man clann, class der ent 
sprecheude Werth von u1 zwischen 2,4 und 2,5 Liegt. Einfache InterpoLation 

bestimmt ilm zu 2,47. Hiernach wil'd claun r = -2 l = 0,202,13. Man kann u, 
nun Leicht bis zu 24 Paare von Koordinatcn bereclrnen, iudem man die 
ZahLen der TabeUe fiir u und F (u) mit 0,20243 rnnLtipLicirt. 

Ill. Kettenlinie far Oberall gleiche Anstrengu ng. 
Bei der gemeinen Kcttenl,inie ergab sicb die starkste An 

strengung an den Befestigungspunkten (faUs Kette oder SeiL 

) Eine umfangrcichere Tabelle dieser Art findet sich in dem Taschen 
buche der Mathematik von Dr. W. Ligowski, 2.Anf'L., S.28; BerLin1873; 
ebenso in cler 15. Auf'Lage der ,,Hiitte", S 63. 
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villig gleichartig angeordnet sind. WiU man die Anstrengung 
gleichmifsig machen, so muss in gl,eichem Verhal,tnisse mit der 
Spannkraft S auch der Querschnitt F, folglich auch das Gewicht 
q der Bogeneinheit zunehmen. Dadurch iindert sich damn die 
BeLastungsart, mithin auch die Gteichgewichtsform. 

Bezichen sich F, und % auf den Scheitel,punkt, so wird 

q F S ds, %ruas 0 0 

d "L . d ds . d . t t unc went wiederum z==l ,7, S0 wir Jez 

2) =..() "[ ()'] % dx 1· ' dx 

Die GrundgLeichung 1 (S. 314) l,iefert daher 

{g [()'] » da? r da 
dv dx 
,· 

wenn man wiederum d y = v daw setzt. Die Integration ftlhrt zu 

a 
arc tg v = + C mit C = 0 r 

(da fiir a== 0 auch v = 0 sein muss), oder 

»» ·"=s" a ay=re"a(f) 
Wenn man diese Gteichung integrirt, so ergiebt sich 

4) J_= Lsec ~. 
r r 

(Die Konstante verschwindet wieder, weil fiir x = 0 auch y = 0 
werden soll.) 

Die iiberal,l, gLeiche Anstrengujng a kann man ans den 
Verhiltnissen des Scheitel,punktes l,eicht finden. Es wird 

) %./_rry , F, 
Znr Berechnung der Koordinaten dieser Kettenlinie gleicher Anstrengnng 

flihrt man zweckmafsig wiedernm eine HiiLfsgrosse cin, u. zw. dies Mal, den 
Neigungswinkel # der Kurve in abgerundetem Gradmai'se, damit man arc & 
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und cos fl Leicht fi11deu 11ud danach soc{:) uud L sec ll berechnen kanu. 

Nach GL.3ist nimlich tg=""==tg ", mithin"== are und t see • r 
Die Werthe ], und "[, sind ciner 'Tabelle) zu entnohmen. 

Zoichnot man ½ll uorsoLben Spanuweite uud PfoiLhohe oiue ParabeL, eine 
gomoino KottenLinie trnd cine KottenLinie tiberaU gLoicher Anstrengung·, 
so hat Lot1.tere don grol'.sten, die ParaboL den kLeinsten SchoiteLhaLbmesser r. 
Die ParabeL Liogt claher innorhaLb, dio KettenLinio gLcicher Anstrengung 
aber anfsorhaLb der gomeinen KettenLinie. 

IV. Belastungslinie der kreisfiirmigen Drucklinie. 
Um zu finden, wetche BeLastungsLinie einer kreisformig·en 

Druck linie vom Halbmesser r entspricht (Fig. 281), wendet man 
die GL. 2 und 3 (S. 315) an. Es wird dann 

H . rz r=== sec)== "see{), z z mithin 

1) z==2,sec® ). 

Hierin ist z, die Bel,astungshohe im ScheitcL, B der Neigungs 
winkel der Drucklinie gegen die Wagercchte, oder der Wink.et, 
den der beLiebige IIaLbmesscr 
OP mit der Lothrechtcn ein 
schlief'st. Wihrend ) von NuU 
bis "/ wiichst, nimmt aucl 
sec 0, also auch z fortwiih 
rend zu; == "g giebt 

sec U = oo und z = oo • 

Die Belastungslinie nihert sich 
daher asymptotisch den beidcn 
tothrccbten 'l'angenten an die 
hatbkreisformige Drucktinic. 

GL. 1 ist Leicht zu konstruiren: Man trage auf einem Halb 
messer OP das Shick PQ = z0 ab, ziehe QR rcchtwinkLig zu 

.x,) Eine soLche Tabo1Le finclot siclt in <lem Ruoho von G. H ii gen 
,,Uober Form und Stirke gewilbter B6gen, 2.Aufl. Berlin 1874, S. 75. 
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PQ, dann ist PR== z, sec O; wird darauf RS wagerecht und ST 
wieder rechtwinkLig zu PS gezogen, so muss 

PS== PR sec==z, sec) und PT== z,sec®), 
also 'T ein Punkt der Betastungstinie sein. 

Die Gestatt der Betastungstinie ist verschieden je nach dem 
Verbattnisse z0 : r (Fig. 281 ). Bezeichnet nimlich y die Ordinate 
des Punktes P der Drucklinie, y, diejenige des Punktes T der 
Belastungs\inie, so ist 

· j3 
y,==y+2=y+,see"9==y +@o,, 

Dam wma "@y 5sr @s "".(y ") a 
da da y da da y 

®"(1 a'y#, WA' (gy dx2 - y4 clx2 y5 dx · 
Flir den Scheitet wird 

x-0 y=r dy =0 
- ' ' dx ' 

dy 1 
da?,3 

(1"%)'1("% 1) dx2 r r r r 

claher 

1st nun die Belastungshihe im Scheitel z, < 1/3 r, so wird 

" O; die Betastungstinie kehrt daher bei D (ebenso wie 
C x· 
die Drucktinie bei C) die konvexe Seite nach oben, entfernt sich 
zuerst nur Langsam vom Kreise , bat 
dann ( auf j eder Seite) einen Wende 
punkt und steigt nun erst kriftig nach 
oben. Bei z0 > 1/s r kehrt die Beta 
stungstinie schon im Scheitel die kon 
vexe Seite nach unten, begint also 
schon bier zu steigen und setzt dies 
ununterbrochen fort; Weridepunkte sind 
nicht vorhanden. Im Grenzfatte z0 = 1fa r 
(Fig. 282) faUen die beiden W endepunkte 
des ersten FaUes im Scheitet zu einem 

Fig. 282. 

~ 

einzigen zusammen; die Kriimmung is t hier Null, und die B e 
tastungstinie entfernt sich nur sehr 'Langsam von 
einer wagerechten Geraden, geht dann aber aufwirts.) 

'") J. W. Sch wed 1, er, Theorie der Stiitzlinie; Zeitschrift fiir Bau 
wesen 1859, S. 113. 
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V. Hagen'sche Drucklinie fUr wagerechte Belastungslinie. 
Die gegebene wagerechte Betastungstinie werde zur Achse 

DX gewiht; CP (Fig. 283) sei die entsprechende Drucklinie, 
dcren Gteichung entwickett werden soU. 
Wegen dieser Wahl, des Achsenkreuzes 
wcrden die Be Lastungshohen z0 und z _x~_Q·-~1>---- gLeich den Ordinaten Yo und y, so dass y "o 
die Grundgteichung 1 (S. 314) fiir diesen ' 
FaU Lautct V,: - "-.. 

Fig. 283. 

1) if2y y _y_ 
@a+ It ru, 

Mnttipticirt man auf beiden Seitcn mit 2 dy, so kann man schreiben 

2cly d
2i1 2i;rli1 db.d ·t .. - - · = - · un e1 erse1 s mtegnren. da da ry, 

d 2 
DarnitfdrdenScheiteLy=y0und-d'fl=Owerde, muss 0=- VI)_ a ry, 
sein, daher 

dy Vy" y; _,7_±- .7 ,70 

a Vru 
(bringt y und dy nach Links, Trent man nun die Verandertichen 

d aw nach rechts), so crgicbt sich 
d y 

Var 
und nach Integration 

t (Y + V ) J:: --:- x -- +cl' 
Yo V r Yo 

worin 

2) 

C = 0 wird so class die GLeichung· der Drucktinic Lautet 
1 ' 

11 2 2 a= ±Vry,\ WT.#' u% 
Yo 

Durch dense then Rechnnngsgang, der auf S. 316 von GL. 2 zn 

Ke ck Elasticitiitslebre. 22 
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GL. 3 fiihrte, kann man auch vorstehende Gleichung nach y 
auf lisen: 

3) 

Die Linie, welche durch die GL. 2 und 3 bestimmt ist, wurde von 
G. Hag en (Berlin) im Jahre 1844 fiir die Gestaltung von Briickengew6lben 
empfohlen. 

1st die BeLastungshohe im ScheiteL gleich dem KriirnmungshaLbmesser 
daseLbst, d. h. yo==r, so wird aus GL. 3 die GLeichung der gemeinen 
KettenLinie. (Auf S. 318 wurde ja auch schon gezeigt, class die Belastungs 
kmve der gemeinen Kettenlinie eine Geracle wircl fiir z0 = q ===r.) 

Sind r und Yo gegeben, so ist die Hagcn'schc DruckLinie 
voUig bestimmt. 

Fiir y0 > Ifa r hat die Kurve irn ScheiteL den kLeinsten Krlimmungs 
haLbmesser, und es nimmt clie Kriimmung von hior aus fortwahrend ab; 
denn so Ute sich der KriirnmungshaLbrnesser n i ch t indern, so Ute die 
Drucklinie kreisfirmig sein, so miisste nach 8. 322 fiir y,> '/gr die Be 
1,astungskurve von der Mi tte aus ansteigen; da hier aber dies Ansteigen 
uicht stattfindet, also z klLeiner ist als fiir kreisfonnige Drucklinie, so 
muss sich p vergrofsern, weiL nach GL. 2, S. 315 p sich mit z in 
umgekehrtem Verhiltnisse indert. 

Fiir y0 < ~ r lieg-t die Belastungskurve fiir kre is formige Druck 

linie in der Nihe der Mitte unterhalb der Wagerechten durch den ScheiteL 
der Belastungskurve und erhebt sich erst in eiuern gewissen Abstande 
iiber diese Wagerechte. Daraus kann man folgern, dass die Ifagen'sche 
Drucklinie fiir y, < /gr von der Mitte aus erst cine Zunahme, dam 
aber eine fortwahrende Ab n ah me der Kriimmung zeigen wird. . 

Fiir y0 = 1/3 r findet von der l\!Iitte aus eine Zunahrne der Kriimmung 
nicht statt, die Abnahme aber Langsamer als fiir y».> \/gr, so dass der 
rnittlere TheiL sich von einem Kreise nur wenig unterschoidet. 

Wird y,:r gr6fser und gr6fser, riickt also die Belastungslinie immer 
weiter in die HUhe, so ist die Veranderlichkeit der BeLastungshohe y nur 
gering im Verhiltnisse zu ,y. Im Grenzfalle, fiir y,:r==oo, kann daher 
die Belastungshihe z als iiberall gleich angesehen werden, und die Druck 
linie muss dann cine Par ab e 1, sein. Damit nun obige GL. 3 in die ParabeL 
GLeichung iibergehe, muss man zunichst den Koordinaten-Anfang von D 
(Fig. 283) nach dem Scheitel C der Drucklinie verLegen, weil sonst die 
Ordinaten unendLich grofs werden wiirden. Es ist also y mit y-] Yo zu 
vertauschen, so dass 

( '" "' ) =fa»4. ® 9 
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011tsteht. Flir Yo= oo nimmt dies znnachst die unbestimmte Foi:m oo. O an. 
Sotzt man aber vorlibergohend 

so wird 

"y," a 2y=- 2 --': 
u 

BiLdet man nun von ZahLer und Neuner die AbgeLeiteten nach u, so ergiebt 
sich nach zweimal,iger Ausf'Uhrung dieses Verfahrens: 

4) 

[.l-;-[" 
n=O u=O 
a? 

2y=-;;- oder x2=2ry. 

al,so 

Man kann dies Ergebnis auch in anderer Weise, naml,ich durch Be 
nntzung cler Roihe flir eau, erhaUen: 

a? u? a® u® 
e==l -]- au+---1---+-l- ~ 3! .... 

a? ? a> u? e®"==1--au} o nil· daher 

( 
a,2 u2 a• 't,t4 ) co]-c-««2==2 o l qt T-- 

- 2 ( ai 1,12 a6 ii4 ) 2y==a -]- 2 ~+61 + .. , al,so fliru=O: 

und 

a'? 
2y=a2= -· -. r 

Zur Berechnung der Koordinaten der Hagen'schen Drucktinie setze man 

- .-c = u, so class Gl, . 3 (S. 324) wird y = ~ (eu + e- "). V ryo 
Man kann nun clie TabeUe auf S. 319 flir F (u) = 1f2 (e" -[-e) ver 

wonclen und daraus 
5) x=ul/ry0, y=y0F(u) 
berechnen. ) 

1st die Bel,astungshohe y0 im ScheiteL gegeben, statt r aber Spann 
weite Z und Pfeilhihe f, so muss fiir den Endpunkt der DruckLinie gel,ten 

1h 7, = it1 Vr y0 und f yo== y0 F(u1). 

Letztere GLeichung giebt 
6) F(it1) = 1 + L; 

Yo 

*) Dr. H. Zimmermann, Ueber Seitkurven; Central,bl,att der Bau 
verwaLtung 1883, S. 231. 
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aus der TabeUe kann man zu diesem J<'nnktionswerthe den entsprechenden 
Werth von u, dureh Interpolation finden uud hat dann 

V- l ) rw= ga, 
Beispiel: Fiir Z== 10, f==3[, und y»==1,9 wird nach GL. (6 

3 333 
F'(up)==1-+' ==2,1541., 

,9 

Nach der Tabelle auf 8.319 Liegt das entsprechende u, zwischen 1,6 und 1,7 
und bestimmt sicb durch Interpolation zu 1,67. Nach GL. 7 wird dann 

Vro ==,"= gm», 
,67 

r y,==8,9619 und r== 4,72. 
Man erhilt nun die Koordinaten a und y der Drucldinie, wenn man in der 
TabeUe (S. 319) die Werthe u mit 2,904, die Werthe F(u) mit 1,9 multiplicirt. 
Nimmt man nur u =0, 0,2, 0,4 usf., so erhilt man 

a=== 0 O,oo 1,20 1,so 2,40 2,oo 3,59 4,rn 4, 19 5,oo 
y = 1,9 1,94 2,05 2,25 2,54 2,93 3,44 4,09 4,90 5,23 . 

Durch Auftragen dieser Koordinaten ergeben sich die Kurvenpunkte, die 
man dann Leicht durch einige Kreisbogen verbinden kann. Weil in diesem 

J<'aLte ~o etwa 0,45, also etwas mehr al,s ! betragt, so nimmt (nach S. 324) 

die Kriimmung der Drucklinie vom Scheitel aus fortwiihrend ab, jedoch 
anfangs nur Langsam. 

VI. Ketten- und Drucklinien fUr unsymmetrische Belastung. 
Eine in 2 Punkten A und B gteicher Hohentage befestigte 

Kette (Fig. 284) sei tiber p.ie rechtsseitige Hatfte der Spannweite 
l gleichmifsig mit g fur die 
Lingeneinheit des Grund 
risses , tiber die Linksseitige 
Hilfte aber ebenso mit n g be 
tastet. Dann werden die beiden 
Theite AC und BC der Ketten 
linie Parabeln mit Lothrechter 
Achse sein (s. S. 315),. je 
doch wegen der verschie 
denen Betastung von ver 
schiedenem Parameter. Im Punkte 
liegen mige, schliefsen sie sich 

Fig. 284. 
I l ' l <------- )! ---·----------·➔~---------· 2 -----------7! 

I 

' i 
I 

: 
l-------a-------- ~ 

P .L 

C, wetcher um f unter AB 
mit gemeinschaftticher 



VI. Unsymmetr-ische Kettenlinien. 327 

'l'angente einander an; denn bei endticher BeLastnngshohe z 
bleibt auch dy:da endlich, so dass d y :da sich nur stetig 
iindern kann. 

Bezieht man die Linie AC auf den Anfangspunkt A, BC 
aber auf B, so wird zunichst fiir cinen Punkt P der A C (nach S. 314): 

d2y _ n9. dy _ ng . _ ng 2 a&if5 a»@Usu=9i+Co. 
(Das negative Zeichen [riihrt daher, dass die Kettentinie der 
X- Achse die konkave Scite zukehrt.) Bei der zweiten Inte 
gration ist dic Konstante Null. 

Fii.r eincn Punkt P1 der BC ist cbenso 
dy, g. dhl,a,-,: y,= 9 414 0,a as; @a, I" %92ff" 

Fur den Punkt C, d. h. fi:ir x = x1 = 2l ist !Y - d Yi und @a@a, 
v = y1• Das Uefert die GLeichungen 

ng -- g air'+©=g! Q und 

_ n g l2 + CJ_= g_ z2 + C .!_ weLehe 
8H 2 8H '2 
g 4l C = 8 B. (1 + 3 n) nnd C1 - 8 JI (3 + n) ergeben. 

Hiernach wird die GLeichung for A C: 

g l n y 
Y=-(l +3n)x--x2 

8H 2H 1) 

und diejenige ftir B C: 

3» =hr@+o 
Beide 

3) 

Gleichnngen geben fti.r die Ordinate 
g 
fir@® 

des Puuktes C: 

A C ist eine ParabeL vom Parameter JI , deren ScheiteL D einen ng 
wagerechten Abstand 

4) 
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I-I von A hat. Die Parabet B C hat den Parameter, und der 
g 

Scheitet der iiber C hinaus nach Links verUingerten Kurve ist 
von Bum 
5) a,==\,1(3-]-n) 
in wagerechtem Sinne entfernt. 

Fiir gteiche Werthe von a und , ist das arithmetische Mittet 
anus y und y,: 

y +h g (1 + n) ( ·) 
2 4J-1 X X • 

Vertheilt man aber die Gesammttast ½ g l (1 + n) gteichmafsig 
iiber die ganze Spannweite, so entsteht bei gleicher Kraft I-I die 
parabotische Kettentinie 

Y = g(l+n) x(l-x) 
0 4I-I ' 

so dass dieses Yo gteich dem obigen Mittet ½ (y +y1) ist. , 
Wenn man also, von symmetrischer Belastung ausgehend, 

die cine Hilfte en ttastet, die andere in gleichem Mafse me hr 
betastet und dabei H unverindert erhiilt, so hebt sich auf der 
einen Seite die Kettentinie um ebenso viet, wie sie sich an der 
entsprechend tiegenden SteUe der anderen Seite senkt. Die 
Lothrechte Verschiebung betrigt 

» "_" "a"%--) 
sie ist am grifsten fiir x = ¼ l, namtich i4l;-I ( n - 1). 

Auf der Seite der schwereren Last hat die Parabel den kteinercn 
Parameter, also die starkere Kriimmung. 

BeispieL: 1st die Last der linken Seite doppeLt so grofs wio die 
der rechten, d. h. n = 2, so wird 

7 gl g ? 7 H ug qr r®; a==..l: der Parameter==4,: 
L 16 l 2g , 

5 gl .,%. 
9 s " gm 

5 H a1 = 8 z; der Parameter = g. 
g 

Die grofste Lothrechte Verschiebung (im Sinnc dcr GL 6) wird 64H. 
. 3 gl? Der Punkt C hat die Ordinate f = 1'6 Ji , woraus man bei gegebenem 

f die Kraft H berechnen kann. 
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1st bei gl,eichmafsiger Betastung g der ganzcn 
Lange des Grnndrisses eine betiebig Liegende Einzet 
Last P vorhanden, so muss die Kettenl-inie in dem Angriffs 
punkte dieser Last einen Knick bitden. 
Es kommt niimtich an dicser SteUe auf Fig-. 285. 
ein Liingentheitchen dx die endtiche 
Last P, so dass hier z==P:da== oo, 
mithin die Aeuderung von d y : d a 
unstetig wird. Sind die Spannluafte 
unmittelhar links und rechts von der 
Last S und S, mit den Neigungs 
winkeln a und a,, so muss 

S sill a S,sin ry 1 =P, 
oder, wciL S cos o. == S, co8 a.1 = I-I, 
1) sein. 

Bezieht man wieder das Kurvenstlick A E auf A, das 
Stlick BJ,) auf B als Anfangspunkt, so wird fiir A E: 

d21f g dy g q air air©5u= am+c 
fdr BE: 

d?y, g.&y, la,--C: % 9 4#40, a @@, II" 6 hr= 91" 
Zur Bestimmung von C und C, dienen die Bedingung in Gt. 7, 
sowi.e der Umstand, dass der Punkt E mit der Ordinate v beiden 
Liuien gemeinsam ist. Die erste Bedinguug Lautet ( da fiir 

dy dy ==u,," ==tga; fiir X1=l-'u -d '=-tga.J: a , 
9 g P I u + c - 11 cz - u) + c1 =Ii; 

die zweite (da fdr x=u y=v, fiir x1=l-u y1=v): 

-- _g_ u 2 + Cu = - _g_ (l - u) 2 + C (l ·- u). 
2H 2H 1 

Hieraus erbatt man 
, P l - ~t g l . Ur +gnu • P nu gl =rt Sn> 
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so dass die Gleichungen fiir A E und B E nun werden: 

( 
P l - u g l ) , q ,2 s) u-'r +Sn'® 2 wa 

w »-,1+3l) { 
Fiir x ==%l giebt Gleichung 9 a Ls Ordinate des Punktes C: 

10) r ("±<") JI 2 8 ' 

woraus sich bei gegebenem f' die Kraft H bereclen lisst. 
AE ist eine ParabeL vom Parameter H: q; bei entsprechender 

Fortsetzung iiber E hinaus wiirde ihr ScheiteL in dem wagerechten 
Abstande 

11) 
l p 

a= -+-(l-u) 2 gl 
von A Liegen. BE hat den gLeichen Parameter, und ihr Scheite L D 
hat die Abscisse 
12) 

l p @,=-3 + q. 
.CJ 

VII. Drucklinie eines Gewilbes. 
Ein Gewilbe mit geschLossenen Fugen, weLches sich mit 

votten FLachen gegen Widertager stiitzt, ist a Ls ein e Las tis ch er 
Bogentriger oh ne Ge Lenke aufzufassen und daher 3 fach 
statisch unbestimmt. Es finden auf ein solches Gewilbe die 
Elasticititsgleichungen 1- 3, S. 262 Anwendung. 

Weicht dasseLbe nicht zu vieL von einem fLachen ParabeL 
bogen iiberall gleichen Querschnitts ab, so kann man mitteLs 
Kimpferdrucklinie und Umhiillungslinie die Berechnung ganz so 
durchfiihren, wie fiir den Bogentrager S. 271 angedeutet wurde. 

Aus der Art der Herstettung des GewoLbes entstehen aber 
verschiedene EinfLiisse, die sich rechnungsmifsig schwer verfoLgen 
Lassen, so dass es sich meistens empfiehLt, unter sinngemafser 
Anwendung der fur den parabo Liscben Bogentrager gefundenen 
Ergebnisse die GewoLbe unter vereinfachenden Annahmen mit 
HiiLfe der DruckLinie zu berecbnen. 
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DruckLinie cines symmetrisch angeordneten Gewilbes 
bei gegebenem Scheiteldrucke. Ist das Gewilbe vollig 
symmetrisch zu einer Lothrcchten MitteL- 
cbenc (Fig. 286), und betrachtet man Fig.286. 
letztere als Schnittfliche fiir das Ge- ~ 
wdlbe, so muss die an diesem Schnitt 
auftretende Spannkraft eine wage rec ht e 
Druck.kraft JI sein (naclt dem Gesetzc der 
WcchseLwirkung und mit Hiicksicht auf 
die Symmetrie). Ware diese Kraft H 
nach Gr6fse und Lage bekant, so wiirde 
die Spannungsverhiltnisse des Gew6lb 
bogens villig bestimmbar sein. 

Man theile nimlich die Gewilbhiilfte (deren Lange recht 
winkLig zur BiLdebene gLeich Eins scin mag) durch Fugen in 
mchrcre (z. B. 4) Theile, welche Gewilbsteine genannt werdcn 
kinen, stelle die auf die einzeLnen Steine komrnenden BeLastungen 
(Uebcrrnauerung, Ueberschiittung und dgt.), die vorliufig nur 
lothrecht wirken sollen, durch lichen dar, welchen die 
gleiche Dichtigkeit ;, wie den Steinfiguren beigeLegt wird, tmd 
vereinige das Gewicht jedes GewoLbsteines mit der auf ibm 
liegenden Last zu den Kriften P,,P,,P,,P,. Setzt man nun den 
ScheiteLdruck H mit den Kriften P unter Anwendung von 
Kraftcck und Seileck zusammen, so geben die vom Pote O ans 
gezogenen Strahlen des ersteren die Driicke D,,D,,D, der 
Zwischenfugen und den WiderLagerdruck W nach Grofse und 
Hichtung an, wihrend die dazu paraLLeLen Seiten des SeiLecks 
die Lagen dieser Kriifte zeigen. Es beruht dies darauf, class 
an jedem Gewolbsteine die beiden Fugendriicke mit dem 
Gewichte P im GLeichgewichtc sein miissen. Der Schnittpunkt 
einer Seite des SeiLecks mit der entsprechenden Fuge ist der 
SpannungsmitteLpunkt der Letzteren. Mit diesem und der Grofse 
und Richtung des in ihm angreifenden Druck.es ist dann die 
VertlrniLung dcr Spannung iiber die Fuge nach der Lehre vom 
exentrischen Drucke (S. 143) gegeben. 

Die angenommene Grofse und Lage von H Liefert schLiefslich 
den Angriff'spnnkt A des Kimpferdruckes W. Das SeiLeck ist 
aber auch bestimmbar, wenn statt der Grofse von H 
der SpannungsmitteLpunkt A der Kiimpferfuge gegeben ist. In 
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diesem Falle nehme man fur den ScheiteLschub zuniichst eine 
beliebige Grifse H, an, zeichne mit dem Pole O, das Krafteck 
und, mit dem gegebenen Punkte C beginend, das Seileck, desse 
Letzte Seite die Kiimpferfuge nun im AUgemeinen nicht in dcm 
gegebenen Punkte A, sondern an einer Stelle A, schneiden wird. 
Man kann dann Leicht Kraft- und SeiLeck so abindern, dass der 
gegcbenen Bedingung geniigt wird. Verliingert man niimlich die 
erste und die letzte Seite H, und W, des vorlziufigen Seilecks 
bis zum Schnittpunkte Q, so muss <lurch diesen das Gesamrnt 
gewicht 2: P der Gewi::\Lbbatfte hindurch geben, weiL W

1 
die 

Mittelkraft aus H, und den simmtlichen Gewichten darstellt. 
WeiL aber l: P eine bestimmte Lage hat, so muss der Punkt Q 
von der Wahl der beliebigen Kraft H, 
unabbiingig sein. Die Letzte Seite des 
gesuchten SeiLecks muss daber <lurch A 
und auch durch Q hindurchgehen. Zicht 
man nun <lurch den unteren Endpunkt 
des Kraftecks · cine Parallele zu AQ, 
so bestimmt diese den neuen Poli 0, 
somit das endgiiltige Krafteck und 
SeiLeck. Weil dem Punkte A ein Punkt B 
am rechtsseitigen Kampfer entspricht, 
so kann man aLso sagen, <lass die SpannungsmitteLpunkte 
dreier Fugen das Krafteck und das SeiLeck eines 
Gewi::\Lbbogens voLLig bestimmen. Der Einfachheit haLber 
wurde im Vorstehenden das Gewi::\Lbe symmetrisch angenommen, 
<loch findet man Leicht, <lass das Ergebis auch fiir ein un 
symmetrisches GewoLbe und betiebige Lage der Punkte A, 0 
und B gelten muss. Diese 3 gegebenen Punkte haben niimlich 
fur die Berecbnung gauz diesetbe Bedeutung, wie 3 re i bungs 
Lose Ge Lenke , da bei Letzteren die Drucktibertragung 
nur in den GeLenkmitten (GeLenkpunkten) erfoLgen kann. Die 
WiderLagerdrticke eines Gewotbbogens mit 3 gegebenen Spannungs 
mittetpunkten wtirden daher mittets der MomentengLeichungen 
berechnet werden ki::\nnen, womit dann auch Kraft- und SeiLeck 
bestimmt wiren. Man getangt auf diese Weise wieder zu dem 
bekannten Ergebisse, dass ein Bogentrager (und ebenso ein 
Gewi::\Lbbogen) durch Anordnung dreier Gelenke statisch be 
stimmbar wird. 
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Wir haben uns im Vorstehenden das Gewilbe nach dem iiblichen 
Fugenschnitte zerlegt gedacht; man crhilt aber denselben 
WidcrLagerdruck W, wenn man das Gewilbe in anderer Weise 
cintheilt, weil W nur von II und dem Ge s am mt gewichte der 
Gew6lbhiilfte abhingt. Fiir Gewilbe von nicht sehr grofsem 
Pfeilverhiltnis empfichlt sich die Theilung des Bogens und der 
UeberLast durch Lot hrechte Schnitte, weil man dann die einzeLnen 
Stucke a'Ls scbmale 'I'rapeze behandeLn kaun. Die mittLeren 
Sciten des Seilecks indern sich dadurch ctwas, doch kann diese 
Abwcichung mcist unberiicksichtigt bLeiben. 

Das SeiLcck bczeichnet die GLeichgewichtsform einer GeLenk 
stangcn-V crbindung, we Le he in den Ge Lenk.punk.ten <lurch die 
Gcwichte <l.cr betreffenden GewoLbthcile beLastct ist. Denkt man 
sich nun die ZabL dcr Schnitte grofser und grofser werdend, so 
cntstelit aus dcm Sci Leck eine SeiLkurve und ( damit gLeichbedeutend) 
aus dcm Gelenkstangen-Vielcck eine Drnck'Linie, so <lass die 
Untcrsuchungcn iiber Ketten- und Drnck.Linien (S. 315 bis 330) 
bei der Anordnung und Berechnung der Gewilbe benutzt 
werden konnen. 

Jedem gegebenen Be Lastungsgesetze entspricht eine be 
stimmte Kurvengattung als Ketten- oder Drucklinie; jedoch 
gehoren ciner solchen Gattung immer unendlich viele einzelne 
Kurven an, die simmtlich statisch migliche Kettenlinien zu einer 
bestimmtcn BcLastung darsteUen. Hat z. B. die BeLastung z der 
Lingeneinheit des Grundrisses den iiberall gleichen Werth q, so 
sind die entsprechenden Kettenlinien Parabeln mit Lothrechter 
Achse vom Parameter H:q. Jedem (willkiirlichen) Werthe 
von H entspricht dann cine besondere Parabel.= Auch von der 
Kurvengattung der Hagen'schen Drucklinie mit ciner bestimmten 
BeLastungshohe Yo im ScheiteL giebt es unendlich vie'Le verschie 
dene Pille, je nach der Wahl des Kriimmungshalbessers r im 
ScheiteL. Hat nun ein Gewo'Lbbogen eine Be'Lastungsart, die einer 
wagerechten BeLastungsLinie entspricht, so wird die 
Drncklinie des Gewilbes cine Hagen'sche Linie sein miissen. 
Vou den unendLich vie len Einze Lformen dies er Kurvengattung 
wiirde eine eiuzige scharf bestirnmt sein, wenn fiir die Druck 
Linie 3 Punkte gegeben waren, oder aufser dem ScheiteL C noch 
ein Punkt A, etwa der Endpunkt, so dass dann aus Pfei'Lhobe 
und Spannweite die Grofse r (in der auf S. 325 gezeigtcn Art) 
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berechnet und die DruckLinie in das Gewolbe eingezeichnet 
werden konnte. 

Aus diesen ErLauterungen foLgt, dass die wirkLichc 
Drucklinie eines Gewilbes mit gegebener Belastung 
dreifach statisch unbestirumt ist, dass aber die un 
endlich vielen statisch miglichen Drucklinien einer 
bestimmten, nur von der Belastungsart abhingigen 
Kurv e nga t tung angehoren. 

Dr. E. WinkLer's Satz iiber die Drucktinie in einem 
Gewilbe nach der Elasticitiitslehre.) Man kaun die drei 
Elasticitits-G leichungen (S. 262) cines Bogentrigers ohne Ge Lenke 
unmittelbar auf die Bestimmung der Drucklinie eines Gewilbes 
anwenden. **) Die hierzu erforderLichen Entwick.Lungen sind aber 
fur den Rahmen dieses Buches zu umfangreich, so dass wir uns 
auf eine annahernde Losung der Frage beschranken miissen. 

Winkler hat nun den Satz bewiesen: u n t er Vern a ch 
lissigung des EinfLusses, den die Verkiirzung der 
Mittellinie des Bogens durch die Lings kraft N ausiilJt, 
und bei iiberall gleichem Querschnitt ist unter allen 
statisch rnogLichen DruckLinien diejenige die richtige, 
wel,che sich der :Mittel,l,inie durchschnittLich am 
meisten nahert, wenn man das Wort ,,durchscbnittLich" im 
Sinne der :Methode der kLeinsten Quadrate deutet. 

Der Beweis dieses Satzes wird am besten inclirekt gefiihrt: 
wir nehmen den Satz als richtig an und untersuchen, was daraus 
foLgt. AB sei die :MitteUinie des Bogens 
mit den Koordinaten a und y, A,B, 
die Druck linie desselben mit den Koor 
dinaten und y'. Dann ist der l,othrechte 
Abstand beider y' -y; .soU al,so die 
Summe der Quadrate der Abweichungen 
miglichst klein sein, so kann dies ge 
schrieben werden: 

Fig. 288. 

1) f(y' -y)2 ds = S ein Minimum. 

) Dr. E. Winkler, Beitrag zur Theorie der Bogentriger; Zeitschrift 
des Arch.- und Ing.-Vereins zu Hannover 1879, S. 210. 
) H. MiilLer-Breslau, Elasticititstheorie der Tonnengewilbe; 

Zeitschrift fiir Bauwesen 1882, S. 35 und 211.= Ferner Elasticititstheorie 
der nach der Stiitzlinie geforten Tonengewilbe; a. a. 0. 1886, S. 273. 
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d'' , 
Aus dcr G-rundgLeichung der Druck.Linien d-;2 = fl ergiebt 

sich nun durch zwcimalige Integration 

2) , ((x) y'='jf Aa4 B. 

Diese GLcichung umfasst aUc in dem g·egebenen BeLastungsfaUe 
statisclt mogLichen DruckLinien. Das GLied f ( x) ist nur von der 
gegehenen BcLastungsart abbangig, daher ein bestimmter Werth; 
dagegen sind B und A statisch unbestimmt.e Integrations-Konstanten, 
die von dcr Lage der Druck.Linic im GcwoLbe abbangen, H ein 
ehenfaUs statisch nicl1t bestimmbarer Seitenschub. Der Loth 
recbte AbRtand 

3) I f'(:x:) 
•11 -11= - LAx + B- 11 9 J J] 9 

ist daber al,s cine Funktion der unbestimmten Grofscn B, A und 
H zu betracb ten. Die Bedingung S = J (y' - y) 2 d s ein Minimum 
verlangt hiernach das Nullwerden der 3 theilweisen Abgeleiteten, 

2S c!S 2S 
d. h. a 0 j 34 =- 0 ; 2 Ii= 0 . 
N::tch GL. 1 und 3 wird aber 

']-·o 9",,»- =f @ 
3(') (weil nach G1.3' 5j}= 1), mithin 

4) J(y'-y)ds=O. 

3S JC , ) 2 (y · -v) J'( , ) d Ebenso wird 2IA = 2 y - y cl A d s = 2 y - y x , s, 

aLso 
5) J(y'- _1;)xds=O. 
Schtiefstich ist 

38_ 3(u'-) 2yo f@) a1?J0'-) am" @s== 2'=#0 y± @® 
oder, wenn man f (x) aus Gt. 2 berechnet, 

; 1£-=- 1 {f(y'-y) y'd s - AJ(y' - y) tx:ds-B J(y'-y)ds}. 
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Weil nun die Letzten beiden GLicder nach GL. 4 und ver 
schwinden, so wird f(y'-y)y' ds=O. SoU aber, wie an 
genommen, die Drucklinie sich der Mittellinie miglichst niihern, 
so kann man in dem Letzten Ausdrucke annihernd y' mit '!J ver 
tauscben und erhilt dann die dritte Bedingung 

6) S(y' -y)yds=O. 

Die Druck linie A,U (Fig. 289) giebt an irgend einer SchnittsteUe 
durcb ihre Tangente die Lage und Rich tung der inneren Spannkraft an, 
die also bei U angreifen muss und in H und 
Q zerLegt werden kann. Demnach ist 

7) M = H · UP= Hay'-) 
das Biegungsmoment in Bezug auf den Schwer 
punkt P der Schittfliiche und 

8) M 
uJ Tr; 

Fig. 289. 
If U 

) y- 9 
,,, 
f 'Q 

,,/'/ 

AV 
A, 

Die GL. 4, und 6 bedeuten hiernach: 

J
.M 
y"s=-0; J.M 

uds==() H" ' oder 

.f Mcl::;=0; .flVIxds=O; JMyds=O. 

Diese Letzten GLeichungen stimmen aber mit den 3 Elasticitits 
gleichungen eines Bogentrigers iiberall gleichen Querschnitts (S. 263) 
i.i.berein, sobaLd man das GLied mit der Lingskraft N vernach 
lissigt; der Winkler'sche Satz ist damit bewiesen ( denn dass es 
sich nur um ein Minimum, nicht aber um ein Maximum der Ab 
weicbung beider Linien bandeLn kann, ist seLbstverstandLich). 

Bei diesem Satze ist die Verkiirzung der BogenLinie aus 
driickLich vernachLassigf. Es soU damit aber durcbaus nicht 
gesagt sein, dass eine so Lcbe Vernachlissigung thatsichlich erfo Lgen 
diirfe; vieLmehr wird man den EinfLuss der Verkiirzung auf die 
Lage der DruckLinie besonders zu ermitteLn baben, u. zw. kann 
man dazu anniherungsweise die W erthe benutzen, welche sicl 
daftlr bei dem flachen parabolischen Bogentriger iiberall gleichen 
Querschnitts (S. 264) ergeben haben, wie dies im FoLgenden 
gescbeben so LL. 
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VIII. GewiHbe mit unveranderlicher Belastung. 
Erftihre die Mittc Uinie des Gewilbes keine Verkiirzung, so 

wiirdc die Druck linie sich der Mittellinie miglichst nihern; beide 
wiirden atso voUstandig zusammenfaUen, faUs die MitteUinie 
cine dcr for den vorhandenen Belastungszustand statisch miglichen 
DruckLinicn ware. Ein sol,ches ZusammenfaUen beider Linien 
1.Jecleutct aber den giinstigstcn Spannungszustand fiir das Gewilbe, 
weiL hierbci in jeder Fuge ein voUkommen centrischer Druck, 
mithin cine gleichmifsige Spanungsvertheilung stattfindet. 

Bei cinem Gewilbe von unverinderlicher Belastung ist es 
daher zweckmifsig, die MittcUinie nach einer, der Betastungsart 
cntsprechenden, statisch mogLicl1en Drucldinie zu formen. Ein 
solches Gewilbe heifst cin Drucklinicn-Gcw6lbe. 

Eine para b olis ch e Mittellinie ist cine statisch migliche 
Druck linie bei gleichmifsiger Belastung der Spanweite l, d. b. bei 
dem in Fig. 245, S. 270 dargestetl,ten Zustande. In FoLge der Ver 
ki'i.rzung Licgt hier aber der Angriffspunkt des Seitenschubes Him 
Schcitel, um co berhaLb der MitteUihie, am Kampfer um doppett so 
vieL unterbaLb derselben, so dass die wahre DruckLinie eine um 3 c 
grofserc PfeiLbobe bat aLs die MitteLtinie. Annahernd dieseLbe 
Verschiebung der DruckLinie gegen die MitteLtinie wird auch bei 
DrnckLinien-Gewol,ben ftir andere (nicht gleichformige) BeLastungs 
arten entstcben, wenn die Form der MitteUinie nicht zu sebr von 
ciner Parabel abweicht. 

'Zur Berechnung dieser Verschielungen kommt zuniichst der 

Werth =',", (6. 10, s. 265) in Frage. Boi cier Gewoh 
stiirke dist die QuersclmittsfLache F = d · 1 , das Tragheitsmoment 

45 d2 15 d2 
• 

J=='lg@?·1, daher == 7 1gr? 16 r:> wofiir an rund 

1) 

setzcn lrnnn. 

2) 

a? s= p: 
Dann winl (nach GL. 20, S. 271) 

1 1 a2 

o=-»/5=y } 
Bei verinderlicher Gewilbstiirke wird fiir d die mitt 1, ere Starke 
gesetzt. 
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In Fotge dieser Abweichung treten nun freitich auch in einem 
Drucktinien-Gewotbe Biegungsmomente auf, die man abcr 
<lurch Wahl, einer anderen Gewotbeform nicht beseitigen kann. 

Sott ein Gewilhe nur sein eigenes Gewicht 
tragen und der Einfachheit wegen iibera1,1, gteiche Dicke 
erhalten, so dass die BeLastung sich gteichformig iiber die Bogen 
Lange vertheitt, so wird es als Drucklinien-Gewolbe nach 
einer gemeinen Ketten tinie (symmetrisch nacb oben umgektappt) 
zu formen sein, weit diese der hier in Frage kommenden Be 
tastungsart entspricbt. Bei geringer Dicke des Gewilbes wird 
dann ~ = il,2: f2 meist so ktein, dass die Versclliebungcn c und 
2 c der Drucklinie unberiicksichtigt bleiben kinen und man die 
Druck linie als mit der Mittellinie zusammenfallend ansehen kam. 
Dann gitt fur die Spannung an irgend einer Stelle nach GL. 9, 
S. 318 a==Y,/> und fiir die stirkste Spanung am Kampfer 
a=-r,(fr), wen y, die Dichtigkeit des Mauerwerks bedeutet. 
'Die Anstrengung ist demnach von der Gewilbstirke unabhingig, 
da mit zunehmender Dicke auch die Spankrifte in gteichem 
Verhiiltnisse wachsen. Man kann daher die Dicke eines sotchen 
Kettentinien-GewoLbes so klein wihlen, wie praktische Gesichts 
punkte es zutassen. 

Fiir den gleichen Zweck wird sich cine geringere Anstrengung 
ergeben, wenn man aLs Wotbtinie eine KettenLinie iiberatL 
gLeicher Anstrengung wahtt (S. 319), zugteich aber die 
Gewilbstirke d so veriinderlich macht, dass 

d cos 9 == d,, 
wenn d, die Scheitetstarke ist. Steht die Fuge rechtwinktig zur 
MitteUinie, so bitdet sie mit der Lothrechten den Winkel ); 
obige Gteichung bedeutet atso, dass alle Fugen gleiche senk 
rechte Projektion haben miissen. Bei geringer Wilbstirke werden 
dann wiederum ~ und c ldein, so dass nach Gt. 5, S. 330 an 
nihernd eine iiberall gleiche Spanmung a== y,r im Gewilbe ent 
steht, unabhingig von der Gewilbstirke. 

SoU ein Gewotbe von betiebig gestatteter MitteUinie berechnet 
werden, so sucht man zunichst auf Grund des Winkter'schen 
Satzes diejenige statisch migliche Drucklinie, welche sich der 
MitteLLinie durchschnitttich am meisten nihert. Es geniigt, diese 
Untersuchung zeichnerisch auszufiibren, indem man zuerst ein 
Seiteck <lurch die Mitten der Schcitel- und Kimpferfuge legt und 
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dieses durch Probiren derartig verschiebt und abindert, dass 
nach Augenmafs ein gutes Anschmiegen an die Mittettinie statt 
findet. Man berechnet dann c = 1/s d2 

: f, vertegt den Angriffs 
punkt im Scheitet um c nach oben, den am Kampfer um 2 c 
nach unten und k.ann eine durch die so, bestimmten Punkte ge 
zeichnete Drucklinie annihernd als die wahre betrachten, wonach 
der Spannungszustand sich einfach bestimmen tasst. 

IX. Brilckengewilbe. 
Die Briickengewotbe sind gewohntich in sotcher Weise iiber 

mauert und iiberschiittet, dass oben eine wagerechte Begrenzung ent 
steht(Fig.290). Die verschiedenenStoffe, 
welche die Bedeckung bitden, werden 
mittels Verinderung der H6hen simmt 
tich auf die Dichtigkeit 11 des Mauer 
werks zuriickgefiihrt. Dann ergiebt 
sich, wen man im Fotgenden 
durchweg y, als Krafteinheit 
benutzt, die Belastungshihe z, inf 
Scheitet al,s Summe der (vortaufig nach 1 
Gutdiinken angenommenen) Gewotb 
stirke d, im Schcitel, der Uebermauerung und der auf dieselbe 
Dicbtigkeit zuriickgeflihrten U eberschiittung. (So Lange die Ober 
flziche des Mauerwerks nur schwach geneigt ist, kann der Seiten 
druck der Ueberschiittung unberiicksichtigt bteiben.) Auch nach 
der Zuriickfiihrung auf gteiche Dichtigkeit ist die so entstehende 
BeLastungstinie meist noch wenig von eiuer wagerechten Geraden 
abweichend, so dass die Hagen'sche Drucktinie (S. 323) 
anihernd diesen Belastungsverhiltnissen entspricht; daher em 
pfichlt es sich, die Mittettinie des Briickengewilbes (wenigstens 
vorliufig) nach ciner Hagen'schen Drucklinie Z formen. Eine 
Schwierigkeit besteht zunichst darin, dass gewihnlich Spannwcite l 
und Pfeithihe f fiir die innere Leibung, nicht aber fiir die 
Mittettinie gegeben sind und dass bei der verhiltnismifsig 
grofsen Dicke der Briickengewilbe diese beiden Linien ziemtich 
verschiedene Pfeilverhiltnisse haben. Wen man aber eine nach 
herige zeicbnerische Priifung und etwaige Bericbtiguug voraussetzt, 
so kann man die Annahme machen, dass die richtige Mittettinie 
und die zugehorige innere Leibungstinie des Gewilbes derselben 

23 Keck, Elasticitiitslehre. 

Fig. 290. 
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Kurvengattung angehoren und sich nur dnrch einen verschiedenen 
Scheitethatbmesser r unterscheiden. Man formt daher die inn ere 
Leibung nach ciner Hagen'schen Drucklinie und triigt die 
angenommene Scheitelstirke d, auf. 

Fiete die wabre DruckLinie mit der MitteUinie zusammen, 
so wiirde der villig centrische Druck einer betiebigen Fuge 
D = H sec ) sein. Fiir iiberall gleiche 
Spannung miissten dann die Gewilbstirken d 
und d, sich ebenso verhalten wie D und H, 
es miisste aLso 
1) dcos)==d,, 
d. h. die lothrechte Projektion aller Fugen 
gleich d, sein (Fig. 291). 

Fiir Briickengewotbe bat diese Formet atterdings keine 
grofse Bedeutung, weil bei solchen in Wirk:Lichkeit weniger einfache 
Gesetze fiir die Stirken-Verhiiltnisse mafsgebend sind; man kann 
sie hichstens als cinen vortaufigen Anhatt benutzen, gebe aber 
mit d :d, nicht iiber 2 binaus. 

Hiermit steht dann auch die aufsere Leibung zunacbst fest, und 
nacb Anbringung der Uebermauerung und Ueberschiittung kann 
nun die zeichnerische Priifung erfoLgen. Man Lege durch 
die Mitten von ScbeiteL- und Kampferfuge ein Seiteck und andere 
die Mittettinie des Gewotbes nothigenfatts so, dass sie sich dem 
Seiteck gut anschmiegt. Sodann berechnet man nach Gl. 1 u. 2 
(S. 337) ( und c, wobei man die mittlere Gewilbstiirke beriick 
sichtigt, und verlegt die Angriffspunkte von If im Scheitet und 
am Kampfer wieder nm c nach oben bezw. um 2 c nach 'unten. 
Hiermit stebt dann der Spannungszustand des u n bet as t et en 
Gewotbes annabernd fest; Voraussetzung ist, dass der betrachtete 
Gew6lbbogen nicht zu grofse Pfeilhihe bat (etwa bis f = 113 l). 

Die bewegliche Belastung wird als gleiclmiifsig ver 
theitt angenommen und in Form einer Betastungshohe p (mit 
dem Einheitsgewichte r,) cingefiihrt. Bedeckt sie die gauze 
Spannweite, so kann dies aLs eine Vergrofserung der Betastungs 
h6he , ump angesehen werden. Ohne Verkiirzung der Mittet 
tinie ware dann der ganze Seitenschub If= r (y0 + p), mit 
Riicksicht auf diese wird aber 
2) H'(%+p) 

1 + ' 

Fig. 291. , 
I 

am 
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Hierin bedeutet r den Kriimmungshatbmesser der Drucktinie im 
Scbeitet. Kann man dcnsetben nicht eincr Zeichnung entnehmen, 
so setze man annahcrn<l. 
3) r==r,+d,, 
wen r, fiir die innere Leibung gitt., (Bei iiberatt gteicher 
Gewilbstirke wiirde r==r, ld, sein; wegen der Zunahme 
der Gewilbstirke nach den Kampfern hin wird aber r grifser.) 
Der Angriffspunkt von If ticgt im Scheitet um 
c = 1/3 d2: f' iiber der Mitte (Fig. 292). Die K.anten. Fig. 292. 
pressungen, wetche im Schcitet bei voller Be- 3 H 
tastung entstehen, werden dahcr (S. f 
» "+) 
wobei das obere Zeichen fur die Oberkante gitt. 

Am Kampfer bitde die Mittettinie den Neigungswinket a.. mit 
dcr Wagercchten (Fig. 293), die Fuge annihernd denselben 
Winket mit der Lothrecht.en. Der Kimpferdruck W ist m 
Wirkl,ichkeit etwas steiter al,s die Mittettinie, 
doch ist dieser Unterschied nicht sehr erhebtich, 
so dass man annihernd 

W= H sec a 

Fig. 293. 

setzcn kann. Der Angriffspunkt A1 von Wtiegt 
nm ta = 2 c unter A, tiefert atso das Moment 
M,=W-2ccosa==H-2c. Ist nun d, die Gewilb 
stirke am Kampfer, so ergeben sich die Kanten 
pressungen dasetbst bei voller Belas tung zn 

» 3L+-{-- 0 
wobei das untere Zeichen fur die Unterkante gitt. 

Bedeckt die bewegtiche Betastung nur cinen Theil der 
Spannweite, so wird die Drucktinie unsymmetrisch, und es ist 
for cin BriickengewiHbe wiinschcnswerth, dass der Spannungs 
mittel,punkt in keiner Fuge aus dem Kerne, dem mittteren Drittet, 
heraustrete, dass also auch die unsymmetrische Drucktinie 
in dcmsymmetrischen Kcrnbogen (wetcher die mittteren Drittet 
aller Fugen umfasst) verbleibe. (Ueberschritte nimlich die 
Drucktinie bei einseitigcr BeLastung den Kernbogen, so wiirden 
sich, faUs dRs Gewotbe ohne nennenswerthe Zugfestigkeit ist, die 

23 
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betreffenden Fugen theilweise 6ffnen, bei anderer Laststellung 
sich aber wieder schliefsen - ein Vorgang, welcher bei hiufiger 
Wiederholung dem Gewilbe schidlich werden kinnte.) 

Nach dem Wink:Ler'schen Satze wiirde (obne den EinfLuss 
der Verkiirzung, weLche die Druck:Unien steiter macht) auch 
bei unsymmetrischer Betastung die Drucklinie sich der Mittel 
linie miglichst anschmiegen. Lisst sich daher fiir jede Be 
lastungsart cine statisch migliche Drucklinie nachweisen, 
die ganz im Kernbogen bleibt, so ist ein Oeffnen der Fugen 
nicht zu befiirchten. In Bezug auf Letzterem Umstand ist mithin 
diejenige Belastung (nahezu) die ungiinstigste, welche miglichst 
unsymmetrische Drucktinien erzeugt, und dieses findet genau 
genug statt, wenn die bewegtiche BeLastung die eine 
Hilfte der Spannweite bedeckt. Diese einseitige Be 
Lastung wird deshalb neben 
der vollen Belastung noch 
in Betracht zu ziehen sein 
(Fig. 294). 

Fiir die Berechnung der 
Spannungen, weLche diesem 
'Zustande entsprechen, kimnen 
wiederum anniiherungsweise 
die fur den parabotischen 
Bogentrager entwickelten 
Formeln benutzt werden. 'Zunichst ergiebt sich nach S. 271, 
<lass an den Kampfern die grofsten Momente vorkommen, zu 
deren Berechnung die Gt. 22 u. 23 (8. 271) dienen. In diesen 
GLeichungen beziehen sich l und f auf die parabotische Mittet 
Unie des Bogentrigers. Fiir diese ist der Kriimmungshatbmesser im 
Scheitet l2:8f, und es empfiebLt sich, fiir die hiervorUegendeAufgabe 

z2 . 
8 f = r oder l2 = 8 fr 

zu setzen, wenn r den Kriimmungshatbmesser der MitteUinie des 
Gewotbes im ScheiteL bedeutet; g ist hier mit Yo zu vertauschen. 
Gt. 21-24 (S. 271) werden dann 
6) I-I = r (Yo +h) . 1 14 · 

1 2 M,= gvfr+ , H,ft; 

Fig. 294. 

P 

7) 
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8) 

9) 

p 2 M= gf+, H,ft; 
M,==H,c==\% H,ft. 

Zieht man durch A und B Lothrechte, so geht die Druck 
l,inie durch die Punkte A1 bezw. B, derselben, und fur die Ab 
stinde A Al= ta und BB,= tb gitt 

10) t 'M,, = I 
In der Scheitelfuge bleibt der Spanungsmittelpunkt CU, in derseLben 
geringen Rohe: 

11) 
1 1 d2 

c= 3f=9 } 
Uber der Mitte wie im unbelasteten und vollbelasteten 'Zustande; 
die Scheitel,fuge wird daher bei [voLLer BeLastung die 
starkste Spannung erfahren, weiL dann der Schub Ham 
grifsten ist. 

Bei einseitiger BeLastung werden die Kantenpressungen 
im ScheiteL 

12) 

am beLasteten Kampfer, wenn man wieder annihernd 
W = H,sec a einflihrt: 
13) Jf1 sec a 6 Ma 

o = d =i= --r ' 
t I 

am unbel,asteten Kampfer 
1H, see a 6 M, 

14) a== 7 T,± a, I 

wobei sich die oberen Zeichen auf die Oberkante beziehen, und 
umgekehrt. 

Am beLasteten Kampfer treten die grifsten Biegungsmomente 
auf. Stellt man die Bedingung, dass hier die kLeinste Druck 
spanung Null werde, so muss 

15) 

6L. 0 d? 
I 

d _ 6Ma 
H,sec a 

oder 

sein. 



344 Fiinfzehnter Abschnitt. 'T'onnengewlbe. 

Der Umstand, dass die cinseitige Belastung der cinen Hilfte 
als ungiinstigster Fall fiir das Gewotbe anzusehen ist, weist 
darauf hin, dass man die MitteLLinie des Gewlbes (mithin 
auch die innere Leibung) zweckmafsig nicht nach eincr Druck 
tinie ftir das u n bet as t ete Gewilbe formt, sondern besser nach 
einer sotchen, weLche einer Betastung der ganzen Spann 
weite mit '»p, d. h. mit der Hilfte der beweglichen last, 
en tsp rich t. Aus dieser symrn.e- 
trischen Belastung kann man sich Fig.295. 
nimlich die einseitige Betastung der 
Fig. 294 dadurch entstanden denken, 
dass (Fig. 295) auf der Link.en Hatfte 
eine positive ( ab warts gerichtete) 
Last ½ p, auf der rechten Seite aber 
cine aufwirts gerichtete, negative Last ½ p Mnzugekommen ist. 
I-Iierdurch erfahrt der Seitenschub Hkeine Aenderung, 
die DruckUnie aber verschiebt sich an zwei symmctrisch geLegenen 
Punk.ten um gleich viel, nimlich auf der betasteten Seite nach oben, 
auf der enttasteten nach unten. Die stirksten Abweichungen 
der DruckLinie von der Mittellinie werden also miglichst 
gering, wenn die MitteUinie einer ScheiteLbeLastung Yo + 'ls P 
entspricht. 

Legt man durch die drei Punkte, welche mittets der Gt. 10 und 11 
gegeben sind, ein Seileck fiir den Zustand der einseitig·en Belastung·, so 
ist dieses wiederum ats die Drucldinie anzuseben. Man prUfo dann zu 
nichst, ob die DruckLinie irg·endwo ans dem Kernbogen tritt und ver 
grofsere darnach notbigenfaUs die Gewilbstirke. Das zur Zeichnu'ng des 
Seilecks erforderliche Krafteck giebt auch die Krifte IH, und W, genauer 
ats die vorstehend benutzten Formetn. 

Beispiet: Das Gewotbe einer Eisenbahnbrticke babe l=lOm Spann 
weite und f = 3 Ifa m Pfeitliohe; die Scheite tstarke so 1,1, einstweiLen zu 
d,===0,6 angenommen werden. Uebermauerung (von der Dichtigkeit 
i't = 2000) und Ueberschuttung (von der Dichtigkeit r = 1600) seien so be 
messen, dass die ganze, auf l\fauerwerk von der Dichtigkeit r,== 2000 zu 
rUckgeftihrte Betastungshobe im Schei tel 1,4 m betrage. Die bewegtiche 
Betastung soU zu p = 1 m angenommen werden (Fig. 296). 

Auf Grund des Vorstehenden wird die innere Leibung zunichst nach 
einer Hagen'schen Drucktinie mit y,== 1,4 m + ½ -1 m = 1,9 Scheitetbe tastung 
geformt; die Koordinaten dieser Linie sind schon auf S. 326 berechnet, 
wobei sich r,== 4,72 m ergab. Ftir die MitteUinie gilt dann nach Gt. 3 
(S. 341) annihernd r==r,] d»==4,72-4-0,6==5,320, Die Pfeilhihe der 
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MittetLinie ist uahezu gLeich d01jenig·en der inuereu Leibung. Ftir den 
NeigungswiukeL dcr MitteUinie am Kampfer gnt uach S. 323:. 

ay /y'--if Vof?if V2for? tga=- -= --=-- _ __Q-=--- _ as /ro Vo Vri» ' 

/ 
/ 

~ 
' ! /] s ! --·-••""I~----·······---···---··->\ 

' ' 
' 
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wo bei y0 = 1,9 m zu setzen ist, 

al,80 t 2 _ 2 • 3 Ifs ·1,9'4- 11 l/9 __:__ 2 , . g a - 5 1 - ,,!o ' ,32· ,!J 

sec 2 a= 3,35 , sec a = 1,83 . 
Die Gewotbstarke am Kampfer wird dann vorl,au:fig nach Gt. 1 (S. 340) 

d1 = 1,83 • 0,6 ==1,098, wofiir rund d,== 1m» gowihlt ist. Hiernach kann als 
mitttere Starke d ===0,s" gesetzt werden, und man erhilt nach Gt. 1 und 2 
(S, 337) 

" () == f2 = 3 ~/3 
= 0,058 und 

1 0 s2 ·a f,==. 
Fiir vo 1,1,e Bel,astung wird nach Gt. 2-5 (S. 340 u. 341) 

H 5,2.2,4 12 07cbrn, 
1,0!\8 , , 

Dann sind die Kantenpressungen im Seheitel,: 

a= 12,07 (1 ± r 6. 0,064) = {32,99 m ==6,5 @t 
0,6 0,6 7,2tm==1,4@t, 

diejenigen am Kampfer: 

,12,07 (1 = c==-j 9634 12 • 0,064 )- f 12,82 m === 2,6@ 

1 \31,w"==6,3@+, 
Fiir einseitige Betastung gil,t nach Gt. 6-15 (S. 342 u. 343): 

5,32 ·1.9 H --'--'--9,,cbm 1 - 1,0!\8 - ,oo , 

1 10 2 10 M,== S · 1 · 3 • 5,32 + 3 • 9,5!\ s 0,058 
= 2,217 + 1,231 ==3,448, 

M,,== - 2,217 + 1,231 = - 0,986, 
t,== 0,354", t,,==-0,100, c== 0,061. 

Die Kantenpressung·en im Scheitel, sind dann 

.-(14 .9-04) pww=5 
0,6 · 0,6 ] 5,73==1,1@, 

die Kantenpressungen am betasteten Kampfer: 
/- 3 21 m = - 0 6 at 

cr ==9,55 • l,s3 =i= 6 • 3,448= 17,m =i= 2O,oss = )+ 38:17 m =+ 7:6 at. 
Sol,l,te die gauze Kampferfuge Drnckspannung erhatteu, so miisste 

d,== 2O,oss : 17,477 = 1,18 ru 
gemacht werden. 

Etwas genauere W erthe ergeben sich, wenn man die Zeichnung zu 
Hiitfe nimmt. Diese 1,iefert r = 5,55 m; auch zeigt sich die Pfeil,hohe der 
Mittel,l,inie etwas grofser, namtich f1 = 3,4 m (statt 31fa). 
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Zeichnet man dann einSeiLeck zu dersymmetrischen, vol,l,enBel,astung, 
we Le hes im Scheitel, um 0,064 ob erhalb (Punkt C,), am Kampfer um 
2. 0,064 = O,128 m u n t orhalb der Mittellinie (auf der Lothrechten durch die 
Mitte der Kimpferfuge gemessen) liegt (Punkt 4,), so kann man ans dem 
zugehorigen Krafteck (Pol O, in Fig. 296) 1I = 11,6 cbm und W = 23,45 cum 

abmessen. Daraus entsteht am Scheitel, 

• (14 ©·) [ww=6»w 
O,o O,u l 6,oo m = 1,4 at' 

am Kampfer 

{
14o9m=2 sat a==23,10 4F 12311,6 -0,004== [j' ' · ,91°== 3,4 @ 

Die Abweichungen von der ersten Berechnung sind unerhebLicl1. 
SchLiefsLich zeichne man ein SeHcck fiir die einseitige Bel,astung 

durch die 3 Punkte A», C, und B4; darin ist C, ein Punkt der Scheitelfuge, 
wetcher um 0,064 iiber der Mitte liegt, A, ein Punkt, der um A .A.2 = ta =O,354m 
unterhatb der Mitte des bel,asteten Kampfers, B2 tein sotcher, der um 
B B2 == ,=- O,109 m oberhatb der Mitte des unbelasteten Kimpfers Liegt. 
Aus dem zugehorigen Krafteck (Pot 0) sind dann H,== 9,5 und W,== 21,6 
abzumessen. Danach ist im Scheitet 

a=== 9,5 (l ± O 64) = {25,97 m ==5,2 
0,6 » b5,0°==1,1@t6° 

ferner wird 
1 2 M,==,·1-3,165,5%4= , ·9,% 33,1 -0,058== 8,608, daher am 

Kampfer 

{
- 0,048 m = - O,1 at 

a==21,67 6·3,608 = q.1- 43,24s == ]- 8,6@1. 

Die Kimpferstirke miisste 
d,== 21,648 :21,6== l,002 m 

betragen, wenn die ganze Fuge gedrtickt werden so Ute; das ursprtingtich 
gewiihlte Mafs d,== 1,o m gentigt atso. 

Aus diesem SeHeck erkennt man auch noch, dass auf' der betasteten 
Seite, u. zw. in etwa 1l/, Meter Abstand von der Mitte, die DruckLinie um 
etwa O,orn m aus dem Kernbogen nach oben hiuaus rtickt. Die GewoLbstarke 
betragt an dieser Stelle etwa 0,63, die hal,be Kernstarke demnach O,105 m, 
Der Fugendruck hat hier den Werth 10 mit einem Momente M = l,15. Die 
Kantenpressungen werden atso 

0 
_ __!Q__ 6, l,15 _ f 41,n1 m = 8,4 at 
0» om?\-10,2s»== 20@6 

Sott auch diese Fuge in der ganzen Ausdehnung Druck erf'ahren, so muss 
die Gewilbstirke hier von 0,63 auf d = 6 , l,15: 10 == 0,69 , dementsprechend 
im Scheitet von O,o mn guf rund 0,66 vergrifsert werden. (Das Moment 
M = 1,15 ist erhebtich kteiner a Ls das Kampfermoment Ma = 3,oos. Dass es 
besondere Berticksichtigung noch erfordert, rlihrt davon her, dass die 
Gewotbstarke hier so bedeutend geringer war ats am Kampfer.) Dieses 
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Beispiel bestitigt also, dass die Gleichung @cos)==d, fiir Briickengewilbe 
(vgl. S. 340) nur sehr beschrinkten Werth hat. 

Durch Forminderungen des LehrgerLlstes, durch Temperatur-Aende 
ruugen uncl <lurch Nachgeben cler WiderLager entstehen noch weitere Eiu 
wirkungen auf das Gewilbe, welche man Sti:irungon nennt, Man sucht 
den ungtinstigen EinfLtissen derseLben durch die Art der Herstellung ent 
gegenzuwirken. 

X. Drucklinie filr Erdbelastung. 
In den vorstehenden Untersuchungen wurden rein Lothrechte 

BeLastungen vorausgesetzt. Bei GewoLben grofserer PfeiLhohe 
mit Erdiiberschiittung ist aber auch der Seitendruck der Erdc 
zu beriicksichtigen, und es soll im FoLgenden die Drucktinie fur 
diese BeLastungsart behandeLt werden. Das Gewilbe selbst liefert 
'fur die DruckLinie nur eine Lothrechte BcLastung; doch soll 
auf diesen Unterschied gegeniiber der Erdschiittung keine Riicksichit 
genommen, das Gewolbe vielmehr als eine gewichtLose Kette 
aufgefasst werden. 

Die obere Begrenzung sei wagerecht und Liege in der H6he , 
iiber dem ScheiteL (Fig. 297); dann ist, wenn wir (wie bci 
Hagen's DruckLinie) den Punkt D zum 
Ursprunge nehmen und die Dichtigkeit ; 
der Erde zur Krafteinheit wahLen, J yd x 
das Erdgewicht, weLches auf dem Stiicke 
C P der Drucklinie lastet. Beziiglicl 
der Erdpressungen an den Lothrechten 
Schnittebenen <lurch C und P wird die 

Fig. 297. 
;x; 

d H 

ziemlich wahrscheinliche Annahme ge 
macht, <lass sie sich ebenso verhaLten wie beim unbegrenzten 
Erdkirper im unteren Grenzzustande; die Pressungen sind dab er 
(nach S. 307) wagerecht, baben (nach S. 280) die Grofsen ½ lcy2 
und 3% k y ~ [ wo le = tg 2 ( 45 ° - ½ cp)] und greifen in den unteren 
DritteLspunkten an. In C wirkt eine Spannkraft H, wahrend 
im Punkte P die Kraft in X und Y zerLegt ist. Es geLten dann 
die GLeichungen 

X==H\,k?-9)s 

r= [fa», : 
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j;dx r;dx 
d % tg == - · -- 0 - o _ 
as Y H- \»k ft) 

u a"-fvs. 

349 

atso 

(, Zur Beseitigung des Integratzeichens wird von beiden Seiten 
Abgetciteto nach x gebitdet: 

d
2 
y ( ') H- p9rut0lj,} =v 1) 

die 

. 
Durch geeignete Ordmung der Gtieder, sowie nach Muttiptikation 
mit 2 lc dy entsteht dann 

cl 11 d2 'lf 2lc- · __ , 
da dakydy ·-- ') _ --- - -- - 

14("") #- dx 
Nun sind auf beiden Seiten die Ziihler die Differentiate der 
N enner, so dass die Integration auf 

t [ 1 + 1c(1; Y] =-2 t [I:l - ½ le (y2- y~)] C 

ftihrt. Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C bedenke 
man, dass fur den Scheitet 

dy dx=O und y=y0, so dass t1=0=-2t(HO) 

wird. Durch Abziehen dieser Gteichung von der vorhergehenden 
und nach Entfernung der Logarithmenzeichen ergiebt sich dann 

JI2 J:l2 
[H'5k--ulF x-? 
X== H 

+o() 
Die Gteichung 2 ist in geschtossener Form nicht weiter integrirbar; 
man kann daher die Gteichung der Drucktinie nicht entwieketn, 
woht aber die Kriimmungshatbmesser p dersetben ats Funktion 
des Neigungswinkels ) der Kurve berechen. 

2) 

3) atso 
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AUgemein ist 

sec3 f} 

d y 
d a} 

Aus Gt. 1 ergiebt sich ferner 

d2 y _ y (1 + k tg? ) 
da? X 

woraus nach Gt. 3 wird: 

cl2 y y (1 + k tg2 &)312 
dx2 = H also 

Hsec3 f} H H 
P = y (1 + k tg2 0)312 = y (cos 2a + k sin2 lt)3h = y [1- (1-lc) sin2 op:2 · 

Nennt man wieder den Krlimmungshatbmesser im Scheitet r, so 
entsteht fiir O = 0: r ",% ist atso, wie bei der Druck- . Yo 
Unie mit rein tothrechter Betastung (Gt. 3, S. 315) 
4) I-I= r Yo· 
Durch Einfiihrung dieses Werthes in die Gteichung fiir p erhatt 
man dann 

5) p = y [1 -- (1 - le) sin2 {)]3h • 

Jetzt muss noch die in Gt. 5 vorkommende Grofse y aLs Funktion 
von f} ausgedrlickt werden. Gt. 2 giebt aber, nach y aufgetost, 
wenn man zugteich I-I mit r Yo vertauscht: 

vi4 ?1[ ' .J J=Joy k y, V14ktg-w. 
also nach GL. 5 · 

6) = 'o --a-swap/i}[ 1 
· k Yo V 1 + le tg2 f} 

Fiir p== 30 ° ist le= 113, fiir Cf'= 36 o 40' ist k== h,. Bei 
gegebenem le und bestimmtem rfvo tiefert Gt. 6 die Grofse P/y

0 
ats 

Funktion von &, so dass man mittets dieser Gteichung die DruckUnie 
annaherungsweise aus kleinen Kreisbigen zusammensetzen kann. 
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Unter der Annahme, <lass sich die Spannkrifte gleichmifsig 
iiber den Querschnitt vertheiLen, wird die Spannung im ScheiteL 
H:d,, diejenige an beLiebiger SteUe X sec{}: d, wen d, und d 
die betreffenden Gewilbstirken sind. Fiir gleiche Spannung 

d Xsec {} muss dann === 1 werden und ·-nach Gt. 3: d, u 
d see) 1 

4, Vi+» pa.a nano 7) 

Bei dieser BeLastung <lurch Erde wird die wagerechte Spannkraft 
X = H - ½ le (y2 

- y~) mit wachsendem y kteiner und ist an 
eiuer bestimmten SteUe gteich Nutt. Hier ist dann die Richtung 
der DruckLinie tothrecht, {} = 900; nennt man die Gewilbstirke 
an dieser Stelle d,, so wird nach Gt. 71 

d,_ 1 qt, m+ 1, h,9 d, /> @so r =4 d, · 
Fur Wasserbetastung oder k===1 geht GL.5 iiber in 

ry% d -,, oder py==r%, d.h. 
die Kriimmung nimmt proportional der Tiefe zu, wihrend Gl. 7 
liefert d==d,. Fig. 298. 
Die Drucktinie hat die Form der Fig. 298. *) 

1st die Tiefe Vo des Scheitets unter dem =--==== 
W asserspiegeL sehr grofs gegen die Hohen- 
erstreckung der DruckLinie, so kann y = Yo an- 

0 gesehen werden, und es wird dann p ==r, die 
DruckLinie aLso ein Kreis. 

Annaherungs-Gteichung der Drucktinie 
fiir Erdbetastung, nach L. Dyrfsen.**) Die 
MomentengLeichung fiihrt unmitteLbar zur GLeichung der Druck 
Linie, wenn man sich entschLiefst, das Gewicht des Erdkorpers 
C P Q (Fig. 299) so in die Reclmung einzufiihren, a Ls ware 
der Bogen {C P eine ParabeL. ZahLt man die Koordinaten vom 
ScheiteL O aus, so ist die Fliche des ParabeLdreiecks 

CPQ== lg @y 

) Vgt. A. Ritter, Lehrbuch der Ingenieur-Mechanik, 1. AufL., S. 376. 
**) Profitformeu und Abmcssungen von Bauwerkeu in h6heren Dimmen, 

von L. Dyrfsen; Zeitschrift fiir Bauwesen, 1884, S. 457. 
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mit dem Schwerpunkts-Abstande ¼ x von P. Nennt man die 
Scheitet-U eberschiittung z0, so giU nach der Figur in Bezug auf P 

k z x2 1 a Hy= ,l®%+u)°-4G%+30l+"G +g®· • 
atso wird 

1) a== Hy - 1/ 6 k y 2 (3 Z0 + y) = 2 y [ 6 H - le y (3 z0 _± y)] 
' #% 'hay 62,+- 

Sind fiir einen bestimmten Punkt x = ½ l und y = f' gegeben, so 
ergiebt sich daraus 

Fig. 299. 

Beispiel: Fir k==\/4; l==10; f==7,w; 
2,== 10 m wird H==30,196 und 

2 _ y [365,U28 - ½ y (30 + y)] 
a'== 60{-.y · 

Damit erhilt man foLgende Koordinaten 

y = O,o 1 2 3 4 5 6 7 8 
X = 1,72 2,40 3,28 3,88 4,3L 4,62 4,84 4,97 5,0L 

Drucktinie fiir Erdbetastung bei sehr grofser Ueber 
schiittungshohe. 1st z0 sehr grofs gegeniiber der Uohcnausdehnung 
der Druck.Unie, so kann fiir die ErmitteLung der Last und des 
Seitendruckes die Tiefe z eines Punktes gteich z0 gesetzt werden. 
Dann ist der 1,othrechte Druck auf eine wagerechte Ebene q = z0, 
der wagerechtc Druck auf cine Lothrechte Ehene p== le z0• Unter 
Vernachtassigung des Gewicbts des Erdkorpers C P Q (Fig. 300) 
1,autet dann die Momentengl,eichung in 
Bezug auf P: 
1) Hy = ½ q x2 + I/2 p y2• 
Ferner ist 
2) 
3) 

X==Hpy> 
Y==qa 

dy qa 
aa Hy' 

und 

4) 

Fig. 300. 

l<j:X 

__ TQ ---- --- r-- 
: ll " y i I y ' 

I 
I 
I a, 
I 
I 

y'I I 
I I 
I I 

A h Mr 3 

Die Drucktinie steht Lothrecht fiir cl y: cl x ===o, d, h. fiir 
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Hpy= 0. Der hi era us folgende Werth von y werde a genannt, 
sodass 
5) H==pa. 
Sctzt man dies in Gt. 1 ein, so ergiebt sich 

2p a y = q_ x2 + p y2 
• 

Dies ist die Scheitelgleichung einer Et tips e. Vertauscht man 
namLich y mit a - y', so entsteht 

6) 

Die wagerechte Halbachse ist 
7) b==ay,==aV. 

Fiir aw== b (im Punkte A) muss X = O sein; zugleich ist 
(nach Gt. 3) Y = q_b; dies stellt die gesammte Spannkraft im 
Punkte A dar. Die Spannkrifte bei A und C haben atso das 
Verhiltnis qb: H, oder (nach Gt. 5) 

qb: p ct = q_ a Vl: : q_ lea, = 1 : V le. 
Fiir die Gewilbstirken bei A und C bekommt man atso wieder 
(wie auf S. 351) 

d,:d,== 1:k. 
Fiir le= ¼ ist der Seitendruck p ein Viertet des Lothrechten 
Druckes, das Achsenverhiiltnis der Ellipse a:b==2 undd,:d,==2. 

Fiir Wasser ist k==1, also p===q, a==b und d,==d,, 
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Alphabetisches Verzeichnis und Bedeutung. der 
Formeln benutzten Buchstaben unter Hinweis 

erklarenden Stellen des Buches. 

in den 
auf die 

A Auf'Lagerdrnck des Liuken EndaufLagers (S. 38); 
,, Lothrechter Kampferdruck am Unksseitig·en AufLagor einos l3ogentra.g·ers 

(S. 264); 
A und B konjugirte Halbmessor der Centralellipse (8.28); 
B Auflagerdruck des rechten EndaufLagors (S. 38); 
,, Lothrochter Kimpferdruck an rocht011 AufLagor einos Bog·eutl'iigers 

(S. 265); 
C Centrifog·aLmoment einor FLacbe (S. 20); 
,, Auftager<lruck an einer MitteLstiltze eines Bal,kens (S. 47, 83); 
/J Spannkraft in eiuer Strebe (Diagonalen) cines Faclwerks (8.164); 
,, aktiver Erddruck gogon cine Wand (S. 280); 
D, passiver Erddruck oder Erdwiderstancl (S. 282); 
.f) Gcsanuntdruck in einer Fuge eines GewoLbcs (S. 331); 
E Elasticitiitsziffer (S. 10); 
111 QuerschnittsfLache oines Stabes odor Bogcntrilgcrs (S. 208, 22!i); 
]I\ Quorschnitt der Spanustange oinos Bogens (S. 232,251); 
,, Momentenfliiche (S. 36); 
F(Gu)== 3[a (e"4- e") (mr Kettenlinie) (8. 318); 
0 Gl,eitmodul, (8.13); 
,, standige Knoteupunktsl,ast (S.176); 
,, Gewicht einer Stlitzmauer (S. 299) ; 
If wagerechte Seitenkraft in einem 'l'rag·ergnrt (S, 123); 
,, Soitenschub cines Bngentrag-ers oder GcwoLbes (S. 213, 232, 243, 251, 

265, 340); 
,, wagcrcchto Spannkraft im ScheiteL ciner Kottcn- oder DruckLinie 

(S. 314). 
II, 'emperaturschub eines Bogentriigers (8.240, 252, 271); 
J 'Trigheitsmoment, J, und J4 Haupt-T'righeitsmomete (S.19, 20); 
1( Kraft (S. 25); 
,, wagerochte EiuzeLLast an oinem BogenMiger (S. 246); 
D gesamite 'Trigerlinge (8.96); 
,» Forminderungs-Arbeit cines Triigers (8.254, 257); 

Keck, Elasticitiitslehre. 24 
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M Biegungsmoment (S. 33); 
M,, My, M, Stiitzenmomente (8.43, 79); 
M' das ,,einfache" Moment (S. 79, 214, 229, 23G); 
M, Schcitelmoment cines Bogentrigors oder Gewilbes (S.269, 271, 343); 
M, und M, Einspanmungsmomente cines Bogentriigors oder Gewilbes 

(S. 261, 265, 342); 
N Llingskraft, Normalkraft ftir cinon Quersclmitt (S. 17, 221, 22G); 
0 Spannkraft im Obergurt oines Tri:ig·oTs (S. l.19, l.G4, 213); 
P EinzeUast (S. 38), besonders auch boweg·liche Knotenpnnkfatast. (S.17G); 
Q Querkraft in einem Schnitt(;I (S.17, 238); 
Q' die ,,einfache" Querkraft (S. 83, 106); 
S statisches Moment des Quersclrnittstheitos auf dor eincn Soito dor 

Nul,Uinie in Bezug auf diese (S. 56, 158); 
,, Spannkraft eines Stabes bezw. einer Ket.ton- oder DrnckLinio an be 

Uebiger SteUe (S. 198, 318); 
S' Spannkraft eines Fachwerkstabes in Folge oiner Last Eins in bestimmtcr 

Rich tung (S. 206, 250); 
S, Spannkraft cines Stabes in cinem Bogenfachwerke fiir den ,'Zustand 

Il =0 (S.250); 
U Spannkraft im Untergurt cines Trigers (8.119, 164, 213); 
V Spannkraft in einem Stander ( einer Vertikalen) eines Fachwerks (S. l G4., 177); 
W und W, Widerlager- (Kimpfer-) Driicke eines Bogentrigers oder Ge 

wotbes (S. 212, 331); 
X wagerechte Spannkraft an beliebiger Stelle eincr Dr11ckLinic fiir Enl 

betastung (S. 348); 
Y W andscheerkraft eines Trligers (S. 119, 213, 21G); 

a 

" 
" 
?1 

" 
b 

11 

" 
" 
" 

grofse Hatbachse einer EUipse (S. 353); 
erster Haupt-Trligheitshalbmesser (S. 25); 
Abstand einer Last vom Unken Aufl.ager (S. 38, 79); 
Stiick eines Gerber'schen 'frligcrs (S. 109); 
diejenige Strecke der Unken AufLager-Lothrechtcn eiues 'l'riig·crs, 
welche zwischen den Gurtrichtungen ciner Schnittstelle liegt (8.121, 174); 
kteine Halbachse einer ElLipse (S. 353); 
zweiter Haupt-Trligheitshatbmesser (S. 25); 
Abstand einer Last om rechten Auflager (8. 38, 79); 
Stilck eines Gerber'schen Tr iigers (S. 109); 
diejenige Strecke der rechten Auflager-Lothrechten cines Triigers, 
wetche zwischen den Gurtrichtungon einor Schnittstel,1,e licgt (S.121, 174); 
Senkung der Mittetstutze eines Balkans (S. 4.7, 87); 
Hebelarm des Widerstandsmomentes N c cines Querschittes (8.57); 
Stiick eines Gerber'schen Trigers (S. 109); 
Excentricitat eiuer Druckkraft (S. 139, 221); 
Lange einer Einftussstrecke (S. 199); 
Hohe des Spannung·smittetpunktes der Scbeitetfuge eines Bog·entrligers 
oder Gewolbes Uber der Mitte der Fuge (8. 269, 271, 337); 
Scherfestigkeit (Kohiiision) eines Erdkirpers (8.273, 277); 
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Stiick eines Gerber'schen Tl'ligers (S. 109); 
Liiugo einer l<'achwerkstrcbe (S. 180, 188); 
Breite einor Widertagerfugc (S. 221); 
untere Starke einor Stiitzmauor (S. 300); 

,, UuwoLbstiirke an beliobiger Stelle (S. 337); 
d, Gewilbstirke im Schcitel (S. 338): 
d, Gowilbstirke am Kimpfer (S.341) bezw. an derjenigen Stelle eines 

Erddrnckgcwo'Lbes, wo die MitteUinic LotltrccM stoht (S. 353); 
ds Bogcnthcitchcn oinor Kurvo (Mittcl,l,inio eines Stabes oder Bogen 

triigors) (S. 225) ; 
dp Kontingenz- oder Contriwinkol, oincs BogenthciLchcns ds (S. 225); 

d 

( 
11 

fl 
h 

Abstand der am stiirkston gespanntcn Stel,l,e eincs Quorsclmittes von 
dor Biegnngsachso (S. 33); 
.!Who des Angriffspunktcs des Enlclrucks Uber der Untorkante der 
Wand (S. 280, 289, 291); 
Dttrchbiegung· (S. 36); 
Pfoilhoho oines Bogens oder GowoLbos (S. 213, 337); 
stiindigo Bctastung dcr LiingeneinhciL (S. 47, 326); 
'.l'rligcrhohe an irgend eincr Stcl,l,e (S. 119, 168); 
liohe einor Stlltzwaucl (S. 279); 11 

'10 froic 1,othrechte Standbiihe cines Erdkorpcrs (S. 277); 
h I Ueberholrnng eines Erdkorpors (S. 286); 
h, 'rigorhbiho in der Mitte cincr Spawcite (S.123, 179); 
i Triigheits-Ilatbmossor (S. 25, 13G); 
le Kornhatbmessor (S. 144); 
+» Anzahl der Knotenptunkte cines 'achwerks (S.166); 
k===2D:h? beim Erddruck (S.280, 348); 
l Spannwoite oinos 'l'riigerfotdos (S. 38); 
,, Liinge oines Stabos (S.132); 
mliJ QuereLasticitiits -Ziffer (S. 11); 
m Hiitfsgrofse (Erddruck) (S. 287); 
11 = g: p, VerhaLtnis der stiindigon zm· bowegUchon Last (S. 182); 
P 

" I] 
)1 

" r 
" 

y 

" s 

Be tastung cler Langeneinheit (S. 34), besondors b cw e g l, i ch e Be 
tas tung (S. 4 7); 
Erdclrnck auf die Hoheneinheit einer Wand (S. 281); 
vo LLe Last dor Liingeneinlieit (S. 87); 
Betastung eines Erdkorpers ftir die FLachcncinheiL des Grundrisses 
(S. 275); 
Gewicht cler Bogcneinheit einer Kotte (S. 315); 
HiiLfsgrof'so (Knickfostigkci t) (S. 132); 
Abstand des Sclmittpuuktes der Gurtrichtungou (an einer SclmittsLeUe 
oines Triig·ers) vom unbetasteten Knotonpunkte des clurchsclmittenen 
Faches (S. 204,); 
Hatbmesser eines Kreisbogons (S. 242); 
Krtimmungshal,bmesser im Scheitel, einer Ketten- odor Drnoktiuie (S. 315); 
Anstrengung (S. 16) ; 
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s Anzahl der Stibe eines Fachwerks (S.166); 
,, Lange eines Fachwerkstabes (S. 206); 
2 Abstand einor Druckkraft von der Kante ciner Maucrfuge (8.155,221); 
,, Temperaturzunahme cines Bogens (8S.239); 
t, und t,, Tiefe des an den Kimpfern wirkenden Seitenschubes II cines 

Bogentrigers oder GowoLbes untor den Mitten dor Kampforfugcn 
(S. 265, 343); 

ii Abstand eines QuerschnittstheiLehens von der Biegungsachse (S.30); 
,, Abstand einer Last vom Linkon AufLager (S. 50, 230); 
it= x: r HiiLfsgrofse (KettenLinie) (S. 318); 
,u' Abstand einer Last vom rochten Aut'Lagor (S. 72); 
v==l,:l, Verhiltnis Zweier Spanweiten (S. 95); 
,, Abstand der NuULinie von der Bieg·ungsachse (S.11::ll); 
,, Verriicknng eines Tragerpunktes in einor bestimmten Rich tung (8. 207,254); 
w Abstand des Schnittpnnktes der Gurtrichtungen (an ciner Schnittstelle 

cines Trigers) von der Linken AnfLagor-Lothrechten (S. 120, 203) bezw. 
von der Lothrechten des unbeLastoten Auftagers (S.204); 

a, Abscisse der Stelle cines Balkens auf 2 Stiitzen, wo die kLoinsto 
Querkraft gLeich Nu LL (S. 76); 

,, Abscisse eines Festpunktes (S. 102); 
Yn BeLastungshohe -im ScheiteL (bei wagorochtor BoLastungsLinio) (S. 323); 
z Abstand eines Querschnittstheil,chens von dor Biogungsachso (S. 55); 
,, Breite des wirksamen TheiLes einor Fuge (S. 155); 
,, Ordinate der Kimpferdrucklinie cines Bogentriigers (S.233, 244, 266); 
,, BeLastungshohe einer Ketten- oder DrnckLinie (S. 313); 
2, Belastungsh6he im Scheitel cincr Ketten- oder Drucklinie (S.315); 

!:,. cl s Vergrofserung des BogentheiLchens cl s (S. 225); 
\do Vergr6fserung dos Kontingenz- oder Centriwinkels cines Bogen 

theiLchens (S. 225); 
Ah Einfluss der Belastung cines Erdkiirpers auf desson zuliissige H6ho 

(S. 276); 
ti l Vergrofserung der Spannweite l oinos Bogentri:igers (S. 229); 
tis VerLangerung eines Stabes von der Lange s (S. 207); 

BiegungswinkeL (S. 35) ; 
Knickziffer (S. 136) ; 
NeigungswinkeL eines Bogens oder einer DruckLinie am Kampfer 
(S. 242, 341); 
Neigung·swinkel, der unteren Bischung oder dor Stiitzwand oines Erd 
kirpers (S. 275, 286); 
Neigungswinkel, der Verbindungs-Goraden zwoior benachbarton Sti.itz 
punkte eines Batkens (S. 79); 
NeigungswinkeL der oberen Boschung cines Erdkirpers (S. 275); 
GLeitung (S. 13); 
Dichtigkeit (Gewicht von 1 cbm) eines Erdkirpers (S. 274); 

T Dichtigkeit des Mauerwerks (S. 300, 338) ; 

T 
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a Stiirko der Mittolrippe oines I-Triigers (S.60); 
,, Neigung·swinkoL oinor Strobo D eines Fachwerks (S. :164); 
,, 1mbostirnrnto Abwoichung dos Erddruckcs /J von dcr Norrnaten znr 

Wand (S. 294); 
e Dehmmg (S.11); 
,, Wiirrnedelmung (S. 240) ; 
, = a -1- 2 9 mnfsgrofso (Erddruck) (S. 286); 
' kleino Verhiiltniszahl, welche die Einwirkung der Verkiirzung der 

l\ilittettinio eines Bogons oder Gewotbes, sowio der Vertlingerung der 
Spannstango eines Bogens darsteLtt (S. 232, 243, 265, 337); 

-~ EinfLuss-Ordinate (S. 73, 172); 
) Neigungswinkol cines kreisfirmigen Bogens an einer LaststeUe (S. 242); 
,, Neigung·swinkot ciner Katten- odor Drucktinio an betiobiger SteUe 

(S. 314); 
» Neigungswinkel der Gleitebene cines Erdkirpers (8.275); 
A Lange oines Faches im Fachwerke (S. 173); 
!.I· Muttipl,ikator einer EinfLussfLache (S.101, 214); 
v Neigungswinkel, des Untergurts eines Trligers (S.119, 164); 
~ Abscisso des Schwerpunktes der MornentenfLlicho FM (S. 36); 
r Kriimmungshatbmossor dor Hiegungstinio (S. 30); 
,, Kriimmnngshatbmossor oinor Ketton- odor Druckl,inio au botiebiger 

Stelle (8.315); 
a Zug- oder Druekspannung (Normatsp,tnnung·) f. d. Fl,achoneinheit (S. 2); 
a, 0, a, IHauptspanungen (S.9, 65); 
a· und a" stlirksto Zug- und Druckspannung· an einom Quorschnitte (S. 33, 

235, 301), Spannungshohe (S. 302) ; 
Schubspamung (S.2); 
r, wagerechte und Lothreehto Sch ubspannung iu der Achso eines Hatkens 

(S. 57); 
9 Reibungswiukel, (S. 222); 
71 natlil'tiehor Boselnmgswinkot eines Enlkorpers (S. 272); 
<li lli.itfsgrofoe (Briickentrager auf mehreren Sttitzen) (S. 89, 96); 
» Neigungswinkel des Obergurts cines Trigers (S.119, 164). 



Berichtigungen. 361 

B eric h ti gun gen. 
Auf S. 29, Zeile 3 von oben sol es statt sin f@Py? heifsen: sin? ?[@F'y?. 
Auf S. 36 soU os in GL. 6 statt FJf heilsen: EJf. 
Auf' S. 64, Zeile 2 von unten soU es statt ± heifsen: =i=. 

Auf S. 70, Zeite 9 von nnten soll es statt -2._ heifsen: -2._ . e C 

Auf 8. 73, ZeiLe 2 von unten ist nach dom W orte Hannover nachzufiig·en: 
1880, S. 219 und 480. 

Auf 8. 120, 'Zeile 10 von oben soll es statt Gurtkrifte O und M heilsen: 
Gurtkriifte O und U. 

A nf' S. 122, in Fig. 111 ist die Lothrechte Schraffinmg des kLeinen Dreieckes 
uter A, C, nachzufiigen. 

Auf S. 127, ZeiLe 5 von oben sol,l, es statt weit hcifsen: weiL. 
Auf S. 144, Zeile 1 von oben soU es statt e heifsen: c. 
Auf S. 156, ZeiLe 12 von oben soll es statt z = t heifsen: z = 3 t. 


