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Technische Mechanik. 





Vorwort. 

Der \' erfasser dieses Leitfadens erteilt seit einer langen Reihe 
von Jahren mechanischen Unterricht im I. Lehrplan des Technikums 
Mittweida und hat sich dabei selbstverständlich dem mathe 
mathischen Wissen und Können seiner Schüler genau anzupassen. 

Während der ersten drei Semester läuft nämlich der Unter 
richt in der Mechanik parallel neben dem in der Mathematik her 
und da im Anfangshalbjahr, für welches die Kenntnisse der Algebra 
U11(l Planimetrie vorausgesetzt sind, das algebraische Rechnen 
gründlich geübt und die Trigonometrie, sowie Stereometrie neu 
durchgenommen werden, woran sich dann im zweiten und dritten 
Semester die Elemente der algebraischen Analysis, der analytischen 
Geometrie, der Differential- und Integralrechnung schliessen, so ist < 
dem Lehrer für Mechanik sein W cg, was Auswahl und Anordnung des 
Stoffes betrifft, besonders anfangs innerhalb ziemlich enger Grenzen 
vorgeschrieben. Es hat sich als zweckmässig bewährt, im ersten 
Semester die einfachsten Bewegungsarten, dann die ( hundgesetze 
und die Grundbegriffe der Mechanik, hierauf das Zusammensetzen 
und Zerlegen der Kräfte, endlich das Wichtigste vom Schwerpunkte, 
von der Reibung und den Maschinen zu bringen. Wie der unter 
dem Titel »Die Anfangsgründe der Mechanik- im Jahre 1894 in 
dritter Auflage erschienene Leitfaden zeigt, kommt man auf diese 
Weise mit ganz geringen algebraischen Hilfsmitteln und wenigen 
planimetrischen Lehrsätzen zum Ziele und steigt pädagogisch 
richtig vom leichteren allmälig zum schwierigeren auf. 

Eine Bestätigung für die Richtigkeit seiner Ansicht konnte 
wohl der Verfasser in der günstigen Beurteilung obigen Werkchens 
von kompetenter Seite, sowie auch in der Thatsache erblicken, dass 
es während der verhältnismässig kurzen Frist von sechs Jahren drei 
starke Auflagen erlebt hat; allein andererseits stellte sich im Laufe 
der Zeit immer mehr heraus, dass der Inhalt des Leitfadens im 
längeren Wintersemester kaum, im kürzeren Sommersemester aber 
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keinesfalls erledigt werden kann und um diesem Übelf-;tamle abzu 
helfen, entschloss sich Verfasser, die »Anfangsgründc« um alles 
dasjenige zu kürzen, was mit Trigonometrie odor Stereometrie 
behandelt ist und das derart auf sein richtir es Mass zurückgeführte 
Werkchen als ersten Teil eines Leitfadens zur Mechanik 
unter dem Spezialtitel -Elementarmechanilr« herauszugeben. 

Die Fortsetzung wird durch die vorliegende »technische 
Mechanik« gebildet, welche den Unterrichtsgegenstand im zweiten und 
dritten Semester ausmacht. Auch hier ist die Reihenfolge der ein 
zelnen Abschnitte abhängig von der mathematischen Bildung, welche 
d\&, Schüler allmälig durchläuft. Anfangs, wo er <lie Elementar 
mathematik hinter sich hat, eignen sielt diejenigen Srhwerpunkts 
bestirnrnungen, zu welchen Trigonometrie und Stereometrie erforder 
Iich sind, sowie die Stabilität der Körper und die Ableitung der Guldin 
sehen Regeln; dann folgt der gerade Centralstoss und die gleitende 
Reibung auf der schiefen Ebene, am Keil und au der Schraube. 

Mittlerweile sind die Schüler in der Analysis mit den Grenz 
we rte n bekannt geworden und es kann daher in der Mechanik 
die Seilreibung auf die möglichst einfache Weise erledigt werden. 
Ferner ist jetzt der Schüler durch die Grundbegriffe, welche er 
sich in der analytischen Geometrie und in der Differentialrechnung 
angeeignet hat, befähigt zum richtigen Verständnis der graphischen 
Darstellung der Bewegungen, sowie der allgemeinen Definitionen 
von Geschwindigkeit und Beschleunigung. Selbst der Anwendung 
unbestimmter und bestimmter Integrale steht nichts mehr im Wege, 
weil an unserer Anstalt die letzteren Begriffe kurz nach der 
Differentiation der Funktionen entwickelt worden. Überhaupt ist es 
leicht zu ermöglichen, dass das aus der höheren Mathematik für 
die Mechanik Erforderliche rechtzeitig zur Hand ist, da der 
mathematische und mechanische Unterricht meist in der Hand des 
selben Lehrers liegen und sollte dies einmal nicht der Fall sein, 
so genügt eine kurze Verständigung zwischen beiden Kollegen, 
um <lie nötige Übereinstimmung herbeizuführen. 

Unter diesen Verhältnissen wäre es nach Verfassers Ansicht 
unrecht, auf die mannigfaltigen und gewichtigen Vorteile, welche 
die Hilfsmittel der Analysis für die Mechanik darbieten, zu ver 
zichten; denn wenn durch jene einerseits viel Zeit uud Arbeit 
gespart wird, indem zahlreiche mechanische Probleme der elernen- 
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taren Behandlungsweise gar nicht oder doch schwer zugänglich 
sind oder wenigstens ihr gegenüber sich recht spröde verhalten, 
so 1lnrf wohl andererseits neben der Geometrie mit Recht d i e 
lVIerhanik als das günstigste Anwendungsgebiet d e r 
h ö lier cn Mathematik bezeichnet werden. Hier tritt dem Schüler 
wiederholt der grosse Nutzen der graphischen Darstellnngen 
entgegen, er hat ferner fortwährend Oelegenheit, die gesetz 
m ä s s! ge Ab h än gi gkc it veränderlicher Grössen an kon 
kreten Füllen zu beobachten und <lie o;·und begriffe der Analysis 
(Grenzwert. Differential, Differentialquotient, Integral etc.), er 
scheinen im klarsten Lichte. Es liegt mithin zu Tage, dass beide 
Wissenszweiµ:e sich gcgensei1ig auf das wohlthätigste 
b cc i nfl u s se n, anregen u n d fördern. 

Schlicsslich möchte Verfasser dem möglichen Einwurf, der 
Urn fang des ~toffes stehe nicht im richtigen V crhältniss zu dem 
Titel technische Mechanik . mit der Bemerkung vorbeugen, dass 
an unserer Schule im zweiten unrl dritten Semester noch graphische 
Statik Fcstigkcitslohre. Hydraulik und mechanische Wärmetheorie 
vorgetragen werden, während die allgemeineren Prinzipien und 
höheren Probleme der im vierten und fünften Semester zum 
Unterricht gelangenden analytischen Mechanik vorbehalten bleiben 
müssen. Überdies kann die Aufgabe des Unterrichts nicht in einer 
lückenlosen Entwicklung der Wissenschaft, sondern sie soll viel 
mehr darin bestehen. dem Schüler Klarheit in den Grund 
begriffen, richtiges Verständnis rl er Kräftewirkungen 
und <lie Fü h igke it zu erteilen, leichtere Aufgaben aus allen 
Teilen der Mechanik selbständig zu lösen; denn ist auf diese 
Art eine solide ( }rundlage gewonnen, so sorgt dann schon die 
Maschinenbaukunde mit ihren verschiedenen Zweigen nach allen 
Richtungen hin für genügend zahlreiche Anwendungen. 

Mittweida, im September 18H~. 

Der Verfasser. 





I. Kapitel. 
Schwerpunktsbestimmungen, 

die Stabilität der Körper und die Guldinsche Regel. 

~ 1. 

Schwerpunkte vom Kreisbogen und vom Krelsanssolmltt, 

Wir haben uns im ersten Teile dieses Werkes blos mit den 
jenigen Schwerpunkten von homogenen Linien, ebenen Flächen 
und Körpern beschäftigt, deren Ermittelung lediglich die Kenntnis 
einiger planimetrischer Sätze und etwas Übung im algebraischen 
Rechnen erforderte. 

Nunmehr wollen wir die dadurch entstandene Lücke ausfüllen 
und auch solche Schwerpunktsforrneln bringen, zu deren Ableitung 
die Grundbegriffe und Lehrsätze der Trigonometrie und Stereo 
metrie herangezogen werden müssen. 

In dieser Hinsicht können zunächst die beiden Formeln für 
<lie damals gefundenen Schwerpunktsabstände O S1 = :c1 (Fig. 1) 
und O 82 = 1;2 des Kr e isb o gen s c 
und des Kreissektors, nämlich <bs

1 
rs 2 rs .A ------------tJ)----------- B 

.. c1 = b und .c2 = 8 · b 1 

~S2 jetzt für die Anwendung wesent- ! 
lieh bequemer gestaltet werden, wenn 

,-.. 
man statt der Bogenlänge A JJ = b 
und der Sehne A 1J = s den C en tri 
winke l AO JJ = a einführt; denn 0 
man hat einerseits Fig. 1. 

b = r a 
l 1 . ·1 w· l 1 cl O ]) a . t B D s . a urn am rerseits, wer mm L > = ~ 1s, OB=~= sin-, .., . .., t 2 

Geigen m ü 11 er, technische Mechanik. 1 
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mithin a 
s = 2 J' sin 

2 
und folglich 

2r . a 
Xi = -a- · sin 2 , ( 1.) 

den Sohwerpunktsahstaud 081 des Kr e i s h o g eu s, sowie 
4 'f' a 

x" = -- . sin-, (2.) ~ ti a 2 
den Solrwerpunktsabstand O ;C..'2 des Kreis aus s c lt nit t es vom 
Mittelpunkte 0. Bei dem Gebrauche dieser Formeln ist aber wohl 
zu beachten, dass der Winkel a als Divisor nur im Bogenrnass 
genommen werden darf, welches bekanntlich ans elem Gradmass 
mittels der Formel 

a0 Jr: a' Jr: a" Jr: 

({}'C' a = 180° = 180. 60' = 180 · riO · {JO" 
leicht bestimmt werden kann."). 

So wäre z. R. für einen Kreisausschnitt mit dem Hnllnuesser I'= 285 J)IJJI 
und einem Centriwinkel yon 3-/0 44' = 2081' zunächst das Bogcnmnss 
des letzteren 2084 :,r 208-1. x 

arc a = 180 · r;o = 1080() ' 
mithin nach Formel 1 

2 1· . a 2 • 285 • 10800 . ,.. , ( 
.rl = - · Sill -2 = -------·SIil11° 22' 

a 208-1 :r 
_ :1078000 ,• 1_0 ~')I - 10J2x ·,',;IJI I...,...,, 

log 3078000= 6',48827 lop 10-12= 3,0178, 
log .r, ={ +logsin17° 22' = 9,4 7492- JO)-{+ log" = O, 19715 

5,.9681,9 8,51502 
log .Xi= 5,.9631.9 - 3,51502 = 2,~US!i 

x·1 = 280,55 mm, 

*) In vielen Zahlentabellenwerken , z. B. in den fünfstelligen Loga 
rithmentafeln von Schlömilch auf den Seiten 38 und 3ü finden sich die 
Bogenmasse der Winkel für die einzelnen Grade, Minuten und Sekunden 
fertig ausgerechnet vor und es ist deshalb höchstens eine Addition Yon drei 
Zahlen nötig, um das Bogenmaas für einen beliebigen Winkel zu erhnlten : 
beispielsweise orgieht sich 

! arc (jjO = ],i:J.J.J(j 
+ ((}'{' 48' = 0,01251 

arc (;5,1 43' 21" = + rm- 21'4 = 0,00010 l 1.14'707 
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der Schworpunk tsabstand des Kreisbogens vom Mittelpunkt 0. Den 
Sclrworpunktsahstand ..r:! der Kreissektorfläche könnte man entweder 
nach Formel 2 in ganz gleicher Weise oder kürzer dadurch ermitteln, dass 

2 
man von .r1 das fache nimmt. In beiden Fällen erhält man 

3 
X2 = 18'1,01 111/Jn. 

Speziell für a = 180° 
Formeln (1.) und (2.) 

~ folgen aus den beiden obigen 

(3.) 

der Schwerpunktsabstand des halben Kreisumfanges und 
4 1" 

X2 = ~, 
•> Jt 

(4.) 

der Schwerpunktsabstanrl der Il al b kr ci sfl äch e vom Centrum 0. 

~ 2. 
Schwerpunkte krummer Flächen. 

a. Der Schwerpunkt eines Cylindermantels ist der Mittel 
punkt seiner Achse. 

Beweis: Wir denken uns die Mantelfläche in zahllose gleiche 
und deshalb unendlich dünne rechteckige Streifen zerlegt und deren 
( l-ewichte in ihre Schwerpunkte vereinigt. Hierdurch entsteht eine 
homogene Kreislinie, welche den Cylindermantel halbiert und 
deren Mittelpunkt, das ist der IIalbierungspunkt der Cylinderachse, 
zugleich den Schwerpunkt des Cylindermantels darstellt. 

h. Der Schwerpunkt eines Kegelmantels JJ 
liegt auf der Achse des letzteren und ist von der 
Basis um den dritten Teil der Höhe entfernt. 

Beweis: Teilt man die P eriphorie des Grund 
kreises in unzählige gleiche Teile und ver 
bindet jeden Teilpunkt mit der Spitze D des 
Kegels (Fig. 2), so zerfällt die Kegelmantelfläche A_ 
in zahllose kongruente gleichschenklige Drei 
ecke. Die sämtlichen Schwerpunkte der letzteren 
bilden aber cine homogene Kreislinie, welche jede Seitenlinie B D 
des Kegels in elem Verhältnis 

B B' : B 1) = 1 : 3 

Fig, 2. 

1* 
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teilt und deren Centrum S zugleich der Schwerpunkt des Kegel 
mantels ist. Zieht man jetzt 8 JC II JJ B und setzt zur Abkürzung 
C 8 = x, CD= h, so besteht wegen Ähnlichkeit der beiden Drei 
ecke OE S und C 13 D die Proportion 

x: h = B R1 
: B D = 1 : .'J, 

woraus folgt 
h 

X= :J" . (1.) 

c. Der Schwerpunkt eines Kegelstumpfmantels mit den 
beiden Radien R, r und der Höhe h liegt auf der Achse und 
zwar in einem Abstande 

x = B + 2 r . h (2.) 
B+1· ~3 

vom Mittelpunkte des Kreises vom Radius R, gleichgiltig, ob R 
grösser oder kleiner als r sei. 

Beweis: Wir denken uns eine der beiden Kreisperipherien 
in unendlich viele (n) gleiche Teile geteilt und durch jeden Teil 
punkt, sowie durch die Achse Ebenen geführt. Hierdurch zerfällt 
die Kegelstumpfrnantelfläche in 11, unter sich kongruente Trapeze 
mit den beiden parallelen Seiten 

a= 2 R :rr) b = 2 r :rr 
n n 

und der Höhe AB= s (Seitenlinie des Kegelstumpfes), folglich 
mit dem Schwerpunktsabstande 

AD= x =a+ 2 b . .!!__ = R + 2r . .!!._ 
a+b 3 R+r 3 

von der Seite a (Fig. 3). Die Schwerpunkte aller dieser Trapeze 
bilden auf dem Kegelstumpfmantel 
eine homogene Kreisperipherie, 
deren Mittelpunkt S identisch mit 
unserem Schwerpunkte ist. Ziehen 
wir nun DNund BL parallel CJJ,J, 
so verhält sich 

DN: BL= AD: AB A JV 

I 
i 
i 

I ! 
1) ·- -l-·-·•-- 

1 : S! 
I I 
I • 

! ! I 
C 

Fig. 3• oder, weil D N = 8 0 = .r) 
BL = C J.lf = h, A D = z und AB = s ist, 

X: h = ,~,: s. 



Hieraus folgt 

5 

h X=-~, s 
und wit Einsetzung des obigen Wertes von :: ergiebt sich Formol 2. 

cl. Dor Schwerpunkt einer Kugelzonenfläche liegt in der 
Mitte ihrer Achse. 

Bow cis: Zerlegen wir die Höhe der Kugelzone in zahllose 
gleiche Teile und denken uns durch sämtliche Teilpunkte ein 
System von Ebenen lotrecht zur Höhe, so zerfällt die Kugelzonen 
fläche in unendlich viele Kugelzonen, welche alle cl i es e 1 be ver 
sch windend kleine Höhe ö und einen gem eins chaftli chen 
Ku g e l r a cl i us r, folglich auch den gleich en Flächeninhalt 
2 ,,. Jt ö und demgemäss gleiches Gewicht besitzen. Denkt man 
sich aber jetzt die Gewichte dieser Zonen in ihre Schwerpunkte, 
das sind ihre Mittelpunkte, vereinigt, so entsteht eine homogene 
Linie, welche genau mit der Achse der J( ugelzone zusammenfällt und 
deren Mittelpunkt daher den Schwerpunkt der letzteren darstellt. 

Zusatz: Das vorstehend Gesagte gilt ganz offenbar auch für 
die Kugelkalotte und mithin ist der Schwerpunkt der letzteren 
der Ilalhierungspunkt ihrer Achse. 

Die Schwerpunktslage solcher homogener Gebilde, welche aus 
den vorstehend aufgeführten Flächen zusammengesetzt sind, 
lässt sich dann leicht dadurch bestimmen, dass in Bezug auf einen 
passend gewählten Punkt der gemeinschaftlichen Rota- c 
tionsachse das statische Moment des Ganzen gleich 
der (algebraischen) Summe der Momente aller seiner 
Teile gesetzt wird. ~s 

Beispielsweise bestehe das durch die Fig. 4 ver- A -i 
anschaulichte Blechgefäss aus einer Halbkugelfläche -- - .o- - - 
und darauf gesetztem Cylindermantel mit den Abmes- 
sungen O A = 0 B = r, B C = h. Wir bezeichnen Fig. 4. 

den Abstand des Gesamtschwerpunktes 8 vom Kugelmittelpunkte 0 
mit .r und haben in Bezug auf letzteren die Momentengleichung 

h r 
( 2 r x h + 2 r2 x) .1: = 2 r x h • 2 - 2 r

2 x • 2 , 

h2- r2 
(h + r) ;i; = 2 , 

h-1• 
~£=--- 2 
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Für h > r wird :x; positiv und 8 liegt oberhalb 0, für 
h = r wird x gleich Null und 8 fällt mit O zu sarn lll en. für 
h < r wird x negativ und 8 liegt unterhalb 0. 

Übungsbeispiele. 

1. Eine Kreissektorfläche ist bestimmt durch r = :383 mm 
und a = 77°; man berechne den Abstand des Schwerpunktes vom 
Centrum. 

Resultat: x = 205,67 mm. 
2. Desgleichen, wenn ,r = 0,876 m und a = 1.92° 46' ist. 
Resultat: x = 0,345 m. 
3. Wo liegt der Schwerpunkt eines eylindrischen, oben offenen 

Gefässes, welches aus überall gleich dickem Metallblech besteht 
und durch seinen Radius r, sowie seine Höhe h bestimmt ist? 

. . fl"! 
Antwort: Auf seiner Achse in emer Entfernung .c = --- 

2 h + )' vom Boden. 
4:. Man bestimme für einen Kegelstumpfmantel den Sch wer 

punktsabstand x von der kleinen Grundfiäche, wenn R = 5 u, 
r = 2 a und h = 3,5 a gegeben sind. 

Resultat: x = 2 a. 
5. Ein homogenes Blechgefäss wird aus eiuein Kegelstumpf 

mantel mit den Radien R = 7 a, r = 3 a und der Höhe h = Ja, 
sowie aus einer Kreisfläche mit dem Radius r gebildet; es ist der 
Abstand x des Schwerpunktes von der Bodenfläche anzugeben. 

85 Resultat: x = 59 a. 

6. Desgleichen, wenn die seitliche Wandung eine Zone mit 

dem Kugelradius r, sowie der Höhe i r und der Boden ein Kreis 
mit dem Durchmesser r ist. 

1 Resultat: :1· =---::- r. 
0 

7. Ein kesselfönniges Gefäss besteht aus einer Kugelhaube 

mit dem Radius r, sowie der Höhe .!_ r und einem sich tangential 2 - 
r 

anschliessenden Kegelstumpfmantel von der Höhe 
2 

; man bestimme 
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die Entfernung x des Schwerpunktes 8 vom tiefsten Punkte der 
Kugelhaube, 

11 · Resultat: .r = 
78 

r. 

Schwerpunkte einfacher Körper. 

Naclulcm wir bereits früher erfahren haben, dass der Schwer 
punkt eines beliebigen Prismas die Verbindungslinie der Schwer 
punkte beider paralleler Endflächen halbiert, und folglich der Schwer 
punkt des Cylinders der Mittelpunkt seiner Achse ist, wenden wir 
mm zur Bestimmung der Schwerpunkte einiger anderer homogener 
Kü11)Cr, zunächst der Pyramide. 

Denkt man sich zu dem Ende die Höhe der letzteren in 
zahllose gleiche Teile zerlegt und durch jeden Teilungspunkt eine 
Ebene parallel zur Grundfläche gelegt, so zerfällt die Pyramide in 
unendlich viele Schichten, deren sämtliche Schwerpunkte auf einer 
von der Spitze nach dem Schwerpunkte der Basis gezogenen Geraden 
liegen. Allein weil diese Schichten zwar gleich stark ge,lacht werden 
sollen, aber verschiedene In- JJ 
halte und mithin auch ver 
schiedene Gewichte haben, so 
ist die genannte Schwerlinie 
heterogen, und es ist daher 
zur Bestimmung des Pyra 
midenschwerpunktes noch der 
Abstand von der Grundfläche 
notwendig. Um diesen zu er 
halten, fassen wir vorerst eine 
dreiseitige Pyramide ins 
Auge und betrachten A B C 
als Basis (Fig. 5), D als Spitze. 
Dann ist die von D nach elem Schwerpunkte G des Dreiecks A B C 
gezogene Gerade G [) eine Schwerlinie der Pyramide. Sehen wir 
dagegen B CD als Grundfläche, folglich A als Spitze an, so ist, 
wenn O den Schwerpunkt des Dreiecks BCD bezeichnet, AO eine 
zweite Schwerachse unserer Pyramide und wir haben den ge- 

C 

B 
Fig. 5. 
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wünschten Schwerpunkt 8 als Durchschnitt zwischen DG und A 0. 
Weil aber nach dem vorigen Paragraphen 

EG:EA=En:ED=l:3 
sich verhalten, so ist Dreieck E O O ähnlich Jt1 A D und folglich 
einerseits G O II ~p und andererseits O O : A D = 1 : 3. 

Aus der Parallelität von GO und A D erkennen wir wieder 
die Ähnlichkeit der Dreiecke 8 0 0 und 8]) A und hiermit <las 
Bestehen der weiteren Proportionen 

8G:8D= GO:AD=l:3 
oder 

8 G : ( S G + 8 D) = 1 : (1 + 3) 
SG: DG= 1: 4. 

Wenn wir schliesslich vom Schwerpunkte und von der Spitze 
auf die Basis der Pyramide die Lote 8 C -= x und D M = h 
fällen und ihre Fusspunkte mit G verbinden, so entstehen aber 
mals zwei ähnliche Dreiecke G L 8 und GMD; mithin verhält sich 

SL : DM = 8 G : D G oder .r : lt = 1 : 4, 

das ist 

woraus folgt 
h 

X= 4' ( 1.) 

der Abs tan cl des Schwerpunktes von der Gr un d fläche. 
Davon, dass vorstehende Formel auch für beliebig vielseitige 

Pyramiden gilt, überzeugt man sich leicht durch folgende einfache 
Betrachtung: Führt man durch die Spitze und die von einem 
Eckpunkte ausgehenden Diagonalen der Grundfläche ebene Schnitte, 
so zerfällt die Gesamtpyramide in lauter dreiseitige Pyramiden 
mit der gemeinsamen Höhe h. Die Schwerpunkte der letzteren 

h 
liegen sämtlich in einer Ebene, welche in der Entfernung 4 
parallel zur Grundfläche der vielseitigen Pyramide läuft und mit 
hin liegt auch der Schwerpunkt der letzteren in derselben Ebene. 

Demnach haben wir den Lehrsatz: 

Der Schwerpunkt einer J->y raniide liegt auf der 
J enigen Geraden, welche die Spitze mit dem Schncer 
punkte der Basis verbindet, und zwar um den 
i-ierten. Teil der Höhe von der letzteren entfernt. 
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Genau dasselbe gilt von dem Kegel, weil derselbe als 

regelmässige Pyramide mit unendlich vielen Seitenflächen aufgefasst 
werden kann. 

Um endlich den Schwerpunkt eines Pyramidenstumpfes 
zu erhalten, legen wir durch die Pyramide in Fig. 6 parallel zur 
Grundfläche eine Ebene, wodurch dieser Körper in eine kleinere 
Pyramide und in einen Pyramidensturnpf zerlegt wird, sodass nach 
<lern Momentengesetz das statische Moment der Gesamtpyramide 
gleich ist der Summe der Momente vom Pyrarnidenstumpf und 
der Ergänzungspyramide. Bezeichnen wir jetzt die Inhalte der 
parallelen Flächen de ,q l m und DR O L J!f. mit f' und F, setzen 
die Höhen B N = h und 
C N = x, so ist für die grosse 
Pyramide das Volumen 

Vt = I p . ( ~, + h ), 
und der Abstand des Schwer 
punktes von der unteren 
Endfläche 

C ,~,-- ---------------""':'" 
// :\'~, I 

1 I I I \ \ I 
I I I \ ', \ t / / : \ \\ z 

/ ,' I \ ' \\ I 

I --------1 
I 
I 

Jv 

folglich das Moment 
F 

T~1 :r1 = 12 (,~ + h)2) 

1) ... 

13•---------- 

6 
Fig. 6. 

ferner ist für die kleine Pyramide das Volumen 

T7 _ f ~ 2 - 7i '•) 
der Abstand des Schwerpunktes von 1!1 

:r. 
:l\~ = h + 4 

und demnach das statische Moment in Bezug auf F 

V2 X2 = t X (h + = ) · 
Hierin ist aber ;r, eine Unbekannte und muss eliminiert werden. 

Zu diesem Zwecke benutzen wir aus der Stereometrie die Proportion 
F: f' = c~ + h)2: x2 oder VF: -VT= (x, + h): x, 

woraus nach kurzer Rechnung folgt 
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hYf hYl? 
V.P-Vt' X+ h = Yl11- Vt' 

und wir erhalten mit Einführung dieser Werte in die obigen beiden 
Momente 

Ji1 7i2 p p2 h2 
V X = - . --=-----=-- = ----=----- . -, 

1 1 12 (YF-Yf)2 ]'?- 2YFf'+l 12 
sowie 

4h+:;~ 4f'YFf-3(2 h2 
V2x2=fx• 12 =Jr•-2VFt+r'12' 

Bezeichnen wir jetzt den Kubikinhalt der abgestumpften Pyra 
mide mit V und den Abstand ihres Schwerpunktes von der unteren 
Endfläche F mit x, so gilt in Bezug auf letztere die Momenten 
gleichung 

das ist auch 
V ;-r; = Vt X1 - V2 X2, 

und wir erhalten mit Einsetzung der letzten Werte von V1 .c11 V2 x'.l, 
sowie von 

V=(P+YFf+f); 

h D. . . d h h nae 1v1s10n urc 8 

(P + Y.J?f + l) .c = F2-4f'Yfff + 3 l2 ,!!__ 
]f' - 2 YI? l + f' ~J 

oder endlich, weil ohne Rest 
(F2-4 YF-f'+ 3 /'2): (l?- 2 VIP/+ l) = P+ 2 YFf' + 3 / 
sich ergiebt, 

.H+2YFf+3f h 
X= F+YFf+f '4' ... (2.) 

den Schwerpunktsabstand eines Pyramidenstumpfes von 
der Grundfläche F, wobei es nicht darauf ankommt, ob P 
grösser oder kleiner als f' ist. 

Weil der Kegelstumpf als besonderer Fall des ebengenannten 
Körpers betrachtet werden darf, so entsteht aus der letzten Formel für 

IP = B2 n und f = r2 x 
bei gleichzeitiger Kürzung mit x 
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R2 + 2 R 1· + 3 r2 

R2 + R r + r2 

h 
. -i' (3.) 

der Schwerpunktsabstand eines Kegelstutzes mit den 
Radien R, r und der Höhe h. 

Übungsbeispiele. 

8. Die parallelen Endflächen einer abgestumpften Pyramide 
enthalten 2 und 18 Quadratmeter, während die Höhe 26 1n be 
trägt. Man berechne den Abstand des Schwerpunktes von der 
kleineren Endfläche. 

Resultat: 17 m. 
9. Den Schwerpunktsabstand eines Kegelstutzes mit den Dimen 

sionen R = 2 cm, r = 1 cm und h = 7 cm von dem Grundkreise 
mit dem Halbmesser R anzugeben. 

Resultat: .:c = 2,75 cm. 
10. Die beiden Grundflächen eines Pyramidenstumpfes seien 

regelmässige Sechsecke mit den Seiten a, b und die Höhe sei h. 
Welches ist die Schwerpunktsentfernung von der Endfläche mit 
der Seite a? 

.. , _ a2 + 2 ab+ 3 /J2• "!!__ 
A n tw or t .. c- ') + 1 + b2 4 ü" a J 

~ 4. 

Schwerpunkte zusammengesetzter Körper. 

Unter Benutzung der im vorigen Paragraphen abgeleiteten 
Formeln lässt sich der Schwerpunkt eines jeden Körpers ermitteln, 
welcher aus Prismen, ganzen und abgestumpften Pyramiden, 
Cy lindern, Kegeln und Kegelstutzen zusammengesetzt ist, indem 
man in Bezug auf eine passend gewählte Ebene, bezw. Achse oder 
Punktstelle das statische Moment des ganzen Körpers gleich der 
Summe der Momente aller seiner Teile setzt. 

Dabei können an die Stelle der Gewichte offenbar auch die 
Volumina der Körper treten; denn führt man die ersteren ein, 
so lässt sich jedes Glied der~_ entengleichung durch das spezi 
fische Gewicht dividieren. ~~~dJllt also heraus, und es bleiben 
anstatt der Gewichte di, .}~ftI11ihltaltf0hen. 

t4 (' ' II t • ,, '*- ~: • ~ ll" 
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Als Anwendungsbeispiel wählen wir eine ungleichschenk- 
1 ige schmiedeeiserne Achse, welche in Fig. 7 dargestellt und 
mit den nötigen in Millimetern ausgedrückten Masseinschreibungcn 
versehen ist. 

Es gewährt einen kleinen Vorteil, wenn wir die statischen 
Momente der Achse und ihrer einzelnen Teile nicht auf den End-, 
sondern auf den Mittelpunkt des linken Zapfens beziehen, 

~- 
-is 
-"-- . , i 

~-112-~ --;,_--X.-----,l~ i..-1-00-:,J 
. ~----259· · -~-- 170---+---- ----- ·'t6S- - - -------~ : 

Fig. 7. 

f 
't..2 - 

zunächst schon insofern, als dann der Schwerpunktsabstancl und 
demnach auch das Moment des letzteren gleich Null wird. 

Der linke Achsenschenkel ist ein Kegelstutz mit den Radien 
R = 48, r = 73 und der Höhe h = 259, folglich mit dem Volumen 

1t h 
V1 = (R2 + Rr + r"')3=11037 • 271,225 = 2993510 cbmm 

und dem Schwerpunktsabstand 
R2 + 2 B, r + 3 r2 h 25099 • 259 

x= R2+Rr+r2 ·4= 44148 =l47,5mm, 
von der linken Endfläche, also 

x1 = 56 + 147,5 = 203,5 1nm 
vom Momentenpunkte A. 

Sodann stellt der Achsenkopf einen Cylinder dar mit dem 
Halbmesser r = 82,5 und der Höhe h = 170, folglich mit dem 
Inhalte 

Y2 = r2 Jt h = 3635018 cbmm 
und dem Abstande 

x2 = 56 + 259 + 85 = 400 nim. 
des Schwerpunktes von A. 

Weiter erkennen wir im rechten Achsenschenkel aber 
mals einen abgestumpften Kogel mit den Radien R = 7 3, r = 40 
und der Höhe h = 465, demnach mit dem Kubikinhalt 

V3 = (5329 + 2920 + 1600) • 155 1t = 41195940 cbnum 
und dem Schwerpunktsabstande 
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.l':1 = 56 -t 259 -t- 170 + 188)5 = w,.1,;-; mnn. 
von A. Endlich gelangen wir zum rechten Zapfen mit dem 
Volumen 

V4 = ,r2 n h = (31)2 n • 100 = .96100 n = .'J01901i cbmnn. 
und dem Schwerpunktsabstande 

,1;4 = 56 + 259 + ]70 + 465 + 50 = 1000 1'JWI, 

woraus wir zugleich nebenbei erfahren, dass die beiden Zapfen 
mitten A und B genau um einen Meter von einander abstehen. 

Diese Resultate, sowie auch die statischen Momente der Achse 
und ihrer Bestandteile stellen wir der besseren Übersicht halber 
tabellarisch, wie folgt, zusammen. Behufs Vermeidung übermässig 
grosser Zahlen wollen wir aber die Volumenwerte in Kubikdeci 
meter verwandeln, während die Schwerpunktsabstände in Milli 
metern ausgedrückt bleiben mögen. Die Entfernung des Achsen 
schwerpunktes 8 von A sei mit x bezeichnet. 

Volumen in Abstand Statisches Moment Körper 
obdm 

des Schwerpunktes in Bezug auf A von A 

Linker Zapfen .. .... 0,494801 0 0 

Linker Achsenschenkel . 2,993510 203,5 mm. 609,1793 

Achsenkopf ....... 3,635018 400rnrn 1454,0072 

Rechter Achsenschenkel 4,795940 673,5 mm. 3230,0652 

Rechter Zapfen . .... 0,301907 1000 mm 301,9070 

Ganze Achse .. . . . . 12,221176 X 12,2212 . .c 

Wir haben jetzt laut Momentengesetz die Gleichung 
12,2212 X= 609,1793 + 1454,0072 + 3230,0652 + 301,9070 
oder 

12,2212 X= 5595,1587 
und erhalten daraus 

x = 4511, 8 man, 
den Abstand AS des Achsenschwerpunktes von der linken 
Zapfenmi tte. 
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Auf gleiche Weise könnte nun der Leser zur Übung auch 
den Abstand des Schwerpunktes 1'-i' von der rech ten Zapfenmitte 
berechnen, indem er B als Momentenpunkt behandelt. Fände er 
BS gleich 

!J = 1000 - .r = 5-12,2 nt m , 
so wäre dies ein Zeichen für die Richtigkeit seiner und zugleich 
der obigen Rechnung. 

Dagegen schliesst sich hier die Frage an, wie sich wohl das 
Eigengewicht U unserer Achse bei horizontaler Lagerung auf die 
beiden Druckpunkte A und B verteilen würde. Um <lie Antwort 
zu finden, nehmen wir das spezifische Gewicht des Schmiedeeisens 
zu 7, 7 an und erhalten 

0 = V· y = 12,2212 · 7,7 = .94,11324, 
also rund 

G x= 94,1 kg. 
Bezeichnen wir nunmehr die Auflagerdrücke in A und B mit Pi\ 

und N2, so erhalten wir aus den beiden Momentengleichungcn 
1000 N, = G. y UIHl 1000 N2 = (f .. t 

oder 
1000 NJ = 51021,02 und 1000 N2 = 43078,.98 

die gesuchten Werte 
N1 = lH,02 kfl und Nz = 4,'-J,08 krJ. 

Übungsheispiele, 

11. Ein Körper besteht aus einem Würfel mit der Kante 2 a 
und aus einer quadratischen Pyramide von gleicher Grundkante 
und der Höhe 4 a. Wie weit ist der Schwerpunkt diesesKörpers 
von der unteren Fläche des Würfels entfernt? 

.9 Antwort: Um x = r- rt. 
D 

12. Wie gross fällt aber der Schwerpunktsabstand aus, wenn 
auf den Würfel statt der Pyramide ein Pyramidenstumpf mit der 
selben Höhe 4 a und mit den Grundkanten 2 a, a gesetzt wird ·1 

81 Antwort: x = 13 a. 

13. Man bestimme für einen abgestumpften Kegel don Schwer 
punktsabstand von der grössercn Endfläche, wenn die Höhe h 



ist und der grosso Radius das zwei-, resp. das vierfache vom 
kleineren beträgt, 

11 .<J 
Resultate: 28 h, resp. 28 11. 

14:. Ein homogener Körper ist aus einem Prisma und einer 
Pyramide mit gcmcinsobaftlichor Basis zusammengesetzt. Wie 
mils.sen sich die Ilöhcn von Prisma und Pyramide zu einander 
verhalten, damit der Schwerpunkt des. ganzen Körpers in die Zu 
sammcnstossungsehene seiner beiden Bestandteile fällt'? 

Antwort: Wie 1: -Ve. 
~ 5. 

Stabilität. 

An dem in Fig. H dargestellten Körper, welcher auf horizon 
taler Ebene ruht, wirkt cine Kraft P in nicht vertikaler Richtung. 

• @S 
I 

Fig. 8. 

Wir setzen voraus, dass <lie Reibung, oder, falls diese nicht hin 
reicht, ein anderes Hindernis das Fortgleiten unmöglich macht. 

Daun wird P suchen, den Körper um die Kante B D zu drehen, 
bezw, ihn umzuwerfen. Allein dem setzt der Körper vermöge seines 
Gewichtes G einen gewissen Widerstand entgegen, welcher gemessen 
werden kann <lurch <las statische Moment dos Körpergewichts in 
Bezug auf die Kippkante B D; denn bezeichnen wir den Halbierungs 
punkt von B D mit O und setzen die beiden Lote, welche von 0 
aus auf die Richtungslinien von P und G gefällt werden können, 
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CA = a und C' JC = r>, so halten sich P und G das Gleichgewicht, 
wenn ihre statischen Momente in Bezug auf den Drehpunkt über 
einstimmen, wenn also die Gleichung 

P • a = G • e . (1.) 

besteht, dagegen wird der Körper thatsächlich umkippen, sobald 

Pa > G e, folglich P > G r> 
a 

ist. Das Produkt Ge wird deshalb Stabilitätsmoment, auch 
kurzweg Stabilität oder Standfähigkeit, bezw. Standfestig 
keit des Körpers in Bezug auf die Kippkante B D genannt, und 
es kann diese G-rösse nach der Formel 

St= Ge (2.) 
leicht berechnet werden, indem man <las Gewicht des Körpers mit 
dem kürzesten Abstand der Falllinie von der Urnwerfkante multi 
pliziert. Um Irrtümern vorzubeugen, drücke man G stets in Kilo 
grammen, e in Metern aus, wodurch man die Stabilität 8 t in Kilo 
grammmetern erhält. 

So besitzt z. B. ein Kegel, dessen Halbmesser r, dessen Ilöho h Meter 
und dessen spezifisches Gewicht r beträgt, das Volumen 

V= i r2 :re h Kubikmeter= lO:O r2 :,r h Kubikdccimeter, 

folglich das Gewicht 
1000 G = -
3
- r2 x h r Kilogramm 

und mithin auf horizontaler Ebene die Stabilität St = Gr odor 
, 1000 8 t = -

3
- r11 Jt h r Kilogrammmeter. 

Eine Kraft P, welche in der Spitze senkrecht zur Höhe des Kegels 
wirkt, hat den Hebelsarm h, demnach das Moment Ph und ist also imstande, 
die Stabilität des Kegels aufzuheben, wenn 

Ph> St 
oder 

P> 
1000 3 -3-r :,r y. 

Für r = 0,1 m und r = 7,5 erhält die rechte Seite vorstehender Un 
gleichung den Wert 7,854. Wenn folglich P etwas grösser als 7,854 1-.,_r; 
ist, so wird der Kegel umgeworfen, wie hoch er auch sei. 
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Übungsbeispiele. 

15. lVlan berechne die Stabilität eines recht wink 1 i gen 
Parallelepipedons (Fig. 9), welches b Meter breit, l Meter lang, 
h Meter hoch ist und das spezifische Gewicht r besitzt, gegen das 
Drehen um die Kante MN = b. 

Resultat: 8t = 500 b h l2 y Kilogrammmeter. 
16. Desgleichen für das aus Fig. 10 ersichtliche Prisma mit 

denselben Dimensionen. 

R l o 10 0 0 ! 7 t<> I{ ·1 esu tat: n t = -
3
- J i ,- r 1 ogrammmeter . 

.A(;-,----- ----'7 
Fig. 9. Fig. 10. Fig. 11. Fig. 12. 

17. Ebenso für die in Fig. 11 dargestellte vierseitige 
Pyramide. 

R S 500 h - K'l esultat: t = 3 b l2 y 1 ogrammmeter. 

18. Endlich auch für den durch Fig. 12 veranschaulichten 
Pyramidenstumpf. Die parallelen Endflächen sind Rechtecke 
mit den Seiten B, L, bezw. b, l und die Verbindungslinie der 
Mittelpunkte ist die Höhe h ~ alles in Metern; der, Körper soll 
wieder um MN = B gekippt werden. 

500 ,r--- 
Resultat: St= -3-(BL + v BL bl+ bl) hly Kilo- 

grammmeter. 
19. Eine abgestumpfte regelmässige Pyramide hat zu End 

flächen zwei Quadrate von 2 und 1 dcni Seite, 2,8 m Höhe, das 
spezifische Gewicht 3 und ruht mit der grösseren Grundfläche auf 
horizontaler Ebene. Welches ist die Stabilität gegen das Drehen 
um eine Basiskante? 

Antwort: St= 10,6 kqm. 
nm ü 11 er , technische Mechanik. 2 
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~ (i. 

Sicherheit eines Fabrikschornsteins g·egen den '\'rinfülruck. 

Bei der im Verhältnis zur Grundfläche bedeutenden Höhe 
eines Fabrikschornsteins liegt die Gefahr des Umwerfens <lurch 
heftigen Sturm sehr nahe und ist wohl zu berücksichtigen. Zu 

diesem Behufe muss in erster Linie die Stabilität CDEJ -r ~I -·--~ 

I I 
I I 

I : 

I ' 
I 

32rru 

Fig. 13. 

desjenigen Teiles berechnet werden, welcher über 
der Erde sich befindet. 

Es stelle nun die Fig. rn einen Schornstein 
mit quadratischem Querschnitt dar, dessen Posta 
ment 3/3 rn breit, sowie 8 ni hoch und dessen 
Hauptkörper ein 3 2 m hoher Pyramidenstuiupf 
mit den Kanten Bl(= 3 m, CI= 1,7 -mist; 
der innere Hohlraum zeigt sich als abgestumpfte 
Pyramide mit den Grundkanten 111 L = 1,8 m, 
DE= 1,2 1n und einer Höhe von 40 m. 

Mit Hilfe der bekannten Formeln für Paral 
Ielepipedon und Pyramidenstutz ergieht sich der 
Kubikinhalt 

j ') 
V= (3,3)2• 8 + [(3,3)2 + 3.8 · 1,7 + (1,7)2] • ,-B.., 

- I (l,8)2 + 1,s. 1,2 + (1,2)21 • 

4
0° 
0 

oder 
V= 88,12 + 206,266 - 81,533 = 209,853 cbm, 

das sind 
Y = 209853 cbüm, 

N elnnen wir das spezifische Gewicht des Ziegelmauerwerks zu 
1,5 an, so erhält man das absolute Gewicht vom oberirdischen 
Teile des Schornsteins 

G = Vy= 209853 -1,5 = :3141180 kg . 
und weil die Falllinie durch die Mitte der Basis geht, die Stabilität 
in Bezug auf eine Basiskante 

St = 314780 • 1,65 = 5193811 kgrn. 
Was nun zweitens die Wirkung des Windes anlangt, so müssen 

wir selbstredend den ungünstigsten Fall yoraussetzen, class der 
selbe normal zu einer Seitenfläche des viereckigen Schornsteins 
gerichtet ist. Dann beträgt der Druck höchstens, nämlich bei 
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orkanartigem Sturm, auf jeden Quadratmeter Fläche 200 kg; es 
gilt daher vor allem die vom Winde getroffene Seitenfläche unseres 
Schornsteins in Quadratmetern zu b e atimru en, Dieselbe ist 

F = 3,3. 8 + 3- + l,7. 32 = 26,4 + 75,2 = 101,6 qni 2 
und mithin der Winddruck 

P = 101,6 · 200 = 20320 kg. 
Der Angriffspunkt von P ist aber offenbar der Schwerpunkt 

der gedrückten Ebene; denn denken wir uns letztere in gleiche 
Teilchen, etwa Quadratmillimeter, zerlegt, so wirkt auf jedes solches 
Flächenelement dieselbe Kraft in derselben Richtung, wir haben 
also ein System gleicher und gleichm ässig verteilter 
Parallelkräfte vor uns. Bezeichnet daher x; den Abstand dieses 
Schwerpunktes von AN, so besteht nach dem Momentengesetze 
die Gleichung 

101,6 :-1; = 26,4 · 4 + 75,2 (8 + y), 
worin ?/ den Schwerpunktsabstand des Trapezes BO I]( von BK 
bedeutet. Nun ist jedoch 

, _ a+ 2 /J. }!__ _ 3 + 3,4 . 32 _ r-9, !J - a + b 3 - 3 + 1, 7 3 - l4, 0..., 0 112' 

folglich 

also 
101,6 X= 105,6 + 75,2 · 22,525 = 1799,48 

X= 1'i,'i113 1n 
und mithin das statische Moment des gesamten Winddrucks in 
Bezug auf die gegenüberliegende Basiskante 

Px = 20320 • 17,7113 = 359886 kgrm. 
Wir erkennen jetzt, dass das Moment Px des Winddruckes er 

heblich geringer ist als das Stabilitätsmoment St = 519387 kgm 
und. können daher den Schornstein gegen Sturm als vollkommen 
gesichert betrachten. 

Vorteilhafter gegen den Einfluss des Winddrucks verhalten sich 
die achteckigen und am vorteilhaftesten die runden Schorn 
steine; denn wirkt der Luftstrom gegen einen vertikal stehenden 
Cylinder oder Kegel, so bilden sich seitliche Komponenten (die 
bewegte Luft gleitet teilweise ab), und es beträgt erfahrungsgemäss 
P nur das 0,57fache desjenigen Druckes, welcher die Projektion 
des Cylinders, bezw. Kegels auf eine gegen die Windrichtung senk 
rechte Ebene direkt belasten würde. Man baut deshalb und aus 

2* 
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anderen Gründen in der Neuzeit fast ausschliesslich den runden 
Schornstein (Fig. 14), welcher äusserlich einen Kegelstumpf dar 
stellt; denn die etwaigen Verzierungen, welche am Fusse und am 
Kopfe in Gestalt von Sockel und Sims aus der Hauptform etwas 
heraustreten, sind für die Stabilität so unwesentlich, dass sie ohne 
Bedenken vernachlässigt werden dürfen. 

Bezeichnet man nun den unteren und den oberen äusseren 
Durchmesser des Schornsteins mit D, bezw. d, die entsprechenden 
Durchmesser den inneren ebenfalls kegelstumpfförmigen Hohlraums 
mit D1, bezw. d1 und die Höhe mit h, alle diese Längen in 
Metern verstanden, endlich das spezifische Gewicht des Bau 
materials mit r, so ist das absolute Gewicht des oberirdischen 
Teiles vom Schornstein 

250~hr{ \ . G=--
3
-- D2+ Dd-td2--(D1

2+ D1d1 +d1
2)J Kilogramm 

oder, wenn man zur Abkürzung den Klammerausdruck 
D2 +Del+ el2 - (D12 + D1 ell+ d12) = I( 

Fig, 14 

250nhr . G = 
3 

• K Kilogramm 

und mithin die Standfähigkeit 
D 250 D . St = G · 2 = -3- :r,; h r I(• 2 Kilogramnuneter. 

Andererseits ist die Vertikalprojektion der vom 
Luftstrome getroffenen Fläche ein Trapez mit den 
parallelen Seiten a = D, b = d und der Höhe h, 
also mit elem Inhalte 

a+b D+d F = -2- h = 2 h Quadratmeter 

und elem Schwerpunktsabstande 
_ a+ 2 b. h _ D + 2 d . !!_ Met . x - a+ b 3 - D + cl 3 e er. 

Bezeichnet man folglich den Druck in Kilo 
grammen, welchen ein Quadratmeter Fläche bei horizontaler Luft 
strömung thatsächlich auszuhalten hat, mit x, so ist nach obigem 
der gesamte Winddruck auf den Schornstein 

P= 0,57 1/'x = 0,57 • D t~ h « Kilogramm 
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und das Moment 

P.r✓ = 0,57 • (D + 2 d) h:,:., Kilogrammmeter. 

Werfen wir jetzt die Frage auf, bis zu welcher Stärke der 
Sturm sich nur erheben darf, um den Sturz des Schornsteins her 
beizuführen, so ergiebt sich die Antwort aus 

Px = 8.t, 
<las wäre 

0 ,... (D d) h2 x, 2 5 0 1 lr D ,5 I • + 2 , • ß = -
3
- • x tl, y l • 2 

oder 
25000 D I( x r . 

z = 51, h (D + 2 d) Kilogramm, 

worin K = D2 + Dd + d2 - (D1
2 + D1 d1+cl12) ist und sämt 

liehe Dimensionen D, d, D1, d1 und h in Metern auszudrücken 
sind. Diese Formel liefert für 'X den äussersten Druck, welchen 
der Schornstein pro Quadratmeter Projektionsfläche gerade noch 
ertragen kann, ohne umzustürzen. Wird z kleiner als 200, so ist 
er bei Orkan, wird z < 110, so ist der Schornstein schon bei heftigem 
Sturm gefährdet. 

Wäre beispielsweise D = 3m, d = 2m, D1 = 1,5m, d1 = 0, 7m, 
h = 40 m und r = 1,5, so erhielten wir 
1( =.CJ+ 6 + 4 - (2,25 + 1,05 + 0,49) = W- 3,79 = 15,21 
folglich 

25000 · 3 · 15,21 · n · 1,5 41'>!1 I'( 1 ::: = ---------- = ,,..._., ' ,o ,r,n 57,40•5 V 

und könnten daraus schliessen, dass selbst der stärkste Orkan diesen 
Schornstein nicht umwerfen würde. 

Eine andere hier nahe liegende Frage bestände aber darin, 
ob der Winddruck möglicher Weise stark genug sein könnte, um 
den Schornstein auf seiner Basis zu verschieben. Zu dem Ende 
müsste die schiebende Kraft grösser sein als die Reibung, also 
wenn / den Reibungskoeffizienten bezeichnet, 

P> Gf, 
D + d 7 250 1 r.~t· 0,57. 2 t z > -3- x ,t y A , 

3. 0,57 (D + d) z > 500 x r Kl 
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oder mit Einführung der Zahlenwerte unseres Falles, wenn man 
noch den Koeffizienten der gleitenden Reibung zwischen Mauer 
werk und natürlichen Boden f = 0,5 7 setzt, 

z- > 2381,6 kg, 
es müsste demnach der Sturm reichlich das fünffache derjenigen 
Stärke besitzen, welche zum Umkippen des Schornsteins erforder 
lich war, und man darf daher wohl allgemein die Möglichkeit der 
Abschiebung eines Schornsteins <lurch den Winddruck als völlig 
ausgeschlossen betrachten. Noch weniger als an der Basis wäre 
aber das Abschieben des Schornsteins an irgend einer anderen 
Stelle zu befürchten, weil der Koeffizient der gleitenden Reibung 
von Mauerwerk auf Mauerwerk erheblich grösser ist als vorhin, 
nämlich f = 0, 7 5. 

§ 7. 
Die Arbeitsstabilität. 

Bis jetzt haben wir angenommen, dass in Bezug auf die Um 
sturzkante C (Fig. 15) das Moment Pa der angreifenden Kraft P 

____ ..... , 
------ ·c \ 
\ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

Fig. 15. 

kleiner oder höchstens gleich ist der Standfähigkeit G e des Körpers. 
Unter dieser Bedingung 

Ge Pa < Ge oder P < - - 
= = ct 

widersteht der Körper vermöge seines Eigengewichtes G der Ein 
wirkung von P und verharrt in seiner Lage. 
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Sowie aber 

I a Oe 
> a > _,,- e, also P > - 

n 
wird, entsteht Bewegung des Körpers und zwar eine beschleu 
nigte, weil, wie aus der Figur ersichtlich, der Hebelsarm OE= e 
und damit zugleich das statische Moment von G beständig ab 
nimmt. 

Hierbei verrichtet die Kraft P · eine bestimmte mechanische 
Arbeit, indem sie den Schwerpunkt um C einen Kreis beschreiben 
lässt und dadurch das Körpergewicht von 8 auf die höchste Schwer 
punktslagc 8' hebt. Die Hubhöhe BS' = h ist leicht zu be 
rechnen; denn bezeichnen wir den Schwerpunktsabstand 8 E des 
Körpers mit d, so gilt 

h = C 81 
- CB = C 8 - ES = C 8 - ii, 

oder, weil nach dem Pythagoräischen Lehrsatz OS = -V d?. + e?. ist, 
lt = V d2 + e?, - d. 

Mithin ist die zum Umsturz eines Körpers erforderliche 
mechanische Arbeit 

A = G ( V d2 + e2· - d), (1.) 
worin G das Gewicht des Körpers, d den Abstand seines Schwer 
punktes von der Basis und e die Entfernung der Falllinie von der 
Drehkante bedeuten. Um A in mkg zu erhalten, müssen G in 
Kilogrammen und cl, sowie e in Metern eingeführt werden. 

Weil nun offenbar ein Körper um so fester steht, je grösser 
die zum Umwerfen nötige Arbeit ist und umgekehrt, so kann die 
vorstehende Grösse ebenfalls als Mass für die Standfähigkeit eines 
Körpers dienen und heisst deshalb die dynamische oder Arbeits 
stabilität. 

Beispielsweise ist für ein rechtwinkliges Parallelepipeden aus Granit 
mit dem spezifischen Gewichte y = 2)5) dessen Basis ein Quadrat von der 
Seite a= 0) 7 21n = 7,2 dm und dessen Höhe h = 1,54 ni = 15,4 dm, 
sind, zunächst das Gewicht 

G = a?, hr= (7,2)2 -15,4 · 2,5 = 1995,84 kg. 
Wei tor ist in diesem Falle 

h a 
d=2= 0,77m, uncle= 2 = 0,36m, 

mithin 
Vd2 + e2 = 0,85 m 
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und folglich 
A= 1995,84 · 0)08 = 159,6672 rnkg, 

die dynamische Stabilität des Parallelepipedo ns, welches mit seiner quadra 
tischen Basis auf horizontaler Ebene steht. 

Wenn dagegen das erstere mit einer rechteckigen Seitenfläche auf 
liegt, so haben wir 

d =; = 0)36 munde=: = 0)77 m, 
demnach 

-.,r d2 +- e2 - d = 0 8 5 - 0 36 = 0 49 m r } } ' 
und es ergiebt sich hi er die Arbeitsstabilität 

A' = 1995,84 · 0,49 = 9 77,9616 mkg. 

Übungsbeispiele. 
20. Man bestimme die dynamische Stabilität einer vertikalen 

Mauer, welche b Meter breit, h Meter hoch, l Meter lang ist und 
das spezifische Gewicht y besitzt. 

Resultat: A= 500 b h l r ( Vb2 + h2 - h) Meterkilogramm. 
21. Eine abgestumpfte rcgelmässige Pyramide hat zu End 

flächen zwei Quadrate von 2 und 1 Decimeter Seite, 2} 8 Meter 
Höhe, das spezifische Gewicht 3 und ruht mit der grösseren Grund 
fläche auf horizontaler Ebene. Welches ist die Arbeitsstabilität 
in Bezug auf eine Basiskante ·r 

Antwort: A= 0} 79 Meterkilogramm. 

8 8. 
Beurteilung der Stabilität eines Körpers aus seinem Gewichte 

und der Lage seines Schwerpunktes. 
Aus Formel 1 in ~ 5 folgt, dass die zum Umwerfen eines 

um eine Kante C drehbaren Körpers vom Gewichte O erforder 
liche Kraft etwas grösser als 

P= Ge 
a 

sein muss, wenn e und a die beiden Hebelsarme von U und J> 
in Bezug auf jene Drehkante darstellen. 

Nehmen wir nun spezieller weise an, class die Kraft P in 
horizontaler Richtung durch den Schwerpunkt geht, so ist r, = d 
die Höhe des Schwerpunkts über der Kippkante und wir erkennen 
aus der Beziehung 
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P= Ge 
d 

ohne weiteres, dass die um werfende Kraft P um so bedeu 
tender sein muss, je grösser G und e, je kleiner dagegen 
d ist, dass also ein Körper um so fester steht, je 
schwerer er ist, je weiter seine Falllinie von der 
X.1",ppkante absteht und je tiefer sein Schwerpunkt 
liegt. 

Dieser wichtige Satz lässt sich aber auch - und zwar ohne 
jede willkürliche Annahme - aus der Formel 1 in§ 7 entwickeln; 
denn die zum Umstürzen eines Körpers notwendige mechanische 
Arbeit 

A = G ( V d2 + e2 - d) 
wächst zunächst, wie unmittelbar ersichtlich, zugleich mit G und e. 
Multiplizieren und dividieren wir aber die rechte Seite der letzten 
Gleichung mit 

so ergiebt sich 
G e2 A=----- fd2 + ('2 + cl 

und hieraus geht hervor, dass mit zunehmenden cl der Nenner 
vorstehenden Bruches wächst, während der Zähler ungeändert bleibt, 
folglich der Wert des ganzen Bruches, das ist die mechanische 
Arbeit A, abnimmt. 

~ 9. 

Guldius Regel zur Bestimmung von Rotationsflächen. 

Eine weitere interessante und zugleich nützliche Anwendung 
der Lehre vom Schwerpunkte enthält die sogenannte Guldinsche 
Regel, welche sich am kürzesten folgendermassen entwickeln lässt. 

Es sei L 111 in Fig. 16 eine gegebene Kurve von der Länge t, 
welche sich um die feste Achse X X' derartig bewegt, dass jeder 
ihrer Punkte von X X I gleichen Abstand behält. Auf diese Weise 
erzeugt die Linie L M eine krumme Fläche, welche Umdrehungs 
oder Rotationsfläche genannt wird und deren Inhalt O zu ermitteln 
unsere nächste Aufgabe sein soll. 
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Zu diesem Zwecke fällen wir von den Endpunkten L, 1-vf der 
Erzeugungskurve auf die Rotationsachse X X' die Lote L 01

, M Q, 
teilen dann 0' Q in eine beliebige Anzahl, etwa n gleiche Teile 
und denken uns endlich durch jeden Teilpunkt eine Ebene recht 
winklig zu X X' gelegt. Hierdurch zerfällt die ganze Umdrehungs 
fläche in n zonenartige Streifen, welche um so eher als Kegel 
stumpfmäntel betrachtet werden dürfen, je grösser man sich die 
Zahl n vorstellt, absolut genau bei unendlich gedachtem n. 

x Greifen wir nun einen solchen 
L Kegelstumpf an beliebiger Stelle her 

aus und setzen seine Radien BI= H, 
DK= r, seine Seitenlinie B D = f', 
so beträgt seine Mantelfläche 

f = (B + r) e ;ir, 
oder, wenn wir das vorn Mittel 
punkte A der Seitenlinie B D auf 
X X' gefällte Lot A C = () einführen, 
indem wir 

u--------- ----- -- - - 

also 
Fig. 16. 

setzen, f'= 2Qcn. 
Bezeichnen wir jetzt die Seitenlinien der n Kegelstumpfmäntel, 

aus welchen die gesamte Umclrehungsfläche zusammengesetzt ist, 
mit e1, c2, ea ••• , en und die mittleren Abstände der letzteren von 
X X' mit (Ji, ()2, ()8 ••• , (Jn, so erhalten wir auf Grund. der vor 
stehenden Formel die Flächeninhalte aller n Kegelstnmpfmäntel 
f~ = 2 C1 ()1 x, /2 = 2 e2 ()2 :rr, /8 = 2 c8 ()s 1r •.. , /~ = 2 en (Jn n 

und mithin ist 
0 = /1 + /~ + /~ + + {n = S ( /) 

= 2 n (e1 ()1 + e2 ()2 + e8 (Ja+ + en !>n) = 2 n 2 (e (J). 
In 

e1 ()1 + e2 ()2 + es ()s + ... + en (>n = 2 (e ()) 
erkennen wir aber die Summe der auf X X' bezogenen Momente 
aller Teile, aus welchen die Erzeugende L M mit der Länge l 
besteht; es gilt daher, wenn wir den Schwerpunkt der letzteren 
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durch S und das von 8 auf X X I gefällte Lot SN durch x be 
zeichnen, die Momentengleichung 

s (e q) = l . .c 
und folglich auch 

0=ftxlx=l,2xx. (1.) 
oder in Worten: Der Inhalt einer Rotationsfläche ist 
gleich dem Produkte aus der Erzeugenden und 
dem vom Schwerpunkte der letzteren zuriickgelegten 
Weye. 

An der Hand dieses Satzes können wir jede Rotationsfläche 
bestimmen, sobald die Länge der Erzeugenden und der Abstand 
ihres Schwerpunktes von der Umdrehungsachse be 
kannt ist. 

Zum Beispiel bekommen wir die Oberfläche 0 
einer Kugel vom Halbmesser r (Fig. 17), wenn wir in der 
letzten Formel für Z den halben Umfang des Erzeugungs 
kreises, also r n und aus Formel 3 in § 1 den Sch wer 
punktsabstand O 8 gleich 

2r 
x= 

lt 
setzen, nämlich 

2r 0 = r X• 2 X• - = 4 1•2 Jr. 
X 

C 

B 
Fig. 17. 

§ 10. 
Guldlns Begel zur Bestimmung von Rotationskörpern .. 
Der im vorigen Paragraphen abgeleitete Lehrsatz bildet jedoch 

nur den ersten Teil der Guldinschen Regel; der zweite Teil 
lautet: 

Das Volumen eines Um.äreiuonoskörpers wird 
erhalten, indem man den Inhalt der Erseuaunas 
ftäche mit dem Wege ihre« Schwerpunktes multi 
pliziert 

und ist das Ergebnis der nachstehenden Erwägungen. 
Durch das im vorigen Paragraphen erwähnte System von 

n Parallelebenen zerfällt das Volumen V des vom Flächenstück 
L M Q O I in Fig. 16 nach einer vollen U rndrehung erzeugten 
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Rotationskörpers in scheibenförmige Stücke, welche bei sehr grossem n 

als Cylinder mit der gemeinschaftlichen Höhe I]( = O' (J = h be 
n 

trachtet werden dürfen. Die Radien dieser Cylinder sind q1,Q2,Q8 ••• ()n, 

mithin die Volumina 
V1=()1

21rh, 'V2=Q22:1th, V3=~32:1rh, .,.'Un=()n2Xh 
und folglich ergiebt sich das Gesamtvolumen des Rotationskörpers 

V= v1 -j- V2 + Vs + ... + Vn = 2 (1') 
= x (Q12 h + Q22 h + Q32 h + ... + Qn2 h), 

oder, wenn man den ersten Faktor dieses Produkts mit 2 multi 
pliziert und dafür den zweiten durch 2 dividiert, 

V= 2 x ( Q1 h · ~
1 -j- Q2 h · ~

2 + Qs h · ~s + ... + Qn h · ~) · 
Jetzt erscheint uns der vorstehende Klammerausdruck als 

die Summe der statischen Momente aller rechteckigen Flächen 
streifen 

t~ = ()1 h, /2 = ()2 h, f~ = Qs h, · • • t~ = ()n h, 
aus welchen das Flächenstück L M Q 0' besteht und zwar in Bezug 
auf die Umdrehungsachse X X'. Bezeichnet daher F' den Inhalt 
jenes Flächenstückes und 

NS'=x' 
die Entfernung seines Schwerpunktes S' von X X 4, so ist nach 
dem Momentengesetze der genannte Klammerausdruck gleich 

f Q1 + J' ()2 + -I' ()s + + f' Qn _ y (f Q ) _ 7f1 , 1 2 /2 2 /8 2 .. • n 2 - ...,. 2 - .DX, 

und es ergiebt sich 
V=2n-Fx'=F•2xx', .. (2.) 

womit die Richtigkeit des obigen Satzes erwiesen ist. 
Wir wählen als einfaches Beispiel die Volumenberechnung einer Kugel 

mit dem beliebigen Halbmesser CA= CB=r (Fig. 17). Hier ist 
r2 x J-11= _. - 
2 

und nach Formel 4 in § 1 der Schworpunktsabstand C 81 gleich 
4r 

x'=-, 3 x 
mithin laut Formel 2 der Kugelinhalt 

r2 x 4 r 4 
Jr = - • 2 :Tr • - = - 1•8 :Jr 2 3 n 3 . 
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~ 11. 

Oberfläche und Kubikinhalt eines Ringes mit kreis-, bezw. 
halbkreisförmigem Querschnitt. 

Etwas weitergehend und dabei von praktischer Wichtigkeit 
ist die Berechnung von der Oberfläche und dem Volumen der 
jenigen Körper, welche durch Rotation eines ganzen oder eines 
halben Kreises um eine feste Achse entstehen. 

Erstens. Stellen B8= r (Fig: 18) den Halbmesser des 
Kreises und SN= R den Abstand seines Mittel- und zugleich 
Schwerpunktes von der Drehachse dar, x 
so haben wir in diesem Falle 
l = 2 r x, P = r2 x und ~r = x' -= R, 
folglich nach No. 1 JJ 
0 = 2 r :re • 2 :re • R = 4 1l 1tf :rc2, 

die Oberfläche und auf Grund von 
No. 2 
V= r2 :rc. 2 Jt. R = 2 R r2 :rc2, Fig. 1s 

das Volumen des Ringes mit kreisförmigem Querschnitt. 
Zweitens. Ist die Erzeugende ein Halbkreis, dessen 

Durchmesser AD parallel zur Drehachse X X' (Fig. 1 U), so findet 
sich die äu sser e Umfläche U, wenn x 
wir in der 1. Beziehung 

l = r x 
und 

2r x=NC+CS=R+- 
x 

-·-·-·-·-·-· 

setzen, nämlich 
X' 

Fig. 19. 

U = r :,r • 2 x ( R + 2:rcr) = 2 R 1· .n 2 + 4 r2 :rc. 

Die innere Fläche ist ein Cylindermantel Jf und ergiebt sich 
aus No. 1 für l = 2 r und x = C N = R, also 

M=2r-2nR=4R1•:rc 
und folglich erhalten wir die Gesam tfl äch e 

0 = U + M = 2 r x (R x + 2 r + 2 R). 
Dagegen entsteht das Volumen durch Einsetzung von 

r2 x 4 r 
]11 = 2 und .r/ = NC + CS = R + 8 :re 



- 30 - 

in Formel 2, nämlich 
r?. x ( 4 r) 4 V=-2x R+- =Il1•2.n'!,+-1

,.:
1x 2 Bx 3 . 

Zugleich führt uns die Lösung der vorstehenden Aufgaben den 
hohen geometrischen Wert der Guldinschen Regel vor Augen; 
denn die auf so leichte Art erlangten Resultate können auf elemen 
tarem Wege (durch die Stereometrie) zum Teil gar nicht und 
mit Hilfe der höheren Mathematik nur auf viel umständlichere 
Weise gewonnen werden. 

Übungs beisp le le. 
22. Man bestimme Oberfläche und Volumen eines Ringes 

mit kreisförmigem Querschnitt, für welchen R = 1 -dm und r = 0,.5 dm 
gegeben sind. 

Resultate: 0 = 19,739qdm=r-...11974 qnn und 
V= 4,934 cbdm = 4934 cbcm. 

23. Mit Hilfe der Guldinschen Regel die bekannten Formeln 
für die Oberfläche und den Kubikinhalt von Voll- und Hohl 
cylinder, Kegel und Kegelstumpf zu entwickeln. 

24. Der Mittelpunkt eines Quadrates mit der Seite a ist von 
der Rotationsachse um d entfernt. Oberfläche und Volumen des ent 

X stehenden Körpers anzugeben. 
A Resultate: 0= 8aclxund V=2r(2dx. 

I 
I 
I 

C9-®-- - 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

®---~--- 

' I 
I 

.I) 

X' 
Fig. 20. 

25. Die Erzeugungsfläche sei ein gleich 
seitiges Dreieck, von welchem eine Seite a 
im Abstande d parallel zur Rotationsachse läuft. 
Welches ist das Volumen des betreffenden Kör 
pers, wenn die a gegenüberliegende Dreieck 
spitze 1., von der Drehachse ab- und 2., der 
Drehachse zugewendet liegt'? 

a?.x ,r 
Antwort: V1 = 4 ( 2 d r 3 + a), 

V2 = a:x (2dY3 - a). 

26. Welche Fläche erzeugt die in Fig. 20 dargestellte, aus 
zwei halben Kreisumfängen zusammengesetzte Linie bei Rotation 



um XX4, wenn AB=DR=d, MD=R und CA=r ge 
geben sind'! 

Antwort: 0 = (Il + r) • (1rd + 2 R - 2 r). 
27. Man berechne diese Fläche für 

die speziellen Zahlenwerte R = 1,5 m, 
r = 0,.5 m und d = l 1n. 

Resultat: 0 = 10,2832 qm. 

28. In Fig. ~l ist der Normal- · 
querschnitt eines Schwung r a cl- 
k r an z cs zur Anschauung gebracht; 
X X' ist die Drehachse, die ein 
geschriebenen Masszahlen bedeuten 
Millimeter. Man soll mit Hilfe der 
Guldinschen Rogel das Volumen die 
ses Körpers berechnen und in Kubik 
decimetern angeben. 

Res ul ta t c : Man findet die 
Querschuittsfiächc Ji'= 36127 (Jm,n 
= 3)6127 qdnt , den Schwerpunkts 
abstand der letzteren O /-; = 1110,8 7 5 

I 

-~2Sk---t:Jlo- - - ~2~ 
I I ' I I 

I 

~ 
I 

I 
I 

I 
- - -;\; 

I 
I 
I 

I 

~ 
-10,0 ~ ~ I II 

-- - 18,0-- -· i:.. 

i 
i 
i 
i I 

X ---------W ··-·--·L-X 
I 

Fig. 21. 

1n11i = 11,10875 dm, und mithin das Volumen V= 252,16 cbdm. 
29. Wie viel wird dieser Ring wiegen, wenn er aus Guss 

eisen mit dem spezifischen Gewicht 7,5 angefertigt werden soll? 
Antwort: 18 91,2 lt!J, also beinahe 19 Metercentner. 

II. Kapitel. 
Die Lehre vom geraden Centralstosse fester Körper. 

~ 12. 
Die verschiedenen Arten des Stosses, 

Wenn zwei Körper A und R vermöge ihrer Bewegungen in 
demselben Augenblicke den nämlichen Raum einnehmen wollen, so 
tritt zwischen ihnen eine W echsol wirkung ein, welche man Stoss 
nennt. 



- 32 - 

Eine wichtige Rolle in Bezug auf <lie Einteilung der Stoss 
arten spielt dabei diejenige Gerade LN (siehe Figuren 22 his 24), 
welche man sich im Momente des Zusammentreffens beider Körper 
im Berührungspunkte O rechtwinklig zur gemeinschaftlichen Tan- 

/} 

I, I, 

E 

Fig. 22. Fig. 23. 

gentialebene DE gezogen denken möge und welche die Stoss 
linie oder die Stossrichtung genannt wird. 

Der Stoss heisst nämlich cen tri sch oder central, sobald 
die Stosslinie durch die Schwerpunkte der beiden Körper hindurch 
geht; dagegen excentrisch, wenn die Stosslinie keinen oder nur 
einen der genannten Schwerpunkte trifft. 

Z. B. ist der Stoss der Körper A und B in Figur 22 cent r h, ch, 
weil die Stosslinie LN beide Schwerpunkte S1 und S2 enthält; hingegen 

0 in Figur 24 excentrisch, weil der Schwerpunkt 
82 von B ausserhalb LN liegt. 

Sodann unterscheidet man zweitens 
->-N zwischen einem geraden und einem schie 

fen Stoss, je nachdem die Bewegungs 
richtungen der beiden Körper mit der 
Stossrichtung übereinstimmen oder nicht. 

In Figur 22 erblicken wir den geraden und 
in Figur 23 den schiefen Centralstoss; denn dort 
fallen die Bewegungsrichtungen der Schwerpunkte 
S1 und S2 mit der Stosslinie LN zusammen, hier 
aber nicht. 

Fig. 24. 

Die Dauer t des Stosses, welche zwar immer sehr klein, 
aber niemals verschwindend klein ist, kann man aus zwei 
Perioden t1 und t2 bestehend annehmen, sodass die Beziehung 

t = ti + t2 
gilt. In der ersten Stossperiode drücken die Körper einander 
zusammen und in der zweiten dehnen sie sich entweder ganz 



odor nur zum Teil oder endlich gar nicht wieder aus, welche 
drei Fälle wir etwas näher beleuchten wollen. 

Erster Fall. Nehmen beide Körper nach elem Stosse ihre 
ursprüngliche Form genau wieder an, so ist der Vorgang in der 
zweiten Stossporiode das getreue Spiegelbild vom Vorgange in der 
ersten, weil nicht nur 

t2 = t1 
ist, sondern auch der Stossdruck während der zweiten Periode in 
umgekehrter Reihenfolge die gleichen Werte durchläuft, wie während 
der ersten und wir nennen daun den Stoss vollkommen· elastisch. 

Zweiter Fall. Wenn sich die Körper während der zweiten 
Stossperiorle zwar wieder ausdehnen, aber doch ihre erste Gestalt 
nicht v o l lst än di g wieder erlangen, so gilt 

l2 < t1 
und der Stoss ist unvollkommen elastisch. 

Dritter Fall. Hier behält der Körper <lie ihm am Ende der 
ersten Stossperiode erteilte Form bei, er besitzt also gar kein 
Bestreben zum Ausdehnen, es ist daher 

t2 = 0 
und der Stoss heisst vollkommen unelastisch. 

~ rn. 
Der Satz von der Erhaltung· der Bewegungsgrösse, 

Zwei homogene Kugeln, deren Mittelpunkte auf einer geraden 
Linie sich bewegen, üben beim Zusammentreffen stets einen ge 
raden Oentralstoss aus. Wir nehmen an, class beide Kugeln 
gleichförmig fortschreiten, die vorausgehende, welche die Masse M~ 
besitzen möge, mit der Geschwindigkeit c2 und die nachfolgende, 
deren Masse M1 sei, mit der Geschwindigkeit c1• Ist nun 

C1 > f2, 
so wird die erste Kugel von der zweiten eingeholt und vom Momente 
der ersten Berührung an beginnt eine gegenseitige Einwirkung 
zwischen beiden: die nachfolgende drückt auf die vorausgehende, 
empfängt aber nach dem zweiten Grundgesetze von der Wechsel 
wirkung einen genau ebenso grossen Gegendruck, woraus zunächst 
folgt, dass in der ersten Stossperiorle , d. h. bis zum Augenblick 
der stärksten Zusammenpressung, die Masse U1 eine verzögerte 

Geigen m ü 11 er, technische Mechanik. 
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und die Masse l,f'! eine beschleunigte Bewegung ausführt, während 
sich dann in der etwaigen zweiten Stossperiode bei der Wieder 
ausclehnung der Körper ein analoger V or gang anreihen würde. 
Jedenfalls haben die Massen Jl,[1 und M2 nach dem Stosse andere 
Geschwindigkeiten, welche wir mit i-11 bezw. n2 bezeichnen wollen, 
und es sei jetzt unsere Aufgabe. eine Beziehung zwischen den Be 
kannten M1, Ci, 11{2, c2 und den Unbekannten v1, t'2 ausfindig zu 
machen. 

Zu diesem Behufe müssen wir die Wirkungen des gegen 
seitigen Druckes zwischen den Kugeln innerhalb der ganzen Stoss 
dauer verfolgen und dabei vor allem bedenken, dass derselbe sich 
stetig ändert: In der ersten St c asp er io dc nähern sich die 
Mittelpunkte beider Kugeln, die letzteren werden immer stärker 
zusammengepresst, der gegenseitige Druck wächst; in der 
etwaigen zweiten Stossperiode entfernen sich die Kugelmittelpunkte 
von einander, Druck und Gegendruck nehmen wieder ab. 

Nun vermögen wir aber nur von konstanten Kräften die 
Wirkungen zu beurteilen und sind deshalb genötigt, die Stossdauer 
in zahllose Teilchen zu zerlegen; denn innerhalb einer solchen ver 
sch windend kleinen Zeit kann dann der Druck zwischen den 
Kugeln als vollkommen unveränderlich angesehen werden. 

Zugleich müssen wir uns den Einfluss in das Gedächtnis zu 
rückrufen, welchen eine Kraft P auf die Masse M in der Zeit I 
ausübt. 

Hatte die Masse M bereits die Geschwindigkeit c und wirkt J> 
sowohl in der Richtung als auch im Sinne von r, so erzeugt P 
in M die Beschleunigung p und die Endgeschwindigkeit v der 
artig, dass die beiden Formeln 

P = Jl,f p und ,, = c + p t 
bestehen. Sollte P der Bewegung entgegen wirken, so würde 

'l'-C 
JJ = -t- 

zur Verzögerung, also negativ und mithin v < c werden. Die 
Einsetzung des letzten Wertes von p in die Gleichung für. P liefert 
aber unter allen Umständen die Beziehung 

p t = J[ ( l! - C ), 
deren rechte Seite die Änderung der Bewegungsgrösse 
von der Masse JI;[ darstellt und entweder einen Gewinn oder 
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einen Verlust ausdrückt, je nachdem P und damit JJ positiv 
oder negativ, bezw, je nachdem v ~ c ist. 

Nach dieser Einschaltung kehren wir zur Betrachtung der 
Stosswirkung zurück und greifen ein beliebiges, unendlich kleines 
Zeitteilchen r aus der Stossdauer t heraus. Nehmen wir an, es finde 
während des Augenblicks r auf die Masse M2 der Druck + P 
statt, welcher in JJ12 die Beschleunigung p2 hervorruft und die 
Geschwindigkeit von c'' auf 11" steigert, so gilt nach obigem die 
Gleichung 

Pr= ]_1;[2 (v11 
- c"), 

deren rechte Seite denjenigen Betrag ausdrückt, um welchen die 
Bewegungsgrösse der Masse JJf2 in dem Zeitteilchen r zu genommen 
hat. Während derselben Zeit 1: bewirkt aber der Gegendruck 

J> in der Masse M1 eine Verzögerung, die wir mit JJi be 
zeichnen wollen und wodurch die Geschwindigkeit von M1 abnimmt 

' sagen wir von c' bis 10', sodass c' > v'; es besteht mithin die weitere 
Beziehung 

- Pr = M1 ( v' - c'), 
und wir erkennen in der rechten Seite denjenigen Betrag, um 
welchen die Bewegungsgrösse der Masse M1 abgenommen hat. 

Da die linken Seiten der letzten Gleichungen ihren absoluten 
Werten nach übereinstimmen, aber entgegengesetzte Vorzeichen 
besitzen, so ist hierdurch festgestellt, dass in jedem einzelnen 
Zeitteilchen der Sto ssd au er der eine Körper genau eben 
soviel an Bewegungsgrösse uerldert , wie der andere 
f!ewinnt. Was aber von jedem einzelnen der aufeinander 
folgenden Zeitteilchen gilt, das gilt auch für die ganze Stoss 
dauer: der gegenseitige Druck zwischen beiden Körpern durch 
läuft zwar eine Reihe verschiedener Werte, entzieht aber da 
bei dem einen Körper genau so viel Bewegungsgrösse, als er in 
dem andern erzeugt, sodass die Summen der Bewegungs 
grössen beider Massen vor und nach dem Stosse gleich 
gross sind, demnach die Formel 

M1 c1 + M2 c2 = M1 v1 + M2 V2 (1.) 
gilt, wobei es ganz gleichgiltig ist, ob die stossenden 
Massen vollkommen elastisch oder uu v o l Iko m m en elas 
tisch oder vollkommen unelastisch sind. 

3* 
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§ 14. 

Der vollkommen . unelastische Stoss. 

Setzen wir die Massen M1 und 1,1£2 als vollständig weich und 
unelastisch voraus, so spielt sich der Vorgang des Stosses ledig 
lich innerhalb der ersten Stossperiode ab; denn nach dem Ende 
der letzteren findet weder eine weitere Zusammendrückung noch 
eine Wiederausdehnung der Körper statt, diese wirken demnach 
nicht weiter aufeinander ein und verhalten sich fortan wie ein 
einziger Körper, welcher mit der Geschwindigkeit v2 = v1 = 'IJ 
fortschreitet. Setzen wir also 

V2 = V1 = V . (2.) 
in der letzten Formel des vorigen Paragraphen ein, so entsteht 

M1 Ci + ffl2 C2 = M1 V + M2 V 
und hieraus folgt 

' - M1 C1 + M2 C2 (3 ) 
V- M

1
+M2' • 

diejenige gemeinschaftliche Geschwindigkeit, mit welcher 
die beiden Körper nach dem vollkommen unelastischen 
Stosse ihre Bewegung fortsetzen. 

Wenn die Massen M1 und M2 einander entgegenkommen, 
so ist in vorstehender Formel die Geschwindigkeit c2 negativ zu 
setzen; aus dem Vorzeichen von v erkennt man dann, wohin sich 
die vereinigten Massen nach dem Stosse bewegen. Es wird dies 
offenbar stets im Sinne derjenigen Masse geschehen, welche vor 
dem Stosse die höhere Bewegungsgrösse besass. 

Übrigens können statt der Massen M1 und ffl2 auch deren 
Gewichte G1 und G2 gesetzt werden; denn mit Benutzung der 
aus der Elementarmechanik bekannten Beziehungen 

G1 G2 M1 = - und M2 = - fl fl 
geht die letzte Formel über in · 

'V = G1 c1 + G2 C2 (aa.) 
G1 + G2 

Folgt z. B. einer 7 kg schweren Kugel, welche pro Sekunde 6 '}JI, 
zurücklegt, eine 3 kg wiegende Kugel mit 8 ni Geschwindigkeit und übt 
auf erstere einen vollkommen unelastischen Stoss aus, so erhalten wir mit 
Einsetzung von 01 = /3, 02 = 7, c1 = 8 und t?. = r; in die vorstehende 
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Formel 3 . 8 + 7 . 6 24 + 4 2 
V= 3 + 7 = JO = 6,6 m, 

die gcmeinachaftliche Geschwindigkeit nach dem Stosse. Begegnen sich 
aber dieselben beiden Körper mit denselben Geschwindigkeiten im vollkommen 
unelastischen geraden Centralstoss, so ist c2 negativ zu setzen, wir erhalten 
also 

V= 
3-8-7-6 

B+ 7 
24-42 
IO = -1,8m, 

und das Minuszeichen von v sagt uns, daas in diesem Falle nach dem Stosse 
beide Körper im Sinne von c2 sich bewegen. 

§ 15. 
Verlust an Arbeitsvermögen beim vollkommen 

unelastischen Stoss. 

Die Frage, ob durch den soeben behandelten Stoss mecha 
nische Arbeit für die fortschreitende Bewegung verloren geht, ist 
auf Grund des in § 22 der Elementarmechanik entwickelten Satzes 
von der Erhaltung der Arbeit zu bejahen; denn die bleibende 
Formänderung, welche die Körper durch den vollkommen unelas 
tischen Stoss erleiden, beansprucht offenbar eine gewisse Arbeit L 
und dieselbe wird erhalten, indem man von dem Arbeitsvermögen 

M1 2 + M2 , 2 2 C1 2 C2 ' 
welches die Massen vor dem Stosse besassen, dasjenige Arbeits 
vermögen 

Ml + M2 . 2 _ Ml + M2 • (M1 C1 + M2 C2)2 
2 V - 2 M1+M2 ' 

welches in beiden Massen nach dem Stosse noch enthalten ist, 
subtrahiert, nämlich 

L - M1 2 + M2 2 1 (M1 Ci + M2 C2) 2 
-2·C1 2·C2-2· M1+M2' 

woraus sich nach kurzer Rechnung ergiebt . 

L = 1 . M1 M2 . (c1 - C2)2, (4.) 
2 M1+M2 

oder auch, wenn wir hierin wiederum M1 = G 1 und M9 = 02 
g - g substituieren, 

(4a.; 
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Auch in diesen beiden Formeln 4 und 4-a ist c2 positiv oder 
negativ zu setzen, je nachdem beide Körper sich folgend oder 
einander begegnend stossen. 

~ JG. 
Der vollkommen elastische Stoss. 

Diese Formänderungsarbeit L ist zwar bei dem vollkommen 
elastischen Stosse in der ersten Stossperiode von der Träg 
heit der Massen .1111 und M2 ebenfalls zu leisten, wird aber dann 
während der zweiten Periode, wo beide Körper vermöge 
ihrer Elastizität in die ursprüngliche Gestalt zurückkehren, wieder 
gewonnen, sodass hier kein Verlust an mechanischer Arbeit 
stattfindet. Demnach gelten beim vollkommen elastischen, centrischen 
Stoss die Gleichungen 

1ll1 C1 + M2 C2 = M1 V1 + M2 V2 
und 

M1 • C1 2 + ~ . C2 2 = 1YI1 . V1 2 + M2 • V2 2 
2 2 2 2 ) 

wovon die erste das oben abgeleitete Gesetz von der Erhaltung 
der Bewegungsgrösse und die zweite das Gesetz von der Erhaltung 
der Arbeit ausdrückt und welche zur Bestimmung von v1 und v2 
genügen. Dividieren wir 

2J;I1 ( C1 2 - V1 2) = JJI2 ( V2 2 - C2 2) 
durch 

.M1 (c1 - v1) = M2 (v2 - c2), 
so ergiebt sich zunächst die interessante Beziehung 

C1 + V1 °-= 'V2 + C2 . . . . (5.) 
zwischen den Geschwindigkeiten beider Körper vor und nach dem 
vollkommen elastischen Stosse. Mit Einsetzung von ~2 = c1 + v1 - c2 
in die allererste Gleichung dieses Paragraphen folgt weiter 

JJ;I1 c1 + M2 c2 = JJ[1 v1 + M2 c1 + M2 v1 - JJ!I2 c2 
oder 

(M1 + M2) v1 = M1 c1 - M2 c1 + 2 M2 c2 
und, wenn wir auf der rechten Seite Af2 c1 addieren und subtra 
hieren, 

(M1 + M2) v1 = (M1 + 1vl2) c1 - 2 M2 c1 + 2 JJ[2 c2) 
also 
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die neschwindigkeit der Masse .M1 und auf gleiche Art er 
gieht sich _ + '> . ]'1£1 ( C1 - C2) 'i 

V2 - C2 ti,/ ill1 + JJL!. ' ( . ) 

die Geschwindigkeit der Masse M2 nach dem vollkommen 
elastischen Stosse. 

Auch in diesen Formeln ß und 7 dürfen statt der Massen 
/111 und 11/2 deren Gewichte G1 und 02 gesetzt werden und elem 
Bewegungssinne von 1YE2, bczw, 02 vor dem Stosse ist Rechnung 
zu tragen durch das Vorzeichen, welches man der Geschwindig 
keit v2 beilegt. 

Wenn beispielsweise zwei Körper mit den Gewichten 2 und 3 lo], 
sowie den Geschwindigkeiten 5 und 4 rn von links nach rechts sich be 
wegen und im vollkommen elastischen Stosse einander treffen, so haben wir 
(J 1 = 2, G2 = 3, c1 = 5, v2 = ,J und erhalten aus den Formeln G und 7 

3-1 
V1 = 5 - 2 • 5 = 5 - 1,2 = 3,8 m, 

2-1 
'V2 = 4 + 2 • 5 = 4 + 0,8 = 4,8 'm. 

Da beide Werte positiv ausgefallen sind, so folgt daraus, dass beide 
Körper nach dem Stosse sich von links nach rechts bewegen. 

Wenn dagegen dieselben beiden Körper mit denselben Geschwindig 
keiten im vollkommen elastischen Stosse s i c h begegnen, so muss v2 negativ, 
also = - 4 gesetzt werden und es ergehen sich 

3.9 
1J1 = 5 - 2 · -5- = 5 -10,8 = - 5,8 m, 

2-9 
V2 = - 4 + 2 • -5- = - 4 + 7;2 = 3,2 In, 

Die Vorzeichen von v1 und v2 den ten darauf hin, dass in diesem Falle 
nach dem Stosse der erste Körper von rechts nach links und der zweite 
Körper entgegengesetzt läuft. 

In beiden Fällen hat man eine Probe für die Richtigkeit der Resultate 
an der Beziehung 5. 

§ 17. 
Übungsbeispiele. 

30. Zwei Kugeln mit den Gewichten von 10 und 3 kg und 
den Geschwindigkeiten 2 und 9 ,n treffen sich im vollkommen 
unelastischen Stosse; man bestimme ihre gemeinsame Geschwindig- 
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keit nach dem Stosse, wenn die Kugeln vorher erstens in gleicher 
und zweitens in entgegengesetzter Richtung sich bewegt hatten. 

4 5 Resultate: 3 
11 

m und 11 m .. 

31. Welche Geschwindigkeit muss ein 2 kg schwerer Körper 
haben um im unelastischen Stosse einen 5 leg schweren Körper, 
der sich mit 8 m Geschwindigkeit bewegt, eine Geschwindigkeits 
vermehrung von 3 m erteilen'? 

Antwort: 18)5 m: 
32. Zwei vollkommen unelastische Körper, welche 20 und 85 kg 

wiegen, stossen mit den Geschwindigkeiten 4 und 3 m erstens in 
gleicher und zweitens in entgegengesetzter Richtung centrisch zu 
sammen. Wie gross ist in beiden Fällen der Verlust an mecha 
nischer Arbeit? 

Antwort: 0,6487 nikg und 31,7864 mJcg. 
33. Eine homogene Kugel von 30 kg Gewicht bewegt sich 

mit einer Geschwindigkeit von 2 m und wird von einer anderen 
Kugel, welche 2 kg wiegt und 7 1n Geschwindigkeit besitzt, einge 
holt. Welches sind die Geschwindigkeiten beider Kugeln nach 
dem Stosse, wenn derselbe als vollkommen elastisch angesehen wird. 

5 3 
Resultate: 2 & 1n und - 2 8 m. 

34. Urn wieviel wird die Leistung einer Maschine geschädigt, 
wenn zwei unelastische Massen mit den Gewichten von lQ0 und 
200 kg und den Geschwindigkeiten von 4 m und 1 m während 
einer Minute 20 mal in gleicher Richtung zusammenstossen ·; 

100 Antwort: Um = 10)2 mkg per Sekunde oder 0,186 
g 

Pferdestärke. 
35. Mit einem Rammklotz von Q kg Gewicht, welcher h m 

frei herabfällt, soll ein q kg wiegender Pfahl in den Erdboden ge 
trieben werden. Wie viel Arbeit kommt bei jedem Schlage auf 
die Zusammenpressung des Pfahlkörpers, wenn der Stoss als voll 
kommen unelastisch angesehen werden darf? 

Antwort: L = _!__ • _!l!j_ • v'! oder, weil ~ = h ist, 
2g Q+q ) 2g 

Qqh 
L = -(n - m.ka, ~ + (j ., 



- 41 

36. Welches Arbeitsvermögen Av bleibt demnach im Ramm 
klotze zum Einrammen des Pfahles übrig'? 

Q2 h 
Antwort: Av= Q lt - L = Q + q • Hierzu kommt dann 

noch die von der Schwerkraft verrichtete Arbeit ( Q + q) s, worin 
,<,; <lie Strecke bezeichnet, um welche per Schlag eindringt. 

37. Man bestimme den Widerstand W, welchen das Erdreich 
dem Eindringen des Pfahles entgegensetzt. 

Q2 h 
Lösung: Aus Ws= Q + q + (Q + q) s folgt 

. 02 h 
w = () + q . s + () + q. 

38. Mit einem 1, 7 m hoch herabfallenden Rammbär von 200 kg 
Gewicht wird ein 25 kg schwerer Pfahl durch 20 Schläge um 
4 cm eingetrieben. Welche Last könnte nun dieser Pfahl höchstens 
tragen, ohne weiter einzusinken? 

Antwort: 80425 leg. 

39. Wie hoch dürfte aber dieser Pfahl nur belastet sein, so 
bald man eine 15 fache Sicherheit verlangt? 

2 
Antwort: Mit 5361 3 kg. 

4:0. Die Geschwindigkeit v nach dem vollkommen unelastischen 
Stosse anzugeben, wenn beide Massen einander gleich sind. 

c1 + C2 Resultat: v = 2 • 

4:1. Ebenso die Geschwindigkeiten v1 und v2 der beiden 
gleichen Massen M1 und M2 nach dem rein elastischen Stosse. 

Resultate: v1 = c2 und v2 = ci, d. h. gleiche Massen ver 
tauschen durch den vollkommen elastischen Stoss ihre Geschwindig 
keiten. 

42. Die rein elastische Masse M1 trifft mit der Geschwindig 
keit c1 gegen die unendlich ruhende Masse M2, z. B. gegen eine 
feste Wand; welches sind die Geschwindigkeiten v1 und v2 nach 
dem Stosse? 

Auflösung: Für M2 = oo und c2 = 0 ergiebt sich aus der 
7. Formel v2 = 0 und aus No. G, nachdem man vorher Zähler 
und Nenner des Bruches auf der rechten Seite durch M2 dividiert 
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hat, v1 = - c1; die gestossene Masse bleibt also in Ruhe, während 
die stossende Masse M; mit derselben Geschwindigkeit zurück 
prallt, mit welcher sic aufgetroffen ist. 

4:3. Zwei homogene unelastische Kugeln von 15 und 22 l.,r; 
Gewicht bewegen sich gegen einander und zwar die erste mit 
11 m Geschwindigkeit. W elchc Geschwindigkeit muss die zweite 
Kugel unmittelbar vor dem Stosse besessen haben, wenn beide 
durch den Stoss in den Ruhestand versetzt werden'? 

Antwort: 7,5 m. 
~ 18. 

Der unvollkommen elastische Stoss. 
Die in den vorigen Paragraphen behandelten Fälle setzen 

zwei Idealzustände voraus, welche in Wirklichkeit niemals vor 
kommen; denn es giebt weder einen Körper, der vollkommen 
elastisch, noch einen solchen, der vollkommen unelastisch wäre: 
alle Körper sind nur unvollkommen oder teilweise elastisch und 
liegen in dieser Beziehung zwischen den oben festgestellten Grenzen, 
welche eben nur gedacht werden können. 

Trotzdem sind die bisher gewonnenen Resultate keineswegs 
überflüssig, sondern sie bilden vielmehr die ( irundlage für die 
weiteren Entwickelungen, welche den thatsächlichen Umständen 
beim Stosse Rechnung tragen sollen. 

Nun besteht aber diejenige Wirkung des letzteren, welche wir 
ziffernmässig zu beurteilen imstande sind, in der Geschwinüig 
keitsänderung der beiden Massen; denn diese ist nach Formel S 
beim vollkommen unelastischen Stosse für Jll1 

M2 (c1 - c2) 
C1 -- ,,, = JYL + JJL 

1 2 

und für JVI2 
1'£1 ( Cl - C2) . 

I) - C2 = Ml + 1'l2 ' 
dagegen beim vollkommen elastischen Stoss nach den Formeln 
6 und 7 für die Masse M1 

JJI2 (c1 C2) 
C1 - '"1 = 2 . .1JI1 + 1'I2 

und für die Masse M2 
M1 (c1 - C2) 

V2 -- C2 = 2 · M 
1 
+ JJL

2 
• 
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Eine V crglcichung dieser beiden Formelpaare sagt uns, dass 
die entsprechenden Geschwindigkeitsänderungen heim vollkommen 
elastischen Stoss gerade doppelt so gross sind, als beim voll 
kommen unelastischen Stoss. Wir werden daher nach obigem die 
Geschwindigkeitsänderungen für den unvollkommen elastischen Stoss 
erhalten, wenn wir die rechten Seiten des letzten Gleichungspaares 
weder mit 1 noch mit 2, sondern mit einer Zahl multiplizieren, 
welche zwischen 1 und 2 liegt, also z. B. mit 1 + k, wo dann 
k einen positi von echten Bruch darstellt, nämlich 

C1 - Vi = (1 + k) . llf2 ( V1 - C2) 
M1 + .M2 

und 

(8.) 

(9.) 

die Geschwindigkeiten der Massen M1 und JI1 nach elem unvoll 
kommen elastischen Stosse und andrerseits entsteht durch Subtraktion 

V1 V2 = C1 C2 - ( 1 + k) ( Ci C2) 
oder 

(10.) 
eine einfache Beziehung zwischen den Geschwindigkeiten der Massen 
vor und nach dem Stosse, sowie der Zahl k. Letztere wird der 
Stoss- oder Elastizitäts-Koeffizient genannt und kann natür 
lich nur durch praktische Versuche ermittelt werden. 

~ 19. 

Experimentelle Bestimmung· des Stosskoöfflzlenten. 

Hierzu könnte wohl die letzte Formel 10 benutzt werden, 
aus welcher 

k = -~-=.~ 
C1 - C2 

folgt, indem man die Geschwindigkeiten c1, c2, v1, v2 zweier Massen 
M1 und M2 unmittelbar vor und nach ihrem Zusammenstossc 
messen würde und diese Werte in <lie vorstehende Gleichung ein- 
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setzte. Allein ein solcher Versuch würde aus praktischen Gründen 
kaum ausführbar sein und wir müssen daher nach Vereinfachung 
trachten. Zu diesem Behufe lassen wir die eine Masse, etwa M2 

im Ruhezustande und im Verhältnis zu _]{1 sehr gross ( oo) sein, 
was beides erreicht wird, wenn wir die gestossene Masse (M2) fest 
mit dem Erdkörper verbinden. Dann ist nämlich von vornherein 
c2 = 0, zweitens aber nach Formel 9 auch 

'l Mt ( C1 - C2) 0 
'02 = C2 + (1 + k; . Ml + 00 = C2 + 0 = C2 = 

und die obige Gleichung für k geht über in 

k, = - V1 • 
C1 

Auf diese Formel, welche· also voraussetzt, class die eine der 
beiden im geraden Centralstosse sich treffenden Massen ruht 
und im Verhältnis zur andern als unendlich gross betrachtet 
werden kann, gründet sich das folgende Experiment zur Bestimmung 
von k: man lässt aus der Höhe H eine Kugel auf eine grosse, 
horizontal festliegende Platte frei niederfallen und bezeichnet 
mit h diejenige Höhe, auf welche die Kugel zurückprallt. Dann 
ist die Geschwindigkeit der Kugel unmittelbar vor dem Stosse 

C1=V2gH 
und die Geschwindigkeit kurz nach dem Stoss 

V1 = -V2gh, 
(negativ, weil c1 die entgegengesetzte Richtung wie v1 hat), 
und wir erhalten 

k = -V ;I. 
Da man nun H, h für die verschiedenen Materialien, aus 

welchen man Kugel und Platte bestehen lässt, direkt messen kann, 
so hat man auch k. Auf diese Weise fand schon Newton 

5 k = 9 = 0,5 6 für Stahl, Kork und Wolle, 

8 le = 9 = 0,8 9 ,, Elfenbein und 

15 
k = 

16 
= 0,94 ,, Glas 
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und General Morin stellte fest, <lass für Thon und Holz k nahezu 
Null, dagegen für Gusseisen k annähernd gleich 1 ist, dass also 
der Stoss mit Thou und Holz als vollkommen unelastisch und der 
Stoss mit Gusseisen als vol1kommen elastisch gelten darf. 

Bei derartigen Versuchen darf jedoch mit der Fallhöhe JI 
nicht über cine gewisse Grenze hinausgegangen werden, weil hei 
zu hohem Stossdruck selbst sehr elastische Körper mehr oder 
weniger die Fähigkeit verlieren, sich wieder auszudehnen und man 
folglich bei zu grossem II für k einen geringeren Wert erhalten würde. 

Zugleich folgt hieraus, dass die vorstehenden Zahlenwerte 
für k nur mit Vorsicht benützt werden dürfen; denn sie haben 
nur dann Anspruch auf Geltung, wenn während des Zusammen 
treffens beide Körper die El aat.iz i täts g r enz e nicht erheblich 
überschritten wird. 

Der letztere Umstand hängt aber ausser von der Körper 
beschaffenheit noch von der Höhe des Stossdruckes ab und 
dieser füllt um so bedeutender aus, je grösser die Geschwin 
digkeitsdifferenz c1 - c2 beider Körper unmittelbar vor dem 
Stosse war. 

Es kann demnach vorkommen, dass zwei Körper trotz ihres 
hohen Stosskoeffizienten k sich doch wie unelastische Körper ver 
halten, nämlich dann, wenn der Stossrlruck auf Grund des grossen 
Geschwindigkeitsunterschiedes c1 - c2 so gewaltig ist, dass die 
Elastizitätsgrenze weit überschritten wird. 

In einem solchen Falle, welcher sich äusserlich an· der wesent 
lichen bleibenden Formänderung beider Körper nach dem Stosse 
zu erkennen giebt, hätte man selbstredend die Formeln für den 
vollkommen unelastischen Stoss anzuwenden. 

~ 20. 

Arbeitsverlust beim unvollkommen elastischen Stoss. 

Jedenfalls geht auch während des unvollkommen elastischen 
Stosses eine gewisse Arbeit L für die fortschreitende Bewegung 
verloren und diese kann offenbar wiederum bestimmt werden als 
Differenz derjenigen beiden Arbeitsvermögen, welche in den Massen 
M1 und M2 unmittelbar vor unrl gleich nach dem Stosse vor 
handen sinrl. Wir haben 



- 4G - 

L = JVI1 . r 2 + JJf:y, • C22 - (~ifi. v 2 + !}_~. v/!) 
2 1 2 2 1 2:, 

.Ml ( ) M2 ( ) ) = :T (c1 + 101) c1 - i11 + :T c2 + v2 (c2 - ,,,2 , 

worin v1 und v2 die in den Formeln 8 und H angegebenen 
Werte besitzen. Wollten wir aber letztere einfach substituieren, 
so müssten wir uns zur Vereinfachung des entstehenden Ausdrucks 
für L durch ziemlich verwickelte Rechnungen hindurcharbeiten, 
was auf folgende Art vermieden werden kann. Wir führen zu 
nächst aus der Beziehung 

]J![l C1 + M2 C2 = JJ[l V1 + JJf2 V:!, 

welche ja für alle Arten des geraden Centralstosses gilt, 
Jl,[2 ( C2 -- V2) = Jill ( V1 - C1) 

ein, wodurch entsteht 

L = ~~ (c1 + v1) (c1 - v1) + JJ;1 (c2 + v2) (v1 - c1) 

= JJ;1 (c1 -v1) (c1 +v1 -c2--v2)=~ (ci-v,) (c1-C2 + v1-V2) 

und erhalten daraus mit gleichzeitiger Benutzung der beiden Formeln 

_ (l + 1) ]l,[2 (c1 - C2) 
Ct - V1 - IC • M1 + AI2 

sowie 
V1 - V2 = - le (c1 - C2) 

aus § 18 die weitere Gleichung 
st, 1112 (c, - c2) { } L = :T . (1 + k) . M1 + lYl2 . Ct - C2 - le ( C1 - C2) 

oder 
1 - k2 M1 M2 Q ( ) L = 2 . M1 + M2 . (c1 - C2)~, . . 11. 

welcher auch mit Einsetzung von M1 = !!-2. und 1112 = !!~ die Form 
.CJ g 

L = 1 - k2 
• Gi G2 

• (c1 - c2)2 (11a.) 
2 g G1 + G2 

erteilt werden kann. 
In den Beziehungen 11 und 11 a sind auch die beiden 

extremen Fälle des vollkommen elastischen und des vollkommen 
unelastischen Stosses enthalten; denn für jenen ist k = 1 zu setzen, 
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wodurch L = 0 wird, dagegen für diesen gilt k = 0 und hier 
durch gehen die Formeln 11, bezw. 11 a in 4, bezw. 4a über. 

Wie sich ferner aus 11, bezw. 11 a leicht erkennen lässt, wird 
die während des Stosses zur Formänderung verbrauchte Arbeit L 
einen um so höheren Betrag annehmen, erstens, je kleiner der 
Stosskoöffizient le ist und zweitens, jo mehr der Geschwindigkeits 
unterschied c1 - c2 der aufeinander prallenden Körper ausmacht; 
besonders stark wird dieser Unterschied, wenn sich die Körper 
begegnen, weil dann -- c2 statt c2 zu setzen ist und mithin der 
dritte Faktor sich in (c1 + c2)2 verwandelt. 

Der Einfluss der Massen Mt und M2, bezw. der Gewichte 
01 und G2, welcher im mittels ten Faktor seinen Ausdruck findet, 
soll erst besprochen werden, nachdem wir die in den letzten drei 
Paragraphen gefundenen Resultate auf einige besondere Fälle an 
gewendet haben. 

8 21. 
Übungsbeispiele, 

4:4:. Die Mittelpunkte zweier Kugeln aus Elfenbein bewegen 
sich auf derselben geraden Linie von rechts nach links ; die vor 
ausgehende hat 12 ltg Gewicht und 1 m Geschwindigkeit, die nach 
folgende 5 leg Gewicht und 2 m Geschwindigkeit. Welche Ge 
schwindigkeiten besitzen diese Kugeln nach dem Zusammentreffen? 

D. 1 5 l . 2 Antwort: iese 9 m unc Jene 3 1n. 

45. Wie gestalten sich aber die Resultate, wenn die erste 
Kugel von rechts nach links läuft und der hierdurch verstärkte 
Stossdruck den Koeffizienten le noch nicht beeinflusst? 

Antwort: Die 12 kg schwere Kugel hat die Geschwindigkeit 
? 
; m und läuft von rechts nach links, die andere besitzt die Ge- 

schwindigkeit - 2 m, läuft also von links nach rechts, beide prallen 
zurück 

4:6. Um wie viel nimmt beidemal die Summe der Arbeits 
fähigkeiten in den Kugeln durch den Stoss ab? 

10 1 
Antwort: Um 27 mkq, bezw. 3 3 mkq. 
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4:7. Eine stählerne Kugel fällt aus 243 mm Höhe auf eine 
horizontal fest aufliegende, ebenfalls stählerne Platte; wie hoch 
springt erstere zurück'? 

Antwort: Um 75 mm. 

48. Angenommen, Kugel und Platte beständen aus einem 
beliebigen anderen Material und die erstere würde bei 1,2 m Fall 
höhe um 0,67 5 m zurückspringen, wie gross berechnete sich hier 
aus der zugehörige Stosskoöffizient? 

3 
Antwort: k = -:r 
49. Irgend ein Körper trifft einen anderen ruhenden Körper 

von gleicher Masse im geraden Centralstosse mit der Geschwin 
digkeit c. Die Geschwindigkeiten nach dem Zusammentreffen zu 
ermitteln, wenn der Stosskoöffizient allgemein mit k bezeichnet 
wird. 

R 1 E . 1 - k d' G h . 1· I ·t 1 esu tate: s ist v1 = -2- • c, ie ..xcsc.wmc1grn1 ces 

stossenclen und v2 = 
1 t k • c, die Geschwindigkeit des gestossenen 

Körpers. 

60. Die Masse JJ1 stösst mit der Geschwindigkeit c centrisch 
gegen eine unendlich grosse ruhende Masse ( oder ein unbeweg 
liches Hindernis). Man bestimme die Geschwindigkeit v des 
ersteren nach elem Stosse unter Annahme des beliebigen Koeffi 
zienten k. 

Resultat: v = - kc. 

61. Welches ist dabei die Arbeit der durch den Stoss er 
zeugten Formänderung'? 

l - k2 
Antwort: L = ~. Mc2• 

62. Wie viel Arbeitsvermögen bleibt in der Masse 11[ nach 
dem Stosse für die fortschreitende Bewegung verfügbar? 

7c2 JI;[ 
Antwort: Av=211Ic2= 2 (kc)2• 
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Über die nützliche und schädliche Wirkung des Stosses, 

Hinsichtlich der praktischen Ausnutzung des Stosses hat 
man vor allem zu bedenken, dass sich die in beiden Körpern ent 
haltene Arbeitsfähigkeit während der Stossdauer in zwei Teile 
zerlegt: der eine wird in der Hauptsache zur Formänderung 
der zusammentreffenden Körper (nebenbei auch zur Erregung von 
Wärme- und Schallwellen) verwendet, der andere nach dem Stosse 
noch übrig bleibende Teil bewirkt die fortschreitende Be 
wegung und kann gegebenen Falles zur Überwindung eines 
Wi dcr st.audes längs einer gewissen Wegstrecke dienen. 

Es kommt also darauf an, ob man mit dem Stosse lediglich 
cine Formänderungsarbeit verrichten will, wie etwa beim 
Schmieden eines Stückes Eisen, beim Nieten, bei Hammer- und 
Stampfwerken und bei der Stosspräge oder aber, ob man beab 
sichtigt, durch den Stoss einen bestimmten Widerstand zu bewäl 
tigen, als z. B. bei Einschlagung eines Nagels, beim Eintreiben 
eines Keiles, beim Rammen der Pfähle u. s. w. 

Im ersten Falle wäre es dann so einzurichten, class die Form 
änderungsarbeit 

1-k,2 
L=--- 

2g 

möglichst gross, im zweiten, dass sie möglichst klein wird. 
Da bei Anwendungen der eine Körper immer ruht, sagen wir der 
jenige mit dem Gewichte G2 (in den oben angeführten Beispielen 
ist es das zu hämmernde Stück Eisen, die Niete, das Stampfgut, 
die Münze, der Nagel, der Keil und der Pfahl), so ist c2 = 0 und 
es wird nunmehr eine Handhabe zur Beurteilung der Stosswirkung 
dargeboten durch die Formänderungsarbeit 

2 G1 G2 C12 

L = ( 1 - le ) . 01 + (}2 . 2 g' 

welche, wie schon im vorigen Paragraphen erwähnt wurde, einen 
um so höheren Wert haben wird, je grösser c1 und je kleiner 
k ist. Man wird demnach, wenn etwa ein Stück Eisen geschmiedet 
werden soll, mit dem Hammer weit ausholen und ihn, soweit 
cs andere Rücksichten gestatten, aus einem wenig elastischen 
Material herstellen. Da letzteres zugleich eine gewisse Härte und 

Gei g en m ü 11 er , technische Mechanik . '+ 
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Zähigkeit besitzen muss, so sind wir auf den Stahl angewiesen, 
~ 

wel~her den verhältnismässig geringen Elastizitätskoeffizienten k = ~ 
besitzt. 

Der Einfluss der Gewichte G1 und G2 auf die Stosswirkung 
ergieht sich aus dem mittleren Faktor 

G1 G2 a. 
G1 + G2 - 1 + a: 

G2 
welcher einen um so höheren Wert annimmt, je kleiner bei einem 

bestimmten G1 der Bruch !!.0_!__, je grösser mithin das Gewicht G2 
2 

des bearbeiteten Körpers im Verhältnis zum Gewichte G 1 des 
schlagenden oder stossenden Körpers ist. Man erreicht dies, in 
dem man den ersteren auf eine bedeutende Masse legt, mit welcher 
er dann hinsichtlich der Stosswirkung ein Ganzes bildet, beispiels 
weise ein zu hämmerndes Stück Metall auf einen schweren Ambos, 
welcher stark fundamentiert ist. 

Dagegen wird die rechte Seite der letzten Gleichung und 
G1 damit die Formänderungsarbeit um so geringer, je grösser G2' 

je kleiner also 02 im Verhältnis zu G1 ist. Dies benutzt man bei jeder 
Stossleistuug der zweiten Art, indem man, um z.B. einen Nagel, Pfahl 
oder Keil einzutreiben, den schlagenden Körper (Hammer, Rammbär) 
gegenüber dem geschlagenen von recht erheblichem Gewichte macht. 

Überzeugen wir uns einmal von dem Einfluss, welchen das Verhält 
nis zwischen den Gewichten G1 und G2 des stossenden und des ruhenden 
Körpers auf die Art der Stosswirkung ausübt, an einem Zahlen bei spie 1, 
indem wir einen 3 kg schweren stählernen Hammer mit 4 1n Geschwindig 
keit zunächst auf einen 7 kg schweren eisernen Pfahl und sodann auf einen 
Nagel von nur 0,1 kg Gewicht fallen lassen. Beidemale besitzt der Hammer 
beim. Auftreffen die Arbeitsfähigkeit 

Av =]}fl . G12 = Gt C12 =• 3 · 16 
2 2 g 2 . 9,81 = 2,446 1nk(J, 

5 
davon wird, wenn wir den Stosskoeffizienten le = 9 annehmen, im ersten 
Falle zur Formänderung 

C) G1 G2 G12 56 21 16 
L1 = (1 - k~). G1 + G2. 2 g =ITT. 10. 2. 9,81 = 1,1841nk(J 

und daher zum Eintreiben 
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Ai = Av - L1 = 2,446 - 1,184 = 1,262 1nkg; 
dagegen im zweiten Falle zur Formänderung nur 

56 0,3 16 
L2 = 81 . 3 1 . 2. 9 81 = 0,056 rnJcg 

' ' und mithin zum Eintreiben 
A2 = Av - L2 = 2,446 - 0,056 = 2,39 nikg 

verwendet, sodass die Formänderungsarbeit dort 48,4¼ und hier knapp 
2,3¼ der Gesamtarbeit beträgt. 

Man darf aber nicht etwa glauben, dass dieser Prozentsatz durch Ver 
grösserung von G2 be 1 i ehig hoch geschraubt werden könne. Derselbe 
hat vielmehr eine äusserste Grenze, welche eintritt, sobald man in der Form 
änderungsarbeit 

das Gewicht des ruhenden Körpers G2 = oo setzt. Wir erhalten hierdurch, 
. Gl 01 weil - = - = 0 wird, die denkbar grösste Formänderungsarbeit 

G2 oo 
G, C12 L = (1 - 1cn · --, .,, 2 fl 

welche also im obigen Spezialfalle 
56 3 · 16' 

L1 = 81 · 2. 9 81 = 1,69 mkg 
' oder reichlich 6 9 °lo der Gesamtarbeit beträgt; jedoch gilt dies alles wieder- 

um nur in der Voraussetzung, dass beim Stosse die Elastizitätsgrenze 
der Körper nicht überschritten wird, denn wäre letzteres der Fall, wie 
z.B. heim Schmieden eines glühenden Stückes Eisen angenommen werden 
darf, so würde wegen k = 0 die Formänderungsarbeit 

L G1C12 7 -' = ~ = 2,446 ni,cg 
sein und mithin das gesamte Arbeitsvermögen des schlagenden Hammers 
zur Formänderung Verwendung finden. 

Es wird dem Leser nicht entgangen sein, worin sich eigent 
lich die Nutzwirkung des Stosses charakterisiert. Die in dem 
stossenden Körper vermöge seiner Masse und seiner Geschwindig 
keit enthaltene Arbeitsfähigkeit ( P s) wird in so kurzer Zeit uud 
auf so kurzer Wegstrecke (s) geäussert, das ein gewaltiger 
Druck (P) entsteht, welcher geeignet ist, die beabsichtigte Über 
windung eines bedeutenden Widerstandes oder die gewünschte 
Formänderung, bezw. Zerteilung irgend eines Körpers zu erreichen. 
Weitere Vorteile bieten sich dadurch, dass man den Stoss in be- 

4* 
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liebigen Zwischenräumen wiederholen und auch, wo es sich um 
Schlaginstrumente (Hammer, Beil etc.) handelt, die Rich tung 
nach Gutdünken fortwährend ändern kann (z.B. beim Schmieden, 
Nieten, Behauung eines Balkens u. dergl.). 

Im Gegensatz zu den vorstehend aufgezählten Fällen macht 
sich der Stoss sehr unerwünscht bemerkbar bei allen Umtriebs 
und Zwischenmaschinen, sowie bei den meisten Arbeitsmaschinen. 
Hier wirkt der Stoss nur schädlich,· einerseits wegen des damit 
verbundenen Arbeitsverlustes und andrerseits, weil infolge des 
hohen Stossdruckes die Maschinenteile schnell abgenützt, aus der 
Form gebracht oder wohl gar gänzlich zerstört werden können, 
wobei natürlich die Gefahr mit don Massen und mit dem Ge 
schwindigkeitsunterschiede der sich stossenden Körper wächst. 

Aus diesen Gründen soll man im Maschinenbetrieb die Stösse 
nach Kräften zu vermeiden suchen, indem man vorerst alle 
Maschinenteile möglichst genau konstruiert und sorgfältig ausführt. 
Demnächst ist es so einzurichten, dass die Geschwindigkeiten sich 
nur allmählich ändern und besonderes Gewicht hat man darauf 
zu legen, dass die ruckartigen Bewegungen umgangen oder doch 
gemildert werden; z. B. kann man bei hin- und hergehenden 
Bewegungen durch Einschaltung einer Feder die Zeit des 
Stosses (am Beginn und am Ende der Bewegung) verlängern 
und dadurch den Stossdruck vermindern. 

Endlich besteht noch ein Mittel, die nachteiligen Wirkungen 
des Stosses abzuschwächen, darin, dass man die dem Stosse aus 
gesetzten Stellen, soweit es andere wichtigere Rücksichten erlauben, 
aus elastischem und zähem Material herstellt. 

III. Kapitel. 
Die gleitende Reibung. 

§ 23. 
, Pl. Einleitung. -:r? 

Im wtzten
1 
Kapitel der Elementarmechanik haben wir die Be 

griffe des Reibungswiderstandes Wund des Reibungskoeffizienten f' 
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entwickelt und erfahren, dass ersterer berechnet werden kann mittels 
der Formel 

W=fN, 
wo N den Druck bezeichnet, mit welchen die Berührungsflächen 
beider sich reibenden Körper in normaler Richtung zusammen 
gepresst werden, während W stets in der Richtung der genannten 
Berührungsflächen wirkt. 

Der Koeffizient f ist dabei abhängig von dem Material, aus 
dem die sich reibenden Körper bestehen, ferner von der Beschaffen 
heit der Berührungsflächen und dann auch von der Art der Reibung; 
derselbe musste daher durch besondere Versuche bestimmt werden 
und es hat sich gezeigt, dass er die grössten Werte bei der ge 
wöhnlichen gleitenden, schon kleinere bei der Zapfen - und die 
kleinsten Werte bei der rollenden Reibung besitzt. 

Wenn wir nun in den früheren Untersuchungen lediglich der 
Zapfen- und der rollenden Reibung näher getreten sind, weil die 
Behandlung derselben nur ganz geringe mathematische Hilfsmittel 
erfordert, so wollen wir jetzt die gewöhnliche gleitende 
Reibung in Betracht ziehen und zunächst die wichtigsten zuge 
hörigen Werte von f mitteilen, wie sie sich aus den Versuchen 
von Morin ergeben haben. 

In der folgenden Tabelle, welche der »Hütte« entnommen ist, 
bedeutet =, dass die Bewegung in der Richtung der Fasern beider 
Körper, +, dass sie normal gegen die Fasern des gleitenden 
Körpers und j__, dass sich Hirnholz auf Langholz in der Faser 
richtung der letzteren bewegt. 

Lage Zustand Reibungskoeffizient 
Namen 

der der 

I 
der reihenden Körper 

Fasern Oberflächen der der 

Ruhe Bewegung 

Gusseisen auf Gusseisen oder { wenig fettig 0,16 0,15 
Bronze . . . . . . mit Wasser 0,31 

Schm~edeeisen auf Schmiede- { trocken 0,44 
eisen . . . . . . . wenig fettig 0,13 

Bronze auf Gusseisen . 

Ii 

trocken 0,21 
Bronze auf Schmiedeeisen etwas fettig 0,16 
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Namen 
der reibenden Körper 

Lage 
der 

Fasern 

Zustand 
der 

Oberflächen 

Reibungskoeffizient 

der 

Ruhe I 
der 

Bewegung 

Bronze auf Bronze 

Gusseisen auf Eiche 

Schmiedeeisen auf Eiche 

. { 
·{ 

Eiche auf Eiche . ' + 

trocken 

trocken 
mit Wasser 
trockne Seife 
mit Wasser 
mit Talg 
trocken 
trockne Seife 

trocken 

+ mit Wasser 

j_ trocken 

{ 
hohe trocken Rindsleder auf Eiche . . 
Kante mit Wasser 

Leder- Riemen auf Eichen- 
trommel 

Hanf seil auf Eiche . 

{ 
flach 

Leder-Riemen auf Gusseisen 
flach 

Rindsleder als Kolben- f flach 
li cl erung . . \ flach 

trocken 
trocken 

trocken 

mit Wasser 
mit Wasser 
Öl, Seife 

0,65 

0,65 
0,11 
0,62 
0,44 
0,54 
0,'i1 

0,43 

0,43 
0,'i9 

0,4'i 
0,80 
0,54 
0,38 

I. 
0,62 
0,12 

0,20 
0,49 
0,22 
0,19 
0,26 
0,08 
0,48 
0,16 
0,34 
0,26 

0,19 

0,33 
0,29 

o.er 
0,62 
0,30 
0,36 

Soll z. B. ein 100 kg schwerer Block aus Schmiedeeisen auf horizon 
talen und mit Wasser benetzten eichenen Bohlen fortgezogen werden, so 
ist die nötige Kraft im ersten Moment, um die Bewegung einzuleiten, 

P0 = f~ G = 0,65 · 100 = 65 kg, 
dann aber, um die Bewegung gleichförmig zu erhalten, braucht man blos 
noch die Kraft 

P = f G = 0,26 · 100 = 26 kg; 
denn in beiden Fällen ist der Normaldruck N dem Gewicht G des Körpers 
gleich. Das erste Mal hatten wir den Reibungskoeffizienten der Ruhe, 
/0 = 0,65 und das andere Mal denjenigen der Bewegung, f = 0,26 an 
zuwenden. 

Übungsbeispiele. 

53. Ein horizon tales, gusseisernes Sägegatter von 10 O kg 
Gewicht läuft in Bronzebahnen. Wie gross ist die Reibung nach 
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Morin, wenn die Berührungsflächen wenig gefettet sind 'I 
Antwort: 15 k,r;. 
54:. Welcher Effekt geht <lurch die Reibung in voriger Auf 

gabe per Sekunde verloren, wenn das Sägegatter 0,94 m Hubhöhe 
hat und während einer Minute 110 Züge macht? 

Antwort: 25,85 mkq, also reichlich 1/a Pferdestärke, 

~ 24. 
Reibung auf' horizontaler Bahn. 

Eine Last Q ruht auf horizontaler Ebene L M (Fig. 25) und 
soll fortgezogen werden durch eine Kraft AB = P, welche mit 
dem Horizont einen beliebigen Winkel BA G = ß einschliesst. 

Offenbar ist die Wirkung der Kraft P auf die Last Q inso 
fern eine doppelte, als sie die letztere einerseits auf L M weiter 
zu bewegen, andererseits vertikal empor 
zuheben sucht; wir zerlegen daher P 
nach den genannten Richtungen in die 
beiden Komponenten L W 
A C = P cos ß und AD = P sin ß. 

Die erstere hat bei der horizontalen 

_____ _.JJ 
i 
!c 

M 

(1, 

Bewegung des Körpers die Reibung zu Fig. 
25

• 

überwinden und heisst deshalb die Arbeitskomponente; die andere 
wirkt genau entgegengesetzt der Last Q, es verbleibt daher der 
N ormalclruck 

N=Q-AD=(J-Psinß 
und mithin ist, wenn l den Reibungskoeffizienten bezeichnet, der 
Reibungswiderstand 

W=lN= Qf-Plsinß. 
Weil aber dieser Reibungswiderstand im Gleichgewicht ge 

halten werden soll durch die Komponente A C = P cos ß, so 
haben wir 

P cos ß = Q l - Pf sin ß, 
woraus folgt 

P= Qf (1.) 
cos ß + fsinß 

a1s diejenige Kraft, welche der Reibung gerade <las Gegengewicht 
hält, sodass eine geringe Vermehrung genügt, um die Bewegung 
der Last Q herbeizuführen. 
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Übungsbeispiele. 

55. Auf einer Horizontalebene soll eine Last von 1000 kg 
durch eine Kraft in Bewegung gesetzt werden, welche mit dem 
Horizont nacheinander Winkel von 0, 10, 20 und 30 Grad ein 
schliesst. Wie gross muss jene Kraft in jedem einzelnen Falle 
sein, wenn der Reibungskoeffizient der Ruhe 0,/3 beträgt 'I 

Antwort: P0 = 300 kg, P1 = 289,3 kg, P2 = 287,8 kg 
und P8 = 29513 leg. 

56. Wie gross würde aber die Kraft sein müssen, wenn ihr 
Winkel mit dem Horizont 40, 50 und 60 Grad wäre? 

Antwort: P4 = 312,8 kg, P,, = 344,5 kg und P6 = 394,9 kg. 

~ 25. 
Der Reibungswinkel. 

Ruht dagegen ein beliebiger Körper vom Gewichte G (Fig. 26) 
auf der Ebene OE, welche mit dem Horizont OJI den Winkel 

H 

C 
Fig. 26. 

EO H = <p einschliesst, so müssen wir, um den N ormalclruck N 
auf OE zu erhalten, das Gewicht AB = G in zwei Komponenten 
A D und A C zerlegen, welche rechtwinklig und parallel zu OE 
sind. Wegen 

4DAB=ABC=E0H=<p 
ergeben sich aus dem Kräfterechteck AD B O einerseits AD gleich 
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N = G cos <p, •...• (11.) 
der Normaldruck, welchen der Körper auf O E ausübt und andrer 
seits A C gleich 

P = G sin <p) .•••• (III) 
die Kraft, welche den Körper parallel E O abwärts zu ziehen sucht. 

Bezeichnen wir jetzt den Koeffizienten für die Reibung zwischen 
dem Körper und der Ebene OE mit f, so ist der in der Richtung 
der letzteren stattfindende Reibungswiderstand 

W = f N = f G cos <p, •.... (IV.) 
welcher der bewegenden Kraft P direkt entgegenwirkt. Für den 
SpezialfalJ <p = 0 ist OE horizontal und die Formeln III und IV 
liefern die vorauszusehenden Werte 

P = 0, sowie W = l G; 
eine Bewegung des Körpers ist wegen P = 0 ausgeschlossen. 
Wenn wir aber nunmehr <p beständig wachsen lassen, so nimmt 
P zu, W hingegen ab, wie aus den beiden Beziehungen III und IV 
klar hervorgeht, weil mit wachsendem Winkel der Sin us 
grösser, dagegen der Kosinus kleiner wird. Auch könnten 
wir diese Änderungen durch die Anschauung bestätigen; denn 
nimmt der Winkel <p in Fig. 2G zu, so wird die P darstellende 
Rechteckseite A C grösser, während der Normaldruck A D und 
damit auch der Reibungswiderstand W abnimmt. 

Wenn wir daher OH horizontal halten und OE um das 
Charnier bei O aufwärts drehen, wodurch der Winkel w stetig 
wächst, so muss einmal der Moment eintreten, wo die Zugkraft P 
elem Reibungswiderstand vv; also lant III und IV 

G sin. <p = f G cos sp 
oder 

tg <p = f ..... ( V.) 
wird. In diesem bemerkenswerten Augenblick halten sich P und W 
gerade das Gleichgewicht, es genügt daher die geringste weitere 
Vermehrung von <p, um ein langsames Abwärtsgleiten des Körpers 
eintreten zu lassen. 

Der für die Theorie der Reibung hoch bedeutsame Winkel, 
welcher der letzten Beziehung V entspricht, heisst der Reibungs 
winkel und wird gewöhnlich mit (! bezeichnet, sodass die Formel 

f = fJg (! . (2.) 
den einfachen Zusammenhang zwischen Reibungskoeffizienten und 
Reibungswinkel für dieselben beiden Körper angiebt. 
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Zugleich ergiebt sich aus vorstehendem eine leichte experimentelle 
Bestimmung des Reibungswinkels Q und damit auch des zugehörigen 
Koeffizienten f mit Hilfe des in Fig. 26 dargestellten Apparates: 
Nachdem wir OH genau wagerecht gestellt haben, legen wir den 
fraglichen Körper auf die Ebene OR und drehen dann letztere 
ganz langsam; bis jener zu gleiten beginnt. In diese Lage bildet 
die schiefe Ebene EO mit dem Horizont OJI den Reibungswinkel 
EO H = Q, welcher mittels eines Nonius an der Winkelskala ab 
gelesen werden kann. 

.Angenommen , der Nonius zeigte auf 14¼ 0, so würde sich aus der 
Formel 2 für den betreffenden Fall der Reibungskoeffizient 

f = tg 14° 301 = 0,2586 ,__, 0)26' 
ergeben. 

Übungsbeispiele. 

57. Einer der grössten Reibungskoeffizienten ist derjenige von 
Kalkstein auf Kalkstein bei gespitzter Oberfläche, nämlich f' = 0, 78. 
Bei welcher Neigung zum Horizont würden dieselben anfangen. 
aufeinander hinzugleiten ? 

Antwort: Bei 37° 571
• 

58. Dagegen ist der kleinste aller bis jetzt bekannten Koeffi 
zienten der gleitenden Reibung nach Rennie derjenige von Eisen 
auf Eis, nämlich 0,014. Wie stark brauchte demnach eine Eis 
bahn bloss gegen den Horizont geneigt zu sein, damit ein darauf 
befindlicher Schlittschuhläufer oder auch ein Schlitten mit eisernen 
Kufen ganz von selbst und zwar gleichförmig abwärts gleitet? 

Antwort: Unter einem Winkel von 48' 8": 

s 26. 
Reibung auf der schiefen Ebene. 

Wir. wollen nun die Bedingung des Gleichgewichtes, welcher 
ein Körper auf schiefer Ebene unterliegt, mit Rücksicht auf 
die gleitende Reibung entwickeln. Zu dem Ende zerlegen wir 
sowohl Q als P in je zwei Komponenten parallel und rechtwinklig 
zu L M (Fig. 27), nämlich AB = Q in 

A El = Q sin a und A D = Q cos a, 
sowie A C = P in 

AJ = Pcos ß und A](= Psin ß. 
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Dann ist der Normaldruck, welchen die Ebene LM auszu 
halten hat, 

N = AD ·- AK= Q cos a - P sin ß 
und demnach der Reibungswiderstand längs L M 

W=/N= Qfcosa -Pfsinß. 
Jetzt haben wir aber wohl zu unterscheiden, ob die Last Q 

<lurch die Kraft P aufwärts bewegt oder blos am Herabgleiten 
gehindert werden soll; denn P(P'J 
im ersten Falle wirkt die 11 

Reibung der ziehenden Kom 
ponente A J entgegen, also 
nach unten, im anderen Falle 
dagegen umgekehrt, nach 
oben. 
FürdieAufwärtsbewegung JI 

haben wir nämlich die Gleich 
gewichtsbedingung 

AJ=AE+W 

L 

-n 

und erhalten mit Einführung tx 
der obigen Werte Fig. 21. 

P cos ß = Q sin a + Q f cos a - Pf sin ß, 
P ( cos ß + f sin ß) = Q (sin a + f cos a), 

p = n . sin a + f cos a. 
¼ cos ß + f sin ß · · · · ( 3.) 

Hierin ist die- Kraft P derart bestimmt, dass eine kleine Ver 
mehrung die Aufwärtsbewegung von Q zur Folge hätte. 

Zweitens bezeichnen wir diejenige Kraft, welche eben noch 
gross genug sein soll, um dem Heruntergleiten von Q vorzu 
beugen, mit P. Dann wirkt, wie schon bemerkt, die Reibung im 
Sinne der Komponente AJ, und es folgt aus der Gleichge 
wichtsbedingung 

A,I+ W=AE 
oder 

P cos ß + Q l cos a - P f sin {-J = Q sin a, 
P (cos ß - f sin ß) = Q (sin a - {cos a), 

P' _ n . sin a - f cos a. 
- ¼ cos ß - f sin ß · · · · (4·) 
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Für jeden kleineren Wert von P', als ihn diese Formel ver 
langt, tritt Abwärtsbewegung der Last Q ein. 

Es verdient hierbei noch erwähnt zu werden, dass No. 4 
kürzer hätte abgeleitet werden können, wenn man in No. 3 den 
Reibungskoeffizienten negativ, also - f statt + f gesetzt hätte, 
weil dort der Reibungswiderstand Tr= f N gerade entgegen 
gesetzt wirkt als hier, alle übrigen Umstände aber die näm 
lichen sind. 

Übungsbeispiele. 
59. Auf einer schiefen Ebene, welche einen Winkel von 12° 

mit dem Horizont einschliesst, befindet sich eine Last von 5 00 kg; 
an letzterer wirkt eine Kraft unter einem Winke] von 2 3 ° gegen 
den Horizont. Wie gross muss diese Kraft sein, um eine Auf 
wärtsbewegung zu bewirken, und wie gross, um ein Abwärtsgleiten 
zu verhindern, wenn der Reibungskoeffizient 0,2 ist? 

Antwort: 197,85 kg, resp. 6,51 kg. 

60. Eine Last von 100 kg befindet sich auf einer schiefen 
Ebene, welche mit dem Horizont 18 ° einschliesst, und. soll durch 
eine parallel zur schiefen Ebene gerichtete Kraft im Gleichgewicht 
erhalten werden. Zwischen welchen Grenzen ist diese Kraft bei 
einem Reibungskoeffizienten von 0) 2 5 eingeschlossen, wenn keine 
Bewegung entstehen soll'? 

Antwort: Zwischen P = 54,68 kg und P' = 7,13 kg. 

61. Auf einer unter 7 ° zum Horizont geneigten Ebene soll 
eine Last von 2 5 0 leg cl urch eine parallel zur ersten gerichtete 
Kraft auf- und abwärts befördert werden. Wie gross muss diese 
Kraft in beiden Fällen sein, wenn der Reibungskoeffizient 0)6 
beträgt'? 

Antwort: 70,17 leg, bezw. 9,235 leg; denn man erhält <lie 
Kraft P' = - 9,235 kg und aus dem negativen Zeichen muss 
geschlossen werden, dass P' abwärts zu wirken hat. 

§ 27. 
Einführung des Reibungswinkels in die letzten Formeln. 

Mit Benutzung der Beziehung f = ~q () gehen die Gleichungen 
3 und 4 des vorigen Paragraphen über in 
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. sin a + ~(J () cos a sin. a cos o + sin (J cos a p = Q. ----- = Q. -------, 
cos ß + tg Q sin ß cos ß cos q + sin() sin. ß 

bezw. 
P' = Q . sfrt a ·- tg Q c~s a = Q . sin a cos () - s~·n () c~s a 

cos ß - tg (J sin ß cos ß cos o - sn: (> sni ß 
und man erhält mit Rücksicht auf die bekannten ( hundformeln 
der Trigonometrie 

p = Q . sin ( a. + Q), 
cos (ß ·- Q) (5.) 

<lie Kraft, welche nur einer geringen Vermehrung bedarf, um die 
Last Q aufwärts zu ziehen und dabei die Reibung zu über 
winden, sowie 

P' = Q . sin ( a - Q), 
cos (ß + Q) (6.) 

dieienige Kraft, welche das Abwärtsgloiten von (J mit Hilfe 
der Reibung eben noch verhindert. 

Wenn wir uns in Formel 5 die drei Grössen (J, a und (J 

konstant, dagegen ß veränderlich vorstellen, so ist P eine 
Funktion von ß; denn jedem beliebig gewählten Werte von ß ent 
spricht ein ganz bestimmter Wert von P. Da nun der Zähler 
Q sin (a+ Q) unveränderlich ist, so wird P um so kleiner, je 
grösser der Nenner cos (ß - Q) sich darstellt. Dieser letztere be 
sitzt aber den denkbar grössten Wert 1 bei ß - Q = 0 und mit 
hin wird P am kleinsten für 

ß = Q, 
d. h. die Zugkraft P wird ein Min im um , wenn sie mit der 
schiefen Ebene den Reibungswinkel einschliesst. Diese 
Minimalkraft selbst ergiebt sich mit Einsetzung von ß = Q in 5, 
nämlich 

Pmin = Q · sin. (a+ Q). 
Selbstverständlich gilt dies Resultat auch für die Fortbewegung 

einer Last Q auf horizontaler Bahn, welche ja nur einen be 
sonderen Fa11 der schiefen Ebene darbietet. Hier ergiebt sich für 
a = 0 aus der letzten Beziehung 

Pmin = Q sin o. 
Knüpfen wir <lie nämliche Betrachtung an die G. Formel, so 

erhalten wir das Ergebnis: die günstigste Richtung der Haltekraft 
P' wird bestimmt durch 
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ß = - () 
oder die Kraft, welche Q vor dem Ilinabgleiten bewahrt, 

P'min = Q sin (a - ()) 
fällt am kleinsten aus, sobald sie mit der schiefen Ebene nach 
unten den Reibungswinkel () bildet, Sollte allerdings in diesem 
Falle der Neigungswinkel a der schiefen Ebene kleiner sein als 
der Reibungswinkel (), so würde P'min negativ ausfallen und folg 
lich entgegengesetzt (nach links) gerichtet sein müssen, um bei der 
geringsten Vergrösserung die Abwärtsbewegung von (J einzuleiten. 

Soll z. B. in Fig. 27 ein Gusseisenblock von 100 k_(J Gewicht auf 
eichener Balm durch eine möglichst kleine Kraft befördert werden, so if.,t 
laut Tabelle der Reibungskoöffizicnt f = 0,.-19 und demnach ergieht sich aus 

L ~g Q = l = 0,4.9 
bei Abrundung auf Minuten der Reibungs 
winkel 

(P') 

sc 

() = 26° 61
, 

welchen die Minimalkraft mit der Gleit- 
bahn einschliossen muss, 

a, 
Fig. 28. 

"Wäre nun der Neigungswinkel der 
letzteren zum Horizont g r ö a s e r als der 
Reibungswinkel, etwa a = 30 °, so er 
hielte man 

Pmin = Q tg (a+())= 100 · tg 56° 61 = 148,8 kf/, 
die zur gleichförmigen Aufwärtsbewegung und 

P'es« = Q fg (a··-()) = 100 · tg ßO 54' = 6,8 lcfl, 
die zum Hal ten der Last Q erforderliche kleinste Kraft. 

Dagegen bekäme man bei a<(), z. B. bei a = 20 °, ein n e g a ti v es 
Kräfteminimum 
P'min = Q tg (a - q) = 100 · lg (- 6° 61

) = -- 10,69 leg, 
woraus gefolgert werden muss, dass in diesem Falle P'min nach Iinks ( der 
fallenden Seite) hin zu wirken hat, um die Abwärtsbewegung einzuleiten. 

Zum Schlusse sei noch des für später wichtigen Spezialfalles 
gedacht, wo die Kraft parallel zur Basis der schiefen Ebene ge 
richtet und demnach ß = •- a ist (Fig. 28). Mit Einführung dieser 
letzteren Bedingung in die Formeln 5 und ß erhalten wir, weil dort 
cos ( - a - ()) = cos ( a + ()) und hier cos (- a + ()) = cos ( a - ()) 
gesetzt werden darf, 

P = Q tg ( a + Q ), • ('i.) 
die Kraft, welche nur einer geringen Vermehrung bedarf, um die 
Last Q aufwärts zu ziehen und dabei <lie Reibung zu überwinden, 
sowie 
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P' = Q tg (a - <>), (S.) 
diejenige Kraft, welche das Ahwärtsgleiten von () gerade noch 
verhütet. 

Übungsbeispiele. 
62. Der Reibungskoeffizient eines Schlittens mit hölzernen 

Kufen auf ungeschmierten, aber glatten Holz - oder Steinbahnen 
ist 0,3 8. Welches wäre der vorteilhafteste Winkel zwischen Zug 
kraft und Balm 'l 

Antwort: 20° 60'. 
63. Mit welcher Kraft könnte unter diesem Winkel die Last 

von 1000 kg auf horizontaler Bahn gleichförmig fortbewegt werden? 
Antwort: Mit 855,6 lq;. 
64-. W eiche Minimalkraft wäre aber erstens zur Aufwärts 

hewegung und zweitens zum Halten der Last erforderlich, wenn 
der Neigungswinkel der Bahn zum Horizont 2 5 ° betrüge? 

Antwort: 717,3 leg, bezw. 72,6 kg. 

§ 28. 
Die Reibung am Keil. 

Rechtwinklig auf die Seitenflächen A B und AD des in der 
20. Figur abgebildeten Keiles A B D wirken die Druckkräfte 

tc, F = lt\ ]? = Q, 
welche die aufwärts gerichtete 
Resultante G F' gleich 

R1 = 2 (j sin ; .... (L) 

erzeugen, sobald man unter a 
den Keilwinkel B AD versteht. 
Ausserdern verursachen aber 
die beiden Seitendrücke Q in 
den Richtungen BA und DA 
zwei einander gleiche Reibungs 
widerstände TV= f Q, welche 
ebenfalls den Winkel a ein- 

f 
Q 

Q 

Fig. 29. 

. schliessen und sich mithin zur Resultierenden A C gleich 

R2 = 2 0 l cos ; .... ( JI.) 
vereinigen. 
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Stellt nun erstens J> diejenige rechtwinklig zum Rücken B D 
wirkende Kraft dar, welche den Keil eintreiben soll, so muss 
sowohl R1 als R2 von P überwunden werden, und es gilt für den 
Gleichgewichtszustand P = R1 + R, oder 

P = 2 Q ( sin ; + f cos ; ) , (9.) 

oder auch, indem wir mittels der Beziehung 

f t sin () = 9(J=- ros u 
den Reibungswinkel (J einführen, 

. a . a 

( 
. ) sin --;=. cos (J + s In (J cos -2 . a sui(> a .c P=2Q sin-2 +--•cos-2 =2Q·--------- cos (> cos o 

und das ist 

(10.) 

Wenn es sich dagegen zweitens nicht um das Eindringen, 
sondern um das Zurückgehen des Keiles handelt, so wirkt <lie 
Reibung gerade entgegengesetzt wie vorhin, und es ist die 
Kraft, welche das Zurückspringen des Keiles eben noch ver 
hüten soll, 

P' = R1 - R2 = 2 Q (sin ; /cos;) 
oder 

sin(~-Q) 
P' = 2 Q . 2 (11.) cos (J 

Hierin wird offenbar P' positiv, Null oder negativ, je nachdem 

sin (; - (J) ~ 0, je nachdem also 

a > a> 
2 - Q > 0 oder 2 < (J 

wird. Im oberen Fall, wo der halbe Keilwinkel den Reibungs 
winkel überwiegt, muss. die aus No. 11 berechnete Kraft P' 
normal auf den Rücken des Keiles abwärts drücken, um letzteren 

zu halten. Im mittleren Falle, in welchem ; = Q, wird der 



Keil Ie d i gl i ch d ur c h die Reibung vor dem Zurückspringen 

bewahrt und im letzten Falle, wenn ; < Q, sitzt der Keil fest; 
denn es gehört dann noch die aus Formel 11 zu bestinnnende 
Kraft l'' dazu, um ihn herauszuziehen. 

Jedenfalls muss, wenn der Keil als Befestigungsmittel 

dienen soll, ; < Q sein, damit die entstehende Reibung für sich 
allein <las Lösen verhindert. 

Allerdings verwendet man in der Praxis zu Befestigungs 
zwecken meist den einfachen Keil, den man dabei selten scharf 
auslaufen lässt, sondern ihn 
parallel zum Rücken abschneidet, 
sodass der N ormalquerschnitt 
ein Trapez OB D JC (Fig. ~O) 
darstellt, wobei dann selhstver- B 
ständlich der Keilwinkel a der- c 
jenige ist, welcher von den 
verlängert gedachten Seiten DB 
und IC O eingeschlossen wird. Es 
macht sich demnach noch nötig, 
die Bedingung zu entwickeln, 
unter welcher der einfache Keil 

K-----P(PJ 

Selbstsperrung besitzt. 
Fig. 30. 

Zu diesem Behufe bezeichnen wir die Kräfte, welche senk 
recht auf die Seiten des einfachen Keiles AD JC (Fig. ßl) wirken, 
mit P', (j und (J 1• I'' ist die Kraft normal zum Rücken DB, 
muss also negativ ausfallen, wenn der Keil selbstsperrend sein 
sofl ; () ist der gegebene Druck rechtwinklig zu 13 D und Q' der 
vorläufig unbekannte Normaldruck auf OE. 

Da nun <lie beiden letzten Drücke die Reibungswiderstände 
() l und Q' / längs B D und OE erzeugen, so haben wir es im 
ganzen mit den fünf Kräften P', Q, Q f, Q' und Q' / zu thun, 
welche am Keile wirksam sind und sich das Gleichgewicht halten 
sollen. 

Um nun die Bedingung für das letztere aufstellen zu können, 
zerlegen wir noch (J' und Q' f in je zwei Komponenten rechtwinklig 

G eigen m ü 11 er, technische Mechanik. :-i 
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und parallel zum Keilrücken DR, nämlich ()' in ()' sin a und 
Q' cos a, sowie Q' f' in Q' /' cos a und (J' l sin a, darauf hin weisend, 
dass in der Fig. 31 die Richtungen sämtlicher Kräfte durch 
Pfeilspitzen angedeutet sind. Dann herrscht offenbar Gleichgewicht, 
wenn die algebraische Summe aller Kräfte sowohl in der Richtung 
von A D als auch in der Richtung von D E der Null gleich ist, 
wenn also gleichzeitig die beiden Beziehungen 

und 
P' + Q f + Q' f cos a - (j' sin a = 0 .... (III.) 

Q' cos a + Q' f' siu a - ~) = 0 . . . . (IT"'"J 

A~:-.-:._-zq:---ß.,...> -+-_....... 

II 

1111 

II 111 I I 

I I 

A' 

Fig. 31. 

bestehen. Aus der letzten Gleichung lässt sich zunächst Q' be 
stimmen; denn es folgt 

O' = 0 .... (q 
rosa+/sina 

und aus III ergiebt sich 
P' = Q' (sin a - l cos a) - () l 

oder mit Rücksicht auf V 

P' = Q . sin a - ( r~s a _ Q l 
cos a+ f sin a 

und hieraus, wenn man Zähler und Nenner dieses Bruches durch 
cos a dividiert, f = tg Q setzt und den gemeinschaftlichen Faktor Q 
aushebt, 

:>, ( t_q a - flJ Q ) 
I = O . 1 + t,r; a t.r; Q - tg Q ' 
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also mit Anwendung der bekannten goniometrischen Formel 

tg a - ~(J Q t ( ) 
1 + (q a tg Q = g a - Q 

P' = Q [tg (a - Q) - tg Ql, (12.) 
diejenige Kraft, welche den Keil in seiner Lage zurückhält. Soll 
dazu die Reibung allein ausreichen, so muss P mindestens gleich, 
oder, was sicherer, kleiner als Null, folglich 

ty ( a - Q) < tg Q, 
das ist 

oder a< 2 (> 
sein, und wir gelangen somit zu dem Ergebnis: Wie der doppelte 
so ist auch der einfache Keil selbstsperrend unter der Bedingung, 
dass der Keilwinkel a weniger als der doppelte Reibungswinkel 2 Q 
beträgt. 

Handelt es sich etwa um einen schmiedeeisernen Keil zwischen guss 
eisernen oder bronzenen Bahnen, so ist lauf Tabelle der Reibungskoeffizient 
f = 0,18, folglich 

tg Q = 0,18, log tg q = 9,25527 - 10 
und mithin der Reibungswinkel Q = 10°12'; mnn dürfte also den Keil 
winkel a nicht über 20 ° wählen, wenn man der Selbstsperrung des Keiles 
sicher sein will. 

Übungsbeispiele. 

65. Man soll die Kraft P1 rechtwinklig zum Rücken eines 
einfachen Keiles derartig bestimmen, dass schon eine geringe Ver 
mehrung hinreichen würde, um den Keil in den Spalt eindringen 
zu lassen. 

Andeutung zur Lösung: Substituiert man in III und IV 
1\ statt P' sowie - f statt + f und führt die Rechnung wie dort 
weiter, so erhält man schliesslich 

P1 = Q [tg ( a + Q) + tg Q ]. 
H6. Ein schmiedeeiserner einfacher Keil hat die in Fig. 31 

zur Anschauung gebrachte Gestalt mit den Dimensionen B D = 
600 mm, BC= 50 mm, DE= 100 mm, und soll zwischen zwei 
Körper aus Gusseisen getrieben werden. Es soll zunächst ent 
schieden werden, ob dieser Keil selbstsperrend ist. 

5* 
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Auflösung: Zur Berechnung des Keilwinkels haben wir 
DE-BC 100-50 1 ,, 

tg a= BD = 600 = 12 = 0,0h33, 

mithin a= 4 ° 45'. 
Sodann bestimmen wir den Reibungswinkel mittels 

tg Q = f = 0,18, woraus folgt Q = 10 ° 12' 
und sehen nun, dass a bedeutend kleiner als 2 Q, dass also die 
Selbstsperrung reichlich vorhanden ist. 

67. Welche Kraft wäre notwendig, um mit diesem Keil einen 
Druck von 1000 kg auszuüben. 

Auflösung: Mit Einsetzung von Q = 1000 k.r;) a= 4° 45' 
und Q = 10° 12' in die Resultatformel von Beispiel G5 entsteht 

P = 1000 (tg 14° 57' + tg zoo 12') = ,-.J 44'i kg. 
68. Mit wie viel Kilogramm müsste man aber auf den Fuss 

B C des Keiles drücken, um letzteren zu lösen? 
Auflösung: Hier bedienen wir uns der 12. Formel und er 

halten 
P' = 1000 [tg (- 5° 37') - lg 10° 12'] = ,_, - 2118¼ kg. 

Anmerkung: Das negative Vorzeichen von P' bestätigt den 
vorauszusehenden Umstand, class diese Kraft von links nae h 
rechts wirken muss, um den Keil zu lösen. 

~ 2D. 

Der Wirkungsgracl des Kelles. 

Aus den vorstehenden Untersuchungen und Zahlenbeispielen 
geht hervor, dass ein beträchtlicher Teil der den Keil ein 
treibenden Kraft durch die gleitende Reibung aufgezehrt wird. 
Zifferngemässen Aufschluss hierüber liefert aber der Wirkungs 
grad 'Y/, das ist der Quotient aus derjenigen Kraft P0, welche am 
Keile elem Widerstande Q ohne Reibung das Gleichgewicht halten 
würde und aus jener Kraft P1, die denselben Widerstand Q und 
zugleich die Reibung zu überwinden vermag. 

Diese letztere ist nach. Formel fJ für den doppelten Keil 

pl= 2 o(sin; +/COS;), 
daraus ergiebt sich für f = 0 die den Keil ohne Rücksicht auf 
Reibung eintreibende Kraft 
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J>-2(.)·· a 0 - l .',W/, 2 

und mittels Division der letzteren durch die erstere Gleichung 
entsteht der Wirkungsgrad 

. a 
Po st u 2 

11 = - = ------- 
P1 . a f a st n. 2 + cos 3 

1 
a 

1 + f cot 2 
Eine etwas einfachere Gestalt erhält der letzte Ausdruck durch Ein 
führung des Winkels DB A= ß (Fig. 2D), welchen der Keilrücken mit 

den Seiten bildet, denn aus ; = .9 0 ° - ß folgt cot ; = cot ( .9 0 ° -·- ß) 
= l,r; (-J und mithin 

1 
17 = 1 + ftg ß' (13.) 

eine Formel, welche uns sagt, dass der Wirkungsgrad des doppelten 
Keiles vom Reibungskoeffizienten und vom Winkel ß in folgender 
Weise abhängt: mit fund ß nimmt der Nenner zu und folg 
lich, weil der Zähler 1 bleibt, der Wirkungsgrad 11 ab; je 
kleiner man also / und ß wählt, desto grösser wird das Gütever 
hältnis r; des Keiles, d. h. desto weniger verliert man an Arbeit. 
Allein man muss auch mit dem Umstande rechnen, dass der Haupt 
zweck des Keiles in der Ausübung eines bedeutenden Druckes be 
steht und letzterer bedingt ein grosses ß und damit ein kleines a. 

So geht man in der Praxis ") mit dem Winkel a selten über (j 0i dann ist 

(-3=.90°-.!!:._=87° 
2 

und demnach, wenn wir / den denkbar günstigsten Wort 0,1 beilegen, der 
Wirkungsgrad 

1 1 1 
'Y/ = 1 + 0,1 lg 87° = 1 + 2,021 = 3,021 = 0,331, 

d. h. es geht durch die Reibung mehr als 2/a der Kraftarbeit verloren. 

*) Man findet bei Keilen, welche cl au er n de Befestigung gewähren, 

sollen, f(J a=-/:-, _j_ his _l_ oder gar noch kleiner, dagegen bei solchen, 
· 30 o0 100 

1 1 1 
welche öfter ge l ö s t werden müssen, - his -2- und höchstens -;;· 2.J- 1 o 
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Allein man darf deshalb den Keil nicht für unvorteilhaft oder 
wohl gar entbehrlich erachten ; denn er ist die einzige einfache 
Maschine, welche durch Schläge mit schwerem Hammer getrieben 
wird. Hierbei entsteht zwischen Hammer und Keil ein so hoher 
Stossdruck, dass trotz des geringen Wirkungsgrades immerhin ein 
bedeutender Effekt erzielt wird und die grosse Reibung kommt sogar 
höchst gelegen, insofern sie das Zurückspringen des Keiles hindert. 

In Formel 12 bedeutet P' die Kraft, welche mit Hilfe der 
Reibung den einfachen Keil zurückhält, die Reibung wirkt 
also im Sinne von P'. Wünschen wir jetzt diejenige Kraft P1, 

welche den Keil eintreibt, so müssen wir bedenken, dass dann 
die Reibung von P1 zu überwinden ist, also entgegengesetzt wie 
vorhin wirkt und diesem Umstande Rechnung tragen, indem wir 
den Reibungskoeffizienten f und mithin auch den Reibungswinkel (J 
mit entgegengesetzten Vorzeichen versehen, also - q st.att + q setzen. 
Hierdurch entsteht bei Berücksichtigung von tg (- ()) = -- tg () 

P1 = Q { tg ( a + q) + tg Q}, 
die Kraft, welche am einfachen Keil die zum Rücken des letzteren 
parallele Last Q mit der Reibung zu überwinden imstande ist 
und daraus folgt für q = 0 die Kraft 

P0 = Q tg a, 
welche derselben Last Q ohne Reibung das Gegengewicht halten 

könnte. Hieraus folgt weiter ~: gleich 

tg a 
1] = tg ( a + Q) + ty (! • • ( 

14•) 
der Wirkungsgrad des einfachen Keiles, wobei allerdings die 
Reibung an der seitlichen Führung des Widerst.andes Q ihrer Ge 
ringfügigkeit halber unberücksichtigt geblieben ist. 

Beispielsweise erhalten wir, wenn abermals a = 6 ° und / = 0,1 an 
genommen wird, zunächst aus tg () = f' = 0,1 den Reibungswinkel Q = 5 O 

42' 38" und wir haben damit, weil a< 2 () Sicherheit, dass die Reibung 
nicht von selbst aufgeht. Weiter findet sich jetzt nach Formel 14 bei Ab 
rundung des Reibungswinkels auf 5 o 43' der Wirkungsgrad 

tg 6° 0,1051 
1'J = tg 110 43' + tg 50 43' - 0,3075 = 0,3418 = ,....._, 0,342. 

Dieser Wert erreicht vom obigen Resultate, welches für den Wirkungs 
grad des doppelten Keiles bei demselben a und der nämlichen Reihung 
sich herausstellte, nur sehr wenig ah. 
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Übungsbeispiele. 
H9. Den Wirkungsgrad des einfachen Keiles für a = 6 ° 

und (> = 10 ° anzugeben. 
Resultat: r; = 0,227. 
70. Was crgiebt sich bei denselben Werten von a und q für 

den Wirkungsgrad des doppelten Keiles'? 
Antwort: r; = 0,224. 

~ 30. 

Reibung an der Bewegungsschraube. 

Schon in der Elementarmechanik wurde auseinandergesetzt, 
dass die flachgängige Schraube in ihrer mechanischen Wirkungs- 

weise als eine schiefe Ebene zu betrachten ist. Bezeichnet r = r 1 + r2 

2 
den mittleren Halbmesser und h die Ganghöhe des Ge 
windes, so stimmt der Steigungswinkel a des letzteren mit 
dem Winkel überein, den die schiefe Ebene zum Horizont bildet 
und welcher aus der Formel 

h ta a= -- •-' 2rn 
berechnet werden kann. Der Koeffizient f der gleitenden Reibung 
zwischen Schraubengewinde und Mutter hängt mit dem zugehörigen 
Reibungswinkel (> wiederum durch die Beziehung 

l = tg (! 
zusammen und es ist die Kraft, welche tangential am mittleren 
Schraubenbolzenumfang, also in Hinsicht auf die schiefe Ebene 
parallel zur Basis wirkt, nach Formel 7 in ~ 27 

P1 = Q tg ( a + q) . . . . (I.) 
genügend, um die Last (J gleichförmig aufwärts zu bewegen 
und nach Formel 8 

P1' = Q tg (a -- q) .... (JI.) 
hinreichend, um Q zu halten oder mit konstanter Geschwindig 
keit sinken zu lassen. Ist im letzteren Falle 

a=(!, 

so wird P' = 0 und es macht sich deshalb gar keine Kraft not 
wendig, um die Last Q an der Abwärtsbewegung zu hindern, 



- 72 - 

d. h. die Reibung für sich allein hält der Last O das Gleichgewicht. 
und wäre weiter 

a< q, 
so würde P' negativ und es müsste folglich noch eine gewisse 
Kraft in entgegengesetzter Richtung wie früher, also in dem 
jenigen Sinne thätig sein, in welchem schon die Last (J die 
Schraube zu drehen sucht. Hierin liegt der Satz: Jede flach 
gängige Schraube ist selbstsperrend, wenn ihr Steigungs 
winkel gleich oder kleiner ist als der Reibungswinkel; 
sie sitzt um so fester, je mehr der letztere den ersteren 
üb er trifft. 

Es ist jedoch noch zu bedenken, dass die Drehkräfte für ge 
wöhnlich nicht am Hebelsarm r, sondern, wie aus Fig. 32 ersicht 

lich, an dem grösseren Arm R wirken. 
liii.iii.iii~iiiiii;;;> Bezeichnen wir diese letztem mit P, p 

hezw. P, so entstehen aus den beiden 
Momentengleichungen 

PR= P1 r, PR= P1
11· 

die Werte 
p = R p P'= RP' 

1 r , 1 ?' 

A 

und hierdurch 

Fig. 32. 

. 
'J. 

P = R Q tg (a+ Q), (115.) 

die Kraft zum Überwinden der 
Reihung und des Wi d ers tan d es 
Q, sowie 

1~ 
P'= R Qtg(a-9), (1(;.) 

die Kraft gegen das Zurückgehen der Schraube. 
Zur näheren Erläuterung betrachten wir das in Fig. 33 abge 

bildete Schutzbrett, dessen benetzte Fläche ein Rechteck von 
a Decimeter Breite und b Decimeter Höhe sei. Der Aufzug er 
folgt durch eine bewegliche Schraubenmutter, an welcher der 
Hebel R sitzt und durch deren Drehung eine am Brett B befestigte 
Spindel S gehoben wird. Der mittlere Radius des Gewindes sei r, 
die Ganghöhe h und der mittlere Radius der ringförmigen Platte, 
worauf die Mutter ruht, r'; die Koeffizienten der Reibungen am 
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Schutzbrett, im Schraubengewinde und zwischen Schraubenmutter 
und Unterlage hezeichnen wir mit /~, l und /;. Es fragt sich, 
welche Kraft J> am Hebelsarm B zum Aufzuge erforderlich ist. 

Es ist aber der Wasserdruck auf den Schützen 

D a !J2 1r•1 = 2 u ogramm, 

fo]glich der Reibungswiderstand am Schutzbrett 
a !J2 /. 

TV = D /'1 = -~ Kilogramm 

und demnach. wenn G das Gewicht des Brettes samt Schrauben 
spindel bezeichnet, der vertikal aufwärts zu überwindende Wider 
stand 

(J = W -1-- G = a b2 f1 + G = a b2 f1 + 2 G. 
2 2 

J erzt ergiebt sich die Kraft, fl __ 
welche am Hebelsarme r dieser Last 
() und der Reibung im Schrauben 
gewinde das Gleichgewicht zu halten 
vermag, nach Formel I 

P1 = Q (q (a + Q), 
wenn () den dem Koeffizienten / ent 
sprechenden Reibungswinkel und a 

h den <lurch die Formel tr; a = -- . 2 r :,r 
bestimmten Steigungswinkel bedeuten. 
Mithin ist ihr Drehmoment 

P1 r = Q r tg ( a + ,? ), 
und weil das Moment der gleitenden 
Reibung zwischen Mutter und Platte Fig. 33. 

Q r' f~ beträgt, so haben wir laut Momentengesetz 
PR= P1 ,,. + (J 1·1 f~ = Qr l_q (a+(>)+ Qr' /2, 

also 
Q f . P = R · { t.r; ( a + Q) + r' /2}, 

oder mit Einsetzung des obigen Wortes von O 
a b2 f + 2 G { P = 1 2 R · r tg (a+ Q) + 1"1 J;}, . (11.) 
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die zum Aufziehen des Schützens notwendige Kraft. 
Letztere ist in Wirklichkeit etwas kleiner, wenn man den Auftrieb 
berücksichtigen will, was einfach dadurch geschehen kann, dass 
man das Gewicht des vom Schutzbrett verdrängten Wasser von (J 
subtrahiert. Diese Kraft ist aber auch blos beim ersten Anruck 
erforderlich; denn nachher werden die Reibungskoeffizienten, be 
sonders /1, geringer und ferner nimmt der W asserclruck gegen 
das Schutzbrett stärker ab als der Auftrieb. 

Übungsbeispiele. 
71. Man berechne die Kraft P für die Spezialwerte a = 14 dm, 

b = 10 dm) h = 6 cm, r = 3 cm, R = 90 cm, r' = 5 cm) 
G = 160 kg, {1 = OJ 71 und /~ = f = 0,16. 

Ii 1 
Lösung: Zunächst ergiebt sich aus tr; a = -- = - der 

· 2rJt n 
Steigungswinkel a = ~ 17 ° 401 und ans tg q = f = 0,16 der 
Reibungswinkel q = ~ 9 ° 51 und mithin nach Formel 1 7 
P = 7)3 (3 tg 26° 451 + 0,8) = 7)3. 2,312 = ,._, 16,88 kg. 

72. Die Kraft P mit Berücksichtigung des Auftriebs zu er 
mitteln, wenn die Stärke des Schutzbrettes 5 cm, beträgt. 

Lösung: Dann ist der Auftrieb A= 14 -10 • 0,5 = 70 kg, 
demnach G = 160 - 70 = 90 ky und folglich nach derselben 
Formel 

P = 6,52 · 2,312 = ~ 16,08 kg. 
73. Wie gross braucht aber P sofort nach Lösung des Schutz 

brettes nur noch zu sein, wenn die Reibungskoeffizienten der Be 
wegung f = 0,25, ferner /~ = f~ = 0,15 und der Auftrieb berück 
sichtigt wird? 

Antwort: Hier ist (> = ~ 8° 301 und 
53 P = 6 (tg 26° 10

1 + 0,25) = ,._, (;,1 kg. 
~ 31. 

Wirkungsgrad der Bewegungsschraube. 

Nach Formel I im vorigen Paragraphen ist 
P1 = Q tg ( a + ()) 

die Kraft, welche tangential am Kerne einer tlachgängigen Schraube 
vom Steigungswinkel a und Reibungswinkel q in der Richtung der 



- 75 - 

Spindel den Widerstand () und zugleich die Reibung über 
windet. Hieraus ergiebt sich für (> = 0 die Kraft 

P0 = Q tq a, 
welche am gleichen Hebelsarm mit Hilfe der nämlichen Schraube 
genau dieselbe Wirkung ohne Reibung ausüben würde und mit- 

h. h l . Po l . h m er a ten Wll' - g ere 
pl ty a 

rJ = tg (a·+ Q)' (18.) 

den Wirkungsgrad der fiachgängigen Schraube. 
Wir sehen, dass 17 einerseits vom Steigungswinkel a der Schrauben 

linie und andererseits vom Reibungswinkel () abhängt. Der Einfluss 
des letzteren ist ohne weiteres klar; denn weil für denselben 
Wert von a der Nenner des vorstehenden Bruches wächst 
während der Zähler unverändert bleibt, so fällt der Wirkungs 
grad um so kleiner aus, je grösser () und mithin auch der 
Reibungskoeffizient ist, eine Thatsache, welche ja von vornherein 
feststand. 

Schwieriger ist zu erkennen, wie 17 bei gleicher Reibung, d. h. 
bei demselben (J mit dem Steigungswinkel a sich ändert, weil in 
der Formel 18 mit wachsendem a, sowohl der Zähler tg a als 
auch der Nenner tg (a + Q) zunehmen. 

Um dennoch ein Urteil zu gewinnen, nehmen wir einen be 
stimmten Reibungskoeffizienten an und rechnen den Wirkungs 
grad rJ für verschiedene Steigungswinkel a aus. 

Setzen wir etwa voraus, der Schraubensatz sei von Eisen und 
ungcschmiert, so liegt der Reibungskoeffizient l zwischen 0,17 
und 0,18 und diesem entspricht -der Reibungswinkel () = ,._., 10 °. 
Wir erhalten dann für a= 10°, 20°, 30°, 40°, 50°, 60°, 70°, 
aus Formel 18 den Wirkungsgrad n = 0,48; 0,63; 0,69; 0,71; 
0,69; 0,63; 0,48 und sehen nun, dass mit wachsendem Steigungs 
winkel a der Wirkungsgrad 17 erst zu-, dann aber später wieder 
abnimmt. Da im vorliegenden Falle der grösste Wert von f/, 
nämlich 0,71, bei a= 40° eintritt, so wäre der letztere der 
günstigste Steigungswinkel unter der Bedingung, dass es sich um 
Bewegung handelt und der Reibungswinkel 10 ° beträgt. 

Es könnte daher allgemein bei irgend einer Bewegungs 
schraube, für welche die Reibung durch einen bestimmten Reibungs- 
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winkel (> gegeben ist, gefragt werden nach jenem vorteilhaftesten 
Steigungswinkel a, welchem der grösste Wirkungsgrad 'f/ ent 
spricht. Nach den Regeln der Differentialrechnung erhalten wir 
die Antwort darauf, indem wir 17 als Funktion von a betrachten, 
aus Formel 18 den Differentialquotienten von 17 nach a bilden, 
diesen gleich Null setzen und letztere Gleichung für a auflösen. 
Hierdurch entsteht 

1 1 tr; (a + ()) • -- - tq a • ---- . cos 2 a · cos 2 ( a + Q) ---------------'----'- = 0, 
tg2 (a+ Q) 

d 1/ 
da 

tg ( a + ()) • cos? ( a + Q) = tg a • cos2 a, 
sin (a+()) cos (a+())= sin a cos a, 

oder, wenn man beide Seiten mit 2 multipliziert und bedenkt, 
dass 2 sin ß cos ß = sin 2 ß ist, 

sin ( 2 a + 2 Q) = sin 2 a 
2 a + 2 () = 2 a oder (J = 0. 

Letzteres Resultat hat wohl einen Sinn, da es für ,,, den 
Ideal wert 1 verursacht, kann aber doch nicht unserer Absicht 
entsprechen, weil ja in der Wirklichkeit (! stets eine endliche 
Grösse besitzt. Wir müssen daher nach einer zweiten Wurzel der 
Gleichung sin ( 2 a + 2 ()) = sin 2 a suchen und finden auch eine 
solche, wenn wir den Umstand benützen, classsin2a=sin(180°- 2a) 
ist; denn hierdurch geht die letzte Beziehung über in 

sin (2 a + 2 (>) = sin (180° - 2 a), 

und hieraus 

woraus folgt 

oder 
2 a+ Q = 180° - 2 a 

a = 45 ° - _£__ 2 (19.) 

Die vorstehende Formel sagt uns, dass der vorteilhafteste 
Steigungswinkel einer Bewegungsschraube sich nach der Grösse 
der Reibung im Gewinde richtet: je geringer die Reibung und 
damit (), desto mehr nähert sich der günstigste Steigungswinkel 45 °. 
Ziehen wir noch in Erwägung, dass 'f/ für a = 0 zum ersten 
und für a + Q = 90 °, also für a = 90 ° - (! zum zweiten 
Male Null wird, so erkennen wir, dass der vort,eilhafteste Steigungs- 

winkel a= 45 ° - ; genau in der Mitte zwischen den beiden 

Grenzen aller möglichen Steigungswinkel liegt. 
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In der Praxis ist man hinreichend bemüht, die Reibung mög 
lichst klein zu machen und demnach Q auf ein Minimum herab 
zudrücken; infolgedessen fällt der vorteilhafteste Steigungswinkel 
meist vcrhältnismässig gross, nahe an 40 ° ans. Leider geht man 
häufig zu Gunsten grosser Drücke, aber zum Nachteil des Wirkungs 
grades viel zu weit davon ab. 

Den maximalen Wirkungsgrad selbst erhält man durch Ein 
setzung des Wertes von a aus Formel 18 in die Beziehung 18, 
nämlich 

((J a 
1Jmax = -1.(-'j -( a_+_Q_) 

L,r; ( 45o - z) 
tg (45o + 1) 

woraus auch nach einiger Umformung folgt 
1-sinQ 

r; max = 1 + sin Q. (20.) 

Beispielsweise angenommen, in dem durch Fig. 34: veranschaulichten 
Schneckengetriebe sei für das Schraubengewinde der mittlere Radius r =llcm, 
die Ganghöhe h = 13 cm. und der Reibungs 
koeffizient f = 0,15, so fände sich aus 

h 13 t(la=--=-- 
.1 2r:rc 22:rc 

der Steigungswinkel a=~ 10° 40', sodann aus 
tg () = t = 0,15 

der Reibungswinkel Q = ,-.; 8° 32' und mithin 
wäre der Wirkungsgrad 

tg a tg 10 ° 4 0' r; - ----- ----- = ~ 0,54. - tg (a+ Q) - tg 19° 12' 
Die Ursache dieses geringen W ertes von 17 

liegt in der ungünstigen Wahl der Ganghöhe h, 
bezw, dos Steigungswinkels a; denn aus Formel 19 ergiebt sich der für den 
Reibungskoeffiaienten 0,15 vorteilhafteste Steigungswinkel 

Fig. 34. 

a= 45° -- J..... = 45° - 4°16' = 40°44', . 2 
welchem der g r ö s s t e Wirkungsgrad 

~(Ja t;g40°44' ;., 
'l'Jmax = tg (a+ Q) = tg 490 16' = ,-.; o,,4 

entspricht. Hütte man also mit Beibehaltung des Schraubenhalbmessers 
r = 11 cm an Stolle des Steigungswinkels von 10 ° 401 den Steigungs- 
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wink el von 4 0 ° 44' und folglich statt der Ganghöhe von 18 cm die 
Ganghöhe 

h = 2 J' Jr fg a= 22 Jr (q 40° 44' = 59,t,2 Ctn 
gewählt, so wäre nicht weniger als 20 °lo an Nutzeffekt gewonnen worden, 

~ 32. 

Die ßefestigungsschraube. 
Alles bisher Gesagte gilt jedoch nur von den Schrauben mit 

rechteckigem oder flachem Gewinde. Was das Jreikantige oder 
scharfe Gewinde anlangt, so wollen wir hier 

c nur betonen, dass bei diesem der N or m al 
druck und damit auch die Reibung 
grösser ist, als bei jenen. 

Der Beweis dafür ergiebt sich leicht, 
wenn man den in der Richtung der Spindel 
achse wirkenden Widerstand (J=AB(Fig.;35) 
in zwei Komponenten AD und AC zerlegt, 
wovon die erstere senkrecht zur Spindelachse 
wirkt und von der Schraubenmutter aufge- Fig. 35. 

nommen wird. Die andere, AC, rechtwinklig 
zur Fläche des Gewindes, stellt den besagten 
Normaldruck dar und muss Q überwiegen, weil 
eben die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 
immer grösser als jede von beiden Katheten ist. 
Daraus geht dann weiter hervor, dass bei scharf 
gängigen Schraubengewinden der Steigungswinkel a 
zur Selbstsperrung sogar etwas grösser sein darf, c _ = 

als der zugehörige Reibungswinkel Q• 

Es wird jetzt auch einleuchten, warum sich 
das rechteckige Gewinde am besten für Bewegungs 
schrauben, das dreieckige dagegen mehr zu Be 
festigungszwecken eignet. Bei Befestigungsschrau 
ben kommt ausser der Reibung im Gewinde noch 
diejenige zwischen der Schraubenmutter a b (Fig. 3G) und ihrer 
Unterlage in Betracht. · Mittels einer ringförmigen Zwischenlage 
c d aus geeignetem Material kann die zuletzt genannte Reibung er 
höht und der Verschluss verbessert werden. 

Fig. 36. 
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Übungsbeispiel 74:. Bei welchem Steigungswinkel besitzt 
eine scharfgängige eiserne Schraube in Holz mit Sicherheit Selbst 
sperrung, wenn der zugehörige Reibungskoeffizient 0,4.9 beträgt? 

Antwort: Bei a= 26°. 

Die Seilreibung. 

An den freien Enden eines biegsamen Fadens (Fig. 37), 
welcher um einen befestigten Cylinder gelegt ist und den durch 
den Winkel a bestimmten Bogen rt A umfasst, herrschen die Zug 
spannungen t und T. Soll nun unter Berücksichtigung des Reibungs 
widerstandes TV die geringste 
Vermehrung von T eine Be 
wegung im Sinne von 'l' zur 
Folge haben, so muss 
'P = t + W oder TV = '.T - t 
sein. Bei der Bestimmung von 
w; bezw. T begegnen wir aber 
der Schwierigkeit, dass der Nor 
maldruck N zwischen Faden und 
Cylinder seine Richtung von a 
nach A. hin beständig ändert, 
auch die Grösse von N wächst stetig in der genannten Richtung 
und damit die Reibung, sowie die Spannung in den aufeinander 
folgenden Punkten des Fadens. 

Hierdurch sind wir genötigt, den Winkel a in eine sehr 
grosse Anzahl 11 gleicher Teile zu zerlegen, wo nun 

T 

Fig. 37. 

a n: = r 
um so kleiner sein wird, je grösser man sich n vorstellt. Auf 
diese Weise zerfällt auch der den Cylinder berührende Teil a A 
des Fadens in u gleich lange Stückchen, von welchen wir uns 
irgend eines herausgegriffen und die an seinen Endpunkten wirkenden 
Spannungen mit S und S' bezeichnet denken wollen. Letztere 
beiden setzen sich dann nach dem Parallelogrammgesetz zu einer 
Resultante zusammen, welche an der betreffenden Stelle den Normal 
druck des Fadens auf den Cylinder darstellt. 
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Je grösser aber u und je kleiner demnach r und das Faden 
stückchen gedacht wird, desto weniger unterscheiden sich 8 und S',. 
desto mehr nähert sich also das Kräfteparallelogramm dem Rhom 
bus. Bei unendlichem n und folglich verschwindendem y wird 
der N ormalclruck N ausgedrückt durch die Diagonole A n (Fig. 38) 
des Rhombus AD BE mit der Seite 

AD=AE=8 
und elem Winkel .A D B = b Cr; = r; cs ist mithin für ein an 
beliebiger Stelle gedachtes Fadenelement der Normaldruck 

N = AB = 2 A O = 2 8 sin 2Y = 2 8 sin / ..., Jt 

oder, weil man bei verschwindend 
kleinen Winkeln statt des sinus 
auch den Winkel selbst (natür 
lich im Bogenmass) setzen darf, 

K=28·_!!__=hr•_:!_ 
2 n 'II 

infolgedessen, sobald f den Koef 
fizienten der gleitenden Reibung 
bezeichnet, der Reibungswider- 
stand j( ::: -/ , s 

Fig. 38. 

w=/·8·!!_ n 
und demnach die grössere Endspannung 

S1 = 8 -t- w = S (1 + fa), 
I , n 

worin unter 8 die kleinere Endspannung zu verstehen ist. 
Mit Hilfe dieses Resultats können wir der Spannung des 

Fadens auf dem Cylinder von Punkt zu Punkt nachgehen. Im 
ersten Punkte A (Fig. 39) ist sie t, folglich im nächsten Punkte a1 

S1 = t (1 + (a), 
ferner am oberen Endpunkte a2 des zweiten Fadenelementes 

( fa) _ ( fa )
2 

82 = 81 1 + - = t 1 + - ' n n 
dann am oberen Endpunkte a,3 des dritten Fadenelementes 
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S3 = S,) (1 + l!!:__) = t (1 + 1-!_)8, " n, n 
u. s. w., zuletzt am rechten Endpunkte B des n ten Fadenelements, 
das wäre also dort, wo der Faden den Cylinder wieder verlässt, 

Sn = T = t ( 1 + fna r, 
worin n eine unendlich grosse ZaJ11 darstellt. Nun wurde aber 
in der Analysis gezeigt, dass mit unbeschränkt wachsendem n der 

( 'f)ll Ausdruck 1 + ~: den Grenz- 
wert 

( 'l')n X tim I+~ = e 
s 

annimmt, sobald e = 2, 71828 die 1 

Basis der natürlichen, Logarithmen S3 
bezeichnet, und da in unserem 
Falle .c = fa ist; so geht die letzte 
Gleichung für Sn, über in 

T = t ef a. (21.) 

S1 

T 

t 
Fig. 39. 

Wir erkenn en aus diesem Ergebnis, class die Kraft T, welche 
die Spannung t nebst Seilreibung zu überwinden vermag, unab 
hängig vom Cylinderhalbmesser r ist, dagegen sehr rasch 
mit dem U mspannungswinkel u und dem Reibungskoeffizienten f 
wächst; denn wäre z. B. letzterer 0,45 und berührt der Faden 
den Cylinder auf einem Bogen von 180 ° = x, so erhielte man 

0 45 x · 'P = e ' , tog rp = 0,45 x • loge= 1)4137 • 0)43429 = 0,61395 
und demnach 

T = 4,111 t. 
Auf gleiche Weise ergiebt sich bei einer ganzen, doppelten 

und dreifachen Umwindung des Cylinders, indem man in Formel 21 
wieder f' = 0,45 und 2 x, 4 x, 6 x für a setzt, die bewegende 
Kraft .T = 16,9 t) bezw. 285,65 t, bezw. 4828 t. 

Aus Formel 21 folgt ferner 

Geigen m ü I I er, technische Mechanik. 

. (22.) 

ß 



die klcinerellüaft t, l welch(\ der griisseren Spannung o<lm[ La~t '/~ \ 
mit Hilfe der Reihung <las Ueg·cngcwicht hält und die Ein- 

setzung von T = I / a in die erste Hozielrnng W = 'l' dieses 
Paragraphen liefert 

W= t (ef a -.1), 
den gesamten Se i lr ei h un g sw id cr s tuud. 

Übung·sbeispiele. 
75. W eiche Last kann mit einem Kilogramm durch ein um 

einen horizontal festliegenden Cylinder gelegtes Seil gehalten werden, 
wenn der dem umschlungenen Bogen 
zugehörige Contriwinkel DU 0, 18U 0, 
360°, 720° und 11/0° beträgt, den 

I Reibungskoöffizicntcn zu -;) - ange- 
,> 

nommen. 
Resultate: 1,6.9 k,r;; 2,8!5 k,r;: 

-""=-"-----~_.__.~==~=-=-' 8,12 Icq ; fi!5,94 kg und 1:JJ8,5f>' ky. 

76. Die Last U = ·/6(; kf/ in 
Fig. 40 soll vermittelst einer, Seiles, 
welches den durch Klammern am 
Balken D JC befestigten wagerechten 
Ilolzcylintler A IJ ein und ein viertel 
mal umschlingt, langsam herabge 
lassen werden. Mit welcher Zug 
kraft P ist das freie Seilende fest- 

G 

zuhalten, wenn der Koeffizient der 
gleitenden Reibung zwischen Ilolzcylinder und Seil 0,4 betrügt'? 

Antwort: Mit P = 0,0583G = 24,3 kg. 
77. Um den Koeffizienten der gleitenden Reibung zwischen 

einer Eichenholzscheibe und einem Lederriemen experimentell fest 
zustellen, legt man den letzteren über einen befestigten Cylinder 
aus Eichenholz und belastet das eine freie Ende des Riemens mit 
10 kg, während man an das andere Ende eine Wagschale hängt 
und dieselbe so lange mit Gewichtsstücken belegt, bis der Riemen 
anfängt, langsam zu gleiten. Wenn nun das letztere in dein 
Momente eintritt, wo die Wagschale samt Belastung das Gewicht 

Fig. 40. 
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von :!8/i hf! erreicht hat, wie hoch bestimmt sich dann hieraus 
der Koöffizicnt / der Reihung zwischen Lederriemen und Eichen- 
trommel? ' 

A t t I. 0 ') ') •) •> 1 n "'or : = ,,},),},} = ~ --:i-· ,-, 

~ ;}4. 

me Bandbremsen. 

In der Beziehung 21 des vorigen Paragraphen 

'f1 = t .t« 
sind die Endspannungen t und '/1 (Fig. 41) an den beiden Enden 
des um den festliegenden Cylinder gelegten biegsamen Zug 
organcs so bestimmt, dass die grössere , 
Zugkraft eing lei ch förmiges II in gleiten 
des letzteren über den Cylinder herbeizu 
führen imstande ist. Offenbar bleibt nun 
diese Gleichgewichtsbedingung auch dann 
noch giltig, wenn umgekehrt der Cylinder 
im entgegengesetzten Sinne von 71 um 
seine Achse O gleichförmig rotiert, während das Zugorgan <lurch 
<lie Endspannungen t und '/1 in seiner Lage festgehalten wird; 
nur ist dabei zu beachten, dass ein Punkt 0, welchen man sich 
auf <lern nicht umspannten Teile des Cylinrlermantels vorstellen 
möge, stets der grösseren Spannung '11, bezw. dem Punkte B, 
wo das stärker gespannte Ende den Cylinder verlässt, entgegen 
kommt. 

Diese Thatsachen werden praktisch benützt bei den Ban <l 
b rems en, welche dazu dienen sollen, die Abwärtsbewegung einer 
Last (j, die an dem um eine horizontale Welle gewundenen Seil 
hängt, zu verhindern oder zu verlangsamen. Zu dem Behufe wird 
auf der Wolle ein Rad oder eine Scheibe konzentrisch befestigt 
und darum ein Stahlband gelegt, welches straff angespannt werden 
kann. ,Je nachdem die Anspannung entweder durch einen zwei 
armigen oder durch einen dreiarmigen Hebel oder auch durch 
cine Schraube vermittelt wird, unterscheidet man drei Arten von 

· Bandbremsen, für welche wir die Gleichgewichtsbedingungen einzeln 
ableiten wollen. 

Fig. 41. 

G* 



- 84 - 

I. Die einfache Band bremse. 

Die beiden Endpunkte O und B des Bremsbandes sind, wie 
Fig. 42 zeigt, an dem Hebel Bf) so befestigt, dass die Verlängerung 

des einen . Endes genau durch den 
Drehpunkt A gehen würde. 

Setzen wir nun nach Fig. 4ß 
den Radius der Bremsscheibe OE=R, 
die Hebelsarme der Bremskraft P 
und der Spannung t, nämlich CA= a 
und CB = b, so ist zunächst, wenn a 
den Umspannungswinkel und f den 

Fig. 
42

• Reibungskoeffizienten des Brems- 
bandes bezeichnen, laut Formel 23 der Reibungswiderstand am 
Umfange des Bremsrades 

W=t(/a __ 1), 
mithin, weil aus der Momentengleichung Pa = t • b 

t = Pa 
b 

p 

folgt, 

Fig. 43. 

W= ~n (/a -J), 
Andererseits ergiebt sich aus WR= Qr 

der Reibungswiderstand 
r 

W=R•Q, 
und wir erhalten durch Gleichsetzung 
dieser beiden Werte von TV 

P rt (/ a -1) = !_ . 0 b R ~ 
oder 

p = !!_!-_. Q 
a .R efa _ 1' 

diejenige Kraft, welche erforderlich ist, um mit der einfachen Band 
bremse die Bewegung der Last Q zu hemmen. 

Selbstverständlich müssen die Längen a, b, r und R mit 
gleicher Einheit gemessen sein, damit P die Benennung von Q 
erhalte; denn der Reibungskoeffizient f, der Umspannungswinkel a 

(24.) 
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(im Bogenmaas) und die Basis e = 2,71828 sind unbenannte 
Zahlen. P ergiebt sich dann um so geringer, je kleiner die 
Faktoren b, r, Q im Zähler und je grösser a, R, f und a im 
Nenner werden. 

II. Die Differenzial-Bremse. 
Sind <lie beiden Enden B und B1 (Fig. 44) am Bremshebel 

DJ( derartig befestigt, dass keines. von beiden durch den Dreh 
punkt D hindurchgeht, 
und setzen wir nach Fig. 45 

<lie Hebelsarme der 
Spannungen T und t, 
nämlich O B1 = b1 und 
C B2 = b2, sowie den 
Arm der Bremskraft P, 
d. i. 0 A = a, so gilt zu 
nächst die Momenten 
gleichung 
p {(, + 'P /Jl - t b2 = 0, E 

f Fig. 44. 
oder, weil wieder 'P = t e a ist, 

Pa + t (b1 / a -- b2) = 0 

n 

und hieraus folgt 
Pa t=---- 

fa b2 - b1 e 

A 

Sodann erhalten wir mit Benutzung 
dieses Wertes den Reibungswiderstand 

W=t(/a-1)= Pafa·(/a_1), 
b2- b1 

welcher am Umfange <les Bremsrades oder 
der Bremsscheibe wirkt und der Last Q das 
Gegengewicht halten soll. Es muss daher 

WR= Qr 
sein und diese Beziehung geht nach Einführung des obigen Wertes 
von TV und Auflösung für P über in 

fa r Q b2 - b1 e p = a .R . fa , . . . . (25.) 
e -1 

p 

Q 
Fig. 45. 



die an der Differenzial-Bremse zum Aufhalten der Last () erforder 
liche Kraft. 

Speziell für /J2 = 1J1 / a oder 
b,) /'a -~ =e 
bl 

wird P = 0 und die Bremse wirkt demnach selbstthätig. Dieser 
Zustand ist leicht erreichbar, da man ja die Wahl von /J2 und h1 
in der Hand hat; man macht jedoch das Verhältnis 1

1
)
2 nur an- 
J1 

nähernd so, wie es <lie vorstehende Gleichung verlangt, damit 
schon eine ganz geringe Kraft genügt, um eine grosse Last zu 

(2(i.) 

bremsen. 
III. Die Schrauben-Bremse. 

Endlich wird die Anpressung des Stahlbandes au die Brems 
scheibe JI zuweilen auch durch cine Schraube vermittelt, wie 
c Fig. 4G ersichtlich macht. Das eine Ende rt 

des Bremsbandes ist an der festen Schrauben 
mutter, das andere, b an der Spindel in deren 
Richtung befestigt und kann durch Drehung 
der Scheibe r d gespannt werden. Bezeichnet 
nun P die tangential an der .letzteren wirkende 
Kraft, R1 den Hebelsarm von P, r1 den mitt 
leren Halbmesser, a1 den Steigungswinkel und 

Q Q1 den Reibungswinkel des Schraubengewindes, 
Fig. 46. so ist nach Formel 15 in ~ 30 für r = r1, 

R = R1, a = ai, Q = Q1 und Q = ()1 
, (J = p Bl 

t'1 ~{j ( al + Q1) 
die Zugkraft, welche die Schraubenspindel auf das Bandende /J 
ausübt, d. h. die Spannung t und folglich 

W=t(/a_1)= PR1_,(/a_1) 
1'1 ty (al + ()1) 

die Reibung zwischen Bremsband und Bremsscheibe. Damit dieser 
Widerstand W die Abwärtsbewegung der Last Q hindert, muss 
WR = fj r, folglich 

p R R1 . (/a - 1) = 0 r 
f'1 f!J ( al + (J1) 
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Q 1' ''i t(f ( at + P1) 1'= 
B R

1 
(ef a 1) 

sein, so class also diese bremsende Kraft um so geringer aus 
füllt. je kleiner (J, r, r1, a1 und ('i, je grösser dagegen R, R1, 

· l und a ist, wie ja auch alles vorauszusehen war. 
Es fällt ins Auge, dass in allen auf Seilreibung Bezug habenden 

Formeln der Zahlenausdruck r~ la. eine Holle spielt und da die 
nurnerische Berechnung desselben etwas umständlich ist, so seien 

in der nachstehenden Tabelle <lie Werte von Pl u. für / = 0,18 
(Stahl auf Eisen) und für die in der Praxis vorkommenden Um 
spannungswinkel a zusammengestellt. 

und mithin (2'i.) 

1,2 ~11,8 ~ 1'!__ n I~,:;: 11,G n I z,7 n j 1,8 1t 

1,.9;i 2,0~ 2,21 / ;,3412,47 / 2,6112,77 

Übungsbeispiele. 
78. Welche Last kann man durch einfache Bandbremse mit 

10 k.<J Kraft aufhalten, wenn r = 125 mm, R = 28 cm, u = 12 dm, 

IJ = 1 dm, l = 0,18 und a= : n gegeben sind? 
. ;J 

Antwort: (J = 1210,14 = ~ 1210 kg. 
7H. Welche Kraft P ist nötig, um mittels einer Differenzial 

Bremse die Last <i>= 7/501-:g zu hemmen, wenn r= 8cm,R=15cm, 
a= 85 ein, /J1 = 7 cut, IJ'!. = 13 Gm, a~ 1,5 n und f = 0,18 sind'! 

Au tw or t: P = - 11,87 k,r;~ das negative Zeichen bedeutet, 
dass P den Bremshebel entgegengesetzt drehen muss, wie in Fig. 45. 

80. Für gewöhnlich ist der vom Bremsbande umspannte Bogen 
a = 1,-/. n und der Reibungskoeffizient / = 0,18. In welchem 
Verhältnisse müssen dann die Abstände /J1 und IJ2 der Bandenden 

. vom Drehpunkte C des Bremshebels zu einander stehen, damit 
<lie Differenzial-Bremse sel bstthätig wirkt'! 

Antwort: /J2: /J1 = 2,207: 1 = r---, 221: 100. 
81. An einer Schrauben-Bremse seien r=l0cm, r1=1,5cm, 

R = 30 cm, R1 = 12 cm, a1 = ('i = 9° 30', a= 1,4. n und 
/ = 0,18 _; man bestimme das Verhältnis zwischen P und (). 

Resultat: Es ist J>: () = 1: 82. 

a= n 
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Im nächsten Paragraphen wollen wir noch eine Hemmvor 
richtung anderer Art besprechen, obwohl deren Wirkung nicht 
auf der Seil-, sondern auf der gewöhnlichen gleitenden Reibung 
beruht. 

§ ß5. 
Die Backenbremse. 

Um die durch die Last Q hervorgerufene Drehbewegung der 
Welle W in Fig. 4G zu hemmen, wird mit Hilfe des Hebels O A 
ein Stück Holz oder Eisen eh, der sogenannte Bremsbacken oder 
Bremsklotz, entweder gegen die Welle W selbst oder gegen den 

Umfang einer darauf befestigten Scheibe 
J gepresst und hierdurch Reibung 
erzeugt, welche der Last Q das Gegen 
gewicht halten soll. 

Die mechanische Wirkungsweise 
der Backenbremse hängt dabei wesent 
lich von der Lage des Hebeldreh- 

Fig. 47• punktes C (Fig. 4 7) ab; denn, denken 
wir uns im Druckmittelpunkt B zwischen Bremsklotz und Brems 
scheibe an der letzteren eine Tangente gezogen, so können folgende 

h .N A drei Fälle unterschieden werden. 
C Erstens. Der Drehpunkt O liegt 

auf der genannten Tangente (Fig. 48). 
Wir setzen CB = b, BA = a, 0 B = R, 
0 D = r und bezeichnen die im Punkte A 
rechtwinklig zum Hebel wirksame Kraft 

Fig. 4B. mit K, sowie die durch 1( in B er- 
zeugten Normaldruck mit N. Dann folgt aus b N = ( a + b) K 
der Druck 

N=a+!!_.J( 
b ' 

und mithin ist, wenn f den Reibungskoeffizienten bezeichnet, der 
in B stattfindende Reibungswiderstand 

vV= f N= f ·at b .](. 
Andererseits ergiebt sich aus PR = Qr die von der Last Q 

auf den Scheibenrand übertragene Kraft 
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r 
P= R. (J, 

ferner durch Gleichsetzung von P und TV die Bedingung des Gleich 
gewichts 

f' . a, + b . 1( = !:._ . Q 
b B 

und daraus erhalten wir die zum Bremsen der Last Q erforder 
liche Kraft 

. (28.) 

Zweitens. Der Drehpunkt O liegt oberhalb der Tan 
gente B JC, wie es Fig. 49 zeigt, und zwar im Abstande OE = c. 
Wenn dann K1 die in A angreifende c 
und zum Bremsen von Q notwendige c _L---.~...-------;A>- 
Kraft bezeichnet, so wäre zunächst .E F' 
nach dem vorigen 

b ,,. Q 
J(.1---·-·-, -a+b B f 

allein weil jetzt die den Reibungs 
widerstand JV überwinden wollende 

Q 
Fig. 49. 

Kraft P nicht durch 0, hindurchgeht, so sucht sie den Hebel zu 
drehen und zwar mit dem Momente 

'I' 
Pc=B•Qc 

im entgegengesetzten Sinne von K1• Es muss daher dieses 
Moment noch aufgehoben werden und wir wählen dazu eine Kraft IC2, 

welche auf den Punkt A im Sinne von K1 wirkt und selbstver 
stäncllich mit P gleiches Moment besitzen muss. Wir haben dem 
gemäss 

)' 

(a+ b) K2 =Pc= R · Qr; 

oder 
C 1• 

J(2 = a + b . B . Q 

und erhalten die zum Bremsen von Q erforderliche Gesamtkraft 

](-J(+K2=-1-J-•.!_·!l_+ c ,_!_,0 
- 1 a + b R f a+ b R ~, 

das ist auch 



() .,. (" ) 1(=-~--- . +<·. a+ b If. f 
(2!)a.) 

Wenn hingegen () auf der linken Seite der Welle am Seile 
herabhängt, so wird der Hobel durch J> nach unten zu drehen 
gesucht, demnach müsste K2 aufwärts wirken und deshalb wäre 
die das Gleichgewicht erhaltende Kraft 

IC = IC1 K) = Q · ~ · ( b :. a,+ (J 1l f 

S . 11 f·· /J I pezie ur y = r; O< er 

c) · . (2!) b.) 

wird in diesem Falle die bremsende Kraft X= 0, <l. h. die 
Bremse wirkt selbstthätig. Man sucht jedoch diese Beziehung 
nur annähernd zu erreichen, indem man /J stets noch etwas g r ö ss cr 
als / c macht. 

Drittens. Wenn O zwischen der Tangente BIC und <lern 
Mittelpunkte O der Bremsscheibe liegt, wie in Fig. t)O, so er- 

N A halten wir I( auf dieselbe Weise wie 

C 

Q 
Fig. 50. 

vorhin oder noch kürzer, indem wir 
K in den obigen Formeln 1· statt + ,. 

schreiben. Demnach ist der Druck am 
Bremshobelgriff 

Q ,,. (b ) , .K = a +-b ·Ii· f I C , (30.) 

und es gilt dabei <las Minuszeichen für die in Fig. 4!J gezeichnete 
Drehrichtung der Bremsscheibe, <las Pluszeichen für <lie umgekehrte. 

Der Reibungskoeffizient / beträgt 
0,5 bei Holz auf Eisen trocken und 

0,15 bis 0,1 bei Eisen auf Eisen geschmiert. 

Übungsbeispiele. 

82. Für eine Backenbremse, bei welcher <lie Tangente <lurch 
den Drehpunkt C geht, seien die Halbmesser von Windtrommel 
und Bremsscheihe 10 und 82 c111, <lie Ahstände des Bremsklotzes 
vom Drehpunkt C und vom Angriffspunkte A des Hebels 24 und 
76 cm. l\lan bestimme das Verhältnis zwischen der zum Bremsen 
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nötigen Kraft /\. und der an der Windetrommel hängenden Last fj, 
wenn <lie I lrcmsscheihe von Eison ist und der Klotz aus Holz 
besteht. 

Resultat: K: (J = :J: 20. 
8:l. Welche Last kann ein Arbeiter mit 21 kfJ Druck auf den 

Hebelgriff <lurch diese Bremse im Gleichgewicht halten ·1 
Antwort: Eine Last von 140 k,r;. 
8-1. Wie wäre aber <las Verhältnis zwischen der bremsenden 

Kraft K und der gebremsten Last () bei denselben Dimensionen, 
sobald der Drehpunkt C von der Tangente DH urn 82 cm ab 
steht und die ganze Anordnung analog Figur .-!, ist ·1 

Antwort: K: ~) = 1: 20. 
85. Wie gross müsste der Abstand des Drehpunktes n von 

der Tangente B /1.) sein, damit diese Backenbremse selhstthätig 
wirkt, also gar keine Kraft nötig wäre, um jede beliebige Last zu 
halten? 

Antwort: r· = 18 cm. 
8H. Wie verhielt cs sich mit der Bremse, wenn c > 48 cm 

gemacht würde? 
Antwort: Dann müsste in A eine gewisse Kraft aufwärts 

wirksam sein, um den Hebel von der Bremsscheibe loszureissen. 

IV. Kapitel. 
Graphische Darstellung der einfachen Bewegung, 

die Begriffe der Geschwindigkeit und Beschleunigung. 
~ ß(>. 

Die Wegkurve. 

Ein mathematischer Punkt fange in einem bestimmten Augen 
blicke an, sich auf gerader Linie zu he wegen; dann hängt ganz 
offenbar die vom Punkte durchlaufene Strecke s ah von der seit 
jenem Momente verflossenen Zeit t, das heisst in der Sprache der 
Analysis: ,>s ist eine Funktion von l<, und wird allgemein he 
zeichnet durch die Gleichung 

s = 1f1 (t), (1.) 
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worin F (t) einen algebraischen Ausdruck zwischen gegebenen 
Konstanten und der Variablen t darstellt. Mit der vorstehenden 
Formel ist daher in jedem einzelnen Falle das Gesetz gegeben, 
nach welchem jeder Zeit t ein ganz bestimmter Wegs entspricht; 
so wurde schon in der Elementarmechanik gezeigt, dass für die 
gleichförmige Bewegung bei der (konstanten) Geschwindigkeit 
c nach t Sekunden der zurückgelegte Weg 

s = ct 
und für die gleichförmig beschleunigte Bewegung bei der 
Anfangsgeschwindigkeit c und der Beschleunigung p der während 
t Sekunden durchlaufene Raum 

s=ct+Pv 2 

ist, und es wären demnach die in t gleich 
0, 1, 2, 3, 4 Sekunden 

g I eich förmig zurückgelegten Wege s gleich 
0, c, 2 c, Be, 4 c Meter, 

während die gleichfö_rmig beschleunigt durchlaufenen Wege 

0, c + ~ , 2 c + 2 p, 3 c + ! p, 4 c + 8 p Meter 

betragen würden. Aber auch bei jeder anderen Art von Be 
wegung, für welche die Natur der Abhängigkeit zwischen t und s 
durch eine Formel gegeben vorliegt, kann aus letzterer der in 
jeder beliebigen Zeit zurückgelegte Weg berechnet werden, wie 
etwa aus 

die nach t gleich 
0,, 1) 2, 3, 4 Sekunden 

durchlaufenen Räume s gleich 
1 1 

0, - 4, 0, + 2 4, + 8 Meter 

sich ergeben. Dabei bedeutet ein mit der Zeit t abnehmender 
Weg s die rückläufige Bewegung des Punktes und wenn man, 
wie üblich, die positiven Wege vom Ausgangspunkte A, wo der 
Punkt zur Zeit t = 0 ist, nach rechts abträgt, so weist ein 
negatives Vorzeichen von s darauf hin, dass der bewegte Punkt 
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links von A sich befindet. Bezeichnet daher in Fig. 51 A die 
Anfangslage des auf der Geraden A X nach obigem Gesetze 
hinlaufenden Punktes, so hat letzterer, wenn noch ..cl 1 die Längen 
einheit (1 m) darstellt, nach der ersten Sekunde seine Stellung in Rt 
nach der zweiten wieder in A, nach der dritten in O und nach 
der vierten in D. 

Durch Vergleichung dieser Werte von s sowohl untereinander, 
als auch mit den zugehörigen t-Werten erhält man wohl eine 
ohngefähre Vorstellung von dem betreffenden Bewegungsgesetze, 
cl. h. von dem Charakter der Abhängigkeit zwischen t und s auf 
dem gewählten Zeitgebiete (in den obigen Beispielen von t = 0 
an bis t = 4"); allein ein bequemerer Einblick ergiebt sich durch 
folgende geometrische Veranschaulichung. 

Unter Annahme eines rechtwinkligen Koordinatensystems kon 
struiert man jeden der willkürlich gewählten t-Werte als Ab sci sse, 

BA. C D 
-1 . + 1 2 .1 'f ,'j 6 7 8 --x 

Fig. 51. 

ferner jeden der zugehörigen s-Werte als entsprechende Or d in ate, 
wobei zur Darstellung von t und s verschiedene Längeneinheiten 
benützt werden dürfen, und verbindet die so erhaltene Punktreihe 
durch einen stetigen Kurvenzug. Letzterer, welcher Wegkurve 
heisst, gewährt uns dann ein genaues und klares Bild davon, 
wie der vom Punkte zurückgelegte Weg s sich mit der Zeit t 
ändert; denn weil t als Abscisse und s als zugehörige Ordinate 
konstruiert sind, so wird für solche t, für welche die Kurve steigt, 
der vom Punkte durchlaufene Raum wachsen und zwar rascher 
oder langsamer, je nachdem die Kurve mehr oder weniger 
steil von links nach rechts ansteigt, dagegen nimmt der zurück 
gelegte Weg ab, d. h. der Punkt hat eine rückläufige Be 
wegung an den Zeitstellen, wo die Kurve - immer von links 
nach rechts - der X-Achse sich nähert. Insbesondere be 
zeichnen die Abscissen der höchsten und tiefsten Punkte die 
Umkehrungsmomente des Punktes und die Abscissen der 
Schnittpunkte mit OX diejenigen Augenblicke, wo der Punkt 
durch die Ausgangsstelle der Bewegung hindurchgeht. 

Auf diese Weise ist in Fig. 52 die durch die Formel 
8= ct 



dargestellte gleichförmige Bewegung als eine durch 0 gehende 
gerade Linie konstruiert; ferner zeigt Fig. :>;~, dass die der 
gleichförmig beschlrnnigton Bewegung 

,t,; = C f _L J) f2 
'2 

f' 
/ ): 'I 

I/ !,,Vp y 
p 
.J 

! 

ilr" J _ 
p I 1/t 2 

3c l;, 

2c zr, ~.,,/ 
p 

}2r 1\,1c 4c C I ,,. 
·" j 0 X 0 C '1-,-,-x 2 3 ,,,, 

1 2 J 

~ig. 52. Fig. 53. 

entsprechende Wegkurve O P1 Ri F1 immer rascher und rascher 
steigt und aus Fig. 54: ist zu ersehen, wie sich der durchlaufene 

Raum 
y 

in den ersten vier Sekunden ändert: 
Weil die Kurve von t = 0 

his t = 2" unterhalb O .,.y: sich 
erstreckt, so ist s auf diesem Zeit 
gebiete negativ und der Punkt 
bewegt sich mithin nach links. 

Fig. 54• Kurz nach der ersten Sekunde 
erreicht die Kurve ihre tiefste Stelle und geht dann ins Steigen 
über, woraus folgt, dass der Punkt in dem betreffenden Momente 
umkehrt und von jetzt ah nach rechts läuft. Genau nach 2", 
an der Stelle P2, durchschneidet die Kurve OX und wir können 
daraus schliessen, dass unser Punkt den Ausgangsort wieder 
erreicht hat. Von P2 an steigt die W egkurve und wird immer 
steiler, was darauf hinweist, dass der Punkt nach rechts weiter 
eilt und in gleichen Zeiten immer grössere Räume hinter sich lässt. 

0 



lVIm1 hüte sich aber ja vor der irrtümlichen Ansicht, dass die 
Wegkurve die wirkliche Bahn des bewegten Punktes darstellt, halte 
vielmehr nur daran fest, dass für jede durch die Abscissa Of)= t 
dargestellte Zeit der vorn Punkte durchlaufene geradlinige Weg 
geometrisch versinnlicht ist <lurch die entsprechende Ordinate 
() J> = s; z. IL ist in Pig. f'>-1- der nach () ():1 = 8'' zurückgelegte 
Weg ausgedrückt durch die Ordinate f):l Pi = 2,25 m und der 
nach () ()l = -/" durchlaufene Hamn durch die Ordinate (j1 I', = 8 m,. 

Ü bungsheispiele. 
87. Die der Bewegungsformel 

f3 
s - :J - 2 t~ 

entsprechende W egknrve zwischen / = 0 und / = {i'' zu konstruieren. 
88. Ebenso für die Beziehung 

8= y2 t 
auf rlem Zeitraume von / = 0 his / = 8". 

89. Desgleichen für 
.,; - a «h» t 

von / = 0 his I = 2 x (die Winkel im Bogenmass). 
90. Endlich für 

S - -: Cf - }!__ fl 
2 

auf dem ( iebiete zwischen O und 2'', als Abscissenintervall eine 
halbe Sekunde wählend. 

~ ß7. 

Die Geschwindigkeit. 

,J ode beliebige Bewegung eines mathematischen Punktes be 
ruht also auf den Grundbegriffen von Zeit und Raum; denn wie 
wir gesehen haben, ist der von einem gewissen Momente an zu 
rückgelegte W cg s eine Funktion der seitdem verflossenen Zeit t, 
was allgemein <lurch die Bezeichnungsweise 

s = ]? (t) ..... (I.) 
seinen analytischen Ausdruck findet. 

Aus diesen beiden naturgemässen Ausgangsgrössen t und s 
können aber noch zwei für alle Bewegungsarten sehr wichtige 



Kunstbegriffe abgeleitet werden, von welchen wir als ersten die 
» Geschwindigkeit« nennen. Diese letztere ist zunächst an der 
gleichförmigen Bewegung, bei welcher in gleichen Zeiten auch 
gleiche Wege zurückgelegt werden, als der in der Zeiteinheit 
zurückgelegte Weg definiert worden, und aus dieser Definition 
ergiebt sich daher die Geschwindigkeit als Quotient zwischen dem 
durchlaufenen Raum s und der dazu verbrauchten Zeit t, in Formel 

s 
C = t; ..... (JI.) 

allein weder diese Begriffserklärung noch diese Bestimmungsweise 
dürfen wir auf die ungleichförmige Bewegung übertragen, weil bei 
letzterer die Geschwindigkeit sich mit der Zeit stetig ändert. Für 
irgend eine ungleichförmige Bewegung können wir die Ge 
schwindigkeit in einem bestimmten Augenblicke definieren als den 
Weg, welchen der Punkt während der nächstfolgenden Sekunde 
durchlaufen müsste, wenn von beregtem Momente an die Bewegung 
plötzlich gleichförmig würde und diese Definition deutet auch 
zugleich auf ein Mittel zur Bestimmung der Gesch windigkeit v 
hin, welche der Punkt nach der beliebigen Zeit t besitzt. Lassen 
wir nämlich t nur um das Zeitelement d t wachsen, so wird sich 
in Formel I s um das Wegelement d s ändern und weil offenbar 
jede Bewegung innerhalb der verschwindend kleinen Zeit d t als 
gleichförmig angesehen werden kann, so ist nach Formel II 
<lie dem Zeitpunkte t entsprechende Geschwindigkeit 

V= :: = IJ1• (t) = f (t), . (2.) 
das heisst: man findet die Geschwindigkeit einer durch 
ihre Beziehung zwischen s und t gegebenen Bewegung, 
indem man den Weg nach der Zeit differenziert. 

So ist z.B. für die gleichmässige Bewegung der durchlaufene Raum 
S= C •t 

und folglich nach irgend einer Zeit t die Geschwindigkeit 
<ls 

V= dt = c, 
wir finden demnach bestätigt, dass bei der gloichf örmigr-n Bewegung die Ge 
schwindigkeit zu allen Zeiten gleich c, das heisst also konstant ist. Ferner 
ist bei der gleichförmig beschleunigten Bewegung mit der Anfangs 
geschwindigkeit c und der konstanten Beschleunigung q der W cg 

s=ct+!Lv 2 ' 
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mithin die Gcachwindigkoit nach t Sekunden 
<ls 

'lJ = -l- = c + <] • t, (,t 

während für die gleichförmig v c r z ö g e r t e Bewegung ans dem zurückge 
leg-ton Woge 

.-; = ct - ~ t2 
die Geschwindigkoit 

V= C - fj' t 
folgt und für die ungleichförmige Bewegung, deren Weg dem Gesetze 

.-; = 3t - 2t2 + t3 
unterworfen ist, findet sich die Geschwindigkeit 

'I) 3-4t+3t2 
nach der beliobigcn Zeit t. 

An der in Fig. 5:"> gezeichneten Wegkurve O O bedeutet 
0 (j = t eine beliebige, seit Beginn der Bewegung verstrichene 
Zeit, Q P = s = F (t) den 
bis dahin zurückgelegten Weg, 
Q Q' = P lJI = d t eine ver 
schwindend geringe Zunahme 
von t, MP' = d s die ent 
sprechende Wegänderung und 
mithin die zugehörige Ge - 

1 . 1· l . ä s a· SC lWlll( 1g mit V= dt · re 

y C 

Fig. 55. 

goniometrische Tangente des Winkels r, welchen die 
Ber ühr cn de im Punkte P mit der rechten Seite der 
Ab sciss enachs e eins chliess t. 

Jetzt sind wir auch umgekehrt imstande, aus dem bekannten 
Geschwindigkeitsgesetz den zurückgelegten Weg s der betreffenden 
Bewegung ausfindig zu machen; denn ist die Geschwindigkeit v 
als Funktion der Zeit in der allgemeinen Form 

'V= j'(t) 
ds 

gegeben, so folgt daraus wegen v = dt das Wegelement 

d s = V d t = f (t) . d t 
und hieraus durch Integration der in t Sekunden zurückgelegte 
Gesatutweg 

t t 

s = f v d t J f (t) d t. 
0 0 

(3.) 

Geigen m ü 11 er, technische Mechanik. 7 
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Zum Beispiel ist für die gleichförmige Bewegung die HrRcliwindig 
keit konstant, cl. h. v = r) wir haben daher in diesem Fallt' d s = r· r1 t 
und hieraus folgt durch Integration zwischen den Grenzen O und t 

s =·ct, 
der bei der gleichförmigen Bewegung in t Sekunden zurückgolegtr. Weg. 
Ferner ist für die g 1 eich förmig h e s ch 1 en n i gte Bewegung die Geschwiudig 
keit nach der beliebigen Zeit t 

d _..,. 
·/' = (' + ff t = cit' 

folglich 

und mithin 
d s = (r + q t) d t 

s =ct+ Z t2. 
Endlich sei drittem; das Gesetz, nach welcher die Geschwindigkeit ,, 

einer sonst unbekannten Bewegung mit der Zeit t sich ändert, ausgesprochen 
in der Gleichung 

V= 1 -t V, 
woraus wir z. R. sehen, dass die Geschwindigkeit nach 

0, 1, 2, 3, Sekunden, 
1, 2, 5, 10, Meter 

beträgt. Sollen wir nun hieraus den zurückgelegten Weg ah lei ten, so setzen 
cl s 

wir wieder 'l' = - und erhalten dadurch 
dt 

oder 
d s = (1 + f!) d t 

t3 
s = t+ 3· 

Den obigen Zeiten würden also die Woge 
0, 11/3, 4~/:1, 12 

entsprechen. 
Meter 

~ 38. 

Das Geschwindigkeitsdiagramm. 

Auch den Verlauf der allgemein durch die Beziehung 
"' =f (t) 

gegebenen Geschwindigkeit einer Bewegung kann man sich 
geometrisch versinnlichen, indem man unter Annahme einer passenden 
Längeneinheit für die Zeitsekunde verschiedene \ V orte von t auf 
0 X nach Fig. 5G als Abscissen, z. B. 
t = 0, t, = 0 Q11 f-2 = 0 (J:1, t3 = 0 Qa, t4 = 0 ~)11 t0 = 0 (/1 •••• 

und die zugehörigen Geschwindigkeiten mit Benützung derselben 
oder auch einer an deren Einheit als zugehörige Ordinaten 



- m,- 

l'o = f (0) = 0 A, V1 = f' Ct1) = (21 P1, 'l'2 = f (/-2) = 02 P2, 
l's = /' (ta) = Qll 1'1'., V4. = f (t4) = Ot Pl, 'l'ri = / (t6) = ()6 P6 •••• 

konstruiert. Die Endpunkte der letzteren bestimmen dann die 
sogenannte Geschwindigkeitskurve A P1 P2 P3 P4 P6, deren Lage 
und Gestalt uns ebenso rasch als klar er- a 
kennen lässt, in welcher Weise sich die 
Geschwindigkeit der Bewegung innerhalb 
des gewählten Zeitabschnitts O Q6 ändert: 
Wo die Kurve s tcigt (in unserem Falle 
von t = 0 bis t = t3 = 0 (ti), wächst ..,,.0+--...___-{!.___1_____.9._, -9'-,,-(~J.;-x 
die Geschwindigkeit v und sobald sich die 
Kurve senkt (von t=t3 his t=t6 = OQ6), 

nimmt dagegen v ah; für die höchsten und tiefsten Punkte 
I~{ und P6 mit zur Zeitachse OX parallelen Tangenten, also in 
den durch t3 und ti', bestimmten Augenblicken, besitzt z, einen 
grössten und einen kleinsten Wert. 

In der graphischen Darstellung der Geschwindigkeit 

Fig. 56. 

I) =f (t) 
(Fig. f)7), welche auch das Geschwindigkeitsdiagramm genannt 
zu werden pflegt und wo O Q = t eine beliebige Zeit seit Beginn 
der Bewegung und Q P = 'O die entsprechende Geschwindigkeit 
veranschaulicht, hat aber auch der in der y 
Zeit t zurückgelegte Weg s eine sehr ein 
fache Bedeutung; denn weil nach Formel 3 A 

t t 

S f V <.lt- ff(f) <lt 
0 0 

Fig. 57. 

ist unrl bekanntlich das bestimmte Integral zwischen O und t von 
r d t = { (t) d t aufgefasst werden darf als diejenige Fläche, welche 
Yon den beiden Koordinatenachsen, der krummen Linie v = f (t) 
und der Ordinate v eingeschlossen wird, so wird im Geschwindig 
keitsdiagramm der durchlaufene Wegs durch die Fläche 
n APrJ gemessen. 

Demnach ist z. B. das Geschwindigkeitsdiagramm · für eine 
gleichförmige Bewegung mit der Geschwindigkeit c eine gerade 
Linie AB (Fig. 58), welche im Abstande c parallel zur X-Achse 
läuft. Der zurückgelegte Weg s wird uns dabei vor Augen ge- 

7* 
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stellt durch das Rechteck OAP (J mit der Basis O Q = t und 
der Höhe O A = Q P = c, also mit dem Inhalt s = ct. 
y Zweitens ist für eine gleichförmig 
A p :B beschleunigte Bewegung mit der An 

fangsgeschwindigkeit c und der konstanten 
C O•C 

Beschleunigung q nach t Sekunden die 
t e :X 

Geschwindigkeit 
Fig. 58. V = C j- q . t 

und die Geschwindigkeitslinie eine von links nach rechts auf 
steigende Gerade, welche auf der Y-Achse das Stück O A = c 

y .ß abschneidet, mithin der in der Zeit t durch- 
laufene Raum s graphisch dargestellt durch 

c-qt. das Trapez OAI'Q mit den parallelen 
Seiten c und v (siehe Fig. 59), der Höhe 

__,,~===~--x O Q = t und folglich mit dem Flächen 
inhalte 

C j- V 
S=-

2
-t. 

Auch im Geschwindigkeitsdiagramm der gleichförmig ver 
zögerten Bewegung (Fig. 60) wird der durchlaufene Raum durch 
y ein dem vorigen gleiches Trapez ausge 

drückt, der Unterschied besteht nur darin, 
dass hier die Geschwindigkeitslinie A B 
von links nach rechts fällt, also einen 
stumpfen Winkel mit der positiven Rich 
tung der Zeitachse O X einschliesst. 

Fig. 59. 

l 
~~~l Wj~QL_:_-x 

Fig. 60. 

§ 39. 
Die mittlere Geschwindigkeit. 

Bisweilen vereinfacht es die Betrachtungen, welchen eine un 
gleichförmige und kompliziertere Bewegung zu Grunde liegt, ganz 
bedeutend, wenn man auf einem gewissen Zeitgebiete t statt der 
veränderlichen Geschwindigkeit v eine konstante, mittlere oder 
durchschnittliche Geschwindigkeit einführt. Man versteht da 
runter diejenige Geschwindigkeit vm, mit welcher sich ein Punkt 
gleichförmig bewegen müsste, um in derselben Zeit t den gleichen 
Weg s zu durchlaufen, welcher in Wirklichkeit bei der ungleich- 
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förmigen Bewegung zurückgelegt wurde. Aus dieser Definition 
folgt unmittelbar s = vm • t und hieraus mit Benützung von Formel 3 

t t 

Vm = : = : jv d t = : Jf(t) d t. . (4.) 

0 0 

Im Geschwindigkeitsdiagramm (Fig. Gl) wird vm vertreten 
durch die Höhe O C oder Q JJ desjenigen Rechteckes O CD Q, 
welches die Basis O Q = t und den nämlichen Inhalt besitzt, wie 
() A EB Q. Zulässig ist die Einführung y 
einer mittleren Geschwindigkeit beson- E 
ders bei solchen Bewegungen, wo die c D 

veränderliche Geschwindigkeit periodisch 1 V: •. ~~-~ } 
wiederkehrenden Schwankungen unter- v. ~.( 17m- 

werfen ist und die äussersten Grenz- 1/, ~ 1/. :~ .,. 1/, ~ 

werte nicht zu weit von einander ab- 0 ----y-·e 
stehen , wie z. B. am Kolben einer 
Dampfmaschine. Die Geschwindigkeitskurven derartiger Bewegungen 
bilden wellen- oder schlangenartige Linien. 

Wäre z. R. die Geschwindigkeit einer gewissen Bewegung 
V= 1 + t2, 

HO erhielten wir für t = 0 die Anfangsgeschwindigkeit 
v0 = I rn 

und die Geschwindigkeit nach 3 Sekunden 
'lJg = 1+9=1017?,. 

Fig. 61. 

Der während dieser 3 Sekunden durchlaufene Raum berechnet sich aus 
t t 

f f t3 
s = V d t = (1 + t2) d t = t + 3' 

0 0 

worin man t = 3 zu setzen hat, sodass sich 
s = 3 + 9 = 121n 

ergiobt ; demnach ist die mittlere Geschwindigkeit unserer Bewegung auf 
elem Zeitraum von O bis 3 Sekunden 

s 12 
Vm=-=-=4m, t 3 

oder auch direkt mittels Formel 4 
t 3 

s = ; f, d t = ~ 1(1 + t') d t = ~ · 12 = 4 111. 

0 0 
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~ 40. 

Die Beschleunigung. 
Aus <ler Formel für die Geschwin<ligkeit der gleichförmig be 

schleunigten Bewegung 

folgt die Beschleunigung 
V- C 

(j =-t-, 
es liesse sich also die Beschleunigung auch auffassen als Quotient 
aus der Geschwindigkeitszunahme v - c un<l der verbrauchten 
Zeit t, allein <liese Definition würde eben blos für die gleichförmig 
beschleunigte Bewegung gelten, und um sie auch auf jede un 
gleichförmige Bewegung ausdehnen zu können, müssen wir sie 
auf eine unendlich kleine Zeit dt beziehen; denn während des 
Zeitelementes Q Q1 = PM = d t (siehe Fig. 62) kann jede be 

.?!' liebige Bewegung als gleich- 
förmig beschleunigt ange 

-.B sehen werden, weil das zu 
gehörige Kurvenelement 

PP = d s als geradlinig 
betrachtet werden darf und 

~r-....k.----:~~~~~, ---X die graphische Darstellung 
der gleichförmig beschleu 
nigten Bewegung ebenfalls 

eine gerade Linie bildet. Ist daher die Geschwindigkeit v = Q P 
irgend einer ungleichförmigen Bewegung als Funktion der Zeit 
t = 0 Q in der Gestalt 

V= l (t) 
gegeben und bezeichnet MP = d v die Änderung der Geschwindig 
keit v, welche durch eine Zunahme von t um das Zeitelement d t 
verursacht wird, so ist die Beschleunigung in dem Augenblick, 
wo t Sekunden verflossen sind, 

- dv -/'' (t) r=e«: ' 

y 

Fig. 62, 

. . (5.) 

d h ·1 l F . l 2 . § 3 d 8 o er auc , wer nae 1 orme ' m 7 v = -l- war, 
l t 

P = a2 s = .l!" (t). (6 ) d t2 • • • 
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Man erhält demnach die Beschleunigung einer be 
kannten Bewegung: indem man entweder den ersten 
Differentialquotienten der Geschwindigkeit v, oder den 
zweiten Differentialquotienten des zurückgelegten Weges s 
nach d er Z e it t b i 1 cl et. 

Er-; sci z. B. das Gesetz, nach welchem sich die Geschwindigkeit einer 
g'ewisHml Bewegung ändert, ausgesprochen durch <lie Beziehung 

V = t8 -- 6 t~ + 15 t, 
dann erhält man die Goschwiudigkoitsändcrung dieser Bewegung 

p = d O = 3 t2 - 12 t + 15 = 3 (t2 - 4 t + 5), dt 
beispielsweise wäre für t = 0 die Beschleunigung p = 15 und für t = 1 
die Beschlennigung p = 6 Längeneinheiten, 

Ferner ergiebt sich auf diese Weise für die gleichförmig ver 
ü u d c r t o Bewegung nus dem in der ZcH t durchlaufenen Raume 

S =Ct -J- q t2 -- 2 
die Endgeschwindigkeit 

ds 
v=dt=c+qt 

und hieraus die derselben Zeit t entsprechende Geschwindigkeitsänderung 
d V d2 S 

JJ = d s = d t2 = + q' 
konstant und positiv oder negativ, je nachdem die Geschwindigkeit v 
zu - oder abnimmt. Im ersten Falle heisst p Beschleunigung, im letzten 
Verzögerung. 

Die Beschleunigung p einer bestimmten Bewegung hat an der 
Geschwindigkeitskurve AB (Fig. G2) ebenfalls eine recht einfache 
geometrische Bedeutung; denn bedenkt man, dass die Beschleu 
nigung der Differentialquotient der Geschwindigkeit nach der Zeit 
ist, und zieht man andrerseits in Erwägung, dass der Differential 
quotient an der Funktionskurve die trigonometrische Tangente des 
Winkels r darstellt, welchen die geometrische Tangente mit der 
rechten Seite der Abscissenachse einschliesst, so ist klar, dass für 
(lie Zeit O Q = t die Beschleunigung p die goniometrische Tan 
gente des Berührungswinkels PT X= r repräsentiert, <lass also 

p = t.9r 
ist. Die Geschwindigkeitskurve A B liefert nämlich deshalb das 
beste und klarste Bild einer Bewegung, weil an diesem Diagramm 
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die vier Hauptbegriffe Zeit, Raum, Geschwindigkeit und Beschleu 
nigung die denkbar einfachste graphische Bedeutung besitzen ; denn 
wird eine beliebige Zeit t durch die Abscisse O Q ausgedrückt, 
so stellt O A = c die Anfangsgeschwindigkeit, Q P = v die End 
geschwindigkeit, d. h. die Geschwindigkeit nach t Sekunden, dann 
die Fläche O A P Q = s den zurückgelegten. Weg und tg 1: = 1J 
die Beschleunigung in dem durch die Zeit t bestimmten Augen 
blicke dar. 

Schliesslich sei noch erwähnt, dass auch umgekehrt die Be 
schleunigung als Funktion der Zeit und zwar allgemein durch 
die Beziehung 

1> = <.p (t) 
gegeben sein und nun nach dem Geschwindigkeitsgesetz 
der betreffenden Bewegung gefragt werden kann. Behufs Lösung 
dieser Aufgabe folgern wir zunächst aus Formel 5 

d v = p d t = <.p ( t) d t 

und erhalten dann hieraus cl urch Integration 

v f<.JJ (t) dt =f(t) + K, 

worin f' (t) das unbestimmte lntegral von <p (t) d t und K die 
Integrationskonstante bezeichnet. Um letztere ermitteln zu können, 
muss noch das einem gewissen t entsprechende 1J bekannt sein 
oder willkürlich angenommen werden, gewöhnlich ist es die soge 
nannte Anfangsgeschwindigkeit c, welche der bewegte Punkt im 
Momente t = 0 hat. Führt man das zusammengehörige Wertpaar 
t = 0 und v = c in die letzte Gleichung ein, so wird K = c - l ( 0). 

Beispielsweise angenommen, die Beschleunigung einer gewissen Be 
wegu1:1g unterläge dem Gesetz 

p=t2-1, 

so fände sich nach Formel 7 die Geschwindigkeit 

f t3 
V = (t2 - 1) d t = 3 - t + K 

und wäre uns ausserdem die Anfangsgeschwindigkeit c = 2 m bekannt, 
so erhielten wir mit Einführung von t = 0 und v. = 2 in die vorstehende 
Relation 2 = I( und mithin 

t3 '" = - - t + 2. 3 
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~ 41. 
Übungs beispiele. 

91. Man soll aus der Wegformel 

s = 6 t - 2,5 t2 + ~ t8 
die Geschwindigkeit v nach beliebiger Zeit t ableiten, dann daraus 
die Anfangsgeschwindigkeit c und endlich die. Geschwindigkeiten 
v1, v2, 1)3 und v4 nach 1, 3) 5 und 7 Sekunden berechnen. 

Resultate: v = 6 - .5 t + t2) c = 6, v1 = 2, v2 = 0, v8 = 6 
und v,l = 20 Längeneinheiten. 

92. Das Geschwindigkeitsgesetz einer Bewegung ist ausge 
sprochen in der Gleichung 

V = t2 -- 8 t + 7. 
Welche Beschleunigung besitzt der bewegte Punkt nach einer be 
liebigen Zeit t und welchen Weg hat er bis dahin zurückgelegt. 

Resultate: p = 2 ( t - 4) und s = t ( ~
2 

- 4 t + 7) · 
93. In welchen Augenblicken ist die Geschwindigkeit gleich 

Null und welches sind dann die zugehörigen Beschleunigungen 
und die zurückgelegten Wege, das Meter als Längeneinheit? 

Antwort: Nach t1 = 1 und t?, = 7 Sekunden sind die Be 
schleunigungen p1 = - 6 und p2 = + 6 m, sowie die zurück- 

I 2 
gelegten Wege s1 = 3 3 m und s2 = - 32 3 m. 

94. Nach wie viel Sekunden wird <lie Bewegung aus einer 
verzögerten in eine beschleunigte übergehen, wie gross ist in 
diesem betreffenden Moment die Geschwindigkeit ·und der zurück 
gelegte Weg? 

Antwort: Nach 4 Sekunden; dann ist v = - 9 1n und 
2 

s = -143m. 

96. Das Gesetz, nach welchem sich die Geschwindigkeit einer 
Bewegung ändert, ist ausgesprochen in der Formel 

V= 4 - 2 t + t2; 
man bestimme den zurückgelegten Weg und die Beschleunigung, 
erst allgemein nach der Zeit t und dann für den speziellen Wert 
von t = 5". 
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t8 2 
Resultate: s=4t-t2+3= 36 3 m, nndp= 2(t-1)= 8m. 

96. Die Beschleunigung einer Bewegung ändert sich mit der 
Zeit nach dem Gesetze: 

p = 6t- 2, 
während die Anfangsgeschwindigkeit 4 m, betrug. Man entwickle 
daraus die Geschwindigkeit v und den durchlaufenen Raum s. 

Resultate: v = 3t2 - 2t + 4 und s = V3 -- t2 + 4t. 
97. Wie gross war also bei dieser Bewegung Beschleunigung, 

Geschwindigkeit und zurückgelegter Weg nach 2 Sekunden'? 
Antwort: p = 10 m, v = 12 m und s = 12 m. 
98. Man gebe den Zeitpunkt an, wo die Geschwindigkeit 

dieser Bewegung am kleinsten gewesen ist. 

Resultat: Nach ! Sekunde ist die Geschwindigkeit v = 3: rm, 

ein Minim um. 
99. Der Beschleunigungsverlauf für eine gewisse Bewegung 

ist mathematisch ausgedrückt durch die Formel 
p = 3 t2 - 4 t + 1. 

Wie findet sich daraus das Geschwindigkeitsgesetz, wenn man weiss, 
dass die Bewegung von der Ruhe aus erfolgt. 

Resultat: v = t8 - 2 t2 + t. 
100. Wann wird die Geschwindigkeit des bewegten P~nktes 

zum zweiten Male Null 't 
Antwort: Nach einer Sekunde. 
101. Der in der Zeit t zurückgelegte Weg eines Körpers 

bestimmt sich aus der Gleichung 
s = -v·-t (-t -+-2); 

es soll Geschwindigkeit und Beschleunigung zur beliebigen Zeit t 
ermittelt werden. 

t + 1 1 
Resultate: v = -Vt ( t + 2) und p = - t ( t + 2) -Vt ( t + 2). 

\ 

102. Man bestimme im vorigen Beispiel den durchlaufenen 

\

Weg, die Geschwindigkeit und die Beschleunigung nach einer Sekunde. 
,;- - 2 ,;- - 1 ,;- - 

Resultate: s=r 3, v=3r 3 und p=- 9 r 8. 
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V. Kapitel. 
Die zusammengesetzte Bewegung eines 

mathematischen Punktes. 
§ 42. 

Zusammensetzung zweier beltebiger geradliniger Bewegungen. 

Wenn ein Punkt von einem bestimmten Momente an von 0 
aus (Fig. 63) gleichzeitig zwei verschiedene geradlinige Bewegungen 
ausführt, nämlich während einer gewissen Zeit t in der Richtung 
0 X den Weg O Q und in der Richtung O Y den Weg OR zu 
rücklegt, so ist nach dem vierten Grundgesetze von der Unab 
hängigkeit der Bewegungen, welches wir schon in der Elementar 
mechanik kennen gelernt y 
haben, der wirkliche " 
0 rt des bewegten R, p 

Punktes im betreffenden ~ 
Augenblicke der vierte 

X' X Eckpunkt P eines Paral- o (! 
I 

lelograrnmes O Q PR, 
welches aus den beiden Fig. as. 
Seiten O Q und OR konstruiert werden kann und welches auch 
das Parallelogramm der Bewegungen heisst. Mit Weg 
lassung der zur Darstellung von P unnötigen Linie RP erhält 
man P am kürzesten, indem man O Q von O aus auf OX ab 
trägt, dann Q P parallel O Y zieht und gleich OR macht. Hier 
bei sind auch die Vorzeichen von OQ und QP zu berücksich 
tigen, indem man negative Werte nach links, bezw. nach unten 
konstruiert. 

Legt daher ein mathematischer Punkt m der Richtung X' X 
den Weg 

X= (f) (t), 

und gleichzeitig in der Geraden Y' Y den Weg 
y = 'If) (t) 

zurück, so kann die von ihm thatsächlich beschriebene Linie auf 
folgende Weise konstruiert werden: man nimmt für die Zeit t 
eine Reihe fortlaufender Werte an, etwa 
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0, 1, 2, 3 . . . . n Sekunden, 
berechnet dann aus den obigen beiden Gleichungen die zugehörigen 
Wege 
.l'o = <p (0), X1 = <p (1), X2 = <.p (2), Xg = <p (3) ..Cu= <p (n), 
sowie 
Yo= 'tfJ (0), Y1 = 'tfJ (1), //2 = 'tfJ (2), Ya= 'tfJ (3) /In= 'tfJ (n) 

I t' I t' 
Bahn-I 

t X=y-5t 1/=2-t punkt 

0 0 0 0 

1 2 1 
P1 -4- -- 

3 2 

2 - 7 !:_ 0 P2 3 

3 -6 + 1.:! P3 2 

4 + 1.:! +4 I'4 3 

1 -211 3 0' 2 -- 24 8 

3.:! 5 5 P/ -3- -2- 2 24 8 

und konstruiert jetzt in Bezug auf das im allgemeinen schief 
winklige Koordinatensystem YO X unter Annahme einer passenden 
Längeneinheit die vorstehenden Werte von x als Abscissen und 
die entsprechenden Werte von y als zugehörige Ordinaten. Hier 
durch erhält man die n Punkte 

P0, P1, P2, P8 •••• i: 
und durch Verbindung derselben mittelst eines stetigen Kurven 
zuges die wirkliche Bahn des bewegten Punktes. Sollte diese 
Bahnkurve an manchen Stellen nicht genügend bestimmt erscheinen, 
so kann man Zwischenwerte von t einschalten und hierdurch hin 
reichend viele Zwischenpunkte konstruieren, um dem genannten 
Mangel abzuhelfen. 

Es seien z. B. die beiden 
gegebenen Bewegungsgesetze 

t3 t2 x=3-5t, y=2-t 
und wir sollen den wahren Weg 
dieser zusammengesetzten Bewe 
gung während der Zeit zwischen 
0 und 4 Sekunden graphisch dar 
stellen. In der nebenstehenden 
Tabelle sind zunächst die Werte 
von x und y für t = 0 und 
die ersten vier Sekunden und 
hierauf die zugehörigen Punkte 
0, P1, P2, P,,, P4 nach Fig. 64 
konstruiert. Da bemerken wir, 
dass die Gestalt der Kurve zwi 
schen O und Pl' sowie P8 und 
P4 nicht sicher genug bestimmt 
ist; wir schalten deshalb die 

1 1 ,, 
Zeiten 2, bczw. 3 

2 
ein, kon- 

struieren die entsprechenden Zwischenpunkte 0', bezw. P3' und sind nun 
nicht mehr in Zweifol über die Gestalt der Bahnkurve O O' P1 P2 I','3 I';/ P4• 
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Aber man kann den wirklichen Weg einer zusammengesetzten 
Bewegung nicht blos graphisch, mit Lineal und Zirkel, sondern 
auch analytisch, cl. h. auf dem Wege der Rechnung darstellen; 
denn wenn man aus den beiden Gleichungen 

x = <p (t) und y = 1p (t), 
welche die in der Richtung der X- und der Y-Achse nach der 
Zeit /, zurückgelegten Wege angeben, die Veränderliche t eliminiert, 

y 

I'z 

Fig. 64, 

so erhält man die Gleichung der wirklichen Bahn unseres 
Punktes in Bezug auf das im allgemeinen schiefwinklige 
Parallelkoordinatensystem YO X. 

Im obigen Beispiel war 
t3 t2 

~,c = 3 - 5 t und y = 2 -- t, 
aus der letzten Gleichung folgt 

t2 - 2 t = 2 y, also t = 1 + Vl + 2 y 
und mit Einsetzung dieses Wertes in die erste Gleichung 

1+-V1+2v 
X = (2 ?J - 13 + 2 -V 1 + 2 1/) · S ' 

die Gleichung der Kurve, welche wir in der obigen Figur konstruiert haben, 
in Bezug auf das schiefwinklige Parallelkoordinatensystem YO X. 

Übungsbeispie le. 
103. Ein Punkt bewegt sich gleichzeitig auf zwei unter be 

liebigem Winkel a zu einander geneigten Geraden und die vom 
Durchschnittspunkt O ausgerechneten Wege bestimmen sich aus 
den Formeln 

t2 x = 2 - 2 und y = t2 - 3 t; 
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man soll die Bahnkurve auf elem Zeitgebiete zwischen t = O und 
t = 4 konstruieren. 

104. Die Gleichung dieser Bahnkurve aufzustellen. 
Lösung: y = 2 (x + 2) - 3 y2 (x + 2). 
105. Auf den beiden Achsen eines Parallelkoordinatensystems 

legt ein Punkt gleichzeitig die Räume 
x = a, cos t und y = b ty t 

zurück. Welches ist die Gleichung der in Wirklichkeit vom Punkte 
durchlaufenen Kurve in Bezug auf jenes System? 

Antwort: x2 (b'!. + 112) = a2 b2• 

§ 43. 
Zusammensetzung zweier gleichförmiger Bewegungen. 

Das Parallelogramm der Geschwindigkeiten. 
Wenn ein Punkt P zwei gleichförmige Bewegungen besitzt, 

nämlich während der Zeit t in der Achse O X (Fig. n5) den Weg 
y X= C1 t 

zurücklegt und zugleich 
in der Geraden O Y den 
Weg 

Y = C2 t 
durchläuft, so findet man 
die Gleichung der wirk 
lich durchlaufenen Balm o, 

Fig. 65• in Bezug auf das System 
YO ..i-y, wenn man aus den beiden vorstehenden Formeln t elimi 

x 
niert. Mit Einsetzung von t = - aus der ersten in die zweite 

Ci 

Beziehung ergiebt sich ?/ = c2 • : oder 
1 

C:1. 
y=-·X 

C1 

und da wir hierin wegen der Unveränderlichkeit von c1 und l'2 
die Gleichung einer durch den Koordinatenursprung gehenden 
Geraden erkennen, so ist bewiesen, dass die resultierende Be 
wegung geradlinig ist, und es fragt sich blos noch, welcher Art 
diese Bewegung angehört, ob sie z. n. gleichförmig oder gleich 
förmig beschleunigt oder ob sie ganz ungleichförmig ist. 
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Um darüber Aufschluss zu erhalten, berechnen wir den nach 
t Sekunden vom Punkte zurückgelegten Weg O P = s und be 
dienen uns dazu des Dreiecks O Q P, in welchem die beiden 
Seiten OQ = :c = c1 t, Q P = /J = r2 t und der eingeschlossene 
Winkel 0 Q P = 180 ° - a ist; es gilt folglich nach dem Kosinus 
satze die Beziehung 

0 p = s = -Vr12 t2 + C22 t?, - .2 C1 C2 t2 cos (180° - a), 
oder, wenn wir den gemeinschaftlichen Faktor t2 ausheben und 
bedenken, dass cos (180° - a) = - cos a ist, 

s = t V c1 2 + c2 2 + 2 c1 c2 cos a. 
Setzen wir hierin den konstanten Faktor 

-Vel 2 + C2 2 + 2 cl C2 cos a = C) 
so entsteht 

S = C · t, 
die Formel für den während der Zeit t gleichförmig zurückgelegten 
Weg. Hierdurch ist bewiesen, dass sich zwei gleichförmige Be 
wegungen stets zu einer abermals gleichförmigen Bewegung zu 
sammensetzen. Dabei bildet die Geschwindigkeit der resultierenden 
Bewegung 

C = -V cl 2 + C2 2 + 2 cl C2 cos a, (1.) 
die Diagonale OD eines Parallelogramms 0 01 D C2, welches aus 
den beiden Seitengeschwindigkeiten 0 01 = c1 und 0 C2 = c2 
konstruiert ist und welches deshalb das Parallelogramm der 
Geschwindigkeiten genannt wird. 

Um die Richtung von c zu erhalten, bezeichnen wir die 
Winkel D OX und D O Y mit a1 und a2, wenden dann auf das 
Dreieck OD 01 den Sinussatz an und erhalten, weil sin (180° - a) 
= sin a ist, die Proportionen 

oder 
c1 : c = sin a2 : sin a, c2 : c = sin a1 : sin a 

c2 • sin a c1 • sin a 
sin a1 = c , sin a2 = c , 

worin a1 + a2 = a sein muss. 
. (2.) 

Wichtige Spezialfälle. 
1. Wenn ein Punkt in der s e 1 be n Geraden zugleich zwei 

Geschwindigkeiten c1 ·und c2 besitzt, welche nach derselben Seite 
gerichtet sind, so ist a = 0 und es folgt aus No. 1 
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C = Ci -j- C2, 

die resultierende Geschwindigkeit ist also dann gleich der Summe 
der Seitengeschwindigkeiten. 

2. Sind die beiden Geschwindigkeiten c1 und c2 in der näm 
lichen Geraden entgegengesetzt gerichtet, so ist a= 180° und 
es folgt aus No. 1 

die Gesamtbewegung erfolgt demnach mit der Differenz beider Ge 
schwindigkeiten nach der Richtung der grösseren Geschwindigkeit. 

3. Sind c1 und c2 rechtwinklig zu einander, so ergiebt sich 
für a = 90° aus 1 

(3.) 

und der Winkel a1 zwischen c1 und c bestimmt sich nach der ein 
fachen Formel 

(4.) 

~ I X = I y = I Bahn-1 Vx = I 3 
~ 12 sin t 3 tg t punkt 12 cos t Vy - ~os2 t 

0 0 0 0 12 s 
n 6 ys Pi 6-Vs 4 - 
6 

Jr 6-V2 3 r, 6ll2 6 
4 
:,r 

6-vs sys P3 6 12 - 
3 

:,r 
12 0 00 - 00 - 

2 

Zum Schluss wollen wir das Gesetz vom Parallelogramm der 
Geschwindigkeiten auf einen allgemeineren Fall anwenden und zu 
dem Ende zwei Bewegungen, welche in den Geraden OX, bezw. 0 Y 

stattfinden und den Ge 
setzen 
X= .12 siu t, y = 3tgt 
unterworfen sind, zu- 
sammensetzen. Aus 
den vorstehenden Be 
ziehungen ergeben sich 
die Geschwindigkeiten 

dx 
Vx -= <lt = 12 COS t, 

dy S 
Vy = d t = cos2 t 

in den Richtungen OX, 
bezw. 0 Y zur be 

liebigen Zeit t und es sind nun die Spezialwerte von .r, y, 

1'x und Vy für t = 0, ; , ; , ; und ; Sekunden in der obigen 

Tabelle zusammengestellt, sowie in Fig. 66 genau konstruiert. 



113 - 

Anfangs, zur Zeit t = 0, befindet sich der Punkt in 0, seine 
Seitengeschwindigkeiten sind O a = 12, 0 b = 3 und folglich ist 
seine wirkliche Geschwindigkeit die Diagonale ()r• des Parallelo- 

gramms Oticb ; nach; Sekunden hat der bewegte Punkt die Stelle 

P1 erreicht, seine Seitengeschwindigkeiten sind jetzt P1 a1 = 6 -V 3, 
P1 b1 = 4 und mithin wird in diesem Moment seine thatsächliche 

\ 

\ 

\ 
\ 

- - - - - - - - - - ~- ft 
\ \ 
\ I 
\ I 

' \ \ \ 

b - 
Ji:J --------------- -- 

- ... ------ ----- 

\ 

\ 
\ 

fl~.,.L-.~~'--"--------'<-~az 

a, 
18 X 

I 
I 

Fig. 66. 

Geschwindigkeit nach Richtung und Grösse ausgedrückt durch die 
Diagonale I'1 c1 des Parallelogramms P 1 a1 c1 b1 u. s. w. 

Natürlich können diese resultierenden Geschwindigkeiten O c, 
P1 c1, A c2 u. s. w. nicht blos graphisch dargestellt, sondern auch 
mittels der Formeln 1 und 2 berechnet werden. Dies kann zwar 

Geigenmüller, technische Mechanik. 8 
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füglich dem Leser überlassen werden, doch müsste derselbe, wenn 
die Rechnungs- mit den Konstruktionsresultaten übereinstimmen 
sollen, den Winkel a zu 120 ° annehmen, wie es in unserer Figur 
geschehen ist. 

Übungsbeispiele. 

106. Man vereinige diejenigen beiden Bewegungen, welche auf 
den unter 6 0 ° zu einander geneigten Achsen OX und O Y die Räume 

V o ., 3 t X = 2 - ~, 1/ = t- - 
durchlaufen und bestimme die den Zeiten 0, 1, 2, 3, 4 Sekunden 
entsprechenden Seiten- und resultierenden Geschwindigkeiten sowohl 
durch Zeichnung als auch durch Rechnung. 

107. Dasselbe thue man, wenn die Wege 
x = 3 cos t und 11 = 2 sin t 

auf zwei den Winkel 45 ° einschliessenden Geraden erfolgen, für die 
Zeiten t = 0 ~, x x · l :1r: S 1 d , 

6 4, 3 unc 2 emn en. 

~ 44. 

Zusammensetzung Yon zwei schwlngenden Bewegungen. 

Y Zur weiteren Erläuterung 
des Vorstehenden wollen wir 
jetzt den Fall ins Auge fassen, 
wo ein Punkt auf den beiden 
zu einander rechtwinkligen 
Geraden X' X (Fig. 67), Y Y' 

X'- ....,.CHJ---0---0--::>----c....o--v gleichzeitig die Räume 
l!J x=asint und 11=acost(I.) 

von O aus gerechnet zurück 
legt. Wir verfolgen zunächst 
die beiden Seitenbewegungen 
jede für sich auf dem Zeit- 
gebiete von t = 0 bist= 2 x, 

:Jr: 
Fig. s1. indem wir als Intervall 6 

wählen, die zugehörigen Werte von x und // aus den Formeln (I) 
bestimmen und die erhaltenen Resultate tabellarisch zusammenstellen. 

Po 

Y' 
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Ort Ort . IBahn-1 t x=asint in 'Vx= a COS t y=acost in Vy=-asint k 
X'X YY' pun t 

0 0 0 +a +a I..'o 0 .Po 

J'(; +~ +i-V3 +i-Vs a, 
6 Mi N, -- 1'1 2 2 
:,r 

+i-V3 +~ a a-V- - M2 +- N2 -2 :1 I'2 :J 2 2 
J'(; +a 2 1'a 0 0 0 -a .Pa 

2 +iV3 M2 
a a N4 a-V- 37'(; -2 -- -2 ,1 P,, 2 

5 a Mi -~-v.1 -i-Vs 0, 
-k +2 N;, -- P;, 6 2 2 

J'(; 0 0 - ((; -a I._J(l 0 Po 

'i a M1 -i-V3 -i-V3 N5 
a P, 6:,r -- -2 2 

4 -~-v.1 Ms a a 
N4 +i-VS p'd 37'(; 2 -2 -2 

3 
1'11 (} 0 0 +a Pn 27'(; -a 

5 -i-V3 Ms +~ a 
N2 +~VS 37'(; 2 +2 Pio 

11 a M1 +i-V3 +i-V3 Ni +~ .P11 6:,r ·-2 2 

2x 0 0 +a +a Po 0 Po 

Aus der zweiten Vertikalspalte, welche die Werte von x ent 
hält, ist zu erkennen, dass unser Punkt in der Achse X'X eine 
zwischen den Grenzen + a und -- a hin- und hergehende, oder 
schwingende Bewegung ausführt und die fünfte Spalte sagt uns, 
dass ein Gleiches mit dem Punkte in der Y-Achse stattfindet. 
Weil ferner die beiden Seitengeschwindigkeiten 

vx = ~; = a cos t und ''-'y = ~ ~ = - a sin t . . . . (II) 

8* 
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veränderliche Grössen darstellen, so sind die beiden Seiten 
bewegungen ungleichförmig; die Spezialwerte von vx und Vy 
selbst sind in der vierten und siebenten Spalte aufgeführt, sie 
zeigen periodisch sich wiederholende Zahlen, welche zwischen + n 
und - a schwanken. 

Was nun die zusammengesetzte Bewegung anbelangt,' so 
können wir erstens nach ihrer Bahnform und zweitens nach ihrer 
Art fragen. Antwort auf die erste Frage erhalten wir durch 
Elimination von t aus den beiden Gleichungen I, was am besten 
erreicht wird, wenn wir 

x = sin t, sowie // = cos t 
a a 

quadrieren und addieren; denn auf diese Weise ergiebt sich 
x2 y2 - + - = si,n2 t + cos? t = 1 a2 a2 

oder 
x2 + y2 = a2, 

die Mittelpunktsgleichung eines Kreises vom Radius a und mit 
hin bewegt sich unser Punkt auf dem Umfange eines Kreises, 
welcher mit dem Halbmesser a um den Punkt O be 
s ch rieb en i st. 

Um zweitens Aufschluss über die Art dieser Kreisbewegung 
zu erhalten, nämlich ob sie gleichförmig oder ungleichförmig ist, 
berechnen wir nach Formel 3 mit Benützung der Beziehungen II 
ihre Geschwindigkeit 

't = -V -vx2 + vy2 = -Va2 co~ t + rt2 sin} t =a-V cos" t+sin2 f 
oder 

'V=a 
und sehen nun, class letztere konstant und folglich die V er 
einigung der beiden schwingenden Bewegungen, welche den Ge 
setzen I unterliegen, eine gleichförmige Kreisbewegung ist. 

§ 45. 
Zusammensetzung zweier gleichförmig beschleunigter 

Bewegungen. 

Bewegt sich ein Punkt in den beiden Richtungen O X (Fig. 68) 
und O Y von der Ruhe aus gleichzeitig mit den konstanten Be- 
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schleunigungen A und p2, so hat er nach der beliebigen Zeit t 
in der ersten Richtung den Weg 

Q Q =X=~ t2 

zurückgelegt und in der zweiten Richtung den Raum 

OR=y=P2t2 
·2 

durchlaufen, und wir erhalten mit Einführung von t2 = 2 x aus 
Pi 

l t . d' . B . l P2 2 X d ( er ers en m ie zweite ezie iung ?/ = 2 • Pi o er 
1, =P2x ·y 
.~ P1 ' 

<lie Gleichung einer geraden X -------------- -------- t: 
Linie in Bezug auf das System r~ - __ 
YO X, welche <lurch den 

wc...,.;'-"'--:::-::-::=::-=:-l~--.!,__~..;;...x. 
Koordinatenursprung O geht Q 
und ausserdem den Punkt D Fig. 68• 

mit den Koordinaten O 01 = A, 01 D = P2 enthält, weil für die 
Abscisse x = Pt die Ordinate ?/ = p2 wird. Hierdurch wäre zwar 
festgestellt, dass die wirkliche Bewegung unseres Punktes in der 
Ger ad en OD P erfolgt, allein es bleibt noch zweifelhaft, welcher 
Art diese Bewegung angehört. 

Um hierüber näheres zu erfahren, berechnen wir den vom 
Punkte P in der Zeit t zurückgelegten Weg OP und bedienen 
uns dazu des Dreiecks O (JP, von welchem wir zwei Seiten 

O (j = m = PJ t2 und Q P = !J = ~2 t2, sowie den eingeschlossenen 

Winkel O Q P = 180° -- a kennen. Es gilt nämlich nach dem 
Kosinussatze die Gleichung 

OP= s = -V.c2 + ?J?. - 2 x • y • cos (180° - a), 
oder, wenn wir hierin für x und .lJ die obigen Werte, sowie 
cos (180° - a) = - ('.OS a setzen 

0 p = s = VP1 2 • t4 + 1?2 2 • t4 + 2 P1 P2 t4 co~~ 
4 4 4 

t2 -V - = 2 · Pi 2 + P2 
2 + 2 Pt P2 cos a. 
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Bezeichnen wir hierin zur Abkürzung die konstante Wurzel 
grösse mit p, so entsteht die Formel 

OP=-~=; t2, 
welche bekanntlich den in der Zeit t mit der Anfangsgeschwindig 
keit c = 0 und der Beschleunigung 

P = Y P1
2 + p2

2 + 2 p1 p2 cos a . . . (5.) 
durchlaufenen Raum s darstellt, und wir gelangen zu dem Ergebnis: 
die Zusammensetzung zweier gleichförmig beschleunigter 
Bewegungen giebt wieder eine geradlinige und gleich 
förmig beschleunigte Bewegung. ~ Dabei bedeutet die resul 
tierende Beschleunigung p geometrisch die Diagonale O D eines 
Parallelogramms, dessen Seiten O C1 = p1 und O 02 = P2 unter 
dem Winkel a zusammenstossen und welches deshalb das Paral 
lelogramm der Beschleunigungen genannt wird. 

In diesem Parallelogramm, bezw. in dem Dreieck O C1 D 
kann man nun die Winkel D O 01 = a1 und D O 02 = a2, welche 
p mit p1 und p2 einschliesst, wie früher im Parallelogramm der 
Geschwindigkeiten, mit Hilfe des Sinussatzes sehr leicht berechnen. 
Man erhält 

. p2 • sin a . p1 • sin a 
S'tn a1 = ----; sin a2 = ----=---, . (6.) p p 

wobei selbstredend a1 + a2 = a sein muss. 
Besondere Fälle. 

1. Für a = 0 erhalten wir aus den letzten Formeln a1 = a2 = 0, 
sowie p = -V p1 2 + pl+ 2 Pt P2 oder 

P=P1 +P2 
und das will sagen: Bewegt sich ein Punkt gleichzeitig mit zwei 
Beschleunigungen, welche in derselben Geraden und nach der 
selben Seite erfolgen, so ist seine absolute Bewegung eine gleich 
förmig beschleunigte und die Gesamtbeschleunigung gleich der 
Summe der beiden Einzelbeschleunigungen. 

2. Für a= 180° ergiebt sich aus der 5. Formel 

P = -V P1 2 + P2 2 - 2 Pt P2 oder 
P=P1 -P2, 
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woraus folgt: Hat ein Punkt in <lerselben Geraden zwei gleich 
förmig beschleunigte Bewegungen nach entgegengesetzten 
Richtungen, so ist die resultierende Bewegung ebenfalls gleich 
förmig beschleunigt, erfolgt nach der Seite der grösseren Be 
schleunigung hin und die Totalbeschleunigung ist gleich der 
Differenz der Seitenbeschleunigungen. 

ß. Für a= 90° geht <las Parallelogramm der Beschleunigungen 
in ein Rechteck über, welches durch die Diagonale p in zwei 
pythagoräische Dreiecke mit den Katheten p1 und p2 zerlegt wird, 
mithin ist die resultierende Beschleunigung 

p = VP12 + J>22 
und der Winkel a1, welchen p mit p1 einschliesst, bestimmt sich 
aus der Formel 

§ 4G. 

Zusammensetzung einer gleichmässig beschleunigten mit einer 
gleichförmigen Bewegung. 

Auf gleiche Weise wie früher ist in Figur G9 die wirkliche 
Bahn desjenigen mathematischen Punktes konstruiert, welcher in 

Fig. 69. 

den unter beliebigem Winkel a zu einander geneigten Geraden 
0 X und O Y von O aus gleichzeitig die Wege 

q 0 Q = x = 2 t
2 und Q P = !J = c t 

zurücklegt und zwar während der ersten vier Sekunden; auch die 
zugehörigen Geschwindigkeiten sind als Diagonalen der punk- 
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tierten Parallelogramme dargestellt. Nun lehrt uns allerdings schon 
der Augenschein, dass die Balm selbst krummlinig ist und die 
Geschwindigkeiten von einander abweichen (nämlich von O aus 
wachsen), dass also durch Vereinigung einer gleichmässig beschleu 
nigten und einer gleichförmigen Bewegung eine krummlinige 
und ungleichförmige Bewegung zustande kommt; allein der 
strenge Beweis hierfür kann doch nur durch die Rechnung ge 
liefert werden. 

Mit Einsetzung von t =r== y aus der rechten in die linke Be e 
q 'l/2 ziehung erhalten wir x = - • --'- oder 
2 c2 

c2 
y2 = 2 • - • a;, q 

die Gleichung einer Kurve zweiter Ordnung (Parabel) und ferner 
aus den beiden Einzelgeschwindigkeiten 

v dx qt v-dy_c 
-r s«: 'y-dt- 

nach Formel 1 die Totalgeschwindigkeit 

v = V Vx 2 + v/~- 2 Vx Vy COS a = V C2 + (q t)2 + 2 c q t cos a 
und hieraus nach § 40, Formel 5 <lie Totalbeschleunigung 

d v (]2 t + c q cos a 
p = dt = -V c2 + (q t)2 + 2 C q t cos a. 

Weil sowohl p als v sich mit der Zeit ändern, so ist analytisch 
festgestellt, dass wir es mit einer gänzlich ungleichförmigen 
Bewegung zu thun haben. 

Übungsbeispiele. 

108. Ein Punkt bewegt sich auf den Schenkeln eines rechten 
Winkels YO X und durchläuft in OX, bezw. 0 Y die Räume 
x = 2 t2, bezw. y = 5 t. Welches sind seine wirklichen Ge 
schwindigkeiten im ersten Augenblick, sowie nach 1, 2, 3, 4 Sekunden, 
wenn als Längeneinheit das Meter vorausgesetzt wird'? 

Antwort: Aus v = -Vc2 + (q t)2 ergiebt sich v0 = 5 m, 

V1= -V 26= 5, 099m, v2= Y29= 5,385ni,vö= V34=5,831m, 
V4 = -V 4] = 67403 m. 
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109. Man bestimme die entsprechenden Beschleunigungen. 
q2t 1 

Resultate: Aus JJ = -V folgt Po= 0, P1 = -:;y-- c2 + (qt)2 r 26 
2 3 = 0,196 m,, p2 = ,.r- = 0,872 m, ]J:{ = -:;y- = 0,514 m, 

r 29 r 34 

p, = -v:l = 0,625 ,n. 
~ 47. 

Das Zerlegen der Geschwindigkeiten und Besehleunigungen, 

Mit Ililfe des Gesetzes vom Parallelogramm der Geschwindig 
keiten, welches wir in ~ 43 abgeleitet haben, kann man nun auch 
eine gegebene Geschwindigkeit c in zwei Seitengeschwindigkeiten 
oder Geschwindigkeitskomponenten zerlegen, d. h. man kann 
zwei solche Geschwindigkeiten c1 und c2 ausfindig machen, dass 
der Punkt in deren gleichzeitigen Besitz die thatsächliche Ge 
schwindigkeit c haben würde. 

Zu diesem Behufe legt man durch den Anfangspunkt A der 
gegebenen Geschwindigkeit AB= c (Fig. 70) in beliebig ge 
wählten Richtungen zwei Gerade, 
sodass die eine den Winkel a1 nach 
der einen und die andere den Winkel a2 

nach der entgegengesetzten Seite mit c 
einschliesst und zieht durch B Parallele B, 

zu diesen Linien. Dann sind A B1 = c1 
und A B2 = c2 zwei Geschwindigkeiten, welche in ihrer Vereinigung 
die resultierende < +esch windigkeit c liefern würden, also die beiden 
gewünschten Geschwindigkeitskomponenten für c. 

Dieselben können auch leicht rechnerisch bestimmt werden; 
denn durch die Diagonale AB = c zerfällt das Geschwindigkeits 
parallelogramm in zwei kongruente Dreiecke, von denen jedes die 
drei Seiten ci, c und c2 mit den Gegenwinkeln a2, 180° - (a1 + a2) 
und a1 besitzt; es gelten also nach dem Sinussatze die beiden 
Proportionen 
c1 : c = sin a2 : sin (a1 + a2) und c2: c = sin a1 : sin (a1 + a2), 
woraus folgt 

c • sin a2 d c • sin a1 c1 = ) un C2 = ( . ( 'i'.) sin (a1 + a2 sin a1 + u2) 

Fig. 70. 
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Für den speziellen und besonders wichtigen Fall, dass die 
beiden Seitengeschwindigkeiten c1 und c2 normal zu einander 
angenommen werden, ist das Geschwindigkeitsparallelogramm ein 
Rechteck und es gelten daher die einfacheren Formeln: 

C1 = c • cos a 1 und C2 = c • sin a1• • ( 8.) 
Ebenso kann man auf Grund des Gesetzes vom Parallelo 

gramm der Beschleunigungen eine gegebene Beschleunigung p in 
den willkürlich angenommenen Richtungen a1 und a2 konstruktiv 
in die beiden Seitenbeschleunigungen A B1 = P1 und A B2 = P-2 
zerlegen. 

Analytisch findet man die letzteren einfach dadurch, dass 
man in den vorstehenden Formeln 7 und 8 an die Stelle der Ge 
schwindigkeiten c, c1 und c2 die Beschleunigungen p, p1 und P2 
setzt, nämlich allgemein 

p • sin a2 p • sin at 
P1 = . ( + ) und P2 = . ( + ) , . (9.) sin a1 a2 sin at a2 

und für den besonderen Fall, dass die Seitenbeschleunigungen p1 

und p2 rechtwinklig zu einander gewählt werden, 
p1 = p cos a1 und p2 = p sin a1• • (10.) 

Übungsbeispiele. 

110. Man soll die Geschwindigkeit c = 11 m in zwei Kompo 
nenten c1 und c2 zerlegen, welche mit c die Winkel a1 = 58° 
und a2 = 7 3 ° einschliessen. 

Resultate: c1 = 18,938 1n und c2 = 12,86 m. 
111. Ein Punkt bewegt sich geradlinig von der Ruhe aus 

mit der konstanten Beschleunigung p = 3 m. Man soll diese 
Bewegung in zwei Seitenbewegungen zerlegen, welche mit der ge 
gebenen Bewegung die Winkel a1 = 83° 33' und a2 = 54° 32' 
einschliessen und die entsprechenden Beschleunigungen p1 und P2 
durch Rechnung bestimmen. 

Resultate: p1 = 2,445 m und p2 = 1,659. 

§ 48. 
Der schiefe Centralstoss. 

Wenn wir früher (im zweiten Kapitel) unsere Betrachtungen 
auf den geraden Centralstoss beschränken mussten, so können 
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wir jetzt don schief en centrischen Stoss auf jenen zurückführen, 
indem wir jede der beiden Geschwindigkeiten c1 und c2 vor dem 
Stosse in zwei Komponenten parallel und rechtwinklig zur Stoss 
richtung zerlegen. Die letzteren werden durch den Stoss nicht 
beeinflusst, bleiben also ungeändert und die ersten ändern sich 
nach den Regeln des geraden Centralstosses. Man erhält daher 
die Geschwindigkeiten beider Körper n ach dem Stosse, wenn man 
die geänderten Geschwindigkeitskomponenten wieder mit den un 
geänderten (zur Stossrichtung normalen) Komponenten vereinigt. 

Besitzen demnach zwei homogene Kugeln (Fig. 71) mit den 
Massen M1 und M2 unmittelbar vor ihrem Zusammentreffen die 
Geschwindigkeiten C1D1=c1 

und C2 D2 = c2. welche mit 
der Centrale X X' die Win- 

kel D1 cl X= al und X.-' --r---;lf,,'=--~-f---~~--+-➔x 
D2 02 X= a2 einschliessen, 
so sind die Geschwindigkeits 
komponenten in der Stoss 
richtung Fig. 71. 

cl A1 = C1 cos al und c'J A2 = C2 cos a2, 
Dieselben gehen infolge der Stosswirkung nach 8 18, Formel 8, 

bezw. 0 über in 
(1 + k) M2 

V1 = Ci cos a1 - M
1 
+ M

2 
( C1 cos a1 - C2 cos a2) 

und 
(1 + k) M,. 

V:1, = C2 cos a2 + Mi+ M
2 

(c1 cos a1 - C2 cos a2), 

wobei auch für die Massen 1111 und M2 beider Körper deren Ge 
wichte 01 und 02 gesetzt werden können und vereinigen sich mit 
den durch den Stoss unberührt gelassenen (zur Stossrichtung senk 
rechten) Seitengeschwindigkeiten 

01 B1 = c1 sin a1, 02 B2 = c2 sin a2 
nach § 43, Formel 3 zu den resultierenden Geschwindigkeiten 

w1 = -V v1
2 + (c1 sin a1)2, w2 = Y v2

2 + (c2 sin a2)2• 
Die Winkel ß1 und ß2, unter welchen w1 und W2 zu x'x geneigt sind, 

bestimmen sich auf Grund der Formel .-1, in § 4H aus den Beziehungen 
C1 sin a1 t c2 sin a2 

tg ß1 = v t und g ß2 = V2 • 
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Es bewege sich z. B. nach Figur 71 die 4 kg schwere rechte 
Kugel in der Richtung E2 F2 mit der Geschwindigkeit c2 = 6 m 
und die 8 kg wiegende linke Kugel in der Linie E1 F1 mit der 
Geschwindigkeit c1 = 10 m; im Momente des Zusammentreffens 
schliessen c1 und c2 mit der Centrale X' X die Winkel a1 = 30° 
und a2 = 60 ° ein und der Stosskoeffizient sei le = ~ • Dann 
haben wir 
c1 cos a1 = 10 · cos 30° = 8,66 m, c2 cos a2 = 6 cos 60° = 3 m, 
ferner, wenn wir 8 für M1, sowie 4 für M2 setzen, 

V1 = 8,66 - ~ ( 8,66 - 3) = 8.66 - 2,83 = 5,83 m 

und 
1V2 = 3 + 8,66 - 3 = 8,66 m, 

mithin, weil 
c1 sin a1 = 10 sin 3 0 ° = 5 m, c2 = c2 sin a2 = 6 sin. 6 0 ° = 5,2 m 
ist, 

w1=Vv12 + (c1 sin a1)2 = 'i,68 m, 

w-i. = -Vv22 + (c2 sin a2)2 = 10,1 m 
und endlich aus 

5 O 8 5,2 
tg ß1 = 5 83 = , 576, tg ß2 = 8 66 = 0,60046 ' ' ß1 = 40° 3'i4, sowie ß2 = 30° 59'. 

Übungsbeispiele. 
112. Eine 3 kg schwere homogene Kugel, welche sich mit 

3 m Geschwindigkeit bewegt, stösst auf eine 12 kg wiegende Kugel 
unter einem Winkel von 6 0 ° gegen die Centrale. Mit welchen 
Geschwindigkeiten w1 und w2, sowie unter welchen Winkeln ß1 
und ß2 zur Centrale gehen beide Kugeln nach dem Stosse aus 
einander, wenn letzterer ein vollkommen unelastischer ist'? 

Resultate: w1 = 2,615 m, w2 = 0,3 m, ß1 = 83° 25' und 
ß2 = 0°. 

113. Wie würden sich diese Resultate unter der Voraussetzung 
abändern, dass die Kugeln beim Stosse vollkommen elastisch sich 
verhalten? 

Antwort: w1 = 2,7496 m, w2 = 0,6 rn , ß1 = 109° 6' und 
ß2 = 0°. 
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VI. Kapitel. 
Die Wurfbewegung. 

§ 40. 
Der schiefe Wurf. 

Eine geeignete Anwendung der in den beiden letzten Kapiteln 
vorgetragenen Lehren bietet die Wurfbewegung dar, welche durch 
einen unter beliebigem Winkel Z A X = a (Fig. 72) zum Horizont 
mit bestimmter Geschwindigkeit c fortgeschleuderten Körper er 
zeugt wird. Sieht man dabei vom Luftwiderstande ab, so sind 
nur zwei Bewegungsursachen vorhanden, nämlich die Trägheit 

z r 

Y' 
des Körpers und die Anziehungskraft der Erde. Bei Ab 
wesenheit der letzteren würde der Körper weder die ursprüngliche 
Richtung .AZ noch seine Geschwindigkeit c ändern, mithin nach 
t Sekunden den Weg 

Fig. 72. 

.AB=ct 
zurücklegen und infolge der Schwerkraft allein müsste er sich 
mit der Beschleunigung g = 9,81 m dem Erdmittelpunkt nähern, 
also während der Zeit t die vertikale Strecke 

.AD=BP=fLt2 
2 

durchfallen. Da aber beide Kräfte gleichzeitig wirken, so ist der 
wahre Ort unseres Körpers der vierte Eckpunkt P des aus den 
Seiten .AB und AD konstruierten Bewegungsparallelogramms .AB PD. 
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Beziehen wir jetzt den Punkt P auf <las rechtwinklige System 
YA X, indem wir seine Koordinaten A (J = x und Q P = /I setzen, 
so erhalten wir nach Figur 72 

AQ = AB cos a 
oder 

x = ct cos a . 

und Q P = QB·- BP= ..:l B sin a - BP oder 

t O g t" (9) 11 = c s1in a - 2 • ~, . . ,,,. 

zwei Formeln, mit Hilfe welcher man leicht berechnen kann, wie 
weit sich der unter <lern Elevationswinkel a mit der Anfangs 
geschwindigkeit c geworfene Körper nach t Sekunden in horizon 
taler und in vertikaler Richtung von A entfernt hat. 

(1.) 

Übungsbeispiele. 
114:. Mit 200 1n Geschwindigkeit wird ein Körper unter 30° 

gegen den Horizont fortgeschleudert; man bestimme seine Ent 
fernung nach 4" in horizontaler und vertikaler Richtung. 

Resultate: x = 6'92,82 1n und y = 243,04 1n. 
116. Welche Lage nimmt ein Körper, welcher jetzt mit 40 m 

Geschwindigkeit und dem Elevationswinkel von 6 0 ° geworfen wird, 
nach 10" ein'? 

Antwort: x; = 200 112, y = - 144,08 1n. 
116. Wann erreicht der letztere Körper eine durch seinen 

Ausgangspunkt A gelegte Horizontalebene '? 
Antwort: Für y = 0 ergiebt sich aus der 2. Formel t=7,07911

• 

117. Wie weit hat er sich dann von A entfernt? 
Antwort: x = 141,58 m. 

S so, 
Grösse und Richtung der Geschwindigkeit in irgend einem 

Punkte der Flugbahn. 

Aus den Formeln 1 und 2 erhalten wir laut § 37 
dx 

Vx = dt = COS a, 
<lie Horizontalgeschwindigkeit Pa (Fig. 73) und 

dy . 
Vy = d t = c sin a - (I t, 
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<lie Vertikal geschwindigkeit Pb, welcher der unter dem Elevations 
winkel a mit der Anfangsgeschwindigkeit c von A aus geworfene 
materielle Punkt P nach irgend einer Zeit t besitzt. Hieraus er 
giebt sich nach ~ 43, Formel 3 seine resultierende Geschwindig 
keit Pr gleich 

7' = Yvx2+'vy2= Yc2 + 2cg isin. a -- g2 t2 
=-Ve•-· 2 _g (ct sin a~-~ t'), 

oder mit Benutzung von Formel 2 des vorigen Paragraphen 
10 = -Vc2 - 2 g y, ( 3.) 

während sich auf Grund der Be 
ziehung 4 in§ 43 der Winkel c Pa= ß, 
welchen v mit der rechten Seite der 

Abscissenachse einschliesst, aus 

V 

V 
tg ß = i oder 

Vx: . 

c sin a - y t (4.) to ß- · 
of cos a 

bestimmen lässt. Diese letzte Glei- A 0----0------1.-- 
Q C 

chung sagt aus, dass ~q ß und so- 
nach auch ß im Laufe der Zeit t 
abnimmt; speziell für c sin a - g t = 0 oder 

Fig. 73. 

c sin a f=-- 
g 

ist ß = 0, folglich P im Kulminationspunkt O angekommen und 
daher y = CO am grössten geworden. Wir erhalten dieses 
Maximum von '.'/ durch Einsetzung des vorstehenden Wertes von t 
in Formel 2, nämlich 

:l}max = 
c2 sin2 a 

2g 

Dagegen können wir aus Formel 3 schliessen, dass die Ge 
schwindigkeit v des geworfenen Körpers mit zunehmenden y, also 
im aufsteigenden Ast der Flugbahn, abnimmt und den kleinsten 
Wert an der höchsten Stelle O erhält, es ergiebt sich für obigen 
Wert von y aus der 3. Formel 

'Vmin = -vc2 (J-= S?.n2 a) = C COS a; 
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von hier an, im absteigenden Teil der Flugbahn nimmt // wieder 
ab, demnach wächst v und durchläuft rückwärts dieselbe Reihe 
von Werten wie vorhin, bis zur Anfangsgeschwindigkeit c, welche 
eintritt, wenn y zum zweiten Male O geworden und der Punkt 
in OX angekommen ist. 

Übungsbeispiele. 
118. Ein Körper wird im luftleeren Raume unter dem Winkel 

a = 23° 45' mit der Geschwindigkeit c = 360 m fortgeschleudert; 
wie hoch ist er nach 5 Sekunden gestiegen, welches ist in diesem 
Momente seine Geschwindigkeit v und welchen Winkel ß schliesst 
letztere mit dem Horizont ein. 

Resultate: y = 602,3 m, v = 343,2 m und ß = 13° 22'. 
119. Man bestimme die Zeit, nach welcher er den höchsten 

Punkt erreicht hat und die zugehörige maximale Steighöhe. 
Resultate: t = 14,78" und '.'/max= 1071,4 m. 

§ 51. 
Wurfhöhe, Wurfzeit und Wurfweite. 

Der Abstand O O = y max des höchsten Punktes O von der 
durch A gelegten Horizontalebenen A X wird auch die Wurfhöhe 
genannt und mit h bezeichnet. Es ist deshalb 

(c sin a)2 
h=--- . (5.) 

2g 

und wir sehen daraus, dass h um so grösser ausfällt, je grösser 
einerseits c und andererseits a ist. Bei gleicher Anfangs 
geschwindigkeit c erhaiten wir für a = 90° den denkbar grössten 

c2 
Wert hmax = 2 g, die Steighöhe des senkrechten Wurfes. 

Ausser A und O bildet noch einen wichtigen Punkt die Stelle E 
(Fig. 72), in welcher die Flugbahn die durch A gelegte Horizontal 
ebene schneidet. Um dorthin zu gelangen, braucht der Körper 
oder materielle Punkt die Zeit t, welche sich aus Formel 2 für 
y = 0 ergiebt und welche auch die Wurfzeit oder Wurfdauer 
genannt wird. Wir erhalten 

2 c sin. a t=--- 
y . (6.) 
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und bemerken, class sie genau das doppelte derjenigen Zeit be 
trägt, bis zu welcher der Schei tel O der Flugbahn erreicht wurde. 

Endlich ist noch von Wichtigkeit die Entfernung A E = w, 
welche den Namen Wurfwci te führt und sich aus der Formel 1 
bestimmen lässt, indem t gleich der in Formel G angegebenen 
Wurfdauer und x = w gesetzt wird. Benutzen wir ausserdem die 
bekannte Beziehung 2 sin a cos a = sin. 2 a, so ergiebt sich 

c2 ein. 2 a 
W=----- 

fl 
und da der Sinus für den Winkel .90° den höchsten Wert 1 er- 

('i.) 

reicht, so erhalten wir bei bestimmter Anfangsgeschwindigkeit c 
für 2 a = 90° oder 

a= 45° 
die möglichst grosse Wurfweite 

c2 
'lVmax = -• 

fl 
Mit Hilfe der aus No. 7 folgenden Beziehung 

sin 2 a= w fl c2 
kann der Elevationswinkel a berechnet werden, unter welchen man 
den Körper mit der Geschwindigkeit c werfen müsste, um ein in 
horizontaler Ebene UJ Meter entferntes Ziel zu treffen; allein da 
bekanntlich sin 2 a = sin (180° - 2 a) ist, so giebt es im allge 
meinen zwei verschiedene Werte von a, welche dieser Bedingung 
genügen; denn bezeichnet a den einen, so ist der andere a' =90°-a 

' woraus man sieht, dass der erste ebensoweit von O entfernt ist, 
als der zweite von 90°. Diese Eigenschaft erhält eine noch deut 
lichere Form, wenn man a = 45 ° - y setzt, weil dadurch a'= 4 5° + r 
und somit erkennbar wird, dass a und a' von 45° gleich weit 
abstehen. 

Übrigens sind diese beiden Winkel blos dann möglich, wenn 
w u c2 
-·

1 < 1 oder w < - c2 g 
ist, sie sind speziell einander gleich: nämlich jeder gleich 45 °, sobald 

w .9 = 1 oder w = c
2 

c2 g 
sein sollte. Wäre endlich drittens . 

wg c2 - > 1 oder w > -, c2 g 
G eigen m ü 11 er, technische Mechanik. 0 
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so könnte das Ziel bei der gegebenen Anfangsgeschwindigkeit c 
überhaupt nicht erreicht werden, weil es gar keinen Winkel giebt, 
dessen Sinus grösser als 1 ist. 

Übungsbeispiele. 

120. Unter welchen Winkel muss ein Körper mit 310 1,1 

Anfangsgeschwindigkeit geschleudert werden, wenn er ein in der 
selben Horizontalebene liegendes 2000 m, entferntes Ziel treffen soll'? 

Antwort: a= 6° 17' 44", bezw. a'= 83° 42' 16". 
121. Mit einem Geschütz, für welches die Anfangsgeschwindig 

keit der Geschosse 5 6' 0 m beträgt, soll ein in derselben Horizontal 
ebene gelegenes und 4900 m entferntes Ziel getroffen werden. 
Man berechne 

1. die notwendigen Elevationswinkel a und a', 
2. die zugehörigen Wurfzeiten t und t', 
3. die entsprechenden Wurfhöhen h und h', 
4. die Geschwindigkeiten in den Kulminationspunkten 

'Vmiu und V1
min für beide Fälle. 

Resultate: a = 4° 24' 30", a'= 85° 35' 30") t = 8,770", 
t' = 113,83", h = 94,276 m, h' = 15889 m, 1·rnin = 558,33 m, 
'l'1min = 42, 7 8 17?, 

~ 52. 

Die Gleichung der Wurfkurve. 

Mit Einsetzung von t = _.x_· - aus der l. in die 2. Formel 
c cos a 

des § 49 entsteht 
- r. fl x2 1/ - X tq a - 2 2 2 , (8,) 

. ' C COS a 
die Gleichung der Flugbahn oder 

y = { 1 - lJ X ) • X tg a 
\ 2 c 2 siu. a cos a · 

Nun folgt aus Formel 7, da sin 2 a = 2 sin a cos a ist, 
w = 2 c2 sin a cos a oder . .r; _ 1 

.r; 2 c2 su: a cos a U' 

und durch Multiplikation der letzteren Beziehung mit der aus 
c2 sin2 a No. 5 sich ergebenden Gleichung --- = h 

2.r; 
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1 h h 
4 (q a = 10 oder tg a = 4 w 

und die zweite Gleichung für y geht über in 

( x) 4h If= 1-- X·-.- 
• 11) w 

oder 
4h 

Y= w2 (w~x)x, . . . . (9.) 

die Gleichung der Wurfkurve in Bezug auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem, dessen Abscissenachse horizontal läuft und dessen 
Ursprung mit dem Anfangspunkt der Bewegung zusammenfällt; 
h und w bedeuten die Wurfhöhe und die Wurfweite. 

Übungsbeispiel 122. Ein Körper wird mit der Geschwindig 
keit c = 100 1n unter dem Winkel 30° in den luftleeren Raum 
hinausgeschleudert; man entwickele mit Benutzung von Formel 8 
die Gleichung seiner Flugbahn. 

Resultat: y = ; -Va - 1Xox;o = 0,5774x- 0,000654.r,2• 

§ 53. 
Die Wurfkurve ist eine Parabel mit vertikaler Achse. 

Um zu erkennen, was für eine krumme Linie die Gleichung 
No. 9 darstellt, gehen wir zu einem neuen, ebenfalls rechtwinkligen 
Koordinatensystem über, nämlich zu einem System, dessen Ursprung 
mit elem Kulminationspunkt Oder Wurfkurve zusammenfällt, dessen 
Abscissenachse O X' vertikal steht und dessen Ordinatenachse O J7i 
folglich horizontal gerichtet ist. Sind nun für irgend einen Punkt P 
in Fig. 74 

A Q = x und Q P = y 
die alten, dagegen 

OQ'=x' und Q'P=y 
die neuen Koordinaten, so erkennt man ohne weiteres die Richtig 
keit der Beziehungen: 

AQ=AC+ CQ, QP= Q'O= 00- OQ' 
oder 

/l{) 

x = 2 + y', y = h - x' 
9* 
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und es geht mit Einsetzung dieser Werte die bereits erwähnte 
Beziehung 9 des vorigen Paragraphen über in 

h _ x' = 4 h ('W _ 7 ') (10 + 7 ') = 4 h (w2 _ 1 ,2) w2 2 Y 2 y 102 4 y ' 

., 4hy'2 4hy'2 h-x·=h---, ---,r' tr? 1,()2 - ' 

oder 
w2 

y'2=-•X'. 
4h 

X' 
Fig. 74. 

Da wir aber in der vorstehenden Formel die Scheitelgleichung 
einer Parabel erkennen, so ist die in der Überschrift dieses Para 
graphen enthaltene Behauptung bewiesen. 

Der Parameter dieser Wurfparabel ist 
w2 

2 p = 4h' 

oder mit Rücksicht auf die beiden Formeln 7 und 5 

4 c4 sin2 a cos" a g 2 c2 cos2 a 
2p= g2 ----- 2 c2 sin2 a g 

und mithin ergiebt sich als Halbparameter der Wurfparabel 

(c • cos a)2 
p = g · . . (10.) 

Diese Formel sagt uns, dass der Halbparameter p von der 
Anfangsgeschwindigkeit c des geworfenen Körpers, sowie vom 
Elevationswinkel a abhängt und zwar wird p um so grösser sein, 
je grösser c und je kleiner a ist. 
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Übungsbeispiel 123. Man bestimme den Halbparameter 
für c = 6 m und a = 5 2 ½ 0• 

Resultat: p = 1,3599 m. 

8 54. 
Zusammenstellung· der bisherigen Ergebnisse. 

Wenn also ein Körper im luftleeren Raume mit der Anfangs 
geschwindigkeit c unter dem Elevationswinkel a fortgeschleudert 
wird, so beschreibt der Schwerpunkt des ersteren eine Parabel 
mit vertikaler Achse und dem Halbparameter 

( C COS a)2 
J)=---· 

fl 
Nach der beliebigen Zeit t hat der genannte Punkt in 

horizontaler und vertikaler Richtung die Wege 

x = c t cos a und y = c t sin a - g V 
zurücklegt, während seine mit der Parabeltangente zusammen 
fallende Geschwindigkeit 

v = V c~ 2 c fl t sin a + fl2 V- = V c2 - 2 g y 

unter elem durch die Formel 
c sin, a - gt 

tgß=----- 
c cos a 

bestimmten Winkel ß zum Horizont gerichtet ist. Diese Ge 
schwindigkeit nimmt im aufsteigenden Aste der Flugbahn allmälig 
ab und erreicht im höchsten Punkte der letzteren nach der Zeit 

c sin a 
t1=-- 

fl 

den kleinsten Wert 
Vmin = C COS a, 

dagegen wächst v im absteigenden Parabeiast und durchläuft in 
umgekehrter Reihenfolge dieselben Zahlenwerte wie im aufsteigenden, 
sodass der Körper nach 

2 
2 c sin a 

t2 = t1 = --- g 
Sekunden wieder mit der Anfangsgeschwindigkeit c in der durch 
den Ausgangspunkt A der Bewegung gelegten Horizontalebene 
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anlangt. Im letzteren Moment ist der Körper von A um die 
Wurfweite 

c2 sin 2 a 
1V=--- 

!J 
entfernt, wohingegen sein grösster Vertikalabstand von der ge 
nannten Horizontalebene durch die Wurfhöhe 

(c sin a)2 
h=--- 2y 

dargestellt wird. 
Die Wurfweite w wächst bei konstanter Anfangsgesch win 

digkeit c mit dem Elevationswinkel a und erreicht für a = 45° 
ihren grössten Wert 

c2 
2Vmax = -, g 

bei weiter wachsendem a nimmt w wieder ab. Die Wurfhöhe h 
nimmt dagegen bei steigendem a beständig zu und wird am 
grössten für a = 90°, wo sie die Steighöhe 

c2 
hmax = 2g 

des vertikalen Wurfes repräsentiert. 
Alles dies gilt jedoch nur unter der Voraussetzung, dass die 

Wurfbewegung im luftleeren Raume stattfindet. Bei Berück 
sichtigung des Luftwiderstandes. welcher mit der Geschwin 
digkeit rasch wächst, fallen die Wurfweite w, die Wurfhöhe h und 
die Geschwindigkeit v kleiner, dagegen die Wurfdauer t grösser 
aus, als es die vorstehenden Formeln verlangen und zwar wird 
die Abweichung um so bedeutender, je grösser die Anfangs 
geschwindigkeit c war. Die Flugbahn selbst ist dann keine Parabel 
mehr, sondern eine andere, parabelähnliche Kurve, welche » ballis 
tische Linie« genannt wird. Die Aufstellung ihrer Gleichung, 
sowie die allgemeine Berechnung von v, h, w und t würde uns 
hier zu weit führen und bietet ohnehin kein maschinentechnisches 
Interesse. 

§ 55. 
Übungsbeispiele. 

124:. Seit dem Moment, wo ein Körper unter 36 ° zum Horizont 
mit 5 0 m Geschwindigkeit fortgeschleudert wurde, sind gerade 4 ;, 
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verflossen. Welche Räume hat der Körper in horizontaler und 
vertikaler Richtung zurückgelegt, welches ist seine Horizontal-, 
seine Vertikal- und seine wirkliche Geschwindigkeit im genannten 
Augenblicke und unter welchem Winkel ist die letztere gegen den 
Horizont gerichtet? 

Antwort: x = 161,8 m, y = 39,08; 1Jx = 40,45 m, "s = - 
9,85 m; v = 46, 71 n2,, ß = 166° 19'. 

125. Ein materieller Punkt wird mit 10 m Geschwindigkeit 
unter 45 ° gegen den Horizont fortgeschleudert; man bestimme die 
Wurfweite, die Wurfhöhe und die Gleichung der Flugbahn. 

Resultate: w = !00 = 10,1986 1n; h = 25 = 2,5484 1n 
g [J 

(J x2 
und y = a:; - 100 = ;1; - 0,0981 x

2• 

126. Unter welchem Elevationswinkel a und mit welcher An 
fangsgeschwindigkeit c müsste ein Körper im luftleeren Raume 
geworfen werden, damit er 1000 m Wurfweite und 94,3 ni Wurf 
höhe erreicht 't 

Antwort: a = ~ 20° 40' und c = 121,88 m. 

127. Nach wie viel Sekunden passiert dieser Körper den 
höchsten Punkt und welche Geschwindigkeit besitzt er im be 
treffenden Momente? 

Antwort: t = ~ 4,4" und v = 114,04 m. 
128. Den Halbparameter der Wurfparabel zu berechnen. 
Resultat: p = 1325,5 m. 

129. Unter welchem Elevationswinkel muss der Lauf eines 
Geschützes gerichtet werden, um bei der Anfangsgeschwindigkeit c 
des Geschosses einen Punkt P1 mit den Koordinaten x1, y1 zu 
treffen, wenn vom Luftwiderstande abgesehen wird? 

Lösung: Da P1 auf der Flugbahn liegen muss, so haben 
seine Koordinaten der Gleichung zu genügen. Setzte man aber 

in letzterer x = ,x; y = y cos? a = 1 und löst die 
. 1 ' t ' . 1 + tg2 a 

hierdurch entstehende ( quadratische) Gleichung für tg a auf, so 
erhält man 
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tg a = c2 ± -V c4 - 9 ( 2 c2 .1/1 + g :t1 2). 
' g .,r,1 

130. Was ist in voriger Aufgabe über die Anzahl, bezw. Be 
schaffenheit der Werte von a zu sagen'? 

Antwort: Aus der letzten Formel ergeben sich entweder zwei 
reelle und verschiedene oder zwei reelle und gleiche oder zwei 
komplexe Werte, je nachdem 

> 
c4 < .(J ( 2 c2 .1/1 + .CJ .r:1 2) 

ist. Im ersten Falle kann das Ziel P1 unter zwei Winkeln a1 und a~ 
erreicht werden : der grössere Winkel a 1 liefert den sogenannten 
Bogen - und der kleinere Winkel a2 den sogenannten scharfen 
Schuss; im zweiten Falle ist a2 = a1, also nur ein Winkel mög 
lich, unter welchem P1 getroffen werden kann und im dritten 
Falle wäre P1 bei der Anfangsgeschwindigkeit c überhaupt nicht 
erreichbar. 

131. Man will mit einem Geschütze einen Punkt treffen, 
dessen horizontale und vertikale Entfernung 1500 und 800 m 
betragen. Unter welchem Winkel a zum Horizont müsste man den 
Lauf richten, wenn das Geschoss 400 m Anfangsgeschwindigkeit 
besitzt und vom Luftwiderstande abgesehen wird'? 

Antwort: al = r--;» 87°, a2 = f""o,.J 67° soi. 

VII. Kapitel. 
Freie Bewegung des materiellen Punktes. 

§ 5ß. 
Beziehungen zwischen Kraft und Bewegung. 

Bereits in der Elementarmechanik wurde » Kraft« definiert 
als dasjenige, was Bewegung erzeugt, hindert oder abändert, was 
also die Bewegung eines Körpers irgend wie beeinflusst; wir 
können daher auoh sagen: Wird von einem bewegten Körper ent 
weder die Grösse oder die Richtung der Geschwindigkeit ge 
ändert, so ist die Ursache davon immer eine Kraft. 
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Wir betrachten nun zunächst die Bewegung des materiellen 
Punktes, d. h. eines Körpers mit der endlichen Masse m, dessen 
Dimensionen im Verhältnis zu den übrigen Raumgrössen ver 
schwind end klein sind, mit Rücksicht auf die ihn beeinflussenden 
Kräfte und setzen voraus, dass der Punkt schon die konstante 
Geschwindigkeit c besitzt. 

Wirkt vorerst ausser der Trägheit gar keine Kraft, so wird 
weder <lie Grösse noch die Richtung von r· geändert und der 
materielle Punkt verfolgt nach <lern ersten Grundgesetze vom Be 
harrungsvenuögen cine geradlinige gleichförmige Bewegung. 

W 01m dagegen beliebig viele Kräfte auf den Punkt wirken, 
so lassen sich dieselben, weil sie letzteren zum gemeinschaftlichen 
Angriffspunkt besitzen, immer durch cine einzige Kraft P er 
setzen und cs genügt daher zu untersuchen, was geschieht, falls der 
(lie Geschwindigkeit c besitzende materielle Punkt von der Masse m 
der Wirkung lediglich einer Kraft P ausgesetzt ist. Hierbei kommt 
es aber wesentlich auf die Richtung von P an und wir können 
diesbezüglich drei Fälle unterscheiden. 

Füllt nämlich erstens die Wirkungslinie von P mit der 
Richtung von c zusammen, so erteilt nach dem dritten Grund 
gesetze die Kraft J> dem materiellen Punkte die Beschleunigung 

p 
J) = -, 1n (1.) 

welche positiv oder negativ ist, je nachdem P im Sinne von c 
wirkt oder entgegengesetzt. Wäre P konstant, so müsste, weil m 
sich nicht ändert, auch p konstant sein und mithin der materielle 
Punkt eine gleichförmig beschleunigte, bezw. gleichförmig 
verzögerte Bewegung ausführen; wäre jedoch P variabel, so 
gewänne im Hinblick auf die obige Formel auch JJ den Charakter 
der Veränderlichkeit und der materielle Punkt bewegte sich un 
gleichförmig. Endlich würde sich insbesondere für P = 0 auch 
p = O ergehen, was die Schlussfolgerungen aus der allerersten 
Annahme bestätigt. 

Wenn zweitens die Wirkungslinie von P mit der Bewegungs 
richtung einen rechten Winkel einschliesst, so erzeugt P aber 
mals eine in ihre Richtung fallende Beschleunigung ?J, welche sich 
mit c zu einer resultierenden Bewegung zusammensetzt, es wird 
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demnach <lie Richtung des materiellen Punktes geändert und 
zwar ununterbrochen, sobald P zur augenblicklichen Bewegungs 
richtung normal bleibt, d. h. es entsteht eine krummlinige 
Bahn. 

Der dritte und allgemeinste Fall, dass die den materiellen 
Punkt angreifende Kraft P einen schief en Winkel mit der momen 
tanen Richtung desselben bildet, lässt sich auf jene beiden Fälle 
zurückführen, indem man P in zwei Komponenten zerlegt, von 
welchen die eine in die Richtung der Bewegung fällt, während die 
andere dazu senkrecht steht. Jene stellt eine Tan gen tialkraft 
dar, welche c vermehrt, bezw, vermindert und diese als N or in al 
kraft ändert stetig die Richtung von o, es entsteht demnach eine 
krummlinige Bewegung mit veränderlicher Geschwin 
digkeit. 

Wie im vorstehenden aus den vorhandenen Kräften auf die 
Bewegung des materiellen Punktes Schlüsse gezogen wurden, so 
kann man auch umgekehrt aus den Eigenschaften einer ge 
gebenen Bewegung auf die bewegenden Kräfte schliessen. Be 
wegt sich z. B. ein materieller Punkt in gerader Linie gleichförmig 
beschleunigt, so ist sicher, dass auf ihn eine konstante Kraft in 
der Geraden und im Sinne der Bewegung wirkt, durchläuft er 
dagegen eine krumme Linie, so kann die Ursache nur eine Kraft 
sein, deren Wirkungslinie mit der Kurventangente einen (im all 
gemeinen sich ändernden) Winkel einschliesst. 

Als passendes Erläuterungsbeispiel können wir den schrägen 
Wurf im luftleeren Raume vorführen. Sowie der materielle 
Punkt mit der Geschwindigkeit c fortgeschleudert ist, wirkt auf 
ihn ausser der Trägheit lediglich die Schwerkraft stetig mit immer 
gleicher Stärke nach dem Erdschwerpunkte hin. Denken wir uns 
dieselbe in jedem Augenblicke in zwei Komponente tangential und 
normal zur Flugbahn zerlegt, so wirkt die letztere beständig 
richtungsändernd und die erstere verzögernd im aufsteigenden und 
beschleunigend im absteigenden Aste der Wurfparabel. Weil der 
Winkel, welchen die Schwere mit der Bahnrichtung bildet, im Laufe 
der ersten halben Wurfdauer wächst, so nimmt die Normal 
komponente zu und die Tangentialkomponente ab, woraus sich 
erklärt, dass vom Ausgangs- nach dem Kulminationspunkte hin 
die Krümmung der Wurfbewegung grösser, dagegen die Ge- 
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schwindigkcit kleiner wird. Im absteigenden Kurvenzweig 
findet dann das Entgegengesetzte statt. 

Der Anschaulichkeit halber pflegt man übrigens die für die 
Bewegung des materiellen Punktes gewonnenen Resultate auf 
ganze Körper zu übertragen, was auch erlaubt ist, sobald die 
Dimensionen der letzteren so gering sind, dass sie im Verhältnis 
zu denjenigen ihrer Bahnen keine Berücksichtigung erheischen. 

9 57. 
Die gleichförmige Ifreisbewegung. 

Wir betrachten jetzt den einfachen und sehr wichtigen Fall, 
wo ein materieller Punkt A die Peripherie eines Kreises vom 
Radius OA =OB= r (Fig. 75) gleichförmig durchläuft. Weil 
die U mfangsgeschwindigkeit, die wir mit v bezeichnen wollen, sich 
nicht ändert, so kann auch keine Tangentialkraft vorhanden sein, 
dagegen muss die stetige Richtungsänderung hervorgerufen 
werden <lurch eine Kraft P, welche fortwährend senkrecht zur 
Kreistangente wirkt, also im Mittelpunkt 
0 angenommen werden darf. Diese Normal 
kraft P, deren Grösse uns vorläufig unbe 
kannt ist, heisst C en trip etalkraft und 
erzeugt im Punkte A nach O hin die soge 
nannte N orrnalbeschleunigung p, welche 
wir dadurch bestimmen können, dass wir 
die wirkliche Bewegung von A in die beiden 
Richtungen der Tangente A O und der 
Normale A O zerlegen. 

Angenommen, der Punkt sei in der verschwindend kleinen 
Zeit -r von A nach B gelangt, so ist nach dem Gesetze vom 
Parallelogramm der Bewegungen der während des Zeitelementes -r 
in der Richtung der Tangente mit der konstanten Geschwindig 
keit v zurückgelegte Weg 

Fig. 75. 

AC= VT 
und der in der Richtung A O mit der Beschleunigung p durch 
laufene Raum 
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Verbinden wir nunmehr B mit 0, so erhalten wir das rechtwink 
lige Dreieck B D O und es gilt daher nach dem Pythagoräischen 
Lehrsatz die Gleichung 

Bd=BD
2+na2, 

woraus mit Einführung von BO= r, ß D =AC= 1, r und 

D O = 0 A -- A D = r - p r2 folgt 2 
p2 

r2 = v2 i-2 + 1·2 - JJ r -z-2 + 4 i-4, 
p2 

Pr i-2 = v2 i-'2 + 4 i-4, 
p J' = v2 + ~2 

r:i, 

oder, weil i- eine unendlich kleine Grösse ist und daher auf der 
rechten Seite der letzten Beziehung das zweite Glied gegen das 
endliche erste Glied verschwindet, 

Hieraus ergiebt sich 
pr= v2• 

v2 
P=-, 

1" 
. (2.) 

die Normalbeschleunigung der gleichförmigen Kreisbe 
wegung. Man sieht, class letztere direkt proportional ist dem 
Quadrate der Umfangs- oder Tangentialgeschwindigkeit v, dagegen 
umgekehrt proportional dem Halbmesser 1· der Kreisbahn, dass sie 
also mit wachsendem v quadratisch zu- und mit wachsendem 1· 

einfach abnimmt. 

Übungsbeispiele. 

132. Ein Punkt durchläuft den Umfang eines Kreises von 
2 in Radius in 3 Sekunden 5 mal; man bestimme seine Tangential 
geschwindigkeit v und seine Normalbeschleunigung p. 

Resultate: v = 20,944 1n und p = 219,325 m. 
133. Die Normalbeschleunigung der gleichförmigen Kreis 

bewegung allgemein aus dem Halbmesser r der Kreisbahn und 
der Tourenzahl n zu entwickeln. 

Resultat: p = (:or• r n2 = ,__, 0,011 rn». 



-- 141 - 

la4-. Man löse <lie vorige Aufgabe für die speziellen Zahlen 
werte r = 3 1n und n = 49. 

Resultat: p = 79,233 m. 
135. Ein materieller Punkt kommt mit 12 m Geschwindigkeit 

in den Bereich einer Kraft, welche ihn mit 3 1n Beschleunigung 
anzieht. In welchem Abstande wird der erstere den Sitz der 
I etzteren umkreisen ? 

v2 144 
Antwort: Im Abstande r = f = 3 = 48 m. 

136. Welche Tangentialgeschwiridigkeit v müsste der materielle 
Punkt haben, damit er sich um den Sitz einer Kraft, welche ihn 
mit p = 2 1n Beschleunigung anzieht, im unveränderten Abstande 
r = 50 1n bewegt'? 

Antwort: v = Yp r = 10 ru: 
§ 58. 

Centripetal- und Centrifugalkraft. 

Von der Normalbeschleunigung v = v
2 
können wir jetzt auch r 

auf die Oentripetalkraft P schliessen, welche jene erzeugt, indem 
wir den, Wert von p aus (2) in (1) einsetzen und die so ent 
stehende Beziehung für P auflösen.· Bezeichnen wir dabei, weil 
es sich bei praktischen Anwendungen nicht um einen materiellen 
Punkt, sondern um einen rotierenden Körper handelt, die Masse 
des letzteren mit M, so müssen wir noch JJ!I statt 1n schreiben 
und erhalten 

Mv2 

P=--, 
1• 

(3.) 

die Oentripetalkraft desjenigen Körpers von der Masse JJ!~ welcher 
sich mit der Geschwindigkeit v im Kreise vom Halbmesser r be 
wegt, unter der schon früher gemachten Voraussetzung, dass die 
Abmessungen des Körpers im Verhältnis zu r als unerheblich ver 
nachlässigt werden dürfen. 

Will man für die Masse M das Gewicht G des Körpers ein 
führen, so geht mit Benützung von 

G M= g 
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No. 3 über in die Beziehung 
Gv2 

P=--, 
f!T 

. (4.) 

deren Gebrauch voraussetzt, dass sowohl 1_; und .r;, als auch P 
und G mit gleichen Benennungen in die Rechnung gebracht werden. 

Zuweilen wünscht man statt der U mfangsgeschwindigkeit 1.J 

die Tourenzahl n zu benutzen. Für diesen Fall erhält man durch 
Substitution von 

xrn 
1)=-- 

30 
in No. 4 die geeignete Formel 

x2 
p = 900 g . Gr n'!., 

oder, weil der konstante Zahlenkoeffizient 
x2 -- = 0,001178 = ,-...; 0,0012 

900 g 
ist, 

P = 0,0012 Gr n2, (5.) 

worin aber nun r stets in Metern auszudrücken und P mit G 
gleichnamig ist. 

Sollte endlich die Winkelgeschwindigkeit oJ bekannt sein, so 
würde sich mit Einsetzung von 

v=wr 
in No. 3 die Centripetalkraft 

• G 1· w2 

P=- 
fl 

(6.) 

ergeben, wo nun P und G, sowie g und 1· gleich benannt sind. 

Zum Schlusse haben wir uns noch daran zu erinnern, dass 
nach dem zweiten Grundgesetze der Mechanik eine Kraft nie 
mals allein auftritt, sondern stets eine zweite hervorruft, welche 
gleiche Grösse wie jene hat, aber genau entgegengesetzt gerichtet 
ist. So erzeugt auch die Centripetalkraft immer eine Gegenkraft, 
welche Centrifugal-, auch Flieh- oder Sch w un gkr aft genannt 
wird und von derem Vorhandensein man sich durch vielerlei Er 
scheinungen überzeugen kann. 
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Eine solche bietet z. B. der bekannte Versuch, bei welchem man ein 
mit Wasser gefülltes GefäsR an das eine Ende einer Schnur befestigt (Fig. 7G) 
und cs hernach möglichst schnell im Kreise herurnschwingt. Ist nun die 
Umfangsgcschwindigkei t gon iigcnd gross, so bleibt das ·w asser selbst in den 
höchsten Punkten der Bahn 1 wo es infolge seines Gewichtes herausfallen 
sollte, doch im Gefüsse haften und zwar aus dem Grunde, weil die Centri 
fugalkraft vorn Mittelpunkte der Drohung nach der freien Wasseroberfläche 
wirkt und das Wasser in das Gefüss zurückdrückt, sobald 
nur die Schwungkraft etwas grösser ist als das Wasserge 
wicht. Die Ccntripetalkraft kommt als Zugspannung in 
der Schnur zum Ausdruck. 

Weil die Centrifugal- mit der Centripetalkraft 
an Grösse übereinstimmt, so kann erstere selbst 
verständlich ebenfalls mit Hilfe der Formeln 3 bis 6 
bestimmt werden. Diese Formeln aber lassen er 
kennen, dass beide Kräfte direkt propor 
tional sind der Masse, bezw. dem Gewichte, 
sowie dem Quadrate der Geschwindigkeit des 
rotierenden Körpers, dagegen um gekehrt pro 
portional dem Halbmesser der Kreisbahn; 
d. h. verdreifacht man z. B. das Gewicht, so wird 
P dreimal so gross, verdreifacht man aber die Ge 
schwindigkeit, so wird P neunmal so gross und 
verdreifacht man den Radius, so beträgt P nur 
den dritten Teil seines vorigen Wertes. 

Wenn wir die Umfangsgoschwincligkeit v eines rotie 
renden Körpers, z. B. eines Schwungrades, allmälig 
grösser werden lassen, so wächst die Centrifugalkraft in 
noch viol stärkerem Grade, nämlich im q u a d r a t.i s ch e n 
Verhältnisse, und da den Schwungkräften nur die Kohä 
sionskrüfte zwischen den Molekülen dos Materiales entgegen 
wirken, so wird schliesslich ein Moment eintreten, wo die 
ersteren die Oberhand gewinnen und das Schwungrad in 
Stücke fliegt. Es würde indes ein Irrtum sein, wenn man Fig. 76. 
meinte, die Schwungkraft selbst wäre cs, welche die ein- 
zelnen Stücke umherschlendert; denn die Schwungkraft dauert nur so 
lange, als das Rad ganz ist und bildete lediglich die Ursache zur Zer 
trümmerung. Sobald sich ein Stück vom Schwungrade getrennt hat, kann 
die Centrifugalkraft nicht mehr auf dasselbe wirken, und es bewegt sich so 
fort nach dem Bruche mit der Geschwindigkeit v in der Richtung der Tangente 
weiter. 

In vielen Fällen bedient man sich der Schwungkraft, 'um da 
mit gewisse Arbeiten zu verrichten, z. B. bei der Centrifugal 
Trockenmaschine, wie sie vielfach zum Trocknen der Gewebe 
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und der Wäsche angewandt wird, dann bei den Centrifugen, 
welche man in den Zuckerfabriken braucht, um den Saft aus den 
zerkleinerten Zuckerrüben zu gewinnen und ferner benutzt man 
die Centrifugalkraft in elem sogenannten Schwungregulator, 
um einen nahezu gleichförmigen Gang der Maschine zu erzielen 
oder um die Geschwindigkeit der letzteren selbst kontrollieren zu 
können. 

§ 59. 
Übungsbeispiele. 

137. Eine gewisse Sorte Bindfaden zerreisst bei Q = 10 kg 
Belastung. An das eine Ende eines Stückes von r = 2 m. Länge 
wird ein G = 3 lc,r; schwerer Körper geknüpft und um den anderen 
Endpunkt mit steigender Geschwindigkeit kreisförmig bewegt, 
bis der Faden reisst. Es fragt sich, welche Geschwindigkeit der 
Körper in diesem Momente hat. 

Auflösung: Das Zerreissen muss eintreten, sobald die Centri 
fugalkraft des Körpers grösser wird, als die Festigkeit des Fadens. 
Den Fall der Gleichheit erhalten wir aus Formel 4 für P= Q. 
Nun folgt allgemein aus 

Gv?, 
Q=- gr 

die Geschwindigkeit 
r 

v = V Qgr 
und für unsern Spezialfall erhalten wir mit Einsetzung von 
Q = 10, G = 3 und r = 2 m 

---~81-2 y 
v = V ~ = 65,4 = 8,097 rn = ,__, 8,1 m. 

138. Wie lang müsste aber die Schnur genommen werden, 
wenn sie bei 10 ni U mfangsgeschwindigkeit zerreissen soll und der 
rotierende Körper 7 kg wiegt? 

Gv2 
Resultat: 1· = -Q = 'i,136 m. ,g 
139. Wie gross ist die Fliehkraft eines G = 2 0 kg schweren 

Körpers, welcher einen Kreis mit r = 4 m langen Halbmesser in 
T = 8 Sekunden durchläuft? 
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4 Gr n2 

Antwort: P = 112 = 5,03 ky . 
.9 

14:0. Unter welcher Bedingung ist bei einem im Kreise gleich- 
förmig rotierenden Körper die Fliehkraft gleich dem Gewichte des 
letzteren ·1 

Antwort: Für P = G folgt aus der 4. Formel v2 = (I 1· oder 
V= -V gr. 

141. Welche Geschwindigkeit muss ein 6 kg schwerer Körper 
besitzen, damit er von einer ihn anziehenden Kraft P = 3 0 kg 
den gleichen Abstand r = 2 m behält'? 

Antwort: Die Geschwindigkeit v = V PJ r = 9,905 .,,_ 
14:2. Mit welcher U mfangsgeschwindigkeit muss ein mit Wasser 

gefüllter Eimer in einem Kreise von 9 m Halbmesser geschwungen 
werden, damit das Wasser nicht ausfiiesst '? 

Lösung: Es muss P > G sein und wir erhalten für den 
Gleichgewichtszustand 

v = Vgr = 9,396 m = ,....__, 9,4 m, 
die Geschwindigkeit des Eimers muss also mindestens 9,4 m be 
tragen. 

14:3. Wie stark wird die Anziehungskraft der Erde durch 
ihre Centrifugalkraft am Äquator vermindert'? 

Lösung: Wir berechnen die Schwungkraft eines Körpers vom 
Gewichte G am Äquator nach der Resultatformel des 139. Beispiels 

4rx2 

P= gT2 ,G 

und folgen dabei den sehr genauen Zahlenangaben auf Seite 223 
des logarithmisch-trigonometrischen Handbuchs von Dr. H. G. Köhler. 
Die Ausrechnung soll ebenfalls auf dem logarithmischen Wege und 
zwar mit fünfstelliger Genauigkeit erfolgen. Es ist 
der Halbmesser vom Erdäquator log 4 = 0,60206 

r = 6377398 m. log r = 6,80464 
2 lo.9 X = 0,99430 Ferner die Beschleunigung 

durch die Erdschwere am Äquator 
g = 9,78026 m 

und die U mdrehungszeit der Erde 
'I' = 86164) Sekunden. 
Geigen m ü 11 er, technische Mechanik. 

log (4 r x2) = 8,40100 

log g = 0,99037 
2 log T = 9,87065 

log (g T2
) = 10,86102. 

10 
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Mithin erhalten wir 
4r n2 

log y T2 = 8,40100 - 10,86102 = 0,539.98 - 3 
und daraus 

4 1· n2 1 
fl 1_12 = 0,003467 = ,_,, 289. 

Es ergiebt sich also P = 2;9 oder in Worten: Die Centri 

fugalkraft eines Körpers am Äquator beträgt rund den 
289 ten Teil vom Gewichte des ersteren. 

14:4. Wieviel mal grösser müsste die Umdrehungszahl der 
Erde sein, damit die Schwungkraft eines Körpers seinem eignen 
Gewichte gleich würde, sodass der Körper weder fallen noch 
steigen könnte? 

Antwort: 17 mal so gross, weil dann ihre Geschwindigkeit 
am Äquator 17 mal und folglich die Fliehkraft des Körpers 
(17)2 = 289 mal so gross wäre. 

145. Ein Eisenbahnwagen vom Gewichte G) dessen Schwer 
punkt 1,5 m über der Schienenhöhe liegt, bewegt sich auf einer 
normalspurigen Bahn von 1,435 m Spurweite. Es soll berechnet 
werden, welche Geschwindigkeit v der Wagen höchstens erreichen 
darf, damit er bei einer Krümmung des Geleises, deren Halb 
messer 200 m beträgt, durch die Centrifugalkraft nicht aus den 
Schienen geworfen werde. 

Lösung: Der kritische Moment tritt ein, sobald <lie Ge 
schwindigkeit so weit gewachsen ist, dass in Bezug auf die äussere 
Bahnschiene das statische Moment der Schwungkraft demjenigen 
vom Gewicht des Wagens, also der Stabilität gleichkommt. Aus 
der so entstehenden Gleichung folgt 

V= 30,634 m, 
wobei natürlich vorausgesetzt ist, dass beide· Schienen des Geleises 
gleich hoch stehen. 

146. Die vertikale Welle AB (Fig. 77) trägt den horizontalen 
Arm DE, auf welchem ein Körper vom Gewichte G liegt. Wie 
gross darf der Abstand des Schwerpunktes S von der Rotations 
achse, das wäre SC= x, höchstens sein, damit kein Gleiten 
des Körpers stattfindet, wenn die Tourenzahl der gleichförmigen 
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Drehbewegung mit n und der Koeffizient der gleitenden Reibung 
zwischen dem Körper und seiner Unterlage mit f bezeichnet wird? 

Lösung: Die Centrifugalkraft, welche im Schwerpunkte S 
horizontal nach rechts wirkt, ergiebt sich aus Formel 4 mit Ein- 

t xx n .. 1· h se zung von v = ~' nam 1c 

n2 
p = 900 g . G n2 x. 

Sie darf den Reibungswiderstand ·w = G f nicht überschreiten, 
weil sonst Bewegung im Sinne von I' erfolgen müsste und es gilt 
daher für den verlangten Gleichgewichts- 
fall die Bedingung P = w; welche mit 
Benützung obiger Werte übergeht in 

n2 2 - .• 

900 -Gn x- Gf 
_q 

oder 
900 f fJ 

X=---• n2n:1. 

I 
d-- ----------p--,1/.~· "7.'r-P 
IJ)l------t--~ 
I 

Dieser Abstand x hängt also ab vom 
Reibungskoeffizienten f und der Touren- ~ 
zahl n, ist dagegen unabhängig vom 
Gewichte G des Körpers; die Benennung 
von x richtet sich nach derjenigen von g, setzt man z.B. g = 9,81, 
so ergiebt sich x in Metern. · 

14 7. 'Man berechne den Abstand x für die Zahlenwerte 

G 

Fig. 77. 

f = 0,16 und n = 5. 
Resultat: x = 5,7252 m. 
148. Die vorletzte Aufgabe soll unter der allgemeineren An 

nahme gelöst werden, dass der Arm DE mit dem oberen Teile 
der Wellenachse den beliebigen spitzen Winkel a einschliesst. 

Resultat: Bezeichnet (J den dem Koeffizienten f zugehörigen 
Reibungswinkel, so erhält man den Abstand des Körperschwer 
punktes S von der Rotationsachse 

900 g cos a + f sin a 900 g 
,'.C=--·. = ' ' n 2 n 2 sin a - f cos a n 2 n 2 tg ( a - (J) 

900 g oder auch, wenn der konstante Zahlenwert --2- = ,-....J 894,6 m 
n 

10* 
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gesetzt wird, 
894,6 

x = ( ) Meter, n2 tg a - () 

woraus man erkennt, dass x mit n und a ab-, dagegen mit 
wachsendem Q zunimmt. 

I 49. Man bestimme x für die Spezialwerte n = 11, f = 0,16 
und a= 23° 451

• 

Resultat: x = 28,248 m. 

150. Den Grenzwert von x derart zu ermitteln, dass jede 
Verminderung von x oder auch von n das Abwärtsgleiten des 
Körpers auf der schiefen Ebene (nach der Rotationsachse hin) zur 
Folge hätte. 

R 1 t t. _ 900 g cos a - f sin a _ 900 g esu a . x -- -- • ------ - -----,------ 
n2 3t2 sin a + f cos- a (n 3t)2 tg (a + ()) 

894,6 u t b · · d f d d h d' B 
2 ( + ) me er, wo e1 wie erum un () urc 1e e- n tg a () 

ziehung f = tg () verknüpft sind. 
151. Man berechne dieses x für dieselben· Zahlen wie im 

vorletzten Beispiel. 
Resultat: x = 13,636 m. 

152. Wir nehmen an, der Schwerpunkt S des Körpers habe 
den Abstand a von der Achse der rotierenden Welle. Zwischen 
welchen Grenzen n1 und n2 dürfte die Umdrehungszahl liegen, 
ohne dass ein Gleiten des Körpers auf dem Arm DE weder ab - 
noch aufwärts eintritt? 

Antwort: Zwischen den Grenzen 

30 -v- g -v- 894,6 
n1 = -;; · a tg ( a + Q) = a tg ( a + ()) 

"2 = ~o .JI atg (:~ Q) = -Vat:~4::Q)° 
153. Welches sind die entsprechenden Winkelgeschwindig 

keiten? 

Antwort: co1 = -v--g - und co
2 
= -V g • 

a tg ( a + ()) a tg ( a - ()) 

und 
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~ GO. 

Das Centrifugalpendel. 

Das eine Ende eines gewichtlosen Fadens sei 1m Punkte B 
befestigt (Fig. 7 8), während das andre Ende eine kleine Metall 
kugel mit dem Schwerpunkte 8 trägt. Hebt man jetzt die letztere 
aus ihrer ursprünglichen Gleichgewichtslage seitlich heraus und 
versetzt ihr rechtwinklig zur Bildebene einen Stoss, so wird S 
eine zunächst spiralförmige Bahn beschreiben, welche aber allmälig 
in die Kreisform übergeht, nämlich von dem Momente an, wo 
sich die beschleunigenden Kräfte, und das sind hier die Centri 
fugalkraft und die Erdschwere, welche die 
Kugel beeinflussen, ins Gleichgewicht ge 
setzt haben. 

Um nun die Gleichgewichtsbedingung 
entwickeln zu können, denken wir uns 
durch den A ufhängepunkt die Vertikale 
gelegt und darauf von S das Lot S C = r 
gefällt. Dann bezeichnen wir die Pendel 
länge B 8 mit l, die Pendelhöhe BC 
mit h, den sogenannten Elongations- , 
winke! SBC mit a und zerlegen das a;' 
Eigengewicht G der Metallkugel, welches F, ----- JJ 
durch die Strecke 8 D dargestellt sein 
möge, in zwei Komponenten SF und SE, 
wovon die eine mit der Verlängerung des 
Fadens B 8, die andere mit der Horizontalen SC zusammenfällt. 

Die erstere, S fl' = ___!l_ , erregt lediglich eine Sp an nun g im cos a 
Faclen, sie wird durch die Festigkeit des letzteren aufgehoben 
und kommt für uns nicht weiter in Betracht. Die letztere ist 

1 

Fig. 78. 

8E=Gtga 
und muss ins Gleichgewicht gebracht werden durch die entgegen 
gesetzt wirkende, nach Formel 4 zu bestimmende Centrifugalkraft 

G112 
P=--· g ]'' 
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es ergiebt sich daher als Bedingung des Gleichgewichts am Centri 
fugalpendel 

P=8E 
oder 

G v2 -- = G tq a, gr . 
woraus folgt 

v2 = g r tg a. . . . . . . . ( 'i.) 
Ausser den in vorstehender Formel auftretenden Grössen v, 

r und a kommt beim Centrifugalpendel hauptsächlich noch in Be 
tracht die sogenannte Schwingungsdauer t, d. h. die Anzahl 
von Sekunden, welche zu einem vollen Umlauf der Kugel erforder 
lich ist. Da es sich mer um eine gleichförmige Bewegung 
handelt, so gilt die Grundgleichung 

s = ct, 
oder, sofern wir in unserem Falle 

s = 2 r 1r und c = v = -V g r tg a 
zu setzen haben, 

t = !__ = - 2 r n: = 2 n: V__!__, 
C V g r tg a g tg a 

oder endlich, weil noch aus der Figur 78 die Beziehung 
r tg a= - . lt 

ersichtlich ist, 

(8.) 

Dieses Resultat macht uns mit der Thatsache bekannt, class 
die Schwingungsdauer t eines Centrifugalpendcls nur von der 
Höhe h des letzteren abhängt oder mit anderen Worten: wenn 
mehrere Centrifugalpendel wohl verschiedene Elongationswinkel a 
und verschiedene Längen l, ja selbst verschiedene Kugelgewichte G, 
aber doch gleiche Höhen h besitzen, so haben sie alle die näm 
liche Schwingungsdauer t. 

Übungsbeispiele. 

154. Aus der Länge l = 3 1n und dem Elongationswinkel 
a = 7° eines Centrifugalpendels dessen Umfangsgeschwindigkeit 1.1 

und Schwingungsdauer t zu bestimmen. 



- 151 - 

Resultate: v = (sin a) • V g l - = 0,6636 m und 
cos a 

1 / l cos a 
t = 2 x • V-- = 3,462 Sekunden. 

g 

155. Der Kugel eines l = 2,5 m langen Centrifugalpendels 
wird durch Anstoss eine gewisse Geschwindigkeit v erteilt und 
erstere dreht sich, nachdem der Beharrungszustand eingetreten, 
während t = 211 einmal im Kreise herum. Wie gross ist dann 
der Elongationswinkel a und die Umfangsgeschwindigkeit v'? 

und 

.r; t2 g . 
Antwort: Aus cos a = 4 n2l = 2,5 .7t2 folgt 

hieraus v = (s£n a)• -V _f!_}_ = 7,207 m. cos a 

a=,...._,66°341 

156. Wie viel Umdrehungen in der Minute macht ein Centri 
fugalpendel von der Länge l und dem Elevationswinkel a'? 

Antwort: n = 30 · 1 / _f/_ __ 
x V l cos a 

157. Die Tourenzahl n für die Spezialwerte l = 5,2 m und 
a = 12 ° 341 zu berechnen. 

Resultat: n = 10,255. 

8 Gl. 

Der Centrifngalregulator. 

Das Centrifugalpendel entsteht auch dadurch, dass an einer 
vertikalen rotierenden Welle das Ende eines Fadens befestigt wird, 
dessen anderes Ende eine Metallkugel trägt. Die Pendelhöhe h 
ist dann lediglich von der Umdrehungszahl n der Welle abhängig; 
denn setzt man in der Resultatformel des 156. Übungsbeispieles 
l cos u = lt, so entsteht 

oder 

und mithin 
n2 n2 h = 900 g 
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woraus man erkennt, dass die Pendelhöhe h mit wachsender 
Tourenzahl n abnimmt und diesen Umstand hat man in der 
Technik dazu benützt, den Maschinen einen gleichmässigeren 
Gang zu erteilen. 

Wenn nämlich die zu überwindenden Widerstände innerhalb 
zu weiter Grenzen veränderlich sind, so reicht das Schwungrad 
zur Regulierung nicht mehr aus und man muss daher auf die 
Maschine so einzuwirken suchen, dass die bewegende Kraft 
geändert und dadurch ein genügender Ausgleich zwischen der 
letzteren und dem zu überwindenden Widerstand herbeigeführt wird. 

Man erreicht die Absicht durch den sogenannten Centri 
fugal- oder Sch wungregulator, indem man an einer mit dem 
Maschinenmechanismus in Verbindung stehenden vertikalen Rotations 

welle B D (Fig. 79) zwei schwere 
Kugeln 81 und 82 mittels zweier 
Schenkel befestigt. 

B 

Wäre nun der Widerstand W 
im Verhältnis zur bewegenden Kraft 
P zu gross, so würde der Gang 
der Maschine verlangsamt. dem 
nach n kl ein er, und. folglich nach 
obigem die Pendelhöhe R C = h 
grösser. Hierdurch würde aber 
die sogenannte Muffe JJI, welche 
mit den Schenkeln 13 S1, B s, durch 
Stäbe DA11 DA2 verbunden ist, ab 
wärts gedrückt und die Folge da- 

Fig. 79. von wäre, dass durch eine Drossel- 
vorrichtung eine Vergrösserung 

des Dampfleitungsquerschnitts und damit auch cine Verrn eh rung 
der Dampfspannung bewirkt würde. Im entgegengesetzten 
Falle, wo W gegen P zu klein wäre, entstände eine beschleu 
nigte Bewegung aller Maschinenteile, n würde also wachsen, 
demnach h abnehmen, folglich die Muffe M steigen und hier 
durch eine Verminderung des Leitungsquerschnitts ent 
stehen, was auch eine Verminderung -der Dampfspannung 
zur Folge hätte. 
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Auf analoge Weise kann bei Wasserrädern und Turbinen die 
Menge des Aufschlagwassers durch den Schwungregulator geregelt 
und so grösseren Geschwindigkeitsschwankungen der Maschinen 
organe vorgebeugt werden. 

Übungsbeispiele. 

158. An einer senkrecht stehenden Welle, welche während 
einer Minute n Umdrehungen macht, ist mittels einer l Meter 
langen Schnur eine a Kilogramm schwere Kugel befestigt. Welchen 
Winkel a bildet die Schnur mit der Wellenachse und welche 
Spannung 8 herrscht in der Schnur? 

Antwort: Der gesuchte Winkel ist bestimmt durch die Formel 
900g n2ln2G 

cos a= n2 l n2 und die Fadenspannung ist 8 = 900 g Kilogramm. 

159. Welcher Winkel ergiebt sich für die Zahlenwerten = 100 
unrl l = 1,5 m? 

Antwort: a = 86° 34' 51". 
160. Man bestimme die Spannung in der Schnur, wenn die 

Kugel 10 kg wiegt. 
Resultat: S = 167,67 leg. 
1.Hl. Die beiden Kugeln eines Schwungregulators drehen sich 

in jeder Minute 7 2 mal um. Wie gross bestimmt sich hieraus die 
Pendelhöhe B C = h '? 

Antwort: h = 0,1726 m. 

~ 132. 
Beliebige freie Bewegung des materiellen Punktes. 

Die bisherigen Ergebnisse für <lie Normalbeschleunigung p 
der gleichförmigen Kreisbewegung und die dabei auftretende 
Centrifugalkraft P lassen sich jetzt auch ausdehnen auf die un 
gleichförmige Bewegung eines Massenpunktes, welche auf ganz 
beliebiger Kurve erfolgt. 

Zunächst gilt die Formel 
'V"l. 

P=-;: 
auch für die ungleichförmige Bewegung auf dem Kreise vom 
Halbmesser r, sobald 2, die momentane Geschwindigkeit des 
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Massenpunktes bezeichnet, weil man auf dem unendlich kleinen 
Wege, welcher im nächsten Zeitelement zurückgelegt wird, die 
Geschwindigkeit v als konstant betrachten darf. Nach einem end 
lichen Zeitraume wird sich aber natürlich v und damit auch p 
um ein endliches Stück geändert haben und wir gelangen zu dem 
Satze: Bewegt sich ein Punkt mit der Masse rn ungleichförmig im 
Kreise vom Radius r, so ist seine U mfangsgeschwindigkeit v und 

v2 
damit auch seine N ormalbeschlennigung p = - , sowie die ihm r 
innewohnende Centrifugalkraft 

m o» 
P=-- 

1· 

veränderlich. Beide Grössen bestimmen sich für jeden ge 
wünschten Moment aus vorstehenden beiden Formeln, indem man 
für v die augenblickliche Geschwindigkeit des Massenpunktes 
substituiert. 

Endlich können wir die beiden Beziehungen für JJ und J> 
sogar auf den allgemeinsten Fa11 übertragen, dass sich ein Massen- 

v, punkt ungleichförmig auf 
einer ganz beliebigen Kurve 
KL (Fig. 80) bewegt. 

Angenommen, der Punkt 
hätte an der beliebigen Stelle 
A die Tangentialgeschwindig 
keit v und er bewegte sich 
im nächsten Zeitelement bis 

M 

zur Stelle A 1, so können wir 
__ _.::::,,,,-<>-~:::..__ __ ____,.__ v das unendlich kleine Kurven- 

stück AA' als einen Kreis- 
bogen mit elem Halbmesser 

A 1vI = MA' = (! ansehen, welcher bekanntlich der Krümmungs 
radius dieser Kurve im Punkte A heisst und nach den Regeln 
der Differentialrechnung bestimmt werden kann, sobald man die 
Gleichung der Bahnkurve J( L kennt. Setzen wir also in unseren 
Formeln Q für r, so bekommen wir die Normalbeschleunigung an 
der Stelle A 

Fig. 80. 

v2 
P=-, 

Q 
(9.) 
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wenn v <lie Tangentialgeschwin<ligkeit des Punktes im betreffenden 
Augenblick und Q den zugehörigen Krümmungshalbmesser be 
zeichnet, sowie die dem Massenpunkte eigene Centrifugalkraft 
P = Mp oder 

Mv2 Gv2 

P=--=--, 
Q g Q 

worin AI die Masse und G das Gewicht des materiellen Punktes, 
bezw. auch Körpers, bedeuten. 

(10.) 

Wir sehen, dass die Normalbeschleunigung p um so bedeu 
tender ausfällt, je grösser die Tangentialgeschwindigkeit v und je 
kleiner der Krümmungshalbmesser Q ist. Das Gleiche gilt für die 
Centrifugalkraft P, welche ausserdem mit der Masse M, bezw. 
dem Gewichte G wächst. Ausserdem wäre noch zu beachten, dass 
Q, v, g mit p und G mit P gleiche Benennungen haben . 

Zur Erläuterung verfolgen wir die gleichförmige Bewegung eines 
materiellen Punktes odor auch Körpers mit verhältnismäseig kleinen Dimen 
sionen auf der Parah el vom Halbparameter 2 a, deren Scheitelgleichung 

y2 = 4 a X 
ist. Zunächst bestimmen wir den Krümmungshalbmesser Q dieser Parabel, 

indem wir aus y = 2 V a X die beiden ersten Differentialquotienten ziehen. 
Es findet sich 

a -.I v'=2-----=v ~ 
2 Vax x 

und 

( ) ( 1) - f 1 -. I a 
y" = V a . - 2 . x = - 2 x . V x' 

folglich mit Weglassung des hier bedeutungslosen Minuszeichens der Krüm 
mungsradi us 

3 
2 (1 + y'2) 

Q = y'' 

3 

(:e + a) 2 
.c-Vx 

2 .c-V X 
-Va 

oder 

2( + ) -.fx·+a 
Q = X a· V--• a 

Bezeichnet jetzt v die konstante Tangontialgeschwindigkeit unseres 
Punktes auf der Parabel, so erhalten wir nach Formel 9 seine N ormalbe 
schleunigung 
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jeden Moment die Lage des letzteren bestimmt. Beispielsweise erhalten wir 
für x = 0 die Normalbeschleunigung 

v2 
Po=-, 2a 

wo der Punkt durch den Parabelscheitel O hindurchgeht und für .x: = a 
die Normalbeschleunigung 

v2 

Pt= 4aV2 
in dem Augenblicke, wo unser Punkt im Endpunkte des Parameters sieb 
befindet. 

Um die Änderung der Normalbeschleunigung p des auf der Parabel 
hinlaufenden Massenpunktes noch besser übersehen zu können, wählen wir 
die besonderen Zahlenwerte a = 1 m) V = 6 m und erhalten für 

X = 0, 3, 8, 15 . . . . Meter 
die zugehörigen N ormalbescbleunigungen 

36 36 1 9 
Po = 2 = 18 m, p3 = 8 · 2 = 4 = 2,25 m, 

36 1 2 36 1 9 
p8 = 18 · 3 = 3 = 0,667 m, p15 = -32 · 4 = 32 = 0,281ni, 

wir bemerken also, dass die N ormalbeschleunignng p des Massenpunktes um 
so kleiner wird, je weiter sich dieser vom Scheitel der Parabel entfernt, wo 
für der Grund darin zu suchen ist, dass der Krümmungahalbmesser (> wächst 
und damit die Krümmung selbst abnimmt. Ebenso ist es mit der Centri 
fugalkraft P; denn nehmen wir das Gewicht unseres materiellen Punktes G 
etwa zu 9,81 gr an, so erhalten wir aus der Formel 10 die den obigen 
Abscissen entsprechenden Centrifugalkräfte 
P0 = 18 gr, ?, = 2,25 gr, P8 = 0,667 gr, P15 = 0,281 gr. 
Wenn sich ein materieller Punkt oder Körper speziell auf g e 

r ade r Linie bewegt, so ist die Gleichung der letzteren y . Ox+ n, 
demnach ?/ = 0, y" = 0, mithin (> = oo und wir erhalten mit 
Einsetzung dieses Wertes von q ju die 9. und 10. Formel p = 0 
und P = 0, woraus folgt, dass während der geradlinigen Bewegung 
ein Körper bei irgend welcher Geschwindigkeit weder Normal 
beschleunigung noch Centrifugalkraft besitzen kann. 
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VIII. Kapitel. 
Bewegung des materiellen Punktes auf 

vorgeschriebener Bahn infolge der Schwerkraft. 
Die Lehre vom Kreispendel. 

§ 63. 

Bewegung auf schiefer Ebene ohne Berücksichtigung 
der Reibung und des Luftwiderstandes. 

Eine kleine homogene Metallkugel werde in Fig. 81 auf die 
Ebene A E gelegt, welche mit <lern Horizont A X den beliebigen 
Winkel JC A X = a einschliesst. Dann ist die Wirkung des Kugel 
gewichtes G, welches durch die Strecke MB dargestellt sein möge, 

11-c::::::.£!e:.... ---'i"\----t-----'~--J~--x 
I 

's 
\ 

B 

Fig. 81. 

eine doppelte, indem es einerseits einen Druck senkrecht zur 
schiefen Ebene A E und andrerseits das Bestreben erzeugt, nach 
welchem die Kugel auf der schiefen Ebene herabrollt. 

Um diese beiden Wirkungen genau zu erhalten, zerlegen wir 
MB in zwei Komponenten MD = N und MC = P rechtwinklig 
und parallel zur schiefen Ebene A E. Weil Winkel M BC= BM D = a 
ist, so ergiebt sich der Normaldruck 

N = G cos a 
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und die Kraft, welche die Kugel längs der schiefen Ebene herab 
zieht, MC gleich 

P= G sin a. 
Der Normaldruck N wird von der schiefen Ebene aufgenommen, 

hat daher, wenn von der Reibung abgesehen wird, gar keinen 
Einfluss auf die Bewegung der Kugel, und mithin wirkt auf die 
Kugel nur die bewegende Kraft P. Letztere ruft die Beschleu 
nigung p hervor, welche mittels der aus der Elementarmechanik 
bekannten Formel 

p p_ a- g 
gewonnen werden kann; denn mit Einsetzung des obigen Wertes 
von P ergiebt sich leicht 

p = g sin a •.. . . . (1.) 
Weil in der rechten Seite der vorstehenden Gleichung G nicht 

vorkommt, so ist die Beschleunigung eines auf schiefer Ebene 
herabrollenden Körpers vom Eigengewicht des letzteren ganz un 
abhängig, sie richtet sich blos nach dem Neigungswinkel a und 
wächst mit a; z. B. erhält man für a = o0, 30°, 60° und 90° 

die Beschleunigungen p = 0, ~, ~ -Vi = 0,866 g und g. 
Wenn man die Länge AF, die Höhe F J und die Basis A J 

der schiefen Ebene mit l, h und b, ferner die Zeit, welche der 
Körper braucht, urn vom höchsten Punkte F nach dem tiefsten 

Punkte A zu gelangen, mit t bezeichnet, so ist zunächst sin a = 1, 
mithin nach Formel 1 die Beschleunigung 

h 
r=v t 

folglich der zurückgelegte Weg 

l = ]!_ t2 = g h t2 
2 2l 

und die Endgeschwindigkeit 
h V = pt= g · - · t. l 

Mit Einsetzung von 
2 z2 J' 

t2=-, 
gh 
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also 

t=tV_?__l g i 

aus der oberen in die untere Beziehung entsteht 

h 1/ 2 v2 g2 h2 
V= (J • - • l JI- = -- . l gh gh 

oder 
V = -V 2 Y. h. . . . . . . . (2.) 

Da bekanntlich -V 2 g h die Endgeschwindigkeit eines Körpers 
ausdrückt. welcher im luftleeren Raume die Höhe h frei durch 
fallen hat, so liegt in der vorstehenden Beziehung der Satz : 
Durchläuft ein Körper die ganze Länge einer schiefen 
Ebene, so gewinnt er die nämliche Endgeschwindigkeit, 
als wenn er d i e Höhe der ersteren frei durchfallen hätte 
unter der Bedingung, dass von den Bewegungshindernissen der 
Reibung und des Luftwiderstandes abgesehen wird. 

Denkt man sich also, wie Figur 82 zeigt, eine Reihe von 
schiefen Ebenen, welche wohl dieselbe Höhe h, aber verschiedene 

1v 

I 
Fig. 82. 

i 
v--Vzgh 

Neigungen zum Horizont, demnach auch verschiedene 
Längen besitzen und lässt nun auf jeder eine Kugel herabrollen, 
so braucht dieselbe zum Durchlaufen der schiefen Ebenen aller 
dings verschiedene Zeiten, kommt aber unter obiger Voraus 
setzung immer mit der gleichen Geschwindigkeit am Fusse 
an, es ist 

V1 = V2 = V3 = V = -V 2 g lt. 
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§ 64. 
Verallgemeinerung des letzten Satzes. 

Hier entsteht die Frage, ob dieser Satz auch noch Geltung 
behält, wenn die Bahn zwischen den höher und tiefer gelegenen 
Punkten nicht gerad-, sondern krummlinig ist. Zur Beantwortung 
müssen wir zunächst den Fall ins Auge fassen, wo die schiefe 
Ebene ES (Fig. 83) plötzlich ihre Neigung um den endlichen 
Winkel ES N = ß verringert. 

Wäre der Kugelmittelpunkt in A mit der Geschwindigkeit 
AC= v angelangt, so stösst die Kugel gegen die Ebene NM 
und mit diesem Stosse muss, wie wir im zweiten Kapitel erfahren 
haben, im allgemeinen ein Geschwindigkeitsverlust verbunden 

E F 

Fig, 83. 

sein. Um letzteren zu bestimmen, zerlegen wir die Geschwindig 
keit A C = v in zwei Komponenten rechtwinklig und parallel zu 
SM, nämlich in AD und AB. Da Winkel A CD= CAB= 
FAJ=ESN=ß, so ist 

A ]) = v sin ß und A B = v cos ß. 
Erstere darf umsomehr als verloren betrachtet werden, je 

weniger elastisch der Stoss ist und es schreitet daher <lie Kugel 
auf der Ebene SM mindestens mit der Geschwindigkeit v cos ß 
fort, sodass der Geschwindigkeitsverlust an der Stelle 8 höchstens 

V - V COS ß = V ( 1 - COS ß) 
beträgt. Wir sehen, dass diese ~ür den Fall des unelastischen 
Stosses eintretende maximale Geschwindigkeitseinbusse nur vom 
Winkel ß abhängt und zwar um so geringer ist, einen je kleineren 
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Wert ß besitzt. Für ein verschwindendes ß ergiebt sich 
v (1 - cos 0) = 0, cs findet also in diesem Falle überhaupt kein 
Ge sch win d ig kei s ver 1 us t statt. 

Auf Grund dieser Thatsache können wir jetzt leicht weiter 
folgern, dass eine Kugel 0, welche im Punkte B (Fig. 84) losge 
lassen wird und uun auf heliebiger Kurve im luftleeren Raume 
ohne Reibung nach der tiefer gelegenen Stelle D rollt, in letzterer 
mit der Geschwindigkeit 

v·= -V 2 g h 
ankommt, sobald h den vertikalen Abstand .A E der Endpunkte 
fl und D bedeutet; denn wir können uns die ganze Balm B D 

Fig. 84. 

aus zahllosen und daher unendlich kurzen schiefen Ebenen zu 
sammengesetzt denken, von denen immer zwei benachbarte eine 
verschwindend kleine Neigungsdifferenz bilden, und da mithin beim 
Übergang der Kugel von einem zum nächsten Bahnelement kein 
Geschwindigkeitsverlust eintritt, so ist unser Fall auf den im 
vorigen Paragraphen zurückgeführt und die Richtigkeit der obigen 
Behauptung bewiesen. 

§ 65 .. 

Einfaches oder mathematisches Pendel. 

Dasselbe ist ein nach der unteren Seite hin mit einem Massen 
punkte beschwerter und am oberen Ende befestigter gewichtloser 
Faden, welcher in der Ebene hin und her schwingen kann. Die 

Geigenmüller, technische Mechanik. 11 
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Entfernung des materiellen Punktes P (Fig. 80) von der Auf 
hängestelle C heisst <lie Pendellänge und soll mit- l bezeichnet 
werden. Hebt man jetzt das Pendel aus seiner vertikalen Gleich 
gewichtslage C O um den Winkel B C O = a seitlich heraus und. 
überlässt es dann sich selbst, so beschreibt der materielle untere 
Endpunkt infolge der Schwerkraft einen Kreisbogen, die Geschwindig 
keit, welche in B Null war, wächst nun, bis sie im tiefsten Punkte 0 
ihren grössten Wert erreicht; von hier aus steigt der Massenpunkt 
mit abnehmender Geschwindigkeit, und erreicht, wenn von den 
Bewegungshindernissen abgesehen wird, zum zweiten Male seine 
höchste Stelle D, welche in der durch B gedachten Horizontal- 

X 

Fig. 85. 

ebene liegt. Die Bewegung von B bis D oder umgekehrt heisst 
ein Pendelschlag oder eine Pendelschwingung, die Zeit, 
welche eine solche Schwingung erfordert, führt den Namen 
Schwingungsdauer und den Grenzwinkel O GB= 0 GD= a 
nennt man Ausschlag- oder Elongationswinkel. 

Von Interesse ist zunächst die Geschwindigkeit v, welche der 
unterste Punkt des Pendels in der beliebigen Stellung GP be 
sitzt und welche bestimmt sein möge durch die beiden Koordi 
naten O Q = x, Q P = y des Punktes P in Bezug auf das recht 
winklige System mit dem Ursprung 

1 

0 und der Abscissenachse OX. 
Setzen wir aber den von der Pendellänge l und dem Ausschlag- 
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winkel a abhängigen Abstand des tiefsten Punktes O von B D, 
nämlich O A = 2 a, so hat unser Punkt von B bis P die vertikale 
Höhe 

h=AQ=OA-0Q=2a-x 

durchfallen und mithin ist nach dem vorigen Paragraphen seine 
momentane Geschwindigkeit 

v = y2 g(2 a --x), 
allerdings unter der Voraussetzung, dass der Luftwiderstand unbe 
rücksichtigt bleiben darf. Diese Voraussetzung ist aber für prak 
tische Zwecke als hinreichend erfüllt zu betrachten, wenn der 
Elongationswinkel a sehr klein ist, wenigstens nicht über 5° hin 
ausgeht, weil dann die Geschwindigkeit v sehr klein bleibt, 
und wir müssen deshalb von jetzt an im Auge behalten, dass die 
weiteren Schlüsse nur unter dieser Einschränkung ein Anrecht auf 
Geltung mit genügender Genauigkeit besitzen. 

§ 66. 

Bestimmung der Schwingungsdauer. 

Um die Zeit t zu bestimmen, welche während eines Pendel 
schlags vergeht, müssen wir uns die ganze durchlaufene Bahn, 
d. i. den Kreisbogen BOD in zahllose Teile zerlegt denken und 
ein solches Element P P1 = d s an der beliebigen Stelle P, für 
welche wir die momentane Geschwindigkeit v = V 2 g(2 a=- x) 
erhalten hatten, herausgreifen; denn die Zurücklegung des ver 
schwindend kurzen Weges d s erfolgt in der unendlich kleinen 
Zeit d t, während welcher die Bewegung als gleichförmig betrachtet 
werden darf, wir haben also d s = v d t und daraus ergiebt sich 
das Zeitelement 

ds dt=-, 
V 

<lurch dessen Integration die Bestimmung der gesuchten Zeit t in 
Aussicht steht, sobald es uns gelingt, die rechte Seite der letzten 
Gleichung von nur einer Veränderlichen abhängig zu machen. 
Da wir v schon als Funktion von x aufgestellt haben, so kommt 
es demnach noch darauf an, auch d s durch x auszudrücken. Zu 
dem Ende fällen wir von P' das Lot auf Q P, setzen die Koordi- 

11 * 
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natendifferentiale E P' = cl x, E P = cl y und haben im recht 
winkligen Dreieck PEP' nach dem Pythagoräischcn Lehrsatz die 
Beziehung 

d e = v'(dx)•+ (,Ty)'= - (dx)-V1-+ (:~r, 
wobei der dem x entgegengesetzten Lage von d x durch das 
Minuszeichen Rechnung getragen wurde, oder, weil im rechtwink 
ligen Dreieck P Q C wiederum nach dem Pythagoras 

y2 = l2 - (l - x)2 = 2 l X - x2, 

folglich 

und demnach 
2y dy = 2 i ä x - 2x ä x 

dy l-x 
dx y 

ist, 

-V z2 - 2 z x + :1:2 
d s = - (cL:r:) 1 + 2 .lJ 

= ·- ( d X) y2z X - x2 + 12 - 2 l X + x2 

2 lx;- :1·2 
oder 

ds=- ldx . V2 lx-x2 

Mit Einsetzung dieses Wertes von d s, sowie von v = -V 2 g ( 2 a - ~c) 
ds 

aus elem vorigen Paragraphen in die obige Formel d t = - 
V 

entsteht 
l d ~1; d t = -- ---------=------,,---c,----- y X ( 2 l - .t) · V 2 g ( 2 a - X) 

l d x· 

oder auch 

dt=-!·V!·-v dx )' · ( 1 - :l) (2 a x - x2 

das Zeitelement, während welchem das Pendel vom Punkte P mit 
der Abscisse O Q = x bis zum Nachbarpunkte I'' mit der Abscisse 
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.c - d x gelangt. Wie schon erwähnt, beruht diese letzte Formel 
auf der Voraussetzung, dass weder Luftwiderstand noch Reibung 
die Bewegung merklich hindern, und sie gilt deshalb mit genügender 
Schärfe nur für kleine Ausschlagwinkel, etwa bis zu 5 °. Unter 
letzterer Bedingung ist aber x, welches sich nur auf dem Spiel 
raum zwischen O A= 2 a und Null ändert, im Verhältnis zur 
Pendellänge l sehr unbedeutend und man darf daher ohne 

Bedenken den Quotienten ;/l vernachlässigen. Hierdurch geht 

das Zeitdifferential über in 
1 1/l- dx 

dt=-2· JI-· y2ax-x2 g 

und man erhält jetzt die Hälfte der Schwingungsdauer t als 
Summe aller Zeitteilchen d t, welche verfliessen, indem sich 
.1; von O A = 2 a bis zur Null vermindert, d. h. mit anderen 
Worten dadurch, dass wir den vorstehenden Ausdruck für das 
Zeitdifferential d t zwischen den Grenzen x = 2 a und .r = O 
in te gri er en. Demnach wäre 

oder, weil 

() _!_=_i.Jli_j,. d.r , 
2 2 .r; -V 2 a .r - x2 

2a 

f rlx =(_ dx =(_ dx 
-V 2 ax - x2 J -V a2 

- a2 + 2 ax - x2 J Va2 
- (.r-=:-a)2 

. .r;- a = arc s1n - a 
ist, 

x=O 

1/ l [ .. r-al t = - JI - • a1·csin-- 
.<J a 

x-2a 

= - [arc sin (- 1) - arc sin 1] · Vi_ = - (- !!._ - :rr) -Vi_ · g 2 2 g 
und daraus folgt 

t =:Jr-Vi_, . 
g (3.) 



- 166 - 

allerdings streng genommen nur eine Annäherungsformel für 
die Schwingungsdauer des mathematischen Kreispendels von der 
Länge 1, welche aber bei kleinem Elongationswinkel bis zu 5 ° für 
praktische Zwecke hinreichend genaue Resultate liefert. 

§ 67. 

Folgerungen aus der Formel für die Schwingungsdauer. 

Aus der Formel 3 in Verbindung mit dem zuletzt Gesagten 
geht hervor, dass die Schwingungsdauer t vom Ausschlagwinkel a 
unabhängig ist, sobald a nicht über 5 ° hinausgeht, d. h. ein 
mathematisches Pendel von bestimmter Länge l besitzt genau die 
selbe Schwingungszeit, ganz gleichgiltig, ob nun der Ausschlag 
1 °, 2 °, 3 ° oder 4 ° beträgt, man sagt: Pendel von gleicher Länge 
sind bei Ausschlagwinkeln bis zu 5° »isochron«, d. h. sie brauchen 
genau dieselbe Zeit zum Ausschlag. 

Dagegen ändert sich die Schwingungszeit t mit der Pendel 
länge l, z. B. entsprechen den Pendellängen von 1 und 2 1n die 
Schwingungszeiten 

tl = v:,r - = 1,003" und t2 = X vr ~ = 1,41811
• 

g g 

Bezeichnet man allgemein die den Pendellängen l1 und Z-2 
zugehörigen Schwingungszeiten mit t1 und t2, so folgt aus den 
Beziehungen 

die Proportion 

woraus man erkennt, class sich an demselben Orte die Schwingungs 
zeiten wie die Quadratwurzeln aus den Pendellängen 
verhalten. 

Eine zweite Schlussfolgerung, welche aus der Gleichung 

t=n-V~~ g 

gezogen werden kann, besteht darin; dass sich mit Hilfe derselben 
die Beschleunigung g des freien Falles für irgend einen Ort auf 
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der Erde durch Versuche feststellen lässt; denn mit Auflösung 
der letzten Beziehung nach g erhält man 

und wenn man jetzt für ein Pendel von bestimmter Länge l die 
Schwingungsdauer t bei nicht zu grossem Elongationswinkel genau 
misst, so liefert vorstehende Formel mit Einsetzung dieser beiden 
zusammengehörigen Werte von l und t die <lern genannten Orte 
eigenthümliche Fallbeschleunigung .9. 

Durch zahlreiche und mit änsacrster Sorgfalt ausgeführter derartiger 
I'cndelbcobachtungen hat man in Erfahrung gehracht, dass an der Erdober 
fläche d i o Acceleration .r; vom Aqnator nach don Polen hin ab 
nimmt, woraus mit Notwendigkeit weiter gefolgert werden musste , dass 
auch die Anziehungskraft der Erde vom Äquator nach den Polen zu allmälig 
kleiner wird. 

Diese Erscheinung ist zum Teil eine Folg o der Con tri fugal kraft, 
welche aus der Rotation der Erde um ihre Achse entspringt , mithin der 
So hw cr k r af t entgegenwirkt und nach den Polen hin abnimmt, 
sodass fJ in der gcnanuten Richtung wachsen muss; allein genaue Rechnungen 
hallen ergehen, dnss der Einfluss der Centrifugalkraft a,11 ein die Zunahme 
von // noch nicht ausreichend erklärt und man war daher gezwungen, 
anzunchmcn , dass der Er d h a l b m e s a e r nach den beiden Polen hin 
n.b n i in m t, ein Ergebuis , welches durch anderweitige Beobachtungen, 
Messungen und Rechnungen volle Bestätigung gefunden hat. Dieselbon 
hoidcn Gründe erklären auch, warum g unter denselben Breitengraden auf 
hohen Bergen geringer ist als am Meeresspiegel. 

r 
Drittens vermögen wir mittels der Formel t = x • V _!_ 

g 
diejenige Länge eines mathematischen Pendels ausfindig zu machen, 
welches eine gewünschte Schwingungsdauer t besitzen soll; denn 
es folgt 

und daraus beispielsweise für t = 3 und p 9,81 

l= 8,945ui, 

die Länge desjenigen Pendels, welches in unserer Gegend bei 
Elongationswinkeln unter 5 ° während 3 Sekunden einen Schlag 
ausführt. 

( t-)2 Insbesondere erhalten wir aus der Beziehung l = g · --;; 

für die Zeiteinheit ( t = l ") 
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fl l=-, . 
,i2 

(4.) 

die Länge desjenigen einfachen Pendels, welches per Sekunde 
einen Schlag thut und deshalb auch » Sekuud enp eudel « ge 
nannt wird. 

Da z. B. die Fallbeschleunigung unter 45 ° geographischer Breite am 
Meeresniveau 9,806 1n beträgt, so findet Rich aus 
log l = log 9,806 - 2 log x = 0,99149 - 0,99430 = 0,.9.971.9 -1 

l---= O,fH>355 m, 
die Länge des zugehörigen Sekundenpendels. 

~ GS. 

Zusammengesetztes oder physisches Pendel. 

Das einfache oder mathematische Pendel, welches als gewichts 
loser und mit einem Massenpunkte beschwerter Faden definiert 

wurde, kommt offenbar in der Wirklichkeit gar 
nicht vor und kann höchstens annähernd erzielt 
werden, indem man an eine sehr dünne Schnur 
eine im Verhältnis zur Länge der letzteren kleine 
Metallkugel von grossem spezifischen Gewichte be 
festigt. Dagegen ist es möglich, das zusammen 
gesetzte oder physische Pendel, worunter man 
jeden beliebigen festen und um eine Achse ohne 
merkliche Reibung drehbaren Körper versteht, 
folgendermassen auf das ebenerwähutc Idealgebilde 
zurückzuführen. 

Wird der in Fig. SG zur Anschauung ge 
brachte und um den festen Punkt O leicht beweg 
liche Körper durch Anstoss in eine hin- und her 
gehende Bewegung versetzt, so sucht jeder der 

Fig. se. zahllosen materiellen Punkte, aus welchen wir 
uns den Körper zusammengesetzt vorstellen dürfen, wie c in 
mathematisches Pendel zu schwingen. Weil aber die der Auf 
hängestelle O näher gelegenen Punkte kürzere Pendellängen 
besitzen, als die entfernteren, so haben sie <las Bestreben: rascher 
zu schwingen als diese, die ersteren werden daher auf die letzteren 
beschleunigend einwirken. Umgekehrt würden die von O weiter 

a 
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abstehenden Punkte für sich allein langsamer schwingen, wie 
die näher gelegenen und daher müssen diese von jenen ver 
z ö gorn d beeinflusst sein. Es wird daher zwischen diesen teils 
beschleunigenden, teils verzögerten Massenpunkten eine unendlich 
dünne, sozusagen neutrale Schicht a b von Punkten liegen, welche 
alle denselben Abstand von 0 haben und welche weder cine 
Beschleunigung, noch eine Verzögerung erfahren: diese cylinder 
schalenförmige Schicht a b schwingt deshalb genau so, wie das 
mathematische Pendel von de! Länge 

0a = 0 b = l. 
Die von O nach dem Schwerpunkt 8 des physischen Pendels 

gezogene Gerade trifft die genannte Cylinderschale in der Stelle 01, 

welche der Schwingungspunkt des zusammengesetzten Pendels 
heisst, während seine Entfernung von der Drehachse, also 0 01 = l, 
die reduzierte Pendellänge genannt wird. 

Um diese letztere zu bestimmen, braucht man nur die Schwingungs 
dauer des physischen Pendels experimentell festzustellen und dann 
die zugehörige Pendellänge aus der Formel 

( 
t )2 l=g•-;; 

zu berechnen. Hierdurch ist das physische Pendel auf das mathe 
matische zurückgeführt; denn mit Zugrundelegung der reduzierten 
Pendellänge 1 verhält sich das erstere in jeder Beziehung genau 
so wie das letztere. 

§ 69. 
Übungsbeispiele. 

162. Wie vorhalten sich die Zeiten t und t', während welcher 
sich ein Körper von der Ruhe aus ohne Rücksicht auf Reibung 
und Luftwiderstand die Länge / einer schiefen Ebene durchläuft 
und die Höhe h derselben frei durchfällt? 

Antwort: Es gilt die Proportion t: t' = l: h. 
163. Eine schiefe Ebene von der Basis b ist unter dem 

Winkel a zum Horizont geneigt. In welcher Zeit t gleitet ein 
Körper vom höchsten bis zum tiefsten Punkte, wenn dieselben 
Bedingungen wie vorhin gelten'? 
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Antwort: In t = v-~ Sekunden, sobald b und g mit g sui a 
gleicher Längeneinheit gemessen sind. 

164:. Für welchen Wert von a wird bei konstantem b die 
Zeit t ein Minimum'? 

Antwort: Für t = 45°. 
165. Man bestimme das Verhältnis zwischen der Schwingungs 

dauer t und derjenigen Zeit t', während welcher ein Körper im 
luftleeren Raume vom Ruhezustande aus die Pendellänge l frei her 
abfällt. 

Resultat: Es verhält sich t: t' = n: -V 2. 
166. Zu beweisen, dass sich die Schwingungszahlen, d. h. die 

Anzahlen der Schwingungen in einer Minute, für zwei verschiedene 
Pendel, an demselben Orte umgekehrt wie die Längen dieser Pendel 
verhalten. 

167. Die Fallbeschleunigung 9 im luftleeren Raume für den 
jenigen Ort anzugeben, an welchem das Sekundenpendel genau 
einen Meter lang ist. 

Resultat: g = n-2 = 9,8696 m. 
168. Man berechne die Länge des Sekundenpendels unterm 

Äquator, wo die Beschleunigung durch die Erdschwere 9, 7 8 ni 
beträgt. 

Resultat: l = 0,99093 m. 
169. Man bestimme die reduzierte Länge eines physischen 

Pendels, welches in Deutschland, wo die Beschleunigung der Schwer 
kraft 9,81 m beträgt, in 3 Minuten 1.93 Schwingungen macht. 

Resultat: 1,143 m. 
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IX. Kapitel. 
Drehbewegung des Körpers und die Lehre von den 

Trägheitsmomenten. 
§ 70. 

Einleitung. 

In den letzten fünf Kapiteln war nur vom materiellen Punkte 
die Rede und es ist bereits gesagt worden, dass die erhaltenen 
Ergebnisse nur dann auf Körper Anwendung finden dürfen, wenn 
die Dimensionen des letzteren gegen den Krümmungshalbmesser 
der von ihm durchlaufenen Bahn ver sch winden; die bisher ab 
geleiteten Formeln gelten also auch für jeden festen Körper ge 
nau, wenn die Bewegung des Körpers fortschreitend und ge 
radlinig, dagegen nur annähernd, so lange die Ausdehnung 
des Körpers im Verhältnis zum Krümmungsradius () der Kurve, 
auf welcher ersterer fortschreitet, sehr klein ist. Der tiefere Grund 
hierfür liegt darin, dass alle Punkte des Körpers im ersten Falle 
parallele Grade und im zweiten Falle konzentrische Kreis 
bögen mit sehr grossen Radien beschreiben, also dort genau 
und hier annähernd dieselbe Geschwindigkeit besitzen. 

Wenn demnach der Körper um eine Achse rotiert, welche durch 
denselben hindurchgeht, oder welche zwar ausserhalb liegt, gegen 
deren Entfernung aber die Dimensionen des rotierenden Körpers 
nicht vernachlässigt werden dürfen, so haben die bisher abge 
leiteten Formeln gar keinen Anspruch auf Geltung mehr und 
wir müssen über diesen in der Maschinentechnik sehr häufig vor 
kommenden Fall weitere neue Betrachtungen anstellen. Dabei 
werden wir die Erfahrung machen, dass die uns entgegentretenden 
Schwierigkeiten mit Hilfe der für den materiellen Punkt ge 
wonnenen Resultate unschwer zu überwinden sind. 

Eine derartige Aufgabe von gai;iz hervorragender Bedeutung 
besteht in der Ermittelung derjenigen Arbeitsfähigkeit, welche jedem 
sich bewegenden Körper vermöge seiner Masse 111 und vermöge 
seiner Geschwindigkeit eigenthümlich ist und welche auch » kine 
tische Energie« genannt wird. Sehr einfach liegt die Sache 
bei der fortschreitenden geradlinigen Bewegung, wo alle Punkte 
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des Körpers die gemeinsame Geschwindigkeit v haben; denn 
dann berechnet sich sein Arbeitsvermögen Av nach der bereits in 
der Elementarmechanik gewonnenen Formel 

]JI 
Av= 2v2• 

~ 71. • 
Entwicklung des Begriffes ,,'frägheitsmoment". 

Dreht sich dagegen der Körper mit der Winkelgeschwindig 
keit w um eine feste Achse O (Fig. 87), so haben die einzelnen 
Punkte des Körpers ganz verschiedene Geschwindigkeiten, nämlich 
kleinere oder grössere, je nachdem sie sich näher oder entfernter 
von der Drehachse befinden und die Ermittlung von Av gestaltet 

sich daher wesentlich schwieriger. Wir müssen 
den rotierenden Körper in seine kleinsten Teilchen 
mit den Massen 

1n1, ?Jl2, m3, m,1 ..... 1·n in]. 
zerlegt cl en ken, welche von der Drehachse die 
Abstände 

I' 
m"t 

Fig. 87. 

r1, r2, 1'3, r, ..... in in]. 
und die Geschwindigkeiten 

l\, V2, Vs, V4 .. , .. in inf 
besitzen mögen. Nun ist allgemein 

V=WfJ', 

mithin auch im speziellen 

und wir erhalten daher die kinetische Energie des rotierenden 
Körpers 

A _m1 2+m2 2+·ml', 2+!!!±. 2+ · · f v - 
2 

v1 2 v2 2 v8 2 v,1 ..... 1 n tu . 

oder mit Benutzung der obigen Werte von 1,1, v2, v3 ••••• 

1n1 1n2 ms rn, . . 
Av= 2 w2 ,,.12 + 2 w2 r22 + 2 o~2rs2 + 2 w2r,2-+ ..... Ill inf 
und das ist auch 
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Man sieht also, dass das Arbeitsvermögen eines um eine feste 
Achse rotierenden Körpers von zwei Umständen abhängt, nämlich 
erstens von der Winkelgeschwincligkeit w und zweitens 
von der Summe aller unendlich vielen Massenteilchen, 
aus welchen der Körper zusammengesetzt ist und welche 
multipliziert sind. mit den Quadraten ihrer Abstände von 
d er Drehachse. Man nennt diese Summe von unendlich vielen 
Gliedern das Trägheits morn en t des betreffenden Körpers und 
bezeichnet letzteres gewöhnlich mit J. Demnach wäre der Begriff 
Trägheitsmoment definiert durch die Gleichung 

J = m1 r1
2 + m2 r2

2 + m3 r:12 + m4 r42 + ..... in inf., (1.) 
und wir erhalten die kinetische Energie eines Körpers, welcher 
mit der Winkelgeschwindigkeit w rotiert, aus der Formel 

w2 
Av= 9 · J, ,.,., . (2.) 

worin J das auf die Rotationsachse bezogene Trägheitsmoment des 
Körpers darstellt. 

Daraus geht die Wichtigkeit dieses Begriffes hervor und zu 
gleich auch die Notwendigkeit, die Trägheitsmomente der in der 
Maschinentechnik vorkommenden Körper zu entwickeln. 

§ 72. 

Homogener Voll- und Hohlcylinder. 

Direkt angeben kann man das Trägheitsmoment nur von 
einem unendlich dünnen IIohlcylinder (Fig. 88), welcher um 
seine geometrische Achse O rotiert; denn bezeichnet man seine 
Masse mit ni und seinen Radius mit x, so ist, weil alle Massen 
teilchen denselben Abstand x von der Drehachse haben, sein Träg 
heitsmoment 

-i ='Ill,· X2, 

und es liegt zugleich auf der Hand, dass vorstehende Formel 
näherungsweise auch das Trägheitsmoment eines dünnen Hohl- 
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cylinders liefert, sobald man für .r, den mittleren Halbmesser ein 
führt. Dabei ist der dennoch begangene Fehler um so unbedeu 
tender, je weniger die Dicke des Hohlcylinders im Verhältnis zu x 
ausmacht. 

Handelt es sich dagegen um einen homogenen Vollcylinder 
mit dem Radius r, der Länge l und dem spezifischen Gewichte r, 
so denken wir uns den Radius r in unendlich viele gleiche Teile 
geteilt und durch jeden Teilpunkt einen, Cylindermantel gelegt, 

dessen Achse mit der Rotations 
achse zusamrn enfällt, wodurch sich 
der ursprüngliche V ollcylinder aus 
unendlich vielen und mithin un 
endlich dünnen Hohlcylindern zu 
sammensetzt. Greifen wir einen 
beliebigen Ilohlcylinder mit · dem 
Halbmesser .1; und der Stärke d x 
heraus, so ist sein Volumen, welches 
sich durch Aufschneiden und nach 
heriges Aufrollen leicht in eine 

Fig. 88· rechteckige Platte mit der Länge l, 
der Breite 2 n x und der Stärke d x verwandeln lässt, 

d V = 2 x n · l · d x, 
folglich sein Gewicht 

d G = r · d V = 2 r n l ,r, d x, 
demnach seine Masse 

s u -: dG =2r•n•la•,dx 
g _q 

und mithin sein Trägheitsmoment 

cl J = x2 d M = 2 r n · l . x:1 d x. 
g 

Jetzt erhalten wir das gesamte Trägheitsmoment des Cylinders 
als Summe aller cl J von x = 0 bis x = r, d. h. in der Sprache 
der Analysis 

X=r r 

J f 2 r n l . x3 d x = 2 r n l 
g g 

x=O 

r n l r4 
2g 

0 
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Dividieren wir dieses Trägheitsmoment des Cylinders 
y :n: l -rt 

J _- 2 
fl 

durch seine Masse 
1·2 :n: l y 

JJI= ---, g 
so ergiebt sich 

und hieraus folgt ,,.2 M 
J=M- =-r2, 2 2 (3.) 

das auf seine geometrische Achse bezogene Trägheits 
moment eines homogenen Vollcylinders mit der Masse M 
und dem Halbmesser r. 

Behufs Bestimmung des Trägheits 
momentes von einem homogenen 
Hohlcylinder mit den beiden Radien 
r und R (Fig. 89) stossen wir genau 
auf dasselbe Integral wie beim V oll 
cylinder, nur ist dieses Integral nicht, 
wie vorhin, zwischen den Grenzen 
x = 0 und x = r, sondern von x = r 
bis ,r, = R zu nehmen. 

R 

Auf diese Weise ergiebt sich 
Fig. 89. 

R 

.J = _2_y_:n:_l Gs d x = _2_r_:n:_l xl r :n: l . (R4 - r4) 
g jet fJ 4 2g ' 

R 

oder auch 
:n: y l J = -- (R'l. - 1·2) (B2 + 1•2). 2y 

Dividieren wir jetzt diese Gleichung durch die Masse des 
Hohlcylinders 

JJf = (R2 - 1·2) :n: l r' 
g 

so entsteht 



11n - 

,J R2 + r2 
1vl = 2 

und hieraus folgt 
R,2 + r2 J=M•----, 2 

. . . . (4.) 

das Trägheitsmoment eines homogenen Ilohlcylinders 
mit der Masse lYI und den beiden Radien R und r. 

~ 73. 

Homogener Regel. 

Wir setzen die Höhe des Kegels A C = h (Fig. 90), den 
Radius CB = CD = r und das spezifische Gewicht gleich r. 
Sodann denken wir uns den Radius CB in unendlich viele gleiche 

;} 

D ---------- 

Fig. 90. 

Teile geteilt und durch jeden Teilpunkt einen Cylindermantel ge 
legt, dessen Achse mit A C zusammenfällt. 

Hierdurch setzt sich der ganze Kegel aus unendlich vielen 
und daher unendlich dünnen Ilohlcylindern zusammen, von denen 
wir einen ganz beliebigen mit dem inneren Radius .r, der Dicke cl :1; 
und der Länge E If = y herausgreifen. Für diesen Hohlcylinder 
ist das Volumen 

folglich sein Gewicht 
d G = r d V= _2 x r xv cl x, 

demnach seine Masse 

d V = 2 1r x /J cl .:c, 
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d G 2n y tl JI = - = -- ~.r y rl .r, 
[j g 

mithin sein Trägheitsmoment 
2nr d J = .:c2 d JJ1 = -- x8 y d .:c g 

und hieraus ergiebt sich, wenn wir die Summe aller d J von x = 0 
bis .r = r bilden, d. h. mit andern Worten, wenn wir d J zwischen 
den Grenzen O und r integrieren, das Trägheitsmoment des ganzen 
Kegels 

x=r 2n1· .f = -- x3ydx. 
g 

x=O 

Jetzt ist aber hierin y eine überschüssige veränderliche Grösse, 
welche von x abhängt und demnach auch als Funktion von x auf 
gestellt werden muss. Zu dem Ende benützen wir die Ähnlich 
keit der beiden Dreiecke D E F und A CD, nach welcher 

y : h = (r - x) : r 

sich verhält und demnach 
h 

y = - (r -- x) r 
ist. Mit Einführung dieses Wertes von y in die letzte Gleichung 
für ,J entsteht 

r 

2nyhf J = --- • (rx3 - x4) d x, gr 
(l 

r 

,J _ 2 n r h . (~ _ xi>)~ _ 2 n r h . r5 
gr 4 5' L gr 20 

0 

oder 
:,i; r h r4 

J= 10g . 

Wenn man dieses Trägheitsmoment durch die Masse 

M= r2nhr 
3g 

dividiert, so ergiebt sich 
Geigenmüller, technische Mechanik. 12 
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und hieraus 

J = _!_ J1I r2, • • • • • • (5.) 
10 

das auf seine geometrische Achse bezogene Trägheits 
moment eines homogenen Kegels mit der Masse .ill und 
dem Radius r. 

§ 74. 
Die homogene Kugel. 

Eine homogene Kugel vom Radius r und dem spezifischen 
Gewicht r rotiere um einen Durchmesser X X' (Fig. 91); wir teilen 

H diese Kugel wiederum in unend 
lich dünne Hohlcylinder mit der 
gemeinschaftlichen Achse X X' und 
greifen davon einen beliebigen 

x----------+-X' mit dem inneren Radius OA = x, 
der Länge GD = 2 y und der ver- 
schwindenden Dicke d ~.c heraus. 
Von diesem ist das Volumen 

Fig. 91. 

cl V= 2xx-2y-dx=4xxydx, 
folglich sein Gewicht 

d G = r d V = 4 x r x y d x, 
demnach die Masse 

d G 4x r cl M = - = -- . X yd x, g g 
mithin das Trägheitsmoment 

d J = x2 d M = 4 n r • x8 11 cl x g .'J 

und wir erhalten daher das Trägheitsmoment J der ganzen Kugel 
als Summe aller d J von x = 0 bis x = r, d. h. wenn wir den 
letzten Ausdruck für d J zwischen O und r integrieren. Ziehen 
wir dabei in Betracht, dass im rechtwinkligen Dreieck AGO nach 
dem Pythagoräischen Lehrsatz die Beziehung x2 + ?/2 = r2 gilt 
und somit 
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ist, so erhalten wir 

und es kommt nun vorerst darauf an, das unbestimmte Integral 
zu lösen. Zu dem Ende substituieren wir r2 - x2 = x2, folglich 

x2 = r2 - ~r,2 und x d x = - x cl x, 
wodurch entsteht 

fr,2 Yr2-x2• x d x = j(r2-x.2) x(- xdx) j(z4-r2x2)dx 
5 ,2 3 3 

= 7., - ~ = ~ (3 x2 - 5 r2) 
5 3 15 ' 

ferner hieraus mit Einführung der Grenzen 
r 

f (-Vr2~ x2)s x8 -V r2 - .x2 d .x = · ( 3 r2 - 3 x2 - 5 r2) 15 
u 

r 

1 3 x2 2 r2 - - 2 r2 2 
= - t ( -Vr2 - a;2) = 15 . rs = 15 1•5 

V 

und mit Substitution dieses Resultates in die letzte Gleichung für J 
das Trägheitsmoment 

J = 4 :1r y . !_ rö = 8 :1r y rr,. 
g 15 15 g 

Wird jetzt dieses Trägheitsmoment durch die Masse der Kugel 
dividiert, so ergiebt sich, da 

4 rs :7r r 
1Jf=--=--- 

3g 
ist, 

und hieraus folgt 
2 J= - Mr2, (6) 5 . . . . . . . . 

das Trägheitsmoment einer Kugel mit der Masse Mund 
dem Radius r in Bezug auf einen Durchmesser. 

12* 
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Zu den Formeln 3 bis 6 sei noch allgemein bemerkt, dass, 
weil in der 2. Formel 

co2 
Av=2 · J 

die linke Seite Av eine mechanische Arbeit und die Winkel 
geschwindigkeit co eine unbenannte Zahl darstellt, das Träg 
heitsmoment J irgend eines Körpers offenbar auch eine 
mechanische Arbeit bedeutet. Um diese letztere z. B. in 
Meterkilogrammen zu erhalten, brauchen wir bei Benutzung 
der Formeln 3 bis G die Masse M nur in Kilogrammen und 
die Radien r, bezw. R in Metern einzuführen. 

2 
Da übrigens für ~ = 1, d. i. für 

co = Y2 = 1,4142, 
2 

die obige Gleichung Av = ~ • J übergeht in 
Av= J, 

so könnte man auch sagen: Das Trägheitsmoment irgend eines 
Körpers lässt sich auffassen als diejenige kinetische Energie, welche 
der letztere besitzt, indem er sich mit der Winkelgeschwindigkeit 
co = V 2 um die seinem Trägheitsmomente zu Grunde liegende 
Achse dreht. Bei co > -V 2, bezw. w < Y2, wäre natürlich auch 
das Arbeitsvermögen Av des betreffenden Körpers grösser, bezw. 
kleiner als sein Trägheitsmoment J. 

§ 75. 
Übungsbeispiele. 

170. Das auf seine geometrische Achse bezogene Trägheits 
moment eines homogenen Vollcylin<lers mit den Dimensionen 
r = 123 cm, l = 456 mm und dem spezifischen Gewichte r = 7,8 
in Meterkilogrammen anzugeben. 

Resultat: J = 1303,8 mkg. 
171. Wie gross ist das Arbeitsvermögen dieses Cylinders, 

wenn er während einer Minute n = 7 3 gleichförmige Drehungen 
um seine Achse macht? 

CO2 n,2 n2 J 
Antwort: Av= 2 • ,J = 1800 = 38090 mloj. 
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172. Man bestimme den Fehler F', welchen man begeht, in 
dem man das Trägheitsmoment eines Hohlcylinders mit den 
Radien R, r und der Masse M so berechnet, als wäre letztere in 
die Mittellinie des Ringes konzentriert. 

M Resultat: If'= 4. (R - r)2• 

173. Welchen Teilbetrag vom richtigen Wert des Trägheits 
momentes ,/ bildet demnach der Fehler IT und was kann man aus 
dem erhaltenen Ergebnis schliessen? 

(R -- r)2 
Antwort: Aus F = 2 (R2 + r2) .,Jfolgt, dass die Abweichung 

vom wahren Werte ,J um so geringer ausfällt, je grösser die beiden 
Halbmesser selbst sind und je weniger sie sich von einander 
unterscheiden. 

17 4:. Man gebe den Fehlbetrag in Prozenten des richtigen 
Wertes von J an a) für einen Schwungradring mit den Radien 
R = 3 m, r = 2,8 m und b) für einen Mühlstein mit den Halb 
messern R = 0,75 m und r = 0,15 m. 

Resultate: Zu a) nicht ganz 0,12 % und zu b) reichlich 30 Ofo. 
175. Das Trägheitsmoment eines Rotationsparaboloides, dessen 

Masse M und für welches der Radius r der Grundfläche gegeben 
ist, in Bezug auf die Rotationsachse zu ermitteln. 

Mr2 

Resultat: J = --· 3 

§ 76. 

Reduktion von Träglteitsmomenten. 

Schon die allgemeine Begriffsentwickelung in § 71 lässt er 
kennen, und die in den darauf folgenden Paragraphen vorgeführten 
einzelnen Fälle bestätigen es, dass jeder feste Körper für eine 
gewählte Drehachse ein ganz bestimmtes Trägheitsmoment 
besitzt und dass die Grösse desselben abhängt erstens vom Volumen 
und von der Gestalt des Körpers, 'zweitens von der Masse des 
letzteren und von der Art ihrer Verteilung, sowie drittens von 
der Lage der Drehachse. Aus letzterem Grunde hat daher 
ein und derselbe Körper immerhin noch unendlich viele Trägheits 
momente, sobald man alle möglichen Drehachsen annimmt; aber 
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unter diesen zeichnen sich wieder die auf eine Schwerachse be 
zogenen aus, welche äquatoriale Trägheitsmomente heissen 
und auf welche sich die andern zurückführen lassen mittels eines 
nachstehend abgeleiteten wichtigen Satzes. 

Wir stellen uns den beliebigen in Fig. 02 dargestellten Körper 
mit der Masse M und dem Schwerpunkt S aus seinen kleinsten 
Bestandteilen (etwa aus unendlich kleinen Würfeln) zusammen 
gesetzt vor und fassen einen derselben an beliebiger Stelle P mit 
der Masse m ins Auge. Wir denken uns ferner durch den Schwer- 

y punkt Seine Achse (recht- 
winklig zur Bildebene) 
und in irgend einem Abstand 
S O = d eine zweite Achse 
parallel zur ersteren; end 
lich setzen wir die Lote, 
welche von unserem Massen 
teilchen P auf diese Achsen 

gefällt werden können, 
PS= r, PO= r1, bezeich 
nen den senkrechten Abstand 
0 S beider paralleler Achsen 
mit cl und fällen von J> auf 

Fig. 92. 

die Verlängerung der letzteren das Lot PC, dessen Fusspunkt 0 
von S um CS = PD = x entfernt sein möge. 

Dann ist das äquatoriale Trägheitsmoment unseres Körpers 
definiert durch die Gleichung 

J = 2 m r2 

und das Trägheitsmoment desselben Körpers in Bezug auf die 
zur Schwerlinie parallel gedachte Achse O ist 

J, = 2 1)1, F1 2, 

oder, weil nach dem Pythagoräischen Lehrsatze 
-2 
PC = r12 - (x + d)2 = 1·2 - x2, 

folglich 
r1 2 - x2 - 2 d <'V - d2 = r2 - it2 

und mithin für jeden Massenpunkt P die Beziehung 
r12 = r2 + 2 cl x + d2 
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gilt, 
,/1 = 2J (mr2+ 2dnix + cl2 m) = 2mr2 + 2d, 2mx + d2• 2111. 

Nun ist aber auf der rechten Seite dieser letzten Gleichung 
das erste Glied gleich dem äquatorialen Trägheitsmoment J unseres 
Körpers, das zweite Glied verschwindet, weil nach einem bekannten 
Satze der Elementarmechanik der Faktor 2 m x als Summe der 
statischen Momente aller Massenteilchen in Bezug auf die durch 
den Schwerpunkt 8 rechtwinklig zu OS gelegte Ebene Y Y1 der 
Null gleich ist und im dritten Gliede bedeutet der Faktor 2 ni 
die Gesamtmasse M des Körpers, sodass die letzte Gleichung über 
geht in 

('I.) 

eine Formel, mit Hilfe deren man das Trägheitsmoment 
jedes Körpers in Bezug auf eine beliebige Drehachse 
erhält, wenn man zu seinem äquatorialen Trägheits 
moment J das Produkt aus seiner Masse und dem Qua 
drate dos Abstandes zwischen beiden parallelen Dreh 
achsen hinzu addiert. 

Zum Beispiel war nach Formel 6 das äquatoriale Trägheitsmoment 
einer homogenen Kugel mit der Masse M und dem Radius J' 

2 
,J = - JI{ r2• 

5 
Setzt man nun diesen Wort, sowie cl = a in Formel 7 ein, so ergiebt sich 

2 
,!1 = 5 .M r2 + M a,2, 

oder 

J1 = M(a2 +; "2), 
d as Tr ii. g h e i t Rm o m en t e i n er Ku g e 1 m i t d er Mas s e .1ll u n d d e m 
Radius r, wenn der Mittelpunkt der Kugel von der Drehachse 
den Ab s t a n d n besitzt. 

Aus No. 7 folgt die weitere Beziehung 
J = Ji - Ll.I <V, 

mittels welcher man rückwärts das äquatoriale Trägheitsmoment J 
eines Körpers aus einem beliebigen andern Trägheitsmoment J1 

desselben Körpers bestimmen kann und welche uns sagt, dass J 
um 111 d2 kleiner ist als ,/1, dass also von allen Trägheitsmomenten 
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desselben Körpers in Beziehung auf lauter parallele Achsen das 
jeruge ein Minimum darstellt, dessen Achse durch den Schwer 
punkt S hindurchgeht. 

§ 77. 
Vom Trägheitshalbmesser. 

Man kann sich die Masse ... ~I eines Körpers in einen einzigen 
Punkt konzentriert vorstellen. Ist nun Q der Abstand dieses Punktes 
von der Drehachse und ,f das Trägheitsmoment des genannten 
Körpers in Bezug auf letztere, so heisst der durch die Bedingung 

MQ2=J, 

bestimmte Wert von Q der Trägheitsarm, auch Trägheits 
halbmesser oder Schwungradius des betreffenden Körpers in 
Bezug auf die erwähnte Drehachse. Offenbar kommt es auf das 
Gleiche hinaus, wenn man sich die Masse M anstatt in den End 
punkt von Q konzentriert, über der Peripherie eines Kreises oder 
auch über dem Mantel eines Cylinders vom Halbmesser Q ausge 
breitet vorstellt, und man könnte daher den Trägheitsarm eines 
Körpers auch definieren als Radius desjenigen Ringes oder unend 
lich dünnen Hohlcylinclers, welcher mit jenem Körper gleiche Masse 
und gleiches Trägheitsmoment besitzt. 

Demnach hat jeder Körper in Bezug auf eine gewählte Dreh 
achse einen ganz bestimmten Trägheitsann und wir können den 
selben aus der Gleichung 

Q= V~, (8.) 

leicht berechnen, wenn wir für J das Trägheitsmoment und für M 
die Masse des mehrfach genannten Körpers setzen. Wir wollen 
dies an einigen Beispielen erläutern. 

1. Der homogene Vollcylincler. 

Nach Formel 3 war J = ~ r?. und wir bekommen daher den 

Trägheitsarm des Cylinders 

Q = V fr = V,; = ;; 
2 
= o, rm , .. 
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Dieser Wert von () lässt sich auch leicht graphisch darstellen 
als Hypotenuse OM (Fig. 93) eines rechtwinkligen Dreiecks mit 

den beiden Katheten O A = A M = ; • Wäre also die Masse des 

ganzen Cylinders im Punkte M ver 
einigt, so würde dieser Punkt in Be 
zug auf die Achse O genau dasselbe 
Trägheitsmoment besitzen als wie der 
ganze Cylinder, oder auch: Denkt B i------tt----'--- 
man sich die Masse M des V oll 
cylinders vom Radius O B = r in 
den unendlichen dünnen Hohlcylinder 

r 
vom Halbmesser OM = V 

2 
zu- 

sammengedrängt, so hat letzterer mit Fig. 
93

• 

ersterem in Beziehung auf die gemeinsame Achse gleiches Träg 
heitsmoment. 

2. Der homogene Hohlcylinder. 
R2 + r2 J R2 + r2 Aus der 4. Formel J = M. --- folgt - = --- 

2 M 2 und mithin ist 

VR2+r2 
Q= 2 

d er Schwungradius des 
homogenen Hohlcylin 
d er s. Giebt man der letzten 
Gleichung <lie Form 

0 = V(_!}__)2+( r )2, ~ -V2 -V2 
so erkennt man, dass sich (J 
geometrisch darstellen lässt, 
indem man mit Benützung 
rechtwinkliger Dreiecke 

r Fig. 94 0 A = A C = 2 (Fig 94), 
R r R o B = B D = 2 abträgt, denn dann ist O C = V 2 , 0 D = V 2 
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und macht man daher weiter OE = 0 C und E Ji' = 0 D, so ist 
nach dem pytbagoräischen Lehrsatz O F = q. Vereinigt man dem 
nach die ganze Masse M des Cylinders in den Abstand O Ji1 = (), 
so hat bei der Rotation der materielle Punkt F mit der Masse M 
oder der unendlich dünne Hohlcylinder von gleicher Masse und 

VR2+r2 
dem Halbmesser OF= 2 denselben mechanischen 

Effekt, als wie der ganze Ilohlcylinder. 

3. Der homogene Kegel. 
3 

Hier war nach Formel 5 das Trägheitsmoment J = 10 M r2, 

woraus folgt ~ = 1~ r
2 und mithin der Trägheitshalbmesser des 

Kegels 

() = r V :0 = 11~ -V 30 = o,54'i'i231·. 
Um dieses q zu konstruieren, verwandeln wir die Gleichung 

3 3 
q2 = - r2 = r • - r 

10 10 
in die stetige Proportion 

3 
lOr:Q=q:r 

machen also, wenn 
L=-+-~-----1---<1----+--+-+--+'--o--<>-_j __ __,,;A O A = r ist (Fig. D5), 
to a "B 2 , M 3 

0 B = 10 r, schlagen 

dann über A B als 

X 

X' 

Durchmesser einen II alb 
kreis und errichten in O auf A B ein Lot, welches den Halbkreis 
in C schneidet; dann ist O O = 0 JJ;J = Q der Trägheitsradius 
des Kegels in Bezug auf die Drehachse .X }{ '. 

Fig. 9&. 

4. Die homogene Kugel. 

Nach Formel G war das Trägheitsmoment einer homogenen 

Kugel in Bezug auf irgend einen Durchmesser J = _!!_ JJ{ r2, mit- 
5 



- 187 - 

}. . b · 1 J 2 I nn ergie t sic 1 - = - r2 und c araus nach Formel 8 der Träg- M 5 
heitsradius dieser Kugel 

V2 1·v (J = I' /; = 5 10 = 0,6325· 1'. 

Aus ()2 = : r2 = : r • r folgt die Proportion : r: Q = (J: r 
und hieraus folgende einfache 
Konstruktion: Macht man O A = r 

2 . 
(Fig. 96), 0 B = 5 r, schlägt 

X A über A B als Durchmesser einen 
Halbkreis und errichtet auf AB 
in O ein Lot, welches den er- 
wähnten Halbkreis im Punkte M 
schneidet, so ist OM = fJ der 
Trägheitsarm der Kugel, <l. h. 
wenn man die Masse der Kugel in den Punkt JII oder in einem 

verschwindend dünnen Ring vom Radius O JJ!I = r V!_ konzen- 
5 

triert, so haben letztere beiden Gebilde in Bezug auf die Dreh 
achse X X' dasselbe Trägheitsmoment wie die Kugel. 

' ' \ 
\ 
I 
I 

-t-------4'---t--+--+---X' 

Fig. 96. 

§ 7R. 
Reduktion der Massen. 

Im vorigen Paragraphen haben wir aus der Formel 
M Q2 = J 

den Radius f! derartig bestimmt, dass die an seinem freien End 
punkte befindliche oder auch auf dem Mantel emes Cylinders vom 
Halbmesser fJ irgendwie verteilte Masse M in Bezug auf die Achse 
des ersteren das gegebene Trägheitsmoment J besitzt. War dabei 
M die Masse und J das auf eine gewisse Achse bezogene Träg 
heitsmoment eines gegebenen Körpers, so nannten wir dieses (' 
den Trägheitsarm oder Schwungradius des Körpers in Be 
zug auf die Drehachse. 

Jetzt können wir aber auch umgekehrt Q und J als gegeben, 
dagegen M als gesucht betrachten, d. h. nach derjenigen 
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Masse µ fragen, welche in dem vorgeschriebenen Abstande (> von 
der Rotationsachse angebracht werden müsste, damit sie dasselbe 
Trägheitsmoment J besässe, wie ein gegebener Körper, wobei auch 
die Masse µ wiederum ausgebreitet gedacht werden kann auf dem 
Mantel eines Cylinders vom Halbmesser Q, dessen geometrische 
Achse mit der Drehachse des betreffenden Körpers zusammenfällt. 
Man erhält die Masse µ, wenn man in der obigen Gleichung 
M = µ setzt, hernach für µ auflöst, nämlich 

J 
tt=2. (9.) 

(! 

und nennt dann das durch vorstehencle Formel bestimmte µ die 
auf den Halbmesser (? reduzierte Masse eines Körpers 
vom Trägheitsmomente J. 

Um beispielsweise die Masse eines homogenen Vollcylinders auf seinen 
Umfang oder Mantel zu reduzieren, setzen wir in No. H nach der 3. Formel 

M r2 J = -- sowie n =rund erhalten 2 ' ~- 
M 

/l = 2' 
womit gesagt ist, class bei der Rotation des homogenen Cylinders um seine 
Achse, die halbe Masse auf dem Mantel dasselbe Beharrungsvermögen haben 
würde wie ersterer selbst. 

Übungsbeispiele. 

176. Die Masse M eines um seine geometrische Achse 
rotierenden homogenen· IIohlcylinders mit den Radien B und r 
auf die äussere Umfläche, also auf den Halbmesser R zu reduzieren. 

Lösung: µ = f • {l + (~)} 
177. Desgleichen auf die innere Mantelfläche oder auf den 

Halbmesser r. 

Lösung: µ = f • {l + en 
178. Man reduziere die Masse .M eines homogenen Kegels 

vom Halbmesser r, welcher sich um seine Achse dreht, auf den 
Umfang seiner Basis. 

3 Resultat: µ = 
10 

M 



179. Eine homogene Kugel mit der Masse .M und dem 
Radius r dreht sich um einen Durchmesser. Welche Massen µ1, 

r r 
µ2 und tt;1 müsste man in den Abständen r, 2 und 3 vom letzteren 

anbringen, damit jedesmal dasselbe Trägheitsmoment entstände, 
welches die Kugel hat'? 

2 8 18 
Antwort: µ1 = 5 M, µ2 = 5 Mund µs = 5 M. 

180. Wie verhalten sich die reduzierten Massen µ1, µ2 eines 
und desselben Körpers in verschiedenen Abständen ()1, ()2 von der 
Drehachse? 

Antwort: Umgekehrt wie die Quadrate der letzteren; denn 
es gilt die Proportion µ1 : µ2 = ()2 2 : ~1 

2• 

§ 79. 
Trägheitsmoment des Stabes. 

Ausser den bisher behandelten einfachen Körperformen kommen 
bezüglich ihrer Trägheitsmomente noch einige andere Gebilde in 
Frage, von welchen wir zunächst die geradlinige Stange be 
trachten wollen. Wir setzen voraus, dass die Querschnittsdimen 
sionen der Länge gegenüber keine Berücksichtigung erheischen A;, p 

!> 

A~ 
Q 

X' 

Fig. 97. 

und nehmen den allgemeinsten Fall an, dass die Verlängerung 
der Stange B1 B2 (Fig. 97), welche die Drehachse X X' in A 
schneidet, mit letzterer den Winkel B1 A X' = a einschliesst, 
ausserdem sei A B1 = l1, A B2 = l2 und das Gewicht der Längen 
einheit q. 

Jetzt zerlegen wir B1 B2 = l1 - l2 in unendlich viele, daher 
auch unendlich kleine Teile, greifen ein solches Stabelement 
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PP' = d x heraus und setzen den Abstand A P = x, während 
wir seine Entfernung Q P von der Drehachse X X' mit y be 
zeichnen. 

Dann ist für dieses Stabelement d x das Gewicht 
d G = q · d e, 

also seine Masse 

dM=!ldx, 
g 

demnach sein Trägheitsmoment 

cl J = y2 d M = 2__ y2 d .1: 
.(] 

und folglich ergiebt sich das gesamte Trägheitsrnornent el unseres 
Stabes als Summe aller d J von x = l2 bis x = l1, d. h. dadurch, 
dass wir den letzten Ausdruck für d J zwischen den Grenzen l1 
und l2 integrieren. Bedenken wir dabei, dass irn rechtwinkligen 
Dreieck AP Q die Gegenkathete P Q = AP • sin a, das wäre 

y = x • sin a 
ist, so ergiebt sich auf diese Weise 

x-11 11 x=11 

J - /g y2 d :x: = !l.. (sin a)2fx2 cl x = !L · (sin a)2 • x l jg g g 8 

x=l2 12 x=l
2 

oder 
q (l13 - lz3) sin» a 

J= 3g . 

Dividieren wir nunmehr, wie früher, dieses Trägheitsrnornent .J . 
unseres Stabes B1 Bi durch seine Masse 

q (l1 ·- l2) M=----, 
g 

so ergiebt sich 
J l1 a - l2 a . 2 l1 2 + l1 l2 + l2 2 . 2 
M - • sin a = 

3 
• sin a 

3 CZ1 - l2) 
und hieraus folgt 

J = !/ · (l12 + l1 l2 + l22) • sin2 a, . . (10.) 



- rn1 - 
das Trägheitsmoment einer geradlinigen Stange von der 
Masse 111, welche mit der Drehachse den Winkel a ein 
schliesst und deren Endpunkte B1, B2 von letzterer die senk 
rechten Abstände l1 sin a, l2 sin a besitzen. 

Besondere Fälle. 

1. Für a= 90 ° wird sin a = 1 und man erhält aus der 
letzten Formel 

. (11.) 

das Trägheitsmoment eines geraden, zur Drehachse X X' 
rechtwinkligen Stabes (Fig. 98), dessen Endpunkte B1 

n, und B2 von letzterer um l1 und l2 ab 
steh en. 

B 

B,2 L X L-1 L_J X' r, A r, X 1...--l L..J X' r, r, 

Fig. 98. Fig. 99. 

2. Ist dagegen l2 = 0 und l1 = /, so geht die 10. Formel 
über in 

J = 1:{ (l sin a)2, 
das Trägheitsmoment einer geraden Stange 
(Fig. 99) mit der Masse 111, deren Endpunkt A 
liegt und welche mit der Drehachse 
den beliebigen Winkel BA X' = a 
bildet. 

.. (12.) 

AB= l 
in XX' 

IJ 

3. Treten die beiden vorstehenden Be- 
dingungen zusammen, so entsteht x 

J- Ml2 (13 - 3 ' . .) 
, l 

Fig. 100. 

das Trägheitsmoment der Stange AB= l (Fig. 100), welche 
die Masse M hat und mit dem Endpunkte A rechtwinklig 
zur Rotationsachse XX· b ef'e st ig t ist. 
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4. Wenn die Stange B1 B2 die Drehachse dnrchsclmeidet, so 

dass die Endpunkte der ersteren auf entgegengesetzten Seiten der 
letzteren liegen, wie Figur 101 zeigt, so ergiebt sich das Träg- 

Fig. 101. 

heitsmoment, wenn man in der 10. Formel 
nämlich 

X' 

/2 statt l2 setzt, 

§ 80. 

Trägheitsmomente zusammengesetzter Körper. 

Besteht ein Massengebilde aus solchen Teilen, von welchen 
die Trägheitsmomente in Bezug auf eine gewisse Achse bereits 

bekannt sind, so erhält man 
das Trägheitsmoment des 
Ganzen in Bezug auf die 
selbe Achse durch Addition 
der Trägheitsmomente aller 
einzelnen Teile ; denn laut 
Definition in § 71 ist jedes 
Trägheitsmoment eine 

Summe und Summen wer 
den gebildet, indem man 
alle ihre Glieder addiert. 

Als An weridungsbeispiel 
wählen wir die Berechnung des 
Trägheitsmomentes von einem 
Schwungrad, wie es aus 
Fig. 102 ersichtlich ist. Den 

Schwungradkranz und die Nabe betrachten wir als zwei Ilohlcylinder 
mit den Massen M1, M2, den äusseren Radien R1, r1 und den inneren 
Radien R2, r2, während wir annehmen, dass jeder von denn stabförmigen 

Fig. 102. 
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Armen die Masse ]~1[3 hat. Dann ergiebt sich nach Formel 4 das Träg 
heitsmoment des Ringes 

T - M R12 + R22 
01 - 1 . 2 ' 

sowie der Nahe 
r2+r2 

,lc2 = JY[c, • 1 2 ' ,, 2 

ferner nach Formel 11 das Trägheitsmoment eines Armes 

und mithin das Trägheitsmoment des ganzen Schwungrades 

§ 81. 

Trägheitsmoment einer rechteckigen dünnen Platte. 

Um das Trägheitsmoment der in Figur 103 dargestellten recht 
eckigen Schicht AB CD mit der Länge AB= l in Bezug auf 
AD als Drehachse zu erhalten, zerlegen 
wir sie in unendlich viele Streifen recht 
winklig zu AD, welche <lie gemeinschaft- 
liche Länge l besitzen und deren Massen 
der Reihe nach m1, m2, ms .... ma sein 
mögen. Dann erhalten wir nach dem 
vorigen Paragraphen und auf Grund von 
Formel 13 das Trägheitsmoment der ganzen 
Schicht ABC D X A 

B C 

X' D 

m m m m Fig. 10a. 
J = -f 12 + -f t2 + -f z2 + -f z2 

m l2 + .... + -f l2 = (m1 ~m2 +ms+ .... +mn) '3' 

oder, weil ni1 + m2 + mg + .... + m; gleich der Masse JJ![ ist, 
J- Ml2 - 3 . 

Geigen m ü 11 er, technische Mechanik. 13 
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Ein anderer Weg zu demselben Resultate besteht darin, 
dass man sich die homogene Platte A B OD in zahllose Streifen 
parallel zur Drehachse X X' zerlegt denkt (Fig. 10--1-). 

Ein solcher Streifen im Abstande A E = .r mit der Länge 
ER,_ = A D = b und der Breite d :r hat den Flächeninhalt /J d .,., 

folglich, wenn p <las n cw ich t pro 
Q uadra teinhei t bezeichnet, die Masse 
p b d .r, 
- , mithin das Trägheitsmoment 

.r; 

B 

E 

XA 

C 

.c!,, 

X' D 
Fig. 104. 

/Jp d J = - .r'2 d .r, 
g 

und es ergiebt sich hieraus durch Inte 
gration von .r = 0 bis .r = I 

I 

,/ = b Pf· _,.-2 d .r = !!J!. . r: 
g .fl 8 

oder, indem man diese Gleichung durch die Masse der ganzen Platte 

JII = b I JJ 
.(/ 

dividiert, 
,J r- 

11[ = 8' 
woraus folgt 

B C 
JJT l2 J--y-, 

\ I 

\ ,, das Trägheitsmoment einer homo- 
\ / 
\ / geuen rechteckigen Platte mit d er 
\ I 

\ß/ Masse JI[ und den Seiten /J und I x----------X' in Bezug auf /J, genau so wie oben. 
Aus dieser letzten Formel kann mit 

Hilfe des in ~ 7 G abgeleiteten Satzes 
leicht das Trägheitsmoment ,18 in 
Bezug auf <lie durch den Schwer 
punkt 8 (Fig. 105) parallel AD gelegten 

Achse X X' abgeleitet werden; denn weil die Entfernung d zwischen 

beiden Achsen ; beträgt, so gilt 

X' 

A D 

Fig. 105. 
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JI[ /2 
,fa= J-·- llld2 = - l2 - JJ[ -, 

3 4 
woraus folgt 

. (14.) 

das äquatoriale Trägheitsmoment einer homogenen recht 
eckigen Fläche von der Masse .M. in Bezug auf die zur 
Seite 1 rechtwinkligen Achse X X1

• 

§ 82. 
'I'rägheitsmoment der dreleekigen Platte. 

Wir zerlegen die dreieckige Schicht A B C (Fig. 106) wieder 
in schmale Streifen, welche parallel zur Seite B C = a laufen, 
dieselben sind ab er jetzt unter ein an der ungleich; denn 
denkt man sich auch ihre Breiten konstant gleich d x, so sind 

y 0 A Y' 
,,d~ 

~ 

D \ F, 

X X' 
·-\ 

B L F J 
C' 

Fig. 106. 

<loch ihre Längen verschieden. Bezeichnet DE= .'I die Länge 
eines solchen Streifens im beliebigen Abstande D L = x: von der 
Basis a und hat p dieselbe Bedeutung wie im vorigen Paragraphen, 

so enthält ersterer die Masse E. • 11J cl .x und demnach das Träg- g . 
heitsmoment 

d ,/ = J!. · .. e2 y d .r 
.9 

oder, weil wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke AB C und A DE 
mit den Grundlinien a, y, sowie den Höhen A J = h und h - .x 
die Proportion 

a : y = h : r h - .r) 
und daraus 

lß* 
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a // = h (h - ~r) 
folgt, 

d J = ; K (h .l'~ - ~r,3) d ~·. 

Jetzt ergiebt sich durch Integration zwischen den Grenzen 
.c = 0 und x = h das Trägheitsmoment 

h x=h 

ap f ap (hx8 x')l J = - • (h x2 - x3) d x = - -·- - - gh gh 3 4 
0 X = 0 

oder 
ap 7is 

J= 12 g 

und wenn wir diese Gleichung durch die Masse unserer Platte 

M=rtzJh 
2g 

dividieren, 
J 7i2 
M 6 

oder 

das Trägheitsmoment einer dreieckigen homogenen Platte 
mit der Masse M und der Höhe h in Beziehung auf die 
der letzteren zugehörigen Basis a. 

Behufs Bestimmung des Trägheitsmomentes J, für die zu 
BC= a parallelen Schwerachse XX' bedenken wir, dass in 

diesem Falle d = SF = ~ ist und erhalten 

M h2 

Ja = J - d2 M = 6 h2 - 9 M 

oder 

. . . . .. (16.) 

, das äquatoriale Trägheitsmoment unserer Platte, worin 
die Drehachse rechtwinklig zu h ist. 
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Nunmehr können wir auch leicht zu demjenigen Trägheits 
moment J1 unserer Platte gelangen, welches auf die durch 
den Eckpunkt A parallel zu BC= a gehende Achse Y P 
bezogen ist, indem wir in Formel 7 

j{ 2 
J = J, = 18 h

2 und d = S G = 3 h 

substituieren, wodurch entsteht 

_.M;2+4M12_1Jl 2 .r; - 
18 

i 9 tl, - 2 h. 

§ 83. 
Das polare Trägheitsmoment dünner Platten. 

In den letzten beiden Paragraphen haben wir die Trägheits 
momente homogener dünner Platten auf solche Achsen bezogen, 
welche in letzteren selbst liegen. Geht aber die Drehachse durch 
den Punkt O (Fig. 107) rechtwinklig zur Platte, so heisst 

y 

Y' 
Fig. 107. 

das Trägheitsmoment ein polares in Bezug auf jene Achse oder 
kurzweg in Bezug auf den Punkt 0, welch letzterer dann auch 
der » Po 1 « genannt wird. Bezeichnet demnach m die Masse eines 
Flächenteilchens an der beliebigen Stelle P und OP = r seinen 
Abstand vom Pole O, so spricht sich der Begriff des polaren 
Trägheitsmomentes aus in der Beziehung 

JP= 2 -m r2• • (1'i.) 
Um nun eine allgemeine Formel zu erlangen, mit Hilfe welcher 

wir die Bestimmung der polaren Trägheitsmomente auf die früheren 
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Ergebnisse zurückführen können, denken wir uns in Figur l 07 
durch den Pol O zwei zu einander rechtwinklige Achsen OX, 0 Y 
gelegt und von P auf dieselben die Lote P Q = !J, P N = .r ge 
fällt; dann gilt nach dem Pythagoras 

r2 = x2 + //2 
und wir erhalten mit Einsetzung dieses Wertes in No. 1 7 

Jp = 2 ( m x2 + m ?J2) = 2 rn x2 + 2 ni y2• 
Nun erkennen wir in 2 m x2 das Trägheitsmoment unseres 

ebenen Gebildes in Bezug auf die Y-Achse und in 2 1n y2 das 
Trägheitsmoment derselben Figur bezogen auf die X-Achse. Be 
zeichnen wir daher das erstere mit Jy und das letztere mit Jx, 
so entsteht die Gleichung 

(18.) 
woraus wir erkennen, dass das polare Trägheitsmoment einer 
ebenen Figur gleich ist der Summe derjenigen beiden Träg 
heitsmomente, welche auf zwei durch den Pol gehend.en 
und zu einander rechtwinkligen Achsen bezogen sind. 
Dieser Satz befähigt uns, das polare Trägheitsmoment einer dünnen 
Platte zu berechnen, von welcher wir die gewöhnlichen Trägheits 
momente für zwei in der Platte gelegenen, einen rechten Winkel 
einschliessenden und durch den Pol gehenden Achsen kennen. 

Z. B. habe das Rechteck O .A CB in Figur 108 die Masse J[,, die 
Seiten O A = a, 0 B = b und die Diagonale O C = c; nach § 81 ist 

dann das Trägheitsmoment für OX y 

I. - M b2 
•y- 3 ' 

ferner für O Y 
r M 2 

•lx=3CI, 

und mithin laut Formel 17 

M 
Jp = Jx + Jy = 3 (b2 + a2) 

oder wegen a2 + b2 = C2 
M Jp = 3 . c2, 

das polare Trägheitsmoment der homogenen rechteckig-en Platte 
in Bezug auf den Eckpunkt 0. 

Fig. 108. 



l\lit Hilfe der Formel 
Jp = r. + Jy 

lässt sich unter besonderen Umständen aus dem gewöhnlichen 
auf das polare Trägheitsmoment einer dünnen homogenen Platte 
schliessen. Wird nämlich letztere durch jede von zwei zu ein 
ander rechtwinkligen Achsen in Teile zerlegt, welche unter sich 
kongruent sind, so ist Jy = J«, mithin Jp = 2 J x und folglich 

-J; = Jp • 
2 

Diese Bedingung ist z.B. erfüllt bei der homogenen Kr e i sf l ä.ch e , 
welche für jeden Durchmesser symmetrisch liegt. Nun gilt die Formel 
für das anf seine geometrische· Achse bezogene Trägheitsmoment des homo 
genen Vol lcylimlers 

,J = Ji r2 
2 

offenbar auch für cine unendlich dün n o Kreisscheibe, da J nur von 
J.l[ und r, nicht aber von der Länge l des Cylinders abhängt; es ist also 
das polare Trägheitsmoment einer unendlich dünnen Scheibe in Being auf 
ihren Mittelpunkt 

/, .LVI C) 

'P = 2 r~) 
und wir erhalten mit Einsetzung dieses Wertes in die vorletzte Gleichung 

1"I Jx = ,,,2, 
4 

das Trägheitsmoment einer homogenen Kreisscheibe in Bezug 
auf einen b e I i e b i g e n Durchmesser als Drehachse. 

Übungsbeispiele. 

181. Das polare Trägheitsmoment einer homogenen Recht 
ecksfläche mit der Masse M und der Diagonale c in Beziehung 
auf den Mittel- oder Schwerpunkt zu ent- n 
wickeln. ~ .,.VJ C) 

Resultat: JP= 12 · c·'. ~ 

182. Man ermittele das polare Träg- A ~r 
heitsmoment eines homogenen rechtwinkligen Fig. 109. 

Dreiecks ABC (Fig. 109) mit der Masse JI, den Katheten A C = IJ, 
C' B = a und der Hypotenuse A JJ = c in Bezug auf den Eck 
punkt A. 
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Lösung: Aus .t; = !f · b2 und ,/y = ;1. {/!. folgt 

2 Jp = .t, + Jy = 3 111 b2• 
183. Ebenso in Bezug auf den Eckpunkt B. 

Resultat: JP= ; M a2• 

184-. Desgleichen, wenn der Scheitel C des rechten Winkels 
zum Pole gewählt wird. 

M 
Resultat: JP= 6 · c

2• 

§ H4. 

Von den geometrischen 'I'rägheitsmomenten. 

In der Festigkeitslehre und in der Hydrostatik ist ebenfalls 
von dem Trägheitsmomente ebener Flächen vielfach die Rede; 
man denkt sich aber dort über die Flächen nicht eine Masse Jlll 
ausgebreitet, sondern man fasst das Trägheitsmoment rein geome 
trisch auf als Summe der Produkte zwischen allen Teilchen, aus 
welchen die ebene Figur besteht und den Quadraten ihrer Ab 
stände von einer festen Achse, bezw. von einem festen Punkte in 
dieser ebenen Figur. Man sieht, dass die letzteren Trägheits 
momente nicht. identisch sind mit den ersteren und um sie 
von einander zu unterscheiden, nennt man jene die geometrischen 
und diese die mechanischen Trägheitsmomente ebener Flächen. 
Zugleich liegt es aber in den beiderseitigen Definitionen begründet, 
dass man die geometrischen Trägheitsmomente des Rechteckes, 
des Dreieckes und des Kreises leicht erhalten kann, wenn man 
in den Formeln der Paragraphen 81 bis 8H für die Masse Jl,f der 
ebenen Figur das Produkt aus ihrem Inhalte ]'11 und der auf jede 
Flächeneinheit entfallenden Masse k einführt und sodann diesen 
letzteren Faktor, das wäre 

k = JJ 
g 

der Einheit gleich setzt. Die nähere Ausführung wollen wir an 
einigen besonderen Fällen erläutern,, und dabei wie früher die Masse 
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des ebenen Gebildes mit M, das Gewicht pro Flächeneinheit mit p 

und die entsprechende Masse p mit k bezeichnen. Dann ist für 
g 

ein Rechteck mit den Seiten a und b das mechanische Träg 
heitsmoment in Bezug auf a nach § 81 

J= M b2 
3 ' 

oder, weil die Masse M = a b P = a b k ist, 
g 

} =ab k b2 
t 3 

und dieses spezialisiert sich für le = 1 in 
a b13 

J=-, 
3 

das geometrische Trägheitsmoment eines Rechtecks mit 
den Seiten a und b in B e zu g auf a. 

Ferner erhalten wir mit Einsetzung der Masse eines Drei 
eckes von der Basis a und der Höhe h, d. i. 

M ah p ahk = 2 . g = -2- 
in die 15. Formel 

J = JJ[ . h2 = a k{ k 
6 12 

und hieraus für k = 1 
a h,3 

J= 12' 

das geometrische Trägheitsmoment eines Dreiecks mit 
der Höhe h in B e zu g auf di e zugehörige Basis a. 

Weiter liefert die letzte Formel des vorigen Paragraphen 

mit Einsetzung von M = r2 x • l!.... = r2 x k das mechanische Träg 
g 

heitsmoment 
,J = JJI . r2 = r4 x k 

4 · 4 
und hieraus entsteht für k = 1 
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das geometrische Trägheitsmoment des Kreises in Bezug 
auf einen Durchmesser, während sich aus der vorletzten 
Formel des vorigen Paragraphen 

,JP= M r2 
2 

mit Einführung derselben Werte von lVI und k <las polare Träg 
heitsmoment des Kreises für den Mittelpunkt als Pol, nämlich 

r~ Jr 
Jp=- 2 

ergiebt. 
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