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6~< ~<®©~ [ · 6 6~< >6®°®6 ~ ; "®6; *! ; §® y6= <6®=32Q®6®6; 0 ! =®! ; 7 §6x; 6 
½6; §=62Q®6; Z6=½2Qx6<! ; 76; 6=53Q=6; g 4 3; y6>® 6½ ½x2Q ; ! ; <6x½*x6>½[ 6x½6 
! P yx6 "<6=6 0 ! =®! ; 7 6x; 6½ 932Q[ 6=§®=®®76=½ P x® 1; y/ 6=®x§3>6; eY04n o 6ra 
½" Q3® + ' · · ' " Q D[ §µ~0" Q· [ · 4 6~® � "P 6; ®6; *">Y7"; ½ A' CB' 5!= y6; 
3; y6; 1; y6; 5M=6x>x676; =>6; p3>§6; A' B', °! y6; R=yx; 3®6; yx6½6½ T" ­ 
>Y7"; ½ ; "2Q yx6 y6= 0 6=3y6; ~. w // °! 3yyx6=6; F [ "<6x yx6 G®=62§6; 
Dl D. [ · 6 3l3. 4{~0" Q 6~· 1~<j 0©0<µ[ · 4~· Sa X~µ] n Sa 6~< v · 6} ~<­ 
©0j ' {~· µ[ + ' " Q~· ®0· 6n 

­ x>> P 3; yx6 G6; §! ; 76; y6= ~ ; "®6; *! ; §®6 v ' t ' 3 ' x y6= "<6=6; 
0 ! =®! ; 7 6x; 6= � x®®6>"55; ! ; 7 6x; 6½ §"; ®x; ! x6=­ 
>x2Q6; p 3>§6; ½ <6½®xP P 6; t9x7g avhF ½" <6®=32Q®6 
+ ' · 6' ® Y={»4=· DPf v 23 ' {® =X~<~ 0 ! =®! ; 7 
[ · 6 60~ G®!®°*! ; §®6 ~ ! ; y w' y6=6; Z6=­ 
®" Q0~X[ · 4~· ®©~©® 7676<6; ½x; yF <6°[ g 3>½ L; ­ 
53; 7...Is ! ; y 1; y§; "®6; *! ; §®g 

3~0 ~0· ~+ 2' " Q] ~<j ~ + 0© Z6=®x§3>6; 
tTx7g a\ h 5x; y6® P 3; ; 32Q p 6½®xP P ! ; 7 y6½ 
p x67! ; 7½*">Y7"; 6½ y6= ! ; ®6=6; 0 ! =®! ; 7 y3½­ 
£6; x76 y6= "<6=6; t"y6= ! P 76§6Q=®h P x® 4 x>56 y6= p 6°x6Q! ; 7 

=a SabbDQa 
] =X~0 Sa bb G6; §! ; 7 y6½ [ · ©~<~· {x· =©~· %[ · j ©~® +a 

Sa bb G6; §! ; 7 6~® =X~<~· x · =©~· %[ · j ©~® j a 
DQbb 1~<{{0· 4~<[ · 4 6~< 60~ X~06~· Y[ · j ©~ + [ · 6 M / 6=<x; y6; ­ 

y6; Z6=®x§3>6g 

j 

9x7g 37. 



Bl 

.Berechnung der A .aMPs ­ x= <6½2Q=xx; §6; ! ; ½ x; yx6½6P p ! 2Q6 
3! 5 yx6 p 6<3; y>! ; 7 y6½ 93>>6½F in [ 6>2Q6P y3½ 
932Q[ 6=§ c>! =2Q L; 6x; 3; y6=5w7! ; 7 / " ; m=6x­ 
62§6; 6=°6! 7® [ 6=y6; §3; ; g 1½ ½6®x® ½x2Q y3; ; 
£6y6= ­ x; §6> } 3! ½ 6x; °6>; 6; m=6x62§½[ x; §6>; 
°! ½3P P 6; F ! ; y 6½ 76; ®>7®F yx6 p 6=62Q; ! ; 7 y6= 
L ; y6=! ; 7 6x; 6½ ½">2Q6; °! °6x76; g 

Gx; y qk' ql ' q1 yx6 G6x®6; 6x; 6½ m=6x62§½ ! ; 2> 
2µg- F 3SF 2µga yx6 xQ; 6; 7676; !g<6=>x676; y6; ­ x; §6>g 
! ; y <62>6! ®6® N y3½ · "® / "; D ' [ § ' aa ®= 5">7®. 

qW H nkl 2"½ P) o s q1 2"½ P) k 

! ; y Qx6=3! ½ c>! =2Q mx556=6; ®xx6=6; . 

A 

9x7g a' g 

nD' a bb L 3S 2"½ q1 , ql ½x; 3a L 2µg' s A q1 "=® 'na ' a ®0· 2µgS D =' na 
D' a &' a 

H · ql 2"½ 2µgo s • q1 2"½ 2µgk u It t} 2µgk s L3orn z ' ® 
E ! ; x½® ' X~< =a p 2µgS d q1 H - ' l ° 3>½" L3- d L 2µgS j Da bb l 

! ; y L ' S s D' a bb u Daa 56=;6= x½® ql 2"½ "Jna H Q " =©4 a [ · 6 
q3 2"½ 2µgS H h 2"®7 2µgSF [ 6½Q3>< ½x2Q 6=7x<®. 

D' a ' » &' a D' a D=' a bb u • " =©4 a " =©4 • ' a Q ' « o 
p 6°6x2Q; 6® P 3; P x® 2=-- 2=SF 2=a yx6 G*3; ; ! ; 76; x; y6; G®3<6; qk' 3SF qZ 

! ; y ½6®°® yx6 N6P *6=3®! =Dx; y6=! ; 7 
j H l / "=3! ½F ½" x½® 

D'a 5 a D' a : a 
qk , 3 i ql , E' ' 

D' a 5 ® =a < 
p 632Q®6® P 3; ; "2Q 

q s.kIs H 2"®7 2µgS s 2"®7 3aF 

s½" 5x; y6® P 3; F [ 6; ; 3 §" ; ½®3; ® x½®F °! = p 6=62Q; ! ; 7 y6= c>! =2Q yx6 
G*3; ; ! ; 76; 2= Q6=/ "=76<=32Q®6; ­ x; §6>xgx; y6=!; 7 yx6 0>6x2<! ; 7 

t- vh 1 L 2µg- H t2=- s "sSh 2"®7 2µg' s t"s- s 2=' h 2"®7 2µgS• 

9xg®= yx6 L ; y6=! ; 7 y6½ ­ x; §6>½ } x; 9x7g aU 6=7x<® ½x2Q °g 3n P x®g 
y6; 3; yx6 6x; °6>; 6; G®3<6 76½2<=x6<6; 6; G*3; ; ! ; 76; 6= yx6 0>6x2Q! ; 7. 
t- v 3h 1 L}H tls S s ls - h 2"®7 2µg- s t2=S s 2=ah 2"®7 2µgS s t ls B s "sah 2"®7 2µga pe: & Sar" =©4 'na su e' a ' ar" =©4 na pue5ab ' ar " =©4 aan 

G6>>6; Temperaturanderungen <6=xx2§½x2Q®x7® [ 6=y6; F ½" 6=7x<® 
½x2Q yx6 Lg; y6=! ; 7 ~V 6x; 6= G®3<>3; 76 V 3! ½ 

~V Z 6= - 
8 '' • ) ja 3 n)}, )3 jzo 

9x7g aUg 



B- 

6½ ®=6®6; 3>½y3; ; x; y6; 0>6x2Q! ; 76; t- ah <x½ t- vh 3; yx6 G®6>>6 y6= 
, %' · · [ · 4~· " 60~ ­ 6=®6 n( s )3 j2 

Zahlenbeispiel. 1 ½ ½">> y3½ p x67! ; 7½*">Y7"; 5>x= yx6 ! ; ®6=6 
0 ! =®! ; 7 y6½ in 9x7g Bl y3=76½®6>>®6; G2Q [ 6 y>6=sN=376=½ <6=62Q; 6® 

IgF .dag ggg IgF gggF IgF gF gF ggF gF gF Fgg c,:, gF S7 c,:, gF gF • gggF ii » gggFF gFgF ® gFgFF ih gF gggg u aanu gggF gF et ®=r gF 
®a • &er& ggg u ­ c ( 

A 
A 

't-00 'IUO &D 
A =}=aa ; =ra IgF '1-, 

A • 
0, Cl 0, A » ggF 

A • ® ® ® ® A A A A a o • © 
gF: gF 

A © ©~ 0, A 

Dlb gggg u " 
• uu A 

A l V l A,; g n s (W • 
Ft k l A 

9x7g Bl g 

[ 6=y6; g � 3®6=x3>. G2Q [ 6x5½6x½6; g T 6y6= ! ; ®6=6 ~ ; "®6; *! ; §® x½® P x® 
-- FaU ®F £6y6= "<6=6 P x® - Faa ® <6>3½®6®g (; 9x7g Bl 76<6; >x; §½ / "; 
y6= � x®®6 yx6 ; x2Q® 6x; 76§>3P P 6=®6; ) 3<>6; yx6 G®3<>3; 76; x; 2P 3; 
! ; y yx6 6x; 76§>3P P 6=®6; ) 3Q>6; yx6 O! 6=½2Q; x®®½x; <3>®6 x x; ] 2P I yx6 
) 3Q>6; =62Q®½ / "; y6= � x®®6 ½x; y 7>6x2Q y6; G*3; ; §=35®6; x; N"; ; 6; g 

(; 9x7! = B- <6y6! ®6; yx6 3; yx6 G®>x<6 76½2Q=x6<6; 6; ) 3Q>6; yx6 

9x7g 41. 

x; M.>-" ; ; 6; 5>x= y3½ ] 2P 3! ½76y=®x2§®6; G*3; ; ! ; 76; I yx6 x; yx6 ­ x; §6> 
76½6®°®6; ) 3Q>6; ½x; y 7>6x2Q y6; ~ "®3; 76; ®6; y6= ­ x; §6>g 

1 ½ 6=76<6; ½x2Q 5">76; y6 ­ 6=®6 5®>= yx6 y6; ! ; ®6=6; C3; y[ x; §6>; 
6; ®½*=62Q6; y6; T="y! §®6 3~ M..xMFFF. 

3~ vy·, - H ts· =a v ' s l F \ - h - F a a s eu l F v ' s l F S ' h l F \ , s e l F B ' s l FS' h l F \ , s tl FB' s l F \ - h - Faa H s - F' ' 



BS 

13MI½SHts"FS½s"FB' hRF\ , d t· "FvU "FB' hRFvv } (-o,,rn 
sRhRFaUdtRF, -sRh -F- - dtRF, ®sRF0 , hRFUR -F- \ 

3 �2 ioV3 stR s l F, - h -F- - § eu Samk Sa7t rSa: G & e l F\ S 
d l Fl Bh l F- B s tl F, a s l Fl Bh - FS, d tRF, a s l F\ - h l F' 
bbb Sazo 

v Dabb euu l Fl B s l F, ah -FS, s eu l Fv' s l F, ah l F' © tl FS\ 
d l Fl vh - FS, s tRFS\ s l F\ ah l F' H s - FvB 

3 �2 .D7 H ?ts l Fl v s l FS\ h - FS, s eu l F\ - s l FS\ h l F' qS 
HsSFaUg 

m3 yx6 ! ; ®6=6 0 ! =®! ; 7 [ 376=62Q® x½®F ½" 5">7® 3! ½ y6= 0>6x2Q! ; 7 et orV 
w.,.=-A:=i',,,. 

p 6=62<; 6® P 3; 3>½" y3½ � "P 6; ®6; *">Y7"; 5! = 6x; 6; 6x; 532Q6; F 3; 
y6; 1; y6; 5=6x 3! 5>x676; y6; p 3>§6; Dl 3la Y04n Bl F [ 6>2Q6= 2>! =2Q yx6 
1x; °6>>3½®6; 

v Dabbt aGGa v Dabbt at m [ n®n ] n 
<63; ½*=!2Q® [ x=yF ½" ½x; y yx6 R=yx; 3®6; \ yx6½6½ T">Y7"; ½ 7>6x2Q y6; 
P x® 3 P ! >®x*>x°x6=®6; m! =2Q<x67! ; 76; "g - ½® yx6 96>y[ 6x®6 D §"; ½®3; ®F 
½" y3=5 P 3; <6x y6= p 6=62Q; ! ; 7 y6= � "P 6; ®6 \ 5! = y6; p 3>§6; Dl l 
yx6 L; ; 3QP 6 L H - P 32Q6; F ! ; y 6=� >® y3; ; � H 3◊ 2 

) 

1½ 6=7x<® ½x2Q. 
\ abb: aGt 7a \ abbt t am7Sa \ abb t 7a7t 7a \ abb t Gao7S 

[ · 6 \ a bb - UF, B, Foh 
! ; y 6½ 5">76; ; ! ; F [ 676; D bbb&SS 2P [ · 6 v bbb kSSS © 5!= 6' ® ] 2=;F 
yx6 m! =2Q <x67! ; 76; . 

l H � bg H M &SS $ \ 
3 k l l l 7 l 

' {®= :a $ : aGt S t b 7 
- -F\ , l 

-FB "+ a Sabb 
, 

H SFa, 2P F 

Sabboat "+ a abboam "+ c Sa bb oaz "+ n 
oh 4 3® P 3; yx6 p x67! ; 7½P "P 6; ®6 5"= 6x; 6; y!=2Q "x; 6 7="53"=" ) 3Q> / "; 1x; °6>­ 

>3½®6; <63; ½*=!2Q®6; p 3>§6; °! <"="2Q; 6; F ½" 6; ; x®®6>6 + ' · µ[ ~<®© 60~ O! 6=§=x®5®2 g 
200< 6~· / "=>x676; y6; ½YP P 6®=x½2Q6; p 6>3½®! ; 7½53>> 2=Qxx>® P 3; 5">76; y6; L; ½3®°. 
5"= 96>y, 0®© Nabbb ½ · SFaU H - F- U, A � t H Ot H vF' - , 

y3°! 3yyx6=® gggg - FvBl bb] a 6' µ[ ' 660~<© &azo7bb Na 
40X© Nabb kaGo7 · 40X© \ abb - - F\ , l s l FUal H 8 ® s aF\ v, H ] 8 

] 3 H aF\ v, \ ®b - , F, - , s - F- \ l s klS s SF' a, H OB 

] 2 H BFUa, \ & H - ' Fa, l s - F' ' l H kl- s -F- U, bb NM 
Nabb: aGt 7 \ abbt za7&7 
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Das Uicgungspolygon eines Strebenfachwerkes. 
(Zweites Verfahren.) 

9 ' X~· ®00+ ©{0"Q~ , ©00X~ ~0· ~ 4~4~· yx6 G6; §=62Q®6 76; 6x7®6 · 376F 
½" ; 6; ; ® P 3; y3½ G®3<½Y½®6P 6x; G®g=6 <6; 532Q [ 6=§g 9xx= 6x; ½">2Q6½ 
P "76 y3½£6; x76 T">Y7"; <6½®xP P ® [ 6=y6; F c>6½½6; R=yx; 3®6; 7>6x2Q°6x®x7 
yx6 ½6; §=62Q®6; Z6=½2Qx6<! ; 76; ' y6= ~ ; "®6; *! ; §®6 y6= "<6=6; ! ; y 
y6= ! ; ®6=6; 0 ! =®! ; 7 >x656=;g 

� x® (>6°! 7; 3QP 6 3! 5 yx6 3! ½ y6= 9x7g BS °! 6=½6<6; y6 p 6°6x2Q­ 
; ! ; 7 y6= ~ ; "®6; *! ; §®6 ½">>6; 
<6y6! ®6; . Ill-fl 

◊2'2 yx6· >x; 76 y6½ 6x; 6P ~ ; "®6; ­ 
%[ · j ©~ + 6~< [ · ©~<~· 
0 ! =®! ; 7 7676; xx<6=>x676; s A 
y6; R<6=7! =®sG®3<6½F F 

&'2 yx6· x· ; 76y6½6x; 6P ~ ; "®6; s . F 
§ P0©®p A 

*! ; §®6 W) 2>6= "<6=6; 0 ! =s H q a 0 
®! ; 7 7676; w<6=>x676; c>6; h}M ½}x }i. v! ;;: ( D 
w; ®6=7! =®sG®3<6½F } O •• A "§l ::a., 

L yg · MM %y u 1 + j 3 » {~ ©0· 4~ 6~< +l SGS mL 
> } · :F: : :gs 

· '{ ~a s. i M=c 
Qaa 6~· I ~04[ · 4®] 0· j ~{ / "; 0111 T 

7676; 60~ 8 ' 4~<~"Q©~a K 
1 

MMi y6; E 6x7! ; 7½[ x; §6> / "; &'2 K i / ,(,n+) 7676; yx6 ­ 376=62Q®6F ~n-1 , 

&na 6~· E 6x7; ; 7½[ x; §6> / "; L5 « } 

7676; 60~ 8 ' 4~<~"Q©~a ' K,' = 
e,,, yx6 ½6; §=62Q®6 T="£6§®x"; 11 

, / Dd- 
/ " ; L''22 , , m-:- __ -v _ 

w P 6x; 6 6x; 5"F2<6 p 6°x6Q! ; 7 
°[ x½2Q6; y6; Z6=>3; 76=! ; 76; 
D=a D6a D6a 6 ®© 204n &ka [ n &on FFg F g!g gFg F g!g -- - s - 6= "6- 6; 
y6½ m=6x62§½ (m - -h s m - (m s - hF ! ; y y6; Z6=§xx=°! ; 76; 

D~aabbSaa&Sa [ · 6 &~aCcbbSaa&ab : a 
6~< , ©<~" j ~· ~a [ · 6 )5 • - °! 6=Q3>®6; F y6; §6; [ x= yx6½6½ f <~0~" j Q~<' [ ®­ 
76>"½® ! ; y x; y6; T! ; §®6; 5 , t ! ; y 5 s t P x® y6; ½6; §=62Q®6; 

- - 
~ =35®6; s ! ; y s <6>3½®6®F 9x7g B aF [ ®xQ=6; y [ x= y6; Y[ · j © + aa j s 
56½®>676; g (; y6; 6<~0 , ©0X~· =aaa 6aaa 6a& - 6; ®½®6Q6; 76[ x½½6 G*3; ; ­ 
j <0§©~ %aa ' g Y' a [ · 6 ~® {' [ ©~©a 6' %a [ · 6 %a f <00" j ~ ®0· 6a 60~ 
L=<6x®½7>6x2Q! ; 7. 

..L =· 



&& 
£ 7 , ~7 D: &t b° t DSMM 3zD6 3 ' D6&t 

+ l+pu § 
\ 0© 9 0{§~ y6½ ~ =35®6*>3; 6½ x; 204n &o ~<40X© ®0" Q · [ · a [ 6; ; h,,. yx6 
<6x m 76P 6½½6; 6 ½6; §=62Q®6 C"Q6 y6½ 932Q[ 6=§½ <6y6! ®6®F 

1 ®~" a 
µ > . F ssF H Am ®~" aa V h.,. ! ; y Qx6=3! ½ µ > bub l ,D 

1 . 
µ S. } bb6aaVQabb LP ½62 2*FFg. 71"' "

1 ' 
8 ' l7b; t · QaabbM&t , ~¢ zMM& ± ± Q» 

m+1
½62 2*FFgd - 9abb · li.,.

®~" &za &abb a Qaa 
! ; y Qx6=3! ½ 

! ; y 6½ [ x=y 
S: p zst $D: aa ®~" 3aa D6aa ®~~ %aab D; a&a ®~" z' st 
LFFg LFFgd - h.,. 

8 ~<6~· 60~ Ae y! =2Q 60~ ' [ ®4~6<00" j ©a ®= 5">7® 
SaSaauc Sa&auSaa bu&=aa®~~%a su&6aa®~"=a pu&i aaa®~"zaa&a 

Daan Da[ st Qa 
! ; y 6<6; ½" 6=7x<® ½x2QF [ 6; ; k 6x; ~ ; "®6; *! ; §® y6= "<6=6; 0 ! =®! ; 7 
x½®F °[ x½2Q6; y6; Z6=½2Qx6<! ; 76; ◊k- -- ' FgFF ' FgFd - yx6 p 6°x6Q! ; 7 
Sa=aa S&a&u=a D[ a®~"»a D6a®~" =a D6a&a G� ¢ z& c 

» Q' Qa 
Z6=7>6x2Q® P 3; yx6½6 p 6°x6Q! ; 76; P x® y6; 3! 5 G6x®6 p R ! ; y a- 

3<76>6x®6®6; 0>6x2Q! ; 76; t- Sh ! ; y t- ahF ½" 6=§6; ; ® P 3; F 
y35½ y3½ 76½! 2Q®6 p x67! ; 7½*">Y7"; P x® y6P � " ­ 
P 6; ®6; *">Y7"; 6 6x; 6½ p 3>§ 6; ½ Dl 3l 0X~<~0· ®©0+ + ©a 
[ 6>2<6= 6[ <" Q ®~· j <~" Q©~ x <' §©~ 

s L"gFg ½62} ggg d Ad,,, ®~" &zaa p Ad,,.+ t ½62 2*gFgd t w.,.= 7 , ! ; y 

l 
t- \ h 

6.u,., ®~" a D6a ®~" %a D6a&c ®~" &zc& c 
Wk=--~----------- Qa 

<6>3½®6® [ x=yg 
(; 9x7! = BS x½® / "=3! ½76½6®°® [ "=y6; F y35½ yx6 ½6; §=62Q®6; Z6=­ 

½2Qx6<! ; 76; y6= 1; y*! ; §®6 A ! ; y B 7>6x2Q E! >> ½x; yF y35½ 3>½" Dl 3l 
6x; · 3; y6; 1; y6; 5=6x 3! 5>x676; y6= p 3>§6; x½®g 

Zahlenbeispiel. 1½ ½">>6; 60~ ®~· j <~"Q©~· 1~<®"Q0~X[ · 4~· ®0+ ©­ 
>x2Q6= ~ ; "®6; *! ; §®6 y6½ x; 9x7g BB y3=76½®6>>®6; ½2QP x6y66x½6=;6; E6®°­ 
[ 6=§6½ ! ; ®6= y6= Z"=3! ½½6®°! ; 7 <6=62Q; 6® [ 6=y6; F y35½ x; £6y6P 
~ ; "®6; *! ; §®6 y6= "<6=6; 0 ! =®! ; 7 6x; 6 · 3½® / "; - S ® 3; 7=6x5®g 

(; 9x7g BS ½x; y yx6 G*3; ; §=>x5®6 x; N"; ; 6; t; x2Q® 6x; 76§>3P P 6=®6 
) 3Q>6; h und yx6 G®3<4x; 76; x; yP t6x; 76§>3P P 6=®6 ) 3Q>6; h 3; 7676<6; 

t- \ 3h 



B, 

! ; y x; Y04n &7 60~ ! ; ®6= y6= L; ; 3QP 6 E H - l l t½®3®® y6½ [ x=§>x2Q6; 
­ 6=®6½ E H Sl l l l l ® §[ < 
6' ® >6+ r X~<~" Q· ~©~· 1~<­ 
>>x; 76=! ; 76; y6= G®3<6 x; yP 
! ; y 60~ N[ ~<®"Q· 0©©®§{00" Q~· 
x; ] yP °! ½3P P 6; 76½®6>>® [ "=­ 
y6; g 9! = y6; 6=½®6; G®3< y6= 
"<6=6; 5 [ <©[ · 4 X~©<04© µn 3n 
yx6O! 6=½2Q; x®®½5>®®2Q6 l F - , ] yP 
! ; y yx6 Z 6=>®®; 76=!; 7 A.o 

aS · Bl HsSU2>P g 
- l l · Sa&7 

' 2Q>x65½>x2Q [ ! =y6; x; 9x7g B v 
yx6 ½6; §=62Q®6; N=>.®76=Q"Q6; 
! ; y yx6 P x® y6= G6§3; ®6 y6½ 
, ©' XuI ~04[ · 4®] 0· j ~{® t7676; 
yx6 ­ 376=62Q®6h P ! >®x*>x°x6=®6; 
Z6=4 ®; 76=!; 76; 6x; 76®=376; F 
°! P p 6x½*x6> 5! = 6x; 6 mx37" ­ 
; 3>6 y6½ � x®®6>56>y6½ Dn d · ½62 e§{ 

ok 
.......s, · bu ' yP g 

Sl 
1 ½ 6=76<6; ½x2< £6®°® P x®®6>½ 

y6= 0 >6x2Q! ; 7 t- \ h 5! = yx6 ! ; ­ 
®6=6; ~ ; "®6; *! ; §®6 - F a ! ; y , yx6 ­ 6=®6 

kzp ktutG 
©] a bb 

- , 
H SF- aF 

kGp z ko ] abbu zz bbSa: t a 
ot G u ' ] abb k7 Sa: S 

­ A B< h.{ • u 
• • 

204n && &: n 

! ; y P x®®6>½ y6= 0>6x2Q! ; 7 t- \ 3h 5>x= yx6 "<6=6; ~ ; "®6; *! ; §®6 yx6 ­ 6=®6 
k:q t Gu z 

W2 H 
- U 

H - F' BF 

kG d Sa d ' 
-l B s s SB H SFBvg 

wP 60~ 30~4[ · 4®+ =+ ~· ©~ §©0< 6~· P x® y6; ­ 6=®6; w <6>3½®6®6; 
p 3>§6; Dl 3l ®" Q· ~{{ µ[ 6=Q3>®6; F <6=62Q; 6; [ x= °! 6=½® 60~ N[ ~<j <00§©~ 
SMbbq] abbSaoSa NabbSaGSupu] abbkam: aNabbkam: q ] M bb oaGma 

NMbboaombq ] abb7akt a Nabb7aktq] abb mao& 
! ; y Qx6=3! 5F [ · ©~< 6~< } =<{0[ §04~· D· · ' Q+ ~V j bb 1, yx6 p x67! ; 7½­ 
+ =+ ~· © ~ 



Bv 

\ abbNabbmao&a \ Mbb\ aq NMbbt ka77a \ abb\ 4F; a t 7azka 
\ abb\ apNabbt Ga: G [ · 6 \ a bb\ ap \ abb t GazGn 

wP yx6 m! =2<<x67! ; 76; °! 6=Q3>®6; F P ®x½½6; [ x= yx6 � "P 6; ®6 � P x® 
D b kS yP P ! >®x*>x°x6=6; ! ; y ty3 [ x= / "=Qx; E H t SS ½®3®® E b kSS SSS 
®~©µ©~· r 6[ <" Q k SSS yx/ xyx6=6; g 1½ 6=7x<® ½x2Q 

t GazG · kS a bb y=; H - UFl P P 
Sl l l 

[ · 6 ~X~· ®= Sa bb t Gam+ + a Sa bb t 7az+ + a Sa bb t ka: + + a Sa bb maG+ + n 

§ v g 
D· 6~<[ · 4 6~< O00· 4~ eincr G-urtsehne. eY04n &m nr 

1½ ½">> yx6 1~<{0· 4 ~<[ · 4 
· ~0· ~< 0 !=®! ; 7 / 6=<x; y6; y6; 

bb� »al4s· · · · 1 MM · · · · · 
mx6 1 6=7="5½6=!; 7 

x=76; y 6x; 6½ C3; y­ 
] 0· j ~{® a [ + Dka X~60· 4© 60~ y! =2Q yx6 204[ < &mX · ' " Q4~] 0~®~· ~ 
L; y6=!; 7 } H y,,, L lcyu m, ! ; y yx6 Z 6=>>>; 76=!; 7 D®a 6~< O00· 4~ ®aa ~0· ~® 
5 [ <©®©' X~® ~<µ~[ 4© 7bb D®aa " =® raa ] =X~0 
}FFg H E6x7! ; 7½[ x; §6> 6~® , ©' X~® ®a 4~4~· 60~ 5=37>x2Q6 G6Q; 6g 

(P 73; °6; 6; ®½®6Q® 3>½" 

0 

} y6= x=76; y °[ 6x ~ ; "®6; *! ; §®6 Z ! ; y 
G6Q; 6 <6½®xP P ® [ 6=y6; g mx6 · "®6 / "; 

y6; ~ ; "®6; *! ; §®6; 
-FSF ggg - ; gggg 3! = 
yx6½6 G6<; 6 ®~0~· 71,-1 

Q a Y2 , · · · · !/m · · · · ,
! ; y yx6 T="£6§®x"; 6; 
6~< O0· 4~· ®aa Gza 
•...• s.,. .•••. y6= 
} =· 6~< , ~Q· ~ S · 
! ; ®6=½*3; ; ®6; 0 ! =®­ 
®©0X~ ' [ § 0-n ½6x6; 

9x7g B\ 3 ! g <g 

· p · 
} H :.Sy.,.A':S.,. s S..L½gFF " =® aa 

t A 
! ; yF ] ~· · §0< 6~· 93>> t H Z 

76½6®°® [ x=yF 

e,.. 
2"½ 0$%aan E

t- ' h 

! ; y 

an$ O . Ci » yKn» l+ ' ©§aa { »a ' � aaaM 
- - E

p 6x½*x6>6 5!= yx6 L; [ 6; y! ; 7 yx6½6= 0>6x2Q! ; 7 
§ Ug 

5x; y6; ½x2Q xP § \ 



u & \ 

§ ' g 

D[ §4' X~· a X~©<~§§~· 6 60~ Ermittelung von Biegungslinien. 
D[ §4' X~ t n 0 6½! 2Q® yx6 ½6; §=62Q®6; Z6=½2Qx6<! ; 76; y6= ~ ; "®6; ­ 

*! ; §®6 y6= ! ; ®"=6; 0 !=®! ; 7 y6½ 
x; 2l04n &G 6' <4~®©~{{©~· 2' "Q­ 
] ~<j ©<{04~<® + 0© k ; x2Q® 3; y6; 
1 ; y6; ½®6Q6; y6; G®®x®°6; A ! ; yp g 

� 3; ; 6QP 6 °! ; D®2Q½® C ! ; y 
D x; ½6; §=62Q®6= Cx2Q®! ; 7 ! ; ­ 
/ 6=½2Qx6 <>x2Q 3; ! ; y °6x2Q; 6 y3½ 
\ =+ ~· ©~· %={»4=· l Dl I l 3l f l 
§[ < ~0· ~· X~0 Pl [ · 6 f l §<~0 3! 5­ 
{~4~· 6~· 3' {j ~· a ' [ § ] ~{"Q~· la {pp p{ % 
yx6 ; 32Q 5 {~0"Qn et kr X~<~" Q· ~©~· 
O' ®©~· ] e [ 6>2Q6 ®6x>½ *"½x®x/ F 
®6x>½ ; 673®x/ ½x; y oh [ x=§6; g 
p =x; 7® P 3; Qx6=3! 5 yx6 G6; §=62Q­ 
®6; y! =2Q yx6 56½®6; G®! ®°*! ; §®6 A ! ; y B x; A' [ · 6 3l + 0© 6~+ \ =­ 
+ ~· ©~· %={»4=· ~ µ[ + , " Q· 0©©~ [ · 6 µ0~Q© yx6 0 6=3y6 Dl 3la ®= 6=Q3>® 

9x7g B' g 

nD 
2 :J -- 

D 

i ( t 
A A 
( ( 
A A A ( 
A A 
A A 

i ( 

a 
0 

Kg 
A A 
A A 
A A 
A A 
A A 
A A 
( ( · • 

204n &zn 

>>>3; 0· 6~< ®" Q<' §§0~<©~· 2l{0"Q~ 60~ 76½! 2Q®6 p x67! ; 7½.5>32<6g p 6x½*x6>½­ 
] ~0®~ 0®© 60~ , ~· j [ · 4 6~< x · =©~· %[ · j ©~ = [ · 6 7 4{~0" Q Sa X~µ] n San 

Aufgabe 2. 0 6½! 2Q® 60~ 30~4[ · 4®§{0" Q~ §00< yx6 "<6=6 0 ! =®! ; 7 
Pf D3 v 2 6~® 5 ~< X~<®" Q~· lAl<004~<® 0· 9x7g BUg 

r A· 204n &: ] [ <6~· ] a [ · 6 ] a %=®0©0} a 60~ 00X<04~· ] · ~4' ©0} ae' {®= · '" Q 
"<6; 76=x2Q®6®h 3; 76; "P P 6; g 



B' 

E32<y6P yx6 y6; ~ ; "®6; *! ; §®6; - <x½ aF B X0® t k [ · 6 t o X0® t n7 
6; ®½*=62<6; y6; t®6x>½ *"½x®x/ F ®6x>½ ; 673®x/ 3! ½53>>6; y6; h 8 ~<©~ ] X~­ 
=62<; 6® [ "=y6; ½x; yF [ 6=y6; yx6 � "P 6; ®6; *">Y7"; 6 76°6x2Q; 6®. 

Pl I f l 5!= y6; 6x; 532<6; 3' {j ~· Pl f l + 0© y6; · 3½®6; ] - <x½ ] aF 

D' LE' ,, " » » f v l a aa aa W4 ,, 11'12, 

v l AE 2l aa aa aa » v l2l a aa aa W1 3 ,, 1015, 

4x6=3! 5 [ 6=y6; yx6 G6; §=62<®6; y! =2Q yx6 T! ; §®6 A ! ; y JJ =;x® 
y6P \ =+ ~· ©~· %={»4=· ~ f O v l x; A' [ · 6 3l µ[ + , " Q· 0©©~ 76<=32Q®F 
yx6 {®=62§6; 

A'A" b i l b G6; §! ; 7 y6½ T! ; §®6½ A,
3l . bbG. bb aa aa aa B 

3<76®=376; ! ; y y6= y! =2Q D. [ · 6 3. 4~Q~· 6~ O0· 0~· µ[ 4 c' D" E" F', 
c>6½½6; 12§6; ½6; §=62Q® ! ; ®6= D ! ; y E >x676; F 6x; 76°6x2Q; T®g mx6 

· 9>32Q6 °[ x½2Q6; yx6½6P · x; x6; °! 76 ! ; y y6P � "P 6; ®6; *">Y7"; 6 x½® yx6 
76½! 2Q®6 p x67! ; 7½5>32Q6g 

3~0 ®©' <<~· , ©00©µ~· &a [ · 6 B0 x½® 
Glb Z6=§®>=°! ; 7 y6= Z ~<©0j ' {~ Da Da 
G.b » » » 3a3 a 

Aufgabe 3. 0 6½! 2Q® yx6 p x67! ; 7½>x; x6 5®x= yx6 "<6=6 0 ! =®! ; 7 ®n • 6~® x; 9x7g , l y3=s 
76½®6>>®6; m=6xs 

~ 4~{~· j u3=4~· ®n 
1½ Q3; y6>® ½x2Q 

t A (J Qx6= ; ! = ! P yx6 
V H A 

uuu©uuuu&uuuuVg{uuu• p 6=62Q; ! ; 7 y6½ 
0 D { 0 • � "P 6; ®6; *">Ys 
3~! H l V 7 0 7"; ½ 5®x= y6; 6x; s » qy ±· »=p 

• • • 0VV 532Q6; p 3>§6; 
D 3la ' [ § ] ~{"Q~· 
60~ O' ®©~· ] aa ] ' a 
· · · · · n] a ] 0<j ~· n 
mx6 8 ~<©~ ] a X0® 
] a [ · 6 ] a X0® ] a 

D3½½6; ½x2Q "Q; 6 [ 6x®6=6½ P x® 4 x>56 y6= xP § B 7676<6; 6; 0 >6x2Qg t - , h 
<6=62Q; 6; F y3 ½x2Q yx6 C3; y[ x; §6> } - <x½ }a ! ; y } , X0® a ' [ ® f <~0­ 
62§½[ x; §6>; °! ½3P P 6; ½6®°6; g ( + ] a + 0©©~{® 6~< 5 {~0" Qn t- Bh <6½®xP P 6; 
°! §"; ; 6; F P ! 5½ D lVV0u& <6§3; ; ® ½6x; g E! ; x½® yx6 c>! =2Q L; y6=! ; 76; 
y6= C3; y[ x; §6> ! ; y yx6 G*3; ; ! ; 76; x; y6; 0 ! =®½®3<6; <6yx; 7®6 gLg; ­ 
y6=!; 7 } c>6= G®®x®°[ 6x®6 AB ; 32< § vF °! ; 32Q½® 5®x= y6; 93>> t H l . 
Vt & ; oa&M 4a a 70 l » ssusF 

<D©a &&&oa C&DM u&D®a s : D®Mu: D®M & &7a 

H 
( 

• V ~-------------l--------------- _ _., 

q 

Flg. 50. 



& z 

[ · 6 + ' · ~< Q3>® ½"P x®F <6x 7676<6; 6= 1~<®" Q0~X[ · 4 7bb D­ a y6; ­ 6=® 

Al
3 7 8 o»&ou , »' ® ® ° 
t . 7 t v 

d 
3~0 ®©' <<~· , ©0©0©µ~· 0®© D{bbb l g Gx; y yx6 ~x· P *56= A ! ; y B y! =2Q 
6x; 6 ) ! 7½®3; 76 + 0© 6~+ N[ ~<®" Q· 0©©~ 2a } ~<X[ · 6~· a ½" x½® Al H Z6=­ 
{{0· 4~<[ · 4 60~®~< 6~· 4 "=x°"; ®3>½2Q! < H y6½ p "76; ½ 3! 5;6QP 6; y6; G®3; 76I 

6½ §=HN© y3; ; Al H IIl • G">>6; M>-6P *6=3®! =3; y6=! ; 76; <6=x>2§½x2Q®x7® • 32a 
[ 6=y6; F ½" x½® 2= y! =2Q 2= p®© µ[ ~<®~©µ~· a ] 0Q<~· 6 §©0< Al y6= ­ 6=® 

EHl ] ~©a{ ~0· µ[ §0©Q<~· 0®©n 9 0~<X~0 <6y6! ®6® t yx6 N6P *6=3®! =>x; y6=!; 7 2a 
5! = 6x; 6; G®3< y6= "<6=6; 0 ! =®! ; 7 ! ; y to 60~ / ~+ %~<' ©[ <0· 6~<[ · 4 §0©0< 
yx6 G®3; 76 AB. 

Dab 

§ ' g 

v X~· ~ 2' "Q] ~<j ©<004~< + 0© } ~<0· 6~<{0"Q~< 3~{' ®©[ · 4n v0· ­ 
flul'slinien fiir die statisclt nic1Lt bestimmbaren G-ro1sen X. 

1) G®6>>® P 3; <6x 932Q[ 6=§6; + 0© } ~<0· 6~<{0" Q~< 3~{' ®©[ · 4 60~ 
G*3; ; §=35® S 6x; 6½ £6y6; G®3<6½ x; 6x; 6= ½">2<6; 9"=P 3>½ 9! ; §®x"; 
y6= · 3½®6; P y3=F y35½ y6= 1x; 5>! 5½ £6y6= 6x; °6>; 6; O' ®© ' [ § , ~<®0" Q©­ 
>x2Q x½®F ½" / 6=P 37 P 3; 3; °! 76<6; F [ 6>2Q6 · 3½®6; x; y6P G®3<6 6x; 6; 
­ [ 4a [ · 6 [ 6>2Q6 · 3½®6; 6x; 6; m=! 2§ <6=/ "=<=x; 76; F ! ; y [ x6 7="5½ yx6 
0 =6; °[ 6=®6 S,,.a"' ( H 7="5½®6= ) ! 7h [ · 6 , aM e H 7="5½®6= m=!2§h ½x; yg 
(; 7>6x2Q6= 8 ~0®~ j 0· · ~· 60~ 8 ~<©~ ( a [ · 6 ( a §©0< £6y6 L! 5>376=­ 
§=35® <6=62Q; 6® [ 6=y6; g 

4 3; y6>® 6½ ½x2Q ! P 6x; 6<6; 6½ 932Q[ 6=§ P x® ½6; §=62Q®6= p 6>3½®! ; 7F 
½" / 6=5">76 P 3; y6; 1x; 5>g! 5½ 6x; 6= w<6= y6; N=376= 5"=®½2Q=6x®6; y6; · 3½® 
FF 1x; ½i F ®=376 y6; ­ 6=® S <6°x6Q! ; 7½[ 6x½6 C ! ; ®6= y6P £6y6½P 3>x76; 
L; 7=x55½*! ; §®6 y6= · 3½® 3>½ R=yx; 3®6 3! 5 ! ; y / 6=<x; y6 yx6 1; y*! ; §®6 
yx6½6= R=yx; 3®6; y! =2Q 6x; 6 · x; x6F [ 6>2Q6 yx6 1x; 5>! 5½>x; x6 §©< , 
X~µ] n C <6x5½®I yx6 °[ x½2<6; xQ= ! ; y y6= L<½2x½½6; 32Q½6 76>676; 6 
Y{©~Q~ ] 0<6 60~ v0· §{[ §l®§{0"Q~ §0< , <6°[ g C 76; 3; ; ®g 

f 0~ v0· §{[ §®{0· 0~· §©0< 60~ W 6=®6 S ! ; y C D3½½6; ½x2Q P x® 4x>56 
6~< 5 {~0" Q[ · 4~· 

, bb, M &, l) l, .) . K , .) . Knnua 
c H c0 s c' x' s c" x" s c"' x"' s nnnn 

>6x2Q® 5x; y6; F ½"<3>y yx6 1x; 5>! 5½>x; x6; 5! = yx6 0 ="5½6; X', X", X"' .... 
7676<6; ½x; yg mx6 1=P x®®6>!; 7 yx6½6= FFVs· x; x6; i x½® y3½ ) x6> y6= ; 32Q­ 
½®6Q6; c>6; w; ®6=½! 2<! ; 76; F ! ; y °[ 3= ½">> ½x6 ! ; ®6= y6= Z "=3! ½½6®°! ; 7 

� 00{{~' u 3< 6½ - a. ! F f 0~ · ~[ ~<~· \ ~©Q=6~· 6~< 2~®©04j ~0©®{~Q<~n & 



, l 

6=5">76; F y35½ £6y6 °[ x½2Q6; °[ 6x ~ ; "®6; *! ; §®6; [ x=§6; y6 · 3½® y! =2Q 
~0· §' " Q~ ­ ] 0®"Q~· ©<04~< ' [ § 60~ Q6; 32< <3=®6; 
~ ; "®6; *! ; §®6 w<6=®=376; [ x=yg v ® 0®© 6' · · 
£6y6 1x; 5>! 5½>x; x6 6x; 3! ½ 76=3y6; · x; x6; <6­ 
½®6Q6; y6½ T">Y7"; F y6½½6; 12§6; y6; ~ ; "®6; ­ 
*! ; §®6; y6½ 932Q[ 6=§6½ 6; ®½*=62Q6; g p 6s 

0uHlV0ua V ½x®°® °g p g t9x7g , - h yx6 VMs· x; x6 ! ; ®6= y6; 
j una0uutuuuuugA ~ ; "®6; *! ; §®6; (m-1) [ · 6 + 60~ R=yx; 3®6; 

>>>• A• u VMgFg: - [ · 6 ) laa [ · 6 [ x=y y6= y! =2Q 6x; 6 
K$ ] 00=©' ] ut ' ·+ 4{=4~® ©' ®© YY 

s s / 6=!=½32Q®6 ­ 6=® X' 76½! 2Q®F ½" <6½®xP P ® 
P 3; yx6 y! =2Q y6; ) [ x½2<6; ®=x>x76= 3! 5 yx6 

~ ; "®6; *! ; §®6 e+ut r [ · 6 + ©0X~<©<' 4~· ~· O' ®©' · ©~0{~ 
X }, ' nabb7$] ' <abY7c 

Y 

9x7g , -g 

[ · 6 ~<Q0{©V 
Y) l bbYa &) la&&Ya)l nn 

4x6=3! ½ 5">7® 3<6= 

X, X' a; s a °D annunua< 
H • -- l Dnan X m Daan l 

! ; y yx6½6= L! ½y=!2§ x½® x; p 6°! 7 3! 5 yx6 Z6=x®; y6=>x2Q6 x / "P 6=½®6; 0 =3y6g 
2) mx6 ½®3®x½2< · 0" Q© X~®©0+ + X' <~· 5 <0§®~· ) la ) . nn · · · P w½½6; F 

[ 6; ; xP 3>>76P 6x; 6; ; 32Q7x6<x76 G®! ®°6; / "=3! ½76½6®°® [ 6=y6; F y6; 
xP § a 3<76>6x®6®6; 0>6x2Q! ; 76; 76; >x76; . 

, PlD" bbo, lD®a , P.D" bboG.&®a , P.D" bb, G.D®annnnn 
! ; y yx6½6 76Q6; P x® 

, ® 
As= EF s ets

! ; y ; 32Q 1x; ½6®°6; y6= ­ 6=®6 S ®x<6= x; 

L, ....._, ts' - ~s· s' s ananalgl®l
S s x"~s" r::;' - A 6F 8 - H l } .'l.. --' ©l ...i 1. ~ s x"':::Bs'" s' % s nnnnn 

1,, - ~ t :-.'' - "'--'S S11 s -,;r'"'S'S" +x""'S111 S 
.1 H{g /:i 8-A () t' A ..;.. ~ ...;. ~ 

D) . , G.., . ¢ snnn et zra 
O.u, ~©®.®bbokGaG¢ u& ) l, GG. ¢ 
nnnnnn · nn 

[ "<6xF °!= L<§®x=°! ; 7F 

tSl h 
s

v 2 
76½6®°® [ ! =y6F [ 3Q=6; y L', L", L'", ... yx6 / x=®! 6>>6; L=<6x®6; y6= 
L! 5>376=§=35®6 5! = 60~ l­ [ ®©0· 6~ ) lbb >F Vi ....I.. 1, X"' H -F ggg <6y6! ®6; g 



7t 
­ x=y 6' ® 2' "Q] ~<j µ[ · 00" Q®© [ · X~{' ®©~© 4~6' "Q©a ®= / 6=½2Q[ x; y6; 

c.>x6 / "; .'·I0 3<Q>®; 7x76; 0 >x6y6=F ! ; y 6½ 6=76<6; ½x2QF y! =2Q L! 5>"½! ; 7 
6~< 5 {~0" Q[ · 4~· t- UhF yx6 y! =2Q yx6 Z6=½2Qx6<! ; 76; y6= G®!®°*! ; §®6 ! ; y 
y! =2Q 2x; 6 gL; y6=! ; 7 y6½ 3; 53; 7>x2Q6; N6P *6=3®! =°! ½®3; y6½ Q6=/ "=­ 
4~<[ §~· ~· 5 <0§®~· ) x; y6= 9"=P 

t 
X' H rx' eAd u ~stS' s) s • a eTdl u '2istS" s) 

s I Ill izi s"' ) s » (L -.::..st s .....
ekt r ) .bb' .eOl o"©®l ®r&3.eO. , ~©®.®r 

pw.eO. o®©G.. ®r&nnn 
g g n g n g n g n n n n n n n n g g g n g g n n n n F 

] =X~0 ' la la la nnnnnn ' .a o. a ».annnnn 8 ~<©~ ®0· 6a ] ~{" Q~ · [ < 
/ "; y6; ~ "655x°x6; ®6; y6= 0 ="5½6; X x; y6; 5 {~0" Q[ · 4~· et zr ' XQ0· 4~· 
[ · 6 · [ < 6x; P 3> <6=62Q; 6® °! [ 6=y6; <=3! 2Q6; F y3 ½x6 >6yx7>x2Q y! =2Q 
c>x6 9"=P y6½ 932Q[ 6=§½ <6½®xP P ® ½x; yg 

I ' " Q <{~604[ · 4 60~®~< 0· y6= C676> [ 6; x7 °6x®=3! <6; y6; C62Q­ 
· [ · 4~· ~<4~X~· ®0" Q 60~ } =· 6~< 3 ~{' ®©[ · 4 ' XQ0· 404~· 8 ~<©~V 

f 
X' H s cl "2i S0 S' % u • l • S0 S" % u <l • S0 S"' % u n n n n 

ekkr J.bbu' .oGa, lu3.o, a, . ¢ uw.o, aB. ¢ nnnn { a 
[ · 6 + 0© 4x>56 yx6½6= >6®°®6=6; 0>6x2Q! ; 76; >3½½6; ½x2Q yx6 1x; 5>! 5½>x; x6; 
§[ < 60~ 0 ="5½6; X', X" .... ½2Q; 6>> 5xg; y6; F ½"<3>y yx6 1x; 5>! 5½>x; x6; 
5!= yx6 / "; y6= £6y6½P 3>x76; 3~{' ®©[ · 4 ' XQ0· 404~· , [ + + ~· 

o7a, la o7a, . ¢ a nnnna 
<6§3; ; ® ½x; yg 

­ x= °6x76; £6®°® yx6 1=P x®®6>! ; 7 yx6½6= G! P P 6; 5! = y6; 93>>F y3x½ 
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' [ ®4~®~©µ©a 6' 6~< v 0· §{[ §® ~©] ' 04~< 1~<®"Q0~X[ · 4~· D" y6= G®xx®°*! ; §®6 76½"; y6=® 
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°[ x½2Q6; y6; y! =2Q 60~ ( <®' "Q~ ) l bb - t[ 6>2Q6 60~ , %' · · j <00§©~ , 
6=°6! 7®h <6yx; 7®6; Z6=½2Qx6<! ; 76; =l ! ; y Dl® yx6 p 6°x6Q! ; 7. 

P~, -..:- , '"' s's=bbk, a&®bbk=l 
3! ½ [ 6>2Q6= ½x2Q 

6=7x<®g 
®l m3 ; ! ; =l yx6 R=yx; 3®6 y6½ y6; , %' · · [ · 4~· 6lbb F 6; ®½*=62Q6; y6; 

p x67! ; 7½*">Y7"; 6½ y6=£6; x76; 0 ! =®! ; 7 x½®F [ 6>2Q6= y6= L; 7=x55½*! ! §® 
} =· Y ' · 4~Q0<©a ®= 6=7x<® ½x2Q y6= [ x2Q®x76 G3®°. 

3~] ~4© ®0"Q 00X~< 6~· Trager eine Last ,,Eins", welche de,· Reihe
oberen· ' "Q 0· 6~· } ~<®"Q0~6~· ~· x· =©~·%[ ]· j ©~· 6~< GUJ·tuuq
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00X~<~0· n 

(; 7>6x2Q6= ­ 6x½6 >3½½6; ½x2Q yx6 1x; 5>! 5½>x; x6; 5®>= 60~ 00X<04~· 0· 
y6; 0>6x2Q! ; 76; tSSh / "=§"P P 6; y6; G! P P 6; y3=½®6>>6; g \ ' · ~<Q0{© 
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! ; ®6= =.a =l. a nnnn yx6 ! ; ®6= y6P £6y6½P 3>x76; L; 7=x55½*! ; §®6 / "; P
76P 6½½6; 6; R=yx; 3®6; y6= p x67! ; 7½*">Y7"; 6 / 6=½®3; y6; F [ 6>2Q6 <6­ 
°x6Q! ; 7½[ 6x½6 5! = 60~ , %' · · [ · 4®µ[ ®©0· 6~ ) bb t a ) . bb - F g g g gg ! ; y 
5! = yx6 0 ! =®! ; 7 <6=62Q; 6® [ "=y6; ½x; yF x; y6=6; ~ ; "®6; *! ; §®6; yx6­ 
O' ®© Y · ' "Q~0· ' · 6~< ' · 4<~0§©n 

mx6 5 {~0"Q[ · 4~· ekkr 76Q6; y~©µ© 0©©X~< 0· 
) l bbue' l: l&3lG. q l: &nnnnnrY 
) .bbue' .: l &3.: . uq ·d.G. punnnnnr Y 

[ · 6 ~<+ 04{0"Q~· ~0· ~ ½2Q; 6>>6 p 6=62Q; ! ; 7 y6= v0· §{[ §®{0· 0~· §0< ®00+ ©­ 
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� 6x½®6; ½ 7=6x5® 60~ } ~<00· 6~<{0"Q~ 3~{' ®©[ · 4 ; ! = x; y6; ~ ; "®6; ­ 
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>376= <6x A x½® 6x; 532Q ½®3®x½2Q ! ; <6½®xP P ®g 1½ >3½½6; ½x2Q y6½Q3>< 
yx6 C*;g; ; §=5x5®6 x; y6= 9"=P 

® ®aq, l 
y3=½®6>>6; F ! ; y 6½ 6=7x<® ½x2QF y3 yx6 Z6=½2Qx6<! ; 76; y6= G®®x®°6; xP 
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-.:SetS's
y6= 1x; 5>!F5½ 6x; 6= N6P *6=3®! =3; y6=!; 7. Xe=

a k , ®k 
6~< 3~{' ®©0+4V Jb oGGlk o®lk 

L>½ ½®3®x½2Q ; x2<® <6½®xP P <3=6 0 ="5½6 X [ D®Q>6; [ x= yx6 ®x<6=3>> 7>6x2Q6 
[ 3g76=62Q®6 G6x®6; s 
§=35® y6= x; y6; 
G®x®<6; - F SF aF ' MF SMF 
t l 6~® p "76; ½ [ x=§­ 
½3P 6; , %' · · j <0§©~n 
A®© ) bb RF ½" ½x; y 
60~®~ , ©0X~ ®%' · ­ 
; ! ; 7½>"½F ! ; y 6 <6; ½" 
/ 6=½2Q[ x; y6; yx6 ; ! = 
} =· ) ' <QD®; 7x76; 
X, %' · · j <0§©~ 0· y6; 
®~· j <~" Q©~· , ©00X~· 
BF , F : a7la&ln D{® D ½®3®x½2Q <6½®xP P ®6½ 
(s(3! *®; 6®° / 6=<>6x<® 
y6= 6x; 532Q6 p 3>§6; 
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G">> ; ! ; yx6 1x; 5>g! 5½>x; x6 §©0< ) [ · ©~< 6~< 1=<' [ ®®~©µ[ · 4 ~<+ 0©©~{© 
­ 6=y6; F y35½ 6x; 6 · 3½®6x; <6x® P y6= C6xQ6 ; 3g2Q 0· ®00+ ©{0" Q~· x · =©~· ­ 
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60~ , ©FX~ ma Ga 
Gl [ · 6 ml 0®© 
, l bb Rgoh 

I ' "Q ­ ~0"Q­ 
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*">Y7"; A' CB' y6= 0 ! =®! ; 7 AB 6=P x®®6>® [ 6=y6; I y3½½6><6 ½®xP P ® 
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] abbDlaa ] &bb Dla nnnnna 
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P 3; yx6 R=yx; 3®6; Xi, X2 •••• y6= 76½! 2Q®6; 1x; 5>! 5½>x; x6g 
­ x=y <6x½*x6>½[ 6x½6 y! =2Q y6; N=376= 6x; v 0®~· X' Q· 4{~0® 4~®©00©µ©a 
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] ~<j ~0· ~ y6= 5=>xQ6=6; 2=<+ 0Q· {0"Q~ 2=<+ 3; ; xP P ®F ½" 5x; y6® P 3; 

, , l®bb "g 
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Beispiel 2. 1½ ®={{ 6~< 9 =<0µ=· ©' {µ[ 4 ) 6~< 0· 9x7g , B ' 6' <­ 
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X00®"Q~{a 6~®®~· [ 376=62Q®6 T="£6§®x"; y6= 4 "=x°"; ®3>½2Q! < FF 1x; ½i x½®F 
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mx6 ~ =>x5®6 , F vF \ F ' F \ MF v MF , M [ x=§6; 3>½ m=>x2§6 3! 5 y6; p 3>§6; 
[ · 6 <[ §~· yx6 ½6; §=62Q®6; L! 5>376=[ xy6=½®3; y6 A' [ · 6 3l Q~<} =<n (½® 
c>3½ 932Q[ 6=§ ½YP P 6®=x½2Q t[ x6 x; 9x7g , B 3; 76; "P P 6; [ ! =y6hF ½" x½® 
Dlbb 3lc 0+ 5 ~4~· §' {{~ } ~<{00· 4~<~ + ' · x; 9x7g , B yx6 L! 5>376=½6; §­ 
<~" Q©~· D ! ; y B <x½ °! xQ=6; G2Q; x®®*! ; §®6; P x® y6= ~ 6®®6F / 6=<x; y6 
yx6½6 c>! =2Q yx6 G2Q>! 5½>x; x6 t½h ! ; y °x6Q6 / "; O 3! ½ t9x7g , B <h 6x; 6 · 
T3=3>>6>6 °! t½hI >6®°®6=6 °6=>67® ; 32Q 6x; 6P <6§3; ; ®6; G3®°6 y6= 7=3­ 
*Qx½2Q6; G®3®x§ y6; ~ =x®5®6°! 7 , s v s \ s ' ? mlup vM s , M x; A'
[ · 6 3ln I [ · + ~Q< {' ®®~· ®0" Q 60~ , %' · · j <0§©~ , l ' [ " Q §0< 6~· p 3>§6; 
6=P x®®6>; g oh 

E32Q ) 6x2Q; 6; yx6½6½ ~ =!5®6*>3; 6½ [ 6=y6; yx6 G*3; ; ! ; 76; 2=M nG · 
F

[ · 6 60~ / " ; y6; 2=M 3<Qxx; 7x76; L ; y6=! ; 76; LM} y6= "<6=6; C3; ys 
­ x; §6> } <6½®xP P ®F ! ; y Qx6=3! 5 [ x=y c>3½ p x67! ; 7½*">Y7"; A0 C B0

y6= 
0 ! =®! ; 7 AB, x; y6½½6; ~ ; "®6; *! ; §®6; yx6 w<6= y6; p 3>§6; [ 3; y6=; y6 
· 3½® P y6= C6xQ6 ; 32Q ' · 4<~0§~· + 04~a X~<~" Q· ~©c 6½ ½®xP P ® t; 32Q 
§ BF 0>6x2Q! ; 7 - , h P x® y6P � "P 6; ®6; *">Y7"; 6 6x; 6½ 6x; 532Q6; p 3>­ 
~· ® &a3a ©©X~<~0· a ] ~{"Q~< c>! =2Q ½6; §=62Q®6 · 3½®6; 

] abbDloaa [] 4bb&loMa ] abb&loaa n · n n 
<63; ½*=! 2Q® [ x=yg 

p 6y6! ®6® ; ! ; ' M yx6 ! ; ®6= P 76P 6½½6; 6 R=yx; 3®6 y6½ px67! ; 7½­ 
={»4=· ~®a ®= x½® 

• oBa, lmbb Y, la 
[ · 6 ~® 6=°6! 7® P x®Qx; yx6 · 3½® P x; y6= ~ 6®®6 y6; 4 "=x°"; ®3>°! 7 

Y®l ) bb ol o®lk 
oh f 0~ , %' · · j <0§©~ , l ®0· 6a {0· j ® } =· 6~< \ 0©©~a · ~4' ©0} ef <00" j ~r §00< yx6 

G}xx<" . - F SF aF BF , F 6, \ F ' F UF - SF - aF - vF - \ F Sl F S- F SBF S, ! ; y *"½x®x/ t) ! 76h 
§[ < 60~ , ©0X~V t Sa t t a t &a t 7a t Ga t za kka kon 
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§ Ug 
m6= � 3µ[ 6>>½2Q6 · 6Q=½3®° / "; y6= 0 676; ½6x®x7§6x® y6= 

6>3½®x½2Q6; Z6=½6 Qx6 <! ; 76; g 
­ x= <6®=32<®6; 6x; 932<[ 6=§F 6~®®~· , ©©0©µ%[ · j ©~ [ · } ~<<00" j X' < 

½x; y "y6= w<6= =6x<! ; 7½>"½6 · 376= 7>6x®6; F 6~®®~· D[ §{' 4~<j <0§©~ + 0©Q0· 
<6x y6= 6x; ®=6®6; y6; 9"=P >>g; y6=! ; 7 §6x; 6 L=<6x® >6x½®6; g 

mx6 6[ <"Q 0<4~· 6] ~{" Q~ D· 6~<[ · 4~· D® 6~< G®3<Q®; 76; s / 6=s 
[ <®' " Q©~· 1~<®"Q0~X[ · 4~· Sa [ · 6 =S y6= 
x · =©~· %[ · j ©~ Da [ · 6 &a · ' "Q 6~· Cx2Q­ 
©[ · 4~· &a3a [ · 6 Da3a ~<4~X~· ®0" Q · ' "Q 
§ G 3! ½ y6; L=<6x®½7>6x2Q! ; 76; 

t · : abbko, a&® [ · 6 
t u: abboGa&®a 

[ "<6x 5! = x=76; y 6x; 6; G®3< 
, a 60~y~· 04~ , %' · · j <' §© 0®©a ] ~{" Q~ 

6x; 6 0· Da ' · 4<~0§~· 6~a ; 32Q y6= 
E0" Q©[ · 4 Da3a ] 0<j ~· 6~ x <' §© 
i 1 x; ½i Q6=/ "=<=x; 7® ! ; y 

, a 60~y~· 04~ G*3; ; §=35®F [ 6>2Q6 6; ®½®6<®F ½"<3>y 0· Da · ' " Q y6= 
Cx2Q ©[ · 4 &&3a 60~ ~ =35® FF 1x; ½i [ x=§½3P x½®g 

4 6==½2Q® x; ' {{~· , ©0X~· 60~ y6P ½*3; ; ! ; 7½>"½6; L; 53; 7½°! ½®3; y6 
6; ®½*=62Q6; y6 N6P *6=3®! =F ½" x½® 5! = x=76; y 6x; 6; p 6>3½®! ; 7½53>> 

, ® D®bb E.F' P x®<x; 

abo7ya ] '6 : ab o®aG 7a 

A, h W 
lJ 

1

204n X7X7n 

(½® x; ½<6½"; y6=6 S bb, Ma ®= 6=7x<® ½x2Q 
s: abbko7aGa %% 

] 0Q<~· 6 0+ 2' {{~ S bb, a 
' s : abboGaGt %< · 

x½®F ! ; y 6½ 5">7® 3! ½ y6= w<6=6x; ½®xP P ! ; 7 yx6½6= <6xy6; ­ 6=®6 y6= 
<x; ½x2Q®>x2Q ½6x; 6= 0 ®x>®x7§6x® 3; yx6 "<6; 76P 32Q®6; L ; ; 3QP 6; 76­ 
<! ; y6; 6 G3®°. 

1 x; 6 0· 6~+ x · =©~· %[ · j ©~ &a [ · 6 0+ , 0· · ~ L - p - 3; 7=6x56; y6 
~ =35® FF 1x; ½i / 6=½2Qx6<® 6x; 6; ~ ; "®6; *! ; §® L S xP Gx; ; 6 L S 4 S 
! P 6x; 6 G®=62§6F [ 6>2Q6 6<6; ½" 7="5½ x½® [ x6 yx6 Z 6=½2Qx6<! ; 7F 
[ 6>2Q6 6~< x · =©~· %[ · j © Da 0+ , 0· · ~ Da3a ~<§©Q<©a ®=X' {6 0+ 
Y[ · j ©~ Da [ · 6 xP · , 0· · ~ &a3a ~0· ~ ~ =35® FF 1x; ½i 3; 7=6x5®g 

wP yx6½6; °! 6=½® / "; � 3µ[ 6>> 3! 576½®6>>®6; G3®° °! 6=[ 6x®6=; F 
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­ ">>6; [ x= 6~· 3[ "Q®©' X~· Y [ · 6 : a 60~ <x½ £6®°® °! = p 6°6x2Q; ! ; 7 6x; 6= 
1x; °6>-3½® ! ; y y6= Z6=½2Qx6<! ; 7 y6½ L; 7=x55½*! ; §®6½ yx6½6= · 3½® xP Gx; ; 6 
y6= · 3½® yx6; ®6; F 65"6 3>-76P 6x; 6 p 6y6! ®! ; 7 <6x>676; F ½" °[ 3=F y3g5½ [ x= 
! ; ®6= Po yx6 / x=®! 6>>6 L=<6x® 6x; 6= 73; °6; 0 =! **6 / "; · 3½®6; / 6=½®6Q6; g 
f 0~®~ 5 <[ %%~· X0{6[ · 4 + 04~ 6[ <" Q ~0· 04~ 3~0®%0~{~ 6=>>x! ®6=® [ 6=y6; g 

- h 0 =6x56; x; °[ 6x T! ; §®6; m, P - t9£7g , vh °[ 6x 6; ®7676; 76­ 
½6®°®6F 7>6x2Q 7="g5½6 ~ =� ®6 P,,, 3; F yx6 x; 
yx6 5 <' 6~ + +a §' {{~· a ½" x½® y3½ °! 76s }F } 
Q0<04~ Sa 4{~0" Q 6~< 4~4~· ®~0©04~· an­ 
1~<®"Q0~X[ · 4 6~® Y[ · j ©~%' ' <~® + a + a uW 
yg Qg 7>6x2Q y6= gL; y6=;; 7F [ 6>2Q6 yx6 1 ; ®s } m 
§~<· [ · 4 + + a ~<§©Q<©n \ ' · ; 6; ; ® yx6½6 
0 676; §=®x5®6 P 3! 2Q yx6 p 6>3½®! ; 7 y6½ 
Y[ · j ©~%' ' <~® + +a [ · 6 ½*=x2<® 0+ 2' {{~ Ybb - 
} =· 6~< p 6>3½®! ; 7½6x; Q6x® ~0· ~® Y[ · j ©~%' ' <~®n 

Sh ­ 6=y6; °[ 6x x; x ! ; y k 3; 7=6x56; y6F =62Q®­ 
[ x; §>x7 °! = 0 6=3y6; ilc 76=x2Q®6®6F 6; ®7676; 76½6®°® 
4{~0"Q~ x <00§©~a 60~ ~0· x <00§©~%' ' < X0{6~· a y6½½6; 
� "P 6; ® bbYa· - x½® t9x7g , \ hF °! 6x; 6= 0 =!**6 
} ~<~0· 04©a ®= 0®© 6' ® µ[ 4~Q0<04~ Saa 4{~0" Q 6~+ xP 
p "76; P 35½ 3! ½76y=w2§®6; m=6Q! ; 7½[ x; §6> y6= 0 6­ 
<' 6~· 0j rn \ ' · ½*=x2Q® <x6= §! =° / "; y6= p 6­ 
{' ®©[ · 4 ~0· ~< 5 ~<' 6~· (m) ! ; y xP 
2' {{= Y±b t } =· 6~< 3~{' ®©[ · 4®~0· Q~0© 4ak 
6x; 6= 0 6=3y6; g 

ah 1x; 6 3! ½ y6; p 6>3½®! ; 76; °[ 6x6= 
5 ~<' 6~· e+ re+ ara 204n t za 4~X0{6~©~· 
0 =! **6 5x.xgQ=® y6; E3P 6; p 6>3½®! ; 7 
6x; 6½ 0 6=3y6; *33=6½I y3½ °! 76<"=x76 
=aan x½® yx6 7676; ½6x®x76 m=6Q! ; 7 y6= 1

<6xy6; 0 6=3y6; F yg xg 60~ D· 6~<[ · 4 X+T 
y6½ ­ x; §6>½ MI.=F y6; yx6 0 6=3y6; P x®6x; ­ 
' · 6~< X0{6~· n 

9x7g , vg 

9x7g , \ g 

204n X7zn 

oh wP yx6½ "x; °! ½6Q"; F <6®=32Q®6 + ' · ~0· x <0§©~­ 
-• 33=- c>6½½6; � "P 6; ® \ bbN~0®©a [ · 6 [ 6>2Q6½ 3; 6x; 6P 
®0"Q [+ y"; T! ; §® D y="Q"; y6; F <6>x6<x76; GY½®"P 6 
>>>3®6=x6>>"= T! ; §®" 3; 7=6x5®g p 6y6! ®6; c ! ; y c s e die
O=©~ } =· f ' [§ 60~ x <0§©~ Na [ · 6 0®© < 6~< 0+ , 0· · ~ 
Z"; \ 76P "½½6! 6 m=6Q! ! 7½[ x; §6>F ½" x½® yx6 /x=®! 6>>6 
D <X~0© 6~< x <0§©~ NV 

Ne"uq~r<u N"<bbN~©bb\ <n 

Q 

v 

J}
9x7g , ' g 
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mx6 p x>y! ; 7 / "; · 3½®7=!**6; yw=5®6 Qx6==;x® 76; w76=;> 6=>x®! ®6=® 

½6x; F ! ; y 6½ [ 6=y6 ; ! = · ="Q §~®©4~®~©µ©a 6' §® y~6~ ' + 2' "Q] ~<j ~ ' · ­ 
7=6x56; y6 · 3½® xP P 6= ; ! = 6x; 6= 6x; °x76; 0 =! **6 °! 76[ x6½6; [ 6=y6; 
½">>g f ~< x0<µ~ ] ~4~· · ~· · ~· [ x= s xP L; ½2Q>! 5½ 3; yx6 ! ; ®6= 
- F SF a 6x; 765w<=®6; p 67=x556 s 6x; 6 ½">2<6 0 =! **6 } =· x <0§©~· ' {{­ 
76P 6x; 6x; 6 p 6>3½®! ; 7 ! ; y y3½ °! 76Q"=x76 a y6; ­ 67 yx6½6= p 6­ 
> 3½ ®! ; 7g mx6 1=P x®®>! ; 7 6x; 6½ X~{0~X04~· Sa §0< x=76; y 6x; 6; p 6­ 
>3½®! ; 7½°! ½®3; y L y6½ 932Q[ 6=§½ 6=5">7® 3! 5 y6=; x=; § a °! = p 6­ 
½®xP P ! ; 7 y6= ~ ; "®6; *! ; §®½/ 6=½2Qx6<! ; 76; 3; 7676<6; 6; ­ 676 P x®®6>½ 
y6= L=<6x®½7>6x2Q! ; 7 5®>= y6; ­ [ ®©' · 6 Yaa bb - [ · 6 {0§®© ~<j ~· · ~· a y3x½ 
°[ x½2Q6; y6; 8 ~4~· Z [ · 6 6~· p 6>3½®! ; 76; P p 6°x6Q! ; 76; 6=½®6; 
0 =3y6½ <6½®6<6; F y35½ ' {®= 6~< 8 ~4 aa 0· §={4~ / "; p 6>3½®! ; 76; Pa, J>,,, 
Yaa n nn Yaa Yannn 0· 6~< 2=<+ ~<®" Q~0· ©V 

: aabb: aaat : nMasGaYausnn&uSna&Gaasnnna 
[ "<6x yx6 P x® 6x; 6P m"**6>°6x76= X~Q' §©~©~· 8 ~<©~ Z [ · ' XQ{0· 404 } =· 
y6; p 6>3½®! ; 76; P ½x; yg 3~0®%0~{®] ~0®~ X~6~[ ©~© Saa 6~· G"; y6=[ 6=® 
} =· Saa §0< y6; 2' {{a 6' §® Ya 60~ 0 ="5½6 1x; ½ <6½x®°®F [ 3Q=6; y 3>>6 
w<=x76; P / 6=½2Q[ x; y6; g p 6°6x2Q; 6® P 3; · [ · + 0© , a 60~ 0· §={4~ Ya bb - 
x; x=76; y 6x; 6P G®3<6 6=°6! 7®6 G*3; ; §=35® [ · 6 + 0© , a 60~ G*3; ; §=35® 
0· §={4~ Yaabb - F ! ; y ½2Q=6x<® P 3; <6Q! 5½ 3~<~"Q· [ · 4 } =· Saa 60~ 
L=<6x®½7>6x2Q! ; 7 5! = y6; ) ! ½®3; y I'm= - ! ; y 5! = y6; Z6=½2Qx6<! ; 7½­ 
µ[ ®©' · 6 Ya - oh 3; F ®= ~<Q00{© + ' · V 

7 »au»» ® t · =a bbk, D®abu. l 
! ; y x; y6=½6><6; ­ 6x½6 6=7x<® ½x2Q 5! = 6~· x <0§l©~µ[ ®©' · 6 Yabb - ! ; y 
6~· 1~<®" Q0~X[ · 4®µ[ ®©' · 6 Yabb - . 

4 x6=3! ½ 5">7® 3<6= 

yg Qg ~® 6©0<§~· 60~ <6xy6; p ! 2Q½®3<6; 6x; 6½ m"**6>°6x76=½ P x®6x; 3; y6= 
/ 6=®3! ½2Q® [ 6=y6; g m3½ x½® y6= 6=[ 6x®6=®6 � 3µ[ 6>>½2Q6 G3®°g 
L! ½ xQP 5">7® ! g ' n §0< 60~ / "=<x; 6=§>®x=®6; G"; y6=5®®g>>6 y6= p 6>3½®! ; 7 
6x; 6½ T! ; §®6*33=6½ <6°[ g 6x; 6½ 0 6=3y6; *33=6½. 

1. f 0~ 4~4~· ®~0©04~ 1~<®" Q0~X[ · 4 =aa ~0· ~® Y[ · j ©~%' ' <~® + a + - 0· §={4~ 6~< 3 ~{' ®©[ · 4®~0· Q~0© ~0· ~® ' · 6~<~· Y[ · j ©~%' ' <~® · a · a 0®© 
~X~· ®= 4<=§® ] 0~ 60~ gegenseitige Verschiebung oanaan des Punlctepaares
· a · a 0· §={4~ 6~< 3 ~{' ®©[ ·4®~0· Q~0© 6~® Y[ · j ©~%' ' <~® + + an 

r f n Qa ~® ®={{~· 60~ 6[ <" Q Yabbt ~<µ~[ 4©~· 2=<+ 0· 6~<[ · 4~· Z » » a &®» 
3; yx6 G®6>>6 6~< }0<©[~{{~· 2=<+ 0· 6~<[ · 4~· G ! ; y D® ©<~©~· a 
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2. Die gegenseitige Drehung &,,.n eines Geradenpaares (m) (m1)

0· §={4~ 6~< 3~{' ®©[ · 4®~0· Q~0© ~0· ~® ' · 6~<~· 5 ~<' 6~·%' ' <~® e·r 
ear 0®© ebenso gro(s wie die gegenseitige Drehung 6~® 5 ~<' 6~· ­ 
paares (· a · r 0· §={4~ 6~< 3~{' ®©[ · 4®~0· Q~0© 6~® Geradenpaares
e+r e+ ara 

on f 0~ 4~4~· ®~0©04~ 1~<®" Q0~X[ · 4 ~0· ~® Y[ · j ©~%' ' <~® +a + a 0· ­ 
§={4~ 6~< 3 ~{' ®©[ · 4®~0· Q~0© ~0· ~® 5 ~<' 6~·%' ' <~® e·r e· ar 0®© 
~X~· ®= 4<=§l® ] 0~ 60~ gegenseitige Drehung des Geradenpaares (n)
e· ar 0· §={4~ 6~< 3~{' ®©[ · 4®~0· Q~0© 6~® Y[ · j ©~%' ' <~® +a + aa 

­ x6 / "=®6x>Q35®· y6= � 3µ[ 6>>½2Q6 G3®° x; y6= 932Q[ 6=§½®Q6"=x6 
/ 6=[ 6=®6® [ 6=y6; §3; ; F [ x=y 60~ O0®[ · 4 6~< 5">76; y6; L! 573<6; °6x76; g 

Aufgabe 1. 0 6½! 2Q® yx6 1x; 5>g! 5½>x; x6 5! = yx6 , ~· j [ · 4 aa ~0· ~® 
x · =©~· %[ · j ©~® + ~0· ~® 932Q[ 6=§®=376=½ t9x7g vl hg 

­ x= ; 6QP 6; y3½ 76[ x2<®½>"½6 932Q[ 6=§ ; ! = P x® 6x; 6= x; m 3; ­ 
7=6x56; y6; ½6; §=62Q®6; ~ =35® FF 1x; ½i <6>3½®6® 3; F <6=62Q; 6; yx6 Qx6=<6x 
~· ©®©~Q~· 6~· , %' · · j <0§©~ , ! ; y G*3; ; ! ; 76; 3 ! ; y <6½®xP P 6; t; 32Q 
} B <x½ § \ h y3½ yx6½6; G*3; ; ! ; 76; 6; ®½*=62Q6; y6 p x67! ; 7½*">Y7"; y6=­ 
£6; x76; 0 ! =®! ; 7 t<6x½*x6>½[ 6x½6 / "; AC B), x; y6=6; ~ ; "®6; *! ; §®6; yx6 
Z 6=§6Q=½<6>3½®! ; 76; 
3; 7=6x56; ½">>6; g - ½® 
; ! ; yx6 ! ; ®6= j 4~ 
+ ~®®~· ~ Z <60· ' ©~ 
yx6½6½ p x67! ; 7½*">Ys A 
G=· ~® bbb &aaa ®= } ~<­ 
½2Qx6 <® yx6 0· + ' · ­ 
7=6x56; y6 · 3½® FF 1x; ½i 
y6; ~ ; "®6; *! ; §® le xP 
®~· j <~" Q©~· , 0· · ~ ! P 
q%a [ · 6 ~® [ x=y P x®­ 
Q0· e· ' " Q 6~+ ~X~· 
X~] 0~®~· ~· , ' ©µ~r ~0· ~ x; le 3; 7=6x56; y6 · 3½® FF 1x; ½i y6; x · =©~· %[ · j © + 
6<6; 53>>½ [ + · a } ~<®" Q0~X~· n 9 0~<' [ ® §={4©a 6' §® y3½ 76°6x2Q; 6®6 p x67! ; 7½­ 
*">Y7"; yx6 1x; 5>! 5½>x; x6 5! = RP x½®g 

f 0~ O' ®©~· dYaa Ma Ya 0· 204n : Sa 6~· ~· 60~ Z<60· ' ©~· qmaa q7a {~ 
~· ©®%<~"Q~· a } ~<[ <®' "Q~· X~0®%0~{®] ~0®~ X~0 + 60~ G6; §! ; 7 

:abbaasa· a s Ya· ®n 
Aufgabe 2. 0 6½! 2Q® yx6 1x; 5>! 5½>x; x6 5! = yx6 7676; ½6x®x76 m=6Q! ; 7 i 

y6= G2<6x®6>½®>x; y6= 6x; 6½ m=6x76>6; §<"76; ½g 
1½ ½6x = xP Gx; ; 6 y6= x; 9x7g v- ~0· 4~µ~0" Q· ~©~· Y§~0{~ 

*"½x®x/ g mx6 p 6>3½®! ; 7½6x; <6x® y6½ 3! ½ y6; L 2Q½6; y6= G2Q6x®6>½®3; y6= 
<6½®6Q6; y6; 0 6=3y6; *33=6½ ½6®°® ½x2Q 3! ½ / x6= 4{~0" Q 4<=§®~· x <0§©~· 

0 vE " l 
9x7g vl g 
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- [ ®' + + ~· e ] = §. 60~ C"Q6 6~® 3=4~· ©<004~<® 0+ G2Q6x ©~{r · 00+ {0" Q 
3! ½ °[ 6x 3; y6; G2Q6x®6>½®3; y6=; 3; 7=6x56; y6; ~ =xx5®6*33=6; F y6=6; 

- F \ =+ ~· ©~a» l f H - ½x; yg f ~< f <~Q[ · 4®®0· · 60~®~< x <00§©~%' ' <~ + [ §® 
P x® y6P Gx; ; y6= 76½! 2Q®6; m=6Q! ; 7 w<6=6x; ½®xP P 6; g L ; y6; 
x0+ %§~<· ] ~<6~· · [ < ] ' 4~<~"Q©~ D[ §{' 4~<] 06~<®©00· 6~ } =· y6= 

- 
0 ="5½6 f Q6=/ "=76=!56; F ! ; ®6= f yx6 T56x>Q"Q6 6~® 3=4~· ® } ~<®©' · 6~· n 

C» 

9x7g v-g 

p 6=62<; 6® P 3; ; ! ; yx6 c>! =2Q 
60~®~ 3~{' ®©[ · 4®µ[ ®©00· 6~ ~<­ 
°6! 7®6; G*3; ; §=®x5®6 , [ · 6 
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~ ; "®6; *! ; §®6; y6= ! ; ®6=6; 0 ! =®! ; 7 <6>3½®6®6; §"; ®x; ! x6=s 
t x2Q6; 932Q [ 6= §®=376=½ P x ® & , ©0©µ %[ · §®6; g 

� 3; <6½6x®x76 yx6 � x®®6>½®!®°6; F / 6=[ 3; y>6 3>½" y6; N=376= x; 6x; 6; 
6x; 532Q6; p 3>§6; AB, <6=62Q; 6 60~y~· 04~· , %' · · j <0§©~ , l [ · 6 G*3; ; ! ; 76; 
®l n n 

2= s F , [ 6>2<6 6P 6 t + 

{[ · j ©~ Pl ] 0<j ®' + ~a ®~· j ­ 
<~" Q©~a ' X] 00<©® 4~<0" Q©~©~ 
· 3½® FF 1x; ½i <6=/ "=<=x; 7® 
! ; y °6x2Q; 6 y3½ y6; G*3; ­ 
Q[ · 4~· 6l ~· ©®%<~" Q~· 6~ 
p x67! ; 7½*">Y7"; A 'L' B' 
y6= 0 ! =®! ; 7 AB; 6½ 
®©0+ + © + 0© 6~+ � "=;6; ®6; ­ 
Y={»4=· ~ ~0· ~® P x® y6; 

C3; y[ x; §6>3; y6=!; 76; 
e&lz®ara uu&kornnnn 
X~{' ®©~©~· ~0· §' "Q~· p 3>­ 
§6; ½ Dl 3l 00X~<~0· n 

(; 7>6x2Q6= ­ 6x½6 [ x=y y3½£6; x76 p x67! ; 7½*">Y7"; D. O. 3. 6~< 
0 ! =®! ; 7 AB 6=P x®®6>®F [ 6>2Q6½ 6x; 6 xP Y[ · j ©~ P. ' · 4<~0§~· 6~ · 3½® 
v 0· ® } ~<[ <®' " Q©n 

1½ ½x; y ; ! ; Dl Ol 3l [ · 6 D. O. 3. 60~ 1x; 5x! 5½>x; x6; 5! = yx6 
G6; §! ; 76; =l [ · 6 G. 6~< T! ; §®6 C' ! ; y C" y6½ 6x; 532Q6; p 3>§6; ½ 
A.. B, ! ; y 6½ 6=°6! 76; ½"P x® yx6 y=6x ~ =3; 6 Ya ) l [ · 6 X" °! ½3P P 6; 

{ §<Wu l w w ww { 

y[l Kul y § K § §§p§ { 

l l© l . y~ $§ © p 

9x7g va 3F <F 2F yg 
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yx6 m! =2Q<x67! ; 76; 
: l bbY) l"l ) . ¢ . [ · 6 
G. Y<.Jl; l J. ' .a 

] =X~0 " [ · 6 c" yx6 ! ; ®6= 6~· , ©00©µ%[ · j ©~· Pl [ · 6 P 4~+ ~®®~· ~· 
R=yx; 3®6; y6½ T">Y7"; ½ Dl Ol 3l [ · 6 6l [ · 6 d" yx6 6; ®½*=62Q6; y6; 
R=yx; 3®6; y6½ T">Y7"; ½ D. O. 3. ®0· 6n 

L! ½ y6; 3~60· 4[ · 4~· 6bb RF: [ · 6 G.b l 6=76<6; ½x2Q °! = p 6­ 
<~"Q· [ · 4 } =· ) l [ · 6 ) . 60~ 0>6x2Q! ; 76; 
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1½ x½® 3j½" yx6 x; 9x7g 6 a y ½2Q=355x6=®6 9>Dx2Q6 60~ v 0· §{[ §®§{0" Q~ 
5M®>= X'; yx6½6><6 x½® >x; §½ / "; y6= G®!®°6 Ri *"½x®x/ F =62<®½ / "; yx6½6= 

, ©00©µ~ · ~4' ©0} n f ~< ­ 6=® 
- 

x½® y6= � ! >®x*>x§3®"= y6= 1x; 5>! 5½54 x2Q6g 
C 

(; 7>6x2Q6= ­ 6x½6 [ x=y yx6 1x; 5>! 5½5>x®2Q6 §[ < ) . 4~§[ · 6~· n 
, 0· 6 ®00+ ©{0" Q~ , ©0X~ ' [ ® 7>6x2Q6P � 3®6=x3>6F ½" y3=5 <6x p 6=62Q­ 

; ! ; 7 y6= ­ x; §64xF; y6=!; 76; y6= 1>3½®x°xw®®½P "y! > <6>x6<x7 7="5½ 3; 76­ 
· =+ + ~· ] ~<6~· n 

Aufgabe 5. 0 6½! 2Q® y6= 4 "=x°"; ®3>½2Q! < X y6½ <6x A 
[ · 6 3 g56½®76>376=®6; p "76; ®=x®76=½ x; 9x7g vBg 1½ Q3; y6>® ½x2Q 
! P y6; 1x; 5>! 5½ 6x; 6= y6= C6xQ6 ; 32Q x; ½®xP ®>x2Q6; ~ ; "®6; *! ; §®6; 

{®W ®=W~{a% 

9x7g €4a. 

X 

Fig. 64b. 
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6=°6! 7®6; G*3; ; §=xgx5®6 S 6x; 76®=376; ½x; yg 

(; y6= ty6= m6! ®>x2Q§6x® y6= ) 3Q>6; [ 676; / 6=°6==® 76°6x2Q; 6®6; h 
lAl<04~<®j 0µµ~ 0· 9x7g v , <6y6! ®6; yx6 3; yx6 G®xx<6 76½2Q=x6<6; 6; ) 3Q>6; 

yx6 G*3; ; ! ; 76; a'= s:_ x; N"; ; 6; 5!= y3½ ] yP ! ; y yx6 x; yx6 ­ x; §6> 
F

76½6®°®6; ) 3Q>6; yx6 ~ "®3; 76; ®6; yx6½6= ­ x; §6>g L! ½ yx6½6; ) 3Q>6; 
6=76<6; ½x2Q s P x® E H t 60~ 5">76; y6; L ; y6=!; 76; y6= C3; y­ 
­ x; §6> y6= "<6=6; 0 ! =®! ; 7 t/ 6=7>g § BF 0>6x2Q! ; 7 t- vhF G6x®6 Bl h. 
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A'::s& = (3,48 s 4,oo) 3,333 s (3,48 s o,5o) o,aoo s (5,oos 0,50) 0,050 s (5,00 - 2,06) 3,292 s (0 - 2,0G) 0,250
bb o7a7: 

A''::s7 = [(2,06 + 5,00) 4,000ekaS:uSr Sak7Sp k = 55,25
und es folgt nach Gleichung eAr e] ~4~· Qbb 30 dm und A= 20 dm)

7boSo&lBp kSo¢ 
= 30 [(-1,42 s 3,19 + 7,34 + 11,63+35,56) 2-j-55,25)
+ kSKt aSm t azSkazt uu&aSSu 7aSSpnk = 4440,3.

Die Ordinaten des Momentenpolygones eines mit den Winkel­
0· 6~<[ · 4~· Daa &lkM nnnnn belasteten, einfachen Balkens Dl 3l ®0· 6V 

\ 1 bbt mS: azc \ a bb oo7SaSc \ a bb 4846,3;
\ abb: t t SaSc \ abb : : : ka7c 

§©04© + ' · zu ihnen die Verklirzung der Endvel'tikale, welche (fU.r E = 1)
gleich (- cr'h) = 0,90 • 30 = 27 ist, ®= ~<Q{{© + ' · 60~ 6~+ v {' ®©0µ0©00©®­ 
modul E = 1 entsprechenden Ordinaten des Biegungspolygons der oberen
Gurtung:

: a bbkmc : abbt mooazc : abb oommaSc : abb &GmGaoc 
Sabb : t omaSc : a bb : : Gza7a 

und es ergeben sich jetzt die Ordinaten 6~< 4~®[ " Q©~· v 0· §{[ §®{0· 0~ §0< ) V 
: a kmn 

) a bb • u 4440,3 = 0,01

X ◊1 = 1733,~=039
1 = 1 4440, 9 ' u. s. w.

) abbSam: c ) abbt at Sc ) abb t aoGc ) abbt a7t n 
Liegt nun beispielsweise der in Fig. 28 dargestellte Belastungsfall

vor (Knotenpunktslasten 0,5 t und 1 t), so folgt
) bb KSa7 · 0,01 + 1,0 (0,39 + 0,76 + 1,10 s 1,38)] 2 s 1,0 · 1,50

= 8,8 t,
ein Ergebnis, welches mit dem auf Seite 23 erhaltenen libereinstimmt.

Der Einflufs einer .A.nderung der Temperatur und einer Ver­
®"Q0~X[ · 4 6~< 8 06~<{' 4~< 0®© 

E
etl-Al

X= -~ , 

worein fur Schweifseisen E= 200000 © §0< 6' ® qdm [ · 6 ®bb 0,000012
zu setzen ist. Eine Erhohung der Temperatur um t = 40 ° erzeugt
e] ~4~· {bb 300 dm)

J$ kSSSSS · 0,000012 · &S· kSS $ &&&Sno bb&ao© 
l und eine Verschiebung D{bb Sat 6+ X~60· 4© 

X-- _ 200000 · 0,1 ( l S&o&Sao u 4,5 t. Verg. eite 32.)
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§ 10.

Bemerkungcn Uber die angeniiherte Berechnuug der statisch 
· 0"Q© X~®©0+ + X' <~· 5 <0§®~· ) ~X~· ~< 2' " Q] ~<j ©<04~<n 

Die genaue Berechnung von neu zu entwerfenden, statisch un­
bestimmten Fachwerken wird durch den Umstand ®~Q< ~<®" Q] ~<©a 6' §® 
die Grofsen .X', X", ..... von 6~· N[ ~<®" Q· 0©©~· ®0+ ©{0"Q~< , ©0X~ 
oder - wenn es sich nur um den Einflufs der Belastung handelt - von
6~+ 4~4~· ®~0©04~· 1~<Q00{©· 0®®~ 60~®~< N[ ~<®"Q· 0©©~ ' XQ0· 4~· n v ® mlissen
6~®Q' {X 60~ N[ ~<®" Q· 0©©®§{0"Q~· µ[ · 00"Q®© ' X4~®" Q0©µ© [ · 6 Q0~<' [ § ' · 6~< 
Hand der Ergebnisse
6~< ®" Q00<§~<~· ( · ©~<u qY 
suchunggetindert wer­
den. Bei wesentlichen
Abweichungen zwi­
schen den so erhal­
©~· ~· [ · 6 zuerst an-
4~· =+ + ~· ~· eN[ ~<­ 

schnitten mufs die
4' · µ~ E~"Q· [ · 4 ] 0~­ 
derholt werden.

A· ®~Q< }0~{~· a §0< 
die Praxis besonders
] 0"Q©04~· 2' {{~· {§®© 
®0"Q · [ · eine wesent­
liche Abktlrzung (ohne
6' §l® 60~ Ergebnisse
6~< E~" Q· [ · 4 an Zu­
1~<{0®®04j ~0© ~0· X©0­ 
{®~· r 6' 6[ <" Q ~<µ0~{~· 
6' §l® X~0 6~< 3~<~" Q· [ · 4 6~< 5 <: §®~· ) la ) .nnnnn60~ 2=<+ ­ 
0· 6~<[ · 4~· 6~< 8 ' · 64{0~6~< des Hauptnetzes vernachlafsig t
[ · 6 Q0· ®0" Q©{0" Q der Querschnitte der Gurtungen verein­
§' " Q~· 6~ D· · ' Q+ ~· eµn 3n v0· §©0Q<[ · 4 ~0· ~® 4{~0" Q~· Quer­
Schnittes fur 60~ , ©0X~ ~0· ~< 5 [ <©[ · 4r 4~+ ' "Q© ] ~<6~· n 

Ein Beispiel moge den 1=<4' · 4 ~<{0[ ©~<· n 
Es handele sich um die Berechnung der Einflufslinie filr den

llorizontalschub X des in Fig. 66 6' <4~®©~{{©~· 3=4~· ©<04~<®a 6~®®~· 
%' · · j <0§l©~a ] 0~ 0+ B ka ' [ § 60~ 2=<+ 

Gbb, auu, l) 
4~X<' " Q© ] ~<6~· sollen. f 0~ , %' · · j <0§©~ , l ~· ©®©~Q~· a ®=X' {6 Y = 0
[ · 6 ) =- 1 wird, und zur Berechnung von X dient die Gleichung:

I
A 
I- ---+--

·0 o7§ 

A 
A 
A 
A 
A ---~--J---

Fig, 66.
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®l® EF
s' 2sg 

wofiir geschrieben werden darf (nach § 9):
Po'Jb$7lsM l 

lJ EF

) bb (vergl. § 2, Seite 30),

wenn =l die unter der Last P gemessene Ordinate des Biegungspolygons
tler =X~<~· 5 [ <©[ · 4 §00< den Belastungsfall (P = 0 [ · 6 ) bb u 1) be­
deutet. Dieses Polygon stimmt, wenn nur die Formiinderungen der Gurt­
®©0X~ X~<00" j ®0"Q©04© ] ~<6~· sollen, mit dem Momentenpolygon A'LB'
eines einfachen Balkens Dl 3l ©X~<~0· a ' [ § den senkrechte Lasten

!:,..' Om ®~" Qaa Dl=aa ©]aabubbuu e· ' "Q 5 {~0"Q[ · 4 (17), Seite 44)
h,,. r,,.

und
!:,..'u,. secy,. __a' l= ©Sabb s uuuuu (nach Gleichung (1 7 a), Seite 44)

h,. r,.
wirken, welche bezw. durch die Knotenpunkte der unteren und der
oberen Gurtung gehen. Hierbei ist

rm das Lot vom x · =©~· %[ · j ©~ + ' [ § 6~· Stab o,,.,
r,. ,, ,, ,, ,, k ,, ,, ,, u,..

In den Gurtstaben o,,. [ · 6 [ a ~· ©®©~Q~· 0+ 3~{' ®©[ · 4®§' {{~ eYbb S 
und X =- t r die mit Hilfe der Ritterschen Methode leicht nachzu­
weisenden Spannkrafte:

, Ym , s 1/k 0 ,.. = - t • u [ · 6 ( abb t · u· u a <M <a 
unter y,,. [ · 6 »a 60~ auf die Wagerechte AB bezogenen Ordinaten der
Punkte m und k verstanden, und es folgt, ] ~· · 2aa [ · 6 F,. die Quer­
schnitte der Stabe o,,. [ · 6 [ a X~6~[ ©~· a 

®lSlaSa 
LJ. o,,. --v v a d t:,..' - U',.u,. m1·t.h1'nun u,.- EF,.

y,,,o,,. y,.u"'w,,. = ---- und w,. = k • v 2n<n v 2a<a 
Diese Werte w darf man - ein konstantes v } =<' [ ®4~®~©µ© 

ersetzen <lurch
&» Sa 2a Q~a 2a ] aab®la [ · 6 ] abb» % · 
<aa + / j 

] =X~0 2a ~0· ~ beliebige Querschnittflache ist (vergl. § 2, Seite 2 7); nur
+ [ {® + ' · 6' · · schreiben:
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Ftir einen Stab o,.. der oberen Gurtung ist

SI
2 Fr, - 0'2 Fa - y~om. _F~
s F - ,,, o,,. 11' - •2 F. = y,,. w,,.,

f .l.'111 1 m m

und filr einen , ©' X [ a 6~< unteren Gurtung
° 2a M Ya §a Ya 

S s -F = U ,.u,.-F = 2 v = y,.wk, 
k r-,. .l.'k

und es folgt, wenn zur Ktirzung gesetzt wird:
z,.. = y,..w,,. und z,. = y,.w,.' ) bbY · ..... z 

Die Summe im Neuner des Wertes X erstreckt sicb iiber alle
Werte z,,. und z,..

Es ist statthaft, fur samtlicbe Stabe der oberen Gurtung denselben
N[ ~<®" Q· 0©© 2a ' · µ[ · ~Q+ ~· [ · 6 fur samtliche Stube der unteren Gur­
tung denselben Querschnitt F.,. Setzt man dann die willkurliche Quer­
®"Q· 0©©§{0"Q~ 2abb 2aa ®= ist fur alle Stube o,,.:

Fe - Fo - 1 ·m1'tb1'n · - y,,.o,,.u c aau 0 8 a 2c <M 
und fiir alle Stu.be uk: 

2a v a n&eg z[ a 2a 
F1c-= F,. , + t hm w,. = r! F.,-,

und es wird sich empfehlen:
1) ein Momentenpolygon A"RB" zu zeicbnen, entsprechend den

durch 60~ x · =©~· %[ · j ©~ + 6~< [ · ©~<~· Gurtung gehenden Lasten
y,,,Omw,,,.=--2 -,
r,,.

2) desgleichen ein Momentenpolygon A"' TB"', entsprechend den
<lurch die Knotenpunkte k der oberen Gurtung gehenden Lasten«~ e = l» ] abbb k sta©© ] abb k • -F , 

• • " 
3) die beiden Sum men zu berechnen:

k k "" = l7c y,,,om d ~ - ~ Y1oU7,,
~ - 2 un .-. - = - 2 't <aa <0 

aus denen sich dann

ergibt.
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Sind · [ · G. [ · 6 i . l die unter der Last P gemessenen Ordinaten
-der Momentenpolygone A" RB" [ · 6 D. / 3..a ®= 0®© =§§~· X' < ® o»= 

X=P F., ,*)®& ®» 
1 F., 2

und man ist jetzt im stande, filr verschiedene Verhaltnisse {: eine Reihe

von Einfl.ufslinien fur· X zu zeichnen und durch vergleichende Rechnungen

festzustellen, welchen Einflufs die Wabl des 1 erhliltnisses Fo auf die2n 
, %' · · j <0§©~ , besitzt.

Betont werde noch, dafs in dem Falle einer } =· 6~< 8 ' 4~<~" Q©~· 
wenig abweichenden oder mit dieser zusammenfallenden Gurtung unteri das mittlere 1 erhitltnis der Querschnitte

der oberen [ · 6 [ · ©~<~· 5 [ <©®©00X~ 0· de r
Nahe des Scheitels zu verstehen ist, weil
60~ O00· 4~·0· 6~<[ · 4~· 6~< Q0~< 4~{~4~· ~· 
Gurtstabe einen besonderen Einflufs auf X
' [ ®©{©X~· a [ · 6 dafs es sich bei der geringen
9 ( Q~a ] ~{"Q~ 6~<' <©04~ 3=4~· ©<04~< 0· der Regel
im Scheitel erhalten, empfiehlt e] ~· 04®©~· ® §0< 

) Fo
die erste Berechnung F., = 1 µ[ ] 00Q{~· n 

In gleicher Weise kann auch der Fachwerkbogen mit senkrechten
Wandgliedern berecbnet werden; bier fallen je zwei Lasten w in die­
selbe Senkrechte, Fig. 6 7.

Fig. 67.

§ 11.
f 0~ P' ®©04{0' · =®"Q~· O~Q<®00©µ~ 00X~< 60~ Formiinderungsarbeit. 

t n f ~< Satz von der j {~0· ®©~· 2=<+ 0· 6~<[ · 4®' <X~0©n 8 0< 
betrachten ein statisch unbestimmtes 2' "Q] ~<j + 0© ®%' · · [ · 4®{=®~+ D· ­ 
fangszustande, nehmen an, dafs 6~< ' · §0· 4{0" Q~ lAl~+ %~<' ©[ <µ[ ®©' · 6 X~­ 
stehen bleibt, dafs also 60~ D· 6~<[ · 4~· 6~< , ©' X{0· 4~· 6[ <" Q 60~ 

*) Der Horizontalschub infolge einer gleichmiifsigon Erhohung <ler Anfangs­
©~+ %~<' ©[ < [ + t wird, nach B ka , ~0©~ oS und 31,Jn · 3lDH$ h3Yn{ ®®a ®a· ® 2 2a V 
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8s
Gleichung A.s bb 4~4~X~· ®0· 6a [ · 6 setzen festliegende oder Uber

EF
reibungslose Lager gleitende Stutzpunkte voraus. Es sind 6' · · ®00+ ©­ 
liche Verschiebungen Ac= O, und die statisch nicht X~®©0+ + X' <~· 5 <0§®~· 
X', X", X"' ..... haben (nach Seite 24) den Gleichungen zu genligen:

§
uunca aS _ ~ aS . Ss _' »s· LDJl E z 

k&r 0® ; ® SGn' KmL=<l<® 
e • n . l 

] ~{" Q~ + ' · durch die Forderung ersetzen darf:
v ® + 00®®~· 60~ Grof ®~· ) la ) .a n n n n n den Ausdruck

2

A '1 s 8 • ilf. ' • 1bbbk k[ ~· ~+ K\ · + [ + + ' " · ~· a 
2EF

In der 'J.1at stimmen die aus der Bedingung A= minimum ge-
folgerten Gleichungen

oA _ .gc aS . Ss _
ax' - .... ox' EF - S 

D GGo ox" - .... J. 2° 
rnit den Gleichungen (24) tiberein. *)

Der Wert D {0§®© ®0" Q in einfacher Weise 6~[ ©~· n 1~<{00· 4~<© 
sich ein Fachwerkstab unter dem Einfl.usse einer von Z bis S wachsenden

S . S k Ss . d . d%' · · j <' §© ' {{+ 00Q{0" Q [ + die tree e A.s = E F , ®= ] 0< ~< m em

Augenblicke, in welchem die VerHtngerung den zwischen O und As
EFx

liegenden Wert x erreicht hat, durch die Kraft , abb 4~®%' · · ©n 
s

, " Q<~0©~© 60~ Verlangerung um dx fort, ®= {~0®©~© , a 60~ Arbeit
EF, a· dx bbb ' 6a s

[ · 6 ~® ist somit die gesamte Formltnderungsarbeit des Stabes:

*) Dafs A ein Minimum und nicbt eiu Maximum wird, lehrt die Unter-
n ; D , ® ; , , [ "Q[ · 4 6~® zweiteu Differential<]_uotienten. Es ISt

O
X' = }: E F · =J 

2 S' ".:) , no _ ~ Ss , oA , s enA nnn$a S s l l©0 - ..:. - S uud = ~ - ·-X, = ,._, - , a so post v.v 2 D) lL v Y D v Y 
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® 4 Kaa3<' v ve, » ®» 
s xdx - s k u k® EF - 2EF'

S 

und diejenige des Fachwerks
2 

SsDbbo · kv 2 
Es folgt mithin der hinsichtlich seiner Giltigkeit an die im Eingange

dieses Paragraphen gemachten Annahmen Ac= 0 und t = 0 und an die
Voraussetzung eines spannungslosen Anfangszustandes gebundene Satz:

Werden 60~ , %' · · j <0§©~ , ~0· ~® ®©' ©0®" Q [ · X~®©0+ + ©~· 2' " Q­ 
werks alsFunktionen der unabhangigen Veranderlichen X', X", ....
au(gefa(st, so milssen den Grof sen X diejenigen Werte beigelegt ] ~<­ 
den, welche 60~ 2=<+ 6· 6~<[ · 4®' <X~0© D zu einem \ 0· 0+ [ + + ' " Q~· n 

2. Der Satz von der Abgeleiteten 6~< 2l=<+ 0· 6~<[ · 4®' <X~0©n 
Die Arbeitsgleichung eines Fachwerks lautet bei festliegenden =6~< 00X~< 
reibungslose Lager 4{~0©~· 6~· , ©00©µ%[ · j ©~· e} ~<4{n B oa 5 {~0"Q[ · 4 et kr 

Yaa sa: a sunnnnu&uYa: nnsunnnn& Ya: abb koGD®c 
sie gilt fur beliebige, genligend kleine, zusammengehorige Verschiebungen
= und As und fur beliebige Werte der Lasten P, und es dUrfen somit
bei der teilweisen Differentation 60~®~< 5 {~0"Q[ · 4 · ' " Q Ya ®00+ ©{0"Q~ 
Z [ · 6 As sowie alle O' ®©~· Ya X0® Yaan$1 [ · 6 Ya&a X0® P,. als Kon­
stanten aufgefafst werden. Es ~<40X© ®0" Q 

® ®» Z , nb' <a 
Ss . t 6l 6 t D • und, wenn As= EF ISt, wenn a so 1e em spannungs =®~· n·©' · 4® 

zustande entsprechenden Temperaturen ungeandert bleiben,
2 e® ar 

=ann = ::S ?. S . ®® k EF d i.
oP,,. EF cP,,. . 

" D ek7r : aabb oP.,, ·
Fiir den Fall: Ac = 0 und t = 0 und unter der Voraussetzung

eines spannungslosen Anfangszustandes gilt somit der zuerst von P' ®©0­ 
g li an o bewiesene Satz: t 

f 0~ 1~<®" Q0~X[ · 4 =aa 6~® Angriff'spunktes m einer Last P,,. im
Sinne von P,,. ist gleich der nach P,,. gebildeten teilweisen Ab­
4~{~0©~©~· 6~< 2=<+ 0· 6~<[ · 4®' <X~0© D des Fachwerks.

Bei der Anwendung dieses Satzes ist zu beachten, dafs man die
, %' · · j <0§©~ 0· den iiberzahligen Staben und 60~ 00X~<µ0Q{04~· , ©00©µ~· ­ 
] 06~<®©0· 6~ ®©~©® als Lasten auffas.sen darf, welche auf das Hauptnetz
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wirken. Es ist aus diesem Grunde zuHtssig, unter A nur die Form­
{0· 6~<[ · 4®' <X~0© §©0< 60~ dem statisch X~®©0+ + ©~· 9 ' [ %©· ~©µ~ ' · 4~Q0<04~· 

· =G =®a · Stttbe zu verstehen und -::. bb% . setzen, d. Qn X~0 6~< 3~<~"Q­ ZYaa 
nung der Abgeleiteten !A- die Gro.fsen X als Konstanten zu betrachten.=<aa 

Die Ausdehnung von .A Uber das ganze Fachwerk, entsprechend
6~+ 8 ortlaute des oben gegebenen Satzes, und die Behandlung der X
als Funktionen der Lasten P ftthrt natUrlich zu demselben Ergebnisse.
Man mu.fs dann setzen:

.!_3 = oso +s' ax-' +s" ax"+ .....
aP.,. oP,,. oP,,. oP.,.

[ · 6a 6' §©0< ) stets Ausdriicke von der Form
x' = Z1

1 
P1 s Z2

1 P2 s a a a • s Zm
1 

P,,, s n J. bbka.Yauka.asnnnnusu7a.vasnnnnua 
. n . n . n . . n . . n n n n n n . . n n n n n n . n .

gefunden werden, ] =X~0 ®0+ ©{0" Q~ µ } =· den P unabhlingige Werte sind,

o S _ o Bo s 8, , ·© s" ,, s - oP z.,. Zm • • • • • undZYaa 
l0VV $ • Ss o Bo s a • a s' Ss s aa ®® s s 
0,,, - ,.;.i - ,-;, Zm _.. EF Zm ,.;.i EF • • • • • •, EF uP,,. 1 1 1

Nun ist aber "2iS'As = O, "2iS"As = 0, (vergl. Seite 25),
s' , ® , . , ® 

d. h. "2i EF = 0, A EF = O, .....

[ · 6 ~® ergibt sich, genau wie bei der obigen Auffassung,
, ® , a 

D.,.="2i EF oP,,.·
on 3~<00" j ®0"Q©04[ · 4 ~0· ~< D· 6~<[ · 4 6~® Temperaturzu­ 

standes. Andert sich die Anfangstemperatur in allen Punkten eines
Fachwerkstabes um den gleichen, gegebenen Betrag t, so ist

8s
As= EF+ ets,

[ · 6 ~® gehen die Gleichungen (24), denen die Grofsen X bei festliegenden
oder iiber reibungslose Lager gleitenden Stlitzpunkten gentigen mtissen
©0X~< 0· ®ne Ss )

A A- - +ets =0
oX' EF

.0F5c = 
®0~ §0Q<~· µ[ dem filr den Fall D" = 0 und bei Bestehen eines s,pannungs-
{=®~· D· §'· 4®µ[ ®©'· 6~® 40{©04~· Satze: t 
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Die statisch nicht bestfrmnbaren Gro(sen X miissen den Ausdruck
k » &boapaso®» 

k[ ~0· ~+ \ 0· 0+ [ + + ' "Q~· nr 
Die fur die Verschiebung i aan 6~® D· 4<0§§®%[ · j ©~® + 6~< O' ®© P,,.

i m , 0· ~ } =· Yaa ' bgeleitete Gleichung®® ' » =a 5 Ya 
geht tiber in

k e® nso[ ®» r 
_ ~ cS ( Ss ) _ 2b'F© nbmka s®©® bb Ya 

[ · 6 §0Q<© µ[ dem hinsichtlich seiner Giltigkeit an dieselben Voraus­
setzungen wie der Satz A,= Minimum gebundenen ebenfalls zuerst von
Castigliano bewiesenen Satze:

(28)

bei dessen Benutzung wieder zu beachten ist, dafs 60~ 5 <0§®~· ) ' {® 
Konstanten aufgefafst werden dtirfen, sobald A, ©~0{] ~0®~ · ' " Q aa 
differentiiert wird, und dafs sich mithin der Ausdruck A, nur tiber die
6~+ 9 ' [ %©· ~©µ~ ' · 4~Q0<04~· , ©0X~ µ[ erstrecken braucht.

4. Beriicksichtigung von Verschiebungen der Stiitzpunkte bei An­
wendung der unter 1 bis 3 aufgestellten Stttze. Es } ~<60~· © · =" Q X~®=· 6~<® 
hervorgehoben zu ] ~<6~· a 6' §® 60~ §00< 6~· 2' {{ D" bb 0 ahgl'leitcten Siitze

A, = + 0· 0+ [ + [ · 6 : aM bb c t: die Berechnung 6~< 5 <0§®~· ) uud der Ver­

®" Q0~X[· 4~· : ' [ "Q 6' · · ~<+ =4{0"Q~· a ] ~· · ®0" Q 60~ .A.ngriffspnnkte tlcr .A.ufJagcr­
j <0§©~ P bei der Formiinderung 6~® 2' "Q] ~<j® } ~<®" Q0~X~· n f 0~ Krafte P 600<§~· 
· 0+ {0"Q · ' "Q B 1 stets als <lie Spannkriifte 0· , ©0X~· ' [ §4~§' §®© ] ~<6~· a ] ~{" Q~ 
gleiche Richtung wie die Krafte C habcn unc.l. die Strltzpunkte mit aufserhalb
6~® 2' "Q] ~<j ® 4~{~4~· ~· §~®©~· Y[ · j ©~· eµ[ ] ~0{~· ' [ "Q + 0© §~®©~· Y[ · j ©~· 6~® 
Fachwerks ®~{X®©r } ~<X0· 6~· n 8 ~<6~· 60~®~· D[ §{' 4~<®©0X~· ®={" Q~ v 04~· ­ 
®"Q' §©~· X~04~{~4©a 6' §® 0Q<~ O0· 4~·0· 6~<[ · 4~· +0© 6~· a vorgeschriebenen Ver­
schiebungen Ac der StLi.tzpunkte i.i.bereinstimmon, so sin<l sie als den St(itzen voll­
kommen gleichwertig aufzufassen, und man hat, wenn die Versehiebung-en Ac 
bei der Berechnung der X und IS beri.'tcksichtigt werden solleu, · [ < · =©04a 6~· 
.A.usdruck A, auf <lie .A.uflagerstlibe mit anszudchnen, wobei for jeden .A.uflager­
stab ein beliebiger Elastizitiitsmodul untl eiu bcliehiger Qurrschnitt n.ugenommcn
werden darf.

Bedeutet nun for einen .A.uilagerstab:
c die Lange, Ee den Elastizitatsmodnl,
Pc 6~· N[ ~<®"Q· 0©©®0· Q' {©a ©a 60~ Temperaturiinderung,
®a 6~· .A.usdehmmgskoeffizieuten for ta bbt a 

-----
r a ° Da LD Es 1st

O 
Xk = 0 

X2 , also positiv.
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so ist Cc s &: %%a · "©" n 
} =· Pa [ · 6 + ' · crhiilt:

Mit EcFc = 00 wird Ac= e.,,t,,c, d. l. unabhangig

2D o7alas o[ ® s b"® 
] =X~0 D" ' {® ~0· ~ x =· ®©' · ©~ µ[ X~©<' "Q©~· 0®©n 

. Beispiel. Ilandelt es sich um den IIorizonfalscJrnb X des in 204n kGa 
, ~0©~ kz 6' <4~®©~{{©~· 3=4~· ©<004~<®a 6~®®~· Stiitzwcite l sich [ + D­ 0· 6~<· + =4~a 
®= 6~· j ~ + ' · die Kiimpfergelonkc A und B dnrch einen Stab verbunden, in
] ~{" Q~+ 60~ Spmrnkraft X wirksam ist und mauhe

k 
SsA,= VV, 2 EF + ~ e.t Ss + X · D{ 

µ[ ~0· ~+ \ 0· 0+ [ +n Es ergibt sich die Gleichung
4 ; G G® & ®naa © y ®©bb = ' J v2 L) 

1st (wie im § 2, Soito 29) S= S0 -XS', so folgt t1 bbu, . [ · 6 
o®le®Mu ) , r§au o®[ ®®ls ®©b Sa 

[ · 6 Q0~<' [ ® ~<40X© ®0" Qa ] 0~ ' [ § , ~0©~ oSa 
o®l®n a% s wb®l®u ® 

X=- 2 ---

~ S's
EF 

Abschnitt II.

Biegungsfestigkeit gerader und einfach 
4~j <00+ + ©~< , ©0X~n 

§ 12.
D{{4~+ ~0· ~ 5 ~®~©µ~ §00< , ©0X~a 6~<~· N[ ~<®"Q· 0©©®' X+ ~®®[ · 4~· 
0+ 1~<Q00{©· 0® µ[ 6~· Kriimmungshalbmessern klein sind. 

1) Arbeitsgleichung. Wird ein Stab, dessen Schwerpunktsachse
A. B eine Linie einfacher Krtlmmung ist, durch au.fsere Krlifte ange­
4<0§§~· a ] ~{" Q~ in der die Linie AB enthaltenden Ebene (Krttfteebene,
Sta be bene) liegen, ®= X~®0©µ~· a X~0 0+ 1~<Q0{©· 0® µ[ < O0· 4~ 6~® Stabes
geringen Querschnittsabmessungen, au.fser den Temperaturltnderungen
· [ < 60~ senkrecht zu den Querschnittsteilchen wirkenden Spannungen
(Norrnalspannungen) u einen wesentlichen Ein:flufs auf die Form­
0· 6~<[ · 4n f ~< Stab Hi.fst sicb, bei Vernachlassigung aller tlbrigen
Spannungen, in unendlich j {~0· ~a ' · ·0Q~<· 6 %<0®+ ' ©0®" Q~ / ~0{" Q~· zer-
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legen, welche 6[ <"Q 6~< , ©' X' " Q®~ %' <' {{~{~ , %' · · j <0§©~ , ' [ § l­ [ 4 =6~< 
auf Druck beansprucht werden eY04n : zrn 

Bedeutet
2 60~ im ' {{4~+ ~0· ~· } ~<­ 

0· 6~<{0"Q~ N[ ~<®" Q· 0©©®­ 
§{0" Q~ 6~® Stabes,

ds 60~ O00· 4~ 6~® zwischen
den unendlich nahen
Querschnitten I und II
gelegenen Elementes der
, ©' X' "Q®~a 

6®a 60~ 6~+ 3=4~· ~{~+ ~· ©~ 
6® %' <' {{~{~ O0· 4~ 0<­ 
gend eines 6~< µ] 0®" Q~· 

204n: zn A und II gedachten, un-
endlich kleinen Prismen,

cr die Normalspannung flir den v · 6>[ ~<®"Q· 0©© 6 60~®~® Y<0®+ ' ®a 
Dl6®a 60~ , ©<~" j ~a [ + ] ~{"Q~ ®0" Q 6®a 0· §={4~ 0<4~· 6 ~0· ~< 4~<0· 4~· 

Verbiegung des Stabes andert,
so ist

, bb' 62a 
und es ergibt sich, + 0© 1~<· a ch t ass i gun g de r Anderun gen de r
Qu erschni ttsa b messun gen, die virtuelle Formlinderungs-Arbeit

J f Ads,,, .®· D6®abbll aal ; 1a ] =X~0 

61 b 6®a6 
den Inhalt des , ©' X©~0{" Q~· ® X~6~[ ©~©n 3~µ~0" Q· ~© · [ · a ] 0~ 0+ DX­ 
schnitte I auf Seite 2 2 :

P eine Last,
C eine Auflagerkraft,
i die durch y~· ~ D6®a X~60· 4©~ 1~<®"Q0~X[ · 4 6~® Angriffspunktes

von P im Sinne von P,
Ac die durch y~· ~ D6®a X~60· 4©~ 1~<®"Q0~X[ · 4 6~® Angriffspunktes

} =· ( 0+ , 0· · ~ von C, 
und wird angenommen, dafs 60~ 0[ §®~<~· [ · 6 0· · ~<~· x <0§©~ + 0©­ 
einander im Gleicbgewichte sind, so folgt, wenn die Gewichte der Stab­
teilchen zu 6~· O' ®©~· 4~<~"Q· ~© werden, ' [ ® 6~+ , ' ©µ~ } =· 6~· vir­
tuellen Verschiebungen die Arbeitsgleicbung:

(28) ~P&+~CAc=Jcr Ads,,, dV,6®a 
welche fur X~{0~X04~ + 04{0" Q~ 1~<®"Q0~ bungen i a Ac [ · 6 D6®a 40{©a 
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sobald diese nur klein genug sind, [ + ' {® } ~<®" Q] 0· 6~· 6~ 5 <0§®~· ' [ §­ 
4~§' §®© ] ~<6~· µ[ dtirfen.

In den meisten Fl:tllen der Anwendung handelt es sich [ + , ©00X~a 
6~<~· N[ ~<®"Q· 0©©®' X+ ~®®[ · 4~· a } ~<4{0"Q~· + 0© den Kriimmungshalb­
+ ~®®~<· <a ®= gering sind, dafs es zulassig 0®©a 6®a bbb ds zu setzen und
die Spannungen a genau ®= µ[ X~<~" Q· ~· a ' {® ®~0 an der betrachteten
Stelle r bb=Sa 6n h. der Stab gerade. Wir wollen auch (ausgenommen
sind die genaueren Entwicklungen im § 21) mit dieser vereinfachenden
D· · ' Q+ ~ <~" Q· ~· a ©<=©µ6~+ ' X~< 60~ 3~µ~0" Q· [ · 4 6®a X~0X~Q' {©~· a [ + 
die Verschiedenheit der Lagen, nicht 6~< O0· 4~· a 6~< Stabteilchen
zu kennzeichnen.

2) Bedingungsgleichungen zur Berechnung statisch nicht
bestimmbarer Grofsen. Unter gewissen vereinfacbenden Annahmen
4~{0· 4© ~® mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen, · <lie Spannungen a 
ebenso wie die Auflagerkriifte C als geradlinige Funktionen 6~< 4~­ 
gebenen Lasten P und gewisser statisch · 0"Q© X~®©0+ + X' <~< 5 <0§®~· 
Jla J.a Jn n n n n darzustellen; sie erscbeinen dann in 6~· §0< X~­ 
{0~X04~ 8 ~<©~ 6~< Y [ · 6 X gtiltigen Formen:

{ s l ls "X" s "'X"' s ( a = [ S a X a a . . . . . .
kzr yPJlu& P.) . & P.J.up PbbPa D · · · · · · z ] =X~0"a' a' nnnnnaSlaP.aP. 4~4~X~· ~a } =· 6~· O' ®©~· Y [ · 6 6~· 

5 <: §l®~· ) [ · ' XQ0· 404~ x =~§§0µ0~· ©~· ®0· 6a ] 00Q<~· 6 =a [ · 6 Pa 60~ ' {® 4~<' 6­ 
linige 2[ · j ©0=· ~· 6~< x <0§©~ Y 6' <®©~{{X' <~· Spannungen [ · 6 D[ §{' 4~<j <0§©~ 
§0< 6~· y~· 04~· ®©' ©0®" Q X~®©0+ + ©~· 3~{' ®©[ · 4®µ[ ®©' · 6 X~6~[ ©~· a ] ~{"Q~< 
~· ©®©~Q©a ®=X' {6 ' {{~ ®©' ©0®" Q · 0"Q© X~®©0+ + X' <~· 5 <0§®~· ) } ~<®"Q] 0· 6~· n 

8 0<6 ) lbb 1 angenommen, und werden gleichzeitig alle Lasten P, 
sowie die Ubrigen statisch nicht bestimmbaren Grofsen X", X"', ..... 
4{~0" Q I [ {{ gesetzt, so entsteht ein Belastungsfall, welcher ,,Zustand
X' = 1" heifsen soll, und welchem die Spannungen a' und Auflager­j <0§©~ l ~· ©®%<~" Q~· a und in gleicher Weise soll in der Folge von
l­ [ ®©0· 6~· ) . bb 1 =6~< ) .b 1 u. s. w. gesprochen werden.

Die Arbeitsgleichung fur den Zustand X' = 1 bildet einen be­
®=· 6~<~· 2' {{ der Arbeitsgleichung (28); sie ergibt ®0" Q ' [ ® y~· ~<a ®=­ 
bald P = o, c bbPl [ · 6 a= a' gesetzt wird und lautet:

"'0' A -J ' Ads'!- d V~ u.C - Ci d '®a 
und ganz entsprechend wird gefunden:

(30) , " . D" =fa" AdSo d V,6®a 
~ c"' Ac =f"' Adsv d V,6®a 
nnnnnnnnnnnnnn 
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Die 5 {~0" Q[ · 4~· eoSra 6~<~· Anzahl + 0© 6~<y~· 04~· 6~< ( · X~­ 
kannten ) ©0X~<~0· ®©0+ + ©a ~<+ 04{0" Q~· 60~ Berechnung dieser Grofsen;
man bat nur notig, sie auf die wir klicb en elastischen Verscbiebungen
Ac [ · 6 D6®a ' · µ[ ] ~· 6~· n Die Ac werden meistens gescUtzt (vergl. § 2,
, ~0©~ k7r [ · 6 60~ D6®a [ · ©~< 6~< 1=<' [ ®®~©µ[ · 4 ~0· ~® spannungslosen
Anfangszustandes als Funktionen der Spannungen cs und Temperatur­
0· 6~<[ · 4~· © dargestellt. Es ist dann nach Gleicbung ( 10):

®t r ; M L& ®©a 6®a v 
und es folgen somit die

(32)

Bedingungsgleicbungen: ·

, jcs'cs +J , L = E- d V etcs d V

"uK§<s§~ 
nnnnnnnnnnnnnnnn ,

in 6~· ~· Olbb • C' D=a O. bb , P.D" nnnnn die virtuellen Arbeiten
der 6~· ­ [ ®©0· 6~· ) lbb t a ) .bb 1 u. s. w. entsprecbenden Auflager­
j <00§©~ X~6~[ ©~· n 

Bringt man die dem wirklicLen Belastungszustande entsprecbende
} 0<©[ ~{{~ D<X~0© 6~< D[ §{' 4~<j <0§©~ ' [ § die Form

+ = + S s k< x' s +l l x" s k<. x"' s nnnnn a 
wobei + Sa · + la + .a + .l n n n n Grofsen vorstellen, welcbe von den
8 ~<©~· ) und (mit Ausnabme } =· \ ar } =· den Lasten Y [ · ' XQ0· 404 
sind, so ist:

L' = + la L" bbz.a 
Beacbtet man nun, dafs

< S' } S' 
cs = o X' ' ' = "{ X" ' . . . . .

ist, so sieht man ein, dafs die Gleicbung:

=» bKy4 4<s§q7} 
welche auch unmittelbar durcb teilweise Differentiation der Gleicbung (28)
erhalten werden kann, als allgemeine Form der Bedingungsgleichungen
eokr ' [ §4~§' §®© ] ~<6~· darf; man braucht nur X der Reihe nach durch
X', X" .... zu ersetzen, um die Gleichungen (32) zu erhalten. L be­
d eu tet die virtuelle D<X~0© 6~< D[ §{' 4~<j <0§©~ §0< den Zu­
stand X = tn 

2©©Q<© + ' · die Bezeichnung ein:=» ' n®§c §' <a 
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so kann man Gleichung (33) noch ktirzer schreiben:
S&n 

(35) L b la . ox
200< 6~· besonderon Fall festliegender oder tiber reibnngslose Lager glei­

©~· 6~< , ©00©µ~· } ~<®" Q] 0· 6~© 60~ Arbeit L, nnd es ergibt sich die Bedingung

ef » S{0 =a ' {®= Dcbb + 0· 0+ [ +n " ) 
A®© ' [ §®~< O bu O auch t = O, so fol gt

I 112dV .. eAAr ®%» bg+ 0· 0+ [ + a 
wobei ;· cr~a; tlio Formiinderungsarbeit fur den Fall t = O vorstellt. Die vor­

®©~Q~· 6~· , 0©µ~ eAr und (II) entsprechen don fur das Fachwerk im § 11 unter
3 bozw. 1 abgeleiteten; sie ergeben sich sofort aus jenen, sobald die Spannkraft s 
des Faclnverkstabes orsetzt wir<l <lurch cr dF, der 8tab-Inhalt s F dnrch d V und

6' ® ­ ~0"Q~· , <lurch das Zeichen f 
3) Bestimmung der Verschiebung = irgend eines in der

x <0§©~~X~· ~ 4~{~4~· ~· Y[ · j ©~® des Stabes nach irgend einer 
in 60~ x <0§©~~X~· ~ §' {{~· 6~· E0"Q©[ · 4n 8 ~<6~· die auf den Stab
] 0<j ~· 6~· O' ®©~· + 0© Yaa Yannna P,,. · · nnYa X~µ~0"Q· ~©a ihre An­
gri:ffspunkte mit 1, 2, ... m ... n und die Verschiebungen dieser
Punkte im Sinne der entsprechenden P mit c\, ~'2 . . n: a n n n: aa 
so lautet die Arbeitsgleichung:

Po+" . s +Ps+~CA-1~~.t kt &=annnupuv a: a · nnn » M }~bb 1 ma ; c 

sie gilt fur beliebige zusammengehorige 1~<®" Q0~X[ · 4~· Sa D" [ · 6 D6®a 
Und fur beliebige Werte der Lasten P und statisch · 0" Q© X~®©0+ + X' <~· 
Grofsen X und liefert unmittelbar einen einfachen Ausdruck fur die
Verschiebung =anna sobald samtliche Grofsen X sowie 60~ O' ®©~· Ya X0® 
laa [ · 6 aaaa X0® Ya 4{~0"Q I [ {{ 4~®~©µ© ] ~<6~· a ] 00Q<~· 6 Yabb t 
angenommen wird. Es entsteht dann ein statisch bestimmter Stab,
] ~{"Q~< 6~< 9 ' [ %©©<04~< 4~· ' · · © werden moge, und an welchem
' [ §®~< Yabb 1 noch die durch diese Last hervorgerufenen Auflager-
j <0§©~ P ' · 4<~0§~· a ] 0Q<~· 6 0+ A· · ~<· gewisse , %' · · [ · 4~· 6 ~<µ~[ 4© 
Werden. Die obige Arbeitsgleichung geht Uber in

(36) om+~ 0Ac =fa Adsv dV6®a 
[ · 6 4~®©' ©©~©a 60~ <lurch einen beliebigen Belastungs- und Temperatur­
zustand verursachte 1~<®" Q0~X[ · 4 Saa ' [ ® den diesem Zustande ent-
8Prechenden Verscbiebungen Ac [ · 6 D6®a µ berecbnen. Insbesondere
ergibt sich mit

\ 0{{~<u3<~®{' [ a f 0~ neueren Methoden der Festigkeitslebre. 6 
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(5 s et
E

der Wert

=» nbKmeys; r< m 
wobei L die virtuelle Arbeit 6~< D[ §{' 4~<j <0§©~ §0< 6~· 
6[ <" Q Yabb 1 X~{' ®©~©~· 9 ' [ %©©<04~< X~µ~0" Q· ~©n 

Denselben Ausdruck §0< Sa ~<Q0{© + ' · u in anderer 2=<+ 
durch teilweise Differentiation der allgemeinen Arbeitsgleichung nach
der Last P,,,, wobei die 3, Ac und Ads,, als Konstanten aufgefafst werden
di.irfen, da jene Arbeitsgleichung flir X~{0~X04~ µ[ ®' + + ~· 4~Q0<04~ 8 ~<©~ 
60~®~< 1~<®" Q0~X[ · 4~· 400{©04 0®©n Man gelangt zu

nsgb§F .uK£ sr Z + Ga 6 + 

und :findet schliefslich das tibersichtliche Gesetz:
SDa " P eoGr :abb r:.p- - ~ cP Ac, 
l + + 

wobei A, durch die 5 {~0"Q[ · 4 eo&r ~<j {0<© 0®©n 
Bei festliegenden =6~< 00X~< <~0X[ · 4®{=®~ O' 4~<§{00"Q~· 4{~0©~· 6~· , ©00©µ­ 

%[ · j ©~· } ~<®"Q] 0· 6~· ®0+ ©{0"Q~ D" c ~® ergibt sich
®a $ © Da 
+ N3 

und im Falle 6. c b 0 und t b 0 fol gt
; D 

o.,.= oP,,, 1

wobei A=Jcr~d; die Formiindorungi-;arboit bodoutet.

Mit Hilfe der entwickelten Gesetze ist man auch imstande, die
Verschiebungen von solchen Punkten eines , ©' X~® µ[ X~®©0+ + ~· a ] ~{"Q~ 
nicht Angriffspunkte von Lasten sind; man hat nur notig, in dem
fraglichen Punkte nach der Richtung der gewtinschten Verscbiebung eine
beliebig grofse Last P hinzuzuftlgen [ · 6 · ' "Q©<04{0"Q Y = 0 zu setzen.
Bedingung ist · [ <a 6' §® 60~ Verschiebungsrichtung in die Kriifteebene fallt.

Bedient man sich bei der Berechnung von 3 der Gleicbung (38),
so ist zu beachten, dafs nicht nur die Lasten P, sondern auch die
5 <: §®~· ) als unabhangige Veranderliche aufgefafst werden dtirfen, dafs
es ' {®= µ[ {0®®04 0®©a die X als Konstanten anzusehen, sobald nach einer
Last P differentiiert wird. Vergl. Seite 7 5.

4) Auflager. Aufser den im § 1 e204n t r ' · 4~§©©Q<©~· §~®©~· 
und X~] ~4{0"Q~· O' 4~<· a 6~<~· 8 06~<®©0· 6~ 6[ <" Q die Angabe von
µ] ~0 , ~0©~· j <0§©~· =6~< einer Seitenkraft bestimmt sind, miissen bei
den auf Biegungsfestigkeit beansprucbten Stiiben noch D[ §{' 4~< [ · ©~< 
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schieden werden, welche der im Stutzpunkte an die Stabachse gelegten
Tangente eine bestimmte Lage vorschreiben. Es kommen zwei Anord­
nungen in Betracht.

a) Feste Einspannung (Fig. 70). Bei vollkommener Starrheit
6~® ®©©0©µ~· 6~· x ( <%~<® {0~4© 6~< Stutzpunkt A fest, desgleichen die
in A an die Stabacbse
gelegte Tangente (Auf­
lagertangente). Der

Stu tzen widerstand
{0§®© ®0" Q µ~<{~4~· in
µ] ~0 , ~0©~· j <0§©~ ( a 
[ · 6 Pa [ · 6 0· ~0· 
x <0§©~%' ' <a 6~®®~· 

\ =+ ~· © \ 6' ® v0· ­ 

> 

spann ungsmom en t
heifst. Verschiebt sich,
infolge der Elastizitat
6~® ®©00©µ~· 6~· x ( <%~<®a 6~< Punkt A im Sinne } =· ( a [ + D"a [ · 6 im
Sinne von C2 [ + D"aa ] 00Q<~· 6 ®0"Q 60~ Auflagertangente im Sinne des
\ =+ ~· ©~® \ [ + 't' dreht, so leisten die Auflagerkriifte die virtuelle Arbeit

SaD"a su S&&: a q\ ' nr 
b) Lose Einspannung (Fig. 71). Der Stutzpunkt A gleitet

' [ § } =<4~®" Q<0~X~· ~< Bahn AB. Die Auflagertangente liegt bei starrem
.Stutzkorper fest. Der Stutzenwiderstand zerfltllt in das Einspannungs­
+ =+ ~· © \ [ · 6 0· einen Gegendruck C, welcher bei glatter Bahn senk­
<~"Q© µ[ AB wirkt. Verschiebt sich A im Sinne von A um D" a ] 0Q<~· 6 
®0"Q 60~ Auflagertangente im Sinne von M [ + 6<~Q©a so leisten die
D [ §{' 4~<j <0§©~ 60~ virtuelle Arbeit

PD"pu \ ®n 
c) Beispiel for die Berechnung der .A.rbeiten L. Um die Ermitte­

{[ · 4 6~< 0· den Glei­
"Q[ · 4~· eokr } =<j =++ ~· ­ 
6~· D<X~0©~· Ola O.annnn 
6~< D[ §{'4 ~<j <00§©~ §00< 
60~ l­ [ ®©00· 6~ ) l bb 1,
) .bbt an n n n 6[ <" Q ~0· 
3~0®%0~{ µ[ ~<{00[ ©~<· a X~u lf' " -­ 
O<l' "Q©~· ] 0< ~0· ~· X~y l gAt 
A. und B fest eingo-

20 pann©~· 3=4~· ©<004~< 
=Q~ 5 ={~· j~ e204n mkrn 
f 0~ ®~· j <~" Q©~· [ · 6 
\Vago rech©~· , ~0©~· j<0§©~ 

204n mSn Fig. 71.

• 

B 

Fig. 72.

*) liinsichtlich der .A.rbeit des Momentes M vergl. Seite 59.
: 
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6~< , ©00©µ~· 6<00" j ~ ®~0~· Da 3a 9aa 9aa [ · 6 60~ Einspannungsmomeuto scion
M1 [ · 6 \ an A·§={4~ der Nachgiebigkeit dor Widerlager gohe i.i.ber

" 0· "puD" a {0· {up D{a a 0· Musu&&aa a 0· &=<pu S%4>c 
es leisten dann 60~ D[§{' 4~<j <0§©~ e] ~· · Y[ · j © 3 [ · 6 die Wagorechto <lurch B 
festliegen) die virtuelle .A.rbeit

eAr §bbDD"u9aD{u\ a, =auCu\ aDzan 
Dedeutet R 60~ \ 0©©~{j <'§© ' [ ® ®0+ ©{0"Q~· O' ®©~· a ' 6~· I ~04[ · 4®] 0· j ~{ 

von R gegen 60~ 8 ' 4~<~"Q©~a < 6' ® Lot von B auf R, so bestehen die Gleich­
gewichtsbedingungen:

eAAr A9aW E" =® ' uu 9abb S 
(III) Du E sin ct+ B = 0
eA1r D{u9a"u E<p\ au\ abuSn 

Da sich weitere statische Beziehungen zwischen den 6 Unbekannten Da 3 a 
9aa 9aa \ a [· 6 \ a · 0"Q© aufstellen !assen, so ist der Trager ein dreifach statisch
unbestimmter. Werden A, H1 [ · 6 \ a ' {® statisch nicht bestimmbare Orcifscn
aufgefafst, so mufs der aus (IV) sich ergebende 8 ~<©V \ abb Al - H1 c - Rr s Mi
in eAr ~0· 4~§00Q<© ] ~<6~· a ] =<' [ § 60~ D<X~0© '{ ® 2[ · j ©0=· 6~< ®©' ©0®"Q · 0" Q© 
bestimmbaren Grofsen in der Form

AbbDe{Dau D"r 9ae" DauC&{ruq\ qe, =auu &&Mr E<D=a 
erhalten wird, und es folgt schliefslich

for 6~· ­ [ ®©' · 6 ) l bbD bb 1 der Wert L' bb{D=a D" 
» M ) .b9abbt M » bbue: Das , r 
» ) ..bb\ abbt » » O bb' &4a &%a 

5) Belastung durch Kraftepaare. Drehung von Tangenten
an die Stabachse. Die in irgend einem Y[ · j ©~ + ' · die Stabachse
gelegte Tangente TT e204n mor j · · ~· ] 0< ' {® ®©' <<~ O0· 0~ ' [ §§' ®®~· a 
welche mit dem Stabe fest verbunden ist. Wirkt auf diese Linie ein

Kraftepaar, <lessen Moment
bb zSka 0®©a so werden an
den Auflagern gewisse Ge­
gendriicke und im Stabe
gewisse Spannungen her­
vorgerufen. v ® + 04~ + 
der Angri:ffspunkt des
x <0§©~%' ' <~® Q~0§®~· n 

Denken wir uns nun 
in gleicher Weise (aufser
den bislang vorausgesetzten
Lasten P) in beliebigen

Punkten 1, 2, · · nn· 6~< , ©' X' "Q®~ x <0§©~%' ' <~ + 0© 6~· \ =+ ~· ©~· zaa 
§{aannnnzra ' · 4<~0§~· 6 [ · 6 X~µ~0"Q· ~· + 0© 7aa Ma· nn n a 60~ 8 0· j ~{a 
um welche sich die in den Punkten 1, 2, .... n an 60~ , ©' X' "Q®~ 4~­ 
legten Tangenten infolge der Umgestaltung 6~® ~{' ®©0®" Q~· , ©' X~® 6<~Q~· a 
so leisten 60~ x <0§©~%' ' <~ 60~ virtuelle Arbeit Af" 1 "t'1 s IDc2 "C'2 s nnnn s We., "t'.,, und es ergibt sich die Arbeitsgleichung:

T

04n mon 
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, Y: q zaa puzSaa &nnnza7a nnnzSa7a & oSD" 

f Adsv
bb ' ®a . » 

Sie gilt, im Falle des Gleichgewicbtes und bei verschwindend kleinen,
+ 04{0" Q~· 1~<®" Q0~X[ · 4~· §00< beliebige Werte der Lasten P und Mo­
+ ~· ©~ z{aa [ · 6 liefert, teilweise · ' " Q z{aa 60§§~<~· ©00~<©a 60~ Beziehung:

'>' o G -J o =u D6®a "a maaaa D" k4a 'a ; 1a P( a + Ga 
aus welcher sich die (der Gleichung (38) gegeniiberzustellende) Gleichung

=&a ; P ®®r ' n ° ' ·a 
' X{~0©~· {0§®©c 60~®~{X~ ~<+ 04{0" Q© 60~ Berechnung des f <~Q[ · 4®] 0· j ~{® 
jeder Tangente an die Stabachse. Tritt das Kraftepaar mit dem Mo­
+ ~· ©~ z{a 0· Wirklichkeit nicht auf, so hat man nach Ausfiihrung der
f 0§§~<~· ©0' ©0=· {aa bb S zu setzen.

Weiter leuchtet sofort die Richtigkeit der (der Gleicbung (37)
gegentlberzustellenden) Gleicbung ein:

=<® nbK7eCs}r / 
0· ] ~{" Q~< " 60~y~· 04~ , %' · · [ · 4 bedeutet, die in irgend einem Quer­
schnittselemente 6~® ®©' ©0®" Q X~®©0+ + ©~· 9 ' [ %©©<004~<® ~· ©®©~Q©a ®=X' {6 
0+ Y[ · j ©~ + ~0· x <00§©~%' ' < + 0© 6~+ \ =+ ~· ©~ z{{abb 1 angreift,
Wlihrend L die virtuelle l\_rbeit der durch diese Belastung hervorge­
rufenen Auflagerkrafte vorstellt.

§ 13.
V f 0~ , %' · · [ · 4~· " 0+ g·eraden Stabe. 

Na viersche Biegungsformel. 
1) Durch einen

der Stabachse an­
genommenen An­
fangspunkte D 6~· ­ 
ken wir den Stab in
µ] ~0 / ~0{~ µ~<{~4© 
[ · 6 } ~<~0· 04~· ' {{~ 
' · 6~+ ~0· ~· 6~< 
beiden Teile, z. 3n 
' · 6~+ {0· j ~· a an­
greifenden l1ufseren
x<§©~ µ ihrer Mit­
telkraft R (Fig. 74).

Querschnitt im Abstande x von irgend einem in

2§· i

, r
WM » 
~-------------------------------.8 --,;;, . +v- 

Fig. 74.
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E Q~0§®© 60~ 0[ §®~<~ x <' §© §0< 6~· §<' 4{0" Q~· N[ ~<®" Q· 0©© 
[ · 6 µ~<§0{{© 0· 60~ O0· 4®j <' §© I a ®~· j <~" Q© zum Querschnitte, und
60~ N[ ~<j <' §© N 0· der Ebene des Querscbnittes. Wird vorausgesetzt,
dafs ' {{~ 0[ §®~<~· x <0§©~ 60~ Stabacbse treffen (wenn auch in unend­
licher Ferne) so 4~Q© N 6[ <" Q den Schwerpnnkt O des Querschnitts.
Die Kraft I + 04~ %=®0©0} ' · 4~· =+ + ~· ] ~<6~· a sobald sie das Be­
streben hat, den {0· j ~· , ©' X©~0{ } =· 6~+ festgehalten gedachten rechten
/ ~0{~ µ[ ~· ©§~<· ~· n 

Die durch den Schwerpunkt O des Querschnittes und 6~· , " Q· 0©©­ 
punkt B der x <' §© E + 0© 6~+ N[ ~<®" Q· 0©©~ 4~{~4©~ 5 ~<' 6~ Q~0§®~ 60~ 
Kraftlinie, sie moge mit der u-Acbse eines in der Querschnittsebene
angenommenen rechtwinkligen Achsenkreuzes (u, v), dessen Ursprung
der Punkt O ist, den Winkel ex einscbliefsen. Bedeuten dann:

f den Abstand des Punktes B vom Ursprunge,
[ a [ · 6 } 60~ x ==<60· ' ©~· } =· 3 a 

®= µ~<§0{{© 6' ® dem betrachteten Querschnitte entsprecbende Biegungs­
moment

\ bb I § 
0· 6' ® [ + 60~ [ uD"Q®~ 6<~Q~· 6~ \ =+ ~· © 

\ abb I }abb \ ®0· ' 
und in das um 60~ } uD"Q®~ 6<~Q~· 6~ Moment

\ abbI [ abb \ " =® 'na 
und es bestehen zwischen den in dem Querscbnitte wirksamen Spannungen cr
und 6~· 0[ §®~<~· x <0§©~· 60~ Gleichgewichtsbedingungen:

N=fadF 

\ nb f" · adF

M,,= f u • adF.

Die Berechnung der cr soll unter §={4~· 6~· 1=<' [ ®®~©µ[ · 4~· 6[ <"Q­ 
geflihrt ] ~<6~· V 

tn f 0~ , ©<~" j ~ D6' aa [ + welche sich im Punkte it, v die Ent­
§~<· [ · 4 6' 6~® betrachteten Querschnittes von dem unendlich nahe
4~{~4~· ~· N[ ~<®" Q· 0©©~ 0· 6~<©a ®~0 eine geradlinige 2[ · j ©0=· 6~< x =­ 
ordinaten u [ · 6 } a 6n h. es sei

D6' n$dK» .gu& . ~-a av au,
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unter a', a", a'" Werte verstanden, welche fur 6~· X~©<' "Q©~©~· N[ ~<­ 
schnitt Konstanten sind.*)

2. f 0~ l/ ~+ %~<' ©[ <00· 6~<[ · 4 © im Punkte it, v sei ebenfalls eine
geradlinige Funktion von u und v, es bestehe also die Gleichung

t bbb©p t" V s t"' u,
deren Koef.fizienten gegeben sind, sobald 60~ / ~+ %~<' ©[ <0· 6~<[ · 4~· §0< 
drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte des Querschnittes bekannt
sind.

f ' · · §={4© ' [ ® der Gleichung
D6' a ' s V i X 6' v 

§[ < 60~ Spannung a der Ausdruck
a=-- E (a' - d) s E (a" - d') v s v e' . ~©.r [ 

[ · 6 Q0~<§©0< ®={{ kiirzer geschrieben werden
6bbb' sXup "[ a 

wobei a, b, c Konstanten sind, welche sich mit Hilfe der drei Gleich­
gewichtsbedingungen berechnen lassen. Jene Bedingungen gehen uber inb« §<s=K=' <s"K' < 

nbb« K=' < s§' <s=K~' < 
ab« K« =< s=K=' < s hK] ' <a 

sie nehmen eine besonders einfache Gestalt an, sobald zu den Koor­
dinatenachsen Haupt a ch ®~· 4~] 0Q{© ] ~<6~· n In diesem Falle ist das

C~ntrifugalmoment I uvdF = 0, und weiter folgt, da der Ursprung 0 

+ 0© 6~+ Schwerpunkte des Querschnittes zusammenfitllt,/udF= S und

T®' } b 0. Es ergeben sich die Werte:

N' bbb ­ 
F'

0· 6~· ~· Ta 

b \ n b \ a j v2dF J.. 
[ · 6 Ta 60~ Trugheitsmomente des

\a 
c=-----K~' < 

Querschnittes

ua 

in Bezug

*) Es stimmt diese Annahme mit tlor bekann ten Voraussetzung Na vier s
'ii.herein, clafs urspriinglich ebone Querschnitto des Stabes auch nach der Biegung
v X~· ~· ®0· 6n f 0~ ­ [ } ~<{00®®04j ~0© 6~< I ' }0~<®"Q~· \ ~©Q=6~ 0®© 6[ <"Q 60~ Ar­
X~0©~· } =· , ' 0· ©u1~· ' · © e0· Liouvillos T=[ <· ' { t G7: ra x0<"QQ=§§ (in Crelles
Journal t G7zr [ · 6 · ' +~· ©{0"Q } =· Pochhammor (in 6~®®~· 8 ~<j ~ 00X~< 6' ® 
5 {~0" Q4~] 0"Q© 6~® elastischen Stabes, Kiel, t Gmzr · ' "Q4~] 0~®~· ] =<6~· n 
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.auf die Hauptachsen bedeuten, und es entsteht 60~ I ' } 0~<®" Q~ 2=<+ ~{ 
' r ' & : ama 2 Ta Ta 

Besonders hervorzuheben 0®©a 6' §® ~0· ~ [ · 4{~0" Q+ 0§®04~ v <] 0<+ [ · 4 6~® 
S h d / s aa s aaa s. tabes nae em Gesetze t = t t } © [ · [ < dann pannungen cr
hervorbringt, wenn die Werte N [ · 6 \ } =· 6~· Ternperaturanderungen
' XQ0· 404 ®0· 6a was · [ < X~0 ®©' ©0®"Q [ · X~®©0+ + ©~· , ©0X~· 6~< 2' {{ sein
kann. Verschwinden ' {{~ 0[ §®~<~· x <0§©~a ®= versch winden auch die
Bpannungen cr.

2) Setzt man in Gleichung (39)
\ abbI }a [ · 6 \ abb I [ a 

[ · 6 X~µ~0"Q· ~© + ' · die Koordinaten der Stelle A, flir welche die
, %' · · [ · 4 " 0· §={4~ 6~< in B angreifenden Kraft N berechnet werden soll,
+ 0© } a &a ®= erhalt + ' · ] ~· · diese Spannung crAB genannt wird -

"( F F )=r =% sna. « a; « · 
und in dieser Gleichung sind 60~ 3[ " Q®©' X~· 3 und A vertauschbar.
\ ' · §0· 6~© ·0+ {0" Q §0< 60~ Spannung an der Stelle B infolge einer in
A angreifenden Kraft N den Wert

I e F F )®b lsna. =sa.. 
und gelangt zu der Beziehung

P»bb SD® 
Es seien · [ · §00< 0<4~· 6 einen Querschnitt (Fig. 7 5) die Span­

nungen bestimmt, welche eine in einem Querscbnittspunkte B angrei­
§~· 6~ x <' §© N= 1 bervorruft, und zwar seien diese Spannungen mit
90{§~ } =· 5 {~0" Q[ · 4 eozr 6[ <" Q ~0· ~ 5 ~<' 6~ 33 . 6' <4~®©~{{©n f 0~ 
Spannung an der Stelle A 0®© 6' · · 4{~0"Q 6~< Z<60· ' ©~ cr,,rn, welcbe
60~ 3l 3 . ' [ © einer durch den Punkt A parallel zur Spannungs­
Nulllinie 4~µ=4~· ~· 5 ~<' 6~· 4 ' X®" Q· ~06~©c [ · 6 ~X~· ®=4<=§® 0®© auch
e· ' "Q 5 {~0"Q[ · 4 e&Sr 60~ Spannung crBA, welcbe eine in A angreifende
x <' §© I bb 1 bei B hervorruft. Eine in A ] 0<j ®' + ~ x <' §© I wird also
' · 6~<n, ©~{{~ B die Spannung

' abb I · :a 
hervorrufen, und dieser Wert cr bleibt ungeandert, wenn sich der An­
griffspunkt A } =· I 0· 6~< 5 ~<' 6~· 4 X~] ~4©n 5 <~0§~· + ~Q<~<~ x <0§©~ I 
am Querschnitte an, so erhalt + ' · §0< 60~ Spannung ' · 6~< , ©~{{~ B
einen Wert

' abb oI 5a» n 
f 0~ 5 ~<' 6~ 3 l 3. 0®© also 60~ v 0· §{[ §®{0· 0~ fur die Spannung er

an der Stelle B.
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Wird der Einflufs eines Momentes M gesucht, welches in einer
den Querschnitt in der Geraden Z - l schneidenden, zum Querschnitte
rechtwinkligen Ebene wirkt, Fig. 76, so ersetze man dasselbe <lurch
ein Kritftepaar Na mit beliebig grofsem Arme a und lege den Angriffs-

l

]'ig. 75. Fig. 76.

%[ · j © 6~< ~0· ~· 6~< X~06~· 5 ~4~· j <0§©~ I in den Schnittpunkt der
Geraden l - l und · · n \ ' · findet dann nach Fig. 7 6 :

, Mcr'Zabbb I 6b · a
or \ ~0®©~· ® fallt die Kraftlinie mit einer Hauptachse zusammen.

8 0< ] 0Q{~· 6' · · 60~ Kraftlinie zur v-Achse, bezeichnen das Tragheits­
+ =+ ~· © §0< 60~ u-Achse kurz mit J und erhalten:

N Mv
(41) 6= F +-y·
Wird angenommen, dafs die

Temperatur!Lnderung t von u un­ 
' XQ0· 404 0®©a so darf

V 
(4 2) t = t0 s At h

). .Tguuu­ 
: : I};, H K~{{ » K • 0 {=&&&laallltaC ­ 

1 I
I 'e 
H Kl 9§F00000F{0p 

_...;,__L_
-tV 

4~®~©µ© ] ~<6~· c hierbei bedeutet
(Fig. 7 7):
h die Hohe des Querschnittes,
to die Temperaturlinderung §[ < 

v = 0 (also z. B. ftir den
Querschnittsschwerpunkt),

D©bb©a©a 6~· ( · ©~<®" Q0~6 
der 6~· 0[ §®~<®©~· · N[ ~<­ 
schnittspunkten entsprechenden

a 6~· 8 ~<© } =· © §00< } =-+ et 

l4 6~· 8 ~<© } =· © §0< } bb ~Mn 

3 
Fig. 77.

Ternperaturitnderungen,
und
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Zwischen t0, ti [ · 6 ©a X~®©~Q© 60~ Beziehung
l' ~a Mb7as: o 

f 0~ 8 ~<©~ D6aa D6' a [ · 6 A.dx, welche A.clxv bezw. ftir
v = s e1, v = - e2 und v = S annimmt, sind

· }uueC srKlu.sp 
ue4u« ruKaa .csp 

(4 3) Dn d x = d x (! s e t0) 

und ~® ] 0<6 6~®Q' {X 6~< 8 0· j ~{ 6µa [ + welchen sich der betrachtete
Stabquerschnitt gegen den Nachbarquerschnitt dreht,

D6<a D6' a a 6bbb tg d-r=-- h --, d. tn 

e 
\ A.t)e&&r 6bbb dx EJ s e h ·

&r f 0~ Gleicbung (39) gilt auch flir schiefwinklige Koordinaten
u', v', Fig. mGn 8 ' Q{© + ' · 60~ x <' §©{0· 0~ µ[ < luD"Q®~ [ · 6 bestimmt

die u'-Achse so, dafsfu'v'dF=O wird, ®= ~<Q0{© + ' · 
a= N s M .. ,v'

F J,., -,

wo M,., bbI la 0®©n 
Bildet 60~ } luD" Q®~ + 0© 6~< [ l­ 

Achse den 8 0· j ~{ ' a ®= istl 

Fig. 78.

J f'2dF 1 J,9 F J,.u' = V 1 = . 2 } 6bbb n 2 ,sm ex. srn ex.
Iv= sin ex.
I =a \ abb 
sin ex.

V

M,.
sin ex.

und man findet scbliefslich flir a den Wert

(4 5) ' = N + M,. v 
F J,. ,

welcher dieselbe Form bat, wie der durch die Gleicbung (41) fur den
Fall einer mit einer Hauptacbse zusammenfollenden Kraftlinie bestimmte
Wert. 1st · [ · Q 60~ Querscbnittsbohe rechtwinklig zur u-Achse und
wird angenommen, dafs sich t nur mit } 0· 6~<©a ®= gelten die Glei­
chungen (44) und (45) ' [ "Q §0< 6~· in Fig. 7 8 dargestellen Fall.
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B t &n 
Bedingnngsgleichungen fiir statisch unbestimmte 

gerade Stabe. 

1) Integrationen. Es sollen die im § 12 abgeleiteten Bedingungs­
4{~0" Q[ · 4~· µ[ · 00"Q®© §0< den Fall umgeformt werden, dafs die Kraft­
linie mit der v-Achse zusammenfallt, dafs also

CJ= N s Mv
F J 

0®©a ] 0Q<~· 6 
Gesetze folgt.

60~ / ~+ %~<' ©[ <0· 6~<[ · 4 6~+ 0· 204n 7 7
­ [ 60~®~+ l­ ] ~" j ~ + 04~· 60~ Integrale

J
(Ja(Jbd V und Jcr~td Vv 

berechnet werden, wobei

'aun&%' %MA p I ~ 
a F J F J

dargestellten

die Spannungen fur irgend zwei durch die Zeiger a und b unter­
schiedene Belastungsfalle bedeuten.

Mit d V bbb 6' 6 2 ~<40X© ®0"Q 

yu§§« ®om 
J NadxfcrbdF J Madxf CJz,vdF

EF s EJ

[ · 6 + 0© 3~' " Q©[ · 4 6~< 5 {~0"Q4~] 0" Q©®X~60· 4[ · 4~· 
Ka62bb I a [ · 6 K' a} ; bb\ a 

J
(Ja(Jbd V f NaNbdx +JMaMbdxe&:r bb EF EJ .

Ebenso :6.ndet manK} ' < bKKussr; 
-J, t,dxf 6dF s J, ~t dxf ovdF

= K' } b K®' s §' <pl • 
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2) Umformung 6~< 5 {~0"Q[ · 4~· eokrn f 0~ Auflagerkrltfte C, 
Biegungsrnomente M [ · 6 O0· 4®j <0§©~ eines mehrfach statisch un­
bestimmten Stabes lassen sich in der Form darstellen

C bbPaq C' X' + C" X" s el. l X"' + .....
« ®r q\ bb \ a s \ lJl yu \ .J. q \ .Jynnnnn 

AJbbI a& lJlp I .) .& I .J.&nnnnnn 
] =X0 ) la ) .a ) . .annnnn statisch nicht bestimmbare Grofsen bedeuten.

Paaa \ aa I aa ®0· 6 60~ D[ §{' 4~<j <0§©~a 30~4[ · 4®+ =+ ~· ©~ [ · 6 O0· 4®­ 
j <0§©~ §00< 6~· statisch bestimmten Haupttrager, in welchen der Stab
tibergeht, sobald stimtliche Unbekannten ) } ~<®" Q] 0· 6~· c ®0~ sind gerad­
linige Funktionen der gegebenen Lasten.

Pla \ la I l ®0· 6 die Werte der Auflagerkrafte, 1\fomente und Liings­
j<0§©~ §0< den auf Seite 7 9 erklarten Zusta,nd X' - t a 6~®4{n P.a \ .a 
I . 60~ W erte fur den ­ [ ®©' · 6 ) . bb 1 u. s. w.

Die Spannungen fur 6~· l­ [ ®©' · 6 ) lbb 1 sind:
N' M'vhbCs m 

§[ < den Zustand X" = 1 :
N" M"v6lbbp F J , u. s. w.

und die Gleichungen (3 2) gehen, mit Beachtung der Gleich. (4 6) und
(4 7), iiber in

(49)
JN'N JM'M f f \ l Ol bb EF- d x + EJ d x + e t0 N' d x + e At h dx

JN" N f \ . \ f f \ . O.bb · .W {®aI .; ' sA· D©a 6 
nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn l 

] =X~0 Oa f a n n n n die virtuellen Arbeiten der Auflagerkrafte bei 
Eintreten 6~< ­ [ ®©0· 6~ ) lbb t a ) .bb 1, ..... bedeuten.

Ist die Temperaturerhohung filr alle Punkte eines Stabquerschnittes
konstant und = t, so ist P{n t = 0 und t0 = t zu setzen.

3) Umformung der Gleichungen (33) und (34). Fl1r den 
durch die Gleichung (34) gegebenen A.rbeitsausdruck A, findet man
mit Hilfe der Gleichungen (46) und (47) den Wert

=» &u§.FsK.F s§» §' © « a 
und es geht somit die Bedingungsgleichung (33) tiber in
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e<at r L=f N . oN +.fM. oM +f oN
= EF c X dx } EJ o X dx e to c X dx

J D© Z\ s e: h . cX dx,

wobei X irgend eine der zu berechnenden statisch nicht bestimmbaren
Grofsen und L die virtuelle Arbeit der Auflagerkrlifte fUr den Zustand
) bbt bedeutet.

Dafs Gleichung (51) die allgemeine Form der Bedingungsglei­
chungen e&zr 6' <®©~{{©a {~[ "Q©~© ein, sobald der Grofse X der Reihe nach6c 8 a II'~ ~<©~ ) a X . . . . . . beigelegt werden und

" \ a aM ,, 
uuub\ a uuaabTwA n =) =) 
ZI a ZI . 'l· D<. · · · · 

gesetzt wird.
&r Der auf Biegungsfestigkeit beanspruchte gerade Stab in

Verbindung mit einem Fachwerke. Sehr haufig hat man es mit
der Berechnung ~0· ~® x0<%~<® µ[ ©[ · a der ' [ ® ~0· ~+ 2' " Q] ~<j ~ [ · 6 
' [ ® ~0· ~+ =6~< mehreren auf Biegungsfestigkeit beanspruchten, geraden
, ©0X~· X~®©~Q©n Die allgemeine Form der Bedingungsgleichungen, denen
die statisch nicht bestimmbaren Grofsen X zu genfigen haben, lautet
6' · · e} ~<4{~0"Q~ 60~ fUr das Fachwerk abgeleiteten Gleichungen 26) :-

f N oN J \ oM j" oN(52) L= --·--dx+ · ':'IX dx+ et0 ':'IX dxEF ox EJ V V

J At o\ l.l 8s 08 08 q ® ·n 6' po· bKo®©®na Q Z) v E Z) © ) 
8 =X~0 ' · 4~· =+ + ~· ] 0<6a dafs die Ternperaturanderung t fur alle Punkte­
~+· ~® [ · 6 6~®®~{X~· 2' "Q] ~<j ®©' X~® gleich grofs ist.

Meistens macht man die Annahme, dafs auch fur alle Punkte eines
[ · 6 6~®®~{X~· N[ ~<®" Q· 0©©~® 6~< 6[ <" Q 60~ M und N beanspruchten
Sta.be die Temperaturltnderung t gleich grofs ist und erhlilt dann die­
Bedingung

I' N oN J M oM J oN
(53) L=jEF.oXdx+ EJ.oXdx+ e:t0Xdx

, ® " , © , sg2l~J sgu° ' J 
L bedeutet die virtuelle Arbeit der Auflagerkrafte fur den Zu­

stand X= 1.
5) Die im vorstehenden abgeleiteten Gesetze gelten auch fur den

Pan einer nicht mit einer Hauptachse zusamrnenfallenden Kraftlinie,.
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vorausgesetzt, dafs sich (nach Fig. 7 8) t nur mit } 0· 6~<©a 6' §® [ · ©~< 
h die Querschnittshohe rechtwinklig zur u-Achse verstanden wird und
fiir J das auf die u-Achse bezogene Tragheitsmoment J,. gesetzt wird.
Liegen jedoch die Kraftlinien der verschiedenen Querschnitte oder die
[ uD" Q®~· · 0"Q© in einer Ebene, so ist es zweckmlifsiger, die Momenta
\ a [ · 6 \ a eB 13, 1) einzufiihren und das Integral

». 
auf Grund der Formeln=a& nG a O[ 

a F J,. Jv
$M \ n' } a \ ' ] 

(jb - F J,. JV
µ[ X~<~"Q· ~· n \ ' · erhalt mit dV= dxdF

JCJ,.CJbdV J NadXICJbdF JJ.11,.adxICJbvdF
E EF s E~

f MvadXICJbudF
A 'a 

und mit Beachtung der Gleicbgewichtsbedingungen

K=' 2bbI a K==62bb \ Ma K' a[ 62bb\ na 
die Beziehung:

J
CJaCJbdV =!Na}Ybd-3!_ +JM,.aMubdx +JMva~•udX

v v 2 v Ta v Ta 
Fur das IntegralI CJ et d V liefert 60~ 1=<' [ ®®~©µ[ · 4 6~< ' {{4~+ ~0· ~· 
3~µ0~Q[ · 4 ©bb t' s t"v s t"'u
den Wert

ICJetdV=IdNdx + fe.t"M,.dx s j~t"'Mvdx.

Hiernach ist es leicht, die unter 2), 3), 4) abgeleiteten Gesetze
§0< 6~· allgemeineren Fall zu erweitern. Beispielsweise geht der Aus­
druck (50) fiir A, iiber in

(50a) A- =fN_
2
dx +JM,.

2
d!_ +JMv

2
~x_· kv 2 kv Ta k EJ.,

+fet'Ndx + fet"M,.dx + fet"'Mvdx.
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: r D· ] ~· 6[ · 4~· nr 
Aufgabe 1. Wagerechter, bei B eingespannter und bei A §<~0 ' [ §­ 

liegender Balken. Gesucbt ist der
durch eine gleichmafsige Belastung,
p fur die Llingeneinheit, hervor-

gerufene Auflagerwiderstand X
(Fig. mzrn / ~+ %~<' ©[ <0· 6~<[ · 4~· & 
sollen unberticksichtigt bleiben, des­
gleichen Verscbiebungen derAngriffs­
%[ · j ©~ 6~< D[ §{' 4~<j <0§©~c ~® ist
also L = 0 und t = 0.

Da nur Beansprucbung auf
Biegung vorliegt (N = 0), so mufs X der Bedingung (vergl. Gleich. 51)

l

f \ " \ 
nA l ' J® ® bb S 

S 

X 

----------- uuudcuuuuuuuuuuuuuuuuu 

Fig. 79.

4~· 004~· a [ · 6 bei konstantem EJ der Bedingung
z 

§a • K. « J bz 
S %' " \ 

Nun ist M = Xx - 2 und oX- = x, weshalb
7ye . r J~ KOl® « 6<b oM bS 

S 

woraus

X= 3pl .
8

Es ist mithin das Biegungsmoment an der , ©~{{~ ' 
\ u 3pZ px2 

4 x- k 

Fiir x Bl folgt + ' J \ bb • pl2 [ · 6 §00< ' bb l ergibt sich das Ein-= 8 128

spannungsmoment MB = - p {$
k 

• Die grofsten Beanspruchungen sindG 
\ ~» a' \ ~» aa a ' abb y · ' abbuau e·' " Q 5 {~0"Q[ · 4 &t rn 

Aufgabe 2. Wagerechter, bei A und B eingespannter Balken mit
Dreiecksbelastung (Fig. 80). Es sei wie in Aufgabe 1 sowohl L als
auch t = 0.

*) In 6~· D[ §4' X~· tut t ] 0<6 } =<' [ ®4~®~©µ©a 6' §® 00X~<' {{ 60~ Kraftlinie
+0© ~0· ~< N[ ~<®"Q· 0©©®Q' [ %©' "Q®~ µ[ ®' + + ~· §0{{©n 
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• ­ 

A\ a 
------1

Fig. 80.

Bedeutet X die senkrecbte
Auflagerkraft [ · 6 \ a 6' ® Bie­
gungsmoment am linken Auf­
lager, so ist das Biegungs­
moment an der Stelle .x::

M=Xx-px ,x _x s\ 
l k o 1 •

Die beiden statisch nicht be­
stimmbaren Grofsen X [ · 6 \ a 
+ ©0®®~· a X~0 j =· ®©' · ©~+ v Ta 

den 3~60· 4[ · 4~· 4~· 004~· V 
l l

J oM J oM M» .; bbS [ + '6 ma»a ; ®bb S 
0 0 

\ Z\ 
und diese gehen, wegen oX = x und 3M= 1, nach Ausftl.brung

1

der Integrationen Uber in
t . %{s L ) a'a s' 7bS+ ' 
t 2 %{ 

X 2 24s M1l = O;

sie liefern:
o %{ ) bb7aY{a \ abb o= 

Nun folgt an der Stelle x:

lK» uHu{p 
20< ' bb{ »=a® ©={4© + ' J \ bb s 0,02144 pl 2.

2©0< '< bb­ 0®© \ abb {{a 20
f '® 4<0§®©~ ' {{~< \ =+ ~· ©~ 0®© \ an 

Aufgabe 3 (Fig. 81). Ein frei auf drei Sttl.tzpunkten rubender,
ursprtinglich wagerechter, kontinuierlicber Balken ohne Gelenke und mit
konstantem E und J sei durch beliebige senkrechte Lasten beansprucbt;
' [§®~<6~+ + 04~· ' [ § die Endquerscbnitte (1) und (3) beliebig grofse,
von aufserbalb des Balkens ] 0<j ~· 6~· x <0§©~· Q~<<0{Q<~· 6~ 30~4[ · 4®­ 
+ =+ ~· ©~ \ a [ · 6 M8 wirken. Es soll das 30~4[ · 4®+ =+ ~· © \ a §00< 
den Uber der Mittelstiitze gelegenen Querschnitt unter der Voraussetzung
berecbnet werden, dafs, bei festliegenden Sttl.tzpunkten (1) und (3), sich
der Sttitzpunkt (2) [ + ®~· j © [ · 6 der 3 ' {j ~· [ · 4{~0" Q+ 0§®04 ~<] 0<+ © 
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wird. Die Temperaturitnderung sei fur den untersten Punkt eines Quer­
®" Q· 0©©~® ©aa §0< den =X~<®©~· ©ac X~06~ 8 ~<©~ ®~0~· konstant, und es •
®~0 ©a ©abb At. Querschnittsbobe bbQ e} ~<4{n 204n 77).

Wir benutzen (da N= 0 ist) die Bedingungsgleichung (vergl.
Seite 92, Gleichung 49):

, 1 ;· , s /lt ;· , Obbb \l \ 6 ® a \l 6' a v T Q 
in welcher M das wirkliche Biegungsmoment fiir irgend einen Quer­
schnitt bedeutet, wi:Lhrend M' das demselben Querschnitte entsprechende

Fig. 81.1 [

Fig. 82.

Fig. 83.

I<}b lH·a , m 
z 
\ 

G 

§ 
~----------,Ji:.----------M-3,f r

I
I
A 
I
A 
H s 

I
s k 

Biegungsmoment. fiir den Fall ist, dafs die Lasten verschwinden und
die statisch nicbt bestimmbare Grofse (bier ' {®= \ ar 6~· Wert 1 an­
nim.mt (Zustand X bb\ abb 1 ). Die MomentenfHtcbe fiir diesen Zustand
ist das Dreieck in Fig. 8 2 mit der Robe 1, und die zugehorigen Auf­
lagerkrafte sind

Palbb V a C3' = -}-- , X~06~ ' [ §] 0<©® ] 0<j ~· 6a [ · 6 
1 2 

1 1 l s l e.alV s $ =-1 L, abwarts gerichtet.' ©a M & 
Senkt sich die Mittelstiitze [ + =a ®= ist die virtuelle Arbeit der

dem. Zustande Xb\ abb 1 entsprechenden Auflagerkrafte:

L' - C ,~ - _ll s l2_ ~
u ulk S u o,{aa 

[ · 6 ~® folgt somit die Bedingung
\ 0{{~<u3<~® 1 au, Die ncucren Methoden der Festigkeitslehre. 7
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(I) EJ Wt l• S -JM'Md,; s eEJ ~: JM' dJ-. 

' 
Fur einen Querschnitt im DX®©' · 6~ a h{a }= D §={4©V \ l bb 1 · t

a Q { 
mithin fiir den Tei! 11:J M' dx =*jx,dx1 = i- und

S 
li.J M'Mdx bCK 

S 
{ 

Das Integral: r Xi Mdxl bedeutet das statische Moment 6~< ] 0<j ­ 
S 

lichen Momentenflache, bezogen auf die Senkrechte durch 6~· , ©0©µ­ 
punkt 1. Diese Momentenflache besteht aus einem Trapeze, das bei
et r und (2) die Hoben M1 [ · 6 \ a Q' © und aus der Momentenflache
D, a 3a welche dem bei (1) und (2) frei aufliegenden v0· µ~{X' {j ~· {a 
entsprechen wiirde, Fig. 83. Wir · ~· · ~· &, a 3 die einfache Momenten­
§{' "Q~ §0< den / ~0{ {aa X~µ~0"Q· ~· ihr statiscbes Moment in Bezug auf
die links von ihr gelegene D[ §{' 4~<®~· j <~"Q©~ + 0© a [ · 6 erhalten,
indem wir das Trapez iiber AB in zwei Dreiecke zerlegt denken,

l K' ®ab®sul salp Cn 
S 

so dafs sich fU.r den / ~0{{a ~<40X©V 

J f .S:\ 1\l \ ' ®bb al s aaa& k\ a&ara 
ebenso ergibt sich fur den / ~0{ aV 

J . y 1 ~2 1\ ' <bbc [ 6 \ l\ ' ®ba/ aSt a&a&u k\ a&ara 
] =X~0 T{a 6' ® ®©' ©0®"Q~ \ =+ ~· © der zu dem / ~0{~ {a 4~Q0<04~· ~0· ­ 
fachen Momentenflache 3, aPa X~µ=4~· auf die rec ht s von ihr gelegene
Auflagersenkrechte, bedeutet.

Die Gleichung (I) geht jetzt, nacb Multiplikation mit 6 Uber in
M QsQ$ Ga ®©a 

(II) 6 E J - l I - 6 -l s 6 1 s M1 l1 s 2 M2 (l1 s d2)
1 k lt k 

s M3 l2 s o~ v J l1 s l2 At·
lt ' 

sie ermoglicht die 3~<~"Q· [ · 4 } =· \ an 



99

Die ' + Q00[ §04®©~· } =<j =+ + ~· 6~· 3~{' ®©[ · 4~· sind: Beanspruchung
durch Einzellasten und <lurch eine gleichmafsige Belastung.

Liegt ' [ § ~0· ~+ ~0· ­ 
fachen Balken eine Einzel­
last P in den DX®©0· 6~· ' 
[ · 6 X } =· 6~· , ©00©µ%[ · j ©~· 
(Fig. 84), so ist die Mo­
+ ~· ©~· §{0"Q~ D3, ein Drei-

Y' X ~" j a 6~®®~· 9 ( Q~bba » 
[ · 6 6~®®~· ®©' ©0®" Q~® \ =­ 
+ ~· ©a X~µ=4~· auf die
links gelegene Auflager­
senkrechte,

Y= 

Y 

[---. 

A 
A 

b--- ------~
I

I
I
A 
I
I
I
A 
A 
I
A 
A 
A 
A 
I
I
A --- ----------~
d 

Fig. 84.

(III) A l%' .n; Y' ; L' r 4 Y' u· b k o k o 6 
ist. In Bezug auf die rechtsseitige Auflagersenkrechte ergibt sich das
statische Moment

(IV)
Pb(l2-b2)

»C V l· 
6

Liegt zwiscben den Grenzen ~ bbb®a [ · 6 • = s2 eine gleichmafsige
Last p §[ < 60~ O0· 4~· ~0· Q~0© e204n 85), so entspricht dem Lastteilchen
P · d ~ nach Gleichung (III) der Wert

' 4 ' n; L l7r 
6

[ · 6 ~® folgt

e1r 

Ist der ganze Balken AB mit
g fur 60~ O0· 4~· ~0· Q~0© X~{' ®©~©a 
so ergibt sich aus (V) (mit p = g,
GM bbbd [ · 6 ®a bb Sr ' e} f r 4bb 7a 

H c 
{• uuuu uuuuuuuuuu s----------------J
H o 
t--------------------1-----

Wenn also, wie in Fig. 81
angenommen wurde, auf den kon­
tinuierlichen Balken gleichzeitig Einzellasten P [ · 6 4{~0"Q+ 0§®04~ O' ®©~· 
qQ® z~® ® f M ] 0<j ~· a ®= 4~Q© + 0© 6~· ' [ ® 6~< 204n Gt ~<®0" Q©{0" Q~· 
3~µ~0" Q· [ · 4~· 60~ Gleichung (II) i.iber in

Flg. 85.

m 
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=+ \ aa skSaSa sr s\ s ®' KCl ga.Ks» 
, Y' eCuu' ® r , YeCXr C ntV s 1 s 2 _s gl_l s 92 2{a » & & 

( 2 2) (2 z2 2 2) ( 2 2) (212 2 ~)pY0e,0 , 0 e0®00 Y' 7u <0 · : u<al0 Sa 
&a &{a 

in welcher sich die Summen ~ und ~ iiber die auf den Teilen ­ 1 =6~< {a 
1 2

ruhenden Lasten P erstrecken.
Die Gleichungen (II) und e1AAr ~<+ 04{0"Q~· 60~ Berechnung der

Stutzenmomente von j =· ©0· [ 0~<{0"Q~· / <04~<· a ] ~{"Q~ §<~0 ' [ § 
beliebig vielen, sich um vorgeschriebene Strecken senkenden
Stiitzen liegen (Fig. 86). Bedeuten fur einen ®={"Q~· / <04~< \ aa 

&a 

t < < r--- ~----·t--· l; - i
204n G: n 

\ aa \ a irgend drei aufeinander folgende Stiitzenmomente und = die
Strecke, um welche sich der Stiitzpunkt 2 unter die Verbindungsgerade
6~< X~06~· X~· ' "QX' <©~· , ©00©µ%[ · j ©~ t und 3 verschiebt, so besteht
zwischen 6~· \ =+ ~· ©~· \ aa \ aa \ a die <lurch die Gleichung (II) oder
Gleichung (VII) dargestellte Beziehung. 3~0 · , ©00©µ~· {' ®®~· sich · k 
solcber Beziebungen angeben, und diese gentlgen zur Berechnung aller
\ =+ ~· ©~ \ a 6' 60~ Momente MA und Mn iiber den Endstlitzen be­
kannt sind. Setzen wir im ' {{4~+ ~0· ~· ©0X~<<' 4~· 6~ lAl<004~<~· 6~· } =<' [ ® 
und bezeichnen + 0© Nl [ · 6 N. 60~ MittelkrMte aus den auf 60~ 00X~<­ 
ragenden TrMigerstlicke wirkenden Lasten, so erhalten wir

MA =- Q' e' und MB= - Q" e".
. Werden die Verschiebungen der Stlitzpunkte (1, 2, 3) aus einer

gegebenen D· §' · 4®{' 4~ Da 3a 6~® Balkens mit c1, <n2, cs bezeichnet, so ist
~ ½ ;
o = C2 - Ci l- s u Cg s a Q Qa Q' 

und es ergibt sich

(VIII)
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Aufgabe 4. Es sollou die bei Usung der .A.ufgabe 3 abgelei teten allgemeinen
Oleichungon zur l3erechuung 'der Stittzemnomente des in Fig. 87 dargestellten
gleichmafsig belaste-
tou, koutinuiorlichen
Triigors, dessenMittol­
Sti.i.tzcm siuh um c.,
[n· 6 ca gesonkt haben~
bonutzt werden.

Zwischen den
, ©00©µ~· + =+ ~· ©~· \ aa 
\ a [ · 6 \ a besteht
e' "Q 5 {~0"Q[ · 4 e1AAr n 
nut Boachtung von
Gleichtmg (VllI) die
Beziobuug-:; s osSs&kS sSn"' K® msa° K 

s gl 11 s 92 l~ = S 
& & l 

• 

A 3 A I

______ -,,,_ _:s.k. -------[, ------*-------7,------- 
aa A 2 A 3 

A A 
A A 
A A 

A ! : I
Fig. 87.

[· 6 ~X~· ®= §={4© ' so\ =ass susS" ' K® asa· p 
+gil~+g8Zg=O 

4 4 '
llnd in dieso Gleichungen ist zu setzon:

\ abbSa \ abbSa "abbSa "abbSn 
Die .A.uflosung <ler beidon Gleichungen nach M2 und \ G ergibt z. 3n fiir

<len Fall Z1 bb{ab l8 = l:
1) don Einflufs der Lasten g1, g2, 9a:

\ abbuaa F· <soou' r 
\ abbuayaaa &=®so=a 'r 

2) 6~· v0· §{[ {® 6~< , ©00©µ~· } ~<®"Q0~X[ · 4~· "aa " kV 

6 EJ\ nbba o eG: au k: ar 
6 EJ

\ ®b 7 {k eo" G u 2c~),
3) den Einflufs der Temperaturanderung:

: ~v T 
\ kb\ ®buuut nu©VVn©n Q 

.. Die im Quersclmitte iiber der Stiitze k durch die unter k und o auge-
ftthrten Einfltisse erzeugten Spannungen "<t [ · 6 " a ®0· 6 nach Gleichung (41) (verg-1.
' [ "Q 204n 77):

\ 0=a . · abbl m ° 7 

®u.uC 
e1 [ o c2 -.,'] 6 l z-. - - e th un

e~ [ o"auk ca _ .., t::. t ....!_] .
l l h
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Aufgabe 5. Es ®={{ 6' ® v 0· ®%' · · [ · 4®+ =+ ~· © \ a §00< einen ur­
®%<©0· 4{0" Q ] ' 4~<~"Q©~· 3 ' {j ~· X~<~" Q· ~© ] ~<6~· a ' [ § welchen Einzel­
{' ®©~· Y ] 0<j ~· a [ · 6 der, bei 4{~0" Q Q="Q 4~{~4~· ~· , ©00©µ%[ · j ©~· t 

und 2 am linken Ende
unter einem gegebenen
8 0· j ~{ ~0· 4~®%' · · © ] 0<6a 
] 0Q<~· 6 ~< am rechten Ende
§<~0 ' [ §{0~4©n v ® soll, wie
in den Aufgaben 3 und 4,
~0· ~ [ · 4{~0" Q+ 0§®04~ v <­ 
] 00<+ [ · 4 X~<00" j ®0"Q©04© 
werden. Fig. 88.

8 0< X~©<' "Q©~· 6~· Bal­
ken als §<~0 ' [ § o , ©©0©µ~· 
0, 1, k <[ Q~· 6n f 0~ End­
®©00©µ~ S liegt unendlich
· ' Q~ 6~< , ©©0©µ~ t und ist

--- ... $ 

I

A A 
A A 

k--Z.-- gujuuuuuuuu $$ a $$ 
: 0 I

!

k 
I
I
I
I
I
I

~-b-->l 
I ,, I

juuu&un: auo A A 2 A 
A I :

u uuuuuuuuu· u ►V 
I
I

um 70 lPl angehoben.
Gleichung (VII) in Aufgabe 3 liefert dann die Beziehung:

[
EAt 2&]\ aa & k\ aeM sSs \ at s ov Tl a t at DZ 

s®Y; .u: %4a 
l

204n GGn 

m welcher i die 1 erschiebung des Punktes 1 gegen die Gerade O 2
bedeutet. Es ist

{ : ®{ ou: om® ® ooas t 
und es ergibt sich, da l0 bbSa \ a bb 0 [ · 6 \ abb 0 ist, der Wert
k: ® ·v = ka [ · 6 die Gleichung:

[
EAt 't_] s "',SPb (l2 - b2)k\ at uWoTa La t bbSc 

+ 0©Q0· 0®© das gesuchte Einspannungsmoment]a o+] as{KM ®alp 
2 l2 2 Z h 

f 0~ O0®[ · 4 60~®~< Aufgabe lehrt auch, in welcher Weise die
Gleichungen (II) und (VII) in Aufgabe 3 auf die Berechnung der
, ©0©µ~· + =+ ~· ©~ ~0· ~® j =· ©0· [ 0~<{0"Q~· 3 ' {j ~· ® ' · 4~] ~· 6~© werden
j 0· ~· a 6~®®~· v · 6~· [ · ©~< X~®©0+ + ©~· 8 0· j ~{ eingespannt sind.



Aufgabe 6. Ein bei A und C frei aufliegender, durch 2 Zug­
stangen und eine Strebe verstilrkter Trltger, Fig. 8 9, sei 6[ <" Q ®~· j ­ 
recbte Lasten beansprucht. f 0~ , %' · · j <0§©~ , an , a 0· den gelenkartig
befestigten Fachwerkstaben sind, wenn X die wagerecbte Seitenkraft

§h uuuu · >n n uuuu u r 
1~--·-·a, -- 
t 

Fig. 89.

204n zSn 

204n zt n 

204n zkna 

" --T
: rt

·uuuuu· uuuuuu• u u{u 
14-------- -X-----------,., §f V 
dsu m• uu uuu u 4<--· -----------Z.---------------+i

I

0 
I
I
I

• u · uu· uuuu uu u r A ~---------e!!- 
A ~-----a-- - ~ : -<------a·---- 

} =· , a X~6~[ ©~©V , a bb X sec a. [ · 6 , a bb u k X tg ex., und fiir den
Balkenquerschnitt G bei x ergibt sich nie Lltngskraft

I bb, a" =® u ) 
Und das Biegungsmoment

\ bb\ auu, a»" =® bb \ a ) »n 
Wobei MS das Biegungsmoment fur einen bei A und C frei aufliegenden,
· 0" Q© } ~<®©0<j ©~· 3 ' {j ~· Dl bedeutet (Fig. 90). Die Momentenflitcbe
ALC fur diesen einfachen Balken DP + X: 4~ 60~ einfache Momenten­
§{" Q~ Q~0§®~· nr 

Die Grofse X ist statisch nicht bestimmba.r, sie mufs, wenn 'rem­
Peraturltnderungen unberlicksichtigt bleiben sollen, der 3~60· 4[ · 4 4~­ 
nligen:

r A· §={4~ 6~< 4{~0"Q+00§®04~· 3~{' ®©[ · 4 4 ®0· 6 60~ Begrenzungslinien der
\ =+ ~· ©~· §{0"Q~ ®" Q] ' "Q 4~j<00+ + ©~ O0· 0~· a · 0" Q© 4~<' 6~ O0· 0~· a ] 0~ 0· 204n zS 
der Einiachheit wegen gazeichuet.
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!~ . cM +J N ZI Ss . oS _(I) EJ o X dx v 2 ) dx +.... EF o X - o.
Bedeuten nun

E, J und F den Ela.stizitiLtsmodul, das Tragheitsmoment und den
A· Q' {© §0< ®0+ ©{0"Q~ N[ ~<®"Q· 0©©~ 6~® Balkens AC, 

v 1 [ · 6 2a 60~ entsprecbenden Werte ftir die Sti.ibe AD und CD, 
v a [ · 6 F2 ,, ,, ,, ,, den Stab BD,

so folgt fur die Fachwerkstabe, wegen

=-2tgcx.:

"®a S®a 
0 X = sec ex. und OX

Ss oS S s S s< uVVn X = k lTl ®~" ex. - 2 2 2 tg ex.¢ v a2a va2a bJe 2 l :ec
5 ex. s 4 Z 

1

tg
3 ex. )

a2a a2a 
\ mI 

und flir den Balken D3Pa ] ~4~· a -y und o.X = - 1,

k­ 2t 2l

f \ oM f N oN t f EJ 3X dx s EF oX d.r = - EJ Moydx
0 0 0

2 l

X f k 2.Xls EJ y dx+ RF
0 

und es geht, mitjy2dx b 2j("f) k 

dx b 2 ": l die Gleichung (I) fiber in

S S 

2Z 

1 fM s 2Xh2l s 2Xl s X (2l sec3 ex. s 4l tga ex.)- 0ydx --- - O·v T ov T v 2 a2a va2a • 
0

sie liefert den Wert:
2l

o f M0ydx

) bb. 2 µh2l '
WO 

+ J(+EF s+ EF s)[ bt V l v a /a® ® a a l® . 
eine von den Querschnittsabmessungen abhangige Zahl ist.
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f 0~ ~0· §' "Q~ \ =+ ~· ©~· §{0"Q~ &OP 0· Fig. 90 wird durch die
Mittel-Senkrechte in zwei Teile zerlegt, deren Inhalte 4{~0"Q 2l [ · 6 
F" und deren Schwerpunktsabstlinde von den benachbarten Auflager­
Senkrechten gleich e' und e" ®~0· + 04~· a [ · 6 es folgt nun fur das
Balkenstiick AB: 

I lfM0ydx= "f Q a \ a' 6®bb 
S 0

[ · 6 §[ < den ganzer,. Balken AC:

Ff, • e

2Z 

f h ( , , s F" ")\ a »6' bbe2~ ~ a 
l

S 

:mithin ergibt sich
n GeElM& 2.¢ . r 

) bb 2µhl2 •

Zwei in Bezug auf die Mittel-Senkrechte gleich gelegenen Einzellasten
P entspricht z. B. als einfache Momentenfliiche ein Trapez von 6~< 9 ( Q~ 
Pa (Fig. 91), und flir dieses ist

%nV ®n %a ; ' Y' eo{L ' r 
Al ~ bbbb F e =Pa· l · 2 - a· 2 · o = 6

] ~®Q' {X 60~ beiden Lasten P hervorrufen:
Pa (3l2 - a2)

) bb kQ{L 
Da beide Lasten zu X denselben Beitrag liefern, so entsteht bei

Aufbringen nur einer Last:
r Pa (3lk 

u a2)

X bb &QL 
v 0· ~ 4{~0"Q§0<+ 04~ 3~{' ®©[ · 4 4 §[ < 60~ Langeneinheit (Fig. 92)

6' <§ ' {® ' [ ® [ · ~· 6{0" Q j {~0· ~· Einzellasten gda bestehend aufgefafst
] ~<6~· c ®0~ erzeugt, wenn sie auf der ganzen Lange 6~® / <04~<® ] 0<j ©a 

7

T 1 J 2 2 5 ,ql2) b t· lL ; eou ' .r46' b 44yl 
S 

8 0<6 ' {®= der
eine Schar von

/ <04~< 4{~0" Qµ~0©04 <lurch ~0· ~ 4{~0"Q+ 0§®04~ O' ®© 
Einzellasten beansprucht, Fig. 86, so entsteht$ X4{& koY' eoLu' r GQ{L 

Nach Berechnung von X lassen sich die Beanspruchungen a in
' {{~· / ~0{~· 6~® / <04~<® {~0"Q© ' · 4~X~· n 

und 
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Die abgeleiteten Formeln gelten natlirlicb ' [ "Q §0< 6' ® 6[ <" Q 
Umkehrung des verspannten 3 ' {j ~· ® ~· ©®©' · 6~· ~ ~0· §' "Q~ 90· 4~] ~<j a 

Fig. 9 3. Nur sind die Vorzeichen
6~< , %' · · j <00§©~ , umzukehren.

Liegt ein einfaches Sprenge­
werk vor, Fig. 94, ®= } ~<{0· 4~<~ 
man die Mittellinien der Streben bis
zu ihren Scbnittpunkten D [ · 6 Pl 
mit den Lotrechten durch A undFig. 93.

Pa X~µ~0"Q· ~ die auf die Gerade
A' C' bezogene Pfeilhohe des Sprengewerks mit h und zerlege den
, ©<~X~· 6<[ " j , a 0+ Y[ · j ©~ &l 0· den Horizon talschub ) · 6 60~ 
{=©<~"Q©~ , ~0©~· j <' §© &an A®© 6' · · &a 6~< Stutzenwiderstand am Balken-

ende A, so ergibt sich
<---a-------- b--·-----~ der Einflufs einer Last P 

&a 

,c 

' [ § 60~ , [ + + ~ Das Da 
aus der Momentengleichung
§[ < Pl 
e&asu&ark{ YXbbS 

PbDapu&nb° om 
so da.fs also A0 s A,. gleich
6~+ D uflagerwiderstandeA 
eines Balkens AC 0®©a 6~< 
nur bei A und C aufliegt.

2©©Q<© + ' · nun an der , ©~{{~ ~0· ~· lotrechten Schnitt und zerlegt
man an der Schnittstelle 60~ , ©<~X~· j <' §© , a · ' " Q ] ' 4~<~"Q©~< [ · 6 
lotrechter Richtung, so ist die wagerechte Seitenkraft = X [ · 6 6' ® 
D · 4<0§§®+ =+ ~· © §00< 6~· Balkenquerschnitt @ ] 0<6 e6' Daa Da zusammen
gleich A sind)

Fig. 94.

\ bb\ au ) »ar 
] = \ a 6' ® Moment fiir den nur bei D [ · 6 ( 4~®©00©µ©~· 3' {j ~· 0®©n 
Die ganze Betrachtung lehrt, dafs die vorhin fur X abgeleiteten For­
meln giiltig bleiben, nur Q' © y~©µ© %n ~0· ~ ' · 6~<~ 3~6~[ ©[ · 4c 6~· · es
fehlt 60~ 90· 4~®©' · 4~a [ · 6 ' [ §®~<6~+ wird der Balken nur auf Biegung
beansprucht. Man findet

E T 
µ = 1 s 3 - sec8 (1. • -

1- •**)v[ a 2a® 
*) Diese Gleichung folgt ' [ "Q 6' <' [ ®a 6' §® 6~< v 0·§{[ §® } =· Da ®0"Q ' [ § 

die Form bringen UiJst: Aox = (A - Dr x = Ax- Xtg ci • x = D' u ) »n 
. r f ~< 2' j ©=< {a V{ 0®© ~<§=<6~<{0"Qa ] ~0{ 60~ O' · 4~ 6~< , ©<~X~ ®abb Dl nll 0®©n 

l 
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Aufgabe 7. Fur den in Fig. 95 dargestellten Balken mit zwei
} =· ­ [ 4®©' · 4~· 4~©<' 4~· ~· \ 0©©~{®©00©µ~· ] 0Q{~· ] 0< die Spannkraft
, a 0· der mittelsten Zugstange zur statisch nicht bestimm baren Grofse
X und erhalten

, abb) ®~" Sna , a bb ) ©4 ' a 
- b--- --- -~

I

Fig. 95.

p

204n z: n 

I

I
I ,%© bb b ub b 
I

A 

I

k 
I
A I

yec u u u u ·l; - - -~ - - - - - - _z6 - - - - - aandh u u u l, · - - · - -~
I : A A 

l \a E0"<~ q 

I
I
I
A aaa A '<----e---,

A 
A K 

· uuuuuuuum 
eAg· D Y 

Fig. 98.

Fig, 97. Pa{!
I- ---
~- -a- I

A A 

: :_a-Z :

Y ' ­ 
l A A ~----a--, ,--a---·->-i 
A A A 

Fig. 99.

I

I I

u§ buo 
I :
I
I
I

~- - - - - - -·· ·- - l - - - - - - -· - - - -:.,
• 0 

§~<· ~< §00< 6~· Balken 60~ O0· 4®j <' §© 
I bbu) 

[ · 6 e' · der , ©~{{~ ' r 6' ® 30~4[ · 4®+ =+ ~· © 
M = M0 -Xy (vergl. Aufgabe 6),
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] = \ a 6' ® Angriffsmoment fur den nur in A und B gestiitzten Balken
bedeutet. 1st x > l1 aber hP{uqu{a ®= ] 0<6 »bb h, wir wollen aber

" \ 
die allgemeine Bezeichnung y beibehalten und OX = - y setzen.

Beziehen sich nun die Werte
E, J, F auf den Balken,
v 1, 21 auf 60~ 6[ <" Q , a 4~®%' · · ©~ Zugstange,
El' F2 " " l? S2 " " (E2 = E1 ),
E3, F3 ,, ,, ,, S3 gedrtickte Stiitze,

so ist in die auch ftir den vorliegenden Fall gtiltige Gleichung (I),
n n S®a ~®a ~®a , ~0©~ t S&a emzusetzen: Tx- = sec <X, 0 X = 1, 0 X =- tg <X, also:

a , ® SG , a®a , >{ , aQ 2'J a® ®. ® laEa .v aal® ® 
= X [ k{a®~" 3

<X s l s k{a ©4 3 <X ] 8 aa v aa 3aa 
ferner

f \ oM f N oN t f 
EJ Tx dx s EF Tx ds =- EJ. Moyd.r

s _X f 2 d . s X (2 l1 s l) 
EJ y X EF '

wobei die Integrale Uber den ganzen Balken auszudehnen sind.

Nun ist s j~2dx =Jcydx) · ; das statische Moment des von der

Balkenacbse AB und den Zugstangenachsen begrenzten 1'rapezes in
Bezug auf AB, also

1 fy2dx= l1h ,!!_+lh· h Qn ' 
k k o k k o 

fv'dx = h' (2\t_3_l) .

Mithin geht die Gleichung (I), Seite 104, Uber in

__1 {M dx s Xh2 (2lt s 3l) s X(2lt s l)
EJr oY 3EJ RF 

s x[2l1 sec
3

<X s l uAu 2l1 tg
3 a.]= O;v aa v a2a 8 a2a 

sie liefert flir X den WertoKa' ® 
X=-- 

µh2 (2ll s 3l)'
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WO 

- -t- _! 2 {{ s l s 3 {{ u (2 E _!_ o 
µ - 1 3 Fh 2 2 l

1
s 3 l h 2 (2 l1 s 3 l) E1 F1 sec a. 

v T v T r s u s 2 - - tgo a. . *)v a aa a 2a 
Da nun 6~· 3 ' {j ~· ©~0{~< {aa {a {a h 

bezw. yb a »bb Qa 
l1

Q »bbbu ' ~· ©®%<0"Q©a so findet man (vgl. Seite 105) leicht die Beziehung
l1 f M0ydx = ~ [F'e' s F'"e"'] s hJ/', 

] = 2la 2.a 2. . 60~ Inhalte <ler zu den Balkenteilen l1, l, l1 ge­
horigen Teile der einfacben Momenten fl.ache sind, ferner e' und e"'
die Schwerpunktsabstande 6~< 2{©" Q~· 2a Fm von den Lotrechten
durch A und B, Fig. 96.

Zwei in Bezug auf die Mittelsenkrechten gleich gelegenen Lasten
P entspricht als einfache Momentenfliciche ein Trapez van der Rohe Pa,
und man erbult §[ < ' h{a eY04n 9 7):

F'e'- F"'e"'-Pa·l !:1_ -Pa,!!__,!!:__=Pa(Bli-a
2
)

- - 1k k o : 

E. b Pal, also

f 2 Y' eoc ' k
r h s p lh \ a»6' bb l -- a

6 1 

und ftir ' g{a [ · 6 hKea s Z) (Fig. 98): ·

F' '-J'"' '"-Pl li • l
3
i ,· F"=Pal-P(a-l1)2

~ b§l ~ ° lt z 

J. 2Pl2h\ a»6bb al quYQK' {u e; &arpn 
Da zwei symmetrisch liegende Lasten zu X denselben Beitrag

liefern, so entsteht bei Aufbringen nur einer Last:
§[ < ' ha 

, 3 l~ - a 2 s 3 l1 l 
..{\'.=Pa 2 µhl

1
(21

1
s 3l) '

§[ < ' fg {a 
X = p l~ s 3 a!_- 3 ('{ar° 

2 µh (2l1 s 3l)
Behufs Ermittlung des Einflusses einer gleichformigen Belastung g 

setzen ] 0< e+ 0© {a bb 2lt s l) fur den / ~{ {aV ---*) Vorgl. .A.nmorkung Seite 104.
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4{a' 4® \ ab o M 
und fur den Teil l (indem wir die Abscisse ~ = l~ - x einflihren, Fig. 99)

On &0 4®° 
= 4 k l 

weshalb
Q {l l ~ x q x

k 

r x • j( l
2l\a »6bbk 1= $$ n$ -dx+2 go

h O 2 k {a G 
0 0

C & t ° up t SodW :a° 
=g- 12

und schliefslich

f 0~ §0< ) ' X4~{~0©~©~· Formeln

Vuaaa 
I
I

Fig. 100.

gelten auch fur den Druck im
Spannriegel eines doppelten
90· 4~] ~<j ®a 204n 100, und
fur den Horizontalschub
eines doppelten Sprenge­
werks, Fig. t Stn Fttr letz­
teres ist (unter der Annahme,
dafs der Druck X lediglich
vom Spannriegel aufgenom-

,- - - - a- - - - ~- - - - b- - - - ug 

<llb l aK 
; h , 

I I '

X i ~ ; ; ~ --- ----7---- -s. A A 

, l,----~-----l ----~--- l-- V c V l s 
~- - - - - - -- - - - - lo - - - - - - - - - - ~

Fig. 101.

men wird):

s o e J l2 o s Jl )Fbbl m2k0ap® % 7® ° m a / al 
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Fur <las doppelte Sprengewerk erhalt man ferner, genau wie auf 
Seite 100 fur <las einfache Sprengewerk:

A Pb APaDa&&bb r· 3asu3abb 
= lo

Dabb) ©4 ' bb 3an 
Das Angriffsmoment flir den Balkenquerschnitt an der Stelle x 

wird M bb\ a ) »n 2Q< den Teil l ist y = h. 

Aufgabe 8. Der in Fig. 102 dargestellte, oben durcb ein Halsband
uncl unten <lurch einen Zapfen gestiitzte Giefsereikrahn ist einfach statisch
unbestimmt; ®~0· ~ 3~' · ®%<[ " Q[ · 4 {0§®© ®0" Q §~®©®©~{{~· a ®=X' {6 eine der
X~06~· , ©<~X~· u, %' · · j <0§©~ f a =6~< f a X~j ' · · © ist.*) 8 0<6 f a ' {® 
statisch · 0" Q© X~®©0+ + X' <~ 5 <0{®~ ' · 4~®~Q~· a so mufs der Bedingung

JM cM JN oN' l' %a ® l2l ' · a ® ® bz 
genUgt werden. Mit der er-
laubten Vernachlassigung der
8 0<j [ · 4 der Llingskritfte,
Welche, verglichen mit dem
Einflusse der Momente, gering
ist, entsteht:

(I) J M · c M d.x = 0.v T =f a 
Zunachst sei eine Beziehung

] 0®" Q~· f a [ · 6 D2 aufge­
stellt. Auf den wagerechten
Krahnbalken wirken die Quer­
krMte Ya f a ®0· rJ.1 [ · 6 a®0· rJ.2,

[ · 6 ~® mufs sein:
Ye{a &a &uaruC f a ®0· ' a 

e{aq {arp f >®0· ' ®{abbSa 
rnithin

0 <huuu 
t 
I

H 0 
j 
A A 
A A 
A A 

I : l
V t nanuc0nnuu· u 
A A A Cq K0® 
A A A 

I -i---·Lin,,
I :h,- -·
: : x H Hlo HTuuu­ 

© Va H A A Alaa 
'+' nynn 

f 

Fig. 102.

· n { s{ (II) D2 sm rJ.2 bbf a®0· ' a a uY uu a ® c 
[ · 6 ~ benso ergibt sich fur die an der Krahnsaule angreifenden Quer­
hafte:

nn 

*) Es ist dies mu daun streng richtig, wenn alle Krahnteile durch reibungs­
lose Gelenke miteinauder befestigt werden, was oben vorausgesetzt wird.
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und hieraus
16 It 

(III) Dz cos P) k = - Di cos P) t s u 1r -+ l 'l,., l6 ls : 

WO H=P~ +z2 +zs.
h 

Wir bezeichnen mit T [ · 6 Ta X~µ0~Q[ · 4®] ~0®~ die Tragheitsmomente
der Querschnitte von Balken und Saule, + 0© v [ · 6 va 60~ zugehorigen
Elastizitatsziffern und erbalten filr die Teile 11, t2, l3, !4, l5 und ln

f M oM
folgende Momente und Werte EJ oD

1
dx:

cM / ~0{{aV \ bb Pxi, ?JD = O;
1

. cM / ~0{ {aV \ bbYaW « Mrq f a®0· &; 40 mm7a b' 4 ®0· ' a 
l

½

J \ c \ l~ sin cx1 [P $T • p 
EJ -~D1 dx2 = 3EJ k (3l1 s 212) m D1l2 sm CX.i ;

S 

/ ~0{{aV \ bbY{as{M{' rp f a®0· ' ae{a su ' ®r q f a ®0· ' a· ' aa 
oder, wenn D2 mittels Gleichung (II) ausgedriickt wird,

. l3 - xG o M l2 •\ buKY{auWarp {a®0·ap . a mm%aga eMb ®Mr®0· ' aV 
3 1 3

ls

J M " \ {{a ®0· 'na q r s n 6' abb KYaa ± {a®0· ' apc 
EJ oDi 3EJ

S 

oM 
Teil l&V M = Hx4, oD~ = 0;

i

/ l~0{ {aV \ bb t 9 ( au arp f 4 "=® ' o' a 
und, ] ~· · f a + 0©©~{® Gleichung (III) atMJgedriickt wird,

(
X5 ) l6x5

\ = H t u1+• T z4 - Di cos cxi z s z
5 '6 5 6

Z \ {®; ® -- = - PZ , P) 0 u u =f a j {M 
nn 
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{ 

ft 
S 

Setzt man nun, nach Gleichung (I), die Summe aller berecbneten
l 

Integrale:f M OM d x gleich Null und multipliziert man mit 3 E J, 
EJ 0D1

0 

®= ~<Q00{© + ' · die Gleichung:

=b&' ' ap aa s k&r s ' ] ' a ps O[ [ ®© ' a KY; a &u ar 
s n l61i " =® na vl T K 1 II . s p aa ®0 ' {t ema W&&S° an'aYl®=® Qa M 1 M oar 

{aC " =®a vT pu lnusM$a O<{a" =®©a 9 {apbb Sa eM ar 3<= 
l

und hieraus folgt, mit ®0· a bb " =® n& ©4 ©a bb cos P)Vt l s: l , 
k o Q j ® v T askSassSa§aaas k: {aaa 

DI=- k G 7 : S S k • & {Qa v T ®0· ' a map m " =® Qt maam 
7 : 0 S 

Nun kann man nach
Gleichung(II) oder (III)
60~ , ©<~X~· j <' §© f a 
finden und sltmtliche
Biegungsmomente be­
rechnen.

Aufgabe 9. Das in
Y04[ < t So dargestellte
Rrahngerlist ist bei D
Und C fest, aber gelenk­
artig gelagert. Bei A 
[ · 6 3 sind starre Eck­
~erbindunaen aedacht.~a S 

Bedeutet R die Mittel-
kraft aus den auf den
Balken AB wirkenden,
senkrecht angenomme­
~· O' ®©~· a ®= sind die
senkrechten Auflager­
krMte bei D und C

Fig. 103.

Fig. 104.

Fig. 105.

Fig. 106.

r---a 
I
I

I00 
I

T ~-L-a'.-~~---b~--------
t A) a I

'x 
~ 

I
A 
I
I
I

I L 
: f I: %Y % l[%u7 l l fr 

• m . A 8 A 
I ;

' L '

Miiller-Bresl au, f 0~ · ~[ ~<~· \ "©Q=6~· 6~< Festigkeitslehre. G 
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Rb' Ra' 
bezw. bba [ · 6 = l · Die wagerechten Auflagerkrlifte sind gleicb

grofs und statisch nicht bestimmbar, sie seien = X gesetzt.
Bleiben Verschiebungen der D· 4<0§§®%[ · j ©~ 6~< D[ §{' 4~<j <00§©~ [ · 6 

/ ~+ %~<' ©[ <0· 6~<[ · 4~· [ · X~<00" j ®0"Q©04©a ®= + [ §® ) der Bedingung ge-
nligen: f M oM J I " I Tl ' J® l 2l « » ® ® b­ 

3~6~[ ©~· Ta [ · 6 E1 das TrtLgheitsmoment und den Elastizitats­
+ =6[ { §0< ' {{~ Querschnitte 6~< , ©0X~ Df und CB, 

J und E die ~· ©®%<~"Q~· 6~· 8 ~<©~ §©0< 6~· Stab AB, 
F den konstanten Querschnitt des Stabes AB,

®= §={4© §0< 6~· Stab AD: 
Rb' oM oN\ bb) aa I bbual D t » o»Sa 

· 

(I) J~M -• oM dx1 = Xhs ·J N oN dx - 0v aTa =J 3Ta° v a2al~J .ol 
S 

Dieselben Werte der gesuchten Integrale ergeben sich fur CB. 
Dem Stabe AB entspricht

" I 
N=-X, cX =-1,

l

(II) / N . o N _ Xl . v 2 ' . ®. v 2 
S 

f ' ® 30~4[ · 4®+ =+ ~· © §0< 0<4~· 6 ~0· ~· Querschnitt G des Stabes
AB ist \ bb\ au) Qa 
[ · ©~< \ a 6' ® 30~4[ · 4®+ =+ ~· © fur einen einfachen, bei A und B frei

. cM 
aufliegenden Balken verstanden (Fig. 53), und es folgt som1t oX
=-h und

l l 

f \ oM x1i2z h r; 
(III) EJ ·Tx dx = s RJ - EJj M0d.:c.

0 0

Setzt man die Summe der mit (I), (II), (III) bezeichneten Integrale
(von denen 6' ® ~<®©~ µ] ~0+ ' { µ[ · ~Q+ ~· 0®©r 4{~0" Q Null, ®= ~<Q0{© 
man die Gleichung:

l

Xh3 Xl Xh2l h 1· .®a®a <. n' odW' bSa 
S 
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[ · 6 ' [ ® 60~®~< §={4©V 
1K'6 ® « = a &oMt ± p . t s 7 §aa © +0­ 

I

Hierin bedeutetJM.0dx den Inhalt der dem einfachen Balken AB
0

(Fig. 104) entsprechenden Momentenflache ALB. Wirkt z. B. auf AB
· [ < 60~ Einzelkraft P, Fig. 105, so ist die MomentenfHtche ALB ein

f · Y' X <~0~" j } =· der Hohe und dem Inhalte
l

l

f J>ab er A\a6' bbo 
S 

Einer gleichmtifsigen Belastung der Langeneinheit von AB mit g 

entspricht eine Parabelfiache A O3 } =· 6~< Hohe g~
2

, Fig. 106, und

6~+ A· Q' {©~ 
l

fM dx=~·J.!!_·l= E.
= 3 8 12

l= 
Bei gleichzeitigem Auftreten einer gleichrnafsigen Last und einer

, "Q' < } =· v 0· µ~{{' ®©~· entsteht:® %M · a t kS t s M oa©nt 
1 1 

Nachdem X gefunden ist, lassen sich die Spannungen rs m allen
'reilen des Gertlstes leicbt berechnen.

Aufgabe 10. Fig. 107 ®©~{{© 60~ v · 6} ~<®©~0§[ · 4 ~0· ~< Balken­
X<00" j ~ + 0© einer oben liegenden und einer unten liegenden Fahrbahn
6' <n f ~< untere Endquertrltger fehlt; der ohere sei bei A und B ge­
lenkartig aufgelagert und durch lotrechte Lasten beansprucbt, er tlbe
' [ § 60~ Endstander die Driicke A und B aus; vergl. die Figuren 10 8,
t Sza t t Sa in denen die ' + N[ ~<©<04~< [ · 6 an 6~· , ©0· 6~<· ' · 4<~0§~· ­ 
6~· x <0§©~ ' · 4~4~X~· sind; N bedeutet die 0+ N[ ~<©<04~< ' [ §©<~©~· 6~ 
X0· 4®j <' §©n D und B werden nach. den bekannten Regeln filr den
~0· §' " Q~· 3 ' {j ~· X~<~"Q· ~©n \ ' · ~<Q0{© 

, Y Dbba · , Y' 3bb l
8* 
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Liegt P links von A, ®= ] 0<6 ' negativ, liegt es rechts } =· 3a ®= 
wird b negativ. 

H bedeutet den in A angreifenden, gegebenen Wind<lruck; X und 
JI - X sind die X~0 3l [ · 6 A' Q~<} =<4~<[ §~· ~· ] ' 4~<~" Q©~· , ©00©µ~· ­ 

b%H/ A/ / Ovf g 
: ~- -- -~->-,.--b---~ : ' n© s 

D 9 
2r 

l Fig. 107. 

l uuuuuuuugu 

9 u) 

I
I

< 
li 

X 
'
I
I

w 

Fig. 111. 

Fig. 112. 

Fig. 113. 

I
I

I
' I
I A 4'®b r nm I I

~- - - - - - l - - - - - s _e - ➔ n 

~~-
] 06~<®©0· 6~n f 0~ lotrechten Stlitzendrticke bei A' und B' sind A'= A 
· = Q 9 a X~µ] n 3bb3uW 9a· 

Damit der Stander AA' im Gleicbgewicbt bleibt, mufs 
(H rQabb (X - JI) h2 

sein, und bieraus folgt: 
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Ebenso mu.fs sein
( Qa p Xh = O, also

T h ( bb) · Qa 

_ __:...,.______ -- -"a_- l luu Y04n t SGn 
u ncdlCu ugu 

,( -- - - - l ·- - - -D 3 
A 

Fig. 109. Fig. 110.

Ferner ergibt sich fiir die Diagonale
· Q f ®0· %z bb 9a s 

, = 6' §® ' {®= f [ · ' XQ00· 404 } =· X ist. Das gleiche gilt von 6~· O0· 4®­ 
kraften der Stander.

Das Biegungsmoment fiir einen zwischen A und B gelegenen
N[ ~<®" Q· 0©© 6~® Quertragers ist, wenn d der Abstand des Windver­
X' · 6~® } =· 6~< D"Q®~ 6~® Quertragers bedeutet,

] bas\ b\ au. . sJL.a 
1 1

8 = \ a 6' ® \ =+ ~· © fiir einen bei A und B frei aufliegenden, nur von
6~· {=©<~"Q©~· x <0§©~· Da B, P beanspruchten Balken AB ist. Die Mo­
~· ©~ §[ < 60~ Querschnitte der ausgekragten Teile 6~® KN[ ~<©<04~<® 
,06 [ · ' XQ0· 404 } =· )n 

2[ < die , ©0· 6~< ~<4~X~· ®0" Q ' [ § 5 <[ · 6 der MomentenfHlchen I
llnd II die folgenden Biegungsmomente. Es ist an der Stelle x 
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des linken Teiles h1 •

aa 
,, rechten

X \ b (X-II)li2 Qa 
\ b (X-Il) X 

' \ bb ) Qa Qa 
aa aa aa Q2 • • \ bb Xx.

Die Elastizitatsgleichung

f \ oM JN oN
EJ 1°X dx+ EF oX dx

lautet hiernach: 

Die beiden ersten Integrale beziehen sich auf den Quertrager, die
folgenden der Reihe nach auf den {0· j ~· , ©0· 6~<©~0{ Qaa 6~· linken
/ ~0{ Qaa 6~· recbten l/ ~0{ Qaa 6~· recbten / ~0{ Qaa 6~· Stab U. 

Nach Ausfiihrung der Integrationen findet man:JbHK §' ds' K\ & aaakF &22K 
C Qt = 2 C oTa ti o J2 h~ f t= e» qr&M&oMa4© 

h~ F 3.11 oT 2a Qc 
Das Integralf MS d x ist gleich dem Inhalte des zwischen A und B ge-

legenen / ~0{~® 6~< \ a bb Flache. Einer Last zwischen A und B ent­
spricht (vergl. Fig. 111):

WO 

« ba 
und einer links von A gelegenen Last

JM, dx =- p;z (Fig. 112),
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ebenso einer rechts von J3 angreifenden Last

f,ax=- ~b_!_,

Eine gleichmiiJsige Belastung g f. d. Llingeneinheit, die zwischen
A und B aufgebracht wird, bringt bervor (vergl. Seite 115):

f gls
\ a6bb &z 

[ · 6 60~ g]eichmafaige Belastung _q' f. d. Langeneinheit der Kragtrliger
erzeugt das Stutzerimoment (Fig. 113)

6~ \ abba · +] 0©Q0· 

J, q'e2l\ a6' bbz l 
Aufgabe 11. Es ist ~0· ~X=· ~< , ©' Xµ[ 4 e204n 114) zu unter-

suchen, der an den Enden (A und B) fest eingespannt ist und von
gegebenen, in der Ebene
des Stabzuges gelegenen
Lasten P beansprucht
] 0<6n A· den Ecken seien
60~ , ©9X~ ®©' << + 0©~0· ­ 
' · 6~< } ~<X[ · 6~· n 8 0<~· 
die Stiitzenwiderstlinde
xa [ · 6 xa X~j ' · · ©a ®= 
liefsen sich die Momente
M und Langskrufte N 204n t t &n 
§0< ®0+ ©{0"Q~ N[ ~<®"Q· 0©©~ 
leicht berechnen. Wir zerlegen Ka nach lotrechter und wagerechter
E0" Q ©[ · 4 0· A und Ila, bezeichnen den Abstand der Kraft Ha von der
30· ®%' · · [ · 4®®©~{{~ + 0© j a e· ' "Q =X~· positiv gezablt) und setzen

K©p t Oaj abb \ a 
M.A. heifst das Einspannungsmoment bei A. Ebenso zerlegen wir Kb in
3 [ · 6 AOa [ · 6 setzen

Kkp t 9a{abb \ » 
f ' µ[ < } ={{®©0· 604~· 3~®©0++ [ · 4 6~< , ©©0©µ~· ] 06~<®©0· 6~a ·0+ {0"Q µ[ < 
Errnittlung 6~< ®~" Q® ( · X~j ' · · ©~· A, B, I~,, Hb, J.1fA, ]lB nur drei
~leichgewichtsbedingungen zur Verftlgung stehen, so miissen drei Elasti­
zitij,tsbedingungen aufgestellt werden. Hierbei wollen wir den Einfiufs
6~< O0· 4®j <0§l©~ I } ~<· ' "Q{00®®04~· r [ · 6 (von Temperaturanderungen und

*) Dies 0®© · [ < X~0 4<0§®~<~· Y§~0{Q0Q~· µ[ {0®®04n 
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l'.Mjcls , ©00©µ~· } ~<®"Q0~X[ · 4~· ' X®~Q~· 6r nur die Biegungsarbeit.
2
EJ zu einem

Kleinstwerte machen, wo ds die Lange eines Elementes einer Stab­
achse bedeutet.

l[ · 0" Q®© + ' "Q~· ] 0< 6~· , ©' Xµ[ 4 ' [ § irgend eine Art statisch
X~®©0+ + ©a X~0®%0~{®] ~0®~ durch Anordnung eines auf wagerecbter Bahn
X~] ~4{0" Q~· D[ §{' 4~<4~{~· j ~® & [ · 6 ~0· ~® §~®©~· Auflagergelenkes bei
3nr A®© 6' · · E 60~ Mittelkraft samtlicher Lasten P, [ · 6 ®0· 6 <a 
[ · 6 <a 60~ Hebelarme } =· E 0· Bezug auf die Gelenke A und B,
®[ ~<Q0{© + ' · mit 6~· ' [ ® 6~< Fig. 115 ersichtlichen Bezeichnungen
60~ , ©0©µ~· ] 06~<®©F0· 6~V 

E<a K®p &abb m 

I
I

: R I
A A 
A A :< ·------------- l---------~ 

204n t t 7n 

Fig. 1l6.

a$ l' mpabb E " =® ' c =a · 
sie mogen im 1 erein mit den
O' ®©~· Y 60~ Biegungsmomente
\ a ~<µ~[ 4~· n 

Nun betrachten wir geson­
dert 6~· v 0· §{[ §® 6~< x <0§l©~a 
welche bei A und B hinzuzu­
§©04~· ®0· 6a damit die wirkliche
, ©©0©µ[ · 4 e· 0+ {0" Q v0· ®%' · · [ · 4 
beiA und B) herbeigeftlhrt werde.
f 0~®~® x <00§©~®»®©~+ a ] ~{"Q~® §0< 
sich im Gleicbgewicht sein mufs,
ist in Fig. 116 angegeben; es

besteht aus den entgegen­
gesetzt 4{~0"Q~· ] ' 4~<~"Q©~· 
8 06~<®©0· 6~· ) a den ent­
gegengesetzt gleichen lot­
<~" Q©~· 8 06~<®©0· 6~· [ · 6 
aus zwei bei A bezw. B an-

4<~0§~· 6~· x <0§©~%' ' <~· a 
deren Mornente gleich MA
und J.°111~ sind und die wir kurz
60~ x <0§©~%' ' <~ \ a [ · 6 \ a 

besteht die Beziehung (Gleich-nennen wollen. Zwischen MA und MB
gewichtsbedingung):

K&p \ aupuwA\ abbSn 
Hat man X, Y, MA mit Hilfe 6~< v {' ®©0µ0©00©®X~60· 4[ · 4~· ~<­ 
*) f 0~®~ , ©00©µ[ · 4 ~<] ~0®© ®0" Q §0< dio hier ins D[ 4~ 4~§' §®©~· D· ] ~· ­ 

6[· 4~· ' {® besonders vorteilhaft.
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mittelt, so findet man

Kp K& bb&a& wc 3bb3auu w 
KOabb) c A9abb9auq ) 

[ · 6 0®© 6' · · imstande, 60~ 8 06~<®©0· 6~ xa und Kb nach Lage und
Grofse zu bestirnmen.

Eine wesentliche Vereinfachung der ganzen Rechnung erzielt man
nun, wenn man den Angriffspunkt der Krafte X, Y von A nach Z } ~<­ 
legt, Fig. t t ma [ · 6 die Lage
Von O so bestirnmt, dafs jede r
6~< 6<~0 v {' ®©0µ0©00©®4{~0" Q[ · 4~· 
· [ < ~0· ~ ®©' ©0®" Q · 0" Q© bestimm­
bare Grofse enthaJt. f ' ® x <0§©~­ 
%' ' < \ a ist durch ein an­
6~<~® x <0§©~%' ' < ­ µ[ ~<­ 
setzen, so zwar, dafs mit den
in Fig. 11 7 angegebenen Ko­
ordinaten von O:

i
-lr - -- - - - - uus 

Fig. 117.

) µw] uu­ bb\ a 
ist.

Wird der Stabzug auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz bezogen,
6~®®~· ( <®%<[ · 4 der Punkt O ist, <lessen positive y-Achse die Richtung
~~y und <lessen %=®0©0} ~ ' uD"Q®~ 60~ entgegengesetzte Richtung
Von s X hat, so ist der Ein:flufs von X, Y, Z auf das Moment fur
irgend einen Querschnitt C 

\ bb) » w' ul­ 
f ' X~0 0®© 6' ® Moment der am Teile AC des Stabzuges angreifenden
00[ §®~<~· {x<0§©~ %=®0©0} ' · 4~· =+ + ~· a ] ~· · es rechts herum (d. h. im
, 0· ~ 6~® Uhrzeigers) dreht.*) Im ganzen entsteht

K: p \ bb\ a ) »u w' ­ a 
[ · 6 0· ®X~®=· 6~<~ an der Stelle A:

K/ p \ abbp) µu w] u ­ n 
X, w [ · 6 ­ berechnen wir mittels der Bedingungen

[8] f M oM _ ·! ~ oM _ ·! M oM _ . T ' »® . 7 / ; »® ® 7 ' ' µ® ® bS7 
[ · 6 ~<Q' {©~· ] ~4~· 

; \ Z \ Z \ oX =-y, 0 y =-x, oz = - 1 die Gleichungen:

. *) Das Moment der ' + , ©00" j ~ 3P angreifenden Krafte ist dann bekannt-
{0"Q %=®0©0} a ] ~· · ~® links drehend ist.
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ee 

m Y z) yds\ a ) » ' n< Z 
.J KeMu» b» urcb 
§eM » ra{ 

Jede dieser Gleichungen multiplizieren wir mit dem beliebig grofsen,
j =· ®©' · ©~· Al<04Q~0©®+ =+ ~· ©~ nTaa ferner setzen wir eine Uberall gleiche
v {' ®©0µ0©0©®µ0§§~< v voraus, [ · 6 ®"Q{0~§®{0" Q ] 00Q{~· ] 0< 6~· bislang will­
j 00<{0" Q ' · 4~· =+ + ~· ~· Y[ · j © Z so, dafs

!Jc !Jc J Jr[10] y J ds b =a ' y 6®bb Sa » a ds = O

Kzp 

wird. Indem wir dann zur Abktirzung

K T JC I t t ny ds = ds

setzen, erhalten wir die einfachen Formeln

J d\ =6®l WO / abb K / a 
[12] y = [ M0 xds'

" / abb J x2ds'/ a 
K\ a' ®l G=Ids', Z=- - "5 

Die Gleichungen [10] lassen sich wie folgt deuten. Scbreibt man

dem Stabteilchen ds das Gewicht :(;. ds bb6®l µ[ a so bedeuten die

beiden ersten Integrale in 6~· 5 {~0"Q[ · 4~· Kt Zp 60~ statischen Momente
des Stabzuges in Bezug auf 60~ ' uD" Q®~ [ · 6 die y-Achse, das dritte
Integral aber stellt 6' ® ­ ~· ©<0§[ 4' {+ =+ ~· © 6~® Stabzuges vor. Damit
die 5 {~0" Q[ · 4~· Kt Sp erftillt werden, mu.fs der Punkt O mit dem Schwer­
punkte des Stabzuges zusammenfallen; fern er mtissen 60~ D"Q®~· a » 
Hauptachsen sein. In dem in der Fig. 11 m } =<' [ ®4~®~©µ©~· 2' {{~ ~0· ~® 
in Bezug auf die Lotrecbte durch die Mitte symmetrischen Stabzuges

(w = f z) fallt die y-Achse mit der Symmetrieachse zusammen.

f 0~ A· ©~4<' {~ lAla [ · 6 l/a bedeuten 60~ / <004Q~0©®+ =+ ~· ©~ 6~® Stab­
zuges in Bezug auf die x-Acbse bezw. die y-Achse und G ist das
gesamte Gewicht des Stabzuges. Bei Berechnung dieser Integrale ist
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[13]

es stets zuHtssig, den Stabzug in prismatische Tei]e zu zerlegen.
\ ' · ~<Q0{© 6' · · §0< ~0· solches Stabstuck konstanten Querschnitts
' Tn fba®b s und, bezogen au irgend eine Achse (A), mit den Be-

zeichnungen in Fig. 118,
172 '/'/2

T= JOJ"f'l2ds= Jc 1 J'1)2d = Jc __s '1):-'t)fT T sin a. '1J J '1)2 - '1)1 3
· · 

ba®©us » · s r­ 
Behufs tibersichtlicher Darstellung der die Zithler von X, Y, Z 

bildenden Integrale, zeichnen wir flir die einzelnen prfamatischen Stab­
stucke 60~ \ auO0· 0~· a 0· 6~+ ] 0< 60~ \ =+ ~· ©~ \ a } =· der Stabachse

.,.,,.
,/

.,/·"® d s 
I

q 
I
I
I
I

.AP 

I
I
A 
0 
I

V©ln eDr 
Fig. 118. Fig. 119.

' [ ® ' {® Z <60· ' ©~· ' [ §©<' 4~· a 204n 119. Sodann bestimmen wir den
Schwerpunkt der zu einem Teile s gehorigen n\ 0-FJache, ferner den
diesem Schwerpunkte entsprechenden Punkt S der Stabachse, bezeichnen
die Koordinaten dieses Punktes mit Xs, Ys, 6~· A· Q' {© 6~< \ au2{' " Q~ + 0© a [ · 6 erbalten §{0< den Teil s:

If Jc Ta a \ a»a ; ®b$y , =d® 
[14] J Jc Jc Q;;\ a' a 6®bby G»' » 

Diese Werte lassen sich deuten als die auf die Acbse x X~µ] n » X~­ 
zogenen statischen Momente eines dem Punkte S zugeschriebenen Ge-

. h Jc ~ ~ d] "Q©~® a ~o. Bezeichnet man ' {®= + 0© © a [ · 6 i a 60~ Sum me er

statischen Momente aller auf die beschriebene Weise gebildeten GewichteTa 
J ~o in Bezug auf 60~ D" Q®~· [ · 6 y, so erhiilt man



[15]

t k& 

<un , / a 
] 0Q<~· 6 

[16] ­ bb 
ist.

Werden ~0· µ~{· ~ , ©0X~ ©0X~< die Verbindungsstellen mit den Nachbar­
®©0X~· Q0· ' [ ® verlangert, Fig. 120, so sind diese tlberstehenden Enden

bei 3~<~"Q· [ · 4 6~< / <004Q~0©®+ =+ ~· ©~ l­ l [ · 6 
Gewichte G beseitigt zu denken, weil die Mo­
mente nur innerhalb der Verbindungsstellen
' XQ0· 404 ®0· 6 von X, Y, Z. Aus demselben
Grunde kommen auch 60~ \ au2{0"Q~· 6~< tlber­
stehenden Enden bei Berechnung der Flachen­
inhalte ~o und Ermittlung der Schwerpunkte
60~®~< 2{0"Q~· · 0"Q© in Betracht. Die an den

Fig. 120.

Verll:i.ngerungen ' · 4<~0§~· 6~· x <0§©~ ®0· 6 nattlrlich von Einflufs auf
X, Y, Z, da sie ja von Einflufs auf die innerhalb der Verbindungs·

stellen ~· ©®©~Q~· 6~· \ a ®0· 6n 
Wir wenden jetzt die

abgeleiteten allgemeinen Ge­
setze auf den in Fig. 121
dargestellten Sonderfall an.
Es bandele sich wie in Auf­
gabe 10 um die Endverstei­
fung einer Balkenbrti.cke.
Der Querschnitt des Quer­
tragers babe 6' ® Al<04Q~0©®­ 
moment J, der Stander­
>[ ~<®" Q· 0©© 6' ® Al<04Q~0©®­ 
+ =+ ~· © Tan v ® ®~0 TabbT 
4~] 0Q{©n f ' · · ist das Ge­
wicht 6~® N[ ~<©<004~<® 4{~0" Q 
l, das Gewicht eines Standers:

J , aa 

o\ u20"Q~ a 

k I
I
I
I I

Dl q%l ©{==·» .x & 
A A a 
A A 

u· §u A 
c C 

A 

I~­e 
y

X
,o

­ 
I

7M 
I :

A 
V

Fig. 121.
' {®= 0+ 4' · µ~· 

[1 7] G = l s k· n 
Der Abstand z0 des Schwerpunktes O von der Achse des Quer­

tragers ergibt sich aus der Momentengleichung
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K p l k n t G µa5 bb ®b h h ZU

h'hKt zp µnb mup 4 
Das Tragheitsmoment des Stabzuges in Bezug auf die Achse des

N[ ~<©<004~<® 0®© 
1 J 2 , 2

'I'= 2. - - -ho = h h2 = hz0G, mithin
3 J,, 3 3

!
( 'I'w = 'I'- Gz~ = ZoG ( ! h - z0) oder 

[20] hh'/ abba ekQ okara 
woflir man auch, ] ~4~· QlQbb µa{ s kQlµa ®"Q<~0X~· darf:

kz0 ( s a K kt p / aba k l h ) .

Das Tragheitsmoment fur die y-Acbse ist:

11 = $t$ l3 s k _!_ h (_!_) 2 6 n 
// 12 J,, 2 ' • An 

t Kkkp / abb tk (l s 6k1
).

Auf den Quertrtiger D 3l + 04~· X~{0~X04~ lotrechte Lasten P 
wirken; 60~ , ©0· 6~< Q0· 4~4~· seien unbelastet. f 0~ \ au2{0"Q~ ®©0+ + © 
dann mit der Momentenflacbe eines einfachen Balkans D 3 a 6~< an
den End en frei aufliegt, iiberein; ihr Inhalt sei iJo, ihr Schwerpunkt
babe von der y-Achse den Abstand e. f 0~ ®©' ©0®"Q~· \ =+ ~· ©~ © a [ · 6 
i a ®0· 6 
und man erh!i,lt

[23]

[24] M Z=-·G 

Setzt man den wagerecbten Stutzenwiderstand H= X mit dem
Kraftepaare, <lessen Moment 4{~0" Q ­ 0®©a µ[ ~0· ~< Resultierenden (deren
Grofse wieder = X ist) zusammen, so findet man den Angriffspunkt L
derselben (vergl. Fig. 122) mit Hilfe der Gleichung

) · OOl bb) µa ­ a 
woraus
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m / a e 2h )OO bb' g: 7 o 
Der Neigungswinkel ~ der Mittelkraft E ' [ ® w [ · 6 X ist be­

stimmt durch
w ~/ a ~ ©®Fb uun "'o y V 

WO 

[25] l2 (l s : lr 
.b &ekt & Qr 

eine von der 3~{' ®©[ · 4 [ · ' XQ0· 404~ , ©<~" j ~ X~6~[ ©~©n 3~®©0+ + © + ' · 
also 0· 6~< »uD" Q®~ 0+ Abstande v von der Achse 6~® N[ ~<©<004~<® ~0· ~· 

festen Punkt V und 
verbindet V mit
dem lotrecht unter
dem Schwerpunkte
6~< \ au2{F" Q~ 4~­ 
legenen Punkte S 

6~< N[ ~<©<04~<­ 
achse durch eine
Gerade, so steht
die Richtung der
Kraft R senkrecht
auf dieser Geraden.
Hat man hiernach
die Richtung von R 
X~®©0+ +©a ®= findet
man die Grofse von
R, indem man JI
mittels Gleicbung

[23] berechnet.
Setzt man schliefslich R + 0© 6~+ , ©00©µ~· ] 06~<®©' · 6~ &a 6~® einfachen
Balkens D 3l [ ®' + + ~· a ®= erhalt man den Sttitzenwiderstand (Kampfer­
druck) Ka und ganz ebenso findet man Kb als Mitt.elkraft aus R [ · 6 3an 
Bezeichnet man mit Za [ · 6 µa 60~ v · ©§~<· [ · 4~· 6~< N[ ~<©<004~<' " Q®~ 
von 6~· Y[ · j ©~· & [ · 6 3 .a 0· denen die St!tnderacbsen von den
x <0§©~· dE 4~®" Q· 0©©~· ] ~<6~· a so sind 60~ D· 4<0§§®+ =+ ~· ©~ §©0< 60~ 
Endquerschnitte A' [ · 6 3 l 6~® Quertragers:

Kk: p \ bb9 ~ac \ bb9 ®aa 

I Iu {>uuuuj uuuukmb­ k l 2 
204n t kkn 

*) Nach Gleichung· [20] ist -Tx = _J,hka5 o -Zo,
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und + ' · ~<Q0{© 60~ MomentenfHiche 6~® N[ ~<©<04~<®a 0· 6~+ + ' · von
6~< \ au2{F" Q~ DlP3l ~0· / <' %~µ 0· DXµ[ 4 X<0· 4©a 6~®®~· v · 6Q( Q~· 
4{~0" Q \ X~µ] n \ a ®0· 6n f [ <"Q 60~ \ =+ ~· ©~ \ [ · 6 \ a ®=] 0~ 
6[ <" Q 60~ Y[ · j ©~ &a 3. ®0· 6 ' [ " Q 60~ \ =+ ~· ©~· §{00"Q~· A [ · 6 AA 6~< 
Stander bestim mt.

v ® + 04~ · =" Q der Einflufs einer zwischen A' [ · 6 3 ' [§4~X<' " Q©~· 
v 0· µ~{{' ®© Ya 6~<~· DX®©' · 6 } =· der Mitte gleich ~ sei, flir sich ver­
§={4© ] ~<6~· n f 0~ \ a­ 
2{' "Q~ 0®© ein Dreieck von

Pab6~< 9 ( Q~a (Fig. 123),

dessen Schwerpunkt im Ab-
1

stande e = - ~ von der
o 

\ 0©©~ {0~4©n 3~®©0+ + © + ' · 
also auf der Mittellinie den
festen Y[ · j © l 0+ DX­ 
stande 3 v von Dl 3l [ · 6 
verbindet + ' · . + 0© 6~+ 
Angriffspunkte C von P
durch eine Gerade, so ist
D. . K 1lPn f 0~ x+ ­ 
%§~<6<©"j ~ xa [ · 6 xa 
©<~§§~· Y 0· demselben
Y[ · j ©~ Plc 6~< {=©<~" Q©~ 
Abstand n dieses Punktes
Von der Geraden D. . 
ist bestimmt durch die
Gleichung *)

· Da YX 
a = JI = lH'

lsu7­ c A 
~- I

I

I

I
I I

A A ) 

I
I
I

. ·.. t
'\

I
I

\
\

woraus
I

Fig. 123.

[27] n=
Pab
lH 

Nun ist aber

ferner

[ ] II= o ijo
28 h (2 t s 1/) ' d. i.

*) Zurn Beweise denke + ' · xa ] 0~ 0· Fig. 122 0· Da [ · 6 R zerlegt.
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3Pab
9 b oyaek0s r 

[ · 6 + ' · . ~< halt 6' Q~< §0< · 6~· von der Lage der Last unabhtingigen,
festen Wert

[30] 2h · bb za ek{u& · lra 

Bewegt sich P von A' · ' "Q 3la ®= beschreibt der Y[ · j © Pl ~0· ~ 
Parabel e60~ x0+ %§~<6<[ " j {0· 0~ra 6~<~· Achse mit der Mittellot­
rechten zusammenfallt und 6~<~· , "Q~0©~{ Pa } =· O 6~· Abstand n
hat. f ~< 0[ §®~<®©~ Y' <' X~{%[ · j © P. 0®© bestimmt durch TL _J_ A' V'
[ · 6 / " . bb · n 

Noch sei hervorgeboben, dafs man die in der Fig. 123 schraffierte,
} =· 6~· Geraden A' B', A" C', C' B", D D.a 3l3 . X~4<~· µ©~ Flache
' {® \ =+ ~· ©~· §{0"Q~ 6~® Balkens A' B' auffassen darf, denn die auf die
Achse D 3l X~µ=4~· ~· Ordinaten z des Linienzuges D. Pl 3. 4~X~· 
mit H multipliziert 60~ 30~4[ · 4®+ =+ ~· ©~ §00< den Balken A' B'. Dem
Querschnitte D entspricht z. B. M = s Hz, was leicht einzuseben ist;
man braucht · [ < x a } =· 3. · ' "Q f l Q0· zu verschieben und dort in
B und H zu zerlegen. Formt man H 6[ <"Q v 0· §©©Q<[ · 4 } =· · [ + in

· ® Kot p 0· 
so erkennt man, dafs die Einflufslinie fur H eine symmetriscbe Parabel
ASB ist, deren Y §~0{QX0Q~ 

Kokp <bH & · 
ist. Der Last P entspricht 9 bb Y>n 

Wirkt auf 6~· ©0X~< & [ · 6 l Q0· ' [ ® verlangerten Quertrager
(Fig. 124) links von A' im Abstande a von A' eine O' ®© Ya ®= ist
60~ \ au2{0" Q~ e] ~{" Q~ y~©µ© · ~4' ©0} 0®©r ~0· f <~0~" j von der Rohe
Pa. Der zur Strecke l gehorige Teil dieser Flacbe bat den Inhalt

Mabu Y' { 
= k l 

es entsteht also

[33]
-3Pal Pa9uoy[ us· r M 

Der Abstand des Schwerpunktes 6~< 2{9 "Q~ a } =· 6~< \ 0©©~{{0· 0~ X~­ 
1©<04© ~ = : l, wesbalb

e -1-z t l©4 ebbbbbuLla 
V V 3v



129 

und hieraus folgt A11B" T$ A' V'.
Pb

Ao= l '

Fur A0 und B0 erhalt man
Pa3abba l 

Die Lage des Y[ · j ©~® P.a 0· welchem der Kampferdruck Kb die
Achse des linken Stitnders schneidet, ist durch die Gleichung

A" G" : l bbbn3aV H
bestimmt, und zwar folgt hieraus

D. P. bb · n 
• u· · · • u uuu u u u n u o$ i ~ - - - - - - -J
' I I: b IA .u.ww.w .u;u~c..., f 'ladte I

ff, 
uuuga 

I

cC 
I
I

M 
I

» 
W--------------::t- 

Fig. 124.

Die Flache zwischen den Geraden A' B' und C" B" darf als Mo­
+· ~· ©~· §{0"Q~ 6~® Balkens D 3 ' [ §4~§' §®© ] ~<6~· n f ~+ Querschnitt D 
entspricht M =+Hz. Fur den Querschnitt lJ' ist M bbb9 µaa ] 0Q<~· 6 
:man an der Stelle A' entweder M = - Pa oder M = 9 e· µar ~<­ 
Q0{©a y~· ' " Q6~+ + ' · den Schnitt links oder reehts von der Mittellinie
des Sti:tnders A A' ·ftlhrt. *) Den Standerquerschnitten Da 3l ~· ©®%<~" Q~· 
60~ \ =+ ~· ©~ \ bb 9 µaa \ bb 9 µaa 
h -r§[ Wirklicbkeit ist dieser schroffe Ubergang selbstverstandlich nicht vor-
anden. ·

Miiller-Breslau, Die n.meren Metlloden der FesligkeitsleLre. 9
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Die Einfl.ufslinie fur H infolge von Lasten, die links von A' oder

rechts } =· 3l {0~4~· a X~®©~Q© e wegen H= -P : ) aus den End­

tangenten der Parabel ABB. 
Greift an der Endversteifung eine wagerechte Kraft P an,

Y04n t k7ar ®= fUhrt man als statisch bestimmtes Hauptsystem zweck­
+ 0§®04 6~· bei B fest eingespannten, bei A freien Stabzug ein. Es
wird dann nur 6~< , ©0· 6~< 3l 3 6[ <" Q \ =+ ~· ©~ \ a X~' · ®%<[ " Q© [ · 6 
der {0· j ~ x ' + %§~<6<[ " j 0®© die Mittelkraft aus 6~· 8 06~<®©0· 6~· ) 
und Y und dem Krli.ftepaare Z. Bedeutet k den Hebelarm von P in
Bezug auf B, so ist 60~ \ au FHtche ein Dreieck vom Inhalte

D 3l f--- ----------- 
t 

§ 
t--- 
t 
A 
A 

2' 
A 
A ou& 

T 
L~ o 

A _l .EJ uu0uuu 
t 

<-fl--),1(-- fZ- 

z

Fig. 125.

k k 
~o = -- Pkkc ihr Schwerpunkt liegt 1m Abstande Zu -

3
von der

x-Achse, und es ist daher

® = _ ~ . _!__ (z _ k_) = s P!c
2
(,,, _ k_) J

S aT « o k ""u o Jv
J l Pk2l J ®abuGc obs A Ta 

Man erhalt also:

[34]
Y~eb©r « o J

X= 2T., J;, » Taµ l T &/ a Ta k5 Ta 
und ist · [ · 0+ ®©' · 6~a 60~ Angriffsmomente fi.ir die Querschnitte A, 
Da 3la zu berechnen. Es ist

r v ® handelt sich hier um den Ein.fl.ufs des Winddrucks. Der Windver~
band liegt in der Regel unterhalb der Achse des Quertragers.
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l\ abbs) µa w M ­ 
l\ bbu) µauw a ­ 
l\ abbu) kaupwa ­ 
l\ a bbs) µaswa ­ Yj na 

Durch diese vier Momente ist die Beanspruchung des Rahmens
' [ § 30~4[ · 4 vollstandig bestimmt.

D[ §4' X~ t kn Der in Fig. 12 6 dargestellte geschlossene Stabzug
+ 0© ®©~0§~· v " j ~· a ' · dem sich gegebene Lasten das Gleichgewicht
Q' {©~· + 04~· a {0§®© ®0" Q · ' "Q Fig. 12 7 auffassen als ein an zwei Enden
C und C' eingespannter Stabzug. Die beiden Einspannungsstellen fallen

[35]

Fig. 126. Fig. 127. 

­ [ ®' + + ~· n f ~< Querschnitt C darf beliebig gewahlt werden. Ersetzt
tnan die im Querschnitte C auftretenden Spannungen <lurch ~0· x <0§©~­ 
~aar Z und zwei Krafte X und Y, ®= {0§®© ®0"Q 6' ® Biegungsmoment
tlir irgend einen Querschnitt D auf die Form bringen

\ bb\ a ) au waul­ 
] = » [ · 6 ' 60~ vom Schwerpunkte des Querschnitts D auf X und Y 
(die sich nicht rechtwinklig zu kreuzen X<' [ " Q~· r 4~§0{{©~· O=©~ X~­ 
deuten [ · 6 \ a 6' ® Biegungsmoment infolge der am Teil DC des Stab­
zuges angreifenden Lasten P. 

8 0<6 6' ® x ==<60· ' ©~· ®»®©~+ e' a »r ~X~· ®= wie bei Aufgabe 11 so
4~] 0Q{©a 6' §® 60~ Gleichungen

[1] /y ') ds = O, Jx ~ ds = O, f 'J ds = 0

erfullt werden (Seite 122), so gelten fur X, Y, Z die auf Seite 124
® X4~{~0©~©~· 5 {~0" Q[ · 4~· V 

9*
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Kkp 

5 
Als Beispiel untersuchen wir den in Fig. 128 dargestellten Rahmen,

der bekanntlich bei der Querversteifung eiserner Brucken eine grofse
Rolle spielt. l­ [ + / <04Q~0©®+ =+ ~· © Ta ] 0Q{~· ] 0< 6' ® / <004Q~0©®­ 
+ =+ ~· © Ta 6~® Querschnitts 6~® N[ ~<©<004~<®n f 0~ Gewichte von Stander
und Querriegel bezeichnen wir mit

K®p 

J,. , 6 J,. ,yQbbQ [ · 6{bbn · Ta 
Das Gewicht des ganzen Rahmens ist dann

K&p 5 bb{uWpkj c 
seine wagerechte Schwerachse ergibt sich aus der Momentengleichung

Q l z0 G = l h s 2 h -
2

= h (l T h ) zu

h (l ©u h') 
Kp ®abb l s l' s 2 h' 

Fig. 128.

Den Schnitt P §©©Q<~· ] 0< <lurch die Mitte des Querriegels. Die
in die Figur eingetragenen X, Y, l­ + 04~· ®0"Q auf den {0· j ® } =+ 
Schnitte gelegenen Querschnitt C X~µ0~Q~· n f ' 60~ Y-Achse ~0· ~ , »+ 
metrieachse ist, werden die Bedingungen Kt p ~<§[ {{©n 

Das Tragheitsmoment des Rahmens in Bezug auf die Achse des
oberen Querriegels ist



133

[ · 6 §[ < 60~ X-Achse
Ta, bbl/ au 5 z! = To - h (l s h') Zo·

Setzt man z0 = h - z.. , so erhalt man=» K' &« <p 
Das Tragheitsmoment flir die Y-Acbse wird<Hs± qsLs' [er t k t k Ta k J,. '

t ­ Kp / bb &®1sluq: rna 
Wir untersuchen getrennt den Einfl.ufs der Lasten H und P.
tn Ein:flufs 6~< ] ' 4~<~" Q©~· x <0§©~ 9n Fig. 12 9. Im Falle

) bbSa w = 0, Z = 0 sind der obere Querriegel und der rechte

H

0 
A 
A 
A 

fu 
I
I
I

A 
A 
I­ l c[ 

A 

Hf' 
u 

Jfj 

Fig. 129.
8t11nd.er spannungslos. In 6~· , ©©0©µ%[ · j ©~· D und B werden zwei

gleicbe aber entgegengesetzt gerichtete Widerstande V = ~f hervor­

gerufen. Die MS-Fltiche des linken Standers HiJst sich in ein Rechteck
~nd ein Dreieck zerlegen, beide FHLchen von positivern Vorzeichen; die

= ·Flache des Quertragers zerfallt in ein positives Dreieck und ein
negatives Rechteck. \ ' · ~<Q00{©V 
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~ ~ er. ( fl h s H !!_ 
2
) s Hfl - H lJ Z = nTa M} k 2 e,. ,

1/

J., ( h k
r l Hfl l

®y= T Heoh s H k 2 s 2 • 6 '
ti

bnbu lK' euBrs « £ l© zpslu« ~r 
und findet

Z= :a [h' (2e0 s h) s l ((- 2e.,)]

Y= __!!!___ [3h' (2e0 s h) s fl], t k / a 

g .q: uf s» uqz{u« u~C 
Der Ausdruck fur X lafst sich umformen inJb· eHs¢ « s : &' {ra k / a 

y

Q 

l A .B H

9 
T

Setzt man X mit Z 
zusammen, so erhalt man
eine Einzelkraft X im DX­ 
stande

f z ®abbM » 

Fig. 180. 

von der Achse des Quer­
tragers, und diese Kraft X 
kann man dann mit Y zu
einer Mittelkraft I{ ver­
einigen.

A®© ~abb e., = S so er­
gibt sich (Fig. 130)
z- Hh(l+h') _ Hz0 

- 2G - k l 
1) bba9 c &lbµaWabQa 

»$ 9 Q{eol& l) _ h 3h' s l t k/ a b8aluWup 
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Die Biegungsmomente fur die 4 Ecken sind dann

II l\ bawaa\ Mbbu\ aa 
l l \ bb w u l MB,=+ y .2 2

Fur den 2' {{ Tabb Ju, also l bb{a ~<Q0{© + ' · 
H h Hhwbba \ abb\ %bb\ abbu\ bb 
2 l 4

2. Einfl.ufs der ®~· j <~" Q©~· O' ®©~· Yn 204n 131 a. Am
~uertr!iger AB mogen Lasten P angreifen, die zwischen A und B 
hegen, die Kragarme seien also unbe]astet. Die MS-F]ache stimmt da.nn
:mit der Momentenflltcbe eines einfachen Balkens AB iiberein, der an
6~· 3< den frei aufliegt; ihr Fllicheninhalt sei • = und der Abstand
1hres Schwerpunktes von der Y-Acbse sei e. Dann ergibt sicb

© abbGM~a i abb GMbna 
~o ~o e X= _ ~o Zu •&baM· wb <al / 

Setzt man X und Z zu einer Mittelkraft, deren Grofse wieder
b) 0®©a zusammen, so findet man deren Angriffspunkt in der Rohe

lbnu bns L; &s/ $/ 
X Gz,. Gz,, ®u

] = / a [ · 6 © a X~µ] n 6' ® Tragbeitsmoment und das statische Moment
des Rahmengewichts in Bezug auf die Achse des Quertrltgers bedeuten.
f ' · [ · 

L 
1' = l' h 2 s 2 h

1
-

u 3 ' 

rr:::. I s I h Ou= l h 2h
2

ist, so ergibt ®0" Q §©0< µal 6~< } =· 6~< Belastung 6~® N[ ~<©<04~<® [ · ­ 
abbangige Wert

I h
z bu « o 

o l' s k h' <sA 
Die wichtigsten Belastungszustande sind nun die folgenden.
Gleichformige Belastung mit g ftlr die Langeneinheit Fig. 131 b.

f 0~ \ auO0· 0~ 0®© ~0· ~ Y' <' X~{ vom Pfeil
1
gl2• Es ist

G 
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k 4L 4{ ®nb» Ml0 
mithin 

X v X » 
A 
A 
I

I
A A 
A A 

lL A 

A y z~ 
A A 
A 
A 

A A 

A g A (b)
A d A 
A d I

A A 
j u u u u u b - - - - uogy 

a§.uuuu 
1 IY'X m 
A A wus­ 

I
I
A 
A a jCprQpCprW%<culYa e6r 

A 
A 
A 

I A A %' X" 
I I

A 
I
A 

{hvuuuu"uuugA 

A 
/ uuu©uuuu u %" a 

I 8 I•
..:t---+----­ 

© 

~--a- -
A 
A 

e"r 

I

----b---;!>l 
A A / 
A 

204n t Gt ' u6n 
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zba ) bb 0'/ g wbSn 
Eine Einzellast P, Fig. t ot c, entspricht ' {® \ au2{0" Q~ 0+ f <~0~" j 

PabVon der Hohe l , <lessen Schwerpunkt von der y-Acbse den Abstand

~bbb 17 hat. Man erhalt:

Y' Xµa 
) bb k/ a l wb& Y' ® : / a 

Liegt eine teilweise gleichformige Belastung, welche p fur
die Langeneinheit ®~0· + 04~ [ · 6 die Strecke c (Fig. 131d) bedecke,
vor, so erhalt man 60~ \ a­ 
Flache wie folgt. Man be­
tracbtet pc als eine im
Mittelpunkte der Strecke c 
angreifende Einzellast, er­
mittelt das zugehorige Mo­
+ ~· ©~· 6<~0~" j &Tl [ · 6 
berechnet dessen Inhalt:

ab
pc k · Nun bestimmt man J:P

senkrecht unter den End­
punkten D und E der be­
lasteten Strecke c die Punkte
D' und E' der Geraden A' J
[ · 6 3l T und zeichnet eine
Y' <' X~{ f l9 v la welche die Geraden A' J [ · 6 3lnT 0· f l [ · 6 E' be­
rtthrt. Die in Fig. 131 6 ®"Q<' §§0~<©~ 2{0"Q~ 0®© 60~ \ au Flache. Es ist

Fll= HJ = Pc
k 

• Der Inhalt der von 6~· 5 ~<' 6~· f lnT [ · 6 vl nT 
G 

1 pc2 pc3

[ · 6 6~< Y' <' X~{ X~4<~· µ©~· 2{0"Q~ 0®©aM u8- · c = k& · Es ergibt

it

A 
A 
A 

AC s Khgq 
A A 

A 

D. 

Fig. 132.

®0" Q ' {®= 
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Wird der linke Ausleger durch Lasten P, deren Mittelkraft :SP
sei, belastet, Fig. 132, so ist die MS-Flache des Quertragers ein Dreieck
} =· 6~< 9 ( Q~ DD. bb 6, Ya ] = 6 6~· DX®©' · 6 6~< \ 0©©~{j <' §© 
von A ist. \ ' · ~<Q0{© 

abu®<.n ~u o<.nl 
Aufgabe 13. Der in Fig. 126 dargestellte geschlossene Stabzug

werde ungleichmlifsig [ + © ~<] 0<+ ©n A· §={4~6~®®~· ] ~<6~· die Stab­
>[ ~<®" Q· 0©©~ 6[ <"Q O0· 4®j <0§©~ I [ · 6 Momente \ beansprucht und
zwar 0®© §00< 6~· Querschnitt an der , ©~{{~ » 

[1] M=-Xy-Yx-Z,
Kkp I bb + X cos ex. + Y "=® %a 

wo ex. und ~ die Winkel sind, welche die den Y[ · j © ' » ~· ©Q' {©~· 6~ 
Stabachse mit den Richtungen X und Y bildet. Zur Berechnung von
X, Y, Z dienen die Gleichungen

J M oM y v T =J® ® s ® a» ® ® bbSa 

!~ oM _LJ oN _ v T w ds I et O y ds - 0,

JM oM 
EJ oz ds = Snr 

[3)

Werden die Richtungen von X und Y wieder ®= 4~] 00Q{©a 

!Jc J Jc J JcJ ds bbSa ; a6®b 0, y J ds = 0,

®= ergibt sich

Ksp 

K=p 

dafs

J$ 3TaK®© " =® ' 6® 
/ a 

»$ 3TaK®© " =® 3 ' ® 
/ a 

­ bbSn 
Schreibt man · [ · ' {{~· Y[ · j ©~· eines und desselben Stabes ein

und dieselbe Temperaturanderung zu, **) so gehen die flir X und Y 
gefundenen Ausdrtlcke tlber in

*) Vergl. Seite 87, Gleichung (51). Die IntegraleM ds und f b~
0c d s haben wir, wie 0· D[§4' X~ t ka } ~<· ' "Q{0®®04©n D[ "Q Q' X~· ] 0< D© = O

angenommen.
**) Langere Sta.be kann man in ki.i.rzere Stucke zerlegen und jedem Stuck

einen besonderen Wert t beilegen. .A.uf diese 8 ~0®~ {0§®© ®0"Q 6~< 5 ~· ' [ 04j ~0©®­ 
grad der Rechnung beliebig steigern.
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K: p 

[7]

] = ®a und Sy die Projektionen 6~< , ©' X{0· 4~· ® ' [ § 60~ Richtungen
Von X und Y bedeuten .

.Beispiel. Es liege der in der Aufgabe 12 untersuchte Rechteck­
Rahmen vor, Fig. 133. f ~< =X~<~ N[ ~<<0~4~{ ] ~<6~ ~<] 00<+ © [ + ©aa 
der untere [ + ©aa 6~< linke Stander
[ + ©aa 6~< rechte [ + ©an ( + den
Y<=y~j ©0=· ~· ®a [ · 6 ®a 6~< , ©' X{00· 4~· 
<las richtige Vorzeichen zu geben, um­
§' Q<~ + ' · a von der Einspannungs­
®©~{{~ Pl ' [ ®4~Q~· 6a 6~· Stabzug und
deute dies durch Pfeile an; man er­
kennt dann, dafs die Projektion Sa: des
oberen Querriegels =p{0®©a die des
[ · ©~<~· bbb {a [ · 6 60~ Y<=y~j ©0=· ®a 
des linken Standers = s Ji, des rechten
Standers bbQn \ ' · ~<Q0{© 6' Q~< 

i
204n t oon 

I
I 

I
I

I
/d h 

204n t o&n 
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wbb ®v TaQ©a ©ar 
/ a 

Ist ' {®= ©a g t,. [ · 6 ©ag ©aa ®= entstehen negative Werte X und Y. 
Ihre Zusammensetzung zu K flihrt zu der in Fig. 134 dargestellten
Angriffsweise des Rahmens. Die durch Schraffierung kenntlich ge­
+ ' "Q©~ \ =+ ~· ©~· §{0"Q~ 0®© durch Berechnung eines Eckmomentes, bei­
spielsweise des Momentes MB = - Kr bestimmt.

Aufgabe 14, Untersuchung der Trager der in Fig. 135 skizzierten
eisernen Treppe.

Wir versehen 60~ Y=6~®©©<04~< + 0© 6~· Ordnungsziffern 1, 2, .. r,
(r + 1), .. [ · 6 X~©<' "Q©~· µ[ ·0"Q®© 60~ 8 ' · 4~ e< t r < [ · 6 µ] ' < 
unter der Voraussetzung gelenkartiger Endbefestigungen, Fig. 136.

I
I
I

=ng 
·-,- I

~--- l-'-----~ 
A »> A . '(.-------JS ------~ 

1' 

H 0® 
l
l

M J,.
" l' ®L 
y ~

204n t oX7n Fig. 136.

Eine lotrechte Last P ruft X~0 < t [ · 6 < ®"Q<004~ 8 06~<®©0· 6~ 
O [ · 6 E Q~<} =<a die nacb lotrechter Richtung und nach der Richtung
der Wangenachse in A und C bezw. B und C zerlegt werden. Die
Seitenkrlifte C sind entgegengesetzt gleich und auf statischem Wege
nicht bestimmbar; 0Q<~ ] ' 4~<~"Q©~ , ~0©~· j <' §© ] ~<6~ + 0© ) a X~µ~0"Q· ~©n 
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Fur A und 3 ~<Q00{© + ' · aus den Momentengleichungen (in Bezug
' [ § < [ · 6 < t rV 

Al-Pb=O; Bl-Pa=O,
die Werte

Pb
A= l '

] ~{"Q~ + 0© 6~· Auflagerdrticken eines einfachen Balkens tibereinstimmen,
<lessen Sttltzweite gleich der Horizontalprojektion l der Wange ist. In­
folgedessen sind auch 60~ 30~4[ · 4®+ =+ ~· ©~ §0©0< 6~· ansteigenden Trager
und fur den wagerechten / <004~< e< tr< 4{~0" Q 4<=§®n 3~6~[ ©~© 
' {®= > 60~ Belastung ftlr die Langeneinheit der Horizontalprojektion l, so

0®© 6' ® 4<0§®©~ \ =+ ~· © M = ~ - ql2, Fig. 137, und die Beansprucbung

der Wange:

® 
7 AAAk'l 

I

I
A 
A 

zCl l 
u© r------z------

l~a 

l!'ig. 137. Fig. 138.

] = T8 6' ® 8 06~<®©' · 6®+ =+ ~· © [ · 6 F den Inbalt des Querschnitts be­
deutet. Das zweite Glied ist unwesentlich und darf stets vernachlassigt
] ~<6~· n 

Auf den rten Podesttrager werden nun seitens der Wangen die
§={4~· 6~· x <0§©~ ' [ ®4~0©X©a Y04n 138. In lotrechter Richtung wirkt die
3~{' ®©[ · 4V a up (X,. - X .. s 1) tg a, wo 1a 6~· Einflu.fs der vorbin mit
A und 3 X~µ~0" Q· ~©~· x <00§©~ X~6~[ ©~©a §~<· ~< in wagerechter Richtung
die Belastung X,. s X..+ 1• Die beiden Lasten P1 [ · 6 Ya 0· Fig. 13 5

»» ; <a' 0· '© <© ] 00<6~· µn 3n ~<µ~[ 4~· V 1abba a° n D{{~ 60~®~ x <00§©~ {00<§~· 
in der Mitte 6~® Y=6~®©©<004~<® ' · 4<~0§~· 6 ' · 4~· =+ + ~· ] ~<6~· c ®0~ 
~<µ~[ 4~· §00< 6~· nach Fig. 138 auf ein Achsenkreuz u, v bezogenen
Querschnitt, im Abstand x von der Stutze (Fig. 135), die Biegungs-
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momente*)

eAr I M. - ~ [V. s (X,- ) asar ©4 0t] x,{ \nuk (X, s ) asar x.

Aufserdem verursacht die Belastung des Podestes noch ein Moment

Grofstwert
t \ aa 6~®®~· bei ' bbbuX 
2

\nn l XL 
. G >a 

ist, wenn
bedeutet.

1' bb X 
2

>a 60~ gleichmiifsige 3~{' ®©[ · 4 §©0< 60~ Einheit 6~< O0· 4~ X 
f 0~ \ =+ ~· ©~ \a a \ a · ~Q+ ~· ~X~· §' {{® ' · der Stelle

ihre Grofstwerte an, weshalb die Berechnung der Bean-

spruchung auf Grund von

I \ n u i [V, s (X,-X,+,l tg Ot] b s 
{ M,-4(X, s ) asar b

(II)

1o zna 

zu erfolgen hat. Sind J.. [ · 6 nTa 60~ Querschnittstragheitsmomente in
Bezug auf die Acbsen u und v, §~<· ~< ~aa [ · 6 e,,, die Abstande 6~< 0[§®~<­ 
sten Querschnittspunkte, so ®0· 6 e§0< 6~· bier vorausgesetzten Fall eines
symmetrischen Doppel-T-Profils) die Beanspruchungen o-1 und o-2 in den
in der Fig. 138 mit 1 und 2 bezeichneten Eckpunkten:

H 0"1=+¥ue,.+M.,e,,,=~(Mu+2 J,._M.,),Ta Ta Ta ~ Ta 
(III) =a&n \ ®nne[a l ] ar Ta Ta Ta . ~ Ta . 

Fur die Eckpunkte o und & ~<Q0{© + ' · 
6abbSM [ · 6 6abb &an 

Das \ =+ ~· © \ a 0®© ®©~©® %=®0©0} a Q0· 4~4~· ] 0<6 \ a %=®0©0} oder
negativ ausfallen, je nachdem X.. s ) nus 1 positiv oder negativ ist. Im
ersten Falle entstehen die groTsten Bea.nspruchungen an 6~· , ©~{{~· 
1 und 4, im zweiten Falle an den Stellen 2 und 3.

Die Berechnung der statisch · 0"Q© X~®©0+ + X' <~· 5 <0§®~· ) soll

*) Der Podesttrager mufs als an den Enden frei aufliegender Trager
berechnet werden. f 0~ v0· + ' [ ~<[ · 4 6~< v · 6~· 6' <§ ·0" Q© ' {® v 0· ®%' · · [ · 4 
betrachtet werden.
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(unter Absehung von Temperaturanderungen) mittels der Bedingungen:.>c. §4n K ox= EF oXdx+ EJ.. cX·dx+ EJ., aX dx=O,

deren Anzahl mit der Anzahl der X iibereinstimmt, erfolgen. X,. tritt nur
in M,., M., flir den Podesttrager (r - 1) und r und in N ftir die beide
'l'rager verbindende Wange auf. Es ist ftir den (r - t r ten Podest­
trager:

1\1 _ X ] s q,.-1x(b-x) • oM .. _ X .. - 2 [V,._1 s (X,._1 - X,.) tg a 2 , oX,. --k tga,

[a. \ n a . ,.- 2 (X,._1+X,.), oX,.- 2'

§{0< 6~· <. Y=6~®©©<04~<V 
\nu X T q,.x(b-x). cM,._ x_ (1 

.. - 2 [V,. s (.X,. )a&r ©4 a]+ 2 , oX,. us 2 tSa,

11_x . oM.,_ ~ 
v- 2 ex..+ Janst ra ax..-+ 2 '

fiir die Wange (r - t r u <V 

I bb ) a ®~" 'na " I 
oX = sec a, ..

& 
Weshalb die Gleichung OX,. = S lautet:

{ 
~.. l seco a*) fx2 dx

F - 2 .
4
-tga.[V,._t s q..ut (b-x) + (X,._1-X.-) tga] J,.

(I

s §» X,) ~: s 2J :• ©4 o: [V, s q, (b ~ x) 
AA S 

o 
dx fx2 dxs (X,. - )ns t r tg a] -y: s k la e' & X.-+1) -y: = 0,

S 

[ · 6 · ' " Q D[ ®§00Q<[ · 4 6~< Integration:
X,.l sec8 a b8 , 2- F - - [(T.--1 - 7,.) tg a+ (X,._1 - 2X,. s X,.+1) tg a]

48 J..

+_!!.!_ (X,._1 + 2.,Y,. + X,.+1) = 0,&GTa 

*) Fur die Wange istfdx = l sec rx.
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WO 

r: 5T,. = Vr +-fq,.b

oder, nach den Grofsen X geordnet,
Jan$p x' s 2X.. xp) aaJbb N,., 

WO 

I JV k 
X = 1---tg ex.,

J.. 

s JV k s J.,l o x = 1 -y;tg ex. 24 Fbssec ex.,

J., )N,. =J. tg ex. (T,._1 - T,..
u

Die Zahlen x' und x weichen von 1 so wenig ab, dafs man stets
genugend genau setzen darf:

X,. 1 s 2X,. s X.-+1 = N,.,
und man erhalt deshalb fur den in Fig. 135 dargestellten Fall einer
durch drei Geschosse reichenden Treppe, deren unterste Wange bei 0
ein wagerechtes Gleitlager erhalten moge e] ~®Q' {X ) abb 0 wird), die
funf Elastizitatsgleichungen:

k) au& ) abbaa 
) a& k) aus ) abbaa 
a&k) auFu) abbaa 
) a& k) a& ) abbI aa 
) a&k) a bbaa 

Die Auflosung ergibt:

: ) abb 7I a &au&GoI au kI au& I aa 
: ) abb u 4Nk s 8N3 - 6N& t-- 4N5 - 2N: a 

6X4 = 3N2 - 6N3 s 9N4 - 6N5 s 3N6,

: ) abb u 2N2 s 4N3 - 6N4 ©· 8N,5 - 4N6,: ) abb I aukau&oa &I a&7I an 
Druckt man die N durch die T aus, so findet man:

1 J.,X=6-y:tgcx.JI,., WO

9abb 5 T1 - 9 T2 s 7 '1.'3 - 5 T4 s a 1'5 - 1'6,

9a bb u 4 T1 s 12 T2 - 14 1~ s t S/a : 1'5 uu§u k / aa 
9abb 3 Tl - 91'2 s 151'3 - 15 T4 s 91'5 - 31'G,
9a bb u 2 Tl s : ma t S T3 s 14 1'4 - 12 1'5 s 4 7'6'
9abb T1 - 31'2 s 51\ - 7 '1'4 s 915 - 51~;,
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und erhalt nun fur a1 [ · 6 ' a e} ~<4{n Seite 127) nach leichter Zwischen­
rechnung <lie Pormel

ClK<u[ eMsurl [ 2 4 J,,. e,. .J,. 6

( e" .fv ) tg a 1 ]s9 nalF M moM a 
wobei das obere Vorzeichen CJ1 liefert, das
[ · ©~<~ "an 

Ist beispielsweise tg a= 0,6 und erhal­
ten die Podesttrliger das Normalprofil Nr. 23,
Fig. 139, mit

~a bbb 51 + + a ~abb § j 5 mm,
Tabb t zt " + 4, ,J,, = 3657 cm 4,

so entsteht

&u fj),?_ ulgu 

/ 12,6 
Fig. 139.

~aX K v .. s 0,05 Hr+ 0,04 II..+1 s 0,5 Q'rb],
4J.,

e.,b [V.. - 0,04 H,. - 0,05 Jf,.+1 s 0,5 q,.b].
4.J,,

Insbesondere eraibt sich fi1r die 3~' · ®%<[ " Q[ · 4 5 a 6~® Podest­
©<{04~<® t e' [ § 6~<~· 3~<~"{[ · 4 wir uns Q0~< X~®" Q<0· j ~· ] ={{~· r 
.=4~· 9abb 9a bbS [ · 6 &aaabb t 9aV 

e .. b [- , s V"] (IV) <11 = 4J.. V ' WO

e1r %»lbbt akS1auSaG: 1aupuSakGau SakS1au&uSat k1auSaS&aa 
e1 / r ».u le=>a t aG&o& t a&4®ut aS>auCSa: >au Sak >ara 

G 

Der erste dieser beiden Ausdrticke, namlich V', bangt nur von
!er Belastung der Wangen ab, der zweite von der Belastung der
i:-odeste.

. Liegt eine die Wangen entlang wandernde Last P = 1 (Fig. 140)
] 0®" Q~· 6~+ µ] ~0©~· und driiten Podeste im Abstande x von Trager 2,
s l-x .;r,~<µ~[ 4© ®0~ abb 1 l [ · 6 abb 1 -l-, wahrend alle tibrigen V 

:N"u11 werden. Es entsteht dann
l-x x

V' = - 0.36 / §u 0,28

{WtV {0{p er-Ere sl au, Die neu,ren :Methoden der Festigki:>itslehre. 1 O
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• 
"= 
'J,,

I

I
I
I
I
A 
I
I
A 

I
A 
A 
I

A 

{huuuuuuuu l ---------~
1 I

Fig. 140.

das ist eine Funktion ersten Grades } =· ' a 
woraus folgt, dafs die zur Wange 2-3 ge­
horige Einflufslinie §0< 1. ~0· ~ 5 ~<' 6~ 0®©a die

X~0 ' bbb 0 [ · 6 bb l 60~ Z<60· ' ©~· Sao: 
I
t 

• und s 0, 2 8 besitzt. Auf diese Weise gelangt
";.' man zu der in 204n t &S 6' <4~®©~{{©~· v 0· §{[ §®­ 

{0· 0~· §[ < 1lc ®0~ 0®© durch die Koeffizienten
6~< 5 <0§®~· in ·Gleichung (VI) bestirnrnt.
Q< 2{0"Q~· 0· Q' {© 0®© 
~ = z(1,20 - 0,36 s 0,28 - 0,20 u§ 0, 12

.p z bb t aSk {n 
Hiervon entfallt auf den positiven Teil der
v 0· §{[ §®§{0"Q~V 

l [ 1 20 2b att kSs &akS &u =a 
SnkG° SnkGo + ' + ,-

0,36 qSakG SnkGup 0,20
0122 0122

]-+- ' +- - ' = 1 27 l 
0,20 s 0,12 0,12 s 0,04 ' '

und auf den negativen 'l'eil e' X®={[ © 4~ 
nommen)

ij = 1,27 l - 1,02 I= 0,25 t.
Wir zerlegen nun die Belastung der Wange in

60~ ®©0· 604~ 3~{' ®©[ · 4 g flir die Einbeit der Lange l
und ,, bewegliehe ,, p , , ,, ,, ,, , , l, 

setzen p s g bb> [ · 6 belasten, um das grofste cr 1 zu erzielen, die
%=®0©0} ~· 3~0©<' 4®®©<~" j ~· + 0© >a 60~ negativen + 0© 4n 8 0< ~<Q' {©~· 6' · 

1 l bb>4Gbbet akm>u Sak74rn 
s 

, 0· 6 4l [ · 6 q' bezw. die standige [ · 6 X~] ~4{0" Q~ 3~{' ®©[ · 4 §©0< 
6~· Y=6~®©©<04~<a ®= ] 0<6 A1 ~0· 5 <: §®©] ~<© + 0© >a bb>sbb>abb& 
[ · 6 >' b>&b>Mbb4a [ · 6 µ] ' < ~<40X© ®0"Q 

,, 1 , ,1b o Xm&lb ozra 
also schliefslich:

' b Ka K[®auu=} s; ' ] r.p 
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Wird das Eigengewicht der Treppe fttr das qm Grundfliciche zu 200 kg
angenommen, die bewegliche Belastung zu 800,*) so ist, mit den in der
Fig. 135 angegebenen Abmessungen, fur die Wange:

, 1, 4 kg ( s 1, 4 ltgg = 200 · b 140 -- , q = 200 800) -- = 7 00 -- ,k + k + 
und fur den Podesttrager:

' - 200 ~ = 160 legz k + 
, ) 1,6 lt;g>bbkSS& GSSr a bbGSSaa 

Man erhalt dann
$T a a b

( 1, 2 7 q_ - 0, k7 4r { m e 7 q - 3 g )
8

= 4 7 8 1 leg

U 6 J,.n , wegen _~a 8abb 318,

4 7 81 · 280 = 1052 kg
9

• **)
&not G "+ 

Nach der gewohnlichen Berecbnung hi:itte man in der Mitte des
Y=6~®©©<04~<® 60~ 3~{' ®©[ · 4 1abb q l angenommen und 60~ x <' §©~ ) = 0
gesetzt. Dann ware entstanden

=a . K»s = dSTa &nTa 
[ · 6 Q0~<' [ ® Q{0©©~ ®0"Q 6abb 790 kg/cm 2 ergeben, d. i. ein [ + ~©] ' &z 
zu kleiner Wert.

§ 16 .

.Berechnung der Verscltiebungen von Y[ · j ©~· 4~<' 6~< , ©00X~ 
llnd dcr Drelmugswinkel von Tangenten an die Stabachse. 

. 1) Umformung 6~< 5 {~0"Q[ · 4~· eolmr [ · 6 eoGr 0+ B t kn ( + 
60~ 1~<®" Q0~X[ · 4 Sa ~0· ~® 0· der Krafteebene gelegenen Stabpunktes m 
' " Q ~0· ~< 0· die Krafteebene fallenden Richtung mm' zu berechnen,
bringe man im Punkte m eine 6[ <"Q + 4~Q~· 6~ O' ®© ,,Eins" an und--

r f 0~ / <~%%~ 60~· ~ µ[ < 3~§=<6~<[ · 4 ®"Q] ~<~< O' ®©~· n aa r 5 ' · µ ~X~· ®= ] ~<6~· 60~ i.ibrigen Podesttriiger untersucht. Wir fanden
[ < ®0~ ~©] ' ® 4~<0·4~<~ 3~' · ®%<[ " Q[ · 4~· n 

10*
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bestirnme die Q0~<6[ <" Q Q~<} =<4~<[ §~· ~· D[ §{' 4~<j <0§©~ Pa Biegungs­
momente M und Langskr!ifte N. Sodann erhalt man filr den Fall,
dafs die Gleichung (41) und (4 2) ' [ § , ~0©~ G 9 gtiltig sind:

J
NNdx JMMdx ;· - ;· \ u e7&r :ab T d®©aI 6' p A®' ©a; ' uuf a 

wobei
L bbb }0<©[ ~{{~ D<X~0© 6~< D[ §{' 4~<j <0§©~ Pa 
N bbO0· 4®j <' §©a p Q~<} =<4~<[ §~· 6[ <" Q 60~ wirkliche
M bb 30~4[ · 4®+ =+ ~· © K 3~{' ®©[ · 4a 

] 0Q<~· 6 ©a [ · 6 At 60~ ' [ § , ~0©~ 8 9 erklarte 3~6~[ ©[ · 4 Q' X~· n 
Die Gleichung ( 5 4) ergibt sicb aus der Gleichung (3 7) mit Beach­

tung der Gleicbung (4 6) und (4 7).
A®© 6~< , ©' X (oder die Stabverbindung) statisch unbestimmt, so

600<§~· X~0 6~< 3~<~" Q· [ · 4 6~< Pa \ [ · 6 N ' {{~ ®©' ©0®" Q · 0"Q© X~®©0+ + ­ 
baren Grofsen gleicb Null gesetzt werden, wobei es freisteht, in welcher
Weise der Stab in ~0· ~· ®©' ©0®"Q X~®©0+ + ©~· 9 ' [ %©©<004~< } ~<] ' · 6~{© wird.

Man darf auch schreiben (nach Gleichung 38):

f N cN J M oM f oN"= =r : abb <l 'n.s ' l« : n® s l· M&Mn 

f At oM oc p · n 6' o D" ~Ya "Ya . 
wobei Pm eine 0· + ' · 4<~0§~· 6~a 6[ <" Q + l 4~Q~· 6~ O' ®© bedeutet, welcber
·0©04~· §' {{® · ' " Q D[ ®§©©Q<[ · 4 6~< Differentiation der Wert Null beizu­
legen ist.

2) Drehung einer Tangente. Der 8 0· j ~{ aaa [ + welcben sich
die im Y[ · j ©~ + ' · die Stabachse gelegte Tangente bei der Form­
00· 6~<[ · 4 6~® Stabes dreht, ist gegeben durch die Gleichung·

f NNdx f MMdx f - f \ u e&' r®aab ] nT W l®©aI 6' up d®' ©a 6< f a 
wobei N = Langskraft,, )

M B. t f infolge der wirklichen Belastung,bbb ·t ~4[ · 4®+ =+ ~· 
I bb O0· 4®j <' §©a p §0< 0<4~· 6 ~0· ~· N[ ~<®" Q· 0©© 6~® 
M = Biegungsrnoment f Haupttragers,

falls auf letzteren ~0· 0+ Y[ · j ©~ + ' · 4<~0§~· 6~® {x<0§©~%' ' < ] 0<j ©a 
<lessen \ =+ ~· © z{abb 1 ist (vergl. Seite 85).

L bedeutet die virtuelle Arbeit der gleichzeitig rnit N [ · 6 \ ~·© 
stehen den A [ §{' 4~< j <0§©~n 

Man darf auch schreiben, entsprecbend 5 {~0" Q[ · 4 eoG ' r und mit Hin­
weis auf Gleicbung (55),
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IN aN f M aM f aN( 5 5 a) -r,,, = ]I) F . a Wl~ d :t s EJ . c Af{aaa dx s e: to o Wlm dx

f flt oM s e: It aim,,. dx, 

Wobei <las \ =+ ~· © z{a · ' " Q D[ ®§©0Q<[ · 4 6~< Differentiation gleich Null
zu setzen ist, wenn das 0+ Y[ · j ©~ + ' · 4~· =+ + ~· ~ x <0§©~%' ' < 0· Wirk-
lichkeit nicht vorhanden ist. ·

3) Handelt es sich um einen Korper, der aus einem Fachwerke und
aus einem oder mehreren auf Biegungsfestigkeit beanspruchten, geraden
, ©' X~· X~®©~Q©a ®= tritt auf der rechten Seite der Gleichung (54) und
(54a) noch der Wert hinzu:

®® ® ® a ®n' 7a 
EF 

auf der rechten Seite der Gleicbung (55) der Wert
, ® =, © , • uuus ;Ee;t--s,v 2 "Yn =Ya 

[ · 6 ' [ § 6~< <~" Q©~· , ~0©~ der Gleichung (55 a) der Wert
, ® " , " , :.:S- • ~-;Ee;t- 8. v 2 "{a l " ] a 

. S bedeutet die gleichzeitig mit N und M entstehende Spannkraft
~+ ~® 2l' " Q] ~<j ®©' X~®n 

. Bei Anwendung der Gleicbungen (55) und (55 a) diirfen die statiscb
l:Hcht bestimmbaren Grofsen X als Konstanten aufgefafst werden; es
G~· ©04©a 60~ Integrale und Summen tiber den statisch bestimmten Haupt­
04~< ' [ ®µ[ 6~Q· ~· n 

Aufgabe 1. Der in Fig. 141 dargestellte, ursprtinglicb wagerechte
©' X + 0© ~0· ~+ ~0· 4~®%' · · ©~· und einem P ¥& 
~l'eien Ende sei gleichmafsig und aufserdem huuu x---/ I
1111

Punkte A mit P belastet. GeSucht die ' t t t t t t n• {{0{{{{{{{{{{{{{{{{ lB800krechte Verschiebung = des Punktes A. I
: Und J seien konstant; Verscbiebungen ~

e:r Sttitzpunkte seien ausgeschlossen, bin- I
(gegen soll eine ungleichmafsige Erwarmung ~
' " Q 204n 7 7) berUcksichtigt werden. Fig. 141.

Es ergiht sich
l l H. n% 6u aq%s° 0 « » ; z 

---- U S 

fti:r *) D. ©bb©au ©aa ] =Q~0 t1 = Temporaturiinderung for 6~· [ · ©~<®©~· a ©a 6~®4{n 
den ouersten Punkt des Querschnittes.
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%' L \ bbY' a 2
" \ 
?JP bba 

lln§ · r = buu Px2+ dx-c:EJ 2 
S 

e. .r 6µ q i ' © · EJ 3 8 2h . .. 
dieser Gleichung findet man fur einen ungleicbmaisig

erwttrmten und gleichmafsig belasteten, bei
----==r.nmmf A frei aufliegenden, bei B wagerecht ein-

~B gespannten Balken (Fig. 1.42), dessen linke,
uuVV0000©0©+++ • l0l0l0l©0©+00§0©©©V• u• auuu ursprtlnglich in der Wagerechten durch B

I gelegene Stlitze sich [ + = 4~®~· j © bat,. dieI Beziehung:aelt r ¢ ~ o- - -c:Atv nT o G kQ 

Mit Hilfe

A 

Fig. 142.

und bieraus die Auflagerkraft

A = -3pl - 3"[ "V At l 2 ] •
8 l3 2h

~ { I { 0 A r--~---)J : {nVu · n)uuuu• 

; quuul· l WD -----+------ - X -- I{ q W< q 
: '-' Y A lW uh •uuu u 1- uuuua Q% , 0 l ' a 

A 0 
A A 

f--M---~---t--- D 
f 0 :i huuu uuuuu u 7 

K qMF 
I
I
A 
I

Aufgabe 2. Es soll die Senkung = des Punktes A des in Y04n t &o 
dargestellten , mit P be­
lasteten, festen Krahnes
herechnet werden.

Verschiebungender Stutz­
punkte uncl Temperatur­
anderungen seien aus­
geschlossen. Es seien

F und J= A· Q' {© [ · 6 
Tragheitsmoment des
Querschnittes von Stab
AC, 

2a [ · 6 J1 = A· Q' {© [ · 6 
/ <04Q~0©®+ =+ ~· © 6~® 
Querschnittes von Stab
CE, 

2abb Inhalt 6~® N[ ~< 
schnittes, s = Lange
von Stab B D, 

p
I
I

uuuuuuuuuuugH 
A 
I

A 
I
I
I

Fig. 143. 

E, E1, E2 bedeuten die entsprechenden Elastizitatsziffern.
Wir wenden Gleichung (54) an [ · 6 ®~©µ~· Obb Sa ©abb 0. At====.£.:
M und N entsprechen der Last P = 1, und es folgt N= P.N, 

M = PM, mithin:
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« § p (I) EF s EJ
A· Y04n t &o ®0· 6 die der Last P = t entsprechenden Momenten­

fla~en flir die 8tabe AC und CE dargestellt; sie sind bestimmt durch
Mu = 1 · {abb \ =+ ~· © fur Querschnitt JJ und
Mo = 1 · { bbb aa aa die Qnerschnitte zwischen D und E. 

Die Spann kraft 1-~ im Stabe B D ist

8= - 1 • l (folgt aus der Bedingung , < p Y{bbSra 
r 

Wobei r das Lot von C auf B D. 
Es fo1gt nun, ] ~· · d P3 D = a ist,

- ;· M2dJ· 1: 
fur / ~0{ {aV\ bb 1 • ..0VV1, E'J 3EJ, N= 0;

f .. 'l, . t On \ t .c2 l r M k d .i: lil2
[ < ~t 4l bbb n l i, ]i)J = 3E]'

2 ,J 

- - l f N-2 d J' t 2 lI ~bu, " =® a=+ r cos a, - EF = r2 cos2 a E~;

.. • - • .1:-·s f M2dJ· z2zs 
fur Te 1 l /3: M = 1 · 13 /, fl_}J = oaTal 

- - l f _N'Jclx l2 l N =- S sin a = s u sin a, ,,,F = ~ sin 2 a E' 3F ;< AF < .t t 
- ;· Mtclx l2l4

fur / ~0{ {aV \ bb t ·l, - -ET = Tr' J ,T= dt t 

- ;· N2
cl:c l& I bua %2 a2al 
- - l

fur 'l1eil DB=s:.M=O, N=-S=--, < 

J. N2dx __ l2 • _s_. 
v 2 <l va2a 

Addiertman die berechneten Integrale, soerbaltman nach Gleichung(I):
0 - p [ l

2
( 12 ,, + ls . z + s ) s n 14 C - cos" On . ®0· = uu uu <° v E v aa va2a v a2Ea l« {®s} solsT 

Aufgabe 3. ( + ] ~{"Q~ , ©<~" j ~ Z ®~· j © sich der Mittelpunkt S 
des Balkens AB des in Aufgabe 9 (§ 14) behandelten Krangeriistes?

. BezUglich aller Bezeichnungen wird auf § 14 verwiesen; die dort ge­
~04©~ 3~<~"Q· [ · 4 6~< ®©' ©0®"Q · 0"Q© bestimmbaren Auflagerkraft X mufs
e6~< <+ 0©©~{[ · 4 } =· 8 vorausgehen. l:Iierauf ] 0<h{ die Stabverbindung
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statisch bestimmt gemacht, beispielsweise durch das bei D (Fig. 144)
angeordnete wagerechte Gleitlager, und der so ~<Q' {©~· ~ 9 ' [ %©©<04~< 
im Punkte S mit der senkrechten Kraft ,, Eins" belastet. Es entstehen
bei D und C senkrechte Gegendrucke (boTra ] ~{" Q~ im Ve rein mit

der Last ,, Eins~ Momente M
[ · 6 O0· 4®j <00§©~ I erzeugen, und
es ergibt sich aus diesen - wenn
Verschiebungen der Stutzpunkte
und Temperaturttnderungen un­
berticksichtigt bleiben sollen -a » uK. aK EJ EF ' 
wobei M = Biegungsmoment und
N-=Langskraft flir die wirkliche,
in Fig. 103 dargestellte Belastung.

Fur die {0· j ~ 90{§©~ 6~® Stabes
D 30®© I bb Sa\ bb&' a\ bb\ a 
) Q [ · 6 

A A Oa -jl ~ l A » 
Fig. 144.

IJ

1
y

I

C

204n t &7n 

Fig. 146. Pa

204n t &mn 

l l » · 
JMMdx = ~{(M -Xlt) .!._dx 

EJ RJf' 0 2
S • 

I 
~ l e§' n »a knT T. ® G 

0 
\ a X~6~[ ©~© 60~ Ordinate 6~< §<00Q~< ~<j {0<©~· ~0· §' "Q~· \ =+ ~· ©~· ­ 

§{' "Q~ D O3 (Fig. 104 und Fig. 145), welche durch die Mittel-Senk­
rechte in 2 Teile zerlegt wird, deren Inbalte bb 2l [ · 6 bb2.a [ · 6 deren
Schwerpunkts-Abstande von den benachbarten Auflagersenkrechten = e'

o 
und bb~. ®0· 6n f ' · [ · 2l~lbb I Muxdx ist, so ergibt sich fur die

{0· j ~ 9 ' {§©~ 6~® Stabes AB: 0

{X uu 

JMMdx 1 (F' e' _ X
8
ltl
2
), n' kv T 

[ 
und fur den ganzen Stab:

JMMdx - 1 (1'' , s l. aa .LYhl
2
) §© % §©l N uu a 

EJ 2EJ 4

Fur den Stab AD ist: N=- 1 \ u Z N= - Ub' (vergl.2' - '
Seite 113 und Fig. 103) und
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j. NNdx R h
EF = 2T E F'1 1

und dem Stabe BC entspricht: N = -{ , M = O, N = - Rt' ,

JNNdx Ra h
F 3l E,F,'

Fur beide Stube erhalt man zusammen:

JNNdx _ R h (, ~ 7/)- Rh EP 2 E
1
F1 a - - 2,F,

wobei R = Summe aller auf den Balken AB wirkenden Lasten.
Nach Gleichung (I) ist nuns' (Ar» y() I ft e f' P > ·2,F, 2EJ 4
Die einfache Momentenfltiche fur zwei in Bezug auf die Mittel­

Senkrecbte gleich gelegene Lasten P ist ein Trapez mit der HUhe Pa
(Fig, 14 6), und fur dieses ist

F'e == Pa . l . l - pa . a . a = pa (3 l 2 - 4 a 2) = F" e".
2 4 2 3 24

Da nun diesen beiden Lasten die Werte entspreehen:
R 2P und

X=== Pab (nach Gleichung (IV) und (V)
hl (1+ 2 _J E h J )3 J, E, l + Fh2

auf Seite 115), so folgt die <lurch beide Lasten erzeugte Verschiebung ◊:
O == Ph ~· _1_ (Pa (3l2

- 4a2
) Pabl)

E,F, 2EJ 12 4p
2 .J B h J»='Ty J[E, 1 j±

Zu dieser Senkung liefern beide Lasten den gleichen Beitrag, so
dafs eine Last P nur eine halb so grofse Senkung hervorbringt, nimlich:

(II) ◊ = Ph + Pa (z2 _ ±_ a2 _ 1 (l - a)).
2 El F1 1 GEJ 3

Die einfache MomentenflU,che fur eine gleichmafsige Last
(= g fur die Langeneinheit) ist eine Parabelflache (Fig. 147) mit dem

I>
P:t'eile g · fiir diese ist

8 ' 

wobei

2 gl 2 l -· _nl3R' p" · 9- I -3 • 8 . -2 - 24 ' 
5 l 5 l e'===" == 8 2 - 16 '
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l 3 r l 

.F' e' + F" e" = 2 • g .°'==
24 16

g
192

und weiter erzeugt diese gleichmafsige Last:
q®

R=gl, X=--- (nach Gleichung (VI), Seite 115),12hl.
und die Durchbiegung

[III] ?> = glh +2,F,
glh +

2E,F,
Aufgabe 4 (Fig. 148). Ein urspriinglich wagerechter, bei B fest

eingespannter, bei A freier Stab ist gleich­
mifsig mit p fir die Lttngeneinheit belastet
und wird aufserdem im Punkte A durch
eine Einzellast P und ein Kriftepaar, dessen
Moment ==M, ist, beansprucht. Gesucht
ist der Neigungswinkel der in A an die
elastische Linie gelegten Tangente. Tempera­
turinderungen und Nachgeben des Wider­
lagers seien ausgeschlossen. Da N= 0 ist,
so folgt aus Gleichung (5 5 a):

1 [ 5 gl4 gl4 ]

2EJ 192 48p.
gl

4 
( ) 

384Ef 5 - µ .

P

Fig. 148. 

l

't =J_!\t[ .EJ
0

cM dr,OM,

worein zu setzen: pa
M=-Px---M 2 1

@Mat,I
1 

Es ergibt sich, bei konstantem EJ,
z 

l j(P +px
2 + ) 1 ( Pl 

2 + pl 3 + M z) .
"C' = E J X 2 M1 d X = E J 2 6 "1

0 

§ 1 7.

Aufgaben iiber krumme Stabe mit im Verhaltnis zu der
Quersclmittshi>he g-rofsen Kriimmungshalllmessern.

Ist ein einfach gekriimmter Stab symmetrisch in Bezug auf die
die Stabachse enthaltende Krafteebene, so diirfen, bei im Verhaltnis zur
Querschnittshohe grofsen Kriimmungshalbrnessern, die senkrecht zur
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Querschnittsebene wirkenden Spannungen mit Hilfe der fiir den geraden
Stab entwickelten Gleichung

%"4AJ F
berechnet. werden, und ebenso ist es zulissig, bei Bestimmung von
statisch nicht bestimmbaren Grilsen und von Verschiebungen O und
Drehungen die Gleichungen (49) his (53) und (54) bis (55 a) anzuwenden.
Fur alle im Brtlckenbau und im Hochbau vorkommenden Bogentriiger ist
diese Vereinfachung der im § 21 abgeleiteten genaueren Theorie statthaft.

Wird das Element der Schwerpunkts­
Achse des gekriimmten Stabes rnit ds be­
zeichnet, so ist in den genannten Glei­
chungen d durch ds z ersetzen.

In den nachstehenden Aufgaben wer­
den die zu untersuchenden Bogen auf recht­
winklige Koordinaten (, y) mit wage­
rechter .-Achse bezogen. Der Neigungs­
winkel der in irgend einem Punkte D
der Bogenachse an diese gelegten Tangente
gegen die Wagerechte wird mit g bezeichnet.
Bedeutet dann ftlr das Bogensttick AD links von D (Fig. 149):

V die Mittelkraft as siimtlichen senkrechten inufseren Kriften,
H, » » ,, wagerecbten ) m

V 

Fig. 149.

und wird V nach ob en und
H nach rec ht s positiv ge­
ziihlt, so mufs die den Quer­
schnitt bei D beanspruchende
Lingskraft't N der Gleichung
gentlgen
N+ V sin po-]H cos p=== 0,
die man erhilt, indem man
die Summe simtlicher auf
das Stuck AD parallel zu N 
wirkenden Krifte gleich Null
setzt, und aus der sich
(56)N==-VsingHcoso
ergibt.

Aufgabe 1. Ein kreis-

Z

Fig. 1b51.

I
I

I
I
I Ifirmiger Bogentriiger mit '--«---iR-­

Kimpfergelenken, aber ohne Scheitelgelenk, ist in Bezug auf die Mittel­
senkrechte symmetrisch und trUgt auf der linken und rechten HalftP-
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gleichmifsig itiber die Sehne AB verteilte Lasten z, und z2 fur die
Langeneinheit. Die Kampfer sind durch eine Stange verbunden. Bei
B ist ein festes, bei A ein wagerechtes (reibungsloses) Gleithiger an­
geordnet, Fig. 150. Gesucht ist die Spannkraft X in der Stange AB. 

Wir nehmen zunichst an, es sei z, == z2 ===z und finden mit den
aus der Fig. 151 ersichtlichen Bezeichnungen fur einen Querschnitt D, 
im Abstande a vom Scheitel, das Biegungsmoment

(1-X M==za(a)-z(a),X(fy)
(a?a) o .==z 9 - X (f- y), d. 1.

(I) °M==¢, (sin4, sing) Xr (cos 9cos 9,),
Die Mittelkraft der auf das Stabsturk AD wirkenden senkrechten

iufseren Krifte ist
V = zaz(a - .t:) = zx ===gr sin cp,

und es ergibt sich daher die Lingskraft N fur den Querschnitt D
mittels Gleichung (5 6):

(II) N==zrsingX cos cp.
Fassen wir jetzt X als Auflagerkraft auf und bezeichnen mit Aa

die Verlingerung der Sehnen-lilfte a, so ist die virtuelle Arbeit der
auf die linke Stabhalfte wirkenden Auflagerkrlifte, bei festliegend an­
genommenen Linien RR und AB:

L'==XAa,
und es ergeben sich fiir den Zustand X= 1 die Werte

M'== - r (cos p cos ,), N'== - cos po, L'== - !:la. 
Die fur den Fall einer gleichmafsigen Erwarrnung des Bogens

um t Grad gtiltige Gleichung

L' --f N'Nds +;· 1-l~Mds f r' .-- EF E.J + st ds,
welcher die Unbekannte X zu genligen hat, geht, wenn E', F und .J 
fir alle Dogenquerschnitte gleich grofs angenommen werden, Uber in

l ;'f0

(III) A a = -EF cos cp (- zr sinX cos ?) r do
u;t. 4jj/'(9s?cosq%)], (sin,sing)Xr(coscosp,) [rd

0
4"o

+ etf cos pods;
"
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die in derselben vorkommenden Integrale erstrecken sich nur fiber die
linke Halfte des Trligers. Die Verliingerung Aa der Halfte der Stange
AB, deren Querschnit,t == F, und deren Elastizitatsmodul = E sein
moge, ist XaA= F,
wobei angenommen wird, dafs sich nur der Bogen um t erwirmt,
wihrend die Anfangstemperatur der Stange ungeindert bleibt. *) Es
geht Gleichung (Ill) iiber in

.)Ca z1·2 !<po.
9

X r JCJ~o
2= - ~ sm ~ cp cos cp d cp - EF cos , cpd cpEF, EF

O 0

4. ;cp_o
~ (sin2 cp0 - ::,in2 cp) (cos <p - cos p,) dpo
2EJ

9o
Yr~ J ..,_ (cos cp - cos Cf)o)2 dcp + Eta. E.J

Nun ist: <f!o 

fsin2 <p cos pdp== ~ sin p,,
u

1::in2 'Po - sin2 <p) (cos p= cos 'Po) d<p j 'Po
~

+ 1 2 1 . 2

2
?o cos 4, cos cp0 - 2 sm <p0 cos %,

'Po!( 2 1 3 . + 2cos <p - cos p9,) dp==
2

cp0 - 2
cos cp11 sm cp0 cp0 cos cp0,

0

und es ergibt sich somit, wegen a = t· sin cp0 :

I + E J .µ zr 2 ~ ~ t sin 4,rX= 
wobei

' 2 · s +1 ·2 1 2 · 2 J · s d.==sin , 4,cos4,cos ',± cos' 4,sip,3 p,,g\ 4, un
,, 3 . 2 2 J ( . ) J . .==,-- ·cos,sinp,] '49%€0s"9%+ p,,2 {Po{ sin4,cos9,)-+-? ,, %5in g,.)· r 4?

) Bei gleichmifsiger Erwirmung von Stange und Bogen ist der unbelastete
Trager spannungslos. Es ist zu empfehlen, einen Unterschied der Temperaturen
von Bogen und Stange von t = + 10° bis + 15° Celsius in Rechnung zu stellen.

**) Die von _!_ abhU,ngigen Glieder der Ausdrucke µ' und " diirfen inyr?
<ler Regel vernachlassigt werden.
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Der Einflufs emer Temperaturanderung ist fur sich allein

X E J . = 2 s ~ t sm 'Po• r
und der Einflufs der Belastung:

r=",-r•Zu letzterem Werte liefern die auf beiden Bogenhilften ruhenden
Lasten za den gleichen Beitrag:r, wint auf die eine Half'te

2 fl.
(wie in Pig. 150) die Last z,a und auf die andere die Last .z2 a, so
entsteht demnach

1 µ'X==%r(2,+ a%),2 p,
Handelt es . sich um die Berechnung eines Dachbinders, <lessen

Eigengewicht = g, und <lessen gesamte Belastung ==q fir die Langen­
einheit der Sehne AB ist, so geniigt es, die Werte X, M und N sowie
die Spannungen4-"%4]1 J FMe, N

1 
vergl. Gleichung (41) und Fig. 77o,=,y

fir zwei Belastungsfalle zu berecbnen.
Man setze einmal

z,==g und z,==q
und hierauf

a,==2,==q,
(Bei betrichtlicher Pfeilhihe ist noch der Einflufs schriger Wind­

driticke mit Hilfe einer besonderen Untersuchung, die ihnlich durchzu­
ftthren ist, wie die vorstehende, festzustellen.)

Aufgabe 2. Ein in Bezug auf die Senkrechte durch die Mitte
symmetrischer Parabelbogen ist an den Enden fest eingespannt und im
Scheitel mit einem Gelenke versehen; es sollen die <lurch eine senk­
rechte Einzellast P und durch Temperaturinderung hervorgerufenen
Stitzendriticke K, und K, ermittelt werden, Fig. 15 2.

Die 3 Krafte K11 K2 und P miissen sich in einem Punkte C
schneiden. Liegt P links vom Scheitelgelenk S, so geht der Auflager­
drck K, durch S; er moge im Punkte S in die senkrechte Seiten­
kraft B und in die wagerechte Seitenkraft H (Horizontalschub) zerlegt
werden. Sind B und H gefunden, so ist das aus , K, und IK, be­
stehende Kriftedreieck bestimmt und die gestellte Aufgabe gelost.

B und H sind statisch nicht bestimmbare Grifsen; sie sollen unter
der Voraussetzung berechnet werden, dafs die Stiitzen starr sind und
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der Bogen gleichmitfsig erwU,rmt wird; dann gilt die Gleichung

j'Mds oM f Nds oN ( cN
(I) O = - EJ . c X + EF . o X st ds c X '

m welche erst X== JJ, dann X= H zu setzen ist.
1st der Scbeitel der Ursprung eines rechtwinkligen Koordinaten-

systems, so ergibt sich fitir den +-----g------->'----al------>{
bei a gelegenen Bogenquer­
schnitt das Biegungsmoment:

M=Hy\Br-M,, ,
wobei ( M,) das Biegungs ,['[4'ik<tU
moment fur den Fall: H= 0
und lJ = 0 bedeutet. Fir
alle Querschnitte rechts von P
ist M, == 0, und fir die links
von P gelegenen Querschnitte
ist M, gleich der Ordinate
einer Geraden C1 A2 , deren
Endordinate A,A,== Pa ist,
wihrend die Spitze cl senk­
recht unter der Last P liegt.

Die Lingskraft N ist for
einen Querschnitt rechts von C Fig. 152·

(wenn p den Neigungswinkel der in x, ?J an die Bogenachse gelegten
Tangente gegen die a-Achse bezeichnet)

N= B sin po H cos ©
und fur einen Querscbnitt links von C 

N = (BP) sin po H cos pQ;
cN · cNbeide Male ist OB ===sin po und OH = - cos cp. Da nun weiter

oM cM. (?JB =x und oH =fJ 1st, so folgen aus Gleichung I) mit X== B
und X = H die beiden Bedingungen:-f[{#+f»

f" f%-·f­
sie sollen mit Vernachliissigung der von N abhangigen, das Endergebnis
nur wenig beeinflussenden Integrale aufgelost werden; aufserdem soll
ds da dJ ,
J 

- gesetzt un cos cp == Konst. == J angenommen werden.
J cos cp

I
I
I

I I
I I

----- -~-------~------~ 
I I

I

I--(4-@)-­
,---(-9)-­
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Es geben dann, wegen f dy = 0 undf dx - l, obige Gleichungen

ttber in: f 0== (Hy-\ Ba M,)wda,
0 =((Hy+ Bx -M0) ydx- c-EJ'tl.

Da die y-Achse eine Symmetrieachse ist, so folgt[uada== 0 und

j x
0

d x = O, und es ergibt sich aus der ersten Gloichung

[M,ads
(II) B = - -

fx2dx

f M0 ydx + c-EJ'tl
(III) H- -- --- ['»

und aus der zweiten

f M0 xdx bedeutet das statische Moment des Dreiecks 01 A1 A2 in

Bezug auf die y-Achse; es ist also

(
a ( Z a, )" 

2
( 3l- 2 a)M, ad==Pa

0 2 2 3 12
., .

und

J
+_¼l J~! zs

x2dx = 2 x2dx = 12, mitbin folgt

l o
Pa2 (3l- 2a)

(IV) B == {s ·
Diese Gleicbung gilt bei beliebiger Form des symmetrischen

Bogens; sie liefert den senkrecbten Widerstand des rechtsseitigen Auf­
lagers. Zerlegt man K, in A (senkrecht) und H (wagerecbt), so folgt

(V) A==P B = Pb2 (3Z- 2_!i ·*)
7®

Aus Gleichung (Ill)
Horizontalschub

ergibt sicb der durch die Belastung erzeugte

H= .fM,ydx

[s'a»
) Die fur die senkrechten Auflagordriicke A uncl B abgeleiteten Ausdriicke

stimmen mit denen eines wagerechten, an beiden Enden eingespannten, durch cine
senkrechte Last P beanspruchten Balkens iiberoin und bleiben auch bei fehlendem
Scheitelgelenke S giiltig, wie der Verfasser in der Abhandlung: ,,Elastizititstheorie
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fa
Fiir den Parabelbogen ist y== 4 l2 , wobei f == Pfeilhbihe, und

es folgt

j-+:~l j}(l 4f'c2)2yd==2 ',3 de==
3 o

J 4fj' M,yd.r==; M,ads,
f M, .ad bedeutet das Tragheitsmoment

/'2l
5 ' 

des Dreiecks C,A,A, in
Pa2

Bezug auf die y-Achse. Der Inbalt dieses Dreiecks ist ~ =- , der
2

l
Abstand seiner senkrechten Schwerlinie 88 von der y-Achse: e =-

2a a
3

und sein Tragheitsmoment in Bezug auf ss: == Pa 36; es folgt

(
_l _ a)2

2 3 
Pa Pa?[M,ads==3-4-8v== 5, ' 3

Pa2 (3l2 - 4al + 2a2)

24
und man gelangt zu der Gleichung

(V 9l'¢f gral4 2a)
6 fl8 ' 

welcbe nur anwendbar ist, sobald P links vom Scbeitelgelenk liegt.
Befindet sich P rechts von S, so ist

H= 5Pb
2

(3l2 - 4bl + 2b2).
6 fl8 

Bewegt sich P von S aus nach dem linken Auflager hin, so be­
schreibt der Schnittpunkt C der 3 Krifte P, K,, K, eine Linie SS',
welche die K Ii mp fer d ruck 1 in i e genannt wird; ihre Ordinate n, be-

zogen auf eine in der Entfernung " rvom Scheitel gelegene wagerechte
5

Gerade, ergibt sich aus der Gleichung

! f' - 'YJ = (~- a) g, wobi tg p = ! ist.

Man findet

(VII)
1 

'YJ= /'-----
5

1
_ 2a (2t - a)

3 z 2

3

der '.l'onnengowolbe'', Zeitschrift fiir Bauwosen 1881, nachgowiesen hat. Besonders
wichtig ist, clafs dio Form dos (symmetrischen) Bogens gleichgiiltig ist.

Mu 11 er-Br es la u, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 11
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und kann nun Gleichung (VI) um fo rmen in

(VIII ) H== 3Pa2

2
Zur Berechnung der n-Linie diene die folgende Tabelle:

a ij a n
0 0,600 0,6 0,909
0,1 0,642 0,7 0,976
0,2 0,687 0,8 1,047
0,3 0,736 0,9 1,121
0,4 0, 789 1,0 1,200
0,5 0,847

2
. f 

2 ·f 
Um mit Hilfe der Kimpferdrucklinie die Lagen der einer gegebenen

Einzellast P entsprechenden Kampferdrticke K1 und K2 schnell feststellen
zu kinnen, beachte man folgendes:

Verbindet man die Punkte F, und F2 , in denen die A uflager­
senkrechten von den Kimpferdriicken geschnitten werden, durch die
,,8chlufslinie° F, F,, zerlegt K% nach senkrechter Richtung und nach
der Richtung der Schlufslinie in Il und H', so findet man, indem man
die Summe der Momente aller Krifte, in Bezug auf F,, gleich Null setzt:

, . , PaB'l Pa = 0 und hieraus B = l ·

Verlegt man die Kraft H' von F, nach dem Punkte 0, in welchem
die Schlufslinie von der Senkrechten durch S geschnitten wird, und
zerlegt sie dort in H und in eine senkrechte Seitenkraft, so erhilt man
das Biegungsmoment in Bezug auf S:

, l M== B Hr== 0 und hieraus2
B'1 Paan an=s»

Die Gerade OD schneidet nun auf der Last-Senkrechten die Ordinate
au==rp ==}q±l

ab, und es ergibt sich somit folgende einfaehe Konstruktion der Lagen
von K, und K%.

Man bringt P mit der Kimpferdrucklinie in CU zum Schnitt, zieht
die Gerade CSF,, setzt die Strecke u ab, zieht die Gerade DO und
von F, durch O die Gerade F,F,; man erhilt in ,C und F,C die
Richtungen von K1 und IK,. Indem man diese Konstruktion fi.ir verschie-



163

dene Lagen der Last P wiederholt, kann man die von den Kampfer­
drticken J[1 umhiillte Linie (Kampferdruck-Umhiillungslinie) zeichnen,
deren hohe Bedeutung fur die Theorie der gefahrlichsten Belastung
bekannt ist.

In gleicher Weise wird verfahren, wenn sich P von S aus nach
F, hin bewegt.

Der durch eine Iemperaturerhihung um t hervorgerufene, <lurch das
Scheitelgelenk S gehende Horizontalschub Rt ist nach Gleichung (III):

e.EJ'tlH,== [,ea.y X 

woraus, mit f y2dx ==}fl, erhalten wird:
5 eEJ' tH,== r

Aufgabe 3. Es wird der Einflufs von Verschiebungen der Wider­
lager auf die Stiitzenwiderstande B und JI des in Aufgabe 2 behandelten
Bogentriigers gesucht. Fig. 153.

Mit J' == EJ cos pQ == Konst. und Vernachlassigung von N be­
stehen die Gleichungen:("lf u p '[L = EJ ds oB = EJ' Md.x oB und L = EJ' Mdx oH'

wobei J_,' und L" die virtuellen Arbeiten der den Zustinden X' == 1
bezw. X" = 1 entsprechenden Auflagerkrafte bedeuten, wihrend (da
die J3elastung jetzt = 0 vorausgesetzt ist)

oM OMM==Hy-} B8, ,p =a und ,,r ==y
wird. Man erhiilt

EJ'L' == f (Hy+ Bx) xdx, 
und, wegen fyadr== 0,

EJ'L' 12EJ'L' 
B-- - - f x2dx 

EJ'L"== f (Hy+ Bx) ydx 

zs 
und

wJ'I"H== f y2dx f2l 
Es senke sich nun (bei

relativ fest gelegenem Stutz-
Mpunkte A) der Stiitzpunkt B

um & , wahrend l in l + Al 
iibergehe, und sich die Auf­
lagertangenten im Sinne der daselbst wirksamen Einspannungsmomente
M1 und M, um die Winkel "C'1 und , drehen. Beachtet man dann,
dafs die iufseren Krifte nur im Gleichgewichte sein kinnen, wenn bei A 

11

5J'I" I
I
/.f' 
I
I

-------- v _

M 
JI 

Fig. 153.
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Auflagerdrticke wirken, die den in B angreifenden gleich und entgegen­
gesetzt sind, so findet man die virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte

9==M,,{-Ma% HAlBS,
und in diesen Ausdruck sind die aus den Gleicbgewichtsbedingungen

l l M, Hf-B,=0 und M,-Hf+B, ==0
folgenden Werte

l t M,==Hf\ B, mnd M,==HfW,
einzuftihren, so dafs entsteht:

==]'6-»-[+mire+)- l
Hieraus folgt fur den Zustand B= 1 der Wert: L'== ~ ('t'1 -'t'2)-b

und ,, ,, ,, II= 1 ,, ,, L"=f('t'1 + 't'2) - Al,
und es ergibt sich mithin:

!'(%, s 2©)z2 1 2 z , 

5EJ' ( AZ)H== 7 +%}
Aufgabe 4. Ein krummer

Stab ASB ohne Zwischen­
gelenke sei beliebig belastet
und ungleichmifsig erwirmt.

>1 Gesucht ist die Anderung 4/
der Sehne AB, Fig. 154. Die
Temperaturinderung folge
innerhalb eines Querschnittes
dem in Fig. 7 7 dargestellten
Gesetze.

Fig. 154. 

Es ergibt sich nach Gleichung (54):

J MMds J NNds J - ;· At -Al _EJ + EF + ct0Nds + eh Mds,

wobei M und N bezw. das Moment und die Lingskraft bedeuten, welcbe
fiir irgend einen Querschnitt des Bogens durch zwei in A und B an­
greifende, in die Gerade AB fallende, nach aufsen gerichtete Krifte
,, Eins" hervorgebracht werden.

Nun ist M== 1 ·y und N= 1 · cos p9, unter po den Neigungswinkel
der an die Bogenachse gelegten Tangente gegen die Sebne AB ver­
standen, und es ergibt sich deshalb
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o» -["g j{# +fr+fsl
Beispiels weise verlingert sich die Sehne AB eines symmetrischen,

durch zwei der Scheiteltangente :J--_rditoftoPPetastet d (} \s'6
gleichmfsig um t erwirmten R4/....-C%
Bogens, Pig. 155 (wegen M.. ...----------------l----
= Py und N== P cos m) umT Fig. 1b55.

- 7 l»rf-ff"
Setzt man J cos cp = J' unci F sec cp == F' und fiihrt an Stelle der ver­
inderlichen Werte .J' und F' konstante Mittelwerte ein, was in allen
Fallen der Anwendung zulissig ist, so folgt bei parabolischer Achse (mit,-8fr0=0),l ·

Al=
1

16Pf
2! P J EJ'i'i: x2 (l - x)2 dx + EF' dx{stl, d. i.

U 0

8Pf2l Pl 
(58b) Al= ---,-+ ,+stl.15EJ EF

Aufgabe 5. Gesucht ist die Anderung Al der Sehne l eines beliebig
belasteten und ungleichmifsig erwiirmten Bogens ABB mit Zwischen­
gelenken, Fig. 15 6.

Der Winkel , welchen die zu beiden Seiten eines Gelenkes G an
die Bogenachse gelegten Tan­
genten miteinander bilden, an­
dert sich im allgemeinen um
einen endlichen Wert A ';s, und
hierdurch vergrofsert sich l um
Al=== fA, wobei f das Lot
von G auf l bedeutet. Wi:tren -------
alle A== 0, so wtirde sich der Fig. 156.

Bogen beztiglich der Anderung Al genau so verbalten wie ein solcber
ohne Zwischengelenke, und es wlirde die Gleichung (5 7) gliltig sein.
Fugt man nun zu dem Ergebnisse dieser Gleichung den von den An­
derungen simtlicher Winkel herrthrenden Wert Al= "2-fA';s, so
erhiilt man ftlr einen Bogen mit beliebig vielen Zwischengelenken:

on s[g If";=[+fe»>a
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Aufgabe 6. Ein dunner Ring werde nach Fig. 15 7 mit zwei ent­
gegengesetzt gleichen Kriften P belastet. Wie grofs ist die Beanspruchung
des Ringes und die gegenseitige Verriickung cl der beiden Angriffs­
punkte A. Vorausgesetzt sei, dafs der Ring in Bezug auf die Achsen
A A und BB symmetrisch ist.

Jeder der beiden Querschnitte B wird durch eine Liingskraft ½ P
und ein auf statischem Wege nicht bestimmbares Moment X beansprucht,
Fig. 158; an irgend einer Stelle C entsteht

(I) M =x Py und N= .! P cos cp.
2 2 

C,
; {e,

S---- _ _._ __ ( ---- ----S'
Ie,, p

__ P_-+-,-----~-------..------ 

I------- L _
I

B
I
I

Fig. 157. Fig. 158.

Bei Berechnung von X darf die Formanderungsarbeit der Krifte N
vernachlissigt werden. Dann ergibt sich

o A J M o M 1 JC 1 )ox BJ".a3Pu ds==O
und hieraus

A 

1 .[Jl»
X==P

2 f ds
13 

Ist SS die den Kriften P parallele Schwerachse des Bogens BA
und e ihr Abstand von B, so wird sehr einfach

1X== Pe
2

und an der Stelle C
1M==P (Pig. 157).
2
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Das gro.fste Moment (absolut genommen) entsteht bei A, nimlich
1M= 5/P4,

Bei Berechnung der Strecke D, um welche der Durchmesser AA 
zunimmt, darf ebenfalls der Einflu.fs der Krafte N vernachlassigt werden.
Es wird dann

A A ·=% 'f'-{[-EEis
wo T das Tragheitsmoment des Bogens BA in Bezug auf die Achse SS
bedeutet.

Im allgemeinen findet man die Lage der SS und das Tragheitsmoment
T am schnellsten zeichnerisch mit Hilfe von Seilpolygonen. Ist dagegen
der Ring kreisfrmig, Pig. 159,

so ergibt sich e = r (1- ! ),
2r 

e,= ,r
B und A sind

.="(rt')­
Die Momente bei

Pr{0,182 Pr; M,===
T

=-0,318 Pr,
und das Tragheitsmoment T
wird wegen

Fig. 159.

n ~ = r (cos cp - ! )
2

1'= r•f(cos'? -- ! )'aa, = r• (: - ! )-
u

Fur die Verriickung D ergibt sich daber der Wert.:

%.""(" ')"re's)EJ 4 4EJ '
Pr

wo Mmax = MA == (absolut genommen). Ist die Starke des RingesT
==h und liegt der Scbwerpunkt des Querschnitts in der Mitte von h,
so ist die gro.fste Beanspruchung

M..G===
2J '

und man erhilt die folgende Beziehung zwischen cr und 8:
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a=2 al
r2 rc2 - 8 = 1,07 E r2

dieselbe ist wichtig ftir die Beurteilung ringformiger Biegungsfedern.
Aufgabe 7. Eine Blattfeder AB A sei nach Fig. 1 GO zwischen

zwei Backen eingespannt, die bei ) gelenkartig miteinander befestigt
p p P

A 

a
O

JI- -- --o:
X 

a

"f
I

\ f_____ x __I --~---

Fig. 160. Fig. 161.

sind und deren Forminderungen, verglichen mit denen der Feder, als
vernachlissigbar klein angeseben werden dtirfen. Die Backen werden
durch Kriftepaare (Pa) gegeneinander um den Winkel gedreht. Wie
grofs ist die Beanspruchung der Feder? BG sei Symmetrieachse.

Bedeutet X die Llingskraft und MB das Biegungsmoment fur den
Querscbnitt B (Fig. 161 ), so mufs, dam it Gleichgewicht bestehe,

M, ] Pa== Xb
sein, und hieraus folgt

M,==Xb Pa.
An der Stelle C ist

M= M13+ X(y-b) = Xy-Pa.
Zur Berechnung von X dient (unter Vernachlissigung der Form­

anderungsarbeit infolge der Krafte N) die Bedingung

oA J M oM 1 J 1x= EJoXds= EJ (Xy-Pa)yds=O,

und hieraus ergibt sich

x==P"T,
WO 

Tr= fyds das Tragheitsmoment l
des Bogens BA, Sr = f yds das statische Moment
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bezogen auf die <lurch den Gelenkmittelpunkt G und senkrecht zur
Symmetrieachse BG gelegte Achse I bedeutet.

Bezieht man nun den Bogen BA auf eine neue Achse II, welche
parallel zu I ist und von I den Abstand

T,
z=-S,

hat, so erbalt man an der Stelle C das Moment
y% PanM==Xy Pa==Pa =z z

und findet, absolut genommen,

M,%.= Pa
z 

• ~ma.r•

Der Winkel , um den sicb die beiden Backen gegeneinander drehen,
ist (wenn Pa= We gesetzt wird)

,I A 

oA /'M oM 2Pa f 2 . 2PaTIIam,a'an"-a,V® Fa
B B

wo 1~r das Trl:Lgheitsmoment des Bogens BA in Bezug auf die Achse II
bedeutet. Bezeichnet man nun mit

s die Liinge des Bogens BA,
z' den Abstand der Achse II von der Schweracbse O,
T, das Tr!:igheitsmoment des Bogens BA, bezogen auf die Achse O,

so erhilt man
T,== T0 + s (z - z') 2

Trr= T0 + sz'2
Trr- 1~ = 2s zz' - sz2•

Nun ist aber T1 = zS1, ferner S,== s (z - z'), weshalb
T,,==szz

und
't' = 2 Pasz' = 2 Mma.vsz'

2EJ wE.J
Ist die Starke der Feder (deren Querschnitt ein Rechteck sein

moge) gleich h, so ist die gro.fste an der Stelle A auftretende Be­
anspruchung:

M,h
cr= --

2J '
und die gesuchte Beziehung zwischen c und 't' lautet:

a == '- «»4 sz'



170 

Die Ermittlung von z' und 'Ylmax geschieht im allgemeinen am
zweckmafsigsten durch Zeichnung mit Hilfe zweier Seilpolygone. Man
zerlege den Bogen BA in gleiche lange Teilchen, betrachte dieselben

als Krifte, die parallel
zur Achse / wirken und
verbinde sie durch ein
Seilpolygon S,(Pig.1 62).
Der Schnittpunkt der
iufsersten Polygonseiten
bestimmt die Achse 0.
Nun werden die von den
Seileckseiten auf der
Achse I abgeschnittenen
Strecken als Krifte auf­
gefafst, die in den Mittel­
punkten der Bogenteil­
chen angreifen; dann
wird ein zweites Seileck
S% gezeichnet und dessen
letzte Seite mit der er­
sten Seite zum Scbnitt

2

ig. 162. gebracht. Der Scbnitt-
punkt bestimmt die Achse II, denn es ist mit den aus der Figur
ersichtlichen Beziehungen -

S,== u4pr T,==Gp;Pe
Mo Pa T,g==o Lg === ""==•h, S,

Damit sind aber die Strecken z und '¥1max bestimmt.
In einfacheren Fallen wird man der Ber e ch nun g von z' und 'lJ.,,a.r

den V orzug geben.

Mit Hilfe der vorstehenden Unter­
suchung ist man z. B. imstande, anzugeben,
welche Beansprucbung die in Fig. 163
dargestellte Feder im Scheitel eines Drei­
gelenkbogens infolge der gegenseitigen
Drehung der beiden Bogenhilften erfihrt.

Vergl. Aufgabe 2 auf Seite 61; der Drehungswinkel wurde dort mit O
bezeichnet und mit Hilfe einer Einflufslinie ermittelt.

Fig. 163.
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§ 17.

Die Biegungslinic. 
I'rigt man die nach unten positiv gezihlten, senkrechten Ver­

schiebungen O der Punkte der in einer lotrechten Ebene gedachten Acbse
ASB eines einfach gekriimmten Stabes von einer Geraden A'B' aus
als Ordinaten auf, so erhiilt <
man die Biegungslinie S 

A"S"B"; die zwischen ihr
und der Geraclen A'B' ge­
legene Fliche heifse die
BiegungsfHtch e. Fig. 164.

1) Bestimmung der
Biegungslinie fiir ein Stab­
stiick .A.Bohne Zwiscben­
gelenke. Die Stabacbse
moge auf ein rechtwinkliges
Koordinatensystem mit nacb
oben positiver, senkrechter
y-Acbse bezogen werden;
p bedeute den Neigungswinkel der im Punkte y an die Stabachse
gelegten 'l'angente gegen die x-Achse. Fig. 164.

Die Anderung A y von y ergibt sich durch Differentiieren der
Gleichung

dy=== ds sin cp,
wobei das Differentialzeicben durch das Zeichen A zu ersetzen ist. Man
erhalt

A 

B 

p
-~--- -• -- -• -------------------- II

s"
Fig. 164.

Ady= Ads sin po] ds cos cpAcp
Ads= ds dy + Acpdx,

und es folgt, da o== - Ay, also
do==dAy== Ady)

ist:
do Adsa, =A9+,,s9

woraus (<lurch Differentiieren nach x) die Differentialgleichung der
Biegungslinie

(60)
(

Ads )a®s aae "4, 8?a. a.'+ a»
) Nach einem bekannten Satze der Variationsrechnung diirfen die Zeichen

d und A vertauscht werden.
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gefunden wird. Mit der Bezeicbnung

s, ·(«-)
(6) s== 7,'7 @»

wird 

und hieraus folgt,
dafs die Biegungslinie A" S" B" als ein Seilpolygon aufgefa{st werden
darfJ welches mit dem I-Iorizontalzuge (Polabstande) 1 zu einer
Belastungslinie, deren Ordinate== z ist, gezeichnet wird.)
Die Belastungsrichtung z ist nacb un ten (also im Sinne der po­

sitiven &) positiv.
Weiter ergibt sich aus der graphischen Statik, dafs die Flache

zwiscben der Biegungslinie A"S" B" und der Geraden A" B" angesehen
werden darf

als die Momentenfliche eines einfachen, d. h. an den Eden frei auf­
liegenden Balkens A,B,, dessen Belastungslinie die Ordinate z hat.
Sind die senkrechten Verschiebungen 0, und O, der Endpunkte A

und B des betrachteten Bogenstiickes gleich Null, so stimmt die Biegungs­
linie mit der Momentenkurve des einfachen Balkens 4,B, tiberein.

Handelt es sich nun (ebenso wie im § 16) um Stiibe, deren
Krtimmungsradien im Vergleiche zur Stabdicke sehr grofs sind, und auf
deren Spannungen und Formiinderungen die im $ 13 entwickelten Grund­
gleicbungen angewendet werden diirfen, so ist in Gleichung (61) ein­
zuftthren:

Ads Na,+6% (ach Gleichung (43), Seite 90)
und, da die Anderung Adp des von zwei unendlich nahen Tangenten
eingescblossenen Winkels dpo mit dem im § 13 mit d bezeichneten
Winkel iibereinstimmt, um welchen sich ein Stabquerschnitt gegen
seinen Nachbarquerschnitt dreht,

( M At)Ado== EJ + e h - ds (nach Gleichung (44), Seite 90)

also
±wo(} ±uyas .a '°, ®cg.

Es ergibt sich mithin:

) Die Differentialgleiohung einer Seillinie mit dem IIorizontalzuge H und
der Belastungsordinate z ist, bezogen auf reohtwinklige Koordinaten (y x):

d? y+H--=zda?
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(6 2)

und es liifst sich jetzt die Hiegungslinie A'' S11B" fur jeden Belastungs­
zustand ermitteln. Bedingung ist nur, dafs zwischen den Endpunkten
A und B des betrachteten Stabsttlckes kein Gelenk liegt, da der Winkel,
welchen die zu beiden Seiten eines Gelenkes an die Bogenachse gelegten
Tangenten miteinander bilden, sich im allgemeinen um einen endlichen
Wert indern wird.

Hervorzuheben ist noch, dals zur Bestimmung der Verschiebungen b
aufser der Linie A"S" B" die Werte o filr 2 Punkte der Stabachse
ASB gegeben sein miissen, damit die Lage der Geraden 4'B festge­
legt werden kann.

2) Einfiihrung von Einzellasten an Stelle der z-Linie. Die
Stabachse sei <lurch Punkte, welche Knotenpunkte heifsen sollen, in Stucke
zerlegt, deren wagerechte Projektionen 4, /g, hg ·.. h, ...., sind.
Zwischen zwei Knotenpunkten werde der Querschnitt des Bogens konstant
angenommen und sowohl die Momentenkurve als auch die Bogenachse
durch eine gerade Linie ersetzt. Es bezeichne (Fig. 165):

M, das Biegungsmoment fur den mten Knotenpunkt,
J.,. das Tragheitsmoment } fur den Querschnitt des Bogenstuckes
F, den Inhalt (m- 1)m,
s,, die Lange der die •-·-··········-············ l.. . . ·+

Punkte (m-1) und m 

9»
verbindenden Sehne,
den Neigungswinkel
dieser Sehne gegen
die Wagerechte,

o.,. die Senkung des Kno­
tenpunktes m (auch
Durchbiegung
be i m genannt),

y.,. die Ordinate von m,
den Mittelwert derN,
Lingskraft ftr das
Bogenstiick (m-1)m,

J, ein beliebiges, kon­
stantes Querschnitts­
'I'riigheitsmoment,

, eine beliebige, kon­
stante Fe]dweite,

Fig. 16b5.

und es sei gesetzt J, cos 9,, ==J',,.
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Der von den Biegungsmomenten abhangige Teil der Belastungs­
linie, um <lessen Einflufs auf die Durchbiegungen es sich zunichst handeln
mige, besteht aus geraden Linien, und es ist somit die Belastungsfliiche
fur irgend eine Strecke Am ein Trapez, <lessen Inhalt mit Tm bezeichnet
werden soll. Dieses Trapez ist bestimmt <lurch die Ordinaten

, - M,,, - i d ,, M,,.n .J', """ '1J = E J'.,.
Wird nun das der Biegungslinie einbeschriebene Polygon, <lessen

Ecken senkrecht unter den Knotenpunkten liegen, gesucht, so darf (nach
einem hier als bekannt vorausgesetzten Satze aus der Theorie der Bie­
gungsmomente, als welche ja die Durchbiegungen O aufgefafst werden
dlirfen) die Belastungsfllicbe <lurch eine Schar von Einzellasten ersetzt
werden, welche in die Senkrechten <lurch die Knotenpunkte fallen. Die
<lurch m gebende Einzellast ist hierbeiT.. , T.,5'..,6,7 • X. 3

,n m+1
wenn 5, und ~ 'm + 1 die Abstinde der Schwerpunkte der Trapeze Tm
und T,,.+ 1 von den Senkrechten durch m - 1 und m + 1 bedeuten.
Das statische Moment des Trapezes (welches man sich in zwei Dreiecke
zerlegt denke) istT..7»»],0. 30._i, (t, 42M,)

m ~m - '1J 2 3 '1J 2 3 - 6 EJ', ' m '

und ebenso folgt

±' la (M, 42M,)T,415»+175Rj «+1 '0,m +1
weshalb entsteht:

«,'»\ -+·u)+t.,+aw]
m m+l

Fur die Vergrfserung, welche die Einzellast w erfahren mufs,
wenn der Einfl.ufs der .A.nderungen As der Strecken s berlick:sichtigt
werden soll, ergibt sich aus der Fachwerkstheorie der Wert

6. s,,, + 1 As,,. [ § ] *)w,,, = -- - tg 'Pm+ 1 --- tg cp,,. nach 4 ,
s,,.+ 1 s,,,

und es folgt, wenn (fur den Fall t ==0):
) Geht man zur Grenze i.i.ber, indem man A durch dx ersetzt, so wirdAs.+ as, (Aus_),,--tg 'Pm+1 tgpQ=== d -d-tgcp , und es folgt, wenn die Emzellast

Sm+ 1 Sm S
w, durch das Element zdx einer Belastungsflache orsetzt wird, genau wie friiher

(/J.ds )d tgo
d. Ordi: dsie ·rcinate z = ---- ·d a
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As,,,,, 9Sas, N,,
un ---=---s EF, ®41 EFA;

eingefOhrt wird, im ganzen[ ( , )]w,==== '?J Wm- F. - tg cp,,. --F. tg cp,,. + 1 \ ,
.l!J o m m+ 1 Ac 

wobei zur Abkiirzung gesetzt wurde:'[42way '% 3p, ,+7 ]( 63) ,== 6 ,, '\ - M.,. -1 2 "' y- A Mm+ 1 2 Mm .
m , m+I c

Zeichnet man zu den Gewichten w mit dem Polabstande ,Eins ein
Seilpolygon A"s" B" und tragt die Schlufslinie A' B' ein, wozu 2 Ver­
schiebungen gegeben sein mtissen (meistens die Werte 0,== 0 und 
0,== 0), so erhalt man die Durchbiegungen 8. Noch besser ist es,
die Einzellasten w mittels der Gleichung

( ( N.,,, N,,. + 1 t ) Jc64) w,==o, p {gar'tg9a+1 5
m m+I c

zu berechnen; man muls dann die Polentfernung ,,Eins" <lurch die Ent-
EJ EJ

fernung ~ = Ac 0

- ersetzen. Wahlt man hierfiir ~ = --;;!-, wobei y
"{ C

eine beliebige runde Zahl ist, so sind die Ordinaten des Seilpolygons
gleich den mit y multiplizierten Durcbbiegungen.*)

Wenn der Einflufs einer Temperaturinderung berticksichtigt
werden soll, so mufs

M At . M
E J' + e T an die Stelle von jrr treten
N

und EF ] et, ,, ,, :jj [nach Gleichung (62)].

Hierbei ist h' == h cos po die vertikale Projektion der Querschnitts­
hohe h. 

Macht man die Annahme, dafs t, und At ftir simtliche Bogen­
querschnitte gleich grofs sind und bezeichnet den Wert von h' fur das
m® Feld mit h',, so findet man leicht, dafs die durch die Gleichung (64)
gegebene Einzellast Wm beim Eintreten einer I'emperaturinderung um

( , e EJc [ At ( :>..,. + :>.111 + 1 ) ]65) uw,=, 3 j; ,%' %tg9tgq941)
Ac b 111 fl, m+ 1

vergrifsert werden mufs. Ist die Bogenachse eine in Bezug auf die
Senkrechte durch die Mitte symmetrische Parabel mit dem Pfeile f, so ist

4f(66) tg9,, tg94,=,% 0}kl%41»
*) Beziiglich der Einheiten ist zu betonen, dafs sowohl die Werte und w

als auch die Polentfernung ~ Momente vorstellen.
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und es folgt dann bei konstantem A und h fir alle Knotenpunkte der
gleiche Wert

o» «.-ma(' so)
derselbe ist auch bei flachen Kreisbogen brauchbar.

3) Bestimmung des Integreles: j y ~d.: mit Hilfe der 

Werte CJ. Zuweilen soll gleichzeitig mit den Verschiebungen o eines
Bogentragers die Anderung 6.l der Stiitzweite l bestimmt werden. Wird
hierzu die auf Seite 150 abgeleitete Gleichung (57) benutzt, so handelt
es sich u. a. um die Berechnung des Integrales

i z 

f Mds j' Mdx » py,= "Er
0 0

und es mdge daher an dieser Stelle gezeigt werden, wie sicb dieses
Integral durch die bereits bei der Berecbnung der o gebrachten Werte CJ

ausdriticken lifst.
Fur das Feld Am ergibt sich mit den aus Fig. 165 zu ersehenden

Bezeichnungen: _ _x' + x
Y -Y...-1 A,,. y.,. A,,, und

~ ~ ~

f Mdx _JL.m-1_! ,~d + y,,,J M rl.1·
1J EJ' - A,n X EJ' X A,n X EJ' c,

'% o 0

- y,.,_ 1 T l;' + y,,. T ~ · , m' m k,, 'mo
2.,. 2,,.

j., M 1· M . . denn es sind x EJ' dx und .x;EJ' dx die statischen Momente des
O 0

Belastungstrapezes Z, in Bezug auf die Senkrechten durch die Knoten-
punkte m und m 1. Es folgt deshalb fir den ganzen Hogen (mit
Yo= 0 und y,= 0):

I

f Mas T, ~1 T2 ~,2 + T2 ~2 T3 ~'8".r+n5 4 +h»5"l.1 2 Ag ·8
0 

+ Tn-1 ~n-1 + '1~~',.
Yn-t \ Yn-1 -,- ?sy1 /A,,

und hierfiir kann, mit Beachtung der Entwicklungen auf Seite 175,
gescbrieben werden

z 

j. Mdx ).. "' n-1«s ·p f.3
0 m==l
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Fafst man die Werte o als Krafte auf, welche in den Knoten­
punkten 0, 1, ... 11t ••• angreifend, parallel z on sind und zeichnet
mit dem Polabstande ~ ein Seilpolygon, dessen iulserste Seiten auf der
Geraden on die Strecke e abschneiden, Fig. 166, so ergibt sich

Fig. 166 u. FJg. 167.

Yy== $e
, BJ, \und es folgt, wenn $;_, gewihlt wird, wobei y eine beliebige

Zahl bedeutet,
I

J Mdx 
" EJ

0

e 

Y

e stellt eine Linie vor, nimlich die von den Biegungsmomenten
'Y 

herritihrende Verlingertung A/ der Stiitzweite l.
Wendet man die unter 2) und 3) mitgeteilten Verfabren auf die

Berechnung der Forminderungen von Bogen- ....~~,.
briicken an, so geniigt es in der Regel, die~2 3
Punkte, in den en die senkrechten, zwi scben I ' ~
die Fahrbah und den Bogen eingeschalteten lip
Stabe die Bogenacbse scbneiden, als Knoten- Fig. 168.
punkte in dem vorhin erklirten Sinne anzunehmen. Fig. 168. In der
Regel ist die Feldweite A konstant, und es wird dann ,== A gesetzt.

4) Biegungslinie fiir einen Stab mit Zwischengelenken. Liegt
im Punkte G der Stabacbse (Fig. 16 9) ein Gelenk, so wird sich der
Winkel , welchen die beiden in G an die angrenzenden Zweige der
Stabachse gelegten Tangenten I und II miteinander bilden, infolge der

Miller-Breslau, Die neueren Metlloden der Festigkeitslehre. 12
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Forminderung des Stabes um den sebr kleinen aber endlichen Wert !::,,,. ':I'
indern. Es miissen dann die in dem senkrecbt unter G gelegenen Punkte
G" an die entsprechenden Zweige A" G" und G"B" der Biegungslinie

gelegten Tangenten I' und II' 
miteinander den Winkel A
einschliefsen. Bedeuten a., und
., die Neigungswinkel der
Tangenten I' und II', so er­
gibt sich

a,,=== A7
oder, da es sich bier um sehr
kleine Forminderungen handelt,

tg a,=-tg a,, == AT
undhieraus folgt (vgl. Pig. 169,
in welcher O den Pol der Seil­
linie und LT den Kriiftezug
vorstellt), dafs bei der Aufzeich­
nung der Seillinie A"S"B" aufser
cler stetigen Belastung (z) noch
uwnter jedem Gelenke eine Einzel­
last A anzunehmen ist.

Beispiel. Biegungslinie eines Bogens mit 3 Gelenken. Die
Kampfer A und B seien in senkrecbter Richtung unverscbieblich, die

"
401 r

a--.¢r----=== .0
T
<-----------:Ein.s--------··'l,: 

Fig. 169.

G

~ ------------1--•-- ----------------

Stiitzweite l gebe infolge Nacbgebemi
der Widerlager Uber in l + Ill. 
Die gesuchte Biegungslinie stimmt
mit der Momentenkurve eines ein­
fachen Balkens A,, iiberein, auf
welchen eine stetige Belastung mit
der durch die Gleichung (62) ge­
gebenen Ordinate z und eine Einzel­
last !::,,,. '.:I' wirkt. 'Zuerst mige
!::,,,. ':I'= 0 angenommen werden; es
entsteht dann eine Biegungslinie,
die am besten mit Hilfe des unter

Fig. 170. 2) gegebenen Verfahrens bestimmt
wird und deren Ordinate == 8

sein mige. Infolge von !::,,,. '.:l' wird der Wert S flir einen Punkt D, 
A Sb

links vom Scheitel, um, vergrifsert und fir [einen Punkt D', 

•
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A5a ,
rechts vom Scheitel, um,a',) weshalb sich ergibt:

bx ax'
8 = 8' + A~ / , bezw. 8 = 8' + A~ l ·

Hat man nun mittels der auf Seite 165 entwickelten Gleichung

-j"" +ff#:f»+ft@­
U U O O r 

den Wert A berechnet, wobei mit Bezugnahme auf Seite 171/Myds 
EJ 

0

e 
gesetzt werde,n darf, so vermag man die Verschiebung 0 eines

'Y
jeden Punktes der Stabachse festzustellen.

) Nicht immer ist es bei Bogen mit Zwischengelenken notig, die
Anderungen A zu berechnen. Ein Beispiel hierfilr bietet die Losung
der folgenden (der Aufgabe 2 auf Seite 4 7 gegeniiber zu stellenden)

-w{r
3

Fig. 171.

Aufgabe: Gesucht wird die Biegungsfliche eines iiber 3 Off­
nungen gespannten kontinuierlichen Bogens mit 4 Gelenken A, 
D, G und L (Fig. 171).**)

*) Die auf A1 B1 wirkende Eiuzcllast 6. ~ erzeugt die .A.uflagerwiderstande
ASb · Asa · · · ASby (bei A) und,> (bei B,) und die Biegungsmomente, a (bei a)

d ~ 5-a ' (b . 'nn l- x e1 x ). 

**) Bei B und C sind keine Gelenke angeordnet, die einzelnen Bogen sind
vielmehr iiber den Auflagern fest miteinander verbunden. Ein hesonderer Fall
dieses Bogentriigers ist der bekannte G er be r sche Balken.
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Die senkrechten Verschiebungen der Stiitzpunkte A, B, C, D seien

= 0. Es soll, wie unter 2), mit Einzellasten w an Stelle der Belastung z
gerechnet werden.

Man zeichne mit der Polentfernung Sj = E:c
das Momentenpolygon A'NG' fur den einfachen Balken 4' G' mit

den Lasten w, bis w,,
das Momentenpolygon G' EL' fur den einfachen Balken G' L' mit

den Lasten w, bis w,, und
das Momentenpolygon L' TD' ftlr den einfachen Balken L' D' mit

den Dasten w,, bis w,,,)
bringe die Auflagersenkrechten durch B und C mit dem Momenten­
polygone G'EL' in B' und C' zurn Scbnitt, lege durch ' und C'
eine Gerade, welche die Senkrechten durch die Gelenke in G" und L"
schneidet und verbinde A' mit G" und D' mit L" durch Geraden.
Die zwischen den Momentenpolygonen und dem Linienzuge A' G"L"D'
gelegene Fliche ist die gesuchte Biegungsfliiche.

6) Die elastische Linie des geraden Balkens ist ein besonderer
Fall der Biegungslinie eines krummen Stabes; ihre Differentialgleichung
ist (mit po== 0)

(69)
und sie stimmt mit einem Seilpolygone ilberein, welcbes mit dem Pol­
abstande 1 zu einer Belastungslinie, deren Ordinate

M At (o) = y +°,
ist, gezeichnet wird.

Sind die senkrechten Verschiebungen der Endpunkte A und B des
betrachteten Balkenstiickes == 0, so lifst sich die elastische Linie als
M.omentenkurve eines einfachen Balkens AB auffassen, dessen Belastungs­
hohe an der Stelle x gleich z ist.

Bei konstantem EJ empfi.ehlt es sich,
At(7t) z==M-]sEJ
h

zu setzen. Bedeutet dann (M) die Ordinate der durch diese Belastungs­
linie bedingten Momentenkurve (welche auch die zweite Momenten­
kurve des Balkens AB heifst), so ist

(72) 8OD .
EJ

*) In Fig. 171 wurden die nach Gleichung (64) zu berechnenden Worte w3 bis w,, w% bis w,, und wy und w,, positiv (d. h. abwarts gerichtet), die iibrigen w
hingegen negativ angenommen.
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Beispiel. Auf einen Balken mit konstantem EJ, Fig. 172, der
an den Enden frei aufliegt, wirken zwei Einzellasten P. Es sollen die
Durchbiegungen O an den
Stellen x und , berechnet
werden. 'I'emperaturiinderun­
gen At seien ausgeschlossen.

Die Momentenfliche ist ein
Trapez, dessen Hihe=== Pa und
<lessen Inhalt = 2 Pa? ist; sie
wird als Belastungsfliche des
einfachen Balkens AB' aufge­
fafst und ruft an <lessen Auf-

Pae?
--x--> ,
1-<------ --x------- ...

die Gegendriicke Pa 2 Fig. 112.

Das zweite Moment fiir den Querschnitt bei x «( y(M) ==Pa?as4'Paa- a)
Pa (9ax - 3x2 - a2)

6
und die gesuchte Durchbiegung:

Pa (9ax - 3x2 - a2)
o = 6EJ .

lagern
hervor. ist deshalb

x-a
2

An Stelle a, findet man das zweite Moment
a, a, Pa,(6a?- a})

(M) = Pa x1 - Px1 2 · 3- = - 6
Pa, (6a?- a})

und die Durchbiegung o =
6EJ

§ 18.
Der Maxwellsche Satz.

Der im § 9 ftir das F'achwerk bewiesene, an die Voraussetzungen
L = 0, At= 0 gebundene Maxwellsche Satz gilt auch fur alle den
Annahmen des § 12 entsprechenden, auf Biegungsfestigkeit beanspruchten
stabfirmigen KUrper, was ohne weiteres einleuchtet, wenn die auf
Seite 60 fur die Wege 0,, und o,.,n aufgestellten Gleichungen <lurch
die Beziehungen=[.()ar[" 3,mo m ds % ER=[2()» [a"11111 ,1 ds ,,. EF
ersetzt werden.
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Aufgabe 1. Gesucht ist die Einflufslinie fir die Senkung
O ein es Punk t es D de r Achs e e in es Bogen tr agers AS B (Fig. 1 7 3).

Wir denken den gewichts­
losen Trager nur mit einer in D
angreifenden senkrechten Kraft
,Eins" belastet, berechnen die
hierdurch hervorgerufenen Auf-
lagerkrifte, Momente M und
L!ingskrlifte N und zeichnen
nach der im $ 1 7 gegebenen
Anleitung die Biegungslinie
A' S' B'. Ist nun die unter D,
gemessene Ordinate dieser Linie
==),, so verschiebt die in D
gedachte Last ,ins° den

Punkt D, in senkrechtem Sinne um ,, nach unten, und es wird mit­
bin (nacb Satz 1) eine in D, angreifende Last ,, Eins" den Punkt D 
ebenfalls um "Ji senken. Riera.us folgt, dafs die Biegungslinie A'S'
die gesuchte Einflufslinie fiir die Senkung D des Punktes D ist. Bei­
spielsweise senken die Lasten P,, P,, P, den Punkt D um

8=-P,n, P,n% ] P,n%.
Die Einflufslinie A'S' B' fur die Senkung D des Punktes D der

Achse eines Balkens AB mit verinderlichem Querschnitte (Fig. 174)
stimmt mit der Momentenkurve eines
einfachen Balkens A' B' iiberein, des­
sen Belastungsordinate

M'
z=-- 

EJ

JJ 

Fig. 173. 

A .D ­
Fig. 174.

ist, wobei M' das Biegungsmoment
bedeutet, welches fur irgend einen
Balkenquerschnitt durch eine in Dan­
greifende Last ,,Eins" erzeugt wird.
Die Momentenfliche fiir diesen Be­
lastungsfall ist ein Dreieck A'L

-- ab
von der Hohe L D' = 1 · l · 

Fur die Anwendung ist, bei konstantem E, zu empfehlen, die Be­
M'lastungshdhe z== EJ <lurch
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zu ersetzen, unter Jc ein beliebiges aber konstantes Querschnitts-'Trig­
heitsmoment verstanden. Die Momentenkurve A'S'B' ist dann nicht
mehr die Einflul'slinie fur die Verscbiebung b, sondern ftir den Wert
EJ,6, und man erhilt fir die Belastung in Fig. 173

1d=-,,i+,+»)­
Aufgabe 2. Ge such t ist die Einflufslinie fur den Gegen­

druck X der Mittelstiitze eines geraden kontinuierlichen
Balkens mit verinderlichem Querschnitte und mit 3 gleich
h oh en St 11 t z punk t en. Pig. 1 7 5.

Beseitigung der Mittelstlitze ftihrt zu dem statisch bestimmten Balken
AB. Ftir diesen wird, unter der
Voraussetzung, dafs bei C eine
senkrechte, abwirts gerichtete Last
,, Eins" angreift, die Momenten­
fliche A' DB' gezeichnet (Dreieck

l 1 )mit der Hohe C'D = 1 • 1l 2 und

hierauf wird eine Linie A'D' B'
aufgetragen, deren Gleichung

J,z===M­J

~ !: t BA {l + ir tt {
I I I

A,i Ia! I

s
~·-·-·-··-·····-··········-•·l••····-····-···············-····-··~

lautet, wobei J das wirkliche, ver­
inderlich angenommene und Jc ein
beliebiges aber konstantes Querschnitts-Trigheitsmoment bedeuten. Fafst
man diese Linie AD'B' als Belastung8linie eines einfachen Balkens A' B' 
auf und zeichnet die zugehirige Momentenkurve 4'SB', so ist diese
(nach Aufgabe 1) die Einflufslinie fur die mit EJ, multiplizierte Senkung
des Punktes C. Wirken also auf den Balken AB (aufser den in A und B 
hervorgerufenen Auflagerkraften) die beiden Krifte .P und X, und mifst
man unter P die Ordinate 'YI und unter X die Ordinate c, so ergibt
sich die Senkung b des Punkteq C:

16== (Pq-Xc),EJ,
und es folgt aus der Bedingung 5 = 0 der Wert

X==p.c
Es ist mithin die Linie A' SB' die gesuchte Einflufslinie fiir den

1
Gegendruck X, und ist der Multiplikator fur diese Linie.

C 

Da es bei der Bestimmung von X nur auf das gegenseitige Ver­
hl:Lltnis von '1J und c ankommt, so darf die HOhe des Dreiecks A' DB' 

Fig. 175.
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beliebig grols gewihlt werden, und weiter darf die Linie A'SB' ein
mit beliebigem Polabstande gezeichnetes Seilpolygon sein.

Aufgabe 3. Gesucht sind die Einflufslinien fiir die Gegen­
d r ii ck e X' und X" de r Mittelstiit z en ein es wager e ch ten k on -
tinuierlichen Balkens mit verinderlichem Querschnitte und
mit 4 gleich hohen Stitzpunkten.

Werden die beiden Mittelstutzen beseitigt, so entsteht ein einfacher
Balken AD; die Punkte

X' x" BundCdesselbenmigen
sich um O' und0"senken.
Die Einflufslinie ftir den
Wert EJ,' (wobei J,
ein beliebiges Quer­
schnitts-Trigheitsmo­

ment bedeutet) stimmt
mit der Momentenkurve
A' ND' eines einfachen
Balkens A D' ttberein,
dessen Belastungslinie
A L' D' man erhilt, wenn
man den Balken A D im
Punkte B mit der senk­
rechten Kraft , , Eins"
belastet, die dieser Be­
lastung entsprechende
Momentenfliche 4' LD'
(Dreieck mit der Rohe

LE=1'')aclot
und hierauf die MomenteFig. 176.

M' mit j- multipliziert; man erhilt die Belastungsonlinaten z'= M' ·';

In gleicher Weise wird die Einflufslinie .A.' OD' fur den Wert E J0 8"
gefunden; es wird nach Auftragen des Dreiecks A' TD', dessen HUhe
-- Zr 
TC'= 1 T ist, die Belastungslinie A' T'D' mit der Gleichung z"
= M" ~ ermittelt und die zugehorige Momentenkurve A' O D' gezeichnet.

Wirken nun auf den Balken AD (aufser den bei A und D hervor­
gerufenen Auflagerkraften) die drei senkrechten Krafte P, X' und X",
so ergeben sich, mit den aus der Fig. 176 ersichtlichen Bezeichnungen,
bei B und C die Durchbiegungen
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8'= (Pr/ - X' c' - .X''/') undEJ,
s (cs"x'ax"a")EJ,

und es folgen aus den Bedingungen 8'= 0 und &"= O die beiden
Gleichungen

X, , I ,r'' 11 _ p , 
C[ A ¢ == '"T]

X'@'-4 x"a"== Pi",
folgende Konstruktion der Einflufsfliche fur X' ab­aus denen sich die

leiten Htfst. *)
Man zeichne zu der Belastungslinie AL' D mit beliebig gewahltem

Polabstande ein Seilpolygon (I), welches die Senkrechten durch die Stitz­
punkte 4, C, D in A,, C,, D, schneiden mige und hierauf zu der
Belastungslinie A' T' D' ein durch die 3 Punkte 4,, C, und D0 gehendes
Seilpolygon (II). Die Fliche zwischen den Seilpolygonen (I) und (II)
ist die Einflufsfliche ftir X'. Milst man unter P and X' bezw. die
Ordinaten nq und c, so ist

x'== P..
C 

Die Rohen der Dreiecke A' LD' und A' TD', deren Ordinaten M'
und M" mit ; multipliziert die Belastungsordinaten z und z'' liefern,

dlirfen, da es bei der Berechnung von X' nur auf das gegenseitige
Verhl:Lltnis von und c ankommt, beliebig grols gewihlt werden.

Ganz ebenso wird die Einflufsfliche ftur X" gefunden.
Aufgabe 4. Gesucht ist der Horizontalschub X eines Bogen-

tragers mit 2 (an den Kampfern ,
gelegenen) Gelenken. Fig. 177. Es :-. ·-a-
handele sich um den Einflufs einer iiber
den Trager wandernden Last P, einer
gleichmifsigen Erwirmung und eines Nach­
gebens der Widerlager.

Zuerst wird angenommen, dafs auf den
Bogen nur zwei in A und B angreifende,
nach aufsen gerichtete, wagerechte Krifte
,,Eins" wirken (Zustand X==1). Die
Sehnenliinge l vergrifsert sich hierbei nach
Gleichung 58a, Seite 165, um

l l 

~ = /' y2
ds +/' cos <pdx 

EJ EF ' 
0 0

Fig. 177.

*) Vergl. Seite 64.
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nnd es entsteht eine Biegungslinie A'SB', welche als die Momentenkurve
eines einfachen Balkens A B' aufgefafst werden darf, dessen Belastungs­
ordinate, nach Gleichung (62) und mit Vernachlissigung von N, stets ge-

y sec 9) .
ntigend genau: z =="p; gesetzt werden darf; denn es ist M== y · 1.

Mit Hilfe des Maxwellscben Satzes lassen sich jetzt folgende Schliisse
ziehen, wobei '6' die unter der Last P gemessene Ordinate der Biegungs­
linie ASB' und D den Angriffspunkt von P bezeichnen moge.

1) Die in A und B wirksamen wagerechten Krifte 1 verschieben
den Punkt D um '6' nach abwarts, mitbin wird eine in D an­
greifende Last ,, Eins" eine Vergrofserung der Stiitzweite l um '6'
hervorbringen, und eine in D angreifende Last P wird AZ=P'6'
erzeugen.

2) Der Horizontalschub X verursacht fur sich allein Al XE
3) Eine gleichmifsige Anderung der Anfangstemperatur um t be­

dingt Al== etl.
4) Soll sicb bei gleicbzeitigem Wirken von P und X sowie der

Temperaturanderung die Stiitzweite l um einen vorgeschriebenen
Wert Al indern, so bestebt die Bedingung

Al -= P'6' - X~ + etl,
und aus dieser ergibt sich der fur einen belie big geformten Bogen
gttltige Wert

(I)
P'6' + e-tl - Al

X= --~- -· 

Fiir einen . fl a ch en P a r ab e 1 bog en mit konstanten Werten
EJcos 9) und Fsec po ist, wenn Jcos 9) = J' und Fsec (j) = F' ge­
setzt wird, nach Gleicbung (58b), Seite 165,

s r2z t 
~ = 15EJ'rF
y 1 4fx (l - x)und z==-- sec p ===

EJ EJ' l2
Die Differentialgleichung der Biegungslinie A'SB' lautet

d2'6 4fx (l- x)aar·=J @.b,
EJ'? a-61r as? «la;

ihre Integration liefert
EJ' ? d'6 a® 4c4{ d • 3 2 1
EJ' T­

'6=
a lx3 

-- ig,+U@+G,4{
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Aus den Bedingungen:
=== 0 mu.fs liefern O== 0,
==l » 3» o==O

ergeben sich die Integrationskonstanten
zs 

cl = 12 und C2 = o,
und es folgt die Gleichung

f (xl3 - 2lx3 {a')
(75) o = - 3EJ'l2 ,

so dafs unter der bei a gelegenen Last P die Ordinate
, f (al3 - 2la8 + a4)(76) 8'== sJ'T?

erhalten wird. Die fur X abgeleitete Gleichung (I) gebt iiber in:
X= 5P(al8-2la8-ta'2_+ 15EJ' (etl-A.l),

8sf," 8ff,
wobei

(
15 J' ) ,==f'1+s 'p?

Das von P abhingige erste Glied von X bestimmt die Einflufslinie
fur X; diese Linie weicht so wenig von einer Parabel ab, dafs es stets
zuliissig ist, sie durch eine Parabel zu ersetzen, so zwar, dafs beide
Linien mit der Abscissenachse A'B' (Pig. 177) gleichgrofse FHtchen
einschliefsen. Die Pfeilhobe Z dieser Parabel bestimmt sich aus der 
Gleichung

Z2l
3

l

5P ;·-· - (al3 - 2la8 + a4)·8f ·
0

man erhilt
Z= 3Pl 

16f,
und schliefslich den Einflufs von P auf X:

(77) X = 3Pab_ ·*)-4f
Aufgabe 5. Ein ursprtlnglich wagerechter Stab konstanten Quer­

schnitts liegt bei A frei auf und ist bei B unter dem Winkel 't"1 ein­
gespannt. Es soll das durch eine senkrechte Einzellast P hervorgerufene
Einspannungsmoment M1 bestimmt werden. Fig. 178.

*) Eine andere Ableitung der Formel X_8Pa det sich bei Miller­
4fl

Bres 1 au, Theorie und Berechnung der eisernen Bogenbriicken 1 Berlin 1880,
Seite 31.
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Wir betrachten zunichst den bei A und B frei aufliegenden, nur
durch ein in B angreifendes Kriftepaar, dessen Moment = 1 ist, be­
lasteten Stab (Zustand M1 = 1) und berechnen die bei a entstehende

Durchbiegung 0, sowie den
Neigungswinkel der in B
an die elastische Linie ge­
legten Tangente. Die Mo­
mentenfliche ist ein Dreieck
ALB von der Robe LB= 1;
fafst man sie als Belastungs­
fliche eines einfachen Bal­
kens AB auf, so entsteben

1 • Z die Stiitzendriicke (A) = 6

(~---------------- -- l -
1
I

~-----a-----►p
A\ -------------· -- -- i <------------

I

------------ - ,Il

Stelle a,

es ist mithin

1 · l
Fig. 178. und (B) =, und, an der

das zweite Moment (vergl. Seite 180):
l a a a a (l 2 - a 2)

(M) =,® - 1 ·l · 2 · 3=- 6 Z 

== (M) = a (l 2 - a 2
)

EJ 6EJ
Weiter ergibt sich

(B) 
"C" == EJ - l *)

3E.J
Der vierte der vorhin bewiesenen Sitze gestattet jetzt folgende

Schlitisse:
Ein bei B angreifendes, links drehendes Kriftepaar ,,Eins senkt

den Punkt D um 0, folglich verursa,cbt eine in D wirksame Last ,,Eins"
bei B eine Links-Drehung o, und eine Last P erzeugt die Drehung Po.

Da nun das Moment M, fiir sich allein die Drehung M, bewirkt,
so entsteht im ganzen die Drebung

s,==P] M,<,
und es folgt hieraus, bei vorgeschriebenem z,, das gesuchte Einspannungs-•moment: M,== P , d. i.c tM,= Pa@?«"), 3BJ,

1 2 l2 l 

) Da EJo als Biegungsrnoment aufgefafat werden darf, so Hifst sich

EJ== EJ :: als Querkraft (Vertikalkraft) deuten. Es folgt dann (Fig. 178):

EJt==(B) und ebeso EJ:'==(A).
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§ 19.

Allgemeine Untersuchung des Einflusses einer Einzellast
auf die statisch nicht bestimmbaren Grofsen X. 

Wir betrachten ein Stabwerk, auf welches nur eine Last P wirkt,
und suchen die statisch nicbt bestimmbaren Grofsen X' X" .... flir
eine beliebige Lage dieser Last unter der Annahme zu ermitteln, dafs
beztiglich der auf Biegungsfestigkeit in Anspruch genommenen Stibe
die Voraussetzungen des § 12 zutreffen.

Die G leichungen :, 1· a'crdVL== E

J. " d V,, cr cr
L'== E

+f •ta'd V, 

+f •ta"d V, 

................. '
welche auf Seite 80 ftir den Fall abgeleitet wurden, dafs die Spannungen c
.. R ]<X'-{ "x"Ain der t'orm o==6, d G A · · ·% . .
darstellbar sind, lassen sich, wenn der die Unbekannten X enthaltende
Teil von cr mit er.,, bezeichnet und

a==0,] d,
gesetzt

Die von den Spannungen cr0 abhangigen Integrale erstrecken sich
i.iber den statisch bestimmten Haupttriger, in welchen das be­
tracbtete Stabwerk im Falle des Verschwindens simtlicher Unbekannten
X iibergeht; sie lassen sich in folgender Weise deuten:

Bezeicbnet, ftlr irgend einen 8pannungszustand des Haupttrigers,
6 die unter der Annahme unverriickbarer oder fiber reibungslose Lager
gleitender Stiitzpunkte und fur den Fall t = 0 bestimmte Verschiebung
des Angriffspunktes von P, so besteht, da P die Spannungen cr0 hervor-

bringt, zwiscben o und den Forminderungen Ads, == ? as, die Be-
E

ziehung (Arbeitsgleichung)

P' -f Ads'I) dV-f cr0 crd Vo== o as, E '
und es ergibt sich insbesondere fur die dem 'Zustande X'== 1 ent­
sprechende Verschiebung &' die Gleichung
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&' J cr0 cr' dV
p E '
und ebenso folgt
P'&" J cr0 cr"d V ,,, J cr0 a'"d V E , Po =n , u. s. w.,

wobei o", o'", .... die bezw. durch die Spannungen o", cr"',
(entsprechend den Zustinden X"= 1, X"== 1, .... ) hervorgebrachten
Verschiebungen des Angriffspunktes von P bedeuten.

Die Bedingungsgleichungen (7 8) gehen jetzt Uber m:w+[" -fas-rs[" +[as,

(79)

(80)

.................... '
sie migen fir den Fall weiter umgeformt werden, dafs fur die auf Biegungs
festigkeit beanspruchten Stabe die Spannungen c nach Gleichung (40)
(§ 13) berechnet werden diirfen, und die Temperaturanderung innerhalb
eines Querschnittes dem in Fig. 7 7 dargestellten Gesetze folgt. Es ergibt
sich dann (vergl. die im § 14 unter 1 durchgeftihrten Integrationen):)

J cr' cr,,,d V J N'Na:ds +J M'M,,,_d.'I d
E EF EJ un

f , f , +J !l.t , std@V== st,N"ds ®,as;
dabei wird angenommen, dafs die Lingskraft N und das Biegungs­
moment M durch die Gleichungen

N = N0 + N' X' + N" X" + . . . . und
M=-M,-]M'X'-{-M'X" {-.....

gegeben sind und fir die von X abhingigen Teile von N und M die
Abkiirzungen

N,==X' 4 N"X" J
M,==M'X' { M"" ]

eingeftihrt werden.
Fur die Fachwerkstibe ist, wenn die Temperaturinderung in allen

Punkten eines Stabes den gleichen Wert t annirnmt,

f cr'c;a:dV +J 'd·v- sS'S.s , ~ S'
E

stc; - .... -- .-1st s,
LF 

wobei die Spannkraft S in der Form
S==S, {S'X' {S"X"+..···

dargestellt sein mufs und

") Wir schreiben jetzt ds an Stelle von d x. 
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den

(81)

s.,, = s' x' + s" x" + .....
von den Unbekannten X abhiingigen Teil der Spannkraft S angibt.
Die Gleichungen (80) gehen jetzt Uber in. =4["\[.['wo--' EJ EF ° 8 

+J
, +~S'S"'s ,s, N"ds i \ 3stS's,

=w+["1[-fEJ EF e: h M ds

j' II "-' s" Bxs ...., If+ e: t0 N ds + ,... EF 2et S' s
..................... '

sie ermo g lichen u. a. die Berecb n ung der Einfl ufslinien fir
die Grofsen X', X", ..... ebener Stabwerke auf die Er­
mittlung von Biegungslinien fir stets sehr einfache Be­
lastungsfille zuriickzufiihren, da alle in den Gleichungen (81)
stehenden Integrale von der Lage der Last P unabhingig sind und nm
einmal berechnet zu werden brauchen.

Ist das Stabwerk nur einfacb statisch unbestimmt, d. h. tritt
nur eine Unbekannte X auf, so folgt

N==N,jNX, M==M,-]MX, S==S,]SX also
N,==N'X, M,=MX, S,=S'X

und es ergibt sich dann aus der ersten der Gleichungen (81) der Wert, ,, J , J M' ds ~ ,L Po - e: t0 N ds - e: t::,. t h - S ets

w» s- {®° j sohrs.g
EF EJ EF

Aufgabe 1. Ge such t ist die Einflufslinie fur den Horizon­
talschub X eines kontinuierlichen Bogentrigers mit 3 (Off­
n ungen. Fig. 179. Die einzelnen Bogen sind bei B und C starr mit­
einander verbunden; bei A und D, G und L sind Gelenke angeordnet.
Uber den Mittelpfeilern liegen wagerechte Gleitlager, weshalb die Gegen­
drlicke B und C der Mittelsttitzen senkrecht wirken. Die Verinderlich­
keit des Bogenquerschnittes soll berUcksichtigt werden; sodann ist anzu­
nehmen, dafs der Bogen gleichmifsig um t erwirmt wird, und, infolge
eines Nachgebens der Widerlager, l in l + !::,.l Ubergeht, w!ihrend sich
die Mittelstiitzen um die sehr kleinen Strecken o1 und o, senken.

Der Bogentriger ist einfach statisch unbestimmt; er gebt im Falle
X= 0 in einen Gerberschen Balken Uber, fur den sich die Biegungs­
momente M, und Lingskrifte N, leicht berechnen lassen.
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Um die Unbekannte X mittels der aus der Gleichung (82) folgenden
Formel

(I)

bestimmen zu kinnen, muls man zunachst den Zustand X == l, welchem
die Momenta M' und Lingskrifte N' entsprechen, untersuchen. Dieser

0 
A L

Fig. 179.

Fig. 180.

Fig. 181.

Fig. 182.

Zustand ist in Fig. 180 dargestellt. Aufser dem Horizontalschube ,,Eins
wirken noch senkrechte Auflagerkrifte 1 · f , denn es miissen, damit/
sich die Bogenstiicke AG und LD nicht um die Gelenke G und L
drehen, die Kampferdrtlcke durch diese Gelenke gehen. Der Linienzug
AR TD ist (mit der Ausdrucksweise der graphischen Statik) das dem
Zustande X= 1 entsprechende Mittelkraftspolygon, und es ergibt sich
fir irgend einen Querschnitt des Bogentrigers das Biegungsmoment

M'== 1 · !/, 
wobei y den senkrechten Abstand des Querschnitts-Schwerpunktes vom
Mittelkraftspolygone bezeichnet. Die in Fig. 18 0 schraffierte FHicbe ist
somit die dem Zustande X= 1 entsprechende Momentenfliche; der
mittlere T'eil derselben ist positiv.

) Da Fachwerkstibe nicht vorkommen, so fallen die Glieder E in Glei­
chung (82) fort; ferner ist, wegen der hier vorausgesetzten gleichmifsigen Erwir­
mung At==0 und t,==t zu setzen.
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1st <p der Neigungswinkel der rrangente an die Stabacbse gegen
die Wagerechte, so ist die Lingskraft fir den Querschnitt durch den
Bertihrungspunkt:

1) innerhalb einer Aufseniffnung: N' == - 1 • cos1 •_[sin <p,
l1

2) ,, der Mitteloffnung: N' = - 1 • cos p.
Da nun <las iiber eine Aufsenoffnung ausgedehnte Integral J ds sin po

= fdy,== 0 ist, weil B und A, desgl. C und D gleich hoch liegen,
so folgt

fN'@s== - f cos <pds = - (l1 + l2 + l1) = - l.
Die virtuelle Arbeit L' der Auflagerkrafte ist, fur den Zustand

X = 1 und bei den hier vorgeschriebenen Bewegungen der StUtzpunkte:
I f f L ==-1·Al-]-1· o,-]1- 8,h

und es entsteht, wenn Zahler und Nenner des Wertes flir X [Gleichung (I)]
mit EJ, multipliziert werden (unter J, ein beliebiges, konstantes Quer­
schnitts-rrrttgheitsmoment verstanden) und die Bezeichnung

.J cos cp - J' 
eingeflihrt wird :

PE48+ J(] 6,+)v-+ st)
X = l

91,
wobei=["j- sf"[»c F J' x c F y .J' dx.

Das erste Glied von 'Be ist gegen das zweite stets geringftigig,
und es genUgt, dasselbe angenihert zu berechnen. Man setze fiir alle
drei Offnungen: N' == - 1 · cos <p und nehme fur F sec po einen .kon­
stanten Mittelwert Fe an; es entsteht dann

J• N12
ds _ J dx _ JcJ. F =' , p/wdCOS <p { C 

-+[e;»»
Nach Berechnung von 9l braucht man, um X bestimmen zu kinnen,

nur noch 8' anzugeben.
Es bedeutet 8' die unter der Last P gemessene Ordinate der flir

*) Wenn der Querschnitt nicbt sehr stark verinderlich ist, ist es auch zu­
lissig, fiir J' (wenigstens innerhalb der einzelnen Offnungen) einen konstanten
Mittelwert zu sotzen.

Muller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslebre. 13
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den Zustand
gleichung

X== 1 gezeichneten Biegungslinie, deren

w ()
- =--sec(!)+ - -@a? EJ da

Differential-

()
unter Vernachlissigung des ganz unwesentlichen Gliedes

d2'&' M'
in

dx 

vereinfacht werden darf. Es folgt dann, wenn an Stelle der Linie mit
der Ordinate '&' diejenige mit der Ordinate EJ0'&' = '1J gesucht wird,an _·'» - 1 !:_

dx2 - J' - y J' ' 
und es ergibt sich nun im Anschlusse an die Entwicklungen des § 1 7
(wobei namentlich auf die Aufgabe unter 5 zu achten ist) die folgende
Darstellung der n-Linie.

Man bestimmt die Belastungslinie z = y ) , wobei es sich empfiehlt

(damit die Gleichung E.J,8' == '1J bestehe), das Vorzeichen der y um­
zukehren und die y zwischen G und L negativ anzunehruen. Hierauf
fafst man die in Pig. 181 mit I bezeichneten Flachen als Belastungs­
fl.achen einfacber Balken A' G' und L' D' auf, die mit II bezeicbnete als
Belastungsfliche eines einfacben Balkens G' L' und zeicbnet die zuge­
hirigen Momentenkurven 4"S'G", G"QL" nd L"KD". Nachdem
hierauf die Senkrechten durch die Stiitzpunkte B und C mit der Mo­
mentenkurve G"QL" in B1 und C, zum Schnitte gebracht worden
sind, wird der Linienzug A" G 1 L1 D" eingetragen, dessen Eckpunkte
G, und L, senkrecht unter den Gelenken liegen. Mifst man nun unter
der Last P den senkrechten Abstand der Momentenkurve von dem
Linienzuge A" G1 L1 D ", so bestebt zwischen '1J und 8' die Beziehung

EJ,8'==,
und es ergibt sich der durch die Last P hervorgebrachte Horizontalschub

x= "9
Sind die Momentenkurven A"SG", G"QL", L"KD" Seilpolygone,

und ist der Polabstand == Jl, so folgt
X== P,

Es ist dann die Flache zwischen den Seilpolygonen und dem Linien­
zuge AG,L,D" die Einflufsflacbe fur X. Lasten zwischen B und C 
erzeugen ein negatives X. 

Besonders empfehlenswert fir den vorliegenden Fall ist die auf Seite 173
gelehrte Einfiihrung von Einzellasten an Stelle der Belastungsflichen I und II-
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Vergl. auch I!'ig. 171. Wegen M'== 1 · y erhtilt man, wenn der Einflufs der
Lingskriifte N auf die Werte vernachliissigt wird, nach Gleichung (64) und (63)
die im Knotonpunkto m anzunohmemle Einzellast

'[ 3 2n J]tw,=== 6» === 6 J' , (!Jm-t + 2y,,. -J, , (ym+t + 2ym 1m Ne mtl
wobei Ac eine beliebige konstante Feldweite vorstellt. Zeiclmet man zu diesen
Lasten w (welche zwischen G nnd L nach aufwiirts, hingegon links von G nnd
rechts von L nach abwiirts wirkend anzunehmen sind) die einfachen Momenten­
kurven A"SG", G"QL" und L"KD" (Fig. 182), triigt den Linienzug A4"G,L,D"

· d ·rt t P d' 0 d' t so besteht d1·e Bez1·011una: - EJc i:-' __ "flem un mis uner . ie r ma e YJ, • ., u .,,
Pk,

uncl es folgt X== s
Nun ist

f y2dx =fy M' dx 
EJ' EJ'

k, • keEJo .... y ... wm = EJo --!fmWm lnach Gleichung (68))

urnl f 2 J, s:y J' dx= "c ... ymw,,.,

Jl , s1., 7F.X. »ws,
uncl man erhilt, wenn a eino beliebig lange Strecke bedeutet,

X _ P "t) b . h _ Jol + "SymWm5 l·wovep,7.% a
Sind die Linien A"8G", G"QL", L"KD" Seilpolygone, welche zu den

Lasten w mit der Polontfernung fJ gezeichuet wurden, so ist

X=P'I') 
a 

und, wonn die Lasteinheit P <lurch eino Strecke von der Lange a dargestellt
wird (Kriiftemafsstab) :

X="t). 
Zn beachten ist, dafs sowohl die Polentfernung $ als auch die Lasten w

,,Strecken'' vorstollen, wolche in beliebigem (vom Langenmafsstabe der Zeichnung
unabbiingigon) Mafsstabo aufgetragen werden dii.rfen. Muistens ist A konstant;

man withlt dann Ao= wirklicho l!'eldweite untl erhiilt Am = ~= 1. Ist aufser-k, • k,
dem die Annahme: J'== Konst. zuHissig, so wiihlt man Jc gleich dem Mittel­
werte von J' und hat dann sehr einfach

mithin

1
u;.,. = 6 (y,,._1 + 4ym + Ym+i),

Boi kleiner Felclweite ist geni.igond genau 10,,. = y.,..
Aufgabe 2. Eine auf Pendelpfeilern ruhende Kette sei durch

senkrechte Stabe mit einem Bogen verbunden, welcber an den Kampfern
Gelenke besitzt. Auf den Bogen wirke eine Last P. Es soll der
Horizontalzug X' der Kette und der Horizontalschub X" des Bogens
unter der Voraussetzung berecbnet werden, dafs sich die Stiitzpunkte
um beobacbtete kleine Strecken verscbieben und eine gleichmafsige
Erhohung der Anfangstemperatur um t stattfindet. Fig. 183.

Zunacbst miissen die Spannkrafte in den Fachwerkstiiben, sowie
13 *
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die den Bogen beanspruchenden Biegungsmomente M und Lingskriifte N
durch die Last P und die Unbekannten X' und X" ausgedruckt werden.

a) Die F ach werks ta be. Es ergibt sich fiir irgend ein Glied
der Kette, wenn a den Neigungswinkel desselben gegen die Wagerechte
bedeutet:

(T) S ==X' sec a 

-- E [ ----------- 
1 

-----1-~------f _ 
lr• --- 

___ V ------t----- fl
I

I

- --- --:/ l------- -►:
0lump f [

~----------rt - ·------l----~--------6---r:
:~ ---- ------- - --- ----l---- ----- -- ------- --➔:-: \r" 1, ;s>_;--1p I Ic I

? I I
··--,--'-' •--~ .- -- ------,.,:---------1-----------. --------1
9 -4 . --~-U-------~------ :} C 

I •..-\... :( , : ·-·- ------ I! ] Py =r: , r✓ : :I I I Isf5A " : I " ,B \ X : : r X :
k----cX ---* L x' -1-------------~
I I I I I

A't t I 'B'<1.t±?· w"
Fig. 183.

und fur irgend eine Hingestange GR, wenn , und a.. die links und
rechts von GR gelegenen Winkel o. bedeuten;

(II) S = X' (tg <Xz - tg a,.). 
Fur den linken Pendelpfeiler ist

(III) S = - X' (tg a1 + tg a2)

und fur den recbten:
(Illa)

b) Der Bo gen.
S = - X' (tg an-i + tg a,.).

Die senkrechten Auflagerdrticke jbei 4 und B
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seien = A bezw. = B; sie migen die Kette in L und T schneiden.
Die Gerade LT heifse die Sch 1 u f's 1 in i e, und es sei an der Stelle a
der senkrechte Abstand der Kette von der Schlufslinie ==y' und die
Ordinate des Bogen ==y". Bei L denken wir die Kette durchge­
schnitten, zerlegen die Spannkraft X' sec a2 des geschnittenen Ketten­
gliedes in die Seitenkriifte Q' (in der Richtung der Schlufslinie) und Q"
(senkrecht) und schreiben die Momentengleichung fur den Punkt T an;
sie lautet

(IV) (A+ Q") l- Pb= 0,

und liefert A + Q" = _!_1!_ • Nun ftihren wir an der Stelle einen
I

senkrecbten Schnitt, welcher Bogen, Kette und Schlufslinie in D, K
und U trifft, verlegen (Q von L nach U, zerlegen sowohl Q als auch
die Spannkraft S des vom Schnitte D U getro:ffenen Kettengliedes in
eine senkrechte und eine wagerechte Seitenkraft (welche letztere ==X'
ist) und :finden, wenn <] a ist, das Biegungsmoment fi.ir den Bogen­
querschnitt bei D:

M =(A+ Q") x - X'y' -X"y", d. i.

M = Pb z' ' X" "7 3= Ay= J +

wihrend im Falle a> a
M = Pa ' X' ' X" 'yy J

erhalten wird, weshalb allgemein gesetzt werden darf
(V) M ==M,-X'y' X"y",

wobei M,== Biegungsmoment fur einen bei A und B frei aufliegenden,
mit P belasteten Balken A 8R.

Die Momentengleichung (IV) fur den Punkt 'P llifst sich aucb
nach der (in Fig. 183 nicht angegebenen) 'Zerlegung von X' sec a2 in
x' (wagerecht) und X' tg a2 (senkrecht) in der Form schreiben:

(A-]X'tg ,)l-X'c-Pb==0;
sie liefert dann den senkrechten Gegendruck des Bogenwiderlagersy a?x(a«-{)
und ebenso liifst sich a1leitenovmy'x(g«+{)
wobei a"_1 der spitze Neigungswinkel des vom Schnitte BT getro:ffenen
Kettengliedes ist.

Die Summe der auf das Bogensttick A D wirkenden senkrechten
Krif'te ist nun fir a<a:
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I I Pb I ( (!)V ==A+Xtga, X'tga==,X' tga ,
und ftir x > a

+ , 1 Pa , ( C)V = (A - P) X' tg a, X tg==-, X tg (I. - l ,
weshalb man setzen darf

(VfII) V= V0 -X' (tg (I.-+),
unter , die Querkraft (Vertikalkraft) fur den Querschnitt x eines ein­
fachen Balkens AB verstanden.

Da die Summe der auf das Bogensttlck AD wirkenden wagerechten
Krafte = X" ist, so ergibt sich nach Gleichung (56) fur den Bogen­
querschnitt bei D die Langskraft

(IX) N== V, sin cp + X' (tg (I. - ; ) sin cp - X" cos cp.

cp bedeutet den Neigungswinkel der in D an die Bogenachse ge­
legten Tangente gegen die Wagerechte.

Durch die abgeleiteten Gleichungen ist die Berechnung der Inanspruch­
nahme unseres Stabwerks auf diejenige von X' und X" zurtickgefihrt.

c) Bestimmung von X' und X". Es sollen die Gleichungen (81)
benutzt werden; dieselben geben, wegen At==0, t,=== t und S"= 0 ,*)
nach Multiplikation mit EJ/*) und mit der Bezeicbnung J cos cp ==.J'
Uber in:

, <::.' _J J , Jc + 1• N' N,,ds + J , EJ.L==PEJi + M'N,rd J, sJ,t N'@s
S'S,s 3 »I43,lsE4,SS's

u.-var+[""."e+3.[,7as+ rasp"as
und hierein ist zu setzen ftir den Bogen:

M,== - X' VI - x" y II; Nx = +r(tg (I. - +) sin cp - x" cos cp

M'==-y'; N' = (tg (I.- ; ) sin cp (Zustand X' = 1)

MIi - I/• II II-- - y , N = - cos cp; (Zustand X = 1)
und fir simtliche Fachwerkstibe:

S,==S'X',
wobei S' bezw. den Koeffizienten von X' in den Gleicbungen (I) bis (III)
bedeutet.

*) In den for die Spannkrifte S gefundenen Ausdriicken ist die Unbekannte
X" nicht enthalten.

**) Jc bedeutet, wie friiher, cin beliebiges, konstantes Trigheitsmoment.
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Mit der stets zuli-issigen Vernachlassigung des fast einflufslosen
Wertes N' sowie des ersten Gliedes des Ausdruckes fir N, ergeben
sich zur Berechnung von X' und X" die Gleichungen:

ElJ L'-PEJ <:.'+xj''2 Jc_ l +x'}' II Jc d ·+J x'"QS'2s.3 '% = & U Y J' ( .,C !} if y X c A F 
_ .. ,

+ eEtJ/SS's,
(X) EJ J"=P'1ilJ<::/."+xrj~ I,, Jc l ·+x'j',,2.!j__d '+ JCX"l c ,; £.; cO Y !J J' ( ,C Y J' ,,C F,

st,J,1.)
Die Summen > erstrecken sich iiber Kette, Hlingestangen und

Pendelpfeiler und die Int.egrale Uber den ganzen Bogen.
Um die virtuellen Arbeiten L' undder Auflagerkrifte zu be­

rechnen, nehmen wir die W agerechte durch die Punkte A und B relativ
festliegend an und bezeichnen die Verschiebungen der Sttitzpunkte N,
und N, im Sinne von N1 E1 bezw. N2 E2 mit ~1 und ~2, die Senkungen
der Punkte N, und N4 mit ~3 und 5, und die Vergrofserungen der
Stutzweite l mit Al. Es ist dann die von den Stutzendrlicken

X", C,==X' sec a,, C%== X' sec ,,
,==X' (tg , ]=tg a4), C,== X' (tg a,,] tg ,)

geleistete virtuelle Arbeit:
==X"AX'sec,·G, X'sec a,·5, X' (tg , ]tga,) C,
- X' (tg cx.»-1 + tg a,.) ~4

und es folgt flir den Zustand A' == 1:
(XI) '== 5,sec a,-5, sec, 5, (tg a, ]- tg ,)5, (tg.1 ]= tg a,,)

und flir den Zustand X = 1
(XII) L" =- Al. 

o' und o" sind die unter der Last P gemessenen Ordinaten der
flir die Zustinde X' == 1 und X"= 1 zu zeichnenden Biegungslinien
eines bei A und B frei aufliegenden Balkens AS B (des Haupttragers
unaeres Stabwerks); sie kinnen mit Hilfe ibrer Differentialgleicbungeri:

as w @( :; tg ~)

d.-r2 - EJ' + d,x;

( N" ) 
d2o" M" d EF tg ~

-~= EJ' + dx 

(XIII)

*) Es bedeutet, wie in Aufgabe 1, F, den konstanten Mittelwert aus den
veran<lerlichen Wertcn F sec p, wobei F=- Querschnitt des Bogens an der Stelle x.



200

berechnet oder nach der im § 1 7 gegebenen Anleitung auf graphischem
Wege gefunden werden, wahrend sich die in den Gleicbungen (X) vor­
kommenden Integrale u. a. mittels der Simpsonschen Formel ermitteln
lassen.*)

Formeln fur die durch einen Parabelbogen versteifte parabo­ 
lische Kette. Sind f' und f" die Werte von y' und / bei x = ~- l, 
so ist

, 4(x(l-x) ,, 4f"x(l-x)
y == j2 und V = z2

und es folgt, wenn J' = J cos (f) durch einen konstanten Mittelwert J,
ersetzt wird,

l

fl J 1 6 ff 2 / 8 f' 2 t , 2 c 2 (l )?a.r =i'jrda=' -)@=- [,
(XIV) o

fl "2 Jc 8 f" 2 l ;• , 11 Jc 8 ( f" / 
v -.J' d:x:, - und !J y -d;J· = ·15 J' 15

Die Gleichungen (XIII) gehen, rnit Vernachlassigung der unwesent­
lichen, von N" und N" abhangigen Glieder, iiber in

d 2 '6' _ M' , 4 f' a: (l - x)
- EJC dx2 --- =-v = - z2 und

. d2'6" 4('x (l - x) EJ,,,,%= 7F ·:,r.

und es ergeben sich nach Gleichung (7 6) Seite 18 7 bei x = a die Ordinaten
8' == _ f' (al3

- 2la3 + a4
) und 8"_ (' (al3- 2la3 + a4

)

3J,° 3J,°
wofiir nach Seite 187 stets gesetzt werden darf (Gleichung 77):

(XV) 6'== - 2 (ab und 8== - 2/"«b .5EI, 5EJ,
S' ?

Bei BerechnunQ' der Summen ~
8 

und 2i81 s ist es stets zu-
u li' 

lissig, nur die Spannkrafte S' der Kette zu berlicksichtigen; dieselben
sind fiir die unter ,, , . . . . a,. geneigten Stabe bezw.

1·sec ,, 1 ·sec 0%, · · · . · ., 1·sec,,
so dafs sich, wenn der Querscbnitt der Kette dem Gesetze

F == F,sec o.
folgt, wobei Fa = Querschnitt der Kette im Scheitel,

S12s S's 1
.:£ . - = ~ == Ss sec aF F, F,

") I den Glcicb.ungen (XIU) durfen die von N' und N" abhangigen Glioder
stets vernachfassigt werden.
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ergibt, und hierfiir darf bei Annabrue einer von L bis T stetig ge­
kriimmten Kette und wenn y den Abstand des bei x gelegenen Ketten­
punktes von der Wagerechten durch L bezeichnet, gesetzt werden

l

~s sec rx = s1 sec rx1 + ~ls sec a. + s,. sec rx,. 
1 .r

\J I

s+oz 4fa[+(©')]»
0

Bedeutet c den Hohenunterschied der Punkte L und T, so ist
, X 4 (' .1' (l - J•) J'

?I -_ y + c l = l2 - + c T' und es folgt somit (nach Aus-

fiihrung der Integration):
8'2s " 

(XVI) F8~ F = :SS's ==>s sec rx

(
16(2 c2)==s,sec, +-s,seca,]l 1#% 7z±

Werden die Werte aus (XIV), (XV), (XVI) in (X) eingeflihrt und
letztere Gleichungen nach X' und X" aufgelost, so ergeben sich mit
den Bezeichnungen:

! 15 Jr So
.=== 1 + 8 F.J' 2. l ; v = 1 +

(XVII)
s0 ==s, sec rx1 + s.. sec rx,, + l ( 1-t

folgende A usdrlicke fur X' und X":
Die Last P erzeugt:

r' '6 Pab » 1 ,, 3 Pab • 1
(XVIII) X ar », @ X = 4('l µv _1,

die gleichmiLfsige Erwarmung verursacht:

! ,, _ 15 sEtJ0 ( s0 v + l )
(XIX) X ~- 8 {'l(µv -1) f' (' r'-4_ea()' )~ 8 f"l(µv - 1) f' (' µ

15 J,
8 FJ"2 ;or= y3

und eine Verschiebung der Sttltzpunkte bringt hervor
f,, f" 

L'»L" L"L'ox) '4./ a.'® /
8f2l µv-1 8f2l µv-1

wobei L' und L" durch die Gleichungen (XI) und (XII) gegeben sind.

*) Es ist hicrbei die Dehnung der Stiicke E, L und TE, der Kette ver­
nachlafsigt wonlcn.
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Tragt man die Parabeln A W'' und 4" W" B" auf, deren Pfeil­
hoben bezw.

, Bl 
h === 16(

'>-1 ,, 3Z '>-1und h = {r".» 1 p1
sind und bezeichnet die unter der Last P gemessenen Ordinaten dieser
Parabeln mit 'fj

1 und 'rj11
, so findet man, dafs

X' == P' und X"== Pr"
gesetzt werden darf. Die Parabeln AW'B und AW"B sind demnach
die gesuchten Einflufslinien fir X' und X". 

Horizontalzug der durch einen Balken versteiften parabo­
lischen Kette. Ordnet man bei A, Fig. 183, ein wagerechtes Gleit­
lager (das aber auch negative Stiitzenwiderstinde aufzunehmen imstande
sein mufs) an, so ist X"== 0. Der Horizontalzug X' der Kette mufs
der Gleichung gentigen [vergl. (X)]:

s of/J, s's(XX) BJ.L'==PEJ8'\-X'[,ds-+J,X'S, ls#J,3S's,
und aus dieser folgt mit den durch die Gleichungen (XIV), (XV) und
(XVIII) gegebenen Werten:

3ab 15 Bid,so, 15L'EB.J,
X'== 4 w ('Z 8 of'? l 8 w ( 2 l '

·15 J, sowobei o==1+g 'f'?
ist, wihrend I durch die Gleichung (XI) bestimmt ist.

Den durch die Last P hervorgerufenen Horizontalzug kann man
auch setzen: .X' = P,(, wenn ' die unter P gemessene Ordinate einer Parabel A' W'' be­

3deutet, deren Pfeil h== , ist.16 of
Kette mit Versteifungsbalken, deren Horizontalzug vom 

Versteifungsbalken aufgenommen wird. In Figur 184 ist eine
Kettenbriicke mit drei Offnungen dargestellt worden. Die gelenkartig
miteinander verbundenen Balken C1A, AB und BC, besitzen nur ein
einziges festes Auflager; die itbrigen Auflager bewegen sich auf wage­
rechten Bahnen. Bei 01 und C, sind die Rickhaltketten mit den iiufseren
Balken befestigt - eine zuerst von dem verstorbenen osterreichischen
Ingenieur Langer vorgeschlagene Anordnung, <lurch welche die mit
gewissen Ubelstinden verbundene Einfthrung der Rickhaltketten in
das Widerlagermauerwerk vermieden wird.

Lasten, welche auf die aufseren Balken C,A, BC, wirken, er­
zeugen X'== 0. Bei Berechnung der infolge Belastung des mittleren
Balkens hervorgerufenen Horizontalzuges ist zu beachten, dafs der Bal­
ken AB nicht nur durch die Momente



203

M = M0 - X' !J, 
sondern auch durch die flir alle Querschnitte gleiche Langskraft N =-X' 
beansprucht wird. Fur die Dalken C,A und BC, ist bei ausschlie.fs­
licher Belastung der Mitteloffnung M = 0 und N =- X'. In der

Y
Fig. 184.

Gleichung (XXI) sind hiernach die auf die Kette sich beziehenden Summen
s'2 

S Fs und ~S's zu vermebren um die Uber die drei Balken F (deren

Querschnitte F,, F, F, seien) sich erstreckenden Summen:

JN'2d.r l0 + l + l0
F .- 'r ' F 1 Fo und

[N'@s==,»,
Man gelangt dann zu der Formel
3Pab 1» st.J,(s,2l,49, 1%LEJ,

X = 4w'f'l - 8 w(2l 8w(2l '
WO +.(°"4{)o 1 8 f' 2F, , F
ist.

§ 21.
Fortsetzung·. 

Zu einer besonders iibersichtlichen Ermittlung der statisch nicht
bestimmbaren Grofsen, die jetzt mit Xa, X,,, X0, ••• bezeichnet werden
sollen, gelangt man in der Weise, dafs man die X zunichst zu den
auf das statisch bestimmte Hauptsystem wirkenden Lasten rechnet und
die Wege Oa, ob, ◊c, ... der Belastungen X,, X,, X,, · . . (nach
Seite 60) auf die Form bringt:

l Ou= .SPm◊am - Xa~\,a - ~Y,)\;:, - Xc◊ac - • • •+Oat + Oaw
6,==5R.6%. X,6%.X,6,-X.8,,-...4 3%1 6%%

"3"%»--++8.(83)
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Hierbei bezeichnet:

8.. den Einfl.ufs der Ursache P,,== 1 auf den Weg 8,
6.. " " " " X,==- 1 " " " 6,
3,» " " " X,== 1 " " ,, 6,

0,, desgl. den Einfl.ufs von 'I'emperaturinderungen
Daw ,, ,, ,, ,, Verschiebungen der Stiitzunkte des

Hauptsystems,
und ebenso lassen sich die iibrigen mit Doppelzeigern behafteten Werte
3 deuten.

Da nun aber nach dem Maxwellschen Satze die Buchstaben
eines Doppelzeigers miteinander vertauschbar sind, so ist

0,,==0,, 0,,==0,%, ····.
und es sind mithin die Beiwerte der Belastungen P.,, durch die den
Ursachen X, == - 1, X,== - 1, ... entsprechenden Verschiebungs­
zustinde villig bestimmt. Schreibt man die Arbeitsgleichung fur den
Belastungszustand X, == - 1 an und legt man hierbei jedem 'l'eilchen
ds., die Anderung Ads, == 0 bei. so erhilt man

- 1 · Daw + La = 0; - 1 · c\w + L,b = 0 ; . . . . .
unter La, Lb, ... die virtuellen Arbeiten der Auflagerkrifte fiir den
'Zustand X,== - 1, bezw. Xb = - 1, ... verstanden.

Es gehen also die Gleichungen (83) iiber in

l Oa - Oat - La= ~P,,.o,w, - Xa◊lla - ..,Yb◊ab - XcDac - ..
(s4) » 0L,==3P,8,,X0,70% X.0,-.

, 6,L,==3R,6,X8%,0%X,6,--.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . '

sie fitihren zu den Unbekannten X, nachdem die Wege O,n ob, be,
bestimmten Bedingungen unterworfen worden sind. Ist beispielsweise
a der Angriffspunkt eines Auflagerwiderstandes X,, und ist das frag­
liche Widerlager starr, so ist 0,=== 0 zu setzen. Bedeutet X, die Spann­
kraft in einem tiberzihligen Fachwerkstabe, so mufs fur &b die Langen­
inderung dieses Stabes eingeflihrt und positiv oder negativ angenom­
men werden, je nachdem der Stab gedehnt oder verkiirzt wird.

Bevor wir zur Durchftihrung eines Beispiels iibergehen, bemerken
wir folgendes:

Sollen die Gleichungen (84) auf die Berechnung von statisch nicht
bestimmbaren Auflagerkriften eines auf Biegung beanspruchten Stabes
angewendet werden, so wird bei der Ermittelung der b,,.a, D,,.1,, • . • die
Gleichung der Biegungslinie stets in

d2o M
,lx2 = EJ' 
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vereinfacht werden dti.rfen, wobei J' == J cos po ist. Sobald die Annahme

EJ'== Const.
erlaubt ist, was in der Regel der F'all sein wird, setze man bei der
Ermittelung der Biegungslinien (o', o", &"' .... ) den Wert EJ'== 1,
integriere also (auf analytischem oder graphischem Wege) Gleichungen
von der Form a?6==lfda?

Man mufs dann die in den Bedingungen (84) auf der linken Seite
stehenden Werte L,,. - st&m•t rnit BJ' multiplizieren, desgl. den von
Langskrliften N abhangigen Teil der Verscbiebungen o,,,.,., wahrend
der von den Biegungsmomenten abhangige Teil der 0,,., ebenfalls
unter der Voraussetzung EJ' = 1 berechnet wird.

Es ist oft zweckmifsig, nur die Verschiebungen &ma, ◊mb, ....
it Hilfe von Biegungslinien zu ermitteln, hingegen die Koeffizienten
der Gr6fsen X, d. s. die Verschiebungen 0,,, 0,», 0,, ···. mittels
der Formel

( ) 8 =j'NpNqds +J'.MpM11ds + ~ SPS11s85 » EF EJ ER
zu berechnen, wo p und q zwei beliebige Zeiger sind. Will man auch
einzelne oder alle Sum men 3P,6.., SP, &mb, . . . . . , so setze man

3,5.%==6,
SP.8.%=8

und wende auf 0,,, o,%, ··.. die Gleichung (85) an.
Aufgabe. Gesucht sind die Stiitzenwiderstindeeines durch

eine senkrechte Kraft P belasteten Bogentragers mit 3 Off­
nungen. Bei A und B sind Kimpfergelenke angeordnet; Uber den
Mittelpfeilern sind die einzelnen Bogen fest miteinander verbunden und
durch wagerechte Gleitlager unterstutzt. EJ' sei konstant.

Es bedeuten A und B die senkrechten Seitenkrifte der Kimpfer­
drticke, X, den Horizontalschub, X2 und X, die senkrechten Gegen­
driicke der Mittelstlitzen. Im Falle X, == O, X2 = 0, X,== 0 liegt
ein an den Enden frei aufliegender Balken AB vor, und es nehmen
dann A und B die Werte

Pb , PaA,==l ' 0 - l 
an. Wirken ·auf diesen (den Haupttriger unseres Stabwerks vor­
stellenden) einfachen Balken AB nur die wagerechten Krifte X, == - 1,
so ist das Biegungsmoment ftir irgend einen Querschnitt: M== 1 · y'. 
Die Flache zwischen der Bogenachse und der Geraden AB ist die Mo­
mentenfliche fir den Zustand X, == - 1 ; sie sei kurz ,,Fliche I genannt.
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Die ,,Momentenfl.ache II" fur den Zstand X,== - 1 ist ein Dreieck

A2S2B2 mit der Rohe G2S2 = 1 · z2;2
, und die ,,Momentenflache III''

fur den Zustand X, == 1 ein Dreieck 4,S,%, mit der H6he G,S,
= 1 • ls;3

• Die Biegungsmomente M" und l\I''' flir den beliebigen

Querscbnitt D sind
M"== 1 · y" und M_''' = 1 • y'",

1-+---- - - a--------- ---- ---- -----6------------~ 
l X Pm . X :
I I

B 
~ 

""I/Ill/lDD==A2

B 3

Fig. 185.
und das gesamte Biegungsmoment ftir D wird

M==M, X,/X,y",/",
wobei ( fur den Haupttrager):

Pb
M =-x sobald r <ao l '

M, == ~a x', sobald a' < b.
und
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Fa1'st man die Flitche I als Belastungsflache eines einfacben Bal­
kens 4,B, auf und zeichnet die _zugehorige Momentenkurve A1L1Bi,
so erhilt man in dieser die dem Zustande X, == - 1 und der Voraus­
setzung EJ' == 1 entsprechende Biegungslinie, ihre unter dem Angriffs­
punkte C von P,, und unter den Stti.tzpunkten 02 und 03 gemessenen
Ordinaten

'6,,, ©»-4% »-1
sind gleich den senkrechten Verschiebungen (Senkungen) der Punkte
C, C, und Os fur den 'Zustand X,== 1.

Ebenso bedeuten, wenn 4,l%B, und A3 L3 B3 die den Belastungs­
flachen II und III entsprechenden lVIomentenkurven der einfachen Balken
A2B2 u:nd A3 B3 sind, die Ordinaten

0,,%, o,.3, %.a
®,%, o,.3% %.%

die senkrechten Verschiebungen, welche die Punkte C, C2, 03 bei Ein­
treten der 'Zustinde X, == - 1 bezw. X3 =- 1 erfahren.

Da die Verschiebungen &.,11, Om2, o"'3 unter ger Voraussetzung
EJ'== t abgeleitet worden sind, und da ferner die Widerlager des
statisch bestimmten Hauptsystems AB als starr angesehen wurden, so
gehen die Gleichungen (85) fir den vorliegenden Fall Uber in

X,,.,4- X,40,4.44- X,40,4.4 ==PB,8.,4 6. 8,) EJ
X404.,#-404.44-40,.,==P,8,., 4 6%. 6,) EJ'
X,04.44 1460,.44 X46%.% ==P,8.%-#-0%.- 6,) EJ'.

Die auf den linken Seiten stehenden Verschiebungen o sind (da
01 . 2 = 02• 1 und ,. 3 ==o,., ist) bereits bekannt bis auf o1• 1; letztere
bedeutet die mit EJ' multiplizierte Verlingerung der Sehne l im Be­
lastungsfalleX,== 1; dieselbe ist, nach Gleichung ( 5 8 a) gentigend genau

0 - (,,2 + J' 
l .•X F' l,

wobei F' den Mittelwert von F sec cp und F den Inhalt des Bogen­
querschnitts bedeutet,) wihrend

ji2dx = 2fy' dx !~ . 2F,· 'I

gesetzt werden darf, unter FI den Inhalt der Belastungsflache I und
unter 'rj den Abstand des Schwerpunktes dieser Fl!iche von der Geraden
A1 B1 verstanden.

01e, 02e, D8e sind die im entgegengesetzten Sinne von Xi, X2, ..x:~
positiv angenommenen Verschiebungen der Sttitzpunkte infolge einer
Temperaturanderung. Wird eine gleichmifsige Erwirmung um t

*) Boi flachon Bogen ist geuti.gend genan F' = dem Mittelwerte von F. 
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vorausgesetzt, so bleibt der Bogen seiner friiheren Gestalt ahnlicb ; es
gebt uber:

Z in Z + etl, h2 in h2 +· eth2, h8 in /i3 + etli3,

und es ergibt sich
h,. t = et l, o2 • t = - 2- t h2, 08 . t = - sth, .

Andert sich infolge von Verschiebungen der Widerlager:
l in l\ Al, h, in h,-- Ah,, hr in h,- Ah,,

so ist
d, == Al, ,== - A h2, &8 = - A h8•

Nunmehr sind die samtlichen Konstanten der Gleichungen (I)
bestimmt, und es }assen sich die Werte X,, X%, X, berechnen.

Wir geben die Auflosung fiir den Fall eines in Bezug auf die
Mittelsenkrechte symmetrischen Tr~Lgers, setzen:

02 · 1 ==0,. 1 = Cl , 

02 · 2 = 03 · 8 ==Ca,
03 · 3 = 02 · 3 = C3 ' 

fuhren fiir 01. 1 die Bezejchnung c ein und erhalten mit den Abkiirzungen:
. 1 ,, c2 ,,, C3 

r:x.'=- ----, (X. =- t -2 , (X. = 2 2c cf-c c3 CGc-2---c=]- cs
die Auflagerkrafte:

X1=r:t.1Pm[om1-(o.,,2 + 0.,.3)-+cl ] +r:x.' eEJ't [z+(h2+hs) +c1-]
~ ~ ~ ~

- r:x.'EJ' [Al- (Ah2»g,] ,
Cg Cg

,, ,,, ,;: h,
X2=P,,.(r:x. 0.,.2-a. om8)-eEJ t-+-

g Cs
, ( ,, + ,,, , Cl+ EJ a. Ah2 r:x. Ah3)-X -+·-,

Ca C;

X P ( ,, ,;: ,,, ,;: E' , h'-2
3 = m CJ. 0.,.3- CJ. 0,,,2) - e J t +

Ca Cs

+ EJ' (r:x." Ah3 + r:x.'" Ah2) - X' c1

cg=} cg
Wird das eine der beiden festen Auflager A und B durch ein

wagerechtes Gleitlager ersetzt, so ist X, == 0; es entsteht ein konti­
nujerlicher Balken, dessen Mittelstiitzen die Gegendriicke

X,== Pm (r:x."om2 - r:x."'o,,,3)-tEJ't (r:x."h2 - r:x."'h3)+ EJ' (rl'Ah2 + r:x."'Ah3),

X, == P,,. (r:x."o,,,3 - a.'"o,,,2) - eEJ't (r:x."h8 - a.'"h2) + EJ' (a."Ah3 + r:x."'Ah2)

ausuben.
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Wird bei Lisung der vorstehenden Aufgabe eine Beri.icksichtigung
der Verinderlichkeit des Querschnittes verlangt, so hat man nur notig,
die Belastungsordinaten y, y", y" der einfachen Balke A,U,, A,B,,

% Or%_,J, _»J, J, ;A,4B, durch die )rdinaten / » / y> / j a ersetzen, wobei /,
ein beliebiges konstantes Querschnittstrigheitsmoment bedeutet. In den
Gleichungen (I) mufs dann J, an die Stelle von J' treten, und schliefs­
lich ist

I:. 1• 2 Jc _j Jc lhr·r== y' ,rda-\pr'J
zu setzen. *)

§ 21.
Schitrfere Untersuchung einfach gekriimmter Stabe. 

1) Grundgleichungen fur die Spannungen und Forminderungen.
Es wird, wie bei der bisherigen Untersuchung eines krummen Stabes
angenommen, dafs dieser in Bezug auf die durch seine Mittellinie ge­
legte Ebene symmetrisch ist, dafs alle iufseren Krifte in jener Ebene
liegen, und nur die senkrecht zum Querschnitte wirkenden Spannungen
cr beri.icksichtigt zu werden braucben. Hingegen wird die Voraussetzung
von im Verhiiltnils zu den Kriimmungshalbmessern verschwindenden
Querschnittsabmessungen aufgegeben.

Indem der Querschnitt auf zwei durch seinen Schwerpunkt gehende
Koordinaten-Achsen (u und v) bezogen wird, deren eine (die u-Achse)
senkrecht zur Stabebene ist, wird angenommen,
dafs in allen von der u-Achse gleichweit ab­
gelegenen Querschnittsteilchen gleich grofse
Spannungen c und Temperaturanderungen t
entsteben, und die Berechnung der c an die
Voraussetzung gekniipft, dals die vor der
Diegung ebenen Querschnitte auch nach der
Biegung Ebenen bleiben.)

Sind in Pig. 186: A,B, und A,B, zwei
unendlich nahe Querschnitte, C,U,== els das
Element der Stabachse, C,D,== C,D,===-] v,
D,D,==ds, und /A,04,==( dg), wobei pg den Winkel bedeutet,

0 

Fig. 186.

) Weiteres iiber kontinuierliche Bogentriger enthilt eine Abhandlung des
Verfassers im ,,Wochenblatte fiir Architekten und Ingenioure, 1884.

**) Man kann hierfiir auch die Annahmc machen, dafs zwei unendlich nahe
Querschnitte infolge der Biegung gleich gekriimmt werden und die Stabachse
unter gleichen Winkeln schnoiden.

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 14
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den die im Punkte C, an die Stabachse gelegte I'angente mit der
x-Acbse eines rechtwinkligen lKoordinatensystems (Fig. 164) bildet, so
ist vor Eintreten einer Verbiegung des Stabes, wenn r den Krtimmungs­
halbmesser der Stabachse bezeicbnet.

UC,C,==ds==-rdg; D,I,==ds,==-(r-v)dg==ds-] vdp
und nach einer kleinen Verbiegung

C,0,==ds { Ads, Z4,0A,==- (dg-] Ad9),
D,D,==ds,-- Ads,==ds{ Ads+(-] Av)(dg] Adpg),

woraus, mit Vernachlassigung der sebr kleinen Grofse AvAdcp und mit
Beachtung von ds ==ds, vdo:

(86) Adsv =Ads+ Avdcp + vAdcp,
wihrend andererseits entsteht

o
infolge der Spannung a: Ads,= E dsv,

,, Temperaturinderung t: Ads11 ==stds,
und beim Zusammen wirken von a und t:

e) sas,=(j +s)as,
so dafs sich ergibt:

_!3_ 1 €.t = Ads+ Avdcp + vAdcp
]};' 1 ds+vdcp

Dividiert man Zahler und Nenner der rechten Seite dieser Gleichung
dsdurch == - d<p, so erhti.lt man
)

(88)

Ads Ado-r-Av---v
a ds do{-€ft f
E r-v

worein zu setzen

1unter den
'In

v t

®o ss=[@o-[(-©,)%m E

Koeffizienten ° der Qu~rd~~ng ~verstanden; derselbe ist

fiir Schweifseisen und Flufseisen = 1 bis 1 .
4 3

Differentiiert man (88), um das Integral Av zu beseitigen, so ge­
langt man zu einer Differentialgleichung erster Ordnung zwischen den
3 Veranderlichen a, v, t und ist dann imstande, a als Funktion von
v darzustellen, sobald t als Funktion von v gegeben ist. Die beiden



211 

m c; noch enthaltenen Unbekannten Ads__ und Ad? konnen schliefs-ds do
lich mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen

N=fadfi', M=favdF'
berechnet werden, unter N die Liingskraft und unter M das Biegungs­
moment fiir den fraglichen Querschnitt verstanden.

Wir wollen zunlichst (vorbehaltlich einer spi.i.teren genaueren Unter­
suchung) den von c; abhangigen Teil von Av vernachlassigen und
Adv== etdv setzen; sodann wollen wir, ebenso wie beim geraden Stabe,
nur solche Temperaturzusta.nde in Betracht ziehen, welche keinen un­
mittelbaren Einflufa auf die Spannungen a haben.

Beim geraden Stabe wurde gezeigt, dafa mit den iiulseren lriiften
(P und 0) auch die Spannungen a verschwinden, sobald t eine Funktion
ersten Grades der Querschnittskoordinaten u und v ist; es kinnen dann
durch TemperaturU.nderungen zwar beachtenswerte Forminderungen,
aber nur im Falle statischer Unbestimmtheit Spannungen hervorge­
rufen werden, sobald nimlich infolge jener 'remperaturU.nderungen
iiufsere Krifte entstehen.

Es fragt sich nun :
Welchem Gesetze t = F (v) rnufs die Temperaturanderung
innerhalb des Querschnittes eines krurnmen Stabes folgen,
damit auch fur diesen rnit den iiulseren Kriften die Span­
nungen verschwinden.

Wir gehen von der Gleichung
Ads,==Ads] Avdcp {vAdo

aus, bezeichnen mit
t die Temperaturanderung an beliebiger Stelle v,
bys» 3 ftir v==0,

"
,% v==]e4,
ss b====89,

setzen, da auf den Stab keine iufseren Krifte wirken sollen und a = O
sein soll,

Ads,==stds,== st(r- v) do
Ads ==st,ds== &t,rdo

und erhalten die Bedingung

st(rv)==-st,r+ Av-]., 9/9dp
Wird diese Gleichung differentiiert, so entsteht, mit Adv== etdv:

(90) e(r v) dt = Adcp dv,
d po

14*
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und hi eraus folgt:

t=- 1 Adcp_j' ~!!._ = 1 ~cp-ln(1·-v)+c.s do rv s do
Da nun fi.i.r v = 0: t ==t, ist, so ergibt sich

C = t - 1 ~clcp_ lnr und0 e dcp

t = t + -1 Ad cp l n (1- .!:'._) ·0 e dcp r
Setzt man erst v ==-e, und t = t2, hierauf v = + e1 und t ==t,,

so findet man aa ( ©)ts==t, +ln 1{ ,s do rad ( )t1 = t0 +- ln 1-- unds do r
, + e

2
)

t -t =_!_ Adcp ln (
1

t· ,
2 1 s do e,

1-­
r

woraus sich mit der schon friiher benutzten Bezeichnung t, t% == At
ergibt:

s At
("+%)r€

und hierfilr darf, mit e1 ]e,== h, stets geniigend genau gesetzt werden:

Adcp =- eAt...!_
dcp h '

Ade_
dcp

so dafs schliefslich folgt

( 91) t = t1 - At + l n ( 1 -+) ·
Im Faller== oo entsteht, wegen ln ( 1- :. ) =- :.

(92) V t==t,] At,
h 

d. i. die friiher vorausgesetzte Funktion.
In der Regel werden die Ergebnisse von (91) und (92) nur wenig

voneinander abweichen.
lndem wir in der Folge annehmen, dafs sich t nach dem <lurch

die Gleichung ( 91) dargestellten Gesetze andert, setzen wir:
(93) li-ds = et0ds und (angenahert):
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(94)
r ds

Ad<p = - eAt - dq;> = + eAt -·*)h h
Um nun die <lurch aufsere Krafte erzeugten cr, Ads und Adpo zu

ermitteln, setzen wir, indem wir t = 0 und mithin auch Av= 0 an­
nehmen,

cr
E

Ads Ado
--r- -v hr de ads (Ad% - Ads) "

r - v ds do ds r - v '
ftlhren diesen Wert in die GLeichgewichtsbedingungen ein und erhalten
die Beziehungeny+fo(- #3f,E ds do ds r-v

"±far(®% 3@eyju,E ds do ds rv
Aus diesen ergeben sich, wenn

(95) f 2 _r dF= Zr-v
gesetzt wird, mit Hilfe der Integralwerte:

fdF= F, f dF= O,J vcl!!__=j(_!_ + ~_r -) rlF =~r -- v r r2 r- v r·
die Ausdriicke:

Ado Ads_ Mr Ads N M
cl (f) 

und es folgt mithin
ds ds EF EFr

SJc Mv r (96) o=,+ z ro
Ads 9
ds EF

Adg % Mr
d<p -- EF - EZ' 

9= y. M
)

wobei

Fiigt man zu Ads und Ado die vorhin gefundenen, unmittelbar
von t, und At abhangigen Werte, so erhltlt man fur den vorhin er­
klarten• Temperaturzustand:

*) Bei der Berechnung ungleichmafsig erwannter Bogentriiger ist die
Nahorungsfonnel schon deshalb am Platze, weil das Gesetz, welchem t folgt,
sich nie scharf angeben 11.i.fst.
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was(97) Ads==st,ds,

(9S) lid = -~d~ + Mds + E 6. t dsEFr EZ
Im Falle r== oo ist

r =1, Z=f2dF=J, 9'c=N, -~+ Mvr-v u- F J

Nds Mds ds
lids= EF + Et0ds, 6.clcp =~+ e-6.t- h ,

es entstehen die friiher fiir den geraden Stab abgeleiteten Gleichungen,
welcbe auch dann noch anwendbar sind, wenn zwar r einen endlicben,
aber, verglichen mit dem grofsten v, sehr grofsen Wert besitzt.

2) Reihenentwickelung von Z. Setzt man
r v v2 v3
--=1+-+-2+s+ ..... ,r-v r r r

so erhalt man7-+I'[+,fer-'[Par+.
und fiir den Fall eines beziiglich der u-Achse symmetrischen Querschnittes:

Z=J+ :,}' dF+ :.paF t .....
Fur das Rechteck von der Breite b und der Hohe h ergibt sicb

bn®
mit dF= bdv und J= 12:

f f¼h bl 5 3 
v4dF= 2bod=="==b5-2+ 5

0

.J?
2°

3h

f f bh7
v6dF=2b v6dv=- 7.2°

0

3.Jh4

7. 24 u. s. w.

(9 9)

Im Falle r== 5h wird z. B. Z== 1,006.J, und es leuchtet ein,
dafs bei der Berechnung der im Briickenbau und Hochbau vorkommenden
Bogentriger stets Z= J gesetzt werden darf.

Fur einen Kreisquerscbnitt vom Halbmesser e ergibt sicb in
ahnlicher Weise
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[ 3 (e)2
3 5 (e)4

3 5 c)too)Z==J'1+,, +s's » 's's'to } +·-­
3) Arbeitsbedingungen. Berechnung statisch nicht bestimm­ 

barer Grofsen. Fir die Folge sollen nur solche auf ein festes Ko­
ordinatensystem bezogene Verritickungen O und Ac der Angri:ffspunkte
der iufseren Kriifte P und C in Betracbt gezogen werden, welche durch
Anderungen der die Gestalt der Stabachse be­
stimmenden Werte ds und do bedingt sind.
Man bat sich also entweder simtliche iulseren
Krafte in Punkten der Stabachse angreifend zu
denken (wie dies in der Regel geschieht), oder
man mufs eine starre Verbindung ihrer Angriffs­
punkte mit der Stabachse voraussetzen.

Um zu einem sehr -Ubersichtlichen Ausdrucke
fir die virtuelle Formanderungs-Arbeit zu ge­
langen, denken wir uns durch zwei unendlich
nahe Querschnitte Jund II(Fig.187) ein platten-
firmiges Stabstiick abgegrent und ersetzen die Spannungen cr eines jeden

Querschnittes durch die im Quersdrnittsschwerpunkte angreifende Lings­
kraft N== fcdF und ein Kriftepaar mit dem Momente M== fcvdF.
Letzteres ist fir den Querschnitt I recbts drehend. Verschiebt sich
nun, bei relativ festliegendem Querschnitte II, der Querschnitt I im
Sinne von N um Ads, so leistet N die virtuelle Arbeit NAds, wihrend
bei einer Drehung des Querschnittes um den Winkel A(do) das
Krliftepaar die Arbeit - MA(do) verrichtet, wobei das erste Minus­
zeichen n6tig ist, weil A(d) die VergrUfserung des ursprtinglich
von den beiden Querschnitten gebildeten Winkels (-dcp) vorstellt,
mithin der Sinn der Querscbnittsdrebung demjenigen des Kraftepaares
entgegengesetzt ist. Die virtuelle Formiinderungs-Arbeit ist fir die
betrachtete Platte

Fig. 187.

dA,== NAds-{ MAdo
und fir den ganzen Stab:

A,== [NAds-{ [MA@g.
Die Arbeitsgleicbung, welche ausdrlickt, da.fs die von den iufseren

Kraften P und C geleistete virtuelle Arbeit gleich der virtuellen Form­
inderungs-Arbeit ist, lautet

(1O1) SPs] SCAc==[NA@s-] /MA@g;
sie gilt fur beliebige migliche, verschwindend kleine Verschiebungen nnd
mige zunichst mit der im § 12 entwickelten Arbeitsbedingung ver­
glichen werden. Dazu fiihren wir ein:
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N = f udF und M == f avdl?,
erhalten

SP6 ] SCAc==[fad(Ads-{ oAd©)
und setzen, indem wir die <lurch irgend einen, mittels des Zeigers a
gekennzeichneten Belastungszustand sowie durch Temperaturanderungen
hervorgerufenen Verschiebungen 0,, Ac,, Ads,, Ado, einfihren, nach
den Gleichungen (86) und (87):

+ dV [Ads,.. a+ Av ]dF(Ads, vAd,)=== [Ads,.,]4vd]==dl',r ds, s, r
pr[E+'[@lE rv

0

Wir gelangen, mit der abkiirzenden Bezeichnung
V [stdv

s' = E + o
(r-v) t

zu der, irgend einem nur gedachten Belastungszusta.nde, welcher von
dem die Verschiebungen erzeugenden (a) <lurch den Zeiger b unter­
schieden werde, entsprechenden Arbeitsgleichung:

(102) :u,&.+ :SC,Ac.=f, (}+St) dV; 

diese hat die gleiche Form, wie die aus (28) und (31) auf Seite 78 und
80 ftir den geraden Stab sich ergebende und als Annaherungsgleichung
fur Bogen mit grofsen Kriimmungshalbmessern bislang benutzte Beziehung

(103) :SP,&.+ :S C,Ac. =fa, (~-+st) dV, 

und es geht tatsachlich (102) in (103) ttber, sobald r = oo also s' = s
gesetzt wird, womit dann gleichzeitig a den <lurch die Gleichung (40)
gegebenen Wert annimmt.*)

Aus der iibereinstimmenden Form der Gleichung (102) und (103)
folgt ttberdies, dafs die friiher ftir den Fall eines beliebig veriinderlichen st

) Man gelangt auch zur Gleichung (102) durch die Erwiigung, dafs die Kriifte
S = crdF (Fig. 66) eine in die Ualbierungslinie des ,,rinkels (- dcp) fallende

Mittelkraft S d8 pgsitzen, dals sie also die virtuelle Formii.ndPrnngsarhcit
)> Q

d Av= crdF (t..ds,, + - dsv t.. ·v) = cr d V (6 cl!_v + 6_!_}_)
r-v dsv 1· -v

verrichten.
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und flir beliebige cr gegebenen Ableitungen, namentlich die zu dem
Maxwellschen Satze fiihrenden Gleichungen (7 3), (7 4), sowie die Glei­
chungen (80), (84), (85) auch unter den in diesem Paragraphen ge­
machten Voraussetzungen giiltig sind.

Die weiteren Entwicklungen knitipfen wir an die Gleichung (101);
die Anwendung derselben auf die Belastungszustinde X'== 1, X"- 1,
..... fiihrt, wenn diesen 'Zustinden bezw. die Lingskrfte N'N",....
und Biegungsmomente M', M", .... entsprechen, zu den die Be­
rechnung der statisch nicht bestimmbaren Grifsen X ermoglichenden
Beziehungen:

l L' = f AdsN' + f AdcpM'

«on >-/3as"+/as"
wobei L', L", ..... die von den Auflagerkriften bei Eintreten jener
Belastungszustande geleisteten virtuellen Arbeiten bedeuten.

Die Gleichungen (104) lassen sich auch durch die Bedingung

-[s»[,g +fs,f"
...

ersetzen, unter X irgend eine statisch nicht bestimmbare Grofse und
unter L die virtuelle Arbeit der Auflagerkriifte ftir den Zustand X= 1
verstanden.

Drlickt man Ads und Ado mittels der eine ungleichmafsige Er-

wirmung beriicksichtigenden, hingegen an die Voraussetzung _!.__ = 0m
und (98) aus, so gehen die Beziehungengebun denen Gleichungen (9 7)

(104) iiber in[e[""4fa+fEF EZ O h[E» 4[""}fax+j­EF EZ O h
(106)

M'ds

M" ds

... '
wobei

',sr=re9w=r r r

ist, und Gleichung (105) lautet:

f
9c c9c ( M oM f oN feAtoM

( 10 7) L== EFOX ds +., E Z OX d s + e: t0 0 X d s + ;; 0X d s;

sie lafst sich, mit der Bezeichnung



218 

«o a=[E"+[""+f«='»
auch schreiben:

•

(109)
0.4.L= {y·

und im Falle L = 0:
A; = minimum,

wobei A, bei angenommenen Lasten und Temperaturanderungen als Funk­
tion der zunichst unabhingig verinderlich gedachten X aufzufassen ist.

Beispiel. Ein Bogentriger mit Kimpfergelenken, dessen Mittel­
linie AB ein Kreisbogen ist, wird in der Mitte durch eine senkrechte

Kraft P belastet. Es soll der

Pr,\
]
I ' I
\ ', 1..--" ),;

Yi '\<.f I
I \ I

X A \ \. __:~------/ -

-fP 

B X•Fig. 188.

Horizontalschub X mit Hilfe der
Gleichung (107) unter der Vor­
aussetzung bestimmt werden,
dafs l in l + Al iibergeht und
der Bogen gleicbmafsig um t
erwirmt wird.

Fi.ir den Bogenquerschnitt
bei x < ½l ist (wenn 'Po den
Wert von p bei x = 0 bedeutet)

N= - _.!._ sin cp -X cos cp,
2

P Pr (. . ) v ( )M =2 x -- Xy =, sm cp0 - sm cp - ..t1.r cos cp - cos 'Po ,

en M p · vJ=== N--=-- sm cp0 - .Ll. cos cp0,r 2 

c cM ccX =- cos cp, cX =- r (cos cp - cos cp0), cX =- cos cp0,

wahrend die virtuelle Arbeit der Auflagerkrafte fi.ir den Fall X = 1:

L=-1 · Al 
wird. Mit ds ==rdo, t,== t und At= 0 folgt deshalb bei kon-

stantem E, F und Z, wenn f st0 ~~ ds = - s tl gesetzt wird:

(
p ) r o

st l - Al =- 2 sin <p0 +X cos 'Po cos 'Po E F 2 /o d <p

Pr9 o+ 2 EZ · 2 J (sin cp0 -;- sin <p) (cos Q cos <po) d<p
4Po
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Xr" o
· 2 / (cos cp - cos cp0)2 dcp

EZ io

= ( ; sin (f)o + X cos (f)o) cos 90 ~.~ 2 9o

Pr3
( 3 )EZ ~- sin 2 <.p0 - <.p0 sin 'Po cos , ] cos i:p0 - 1

+ Xr3 ( 2 + 3 .7 <, cos , , sin p, cos ,),
und hieraus ergibt sich

[ ( Z )] EZP\®sins,-] cos4,- 1-p,cos,sin,\ 1 + p.» +,(etl.AD)
X=-: - -- -- --- - - . 

% - 3 sin cp0 cos (f)o + 2 90 cos 2 cp0 ( 1 + :2 )

4:) Verschiebungen und Drehungen. Die Verschiebung c des
Angriffspunktes einer Last P (die auch = 0 sein kann) im Sinne von
P ist

(111) S=ft:,.dsN+fadcpM-L,
wobei N= Lti.ngskraft,

l\[ = Biegungsmoment,
L== virtuelle Arbeit der Auflagerkrafte

fiir den Fall, dafi:; [> = 1 wird und samtliche statisch nicht bestimm­
baren Grifsen X verschwinden, wihrend Ads und Ado demjenigen
Belastungszustande entsprechen mi.issen, welcher die Verschiebung O
hervorbringt. Man darf auch setzen

f cN f cM ac (112) s = l::,.ds cP + t:,.dcp oP - :s oP l::,.c.

Die Einftthrung der fir Ads und Adp durch die Gleichungen (97)
und (98) gegebenen Werte liefert die den Gleichungen (54) und (55)
gegenuber zu stellenden Beziehungen

f ITT"Jcds f MMds f - f At - -113) 8,= Ez\ st,N@s{ s,- Nds- L,

+jZft?f2
f t:,.t cM ac + e - - ds - :S --1::,.c, . h @R, P,

- - M wobei 9l== N- -,.
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ist. In derselben Weise ergibt sich fur die Anderung Apo des Neigungs­
winkels po irgend einer an die Stabachse gelegten Tangente die Gleichung

f W?.lcds f M.Mds f - J~sAt - -(115) Ag- pp1 Z st,N@s}, Mas L,
in welcherund M bezw. die Lingskraft und das Biegungsmoment
fir den Fall bedeuten, dafs an der als starre, mit dem betrachteten
Stabe fest verbundene Linie aufzufassenden 'I'angente und im Sinne der
gesuchten Drehung ein Kriftepaar angreift, <lessen Moment gleich , Eins
ist, wahrend die Grofsen X verschwinden. L stellt die virtuelle Arbeit
der Auflagerkrifte ftir diesen Belastungszustand dar. An Stelle von
Gleichung (115) darf auch gesetzt werden:

f 9', am f M cM f cN (116) Ag= F o;®+ Z"®+ ·% 7; "°

f At oM oC+ 7 at®®?n; +®
wenn 9)l das beliebig grofse Moment eines an der Tangente angreifenden
Kriftepaares vorstellt. Vergl. Seite 84.

Beispiel. Es soll die Verlangerung Al der Sehne AB== l eines
ungleichmilsig erwirmten krummen Stabes ohne Zwischengelenke be­
stimmt werden. Pig. 154.

Man erhilt
(117) Al= r-mm~ +f MMcls +j's to Nds +fs At -. EF Z , Mds,

wobei N und M der wirklichen Belastung entsprecben, wahrend N und
M bezw. die Langskraft und das Biegungsmoment bedeuten, welche
fur irgend einen Querschnitt des Bogens <lurch zwei in die Gerade AB
fallende, im Sinne der gesuchten Verschiebung Al wirkende Krafte ,,Eins"
hervorgebracbt werden.

Es ist = 1 • cos 9, M== 1 · y und
- - M}==N ==cos@- '

r r
mithin ergibt sich, bei konstantem s, t,, At:
ave) sr.=f(s ")(% ")E 4/E7-fa#le,J r r EF EZ [J

Beispielsweise ist fur einen Ha 1 bk re is bog en, welcher die in
Fig. 177 dargestellte Belastung durch zwei Krifte Q erfihrt:

MN = Q cos p9, M== Qy, y = r cos p, N- = 0
r
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und, wegen ds ==rdg, bei konstantem E, Z, h:
~ n - 3 n

"Al = - cos 2 cp d cp + e t0 l - - cos pdEZ k
}- fl

3 }
= 2 [ ~; Jco,2 cpdcp +-• dt fcos cpdcp] + et0 2r,

0 (J

(119) Al= Q~~ + 2re (to +At_!__)•2EZ h

~lJ'-----r.:------7,
'o> ;~ -x- -- - _, J
I I

Fi.g. 189.

5) Die Biegungslinie. Setzt man in die im § 17 fiir die Biegungs­
linie eines einfach gekrtimmten Stabes entwickelte Gleichung:

(
Ads )

d2b Adcp d -~t.gcpasa+ as ·
die durch die Gleichungen (97) und (98) fur Adcp und Ads gegebenen
Werte ein, so erhilt man (mit dx = ds cos p=== - rdcp cos p):?

®g\.A39, ·AG+ssl
(l20) dx2- EZ+ h EFr seccp+ dx '
und es lassen sich jetzt, ebenso wie im § 1 7 , die Verschiebungen O
mittels eines Seilpolygons darstellen, dessen Belastungsordinate

( ) ,,,, _ ( ~ + e At_ !__) + d [~:F +_et,):: tg 'P]
121 ,., - E z 1. EF: sec qi1 ,i " r d.c

ist. Sind Zwischengelenke vorhanden, so ist nach Seite 165 zu verfahren.
Fur manche Fille ist es vorteilhaft, Gleicbung (120) umzuformen in

d" ( M e At ) d s W d 2y [ ( dx ) 2
]

clx2= EZ +-h- dx + EF dx2 1 + ds 

+ d (:F) dy d 2 y 
d .x: d x + e to d x 2 ;

(122)
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bierbei ist t, ftir samtliche Punkte der Stabachse gleich grofs ange­
nommen.

Beispiel 1. Gesucht ist die Biegungslinie eines Halbkreisbogens,
welcher nach Fig. 189 durch zwei Krifte Q belastet wird. Es sei t = 0.

Fur den Stabquerschnitt bei x ist
MN= Q cos po, M== Qr cos po, 9l = N==0,
r

mithin
d2'& Qr-dx2 EZ

Nach § 17 stimmt die gesuchte Biegungslinie mit der Momenten­
kurve eines einfachen Balkens tiberein, dessen Lingeneinheit die kon­
stante Belastung

Qr
c=° EZ

trigt, und es ist mithin die Biegungslinie eine Parabel, deren Pfeil
zr2 Qr3(t2s) «==s az

ist, und deren Gleichung

(124) 6== ux (2r - x)

°
Qra(2r a)

2EZ
lautet.

Beispiel 2. Gesucht sei ftir einen Bogentriger mit halbkreisformiger
Mittellinie der durcb eine Einzellast P, eine gleichmilsige Erwirmung
um t und eine
rizontalschub X. 

Vergrofserung der Sttitzweite l um Al erzeugte Ho­
Der Querschnitt sei konstant, und an den Kampfer

mogen Gelenke liegen. Fig. 190.
Nachdem fir den in Fig. 18 9

dargestellten Belastungsfall (mit Q== 1)
die Biegungslinie 4'S' B' und die Ver­

{Pa \ingerungTr?
~ .= 2 EZ [nach Gleichung (119)]

AX ! X B · ] ' RfA !------------t(y-··---F-
I
k------------------t--~J•-···-·--------- I

! l

!<(---------------------1--------------- ---- >-j
h----a---- -----------1.J----------------~u

l p

Fig. 190.

der Behne AB ermittelt worden sind,
wird, gen au wie auf Seite 18 6 , mit
Rilfe des Maxwellschen Satzes
der Wert gefolgert:

r P'b + st l -- 6. l 
X= ~

wobei 3 die unter der Last P gemessene Ordinate der Linie A'S''
bedeutet.
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Wegen
ra(2r-a)== [nach Gleichung (124)]2EZ

ergibt sich
Pa (2r - a) + 2EZ (2X== ± % strAl).

TC)- TE)

Bei ungleichmlifsiger Erwarmung tritt nach Gleichung (,J 19) an

die Stelle von 2ctr der Wert 2sr (t0 + M ;: ) ·

Ist beispielsweise r== 12 h nnd ~ t = ~, i;o folgt t0 + At --f: ==4t,, und der
durch die ungloichmilfsige ErwLirnnmg crieugte IIorizontalschub ergibt sich vicmna1
so grofa wic dor im Fallo t = Konst. entstehendo. Man ersieht hieraus, welcb
grofaen Einflnl's oino ungleichmiifsige Erwannung oder .A.bkiihlung haben kann.

6) Beriicksichtigung der .A.nderung der Querschnittsab­ 
messungen bei Berechnung der c, Ads und t::,.<,lcp. Die Differen­
tiation der aus Gleichung (86) folgenden Beziehung

o Ads Ado
(r-v)= r---v-!::,.v-st(r-v)E ds dcp

liefert, wenn zunichst der Zustand t = 0 vorausgesetzt wird,
da rv ¢ ad _Adv
dv E E dcp dv '

worem zu setzen
!::,.dv Ci

- =---·
dv mE

Es entsteht mit der
m] 1

Abklirzung -- ==.:
m 

+ t::,.dcp _E = 0do r
dcr Ci
dv -µ ,;·-v

•
und hieraus durch Integration*)

C + 1 t::,.dcp E·-o%as "
wobei C die Integrationskonstante bedeutet. Fiir v = 0 soll sein:

c Ads
E - ds , und es folgt daher

*) Eincr Differentialgleichung d ;tJ - '!J F (x) F,(a)= 0 entspricht das
dx 

Integral: =(JP\ls ) (c--[no-"er@ea)
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E Ads = _£_ + __!_ Ad9 E, mithin
ds rf- µ d9

C== E ( Ads --~ Ad9) rf- und schliefslichds • dpo
rs 1 .+()1--
)'

wobei
m ad9 a 3 l®a

m]1 do ds
Die beiden Gleichgewichtsbedingungen

N= f rsdF und M = f rsvdF
gehen tiber in

N f dF%-''-)
und liefern, mit den Bezeichnungen:

~- ~1 vdFr ( ')1---
r

die Werte

weshalb sich

(125)

N M K,a=-------,EF EFr K,
fur die Spannung rs der Ausdruck ergibt

"derselbe bleibt bei Eintreten einer ungleichmafsigen Erwarmung un­
geindert, sobald t dem <lurch die Gleichung (91) gegebenen Gesetze folgt.

· Ado m] 1 Ads
Bestimmt man noch -- = ·- - a und == a+ ~ un<ldo m ds

fligt zu diesen Werten die fur jene ungleichmafsige Erwarmung auf
Ads Adp

Seite 212 und 213 nachgewiesenen Beitrige == et und
ds O d<p

r= - e At-, so gelangt man zu
h 
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! t:,.ds N M K1-F
ds = EF - EF7 --x;- + st0

Ado m] 1 ( y ra l EF Er , ·',
Ftir ein Rech teck von der Breite b und der Rohe h ergibt sich

beispielsweise, wegen dF= bdv:

(1 26)

O,= In [ u, 1_

V1 __ 7!__
2r V'" 1 ~ _,.__ J ;

2r

Ii » yo»l<,.), = - 1 1-- - 1- ·2 m-1 2,· 2r

Ist r== 5h und m = 3, so erM1t man w1 ==0,201042, ,== 0,200148,

~
1 ==b5,==1,005210, rK,== 25 Fh (w1 - wt)= 01022 35bh2,

=? + 0,02~5bh2 I3 _1_ -1,005240][V­
und fi.ir v=+½h bezw. v=-}h:N, M _N,

(JI= IT 6,514 bh2 ' IJ~ -,;;; - D,119 bh2

Die Anwendung der Gleichung (96) hitte mit Z== 1,006 J geliefert:
N' M N M31 =37 +6427 3,,3 4=3,9-528 7

und die for don geraden Rtab abgeleitete Gleichung (40):

N M N . Mhi=n,"I±e

Miiller-Bresl au, Die neueren Methoclen der Fe1:1tigkeitslehre. , 15
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Abschnitt III.

§ 22.

Drehungsfestigkeit.
1) Spannungen. Wird ein gerader Stab durch Kriftepaare be­

ansprucht, deren Ebenen die Stabachse rechtwinklig schneiden, so besitzen
nur die in den Querschnitten hervorgerufenen und in der Folge mit 't'

bezeichneten Schubspannungen einen wesent­
lichen Einflufs auf die Forminderung. Auf
jeden Querschnitt wirkt ein Moment M,, welches
das Drehungs- oder Torsions-Moment
genannt wird und gleich der algebraischen
Summe der Momente der zwiscben jenem
Querschnitte und dem Stabende angreifenden
Kriftepaare ist.Fig. 191.

Ist der Querschnitt ein Kreis vom Radius e, auf welchen Fall
die folgenden Untersuchungen beschritnkt bleiben mogen, so ist die in
irgend einem Punkte C (Fig. 191) auftretende Schubspannung recht­
winklig zu der von C nach dem Kreismittelpunkte S gezogenen Ge-
raden, deren Linge SC==p sei, und es verhiilt sich, wenn , den
Wert von z fir == e bedeutet,

c:5,==:e.
Das Gleicbgewicht zwischen den inneren und iufseren Kriften

verlangt:

wobei <las Integral fiber den ganzen Querschnitt auszudehnen ist, und
es ergibt sich, wenn

gesetzt wird,

(128)
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2) Drehungswinkel. Der von irgend einem auf der Stabachse
angenommenen Ausgangspunkte A um s entfernte Querschnitt D wird
sich gegen den bei s + d s gelegenen Quer- ----,..,__ ~~~~\
schnitt D, um einen Winkel d drehen, und ✓ -"1( ~ it_r/!
hierbei wird sich der Angriffspunkt C der t JJ sr--rr 
Schubspannung 'C' gegen den gleich gelegenen :

1
/

Q,... d I "Punkt C, des Querschnittes D1 um (:) d ..J ver- ------+---L _
schieben. Ist C' die neue Lage von C und D si,,/C: '

1 I 

setzt man
LC'c,C==,

so folgt C' C ==ds, und es ist mithin gd== yds,
dsd==y

P
ergibt. Man nennt y die Gleitung im Punkte C; sie ist der Spannung
proportional und <lurch

Fig. 192. 

woraus sich

(129) 'C'
"(=­ 

G
gegeben, wobei G den GI ei tmo d ul (Schub-Elastizitatsmodul) bedeutet.

Der Ausdruck fir d geht nun iiber in
+ sds M,as(1so) @5= G% GJ,°

und die Drehung des Querschnittes D gegen einen um s von ihm ent­
fernten Querschnitt wird

8

(lBl) ~=!Mads.*)GJ,
0

Zwischen den beiden Elastizitatsmoduln E und G besteht die Beziehungw» a=%­
1

den Koef.6.zienten der Querdehnung bedeutet. Fur Metalle istm
m = 3 bis 4.

3) Die Arbeitsgleichung. Da man alle in einem Querschnitte
wirksamen Schubkrttfte zu einem Kriftepaare vereinigen kann, dessen
Moment den absoluten Wert Ma hat, so ist die virtuelle Arbeit dieser
Schubkrifte bei einer Drehung des Querschnittes um einen beliebigen
Winkel d~ (wenn der um ds entfernte Nachbarquerschnitt relativ
fest liegt:

wenn

) Ist der Stabquerschnitt kein Kreis, so tritt nach Saint-Venant (Comptes

rendus 1879, Band 88, Seite 144) an die Stelle von J, der Wert ", wobei,• dp
gcntigend genau, x. = 40 gesetzt werden darf.

15 *
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dA,== M,,d2,
und es ergibt sich die virtuelle Forminderungs-Arbeit des ganzen Stabes

A,== fM,d3.
Die Arbeitsgleichung lautet mit den auf Seite 22 erklirten Be­

zeichnungen P, C, 6, Ac:
(133) SP-J SCAc==/M,d2;

sie gilt im Falle des Gleichgewichtes zwischen den iiufseren und inneren
Kriften fiir beliebige, verschwindend kleine, zusammengehirige Form­
inderungen und kann in derselben Weise wie die entsprecbenden Arbeits­
gleichungen der Abschnitte I. und II. benutzt werden, um statisch nicht
bestimmbare Grofsen X und Verschiebungen O zu ermitteln. Die teil­
weise Differentiation von Gleichung (133) nach einer Grofse X oder
einer Last P ftthrt zu den Heziehungen

J. cMd ;· M, M,(134) L== y@= 0J. @y ®® nd
p

f oMa oC f Mel cMa :, oC (tao) 8,== 2pd-3,p.Ac= gi. «±@s-3,p.Ao
m m p m m

wobei die Lasten P und die Grofsen X als unabbangige Veri:tnderliche
aufzufassen sind. L bedeutet, wie friiher, die virtuelle Arbeit der Auf­
lagerkrifte ftir den Zustand X = 1.

4) Zusammensetzung von Drehungs- und Biegungs-F'estigkeit.
Die Gleichungen (134) und (135) eignen sich besonders fur die Be­
urteilung des Einflusses der Drehungsmomente in Fallen gleichzeitiger
Beanspruchung auf Drehungs- und Biegungs-Festigkeit, namentlich fur
die Untersucbung von Stiben kreisfirmigen Querschnitts, die bei beliebiger
Gestalt der Mittellinie durch irgendwelche Krifte belastet werden.

Ist die Mittellinie des Stabes eine Kurve doppelter Krtimmung, so
beziehe man den Querschnitt auf rechtwinklige Koordinatenachsen (u, v)
und lasse die v-Achse mit dem Krtimmungsradius (d. h. also mit der
Hauptnormale) zusammenfallen; die u-Achse steht dann senkrecht zur
Schmiegungsebene und deckt sich mit der Binormale. Nun denke man
den Stab durch den fraglichen Querschnitt in zwei Teile zerlegt, ersetze
die Mittelkraft R der auf den einen der beiden Teile wirkenden iulseren
Krifte durch die aufeinander senkrechten Seitenkrifte:

N (Lingskraft) senkrecht zur Querschnittsebene,
Q, (Querkraft) parallel der u-Achse,
Q,, ,, ,, ,, v-Achse

und bestimme die von der Kraft R ausgeiibten Momente:
Ma, in Bezug auf eine zum Querschnitte senkrechte Achse,
M,, s» » %» die u-Achse,
M,,, ,, ,, ,, ,, v-Achse.
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Infolge von N und M, entsteht nach § 21, Gleichung (96) in
irgend einem Querschnittspunkte (u, v) die Spannung_, M.a

CJ- F Z ·r-v
wobei

9==y M,
)

·l- €Y+10+2-36»l
4

J - 1te , F = 1te2, e = Halbmesser des Kreisquerscbnittes,
4

r = KrUmmungsbalbmesser der Mittellinie,
wiihrend die durch das Moment M,, erzeugte Spannung a mittels der
fur den geraden Stab entwickelten Forrnel

G==
M, u
J

zu berechnen ist, da die Schmiegungsebene drei aufeinander folgende
Punkte der Mittellinie enthalt.

Zu der gesamten Li1ngsspannung

aso) a84 Mo rNaZrv J
tritt noch eine Schubspannung, welche mit der hier als zulissig an­
genommenen Vernachlissigung der von Q« und Q, abhiingigen Beitrige
gleicb

ist, und es ergibt

(138)

M¢ M,p
(137) -r =J = 2 J

p

sicb hiermit die Inanspruchnahme an der Stelle (uv):

k- m-1 + m+ 1 ,/~+~G JG 4c.2m 2m
Hinsichtlich der Vorzeichen der von den iufseren Kriften abhiingigen

Werte gilt folgendes:
Das Moment M, ist positiv, so bald es den Kriimmungshalb­

messer r der Stab-littellinie zu vergrifsern sucht; der Krtim­
mungsmittelpunkt mufs hierbei auf dem positiven Teile der
v-Acbse liegen, vergl. $ 21.

Das Moment M, ist positiv, sobald es bestrebt ist, auf der
Seite der positiven u-Achse Zugspannungen hervorzubringen.

Die Lingskraft ist positiv, sobald sie den Stab an der
betracbteten Stelle zu zerreifsen trachtet.

Das Vorzeichen von Ma ist gleicbgtiltig, da in k die Scbubspannung -r
nur im Quadrat vorkommt.
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Statisch nicht bestimmbare Grilsen X lassen sich (fur den in der
Folge vorausgesetzten Zustand t ==0) mit Hilfe der aus (53), (107)
und (134) sich ergebenden Arbeitsbedingung[#r ,[. y.,,,[3. u,

(139) L- EF' oX ds EZ oX ds EJ oX ds

+! M,z oMd
GJ, ox "®

ermitteln, und zur Berechnung von Verschiebungen O kann die Gleicbung

) 0 f 9c o 9c +j' Mu o M,. +f Mv o Mva4o) =° rFar."® ZeF,"® .a «+"4f<%s'Ca,GJ, o, @P,
benutzt werden.

Aufgabe 1. Ein Ring von konstantem Querscbnitte und kreisformiger
Mittellinie (Fig. 19 3) wird bei A durchgeschnitten nnd unmittelbar zn

beiden Seiten der Schnitt-
stelle von zwei entgegen­
gesetzt gleichen, zur Stab­
ebene rechtwinkligen Krif­
ten P ergriffen. Es soll
angegeben werden, um wie­
viel sich der Ring, <lessen
Querschnitt ein Kreis vom
Halbmesser e ist, bei A 
ffnet, und wie grofs seine
Beanspruchung ist.

Bedeuten y und x die
von A auf eine beliebige

Tangente und den durch ihren Bertihrungspunkt gebenden Halbmesser
gefillten Lote, so entsteht in Bezug auf die in die Stabebene fallende
-Achse jenes Querschnittes das Biegungsmoment

M,== Pr.
Das Drehungsmoment ist

M,,== Py
und die gesuchte Offnungsweite:

Fig. 193.

n n

J Mv oMv + J Mel oMd
0 = 2 EJ oP ds 2 GJP oP ds.

u 0

Mit Rucksicht auf



OM,
cP ==a,
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OM, EJ- = !J undcP GJ,
m{ 1

n
folgt:

7 T.'(fs+"1'fra.)EJ 1r1, ,.,
0

t T=l"(fa-ea» +"!fa«see)EJ m 
0 0

(,3 ~i + 1 ) ,EJ m
Te

und beispielsweise fur m = 3, mit J = 4
O== 20Pr3

Ee4 
Die Inansprucbnabme des Ringes ist nach (138) mit m== 3:

' .4?ve-A=+k = 3 O' 3 y 

worein zu setzen:
r:5=Mv_!_=4Prsi~cp, 2't'= M,ze _ 4Pr(1-coscp)__

J 7Ce J 1Ce8 

Es folgt k = :::: (sin cp + 2 /sin 2 cp + ( 1 - cos cp) 2
)

4Pr (. + . cp)== sinpo 4 si ·3ne" 2
Dieser Wert wird am grofsten flir cp = 137°4' und zwar ergibt

sich biermit
Pi­

k,,,ax = 1, 869_, .)
e 

Aufgabe 2. Ein Stab ASA (Fig. 194) mit halbkreisformiger, in
einer wagerecbten Ebene gedachten Mittellinie und konstantem Quer­
schnitte ist an beiden End en fest eingespannt und mit einer Kraft 2 P
belastet, welcbe in der zur Stabebene senkrechten Symmetrieebene liegt,
mit der Stabebene den Winkel r:t.. einschlie.fst und auf der im Halbierungs­
punkte S des Kreisbogens zur Stabebene erricbteten Senkrechten die
Strecke SB = c abschneidet. Es soll die Inansprucbnahme des Stabes,
dessen Querschnitt ein Kreis vom Radius e ist, ermittelt werden.

Wir denken den Stab bei S aufgescbnitten, nehmen an jeder Stab­
halfte die Kraft P an und ersetzen die in der Schnittfliche bei S wirkenden

) Vergl. Grashof, Theorie der Elektrizitit und Festigkeit. Berlin 1878,
Seite 296.
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inneren Krifte durch ihre Mittelkraft JI. Wegen der Symmetrie des
Belastungszustandes ist H parallel der in S an die Stahacbse gelegten

.A '\#s.4a

',,,
----T 

~ 
Fig. 194.

Tangente TT; sie habe von der Stabebene den Abstand b, wihrend
die Entfernung ihrer Projektion auf die Stabebene vom Punkte S gleich a

sein mige, und es werde gesetzt

Ny ..."%'%-•und P"= P sin a. ergibt sich fur einen be-
liebigen Querschnitt D (vergl. Fig. 195, in
welcber die auf eine Stabhlilfte wirkenden
Krifte auf die Stabebene projiziert sind):

die Lingskraft= H cos cp ]P' sin cp,
das um die zur Stabebene senkrechte

u-Achse drehende Biegungsmoment
Mu == P'r sin cp -H (r {- a - r cos pg)

=P'rsinp9= Hr(1cos@) M,,
das um die in die Stabebene fallende v-Acbse drehende Biegungs­

moment (nach Zerlegung von H in H cos ©Q und H sin p)
M,== - p" r sin p P' sin cp • c - H cos cp ·b

==-(P"r-] P' c) sin cp - M2 cos cp
und das um die in D an die Stabachse gelegte Tangente T1 '1'1

drehende Torsionsmornent
M,== P"rr (1 cos cp) - P'c cos cp + 1\12 sin cp.

Sind nun H, Mi, M2 bekannt, so vermag man fiir jeden Punkt
u, v des Querschnittes die Spannungen u und "C', sowie die Inanspruchnahme
k mit Hilfe der Gleichungen (136) bis (138) anzugeben, worauf der stets
einem Umfangspunkte entsprechende Wert k,,, berechnet werden kann.

Die statisch nicht bestimm baren Grofsen H, M1, M2 lassen sich
mittels der Bedingung

Fig. 195.
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in welcher 9c = N-

'.p" 1 fiM o M., 1 fi o MvO = EF- ~L oX ds EZ p .. cX ds -1- E.J Mv oX ds

1 fi o Md
-1- GJJMr1 cX ds;

P
M,. + M1 •= II - 1st berechnen ·r r man hat nur

notig, fur X der Reihe nach H, M, und M, zu setzen, um drei
Gleichungen mit drei Unbekannten zu erhalten.

Zunl:l,chst sollen die in jenen drei Gleichungen vorkommenden,
zwischen den Grenzen O und ½1t zu nehmenden Integrale gesondert
berecbnet werden. Es ist, mit ds = rdcp:

~ n
o9'c f am ( ") r1t oH = 1, 91 ~JI ds= H+ r -2-,

0

la®'3-(")5oM, r' . cM, r 2 '
0

cM,. ( ) 
0 II = - r 1 - cos cp ,

3n lf Mu !~f ds = -.f[P' r sin cp - Hr (1 - cos pg)M,]r(1 cos cp) dcp
0 0

l--9-€9]
3n 3

~.. = - 1, (M.. ~MM~ds=- ([P'r sin cp-Hr (1-coscp)-M1]rdcp
0M1 f e,• 1 .fl

21 J
1 1 ( 7C ) Ml 7C I==-r' PU' s1 =,3

} l

::.,=-coscp,j~., ::v ds=+.f[(P'c+P''r) sin cp + M2 ~os cp] 1· cos cpdcp
2 0 2 0

= ; (p' C + p'' r + l\12 ; ) ,

~ n ½ 7T

::~=sincp,fMa ::r1 ds j[P"1·(1-coscp)-P'ccoscp + M2sincp]rsin cpd cp
2 0 2 0

= ;-(P"~· - P'c + M2 ; ) ,

und es lautet daher die obige Arbeitsgleichung
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fir X== H:

'+")2-S\«f)-E9l=
fir X== M,:

. 1 ( + M1 ) 7t r
2 I , ( 7t ) M1 7t I- H --- P-J-I - -1 --- =0.

BF r 2 EZ 2 r 2
fur X== M,:

2
;J ( p' C + p" r + J\iI2 ; ) + 2 ~J ( p" 1· - p' c + M2 ; ) = 0.

p

Setzt man zur Abktirzung
z]].==

Fr2

EJ _m] 1
und beachtet, dafs ist, so ergeben sich aus den dreiGJ,
Bedingungen die Werte:

4-X7t 
J-1= 2Pcos a T? 8

(x + 1) 7t- 6M,== 2 Pr cos a Q ,T8
2 I Pc cos a . IM,== Psinot ·2 7t 2m+1

Die gestellte Aufgabe ist hiermit gelost.
1st die Last 2 P parallel zur Stabebene, d. h. ist a · O, so er-

gibt sich
4 xT y, 2Pr (x. + 1) 7t - 6' M = ~ . _I_c_.H==2l',4%s' ' zm?-8 '® r 2m] 1

J-I und M, sind unabbangig von c; beide Werte hitten mit Hilfe
der im § 21 flir den einfach gekrlimmten Stab gegebenen Gesetze ent­
wickelt werden kinnen.

Ist die Last 2 P senkrecht zur Stabebene (a= 90), so ergibt sich
2Pr

H = 0, Ml = 0, M,== - .
7t

Fi.i.r eine beliebige, jedoch in Bezug auf den Halbierungspunkt S des Bogens
ASA symmetrische Belastung erhalt man

9==F(P)\-±,M,==F,(P)-Hr(t-cos)-Mr;
1' 

M==F,(P)-M3cos g; Ma==F,(P)-] M,sing,
wobei F(P), F,(P), F2_(P), F8 (P) gegebene Funktionen der Laston sind. Die 
nach H, M, und M2 gebildoten teilweisen Differentialq_uotienten cler Grufsen
m, Mu, Mv, Ma behalten die oben angegebenen Werte, und es ergeben sich daher,
wenn der Reihe nach X= H, X ==M,, X = M2 gesotzt wird,- die Bedingungen:

f ~c f M..(I) 0 = EF dr.p- 1· EZ (1- cos r.p) d9
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w·-[#-[»
111) f M,, f M,z .

( 0 = EJ cos cpdcp - GJp sm cpdcp,

in donen alle Integrale zwischen den Grenzen O un<l ½ it zu nehmen sind.
Fiir den Fall, dafs alle Laston, die teils senkrecht zur Stabebene, teils in

dieser Ehene wirken mogen, in Punkton der Stabacbse angreifen und der Quer­
schnitt des Stabos, desgl. E uncl G kon.stant sind, Hifst sich Gleichung III noch
wie folgt voreinfacheu.

An einem Stabstiicke @s wirken, um die Tangente T,T, drehend, die
Mornente M,, dcp (gcwonncn durch Zusammensetzung cler auf die Endquerschnitte
des Stabstiickes wirkenden JMomente M, und M,}- dM,,) und dMa (Unterschied
zwischen den anf jene Endquerschnitte wirkenden Drehungsmomenten), und es
erfordert das Gleichgewicht das Bestehen der Beziehung:

M,@-]- @Ma==0.
Verbindet man J.iese Gleichung mit der durch toilweise Integration ge-

folgerton:
3 3 3
[Masin a@g== ]Ma cos a4 /cos g@M;
0 0 0

und beachtet, dafs o== O nnd cp = ½it bezw. liefern: M,z =O (wegen der Sym­
metrie dos Belastnngszustanclos) und cos po== O, so erhilt man

k 3
/M,z sin cpdcp =/M, cos cpdcp,
0 0

uud es geht deshalb (bei konstantem E, J, G, Jp) Gleichung (III) ii.her in

3
(ITia) JM.v C08 cpclcp = O;

0

sic gilt fir Stibe mit beliebig geformtem, jedoch in Bezug auf die v-Achse
symmotrisc;hem und konstantom Qnerschnittc.

§ 24.
Gesetze fiir beliebige isotrope, feste K6rper.

I) Arbeitsbedingungen. Im Inneren eines festen KUrpers, dessen
aufsere und innere Krifte miteinander im Gleichgewichte sein mogen,
sei ein Parallelepipedum abgegrenzt, <lessen Kanten den Achsen eines
rechtwinkligen Koordinatensystems parnllel sind und die anf!inglichen
Langen dx, dy, dz haben.

Die Spannung in der zur x-Achse senkrechten, den Punkt (x, y, z) 
enthaltenden Seitenflache dydz sei in die Seitenspannungen
cr,,, parallel der x-Achse und positiv, wenn im Sinne von (- x) wirkend,
-r:.ry, ,, , , y-Acbse ,, ,, ,, , , ,, ,, (- y) 
--r:.rz, ,, ,, z-Achse ,, ,, ,, ,, ,, (- z) 
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zerlegt, und in gleicher Weise migen die Spannungen in den dem
Punkte O anliegenden Seitenflachen dzdx und dxdy durch ihre Seiten­
spannungen C,, 5,-3 56

c., -r,,.,,' •zy

t Z ¢
z 'I'.

-;f' tJi 

Txz

+y 
ryz

G
z 

Fig. 196.
gegeben werden. Die c sind Zug- oder Druckspannungen, die -r Schub­
spannungen.

Wird die Momentensumme aller auf das Parallelepipedum dxdydz
wirkenden Krafte in Bezug auf die der y-Achse parallele Schwerachse

des Korperteilchens gleich Null
gesetzt und hierbei davon abge­

dy sehen, dafs sich die Spannungen
in gegentiberliegenden Seiten­
flachen um Differentiale unter­
scheiden, weil die Berlicksichtigung
dieser Unterschiede zu unendlicb
kleinen Grofsen der vierten Ord­
nung flihren wtirde, welche gegen

~ die der dritten Ordnung verschwin-
Fig. 197. den, so erhalt man (mit Hinweis

auf Fig. 19 7, in der die Projektion des Parallelepipedurns auf die
(zx)-Ebene dargestellt ist) die Gleichung:

("=zxdxdy) yz = (-rxzdydz) d.c,
und hieraus und aus ahnlichen Momentengleichungen fur die der x-Achse
und z-Achse parallelen Schwerachsen des Korperteilchens folgt

C,,== "=xz, "=zy = "=vz, "=xy = "=yx,
wesha1b die ktirzere Bezeichnung eingeftihrt werden soll:

"=x = "=yz = '"C'.::yi '"C'y = "=zx _..:___ 't'x::i 'r.:: = "=x.11 = 't'y.i:,

, +,3
'1-1# C-d..-Y:

ffX

,dx ~ 

de ~ 
[@xdy

~ g
Iii3» '
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wobei zu merken ist, dafs

't':c J_ dx, 't'y J_ dy, 't'z J_ dz.
Ander sich die anflinglichen Langen dx, dy, dz um Strecken

Ad, Ady, Adz, so leisten die von den Spannungen a herriihrenden
Krti.fte axdydz, aydzdx, azdxdy die virtuelle Arbeit

dA,, = axd!JdzAdx + aydzdxAdy + a,.dxdyAdz

(
Adx Ady Adz )=a + %,,' +a,'@@@a>

und hierflir kann, wenn die in der Folge Dehnungen genannten Ver­
lingerungs-Verhiiltnisse mit

Ad Ady Adz=. a '»= ay ·-= a»
bezeichnet werden und der Inbalt des Korperteilchens dxdydz = d V
gesetzt wird, geschrieben werden

dA,==(0,,]-5,s,+-a.s,) @V.
Gleichzeitig mit den Dehnungen entstehen Winkelanderungen,

es sei, mit Bezugnahme auf Fig. 192:
'Yx die Anderung des Winkels YO Z, 

zox, 
XOY. 

'Y !J " 
,,

und

Man nennt 'Yx, "{y, 'Yz die Gleitungen im Punkte ayz; sie seien
positiv oder negativ, je nachdem sie Verkleinerungen oder Vergro.fserungen
der Winkel YO Z, ZO X, XO Y vorstellen.

Infolge der Anderung des Winkels YO Z um yx verschiebt sich
die Fliche YO' im Sinne OZ gegen die Flliche O Y' um ,dy, wobei
die in YO' und senkrecht zu dx wirksame Schubkraft ,ddz die
virtuelle Arbeit ,dadz,dy leistet, oder es verschiebt sich die Flache
ZO' im Sinne O Y gegen die Flache Oz' um die Strncke yx dz, bei
welcher Bewegung die in ZO' und senkrecht zu da wirkende Schubkraft
,ddy die Arbeit ,ddyy,dz verrichtet. In beiden Fallen ent­
steht die virtue lie Formanderungs-Arbeit:

dA,==,¥.ddydz== ,¥.dV,
und ebenso ergeben sich die den Winkelanderungen "(y und 'Yz ent­
sprechenden virtuellen Arbeiten

5,¥,dV und ,¥,@,
so dafa die gesamte virtuelle Formanderungs-Arbeit der an den Seiten­
flichen des Parallelepiped.urns angreifenden Krifte gleich

(a.s,]-4,5, ]-6.&,]-,,}- 5,% 5,y) @V
wird und diejenige simtlicher inneren Kri:tfte des Korpers:

(141) A,==/(6,€,\-4,s,+-G.,]- s.. 5%% %¥) dV,
Setzt man nun Av gleich der von den iufseren Kriften geleisteten

virtuellen Arbeit, so erhilt man die Gleichung
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(142) SP6{ SCAc==/(6.s,+-5,8,+-4.5.+-5,3.+ 5,1,%+ 5.1-)@;
sie gilt fur beliebige durch einander bedingte aufsere und innere Ver­
schiebungen '6, Ac, Ex, €.y, c.", "(x, "( 11, "(", wenn diese nur klein genug
sind, um als verschwindende Grifsen aufgefafst werden zu ditirfen. 'Z
den iufseren Kriften gehiren aufser den in Punkten der Oberfliche
angreifenden Kriften, die auf die Massenteilchen wirkenden (z. B. die
Erdanziehung, Erginzungskrifte der relativen Bewegung) und, wenn
Teile des Kirpers aufeinander reiben, die an den Beriihrungsstellen
wirksamen Reibungswiderstinde.

Nehmen wir nun an, es sei gegltickt, die nach bestimmten Rich­
tungen wirkenden Seitenkrifte U der Stiitzenwiderstinde, sowie die
Spannungen d und 't' in der Form

c = c0 + c'x' + c"x" + c'''x"' + ...
+ ',r' + "X'' + "' X"' +d,=°G,0 5,A G, G, A ·· ·
+ 'X' + "X" + '"X"' +G,==G,9 G, 5, G, ···
+ 'x' + "x" ] ""[ G,5.% G., G, 6. A ···

,== 't'xo + 't'x
1X' + 't'/'X" -"1- --:.,,"'X"' + .

't'v =--= 't'vo + r:/X' + r:/' X" + r:/" X'" + .
+ 'v' + "X" + '"X'" +,==5.0 c,A , 5, ···

als geradlinige Funktionen der gegebenen Lasten P und gewisser, sta­
tisch nicht bestimmbarer Grifsen X herzustellen, wobei nur die mit
dem Zeiger O behafteten Werte von P abhingen sollen, und wend en
die obige Arbeitsgleichung der Reihe nach auf die friiher erklirten
Zustinde X' == 1, X"== 1, ... an, so ergeben sich, da die Krifte C'
mit den Spannungen cr' und 't'1, die c" mit den cr" und " im Gleich­
gewichte sind, die bei gegebenen Ac, Ex, Sy, s", 'Yx, "(11, "(,, zur Berech­
nung der X ausreichenden Bedingungen

l~ c' Ac.= j(ax' Ex+ cr/ Si/+ cr,,' c.,,+ 't'x
1 

'Yx+ t/ 'Y!l+'t'z1 Yz) dV
) 

~ // / ( II + fl + fl + fl + ff II ) s so3iEi+of
dieselben lassen sich auch durch die eine Gleichung:

) -ji' oax+ oa11+ ca,, O't'x o't'11 ch")a) = (ax ax'ax!ax'aY'
ersetzen, in welcher X irgend eine statisch nicht bestimmbare Grofae
und L die virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte fir den Zustand X = 1

b d t t h d d. D"ff t· 1 . 0 a d c't' Se eu e , wa ren 1e 1 ereniatquotientenun ~- die pan-
'<1X c·X

nungen c und 't' fur jenen Zustand vorstellen.
Die Verschiebung 0,, des Angriffspunktes m einer Last Pm wird

(@4s) a,=/Gs, +E-+Gs+Er +Er+En)a-37so
wobei cr, :; und C diejenigen Spannungen und Auflagerkrafte sind,
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welcbe mit einer Last P,,== 1 im Gleicbgewichte sind. Man darf
bierflir auch setzen

( ) 3 fi( OO"x + 00"!/ + OO"z + O't"~, + O't"xis) .J-a. «E. a. «. «.
'), «c+r- dV-~ -Ac= oP,,. oP,,. 1

welche Gleichung durch teilweise Differentiation der Arbeitsgleichung
nach cler Last Pm, bei als Konstanten betrachteten willkirlichen Form­
anderungen, 3, Ac, €.:,,, €.v, c.z, 'Yan "(y, 'Y:: gewonnen wird.

2) Einfiihrung der durch Spannungen und Temperatur­
anderungen verursachten Dehnungen und Gleitungen. Wir wen­
den jetzt die Gleichungen (143) bis (146) auf die wirklichen Dehnungen
und Gleitungen an und beschrinken uns hierbei auf den isotropen (d. h.
m allen Punkten gleich beschaffenen) festen KUrper mit spannungslosem
Anfangszustande.

Die Seite dx des betrachteten Parallelepipedums erleidet, wenn
Adx cr..

die Spannung crx allein wirkt, die Dehnung -- == wihrend
dx E' 

Adaeine Anderung der Anfangs-Temperatur um t erzeugt: -- = gt 
dx 

Ada a,+c, 1
und infolge von cry und az entsteht: d - = - N , wobeia mE m
den Koeffi.zienten der Querdehnung (= ¼ bis ½ fur Schweifs- und Flufs­
eisen) bedeutet. Beim Zusammenwirken aller Ursachen ergibt sicb die
Dehnung Ux Uy + O"z +

c.x = E -- mE Et und ebenso

s5+4. ]st,E mE
5. a,+ 4, y

€, = --- - Et · E mE '
wiihrend die nur von den Schubspannungen abhangigen Gleitungen

• , 5, 5,(148) .== G' "(y =G' 'Yz = G 

(14 7)

sind, wobei
G== mE

2 (m + 1)
den Schub-Elastizitlttsmodul bedeutet.

Die Gleichungen (144) und (146) gehen nach Einsetzen der vor­
stehenden Werte der Dehnungen und Gleitungen uber in

@A.
(149) L == '' undoX
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( ) c _ o A, _ '>' c C A b .
150 '" - oP.n ..... cPm c, WO e1

( 151) +='l\+sis e»+e+a,]"m E

+ · ~ f i:; + i:; + i:!) d:-+f o, + o, + v.) etdV.

Im Falle t = 0 ergeben sich die Gesetze:
c4

(152) L = oX und

_ aA ~ ac 
(153) o"' - cP,,, - ... cPm Ac, wobei

(154) A=+ JL o; + o; + o!- ! (o,v, + v.o. + o,a,) I a;.-
1 _ {r 2 2+ 2 dV 'a/®+s »,

A bedeutet die wirkliche Formanderungsarbeit, wie aus der
folgenden Entwickelung hervorgeht.

Die Arbeit, welcbe die an • den Korperteilchen wirkenden Krafte
leisten, wahrend die im Entstehen begriffenen Debnungen und Gleitungen
um die Werte dex, ds11, ds,,, d"fx, d"(y, dy,, zunehmen, ist nach den
Entwickelungen unter 1):

(ads, ]-a,de,]-a.de,+-,dy. + s,d, + ,dy)dV,
worein zu setzen

ds,= El 1-da"' -~ dv,1-~ daz ,,
m' m 

1
1

= 1 · 1 I@s,=- 3!@»,,-l
ds,, = 2-f-da,, - ~ dcr.c - ~ du11 I, alsoE m m

. 1 1-a,ds, +- o,ds,]- a,ds,- p]5.04,+ a,do, + o,d6,

,,=+9-.+)[
1 1 1

und dy"' = G d-rx, d"(y = G d-ry, d"(., = G d't,,.

Integriert man diesen Ausdruck bei von 0 aus wacbsenden Span­
nungen, so erhalt man fiir das Korperteilchen die gesamte Form­
anderungsarbeit



241

[
und bieraus folgt dann fir den ganzen Kirper der durch die
Gleichung (154) gegebene Arbeitswert 4.)

Im Falle t = 0 und L = 0 entstehen aus (152) und (153) die
Castiglianoschen Sitze:

1) Die statisch nicht bestimmbaren Grofsen X machen die
Formdnderungsarbeit A, welche als Funktion der zuerst unab­
hingig verinderlich angenommenen Werte X darzustellen ist, zu
einem Minimum.

2) Die Verschiebung des Angriffspunktes m einer Last Pm
im Sinne von Pm ist gleich der nach P, gebildeten teilweisen
Abgeleiteten der Forminderungsarbeit A.

Bei der Ausflihrung der <lurch die Gleichungen (150) und (153) vor­
geschriebenen Differentiationen diirfen siimtliche Grifsen X als Konstanten
aufgefafst werden. Man gebe gewissermassen von dem allgemeineren
F'alle willkirlicher Werte X aus, wende also die Gleicbung (150) und
(153) (wie in den Abschnitten I und II) auf den statisch bestimmten
Haupttriger an. Die Auffassung der X als Funktionen der Lasten P 
fiihrt, wenn die Bedingungsgleichungen (143) berlicksichtigt werden, zu
denselben Ergebnissen; der (librigens tiberfliissige) Beweis hierfitir kann
ihnlich geftthrt werden wie beim Facbwerke. Vergl. Seite 7 5.

3) Der Maxwellsche Satz. Wir nehmen an, dafs die dem
spannungslosen Anfangszustande entsprechende Temperatur ungelindert
bleibt (t = 0) und die Auflagerwiderstinde bei eintretenden elastiscben
Verschiebungen keine Arbeit leisten (Ac== 0). Den von beliebigen
Belastungen Pm ergriffenen Korper denken wir <lurch drei einander
rechtwinklig schneidende F'lichenscharen in unendlicb kleine Teilchen
zerlegt, in deren Seitenflichen nur Normalspannungen auftreten, welche
dann Hauptspannungen heifsen und mit er/, er/, erg' bezeichnet werden
sollen. Die entsprechenden Debnungen sind, wegen t = 0-[[s,= G,- (C, Gs) ­

_ m E

['['€,== 0,- (6, G,)­m E

'=[- 'e+·0[!»m E'

(155)

die Gleitungen sind = 0.

) Fiihrt man in Gleichung (142) die wirklichen Werte vone,, sy, 5±, Ya, Yy·
Mu 11 er-Br es 1 a. u, Die neueren Method en der Festigkeitslehre. 16
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Jetzt ersetzen wir die Belastungen Pm durch andere Belastungen
P,,., behalten aber die vorhin angenommene Zerlegung des Korpers bei.
Es treten dann Normalspannungen o-i", cr/', o-/' auf und erzeugen
Dehnungen:

(156)

Aufserdem werden durch die /P, Schubspannungen " und Gleitungen y"
hervorgerufen.

Bezeiehnen wir nun mit (t>m,.) den Weg irgend einer Belastung P,,.
fur den Fall, dafs auf den Korper nur die Belastungen P,. wirken,**)
und mit (8 ..m) den Weg irgend einer Belastung P,,. infolge ausschliefs­
licher Wirkung der /P,, und schreiben wir die Arbeitsgleichung zuerst an,

fur den Belastungszustand (P.,.) und den hiervon unabhingigen,
den Belastungen P,. entsprechenden Verschiebungszustand,

sodann
fur den Belastungszustand (P,,) und den hiervon unabhangigen,
den Belastungen P.,. entsprechenden Verschiebungszustand,

so erhalten wir, da die Stiitzenwiderstande der Voraussetzung gemafs
keine Arbeit verrichten, die Gleichungen:

3P,6.)==/(G's,"-}- 4's,"} ,'s,") av
R. ®) [6" '4- "'4 "')av,» O,== 0, 54 0a cg G5 Sy 3

bei deren Aufstellung zu beachten ist, dafs den Gleitungen y" die
Schubspannungen == O gegeniiberstehen und den Schubspannungen
-r" die Gleitungen y== 0.

Mit Hilfe der Gleichungen (155) und ( 156) lafat sich nun leicht
nachweisen, dafs

"-"\q0, s, g 6a 09 &, ==d, €, Jg &9 G» €3
ist und deshalb auch

~P... (8,..,.) = 2-P,. (8,,. ... ).***)

y., ein, so erhalt man for den Zustand t=O: ~Po+sct:.c=Av=2A. Be­
zeichnet man also mit Q irgend eino aufsere Kraft und mit r die Verschiebuug
ihres Angriffspunktes im Sinne von Q, so besteht die Beziehung:

!3Qr==A,
welche das Clapeyronsche Gese tz heifst.

**) Wirkt nur e ine Belastung P, und hat diose die Grofse e ins, so geht
(o,..,,.) iiber in o,,,.,.. Vergl. Seite 60.

***) In dieser allgemeinen Form wurde der Satz zuerst von Botti bewiesen.
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Hieraus folgt aber, als besonderer Fall

0,,==0,,,

§ 24.
Sclmbfestigkeit.

Im Anschlufs an die Entwicklungen des § 23 soll der Einflufs der
durch die Querkrifte Q (vgl. Seite 85) hervorgerufenen Schubspannungen
auf die Formiinderungen und
statisch nicht bestimmbaren
Grofsen von auf Biegungs­
festigkeitbeanspruchtengeraden
Stiben untersucht werden.

l) Formindorungsarbeit
der Schubkrarte. Ist die
Krifteebene eine Symmetrie- +u
ebene des Stabes (welcher Fall
hier ausschliefslich betrachtet
werden moge), so wird durch
die Querkraft Q in irgend einem
Punkte D des Querschnitts eine
Schubspannunghervorgerufen,
welche die v-Acbse in einem
PunkteHschneidet, dessen Lage
erhalten wird, indem man durch
D die der u-Achse parallele
Sehne AB zieht und in B eine
Tangente BH an den Quer­
schnittsumfang legt. Fig. 198.
Von den beiden Seitenspannungen , und
lifst und die senkrecht zur v-Achse und
folgt , bekanntlich dem Gesetze:

e_QS« 2eJ '

0

:lJ 

!.·. V ··•·-•·- .2'·····--··~ 

irrrj.f..¥
®---ZZ--)

FIg. 198.

,, in welche sich 'C' zerlegen
senkrecht zur u-Achse sind,

wenn 2z die Lange der Sehne AB, 
S das auf die u-Achse bezogene statische Moment des einen der

beiden durch die Sehne AB begrenzten Querschnittsteile
(z. B. des Teiles 4 CB) und

J das Trigheitsmoment des ganzen Querschnitts in Bezug auf
die u-Achse

bedeuten. Es ist somit , unabhingig von u und gleich grofs fur alle
16*
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auf der Sebne AB gelegenen Querschnittspunkte, und es folgt, wenn cp
den Winkel bezeichnet, welcben die Tangente BH mit der v-Achse ein­
schliefst, fiir den Punkt B: ,== -r., tg cp und ftlr den Pun kt D:

u, == -t.. tg cp • - •
2

Der von den Schubspannungen abhingige Teil der Formanderungs­
Arbeit ist, bei innerhalb des Querscbnitts konstantem G und wenn das
Element der Stabachse = dx gesetzt wird,

1 f 2 + 2 d V 1 f dx ff 2 2A=-%s),,%,, 6d+ )dud
=+f d: ff-r! ( 1 + tg2 cp :: ) dudv

Hiernach ergibt sich beispielsweise fiir den Recht e ck q u er sch nit t,
dessen Breite b und dessen Rohe h = 2 e sein moge, wegen

3 Q ( v
2
) 1t == - - ]. g=- b und o=== 0 ·« 2 F e2 ' 2 T •

J- ej;4"f()., G 4 F? 2 e2 '

+ ..
und, da /(1 _!..:_)2av =~ e = BF ist

e2 15 15b '

w» aff";
Fur den Kreisq uerschnitt vom Radius e ist

4 Q 
't',. = 3F cos pg, z== e cos p, v = e sin Q,

+ !:..2

A=f d: _!__9
6
- ~: e2fcos4cp ( 1 ~ + tg2 cp) cos2 cpdcp

Tt3
ud wegen
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+; ~ f cos 4 cp ( 1 +~ tg 2 cp ) cos 2 cp d cp = : j ( 2 cos 6 cp + cos po) d po
~ 0
2

~
2}.ffeae=3.4.3.5-4

3 3. 3 3 4 4 8
0

o •g";
Allgemein darf gesetzt werden:

JQ2dx
A=~ 2GF'

wobei ~ eine von der Gestalt des Querschnittes abhangige Zahl bedeutet.
Fur das Rechteck ist ~ ==} und flir den Kreis: ~ = H-

2) Arbeitsgleichung zur Berechnung statisch nicht bestimm­ 
barer Grofsen. Ermittelung von Verschiebungen o. Die auf
Seite 93 mit Hilfe des Satzes

(160) L = oA,OX
abgeleitete Bedingung

f N oN ;· M oM f oN J At OMt= gF ax't7 y?"+/®,y®@+18, ay ®
geht, wenn der Einfl.ufs der durch die Querkrltfte Q erzeugten Schub­
spannungen berticksichtigt werden soll, iiber in

J. Q oQ f N oN f M oM
(161) L=~ GF oX dx + EF oX dx + EJ oX dx

f oN f At oM+ eto oX dx + eh ox dx.

An Stelle der zur Berechnung von Verschiebungen abgeleiteten
Gleichung (55) tritt die Beziehung

f Q oQ f N oN f M oM(as2) 6,-# qr.®®+ Fen."®' RJaF."®
f oN f At oM oC+ st0--dx + e---dx~~ --dx.oP, h cP, oP,

Aufgabe. Ein wagerechter Balken ist gleichmifsig mit p flir die
L11ngeneinheit belastet, bei B wagerecht eingespannt, bei A frei aufliegend.
Gesucht ist der senkrechte Sttltzenwiderstand X bei A. Fig. 7 9. Die
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StUtzen seien starr (L = 0), und eine Erhohung der Anfangstemperatur
babe nicht stattgefunden (t = 0).

Wegen N= 0 ergibt sich die Bedingung
l l 

0 - (.<f_!L ~ +f M o MP GFox® EJ %y ®®»
0 0

worein zu setzen:
2

Q=X-px, M=Xx-.1!.!__
2

©Q cM
oX =l, oX =x,

so dafs, bei konstantem G, F, E, J entstebt:
l lo=#";/a--ow+[(e')»-o,

0 0 

0 = ~ _{__ (x#')+ _!_:_ (x - Spl) = 0
F G 2 3 8 ' 

E 2 (m + 1)
woraus, wegen,,= m 

1-4s_m+13
X= 3pl Fl2 m 

8 J m] 1
1 + 6 Fz2 m ~ 

61st der Balkenquerschnitt ein Recbteck (b, h), so ist ~ ==, und
J--- weshalb sich mit m = 3 ergibt:12

16 h?
3pl

1 +15l2%,,{
5 l"- 

h 1 1. J! 3ply= 5 1e1ert z. B. X = 1,01 • -8 , wabrend die Vernachlassigung

3pl
der Querkraft Q zu X= gefthrt hatte.
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IV. A.bschnitt.

Das rimumliche Fachwerk.
§ 25.

Allgemeine Untersuchung des statisch bestimmten riiumlichen
Facltwerks. 

I) Bedeuten A, B, C die rechtwinkligen Seitenkrafte der in einem
Knotenpunkte m eines r1.tumlichen Facbwerks angreifenden aufseren Kraft,
ferner S,, S,%, S%, ... S, die Spannkrifte in den von m ausgehenden
Staben, Si, s2, s8, ••• sP die Langen dieser Stibe, und sind a,,b,, c,
die rechtwinkligen Projektionen der Stablinge s, auf die Richtungen
A, B, C, so lauten die drei Bedingungen ftir das Gleichgewicht der
in m angrei fenden Krifte:

(1)

>s,"" 4 A= 0s,

>s,""4= 0s,
Ss,' ] c==0 6==1, 2, 3, ...p)s,.

oder, wenn man zur Abktirzung

(2)
s,
s, ==x,

setzt,
x,a,{ A== 0
3x,b, ={- B== 0
.:Sx,.(',. + C = 0.

Ist die Anzahl der Knotenpunkte gleich k, so stehen 3 k Gleich­
gewichtsbedingungen zur Berechnung der unbekannten Spannkrifte und
Stiitzenwiderstinde zur Verftigung.

Wird ein Stiitzpunkt reibungslos in einer F'liche geftihrt, so fallt
die Richtung des Sttitzendruckes mit der Normalen zur Fliche zu­
sammen; es tritt nur die Grifse des Widerstandes als Unbekannte auf.

An dem in einer Linie geftihrten Stiitzpunkt greift in der zur
Linie normalen Ebene ein Widerstand an, dessen Bestimmung die An-

(3)

gabe zweier Seitenkrifte erfordert.
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Der Widerstand eines festen Stiitzpunktes wird durch drei Seiten­
krifte bestimmt.

1st also
r die Anzahl der Stibe,
n' die Anzahl der in einer Fliche geftihrten Stiitzpunkte,
n" die Anzabl der in einer Linie geftthrten Stiitzpunkte,
n" die Anzahl der festen Stiitzpunkte,

so ist die Anzahl der zu berechnenden Unbekannten gleich
r{n'] 2"] 3".

Das Fachwerk ist ein statisch bestimmtes, sobald die Bedingung
r + n' + 2 n"+ 3n"== 3 k

erfillt wird, und die Nennerdeterminante der linearen Gleichgewichts­
bedingungen 0 ist.

In den folgenden allgemeinen Untersuchungen ersetzen wir (nach
Seite 2, Absatz 3) die Sti:l.tzenwiderstande <lurch A uflagersUL be.
Ein Flichenlager erfordert einen Auflagerstab, ein Linienlager zwei,
ein fester Sttitzpunkt drei Auflagerstabe. Wir sprechen also fortan
nur von gegebenen Lasten und unbekannten Stabkriften.

2) Besitzt ein Fachwerk mindestens einen Knotenpunkt, von dem
nur drei Stibe ausgehen, und ist es so gebaut, dafs an jedem folgen-

den Knotenpunkte hichstens drei
Stabe hinzutreten, so lassen sich
die unbekannten Stabkrifte leicht
durch wiederholte Auflisung von
drei Gleichungen mit drei Unbe­
kannten berechnen. Ein derartiges
Stabgebilde wollen wir ein F'ach­
werk der einfachsten Art nennen;
als Beispiel diene die in Fig. 19 9
1m Grundrifs dargestellte Kuppel.

Es seien f,, /a, fss·· · f%
fest.e Stiitzpunkte und a,, @9, /3, · . . Knotenpunkte, welche mit den
Punkten f durch je drei Stibe, deren Achsen nicht in derselben Ebene
liegen diirfen, verbunden sind, z. B. a, mit f,, f, und f,, Punkt a,
mit fs, fss f,· An drei beliebige Knotenpunkte dieses unbeweglichen
Stabgebildes seien drei nee Stibe angeschlossen, die in einem neuen
Knotenpunkte b zusammenhingen, und dieses Verfahren: Festlegung
eines Knotenpunktes mit Hilfe von drei nicht in ein und derselben
Ebene liegenden Stiben sei beliebig oft wiederholt.

3) Allgemeine Berechnungsweise der Spannkrifte S. Die
Ermittlung der Stabkrifte jedes anders gebauten riumlichen Fachwerks

Fig. 199.
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kann mit Hilfe des im § 1 auf Seite 3 und 4 angegebenen allge­
meinen Verfahrens durchgeftihrt werden. Man verwandle das Fachwerk
durch Beseitigung von Staben und Hinzufiigung von ebensoviel Ersatz­
stiben in ein solches der einfachsten Art, bringe die Spannkriifte Z,,
'Z,, 'Z, .· · . 'Z, der beseitigten Stibe an dem neuen Fachwerk als
Lasten an, stelle die Spannkrafte 8 der Stabe des neuen Fachwerks in
der Form

S-6, {&,2,\5,,\5.Z,-\-.....4 8,Z,
dar und setze schliefslich die Spannkriifte in den Ersatzstiben gleich
Null. Man erhilt dann ein System von n linearen Gleichungen zur
Berechnung der n Krafte Z. Das Fachwerk ist statisch bestimmt, so­
bald die Nennerdeterminante jener n Gleichungen § 0 ist.

Liegt z. B. das in Fig. 200 im Grundrifs dargestellte Fachwerk
vor, so ftihre man die Spannkrifte in vier Stiben des obersten Ringes
als Z-Krifte ein und ftlge
die in der Abbildung durch
gestrichelte Linien ange­
deuteten Ersatzstibe 38, 41,
4 4 , 4 7 hinzu, welche die
Punkte a mit aufserhalb des
Fachwerks angenommenen
festen Punkten /" verbinden.
Die Richtungen dieser Stibe
sind nur an die Bedingungen
gebunden, dafs Stab 41 nicht
in die Ebene a/,f, fallen
darf, Stab 44 nicht in die
Ebene af{f, u. s. w. Die
Stabkrifte S werden in der
<lurch die Ziffern 1 bis 48

angegebenen Reihenfolge
<lurch die Krifte Z und
Lasten P ausgedriickt, und Fig. 200.

schliefslich werden die Spannkriifte S,,, S,,, S, Sy gleich Null gesetzt.
Auf diesem Wege lifst sich jedes riumliche Fachwerk berechnen.

Die Richtungen der Ersatzstibe wihle man so, dafs die recbnerische
oder zeichnerische Ermittlung ihrer Spannkrifte miglichst einfach aus­
fallt. Wir verweisen im tibrigen auf die entsprechende Untersuchung
des ebenen Fachwerks auf Seite 4 bis 8, insbesondere auf den zu den
Figuren 3 und 4 gehirigen Text. Der ganze Unterschied besteht darin, dafs
man beim ebenen Fachwerk an jedem Knotenpunkte zwei, beim rium­
lichen Facbwerk dagegen drei unbekannte Stabkrafte berechnen kann.



Als zweites Beispiel betrachten wir die in Fig. 201 im Grundrifs
dargestellte Netzwerkkuppel. Die wagerechten Ringe seien regelmifsige
Polygone, ihre Seiten bilden mit den Verbindungsstiben ab gleich­
schenklige Dreiecke. Zur Berechnung der oberen Zone gentigt die
Einftihrung eines Z-Stabes. Der Ersatzstab 21 verbinde a, mit einem
aufserbalb des Fachwerks liegenden festen Punkte; seine Richtung sei
mit der des beseitigten Stabes zusammenfallend angenommen (in Fig. 201
wurde Stab 21 der Deutlichkeit wegen aus dieser Lage 'Z gedreht).
Die Spannkrifte werden in der Form

S =-&,-\ 6Z
dargestellt. Zur Berechnung von Z dient die Gleichung

&,,=-%, .%, + &,,Z== 0,
woraus

Fig. 201.

Das Fachwerk ist unbraucbbar, sobald &,,'== 0 wird. Um fest­
zustellen, wann dieser Fall eintritt, untersuchen wir den Belastungs­
zustand Z = 1.

Die Mittelkraft der Spannkrifte der beiden in a, angreifenden
Ringstibe mufs in der Ebene a,b,b, liegen und, da sie wagerecht ge­
richtet ist, parallel zur Geraden b,b, sein. Daraus folgt aber
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&,'==Z==-1
und ganz ebenso findet man

&,'==6,'=]1, 5,==-6,=-1,
&,,'=-/1, &,,'==1, &,,==]1,

endlich

mithin &,,'==-2.
Dieser Wert ergibt sich fur den mit Z zusammenfallenden Ersatz­

stab immer dann, wenn die Seitenzahl des Ringes eine ungerade ist.

(\®r @,,
\.::__} 2 ~ 

Fig. 202.

Bei gerader Seitenzahl erhiilt man fur die Spannkraft &' des Ersatz­
stabes an Stelle der Gleichung (I) die Beziehung

(II) ®'+z=+1 d.b.®'+1=+1,
woraus

S'== o.
Die regelmifsige Netzwerkkuppel von gerader Seitenzahl ist also

unbrauchbar, ein Ergebnis, das zuerst, auf anderem Wege, von F6ppl
nachgewiesen worden ist.

In den Pignren 202 bis 208 haben wir eine Reihe von weiteren
Beispielen zur Erliuterung unseres Verfahrens vorgeftihrt. Der Gang
der Rechnung ist durch die Reibenfolge der an die Stibe gesetzten
Ziffern angedeutet worden. Stricbpunktierte Linien bezeicbnen die
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Ersatzstibe, deren Spannkrifte gleich Null gesetzt werden; ihre Rich­
tung wurde in allen Beispielen mit der Richtung eines wirklicben Fach­
werkstabes zusammenfallend angenommen. Die in den Kreisen neben
den Stiitzpunkten stehenden Zahlen beziehen sich auf die lotrechten
Auflagerstabe. Fur die Mehrzahl der Beispiele geniigte es, den Grund­
rifs zu zeichnen.

Fig. 202 zeigt eine Zimmermann sche Kuppel, mit fi.infseitigem
oberem Ringe und zehnseitigem Fufsringe. f,, /g, ·· · f, sind feste
Stititzpunkte. In den tibrigen Eekpunkten des Fufsringes sind wage­
rechte Flachenlager angeordnet; ihnen entsprechen die lotrechten Auf­
lagerstibe 5, 9, 14, 18, 23, 27, 32, 36, 41, 44. Man kommt mit
zwei Z-Staben aus, deren Spannkrifte sich aus den Gleichungen 83 9 = 0
und S,,== 0 ergeben, die sich auch durch andere an den Knoten­
punkten a und b verfiigbare Gleichgewichtsbedingungen ersetzen lassen.
Ermittelt man z. B. unter Weglassung des Ersatzstabes 39 die Spann­
kraft Ss,, indem man die Summe der zur Grundrifslinie ab rechtwink­
ligen Seitenkrifte der am Knotenpunkte a angreifenden Krifte gleich
Null setzt, bestimmt sodann auf ahnliche Weise S38, und setzt man
hierauf die Summe der lotrechten Seitenkrifte gleich Null, so erhilt
man eine Gleichung, in der nur noch die Unbekannten Z1 und Z,
vorkommen.

-------1@
'IO
f'

I5
1<'--.L!:!.-----k-------'-=----,,,,_---'-=---j 0

( o
Fig. 203.

Fig. 203 zeigt ein ihnliches Fachwerk wie Fig. 202. Drei der
den Mantel bildenden Rechtecke sind ohne Diagonalen; daftir ist der



Scblufsring durcb drei SUI.be zu einem steifen ebenen Facbwerk ge­
macht worden. Es wurden drei Z-SUibe eingeftihrt.

0

I 39r4
! 'il

®o 37 2 . 

3'i 36 :o

18 

2h0

23
@

Fig. 204.

Die in Fig. 204 dargestellte Kuppel enthilt einen 12-seitigen
Fufsring und einen 4-seitigen Kopfring. Die Stiitzpunkte a sind in
Geraden geftibrt, die mit den Stiben 6, 15, 26, 41 rechte Winkel
bilden. Die zu den Ftihrungen rechtwinkligen Auflagerstabe 8, 20,
32, 45 haben also die Richtungen der Stibe 6, 15, 26, 41. In allen
Stutzpunkten greifen lotrechte Auflagerstabe an. Es wurden drei
Z-Krifte eingefiihrt.

Fig. 205 zeigt den Grundrifs und Aufrifs einer 6-seitigen Halb­
kuppel. Eine standsichere Hauptwand biete geniigend feste Stiitzpunkte.
Im tibrigen aber rube die Kuppel auf lotrechten Siulen. Es stellt sich
heraus, dafs ein Mantel Sc b wed 1 er scher Bauart allein nicht geniigt.
Es fehlen zwei Sta.be. Fig. 205 setzt voraus, dafs der obere Ring eine
Plattform stiitzt; es wurden zwei, auch als Trager verwendbare Stabe
zur Gewinnung der erforderlichen Stabzahl eingefiigt. Bei der Be­
rechnung dieses Fachwerks kommt man mit einem Z-Stabe aus.

Fig. 206 stellt eine 8-seitige Halbkuppel dar, deren Mantel wieder
von Sch wed 1 er scher Bauart ist. Der obere Ring mufs durch vier
Stabe versteift werden. Es wurden ein wagerechter Stab (Z,) und drei
geneigte, nach einem und demselben festen Punkte laufende Gratstibe
eingebaut.
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\

a 6k.,

Fig. 205. Fig. 206.

Ein drittes Beispiel fir die Berechnung von Halbkuppeln enthilt
Fig. 207. Wird die Summe der lotrechten Projektionen der im
Knotenpunkte a angreifenden Krifte gleich Null gesetzt und die in a
wirksame lotrechte Last mit Pa bezeichnet, so ergibt sich

h . (S, {S,) {-P,== 0,
s

wo s = s1 ==s% ist. Setzt man also

8, S,==Z,
und nimmt Z, zunichst als bekannt an, so findet man
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s 1 s,=-"3, ' 3 %
s 1,s,=='9n sh

und kann nun S8 und S, mit Hilfe der beiden fur den Knotenpunkt a 
noch zur Verfiigung stehenden Gleichgewichtsbedingungen berechnen.
Der weitere Rechnungsgang ist aus der Abbildung zu erseben. Den
beiden Werten Z, und Z, stehen zwei Ersatzstibe oder zwei itiber­
zihlige Gleichgewichtsbedingungen gegeniiber.

k------i,a::---..._,_-----1 
A h
/ :
salsa.,3lk

Fig. 207.

Es kommt ofter vor, dafs es zweckmifsig ist, zu Z-Werten nicht
Stabkrifte, sondern andere Werte zu wlihlen, die mit Stabkriften durch
lineare Gleichungen verbunden sind.

Bei der in Fig. 208 abgebildeten, auf vier lotrecbten Auflager­
stiben 1, 18, 21, 24 und drei wagerechten Auflagerstaben 22, 23,
2 5 rubenden Netzwerkkuppel, deren Ringe in wagerechten Ebenen
liegen migen, wird man zweckmifsig den Querriegel des oberen Ringes
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zum Stabe Z, und den Unterschied S, S, der Spannkrifte der Stibe
1 und 2 zum Werte Z, wihlen.

I2o
@ » {

~---------------- 22

1{J

23
16 

Fig. 208.

In den vorgefiihrten Beispielen baben wir danach getrachtet, mit
mbiglichst wenig Z-Werten auszukommen, dam it die Anzahl der aufzu­
l6senden Gleichungen Y = 0 nicht zu grofs wurde, ein Weg, der sich
besonders bei unregelmifsig gebauten Fachwerken ernpfiehlt. Liegen
regelmifsig gebaute Stabwerke vor, so wird es sicb meistens empfehlen,
die aus der Regelmifsigkeit sich ergebenden Vereinfachungen bei der
Kriftezerlegung tunlichst auszunutzen und dafiir lieber eine gifserer 'Zahl
von Z-Werten einzufuhren. Die Auflosung der Gleichungen Y = 0
gestaltet sich bei derartigen Fachwerken fast immer recht einfach, und
der geringen mit dieser Auflosung verbundenen rechnerischen Mebr­
arbeit, stebt eine erhebliche Zeitersparnis bei der Ausfiihrung der Krifte­
zerlegungen gegeniiber. Wir verweisen auf die Beispiele im § 2 7 und
empfehlen dem Leser, den dort gewihlten Weg aucb auf die vor­
stehenden Aufgaben anzuwenden.

4. Das Hennebergsche Verfahren der Zuriickflihrung der Berech­
nung eines freien Fachwerks von n-Knotenpunkten auf die Berechnung
eines freien Fachwerks vou (n 1) Knotenpunkten. Nach der im § 1 unter 2)
fiir das ebene Fachwerk gegebenen ausfiihrlichen Darstellung dieses Verfahrens
wird fiir den Raum die folgende kurze Beschreibung ausreichen.
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Zunichst mufs das irgendwie gestiitzte Fachwerk auf die auf Seite 13 an­

ge<loutetc Weise in oin froies .I!'achwerk verwandolt werden. Ein freies Fach­
work von n-Knotenpunkten besitzt nun 3 lc - 6 Stabe, es mufs also mindestens
einon Knotenpunkt haben, an welchem hichstens 5 Stiibe zusammentreffen; den
liefrn in allen Knotenpunkten mindestens 6 Stibe zusammen, so mLifsten wenig-

stens ""== 3k Stiibe vorhanden sein. Es handelt sich also beim Ubergange
von der Knotenzahl n zur Knotenzahl n-1 nur um die Besoitigung drei- oder
vier- odor fonfstabiger Knotonpunkto. Ein dreisfabiger Knotenpunkt darf ohne
Ersatz ontfornt werdon. Die Wegnahme oincs vierstabigen Knotenpunktes E,
dessen Stibe nach den Punlrten A, B, C, D fiihren, orfordert die Hinzufiigung
eines Ersatzstabes, der nach der Vorschrift von H e n neberg zwei der vier
Punkto A, B, C, D verbimlen soll. Man hat also die Wahl unter den Stiben
AB, AC, AD, BC, BD, CD. Entfernt man einen fii.nfstabigen Knotenpunkt,
so mufs man zwei Ersatzstiibe einbauen, und diese sollen zwei der fiinf Punkte
vorbinden, nach den on die fiinf weggenommenen Stiibe fiihrten. Es stehen im
allgcmcinen 45 verschiedcne Anordnungen zm· Auswahl.

Das JI ennebergsche Verfahren fiihrt stets zum Ziele, denn es gestattet
schliefslich die Zuriickfiihnmg oines jetlon rilumlichen Fachwerks auf ein freies
1'etra.etler, es fordort aber die Geschicklichkeit des Rechners bei nur einiger­
mafsen schwierigon .A.ufgaben iu besonders hohem Grado heraus. Schuld daran
trigt die Bescbrilnkung auf ganz bostimmte Ersatzstabanordnungen, dio manchem
auf den orstoo. Blick vorteilhaft erscheinen mag, die abor keineswegs eino be­
stimmte, rasch zum Ziele fiihrende Wegweisung bedeutet. Bei dem ebenen Fach­
werk in Fig. 2 mit 12 droistahigen Knoten punkton stellte die TI en n e berg sche
Vorschrift allein bei der ersten Beseitigung eines Knotenpunktes 36, und nur 36
Lagen fiir den cinzufiihrenden Ersatzstab zur Auswahl. Bei einem riiumlichen
.Fachwork mit 6 .tiinfstabigen Knotenpunkton, da8 weder dreistabige noch vierstabige
Knotenpunkte besitzt, wiirde man im allgcmoinen die Wahl unter 6 • 4.5 = 270 
Ersatzstabanordnungon habcn.

Anmerkung. [ch muls hier zu dem Buche: ,,Vorlesungen iiber Statik
<ler Baukonstruktionen und .l!'estigkeitslchre" Stellung nohmen, welches Ilerr Pro­
fossor Georg Mehrtens 1903 bei Wilhelm Engelmann in Leipzig hat er­
scheinen lassen. Seine Darstellung des IIonnebergschon Vorfahrens boweist,
dafs er die Hennebergsche Arbeit nicht geniigend kennt, sonst wiirde er auf
Seite 200 wenigstens erwiihnt haben, dals es Haumfachwerko gibt, die wedcr drei­
stabige noch viorstitbige Knotenpunkte, mindostens ahor cincn fo.nfstiibigen Knoten­
punkt besitzen; er scheint abor dcr Meinung zu sein. dafs rnindestens ein vier­
stiibiger Knotenpunkt vorhand('n ist. Auch wird man in seiner Darstellung ver­
go!Jlich die von Henneberg gegebenen und auch nach dem Erscheinen meiner
A rheiten aufrocht erhaltcnou H.cgoln fiir das Einziehen der Ersatzstibe suchen,
trotzdem er wiederholt und ausdriicklich von einem urspriinglichen Henneberg­
schen Verfahren redet. Die Art und Weise, wie er die Stabvertauschung hantl­
babt, entspricht vollsttindig elem von mir im Zontralblatt der Bauverwaltung 1891
veriffentlichten Verfahren und riihrt nicht von Herrn Mehrtens her;*) man
vergleiche nur die Seite 218 des Mob rtensschen Buches mit der Seite 444 des

) Als Beispiel behandelt Herr Mehrtens u. a. das hier in Fig. 207 wieder­
gegebene Fachwerk, mit ciner anderen, nicht sehr zweckmiifsigen Ersatzstab­
anordnung.

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. f7
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ersten Bandes meiner Graphischen Statik. Die Quelle, aus der er geschdpft hat,
verschweigt Herr Mehrtens:

Ich benutzo noch die Gelegenheit, den die 11 Anwendung von Sitzen der
geometrischen Bewegungslehrc" behandeinden § 12 des Mehrtens schen Buches
als eine ohne 1\.ngabe der Quelle erfolgte, auch auf eigenartige Boispiolo sich or­
streckende Benutzung meiner Arbeiten iiber die kinematische Theorie des Fach­
werks zu bezeichnen.

§ 26.

Ermittlung der drei an einem l{notenpunkte auftretenden 
unbekannten Spannkrif'te.

Im § 25 haben wir gezeigt, dafs sich die Berechnung jedes sta­
tisch bestimmten riumlichen Fachwerks auf die Lisung der Aufgabe
zuriickftihren lifst: an einem Knotenpunkte sind drei Spannkrifte S,,
S2, S3 zu ermitteln. welche mit gegebenen, an diesem Punkte an­
greifenden Kriften im Gleichgewicht sind. Fiir diese Aufgabe migen
nun verschiedene Lisungen angegeben werden.

1) Benutzung der auf Seite 24'7 aufgestellten drei Gleich­
gewichtsbedingungen, welcbe jetzt die Form annehmen

I x1 a1 + x2 a2 + x3 a3 + A = 0,() , 4, +b, +,
W4c,=}- Mac=] a c, }- C== 0,

wo A, B, C die Summen der Seitenkrafte aller gegebenen Krifte nach
den Richtungen der drei Koordinatenachsen bedeuten. Die Auflosung
dieser drei Gleicbungen liefert fir x, den Wert

A(b,0,= b,cs) B(csa, 'sag) C(asb, a%b,)X1 - -- -- __;:__ . 

arc6,=b,es)+ b, (ga, sag)] c,(asb,-asbg)()

Die Werte fur x2 und , erhilt man <lurch entsprechende An­
derung der Zeiger.

Sehr ubersichtlich ist der folgende mit Hilfe der Determinanten
durchgefiihrte Recbnungsansatz.

Es liegen die Gleicbungen vor:

] 8x, lx,- ,==4,+ 2 X1 + 3 x2 + 4 x3 = B, 
64-}bx,] 9x,==C,

Man scbreibe die Zahlen der zweiten Gleichung, mit dem zweiten
Gliede beginnend, in der cyklischen Reihenfolge + 3, + 4, + 2, + 3



259

bin und setze darunter, immer mit dem zweiten Gliede beginnend, die
Zahlen der dritten, ersten und zweiten Gleichung. Am Kreuzungspunkt
der die Zahlen +- 3, + 9 und + 5, + 4 verbindenden Linien trage
man den Wert der aus diesen vier Zahlen gebildeten Determinante:+ 3 • 9 - 5 • 4 - + 7 ein und ftille in dieser Weise das Schema aus.

] 83 ]4 } 2 {3
7 42 +28 (A)

-1- 5 -j- 9 -6 -\-5
+58 ]- 66 { 2 (B) 

-7 -1 ]8 -7 
-25 34 +38 (C)

+3 { 4 ]-2 ] 3

Bezeichnet man nun die Nennerdeterminante der drei Gleichungen
mit D, so erhilt man

D X1 -= -!- 7 A + 5 8 B - 2 5 0, 
D, == - 42 A+ 66 B 34 C,
D., == + 28 A+ 2 B + 38 0.

Zur Berecbnung von D stehen drei Ansitze zur Verfiigung:
D = + 1 · 8 + 58 · 2 + 25 · 6 *) = 322,
D = + 42 · 7 + 66 · 3 - 34 · 5 = 322,
D =- 28 · 1 + 2 ·4{38 · 9 = 322.

Zur Prlifung der Zahlenrechnung emp:fiehlt sich die dreimalige
Ermittlung von D. 

Durch passende Wahl der Koordinatenachsen kann man oft Ver­
einfachungen erzielen. Ist z. B. die c-Achse parallel zur Richtung des
Stabes S, und die c, b-Ebene parallel zu der <lurch die Achsen der
Stabe 81 und S, bestimmten Ebene, so nehmen die Gleichungen (4)
die Form an

x1 a1 -+A= O,
4b,]-ab, { B==0,
X1 C1 + X2 C2 + X3 Cg [C== 0;

*) Die Zahlen -] 7, ]58, 25 der ersten senkrechten Determinantenreihe
werden mit den entsprechenden 'Zahlen der ersten senkrechten Koeffizientenreihe+ 8, + 2, - 6 der Gleicbgewichtsbcdingungen multipliziert. Und in iihnlicher
Weise ergeben sich die beiden anderen Ansiitze fiir D aus den zweiten unddritten senkrechten Reihen.

17
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die Unbekannten X1, x2, Xs kann man dann schrittweise ohne weiteres
binschreiben.

2) Das Verfahren von Mohr). Anstatt die drei Teilkraftsummen

4 d,]-aas}- ,a,=]-A,
4b, }- ab,=]-ab,- B,
W4c,+ Macs ]- a cg =} C

einzeln gleich Null zu setzen uncl die drei Unbekannten x1, x2, x3
aus den drei Gleichgewichtsbedingungen zu berecbnen, multipliziert
Mohr diese Summen der Reihe nach mit den virtuellen Verriickungen
g, nj, , welche er dem Knotenpunkte in den Richtungen der Krifte
A, B, C zuschreibt. Indem er diese Produkte addiert und ihre nach
den Unbekannten geordnete Summe gleich Null setzt, erhilt er die
Gleicbung

{
X1 (al~+ bl 'YJ + C1 s) + X2 (a2 ~ + b2 'YJ + ('2 s) 

( 6) + X3 (a3 ~ + b3 'YJ + C3 s) + A~ + B '1) + c~ = 0.

Hierauf stellt Mohr drei Gruppen von Gleichungen auf:

1
a1 ~ + b1 'YJ + c1 s =- 1

(Dy as5 ]b,4-]-cg"==0
0.3 ~ + b3 'YJ + C3 ~ = 0

1
a1 ~ + b1 '1) + C1 ~ = 0

(II) a2 ~ "1- b2 '1) + c2 ~ = - 1a, + b3 "1) + C3 ~ = 0

{

al ~ + bl "1) + C1 ~ = 0
(III) a2 ~ + b2 'YJ + c~ : = 0a, + b3 'YJ + c8 ~ = - 1,

deren Wurzeln der Reilie nach

5,% n» %% &, n%, 2. 5%, n%, S%
sein migen. Die Einsetzung der Wurzeln ~1 '1)1 ~1 in die Gleichung (6)
liefert fir x, den Wert

(y ,==4G,4 B, Ct,.
In der gleichen Weise werden , und x, berechnet.
Lost man die neun Gleichungen (I) bis (III) in ihrer allgemeinen

Form ein fur allemal auf, so gelangt man scbliefslich auf einem Um­
wege zu der Formel (5), die sich aus den Gleichungen (4) ohne jede
Zwiscbenrechnung ablesen lifst, weil die Faktoren der Grofsen A, B, C 

) Zentralblatt der Bauverwaltung 1902, S. 205.
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im Zihler der Formel (5) die zu den Koeffizienten a,, ,, c, gehirigen
Unterdeterminanten sind.

Etwas kiirzer verfihrt man, wenn man fiir eine der drei Ver­
riickungen einen beliebigen Wert annimmt. Entscheidet man sich z. B.
im allgemeinen Falle fur ~ = 1, so gelangt man zu einer Gleichung,
in der nur x, als Unbekannte auftritt, wenn man ~ und q aus den
Gleichungen ermittelt:

{
a2 ~ + b2 "tJ + c2 = 0

(8) r: + + -d3$ bat] Cg==0,
'3) Momentengleichungen. Fir die folgenden Untersuchungen

ftihren wir zwei rechtwinklige Projektionsebenen ein und bezeichnen
die Projektionen der Stabkrifte S mit S' (Grundrifs) und S" (Aufrifs),
die Projektionen der Stabliingen s mit s' und s". Es ist

(9)
s s' s" 
s - s' - s"

!
Fig. 209.
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Die Grundri.fsebene wollen wir uns in wagerechter Lage denken.
Fig. 209 zeigt Aufrifs und Grundrifs eines Knotenpunktes A, von

dem drei Stabe ausgeben, deren Achsen die Grundrifsebene in den
Punkten 1, 2, 3 schneiden. Die in A angreifende gegebene Kraft Q
treffe die Grundrilfsebene im Punkte B. Die Langen der Strecken

AB, A1, A2, A3
seien der Reihe nacb

q» h» a, ks­
Punkt A liege in der Robe h ti.her der Grundrifsebene. Zerlegt

man in den Punkten 1, 2, 3, B jede der Spannkrifte S,, S%, S, und
ebenso auch Q in eine lotrechte und eine wagrechte Seitenkraft, und
setzt man hierauf die Summe der Momente simtlicher Krifte in Bezug
auf eine durch die Punkte 2 und 3 gelegte Achse gleich Null, so er-

I

I .,
I
I
I
I-­

Fig. 210.

halt man eine Gleicbung, in der nur die Unbekannte S, vorkommt.
Man braucht nur die Momente der beiden lotrechten Seitenkrifte

h hS, und Q - miteinander zu vergleicben. Sind c und d die in
h, Q

beliebiger, aber gleicher Richtung gemessenen Entfernungen der Punkte B
und 1 von der Drebachse, so lautet die Momentengleichung:

h hbS,, ·d==Qc,
1 4

und man erhalt daber die einfache Beziehung



S, Q c
h, q a

Liegt der Punkt 1 in der Grundrifsebene, so tritt an die Stelle
von l1 die Stablinge s und es ergibt sich dann

(10)

( 11) Q ch,= , @
Diese Momentengleichung ist sehr leicht zu handbaben; man scbreibe

den Punkten 1, 2, 3, B die Gewichte

s, s, S, Q0
,' 4' 6

zu und setze der Reihe nach die Summe der Momente dieser Gewichte
in Bezug auf die Drehacbsen 2 3, 3 - 1 , 1-2, die wir kurz
mit I, II, III bezeicbnen wollen, gleich Null. Fur den besonders oft
vorkommenden Fall, dafs die drei Punkte in einer Ebene liegen, die
man dann zur Grundrifsebene wihlt,,wird l1 ==s,, l,== s2, la= sa.
Die Momentengleichungen liefern dann ohne weiteres die Werte

s 
x= -•

s
Die Richtungen von c und d wird man natiirlich so bequem wie

moglich wlihlen, tun1ichst so, dafs Strecken benutzt werden, die man
ohnebin braucht, um Grundrifs und A ufrifs des Facbwerkes festzulegen.

J 

1/7 

2
\
\

Fig. 211.,

Fur den in Fig. 210 dargestellten Fall erhalt man z. B. nach
Messen der Strecken a, b, und b, die Werte
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(12)

und aus der Bedingung, dafs die Summe der lotrechten Seitenkrifte
gleich Null sein mufs, den Wert

(13)

Es mige nun in A eine zur
Grundrifsebene parallele Last W 
angreifen, Fig. 211. Um die
SpannkraftS, zbestimmen, denke
man jW in eine zur Drehachse pa­
rallele und eine hierzu rechtwink­
lige Seitenkraft zerlegt. Ilezeichnet
man dann mit a. den Winkel, den
W mit der Achse I bildet, so ist
das Moment von W gleich

W sin a·h.
Das Moment der im Punkte 1 angreifenden lotrechten Seitenkraft

von 81 ist 81 t w sin a., wo w die in der Richtung von W gemessene
1

Entfernung des Punktes 1 von der Achse I bedeutet. Die Gleichsetzung
der beiden Momente fihrt nach Streichung des sich hebenden Wertes
h sin a. zu der einfachen Formel

Fig. 212.

(14) w
=-·w

Liegt der Punkt 1 in der Grundrifsebene, so erhilt man

(15) TV 

Ist W parallel zur Drebacbse I, so ist 81 = 0. Man braucht
dann nur nach den Richtungen von S, und S, zu zerlegen. Bei
der in Fig. 212 angenommenen Richtung von W ist S, ein Zug und
S, ein Druck; man findet

(16)
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Liegen die Punkte 2 und 3 in der Grundrifsebene, so ergibt sicb

(1 7)

Wir betrachten noch die folgenden Sonderfalle.

l7JT ffI I ~-- -----/J,-----1--------.;.,'
I 3 I I i -b, 7J. --------1------':---=<?B 

I / 
I

'b '77 ,
I

/
I

/ ,'/
I I

i~--------a -----7
/

Fig. 218.

rstens. S, und S, schneiden die Grundrifsebene in den Punkten 2
und 3; S, ist wagerecht. Q trifft die Grundrifsebene in B, Fig. 213.
Die Drehachsen II und III sind parallel zu S,. Mit den aus der Figur
ersichtlicben Bezeichnungen findet man

. Q S, ===b,
q 

®%4©h
lg q a
S% Q ,z; - - q--;; . 

Die Vorzeichen hangen von der Lage der Kraft Q gegen die
Drehachsen ab.

(18)

Ei ne wagerecb te Last W erzeugt (Fig. 214) :

·s.l z. z, w 

Zweitens. Es schneide nur S, die Grundrifsebene. 81 und S,
seien wagerecht. Die Drehachse I ist parallel zu S,, die Achse II
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parallel z S,. Einer die Grundrifsebene in B scbneidenden Last Q
entsprechen die Werte

/
/1/

/
/

/
/

/
/

/
/

/
/

/
/

/
/

/

S
I

Fig. 214.

(20)

g 4

\
\

\I.I 
\
\
\
\
\
\

3 · --------------------I 

%''=====vw,
Fig. 215.
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Zu dem letzten Werte gelangt man <lurch Nullsetzen der Summe
h h

der lotrechten Krifte S, und Q8s q

rig. 216.

Als Anwendungsbeispiel fir das Momentenverfahren wihlen
wir den in Fig. 216 im Grundrifs dargestellten Knotenpunkt 4 eines
Fachwerkes, dessen Seitenflichen aus Rechtecken und Dreiecken bestehen
(vergl. auch Fig. 202). Die Ringe migen in wagerec:hten Ebenen liegen.
Punkt 4 babe von der Ebene des Ringes ... 1, 2, 3 ... den Ab­
stand h. Die Spannkrifte S, und S, seien bereits gefunden; S,, S,, S,
seien gesucbt. In 4 greife eine lotrechte Last P und eine wagerechte,
nach den Ricbtungen der Stibe des oberen Ringes in die Seitenkrifte
W und H zerlegte Last an. Es moge gesetzt werden 84 + H= A,
S,]- W==B.

Die Grundrifsabmessungen der Rechtecke sind a, d und b, c. Die
von den Punkten 1, 2, 3 nach den Drehachsen I, II, III gezogenen
Strecken Wi, w2, w3 sind parallel zu W. Zu Hebelarmen der Last P 
in Bezug auf die Achsen I, II, III wurden die Strecken d, c, c gewihlt.
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Es ist also der Hebelarm e, parallel zu d; die Hebelarme e, und e,
sind parallel zu c. Da A parallel zu I ist, so beeinfl.ufst es nur S,
und S,. Man erhalt ohne Zwischenrechnung fiir x1, x2, x3 die Werte:

(21)

B p d
X --- 
1 uw, h e,

=4"44"a a h e,,
B A P c¥->+0, a h e,

Die Vorzeichen sind leicht festzustellen, da man nur den Drehungs­
sinn zweier Krane zu vergleichen hat, den einer gegebenen und den
einer gesuchten Kraft.

JJ 

I
_y___ - - - - -I--~---,----(•~c S,

E---------------r 
I

F '--------~ I
I Ia ,
1 ,5 I

I
I I

I I____ "l \'.'._ V..

I
I«,
Ix:_ __

B
Fig. 217.

4) Verbindung der unter l und 3 angegobenen Verfahren.
Hat man eine der drei Spannkrifte (z. B. die Spannkraft S,) mit Hilfe
einer Momentengleichung berechnet, so findet man oft die beiden anderen
Spannkrifte S, und S, sehr schnell, mit Hilfe zweier Gleichgewichts­
bedingungen von der Art der Gleichungen (4) auf Seite 258, wobei
man die Bezugsachsen zweckmlifsig so wihlt, dafs jede Gleichung nur
eine einzige Unbekannte enthilt. Diese Losung haben wir in Fig. 21 7
dargestellt. AB, AC, AD, ..... seien die Projektionen der Stablingen
81, 82, 83, • • • . • Die Stabkrifte S,, S,, . . . . seien bereits aus den
fur andere Knotenpunkte gefundenen Gleichungen berechnet. P' sei
die Projektion der gegebenen iiufseren Kraft. Zur Berechnung von S,
erhalt man mit den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen die
Gleichung



269

sie liefert

(22)

p
Ist

7 I
------~ I/'._ _

I

I
I

~- - - - -8 -- - - - I,
/»

/ I
I / ;

/ II: III/ I
/ I S: / ll/ 1

: / I
1/'Zr''A-'(]

/
/

/
// (

/

Ic

/
/

ee e#% e »

< a
I

I

Fig. 218.

Haufig empfiehlt es sich nun, die iulseren Krifte P als Spann­
krafte in Stitben aufzufassen, denen eine gewisse Lange p zugeschrieben
wird. 1st dann a die Projektion von p auf die zu S, rechtwinklige
Richtung, und fiihrt man die Bezeichnung P: p ==x ein, so ergibt
sich x, in der Form

(23)

*) Der hiiufig zu Vereinfachung der Zahlenrechnungen fiihrende Kunst­
griff, an Stelle der iiufseren Krifte P Werte P:p einzufiihren, ist zuerst von
Zimmermann in soinem Bucho: Uher H.aumfoc h werko angcgeben worden.
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Es liege z. B. der in Fig. 218 dargestellte Knotenpunkt 4 vor.

Aufser wagerechten Lasten H und Q greife in 4 die lotrechte Last P
an. Man findet aus der Momentengleichung fur die A chse I

(24)
p Q h,==­

Setzt man nun die Summe
Krafte gleich Null, sodann die
findet man fur die Unbekannten

der nach der Richtung H wirkenden
nach der Ricbtung Q wirkenden, so
, und x, die Werte

1

c H Pc Qc=+,,% «
1_ Q + P c , Q c+a H=+ +; ai « 'A

H
a

(25)

Im vorliegenden Fall findet man itibrigens x, und x, ebenso schnell
p

mit Hilfe von Momentengleichungen. Fur , wihle man beide Male

den Hebelarm c; die Hebelarme von x3 und x2 sind dann, in der

Ricbtung von c gemessen, gleich a. Q hat auf x, den Einflufs + Q
e9

und auf x, den Einflufs - _9_, wo e2 = b +a und e,== b a .'s a c c
) Zeichnerische Ermittlung von S,, S,, S,. Wir behandeln

diese Aufgabe zuerst ganz allgemein. Fig. 219 zeigt die Richtungen der
gegebenen Kraft P und der unbekannten Stabkrafte S1, S2, S3 im
Aufrifs und Grundrifs; Fig. 220 enthilt den Aufrifs und Grundrifs
des geschlossenen Kriftezuges. Man lege durch die Endpunkte von P
Parallelen zu zwei S-Ricbtungen, beispielsweise zu S, und S,, und
zeichne hierauf ein Viereck a"a", dessen Ecken in den Geraden
S',, S'%, S",, 8", liegen und dessen Seiten parallel zu S',, S", und
zu den Projektionsstrahlen sind. Zur Bestimmung dieses Vierecks wurden
in Fig. 2 20 zunacbst zwei Hilfsvierecke a',b, b\ a" 1 und a',, 7/'2 a"2
aufgetragen, deren Eckpunkte ,. 6,, , und a'2, b'2, b"2 in den vor­
gescbriebenen Geraden s' 1, 8'2, s"2 liegen, und deren Seiten die vor­
geschriebenen Richtungen haben. Es ist dann die Gerade a,a, der
Ort des Punktes a", und hiermit ist die Lage des Punktes a" und das
Viereck a'"a" bestimmt. Denn:

Andert ein n-Eek in der Weise seine Form, dafs simtliche
Seiten durch feste Punkte einer und derselben Geraden geben
(die im vorliegenden Falle die unendlich ferne Gerade ist),
wabrend n - 1 Eckpunkte gerade Linien beschreiben, so be­
wegt sich auch der letzte Eckpunkt in einer Geraden.
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Die Schnittpunkte der Geradenpaare S',, S, und a",d,, .8,

liegen in einer Parallelen zu m'm, und es geniigt daher - eine
gitinstige Dage des Schnittpunktes von S,' und S,' vorausgesetzt die
Aufzeichnung eines der beiden Hilfsvierecke.

Fig. 219. Fig. 220.

Der zeichnerischeri Untersuchung von Fachwerken mit einer grofseren
Anzahl von Knotenpunkten und Stiben hat man ofter vorgeworfen,
dafs sie infolge der vielen Hilfslinien, welche die Kriftezerlegung im
Raume i allgemeinen verlangt, zu unitibersichtlichen und deshalb schwer
zu priifenden Kriftepliinen fitihrt. Und dieser Vorwurf ist fast immer
dann berechtigt, wenn samtliche KrMtezerlegungen bei derartigen Fach- •
werken in ein und derselben A.ufrifsebene vorgenommen werden. Ar­
beitet man aber mit verschiedenen Aufrifsebenen, unter Umstinden auch
mit verschiedenen Grundrifsebenen, so kann man stets Darstellungen
erzielen, die an Ubersichtlichkeit nichts z wtlnschen iibrig lassen. Die
geringe Miihe, welche die Ubertragung der bereits gefundenen Krifte
in die neuen Projektionsebenen verursacht, wird reicblich belohnt <lurch
die Ersparnis vieler Hilfslinien und <lurch die grofse Durehsichtigkeit
des Verfahrens. Die Projektionsebene wird man natiirlich fir jeden
Knotenpunkt so gtinstig wie mglich wiihlen. Es empfiehlt sich, diese
Wahl so zu treffen, dafs von den drei an einem Knotenpunkte auf­
tretenden unbekannten Kriften sich zwei in einer Projektionsebene
deeken. In den Fig. 2 21 und 2 2 2 ist dieser Fall dargestellt worden.
Im Aufrifs decken sich S, und S,"; man kann also S" mit Hilfe
eines Kriftedreiecks finden und hierauf im Grundrifs S,' und S,' er­
mitteln.
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s." "

S'3
, Fig. 221. Fig. 222.

6) Die Herleitung von Formeln aus Krifteplinen, die dann
nur skizziert zu werden brauchen, ist ein in vielen Fallen sehr rasch
zum 'Ziele ftihrender Weg zur Bestimmung der drei unbekannten Spann­
krifte. An die Stelle von Kriftezerlegungen treten dann 'Zerlegungen
von Stablingen oder von Projektionen der Stabliingen.

Wir beginnen mit dem einfachen, oft vorkommenden, in Fig. 223
dargestellten Falle. Der fraglicbe Knotenpunkt trigt eine lotrechte
Last P. Die Stabe S2 und S3 liegen wagerecht. Zerlegt man die
Projektion s/ von s, nach den Richtungen von S, und S3 in die
Strecken a, und a3, so findet man mit Hilfe des in Fig. 224 ge­
zeichneten Krifteplanes die Formeln

s, P
s h 

PS,=,
pS,= ,7

Ein allgemeineres Beispiel zeigt Fig. 225. Aufser der lotrechten
Last P greife im fraglichen Knotenpunkte noch eine wagerechte Last Q
an. Reine der Stabachsen sei parallel zu einer Projektionsebene. Im
Aufrifs decken sich s/' und S/'. Zerlegt man im Aufrifs jede der

(26)
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drei Krafte P, Q" und S1" in eine lotrechte Seitenkraft und in eine
Seitenkraft in der Richtung von S,"S,", und setzt man die Summe

S,
' + ,
' I I

' - - - - - - - - - - - - - - - - -I - - - _y -
I
I
I

Fig. 223. Fig. 224.

der lotrechten Seitenkrafte gleich Null, so erhalt man rnit den aus
der Figur ersichtlichen Bezeichnungen die Gleichung

+ ,,w+ ,,vP Q -,-, S1 -,, = 0.4 s,
Da nun

s ff s
1 =-1 unds," s,

@"-,,--
q 

Q
q 

ist, so folgt

S, P Q w,=== -=-----•
Sy q 0

Zerlegt man weiter im Grundrisse jede der drei Krifte S,', S%'
und Q nach der Richtung von S,' und nach der Richtung C' C", und
setzt man die Summe der nach der Richtung C'C" gebildeten Seiten­
krifte gleich Null, so :findet man

(27)

S ' _!!_ - Q b2 + s , C2 2 ,- - -» q 3s,''
woraus

(28) _ 4 %X.2 -- X. -,q e 1 e
Miiller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 18
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und in ihnlicher Weise erhalt man

(29) %, .2,9.
q e 1 e

Fig. 225.

Liegt der Endpunkt des Stabes s, nicht in der durch den End­
punkt des Stabes s, gelegten Grundrifsebene, so tritt an die Stelle
von , ==S, :s% der Wert S, :l%, wo l, die Entfernung des Knoten­
punktes C von dem Punkte ist, i.n welchem die Acbse des dritten
Stabes die Grundrifsebene schneidet.

7) Greifen an einem Knotenpunkte mehr als drei unbekannte
Stabkrifte an, liegen aber diese unbekannten Krifte mit Ausnahme
einer einzigen in ein und derselben Ebene (), so kann man diese eine
Stabkraft wir nennen sie S, finden, indem man die Summe aller
rechtwinklig zur Ebene a wirkenden Seitenkrifte gleich Null setzt,
oder eine Momentengleicbung fur eine in der Ebene o angenommene
Drehachse aufstellt. Man kann aber auch S, durch Zerlegung der
Mittelkraft P der gegebenen Krifte nach der Richtung von S, und den
Richtungen von zwei mit der Ebene a zusammenfallenden, durch den
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fraglichen Knotenpunkt gehenden, im iibrigen aber beliebig angenom­
menen Geraden ermitteln.

§ 27.

Beispiele. 
1) Das in Fig. 226 dargestellte Fachwerk wird in jedem der

Punkte B, C, D, B, C', D' durch einen lotrechten Auflagerstab ge-

r,p _,• ,.'::lv- s9
,.,,€----""'-C..::.,.:c'="""-'---"'--:a,:;;;;;;;:~-----"""-~----,:: -

10 : 
I

' 7+-l'..l_¥Y.,
i'» 2) Sr5\s

:..- ---a--- , 

Fig. 226.

stiitzt, aufserdem noch in C, D und B' durch wagerechte Auflager­
stibe 7, 8, 9', welche mit den Seiten der Stabe 4, 5', 6' zusammen­
fallen. Das Fachwerk liefse sich mit Hilfe von zwei Z-Stiben be­
rechnen; wir ftihren aber deren drei ein, nimlich Z,, Z, und Z,' und
fiigen die rsatzstibe 9, 7', 8' ein. Diese Wahl bietet den Vorteil,
dafs es gentigt, die Spannkrifte der Stibe 1 bis 12 durch die gege­
benen Lasten und die Z-Krifte auszudrticken. Die Bildungsgesetze filr
die Stabe 1' bis 12' sind dann ebenfalls bekannt, da das Fachwerk
symmetrisch gebaut ist.

In den Knotenpunkten A und A' greifen die gegebenen Lasten
U, V, W, U', V', W' an. Damit wir es nur mit Stabkriften zu tun

18
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haben, fassen wir die Lasten U, V, W, U', V', W" als die Spann­
krafte in Stiben auf, deren Langen u, v, w sind, und ftthren die
Bezeichnungen ein

u v'==,,,
It

V ===X,,
V 

,=,,
u
y'
V 

w w' I ==,,===·w w
Den wagerechten Auflagerstiiben 7, 7', 8, 8', 9, 9' schreiben wir

die Langen der mit ihnen in clieselbe Richtung fallenden· Sta.be 4, 4',
51

, 5, 6, 6' zu.
Den lotrechten Auflagerstaben geben wir die Lange v.
Die Lange eines Z-Stabes bezeichnen wir mit z und setzen

Z, % Z,===a, ==, , ==Z,,
Ca Z, ¢ a

Wir wollen, mit einer einzigen Ausnabme, die auf Seite 2 7 0 auf­
gestellte Gleicbgewicbtsbedingung (23) benutzen und das Lesen dieser
Gleichungen dadurch erleichtern, dafs wir durch die Angaben (_l DU),
( J_ W) . . . . die Richtung der Seitenkrifte, deren Summe gleich Null
gesetzt wird, kennzeichnen. (M,) bedeutet: Momentengleichung bezogen
auf die Stabacbse 5. Die Zablenrecbnung wollen wir nur fur den
Fall a = w durchfitihren. Die Gleichgewichtsbedingungen schreiben wir
aber fur einen beliebigen Wert von a: w an; sie lauten fur die Knoten­
punkte A, B, C, D: 

A 

CL U)

B

C 

D

(J_ 4)

(J_ 5')

1,==-ka o
a

K4 =- M,
w 

(J_ 4)

(J_ 5)

(J_ 2)

.l,=-,+-&a 5

I I a, = X 1 + X. 5 - X.6 -
w 

*) Der .A.bstand des in D angreifenden Gewichtes x% von der Drehachse 5-
ist doppelt so grofs wie der Hebelarm von x», angreifend in A und von xa an­
greifend in B; er ist auch doppelt so grofs wie die Lange des Stabes U. 
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Fttr die lotrechten Auflagerstiibe wurden die Druckspannungen als
die positiven angenommen. .

Mit Hilfe der angescbriebenen Gleichungen kann man die Werte ,
bis x12 und x, bis x'12 berecbnen, sobald man x,, ,, x, kennt.
Zur Ermittlung dieser drei Werte steben nun die Bedingungen zur
Verfiigung: , == 0, x\ - 0, x'8 = O; sie lauten ftlr a= w:

, + 1==, 9%% q
, I ,0==x»+-, ' 1 ,===]»,2

I I f 1 ,===Xo,X-X« 2 a 

0 = X1 + X5 - x'6 = - Xs + 2 X1 + x'2 = x'2 - X2 + x.. + 3,.
Setzt man fttr x1, x2, x'1, x'2 die durch die Gleichungen (A)

gegebenen Werte ein, so erhalt man

, 1 ( ) 'Xq + Xb - X a = 2 Xu - Xv - X w

+ , '.A ') ,M,, 2 X a = 2 X" XV - X to

Aus diesen Gleicbungen folgt

3 1 , + 2,2 1,8 , ,=% ,if.+0,8,- 0,8x
2 2 , 3,6 0,4 , ,

x,,=- 8 x,,- 8 xv+8x.. -8x .. -0,6xw-0,4xw

, 1 3 , 1,8 2,2 , + ,
XO= - S Xv -S Xv + 8- X,. - S Xu - 0, 3 X,0 0,3 X w.

Nun lassen sich simtliche Werte x in der durch die Zi.ffern an­
gegebenen Reihenfolge mUhelos hinschreiben; sie sind in der folgenden
Zahlentafel zusammengestellt worden. Die dort fehlenden Werte sind
durch die Beziehungen gegeben:

1 , , , , 1 ,
X4 = X6 = - 2 Xai XS= - X 4 =- X 5 =- X 11 =2 X a 

,== a; W4,==;,==,; q,== y.
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V 
8v

y'
8v

u
8 u

U' 
8 u

w 
·w

W' 
w

~I -o,3
-= 

X.a 8.0

I
1,0

i

+ 2,2 -1,Sr0,3
X1, -- 2,0 -2,0 ] 3.6 -0,4 - 0,6 1-0,4
x', 1,0 -3,0 I + 1,8 2,2 0,8 +o,3

--
I2, -1,0 + 1,0 -1,4 -1,4 -0,1 -] 0,1

.', +1,0 -1,0 - 1,8 1,8 +o,3 -0,3
2.3 -2,5 +o,5 +2,9 +o,9 -0,15 { 0,15
«'3 +o,5 2,5 -0,9 + 5,1 ] 0,15 -0,15
Xg 1,5 -0,5 -3,7 + 2,3 -0,05 -] 0,05
z'y +o,5 ] 1,5

I
+2,3 -3,7 1-0,05 + 0,05

--
2, 0., 0
«', 0

X 12 1,5
z',, -0,5

I

I.
0 -4,8 } 8,2 -0,2 { 0,2
0 -1,6 -1,6 +o,6 0,6
0 +s,2 -4,8 -0,2 + 0,2

-0,5 + 1,1 --0,9 I +o~ -0,15-
-1,5 -2,3 } 8,7 I +0,05 -0,05

I
I
I

2) Das in Fig. 227 abgebildete, <lurch vier lotrechte und drei
wa.gerechte Auflagerstabe gesti.itzte Fachwerk, das wir bereits auf Seit.e 256
kurz besprochen haben, trage in den Knotenpunkten I, II, III, IV die
lotrechten Lasten ,, V%, ,, V, und die wagerechten Lasten A, B, 
C, D, .... H. In den Knotenpunkten des unteren Ringes greifen
die wagerechten Lasten L, Q an. Den Lasten A, B, C, D, . . . H
schreiben wir die Lange a zu, den Lasten L, Q die Lange 2 d und
alien Lasten V die Lange v. Wir setzen also

A B H L Q==y, ==, · · · · ·, ==, ==r, === oa a a 2d 2d
und ftihren fur die V:v die Bezeichnungen einv, r,--=ru --=r2, ...

V V 

Zuniicbst nehmen wir an, es seien bereits bekannt
4= ,==X und x,».

x' und x3 spielen also die Rolle der Z- Werte unserer allgemeinen
Untersuchung.

Fur den Knotenpunkt I besteht die Gleicbgewichtsbedingung
(lV,) ,+al f,==0,

weshalb
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Weiter findet man fur den Knotenpunkt I, indem man die Summe
der Seitenkrifte nach der Richtung des _Stabes 3 gleich Null setzt"'und
beachtet, dals x, ]- %== , ist:

L rs..-
Ig----­

I
I

I
I
I
I

I

I
I

~

IV

I
I
I
I

~ 20 -L-f-----------------'1-- ---'-"--~ 

Fig 227.

(I)

und ganz ahnliche Gleichungen erhilt man fur die Knotenpunkte II,
III, IV, nimlich



280

(II )

(III )

(IV)

Multipliziert man diese 4 Gleichungen abwechselnd mit + 1 und
- 1 und addiert man sie dann, so erhalt man:

C 4% =,(Yr+% %l)a«+o»
Mr]M,=] Moy.

Damit ist x, bestimmt. Aus der Gleichgewichtsbedingung ftir den
Knotenpunkt I:

d + , d +(_8) %-I==,a),= ,,
und aus Gleichung (I) ergeben sich nun die Werte

, d c4== - X 2b - 'Y 1 2 b - XA - X3

+ , d c,=- '3,13,,ro
und aus den Gleichungen (II) und (IV) die Werte x6 und x7• Aus
den fur den Knotenpunkt II geltenden Gleichgewichtsbedingungen

( II V2) Xs + X9 = - 'Y2

b( j_ 16) Xg - X9 = (x6 - X5 + xf) - Xr) d

findet man
1 b,=- %%l% %+»6) 97
1 b,== %Ya(%, =]-)

2 rl 
Auf dieselbe Weise kann man x10 und 2,, durch , und x,

ausdrticken, x12 und x13 durch x7 und x,. Nun geht man zurn
Knotenpunkt V, ermittelt:

(V) (J_ 15)

und setzt diesen Wert m die fur den Knotenpunkt VI aufgestellte
Gleichgewichtsbedingung
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(_L_ 17)
C 1 h4 To gy mo s,== 0,

ein. Man findet dann die Bedingung
C (VD) 2,)lorl,j%-4s)==0,

die nur solche Werte x enthiilt, welche sich durch die den Lasten ent­
sprechenden gegebenen x und den Wert x' ausdriicken lassen. Die
Gleichung (VI) enthi:Llt also nur noch die Unbekannte x'. Eine einfache
Zwischenrechnung liefert

, ( ¢ ( + .bx==(% 097(- o0,,
b 2d(or-lr-) ,1.7 &ro) ,] a

Die Berechnung von ,, bis a, erfolgt aus Gleichungen von der
Art der Gleichung (V). Die Werte %, bis %a, der lotrechten Auf­
lagerstibe, denen man die Lange v beilegen wird, findet man, indem
man an jedem Auflagerknotenpunkte die Summe der lotrechten Seiten­
krifte gleich Null setzt.

Die DurchfUhrung der Buchstabenrechnung empfiehlt sich nur bei
einfacheren rliumlichen Fachwerken. In den meisten Fallen ist es zweck­
mifsiger, gleich von vornherein mit Zahlen zu rechnen.

§ 28.

Die abgestumpf'te Fachwerkpyramide und verwandte Systeme.
Zu den wichtigsten riumlichen Fachwerken gehbirt die abgestumpfte

Pyramide, Fig. 228. Die Fufspunkte der Rippen migen festliegen.
In irgend einem Knoten punkte m greife eine beliebig gerichtete iufsere
Kraft an, und diese werde in die Seitenkrifte L, R und U ierlegt,
von denen / mit der links*) an die Rippe ma grenzenden Seitenwand (I)
zusammenfallen moge, R mit der rechts an ma grenzenden Seiten­
wand (II) und U mit der Rippe ma. Die Wirkungen dieser drei Krafte
werden zweckmafaig gesondert verfolgt. Durch die Last L werden nur
die Stibe der Seitenwand I beansprucht, und zwar verhiilt sich hierbei
das ebene, in Fig. 229 in die Bildebene gelegte Fachwerk I wie ein am
unteren Ende eingespannter F'reitriiger. Die Last R beansprucht in
gleicher Weise das ebene Fachwerk II, und die Last U ruft nur in
der Rippe ma Spannlrifte (S =- U) hervor. Die Gesamtwerte der

*) Die Bezeichnungen links und rechts gelten fi.i.r einen von aufsen auf den
Mantel der Pyramide sehenden Beschauer.
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Spannkrifte der Rippe ma erhilt man schliefslich durch Zusammen­
zihlen der einzelnen Wirkungen der drei Krifte L, R, U.

Die Rippen brauchen sich nicht in einem Punkte zu treffen. Die
beschriebene Berechnungsweise gilt also nicht nur ftir den Pyramiden ·
stumpf; sie ist vielmehr nur an die Voraussetzung gebunden, dafs die
Seitenflichen statisch bestimmte ebene Triger sind.

Fig. 228.

Fig. 229.

Die Richtungen der Krafte L und R brauchen nur mit den
Ebenen I und II zusammenfallen; im iibrigen diirfen sie nach Belieben
gewihlt werden. In der Regel empfiehlt es sich, L und R wagerecht
anzunebmen.

Es liege z. B. der in Fig. 230 dargestellte Pfeiler mit wage­
rechten Ringen vor. Am Knotenpunkte m greife eine lotrecbte Last Pm
und eine wagerecbte, nacb den Richtungen der angrenzenden Ring­
stibe in die Seitenkrifte H, und Q,, zerlegte Last an. Zerlegt man ',
nach der Richtung der Rippe ma und nach den Richtungen der
Krifte H, und Q,,, so erhilt man (nach Seite 274, Fig. 223) mit
den in die Figur 230 eingescbriebenen Bezeichnungen fur U,,,, L.,, und
R,, die Werte
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(30) 1 L,==4,+P»,
)

R, == (J,,. +P. ,
I,

(]

p

Fig. 230.

Hat man auf diese Weise die Lasten U, L, R, ermittelt, so ist
die Berechnung der Spannkrifte auf die Untersuchung einfacher ebener
Fach werke zuriickgefiihrt.

Beispiel. Ftir die Spannkriifte und Auflagerwiderstande des in
Figur 231 dargestellten eingeschossigen Pfeilers sollen allgemeine For­
meln aufgestellt werden. Das Fachwerk besitzt vier feste Stititz­
punkte I', JI', III', JV', deren Widerstinde in die wagerechten Seiten­
kriifte 4 und B und die lotrechten Gegendriicke U zerlegt worden sind.
Es gentigt nattirlich, Formeln for die Spannkrifte T,, S,, D, und die
Widerstinde A,, B,, C, aufzustellen.

Man findet fiir den Knotenpunkt (I)
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y,< H
1

A------- 
1

I

h 
I

/<-----------C4C2- ---------~
I-( - - - - - - - - e - - - - - - - - - - - -), I' A,·~---ii --r;---------------

1 I 

I
I

Ik--,
I I
I I,

I I

I C 
I I 1

I I

I
I I

.2f"_ y_ - - - - - - - - - - - I

'2 <'~- - - - - - - - - - - ci - - - - - - - - - - - - >i

/I
I I
K - - - - c, - - - ~

Fig. 231.

~,/
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WO

Die Berecbnung von U, ist, wie sich zeigen wir<l, entbehrlich.
Die Seitenwand 1; II, JI', I' wird belastet mit R

1
und L,.

Es ergibt sich
aT,== D,=-4,-P ,,

D1 k,- h, 112_- _Ql + P2 ((2 pl bl
cl1 c1 c1 hc1 hc

1 Die Spannkraft S, erhilt man am schnellsten, wenn man die
Summe der lotrechten 81:itenkrafte aller am Knotenpunkte (I) angrei­
fenden Krafte gleich NuU s~tzt. Dies gibt

h h
,S\ - D,-{ PI = o,s1 d,

woraus mit c,= b,== e1 folgt
S1 _ Q1 - H2 _ P1 e1 _ ~ !!.!_ •
s1 c1 hc1 h c1

Nun findet man den Stiitzenwiderstand 4, am Knotenpunkte (I')
mittels der Gleicbgewichtsbedingung

a, €,A,==S,- -4,, ·
81 '4 , h,-@'a, Pb,a:=- ~ ~-~-

Der Widerstand B, wird, p bl d .
B1 ==S,'- ",7 as 1st

81 4 

b1 + ( b1 + P1 ( e1 a1)B, ==(L, Q+) '0rH),b,'­c1 h c, 0
+ P2 b1 ~ + P4 bl !?.±_ • 

h C1 h C4 

Schliefslich :findet man den Stiitzenwiderstand C, aus der Gleich­
gewichtsbedingung

h 1t h,=-S,=,,==h,,
1 4 1 

Werden die vier Fufspunkte miteinander <lurch Stabe verbunden,
so miissen vier der zwolf Stiitzenwiderstande beseitigt werden. Ein 
Beispiel zeigt die Figur 232. Die Stiitzpunkte werden in wagerechten
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Geraden gefiihrt, die mit, den Ricbtungen der Stabe des Fufsringes zu­
sammenfallen *). Rechtwinklig zu den Ftihrungen treten Widerstande

t N;,. p,
'I Iv' , ,

a'

Fig. 232.

Fi, F2, F3, F4 auf. Aus den vorbin berechneten Stutzenwiderstanden
A und B findet man fur die Spannkrafte N im Fufsringe und flir die
Widerstande F die Werte:

N,==4%, N,==4,, u.s. w.,
F,==B,-N,, F,==B,- Ng, u.s. w.

Zahlenbeispiel. Es sei c,== c2 = 12, 1", a,==b,== a2 ==b,
= .. =b4=2,0m, e1=e2=10,1"', h=l9,9'\ s=20,1"', d=22,4m.
Man findet
T,== H,-0,101,,
D1 = 1.851. (H2 - Ql) + 0,186 (P2 -Pi),
81 ===1,661(Q, H,) 0,843 P1 - 0,167 P2,
Al = 0,165 (H2 - Ql) + 0,835 (Q4 - H1) + 0,017 P2 + 0,084 P,,
Bl = 0,1.65 (H2 - Ql + Q4 - H1) + 0,01. 7 (P2 + P4) + 0,067 Pi,
C,==9,95 B,.

Ein zweites Beispiel flir ein eingescbofsiges Fachwerk mit vier
ebenen Seitenfl.achen und zwei wagerechten Ringen zeigt Fig. 233.
Samtliche Knotenpunkte des unteren Ringes sind durch lotrechte Auf­
lagerstabe gestlitzt. An den in Geraden gefiihrten Stiitzpunkten 01,U,, U%, C, treten wagerechte, mit denselben Buchstaben bezeichnete

") Die allgemeine Lisung der Aufgabe der sicheren Stiitzung eines ebenen
Fufsringes, dessen Knotenpunkte in Geraden gefiihrt werden, gab der Verfasser
im Zentralblatt der Bauverwaltung 1892.
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Widerstiinde auf. Die an den Knotenpunkteu der Hippen angreifenden
Lasten werden in die Seitenkrifte L, R, U zerlegt.

Sind nur die Lasten R,, R,, l, und L, vorhanden, so wird nur
<las Seitenfachwerk I nebst den Stiben, welche die Knotenpunkte 0

,
: I ' (' I :

! I 34 i

I
-a,--~ I

-------b------~-------b------K k

Fig. 234.

und 5 mit den Stiitzpunkten G2 und C4 verbinden, beansprucbt. Die
Vereinigung der Spannkraft des Stabes O °'2 mit dem in O augreifenden
lotrecbten Auflagerdrucke gibt eine in die Ebene I fallende Mittel­
kraft K (siehe Fig. 234, welche das in die Bildebene gelegte Seiten­
fach darstellt). Eine gleich grofse, aber entgegengesetzt gerichtete
Kraft K erhilt man am Knotenpunkte 5. Die Grofse von K ist <lurch
die Momentengleichung

K·2b,==(R D,) 2¢]-(R, Ip)o
bestimmt.

Fur die Spannkrifte in den Diagonalen :6.ndet man die Werte
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, sin ,== K,

D . D . Ric
2 sm 'P2 =- i sm cp i =-- 'd,

zur Berechnung von '/', dient die Momentengleichung

(T,} R,)2¢{ R,c Kb,==0.
In derselben Weise wird die Seitenflache II untersucbt. Die

Spannkrifte S, und S, findet man am schnellsten durch Nullsetzen
der lotrechten Seitenkrifte der an den Knotenpunkten 1 und 2 an­
greifenden Krifte.

Sind P1 und P, die lotrechten Lasten, so lautet die Gleicbgewichts­
bedingung flir den Knotenpunkt 1

33434 #+v,=o,s, s9 d, d,
und fir den Knotenpunkt 2

~ h + ( D2 + Ds ) 2 h + P2 = 0.Sa d, d, d,
Die Spannkrifte in den Stiben des Fufsringes und den Auflager­

stiben ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingungen ftir die Knoten­
punkte des Fufsringes.

§ 29.

Statiscll bestimmte Schwedlersche Kuppcln. 
1) Die in Fig. 235 dargestellte offene Kuppel Schwedlerscher

Bau art lif'st sich in Fachwerke von der im § 2 8 beschriebenen Art
zerlegen. Wir bezeichnen die Spannkrifte in den Ringstiben, Diago­
nalen und Rippen der oberen Zone mit T, D, 8, in der zweiten Zone
it T', D', S', in der dritten mit 1'", D", S" u. s. w.) Die Berech­
nung der obersten Zone kann ohne weiteres nach dem im § 28 beschrie­
benen Verfahren erfolgen. An der zweiten Zone greifen aufser den
gegebenen Lasten P', IH' und Q' noch die nunmehr bekannten Spann­
kriifte S und D an. Es ist also nur noch die Aufgabe zu l6sen,

) Man achte also darauf, dafs S', S", D', D" nicht Projektionen von
Stabkriften bezeichnen.
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diese Krifte auf miglichst ibersichtliche und einfache Weise nach den
drei ausgezeichneten Richtun gen L, R und U (Fig. 2 2 8) zu zerlegen.
Zu diesem Zwecke zerlegen wir zunichst jede Spannkraft D in ihrem
unteren ndpunkte auf die in Fig. 236 dargestellte Weise nach der
Richtung des Ringstabes und der Rippe in die Seitenkrifte

aD,=- ,, und D,==D
s d '

Fig. 235.

wo a die Lange des o beren Ringstabes des betrachteten Seitenfaches
und d die Lange der Diagonale bedeutet. D, tritt z der Last H,',
D, wird zu S geftigt, und nun wird S].D, nach den Richtungen
von H.,.' und Q,' und nach der Richtung der Rippe S' der zweiten
Zone in die Seitenkrafte L', R', U' zerlegt. Dazu denken wir uns
zunichst die Kraft S-] D, durch die Linge s der oberen Rippe dar­
gestellt, zerlegen die Strecke AC= s (Fig. 237) nach der Richtung
von S und nach wagerechter Richtung in die Strecken AB und BC
und hierauf die wagerechte Strecke BC nach den Richtungen der beiden

M ii 11 er-Bres la u, Die neueren Method en der Festigkeitslehre. 19
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von m' ausgehenden Ringstibe in die Strecken k,' und k.,'. Die Bei­
trage der Kraft S + D8 zu den Belastungen Lm' und Rm' des Knoten­
punktes m' sind dann

r =s+,-(°)")s s d

+ 4 (4")R ==(s D),=, a kW

. -<--<I,---;--/]'\\

9
,/ 

1)1.l,

Fig. 236. Fig. 237.

Bezeichnet man noch mit ci' und c,' die Strecken, welche man durch
Zerlegung des Grundrisses der Stablinge s' nach den Richtungen der
beiden Ringstabe gewinnt, so findet man schliefslich fur den Knoten­
punkt m' der Fig. 237{die Belastungen

(31) Lm' = H.,.' + ~'",, c/ + ( ! + ~ ) k/ + ~ a,

, , + P.,.' , + ( 8 D ) , (32) Rm=Q.,. ,:re.. -;+a k,..
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Durch diese flir slimtliche Knotenpunkte zu berechnenden Lasten.
L' und R' sind die Spannkrlifte T' und D' der Ringstabe und Diago­
nalen der zweiten Zone bestimmt. Vergl. Fig. 231 auf Seite 285.

Die Berechnung der Spannkraft S" erfolgt am einfachsten mit
Hilfe der Bedingung, dafs die Summe der im Punkte m' angreifenden
Seitenkrlifte gleich Null sein mufs. Es ergibt sich die Gleichung

s' !!_ + D' !!_ ]P,'==S 7!_ + D !!__ s' d'' s d
und daraus:

(33) s,}(®)
s' - h' d' Ii' s d .

I( ----a,' ----- )l
Fig. 238. Fig. 239.

Um Schreibarbeit zu sparen, fiihren wir die Bezeichnungen ein: s' ,
,- ==}
s
D' ,

(34) l: =~. d'= µ.
p' 

I,;=r, ,==T
und erhalten dann

(35)

(36)

(3 7)

L.,.' = H.,.' + y.,.' c/ + (x + µ.) k/ + µ.a,
R,,' ==0' t.'e,' 4{ )k,,

I I I h 
X == - 'Ym - µ. +,r+ µ.).

Bei der Ableitung dieser Formeln haben wir vorausgesetzt, dafs
am Knotenpunkte m' eine linkssteigende Diagonale D und eine links­
steigende Diagonale D' angreift. In der Regel werden aber die Dia-

19 *
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gonalen nur als Zugstabe konstruiert. Es erhalt dann jedes Fach zwei
sich kreuzende, abwecbselnd in Tatigkeit tretende Diagonalen.

/\t;:[!s)(
I

h 
I

I
I
I

7{
I

c,

2"'iB 3 i2 4,
I I
k:- - _,_ - - Cl" - - - - ~

Fig. 240.

1st fir das mte Fach der obersten 'Zone Lm+i > Rm, so wird]die
linkssteigende Diagonale gespannt, und es ergibt sich (Pig. 238)

( Dm Lm+I - Rm
38) f.'•m=-d = 1 , T,,.=-Lm+I•

m a 
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1st dagegen Rm> Lm+ u so wird die rechtssteigende Diagonale
gespannt, und man findet (Fig. 239)

(39) _ D"' _ R.,. - Lm+ 1µ.,.- d - I '

"' a
Fur die zweite Zone sind die L und R zu ersetzen durch die

L' und R, ferner a' <lurch a".
Den Gang der Berechnung einer solehen Schwed le rkuppel wollen

wir nun an der in Fig. 240 dargestellten regelmlifsigen 6-Eck-Kuppel
erlautern. Es ist c,'== c,.' ==c', c,==c,' == c, und k/ ==k,' == k'. Fur
die Knotenpunkte des obersten lRinges werden die Lasten

L,,. = H,,. Yc und
Rm= Q,,. + 1.,.c (m = 1, 2, ~, 4, 5, 6)

berechnet, und nun wird festgestellt, welche Diagonalen in Tlttigkeit
treten. Unsere Figur setzt voraus, dafs

L2 >R,, B,> La, L4 ::..> Rs, R4 > L5, R5 > L6, L1 > R,
ist, und es ergibt sich daher:

L, R,
h4 === a' ' T1 = - L2

R2 -Ls% == a' ' T2 = - R2

h,= R,
µs = a' , Ts = - L4

,I,
µ4 = a' ' T4 = - R4 

_Rs -L6
µ5 - a' ' Ts = - Rs

I, R,
µ6 =--, -, T6 =-L1•

a

Setzt man nun an jedem Knotenpunkte des oberen Ringes die
Summe der lotrechten Seitenkrl.tfte gleich Null, so erhalt man fiir die
Rippen der obersten Zone die Werte

M,== 4= By
Mos==- {a
Xa =- 1s - µ2 - P·s

X4 = - "{4

X.,=== Y; Va
x6 = - 'Y6 - µ5 - µ6.

Damit ist die Berechnung der obersten Zone erledigt.
Jetzt ermittelt man fiir die Knotenpunkte 1', 2, 3, 4, 5, 6'

der zweiten Zone nach den Formeln (35) und (36) die Kriifte
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L,' ==H,' \Y+'c'4 k (u, +%) lap%
R/ = Q/+ y/ c' + k' (x1 + 1-'·6)
L,'==H,' %'c' ]k ,-+-Br+%) ]@p
R/ = Q/ + y/ c' + k' (x2 + µ1 + µ2) + al-'·2
L, H.'+ ''+k'3 = 3 "{3 C X3
RI Q f + I I+ 7,'3 = 3 "{3 C C X3
L4

1 = H/ + 'Y/ c' + k' (x4 + !-'-s + !-J.4) + aµ3
R,'==Qu'¢ ] /, +B» 1)l@
L/=H/ +r/c'+k'(x5 + !-J.s)
R,' ==Q%' Y,'6']- , A=B) I @p,
L, H.'+ I '+k'6 = 6 'Ys c x6
R,' ==Q%','¢'-x,

Nun wird festgestellt, welcbe Diagonalen der zweiten Zone ge­
spannt werden. Fig. 240 setzt voraus:
,'>1,', L,'>B,, R,>, R,>,, I,'>,', W,'> ,'.

Es ergeben sich also ftlr die Diagonalen und Ringstabe der zweiten
Zone die Werte

Pn
I R/-L/- II a
I L/-R/a - fl

a 

I ,'L,
1-'·3 - ,,

a 

I R,' L,'
!-J.4- -- II a 

I L/-Rs'!-'-s =--a,-, - - , T/ = - L/ 
I R/-Li' I ' !-'-6 = ,, , T6 = -R6 ·a

Indem man nun fur jeden der Knotenpunkte 1', 2', .. die Summe
der lotrecbten Seitenkrlifte gleich Null setzt, erbalt man fur die Rippen
mit der zur Abktirzung eingefiihrten Bezeichnung h : h' = €. die Werle
[vergl. Formel (37)]:

x/=-"(/-µ/ + €.(X1 + !-J.6)
x/ =-r/-µ/-µ/ + €, (x2 + !-'-1 + !-'-2)
X3

1 = - "(3, + €, X3
x/ = - "(/ - µg' + €, (X4 + !-J.3 + !-J.4)
xs' = -rs' - µ4' - µ/ + €, (x5 + 1-'-,5)
,'== YA ]s,,
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Damit ist auch die Berecbnung der zweiten Zone erledigt. Und
in der gleichen Weise liefsen sich die Spannkriifte in einer dritten,
vierten u. s. w. Zone ermitteln.

Zur Untersuchung der Stiitzenwiderstinde iibergehend, nehmen wir
zunichst an, es seien 111

, 211
, 311

, ••• feste StUtzpunkte. Jeden Stil.tzen­
widerstand bestimmen wir nach Fig. 240 durch drei Seitenkrifte 4, B, C. 
Die Widerstiinde C migen positiv sein, wenn sie von unten nach oben
gerichtet sind. Nach Ermittlung der Strecke k" in Fig. 240 finden wir

.A k"( '+ ')1 = - X1 fJ-1 

B1 =--;- k" (x1' + µ/) - µ/ a' 

A 2 = B2 ==","( , '+ ') ',As = - k X3 + fJ-2 fJ-s - fJ-2 a
B,==-"(,' »'ls') %'a
A,==-" (x,' + 4')
B,==",')a'd

A,==B,==-" x,'
A, == - k" (xs' + µ/s)e'a,, ( , + ' + ') ' 'B,===k ', Bs Bo Bo @

C h'( '+ ') C h'( '+ '){== 4 h4 a=- 4 B
C,== - k' x/ 05 ==hx,
C, == - 7/ (xs' + µ/ + µ/) 06 = - k' (x/ + µ/+ µ/).
Lasten H", Q", P", welche in den Punkten 1", 2", 3", ....

angreifen, werden von diesen Stiitzpunkten unmittelbar aufgenommen.
In Fig. 241 haben wir noch den Fall eines die Stutzpunkte ver­

bindenden Fufsringes dargestellt und dabei angenommen, dafs die Stitz­
punkte 1, 2, 3"... in Geraden gefiihrt warden, die rechtwinklig
zu den Stabachsen 1"- 2'', 2"- 3", 3"-4", ... sind. An den
Ftihrungen treten die Widerstinde F,, F%, , . . . . auf. Aufserdem
sollen noch Lasten H",, H",, H", . . . . beriicksichtigt werden.
Lasten Q werden ohne weiteres von den FUhrungen aufgenommen.
Die Spannkrifte in den Staben des Fufsringes seien T",, T",, . . . .
Die Zuriickfiihrung dieses Falles auf den vorhin behandelten Fall fester
Stutzpunkte gescbieht mit Hilfe der Gleichungen

{

T6" H,"== A1

"+» 4,
und
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T.''
/j

Fig. 241,

Die Gleichungen (I) liefern die Spannkrafte T" und die Glei­
chungen (II) die Stiitzenwiderstande F. 

Z ah 1 en be ispie1. Fiir den in Fig. 24 2 dargestellten Fall einer
regelmifsigen 6-ck-Kuppel mit steifen Diagonalen sollen die Spann­
krifte so dargestellt werden, dafs der Einfluls jeder einzelnen Last er­
kennbar ist. Mit den in der Figur angegebenen Zahlenwerten erhalt
man fur die obere Zone:

L2 = H2 + 2 7 9 "(2R,==Q, 4- 279 y,
T,== L,

I, R,4== 588 = + 0,001 70 (H2 - Q1) + 0,4 7 4 (y2 - r1),

µ2 = + 0,001 70 (Ha -Q2) + 0,474 ('Ya -r1)..........................
µ6 = + 0,001 70 (H1 - Q6) + 0,474 (11 -r6)

X1 =-µ1 -,1 =-0,00170(H2-Q1)-0,474("fo-,1)-,1•
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Ftlr die zweite Zone ergibt sich

L,== H/ + 221 y/ + 137 (X2 + µ1) + 309 p,
= H/ + 221 y/+ 137 (µ1 - µ2 - Y2) + 309 p,

R',== Q/ + 221 y/ + 137 (x1 + µ6)= Q/ + 2211i' + 137 (µ6 - µl - "f1). 

I
I

I
I /

I ;
I /

~)E;-;--',\'---)t-:;-~ 
\ I I

\ I·®
\
\

' \
\
\
\

' \

-------
Fig. 242.

T,'==L,'==H,0,233(H,-Q,)40,758(H,-0,)+ 211 y1 - 137, 65,221,
_L_/-R(_4'== 809

==/0,00123(H,-Q)-0,00029(H,-Q44- H,- Q,)+ 0,00124 (H/ - Q/) + 0,252 (y2 -r1)- 0,080 (y
3
- 'Ya)+ 0' 2 7 3 (%'Y ')

, , '+ ( + ) 142,=--Y,=-a ( 6 ggj
, '+ ( ) 142== Yr B (%• 39]

=={0,00029(H,-Q%)0,00232(H4,--0,)0,00138(H,-0,)
- 0,00124 (H2' - Q1') -f- 0,080 (y3 -y

2
)-0,477 (y

2
-')'

1
)+ 0,385 ("(1 -')'6)- 0,273 (y/-y/)-0,643 "f1 -y/
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Mit Hilfe dieser Formeln berechnet man die Werte x, µ., x.', µ'
fur die gefihrlichste Belastungsweise und aus ibnen dann die Spann-

krifte S== xs, S'== x.'s', D ==pd, D== µ.'d'. 
2) Berechnung der in Fig. 242 dargestellten Kuppel nach dem Ver­ 

fahren von Mohr. Da es stets lehrreich ist, ein und dieselbe Aufgabe nach
verschiedenen Verfahren zu behandeln, so mige noch die von Mohr for dieses
Zahlenbeispiel im Zentralblatt der Bauverwaltung 1902, Seite 205, angegebene
Losung wiedergeg0ben werden.

\
\
\
\

Fig. 248.

mit ganzen Zahlen rechnen zu
angegeben.

Jede Knotenlast ist in drei Seiten­
krifte X, Y, Z erlegt; die wagerechte
Last X zeigt in der Richtung des Halb­
messers nach innen, die lotrechte Last Y 
nach unten; Z ist zur Ebene X Y recht­
winklig gerichtet und zeigt for einen
aufsen stehenden Beschauer nach links,
Fig. 243. Das folgende Verzeichnis ent­
halt die Kosinusse der Winkel, die von
den positiven Lasten X, Y, Z mit den
von den Knoten 2 und 2' ausgehenden
Stabstrecken eingeschlossen werden. Um

kinnen, ist das Hundertfache der Kosinuswerte

Knoten 2 

T, \D,
J Knoten 2' 

s, ] s, D, [T; T; D; [ S,
X II + 50 I + 50 I + 3 I - 8911 + 89 I + 82 I + 50 I + 50 I + 24 I - 71

Y 11 o I o I+ 21 J + 4511- 45 J - 21 J o I o I+ 29 [J 11 

z II - 87 I + 87 [ 96 I o 11 o I + 51 I - 87 I + 87 1 - 93 1 o

Erteilt man dem Knotenpunkte 2 gleichzeitig drei Geschwindigkeiten, die
in der Richtung und in dem Sinne der iufseren Kriifte X, Y, Z die Grofsen
E, n, haben, so erhalt man for den Knoten 2 die allgemeine Gleichgewichts­
bedingung

0==100(%X,+ n1,-\,)4-(0%--87) T,4 (605-] 87) T,
(854-27n--96)D,+(--895] 4b51)8,

Wir wihlen zunichst die Werte 1;, lJ, , so, dafs die Geschwindigkeiten der
Krifte T, und S, verschwinden, diejenige der Kraft T, aber gleich - 10000 wird.

50587== 0
- 89 5-] 45 'rJ = 0

501; + 87 ~ ==-10000.
Die ersten beiden Gleichungen driicken aus, dafs die resultierende Geschwin­

digkeit des Knotens 2 zu den beiden Kriften T, und S2 rechtwinklig steht. Da
die drei Krifte T,, D4, S, in einer Ebene liegen, so ist infolgedessen auch die
Arbeitsgeschwindigkeit der Kraft D, gleich Null. Die Gleichungen ergeben:

5==100, n==-198, ==- 57.
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Durch Einsetzen dieser Werte in Gleichung (I) erhalt man
(II) 100 T1 ==-100X,-198 Y, 57Z,

und nach demselben Bildungsgesetz
• (III) 100 T2 = - 100 X8 -198 Y8 - 57 Z8•

Um ferer D, durch Gleichung (I) zu bestimmen, lassen wir die Geschwin­
digkeit dieser Kraft=- 10000 und die Geschwindigkeiten der beiden Krifte T,und S, gleich Null werden:

3; + 27 YJ - 96==-- 10000
b50 5] 87==0

- 89; + 45 YJ = 0.
Wfr erhalten

;=-8!}, 't)=-176, ,=+51,
also <lurch Gleichung (I)

0==-89X,--1761,-4-51{2,--89 T,- 100 D,
und in Verbindung mit Gleichung (III)

(IV) 100D,==89(X,--X,)-4 176(Y,-- 1,)-4 b1 (Z,4 Z,).
Dieses Bildungsgesetz Jiefert auch

(V) 100D,==89(X,- 1X,){ 176(Y,- Y,)J 51(Z,4 Z,).
Man bestimmt endlich die letzte Kraft S, durch Gleichung (I), indem man

die Geschwindigkeit dieser Kraft=- 10000 und die Geschwindigkeiten der
beiden Krafte T1 und T, gleich Null setzt:

895-4 45n==-- 10000
50 ;- 87 ~ = 0
50; + 87 ~ = 0.

Es wird also
==0, n==-222,==0,

ferner nach Gleichung (I):
0 = - 222 Y1 - 60 I 100 S,

und nach Gleichung (IV)
(VI) 100S,== 53 (X2 - .X:q)- 116 Y2 -106 Y8 - 31 (Z2 + Zs), 

Damit ist die Berechnung der ersten Zone erledigt.
Nun bildet man fur den Knotenpunkt 2' mit Hilfe des Kosinusverzeich­

nisses die allgemeine Gleicbgewichtsbedingung
(VII) 0 = 100 (; X/ + YJ Y,' + ,z/) + (89; - 45 YJ) S2 + (82;-27YJ + 5H) D

146087)T,'4 (b505] 87) T,'4(2454-29n 93)D,'
+ (- 71 ; + 71 YJ) S,/.

Um hieraus die Stabkraft T,' z berechnen, ist die Geschwindigkeit dieser
Kraft=- 10000 und die der drei anderen unbekannten Krafte gleich Null
zu setzen:

Demnach ist

50; + 87==-- 10000505 87==0
- 71; + 71 'tJ= o.

5== - 100, YJ ==-100,==- 57,
also nach Gleichung (VII)

0 = - 100 X,/ - 100Y,'-57Z,'--44S,--84 ·D,-- 100 T/
und nach den Gleichungen (V) und (VI)
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(VIII) 100 T,'== 23 X8 + 47 Y3 + 14 Z3 - 98 X2 - 97 Y, - 29 Z2 + 75 Xi+ 148 Y1 - 43 Z1 -100 X/-100 Y2' - 57 Z/.
Behufs Berechnung von D,' sind 5, n, so zu wihlen, dafs

245429 ---93==-- 10000
50 ~ + 87== 0
715] 71n==0

wird, u. s, w. Wir iiberlassen es dem Leser, das Beispiel zu Ende zu rechnen.

2a) Es moge dasselbe Zahlenbeispiel noch nach einem dritten Ver•
fahren behandelt warden. Setzt man for den Knotenpunkt 2 die Summen der
nach den Richtungen X, Y, Z gebildeten Seitenkrifte einzeln gleich Null, so
erhilt man mit Hilfe des Kosinusverzeichnisses die Gleichungen

(a) 100 X,+- 50 (T1 + T2) + 3D,-89 S,== 0
(b) 100 Y2 + 27 D2 + 45 S2 = 0
(c) 100 Z2 + 87(T,-T,)96D, == 0.

Da nun D2, S2, T2 in ein und derselben Ebene liegen, so darf man bei der
Berechnung von T, einer dieser drei Spannkrifte einen beliebigen Wert beilegen.
Wir setzen D,== 0, fiihren in Gleichung (a) den aus (b) folgenden Ausdruck

S'J. = - 1
4
°
5
° Y2 ein, und finden dann aus den Gleichungen:

{

100 X. + T + T. + ~. 100 y = 0b50 3 1 2 50 45 'J

"z.+r- =o(d)

den Wert 100 T,==- 100X, 198 Y,--57 Z%.
Hieraus folgt auch

100 ,==-100X,=- 198 1,--57Z,,
Nun ergibt sich aus Gleichung (c) die nur noch die Unbekannte D, enthiil

100D,==4 90(X, X,)4 179(Y,- 1,)-\ 52(%-\-Z,))
und aus Gleichung (b):

100S, ==4(4- X,)1141,--108 Y, 81(Z,+ %4).
Ganz ebenso verfihrt man am Knotenpunkte 2'.

3) Die in Fig. 244 im Grundrifs dargestellte, oben durch acht
zu einer Spitze zusammenlaufende Rippen geschlossene Kuppel lifst sich
aus der offenen Kuppel wie folgt herleiten. Man schliefst die Spitze
durch drei Stibe an den obersten Ring an, fugt die funf Stabe Z,,
Z,, ',, Z,, Z, hwinz und beseitigt daftir finf andere Stibe. In Fig. 243
sind wir von einer Kuppel ausgegangen, deren Fufsring in slimt­
lichen acht Knotenpunkten in geraden Linien geftihrt wird. Wir haben
drei Ftihrungen und zwei Diagonalen beseitigt. Die weggenommenen
Auflagerstabe und Diagonalen fti.hren wir als Ersatzstabe wieder ein

*) Infolge der Abrundungen der Werte , n, ' weichen die unter 2) gefun­
denen Ziffern von den jetzt erhaltenen etwas ab. Die jetzt auf kiirzerem Wege
gewonnenen Werte sind die genaueren.
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und berechnen die Unbekannten Z, bis Z, aus den Bedingungen
R,'L,'==0, R,'R,'==0, F,==0, F,==0, F,==0.

Fig. 244,

Ganz ihnlich wird die in Fig. 245 abgebildete Kuppel mit einem
<lurch vier Querriegel versteiften Schlufsring berechnet. Die Spann-

Fig. 245
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krifte Z,, Z,, Z,, Z, der Querriegel ergeben sich aus den Gleichungen
' L' R' L,' 0R, D, ==0, R, I, ==0, R, 4 =±0, % 4== .

In Fig. 246 ist noch gezeigt worden, dafs man bei Kuppeln der
hier betrachteten Art in gewissen Sonderfillen die Anzahl der Z- Stabe
erniedrigen kann. Die dargestellte Achteck-Kuppel hat nur zwei
Geschosse. Nur an drei Knotenpunkten des Fufsringes greifen wage­
rechte Auflagerstibe (45, 48, 51) an.*) Es wurden drei Z-Stibe ein­
gefiihrt, denen die drei wagerechten Auflagerstibe 44, 47 und 50 als
Ersatzstibe entsprechen.

Fig. 246.

4) Es moge daran erinnert werden, dafs die ganze hier vor­
getragene Berechnung riumlicher lF'achwerke an die Annahme gelenk­
artiger Knotenpunkte gebunden ist. In Wirklichkeit aber haben wir
es stets mit steifen Knotenpunkten (Niet- oder Schraubenverbindungen)
iu tun, deren Berlicksichtigung auf ganz erhebliche Schwierigkeiten
stofst und praktisch nicht gut durchftihrbar ist. Bei den bekannten
Schwedlerkuppeln mit Ringen von grofserer Seitenzahl ist nun die
Steifigkeit der Knotenpunkte von so grofsem Einflufs, dafs die An­ 
nahme von Gelenken unzulissig ist; sie liefert viel zu grofse Spann-

*) Wir haben hier dieselbe Darstellungsweise gewahlt wie im § 26.
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krif'te. Flache Kuppeln mit niedriger Laterne werden meistens nach
den durch die Erfahrung als geniigend sicher bestiitigten einfachen
Sch wedlerschen Formeln die man u. a. in dem bekannten Taschen­
buche der Htitte findet, berechnet. Fir eine grifsere Kuppel mit
hoher Laterne ist aber die Sch wedlersche Berechnungsweise schon
deshalb unbrauchbar, weil sie gar keinen Aufschlufs Uber die sehr ins
Gewicht fallende Wirkung des Winddrucks gibt. Soll bier die Berech­
nung ohne zu grofse Schwierigkeiten durchftihrbar sein, so vermeide
man Ringe mit gr6fserer Seitenzahl.)

§ 30.
Die elastischen Verschie bungen der Knotenpunkte.
1) Die allgemeine Untersuchung der Forminderung eines statisch

bestimmten, riumlichen Fachwerks ftihren wir nach einem Verfahren
aus, welches sicb eng an die im § 25 gezeigte Ermittlung der Spann­
krafte anschliefst. Wie dort, fassen wir auch hier zunachst ein Fach­
werk einfachster Art ins Auge, d. h. ein Fachwerk, <lessen Knoten sich
an eine Gruppe ruhender Stiitzpunkte in der Weise anschliefsen lassen,
dafs jeder ne hinzutretende Knotenpunkt durch drei Stabe, deren
Achsen nicht in dieselbe Ebene fallen, festgelegt wird. Die Bestim­
mung der Spannkrifte eines solchen Fachwerks geschah durch Losung
der einfachen Aufgabe:

Drei in einem Punkte angreifende Krifte S,, S,, S%, deren
Richtungen bekannt sind, so zu bestimmen, dafs sie einer eben­
falls in jenem Punkte angreifenden gegebenen Kraft das Gleich­
gewicht halten,

und die Darstellung der Forminderungen lifst sich auf die ebenso
einfache Grundaufgabe zuriickftihren:

Ein Punkt d ist mit drei Punkten a, b, c durch elastische,
nicht in derselben Ebene liegende Stibe verbunden. Die Ver­
schiebupgen der Punkte a, b, c und die Anderungen As,, 1s,,
As, der Stablingen s,, 83, s, sind bekannt; gesucht wird die
Verschiebung des Punktes d. 

Ein Stabgebilde von anderer als der oben angegebenen Erzeu­
gungsweise verwandelten wir behufs Berechnung der Stabkrifte durch
Wegnahme von Stiben und Hinzuftlgung einer gleichen Anzahl neuer
Stabe in ein Fachwerk einfachster Art, brachten die Spannkrifte Z,,

*) Die Ringe der vom Verfasser konstruierten, 35,65 m weit gespannten
Kuppel des Berliner Domes sind regelmafsige .A.chtecke. Siehe Zeitschrift des
Vereins deutscher Ingenieure 1898, Seite 1205.
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Zb, Zc .... der beseitigten SUtbe als iufsere Krifte am Fachwerk
an, drtickten hierauf die Spannkrifte ( Y) der Ersatzstibe durch die
gegebenen Lasten und die Krafte Z aus und setzten scbliefslich die
Spannkrifte Y = 0. Wir gewannen hierdurch die zur Berecbnung der
Z-Krifte erforderlichen Gleichungen.

Im Anschlufs hieran lifst sich auch die Darstellung der Form­
inderungen fiir den Fall verschwindend kleiner As, auf den wir uns
hier beschrinken, verallgemeinern.

Die Lingen der beseitigten Stibe seien z,, #, =, ·· · . ., die
Langen der Ersatzstibe , y, y" . . . . Schreibt man den letzteren
zunachst die willkiirlichen Anderungen Ay', Ay", Ay"' ... zu, so er­
halt man fur die Verschiebung om, welche irgend ein Knotenpunkt m
nach einer bestimmten Richtung erfihrt (d. i. die Projektion der Ver­
schiebung des Punktes m auf jene Richtung), einen Ausdruck von
der Form:

(40) ,:. ,:. + ,:. 'A '+ ,:. "A "+ ,:. "'A '"+O,Oo O»» / O» / O» / ·· · · ·9
worin Omo den Wert von om fiir den Fall bedeutet, dafs die Langen­
anderungen Ay samtlicher Ersatzstabe gleich Null angenommen werden,
wahrend om', o,,," . . . . die den Zustanden Ay' = 1, Ay" = 1, ...
entsprecbenden Werte von om vorstellen. Und in gleicber Weise er­
geben sich flir die Anderungen Aza, Azb, ..... der Knotenpunkt­
entfernungen <,, % . · .· .. die Ausdriicke

{
+ , , + ,, ,, + ,,, ,,, _LAs,==9,, Az,Aj A<,4y A a,Ay # ····

e +r-+aa/+aaaw+Eds;;
Da nun aber die Langenanderungen Aza, Azb ...• der Stabe

za, zb • . . • bekannt sind, so lassen sich die Ay mit Hilfe der vor­
stehenden Gleicbungen berecbnen, und damit sind dann aucb die Ver-.
scbiebungen Om bestimmt.

Dabei ist zu beachten, dafs die Verschiebungen 0,', 0,,'',... ..
Az,, a,, .. .. von den Lasten und Temperaturinderungen unabhingig
sind, und dafs nur die 0, und A0 z fur jeden neuen Belastungs- und
Temperaturzustand von neuem berechnet werden miissen.

Wir haben in der vorstehenden Darstellung unseres Verfabrens
der Kiirze wegen nur von Stiben gesprochen. Stiitzenwiderstinde
miissen also in der bekannten Weise durch Auflagerstibe ersetzt
werden, deren Lingeninderungen gleich den Verschiebungen der Stitz­
punkte sind. Nach festen Punkten ftihrende Ersatzstibe spielen die
Rolle von Auflagerstiben. Anstatt z sagen, die Linge y eines Stales,
der einen Fachwerksknoten a mit einem festen Punkt f verbindet,
indere sich um fl. y, darf man naturlich auch sagen: die Projektion
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der Verschiebung des Punktes a auf die feste Richtung fa ist gleich
Ay. Die Auffassung unbekannter aufserer KrMte als Stabkrafte und
der Verscbiebungen ihrer Angriffspunkte als Langenanderungen von
Stiben gestattet aber eine sehr kurze Aussprache der allgemeinen
Gesetze, da man es nur mit einer Art von Unbekannten zu tun hat.

2) Die naheliegendste und alteste Losung der auf Seite 304 an­
geftihrten Grundaufgabe ist wohl die folgende.

Sind Xc1, Ya. zd und ia, Ya, Za die rechtwinkligen Koordinaten
zweier durch einen starren Stab verbundenen Punkte und s, die L!inge
des Stabes da, so erhilt man <lurch Differenzieren der Gleichung

(42) (a,a,)-{(y){ (c, z,)==s?
die Bedingung

(43) (a, a)(Aa,A,)}(ya) Ay, 0y,)
](a,z,)(Az, 4z,)==s,-As,.

1st also d durch drei Sta.be an die Punkte a, b, c angeschlossen,
deren Ver:sehiebungen Aa, Ay, Az bekannt sind, so stehen zur Berech­
nung der Verschiebungen Axel, Aya, Azc1 drei lineare Gleichungen zur
Verftlgung.

3) Zweckmiifsiger ist in der Regel die folgende Losung der Grund­
aufgabe; sie bestirnrnt jede Verschiebung nach einer festen Richtung
mit Hilfe einer einzigen Gleichung.

Wird die Pro,iektion 8 der Verscbiebung des Punktes d auf eine
feste Richtung dr gesucht, so belast.e man den Punkt d mit einer
von d nach r gerichteten Kraft P = 1, bringe in den Punkten a, b, c
die mit den A ch sen der Stibe s 1, s2, s3 zusammenfallenden, der Kra.ft

- - -P== 1 das GJeichgewicbt haltenden Krafte S11 S2, S
3 

. ( welche nicht
mit den wirklichen Spannkriiften S,, S,, S, zu verwechseln sind) an
und berechne 8 mit Hilfe des Gesetzes der virtuellen Verriickungen.
Bedeuten ◊a, 8b, ◊c die Projektionen der Verschiebungen der Punkte
a, b, c auf die Geraden da, db, de, so ergibt sich die Gleichung

(44) 1-848,6,48,6,4- 8,6,==8,4s,+S,4s,{$,4s,,
welche nur die Unbekannte O enthilt.

Ist der Stabbuscbel auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem x,
y, z bezogen, und sind die Seitenverschiebungen der Punkte a, b, c, d 

nach der Richtung der x-Achse: t, c;b, c;
0
, t,,

" y­
" z-

'/,,, '/u, '/o, '/a,
., ", K, 52,

le

si'nd ferner S1 • .,,. S1.v, 81•:: die den Achsen x, y, z parallelen Seiten­
kriifte von S, u. s. w., so ist

45) 86,=+$..£,4 $3n%4S,,,
Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 20
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und in gleicher Weise lassen sich auch die Glieder 82 ~\, S3 8c um­
formen. Indem man nun Gleichung (14) der Reihe nach fur eine nach
den Richtungen a, y, angreifende Kraft P = 1 anschreibt, findet man
die gesuchten Seitenverschiebungen ~a, 'Y)a, ~a des Punktes d. Die Ein­
fihrung rechtwinkliger lKoordinaten ist aber nicht erforderlich; sie ist
sogar nicht einmal immer zweckmifsig. Man kann die Verschiebung
des Punktes d auch durch drei beliebig gerichtete Projektionen & be­
stimmen.

§ 31.

Kinematische Ermittlung der Stabkrif'te.
I) Auf ein statisch bestirnmtes F'achwerk migen in den Punkten

1, 2, . . . m. . . gegebene iufsere Krifte ,, P,, .. P, .... von
beliebiger Richtung wirken. Es soll die Spannkraft Sa irgend eines
Stabes ik, dessen Lange = s,k sei, in der Form

S,,==,P,+%Pg+..-%,+..---­
dargestellt werden, wo Pu p2, • • Pm . . . . Zablen bedeuten, welche
von den Lasten P unabhingig sind und den Namen Einflufszahlen
ftihren.

'Zur Lisung dieser Aufgabe verwandeln wir das steife Fachwerk
<lurch Herausnahme des Stabes ik in eine zwangliufige kinematische
Kette, bringen in den Punkten i und k zur Wiederherstellung des ge­
storten Gleichgewichts die Krafte Sik als aufsere Krafte an, schreiben
nun dem Punktepaar il eine versch windend kleine gegenseitige Ver­
schiebung A silc zu, ermitteln die hierdurch bedingten Verriickungen
simtlicher Knotenpunkte und wenden schliefslich auf diesen Bewegungs­
zustand das Gesetz der virtuellen Verrlickungen an. Wir erhalten dann
die Gleichung

(46) 8,2As,==P,,- P,0,+-...4 P,8,+....,
in welcher &1, &2, ••• die Projektionen der Verschiebungen der Punkte
1, 2, . . . . auf die Richtungen von P,, P,, . . . Pm, . . . . bedeuten
und finden die gesuchten Einfl.ufszahlen mittels der Beziehung

6,,
p%,·Ll 8;7

Die Aufgabe der Berechnung der Einflufszahlen ist hiernach nur
ein einfacher Sonderfall der im vorigen Abschnitt behandelten Dar­
stellung der elastischen Verscbiebungen. Dort handelte es sich um die
Ortsverinderung der Knotenpunkte infolge von Lingeninderungen simt­
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licher Stabe; bier wird nach dem Einflufs einer einzigen willkiirlichen
Langenanderung As,k gefragt. Setzt man As,7c = 1l so erhalt man

%%==0,.
2) Das kinematische Verfahren ist besonders vorteilhaft fur die

Berechnung von solchen Fachwerken, die durch Beseitigung von n Stiben,
deren Langen z11 z2 ••• z,. seien, und durch Einfiigung von n Ersatz­
stiben in Fachwerke der einfachsten Art verwandelt werden. Man
schreibe den Ersatzstliben zunachst willkiirliche Langenlinderungen Ay 
zu, und stelle nach § 29 die Verschiebungen simtlicher Knotenpunkte
und die in ihrem Gefolge auftretenden Anderungen Llzi, Az

2
, • • A.z,. 

der Knotenpunktentfernungen z1, z2, ••• z,. als Funktionen der
Werte Ay dar. Zwischen den n willkiirlichen Werten A4y und den
n Werten Az bestehen n lineare Gleichungen.

Cu

b

/ ,,,--"'
Oy.---->---»3

I
I
I

c
Fig. 247.

Wahlt man nun

As,==1, 4,==As,==4z,==...==42,==0,
so lassen sich mit Hilfe dieser Bedingungen diejenigen besonderen
Werte jener n Verschiebungen Ay berechnen, welche den Bewegungs­
zustand einer kinematischen Kette bestimmen, in die das Fachwerk
durch die Beseitigung eines einzigen Stabes, des Stabes z, verwandelt
wird. Zwischen der Spannkraft Z, des Stabes z

1
, den gegebenen

iufseren Kraften K, P, Q, ..... und den Projektionen der Ver­
riickungen k, p, q, . . . . . der Angriffspunkte dieser Krifte auf die
Richtungen dieser Krifte besteht dann die Gleichung

Z,==Kk Pp{ Qq1.....
Hat man auf diese Weise die Krafte Z berechnet, so erfolgt die

Ermittlung der itibrigen Stabkrifte und der Stiitzenwiderstinde in der
20*



308

Regel a:m schnellsten mit Hilfe der Gl eicbgewichtsbedingungen fur die
einzelnen Knotenpunkte.

In den folgenden Beispielen werden wir die Verschiebungen nacb
dem im § 29 unter 3) angegebenen •Verfabren berechnen. Fir die
Knotenpunkte der ebenen Fufsringe soll von dem Satze Gebrauch ge­
rnacht werden: Stellt man die verschwindend kleinen VerrUckungen
der Endpunkte a und b eines starren Stabes nach Grofse und Richtung
<lurch die Strahlen Oa und O dar, Pig. 24 7, so mufs a'b' [ ab sein,
weil die Projektionen van Oa' und Ob' auf die Stabachse gleich grofs
sein milssen. Sind also die Verschiebungen Oa' und Oc' der End­
punkte zweier im Knoten b zusammenhingenden Stibe bekannt, so findet
man die Verschiebung Ob' des Punktes b mit Hilfe van a'b' I ab und
c'b' J_ cb. -

3) rstes Beispiel. Es liege das in Fig. 248 im Grundrifs dar­
gestellte Fachwerk (System der von Zimmermann konstruierten

j . I
r<- - - - - - - - - -c ') - - - - - - - - - >:i

~---- /J -- -7 -~½_--~--a - -fr1;2 ?
II fJg-------A}--,-,--,r--;----- .

I I 1

' %. { y
I 1/

lW' X C It
,1 ,I_
I I

I
Ir;,, 

I"g AI
I
I
I

Fig. 243.

Reichstagskuppel) vor. In den Knotenpunkten I, 11, III, IV greifen
lotrechte Lasten P,, P,, ... und wagerechte Lasten H,,2,, ll,,Q,,..-·
an, in den Knotenpunkten des Fufsringes wagerechte Lasten ,, K,,
TV2, 1(2, • • • • • Die Hohe des Fachwerks sei h.

Es werden die vier Stibe des oberen Ringe::; beseitigt und dafir
vier Bewegungsfreiheiten eingetauscht. Als vorliufig willktirliche Ver­
schiebungen sollen die Verrtickungen /,, /, h,, k, der in Graden
geftthrten Fufspunkte 1, 2, 3, 4 im Sinne der daselbst angreifenden
gegebenen Lasten A,, /K,, h4, K, eingeftihrt werden.
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Durch k1 und k, ist die Verscbiebung des Stutzpunktes (1)
bestimmt. Stellt man k1 und k4 durch die Strecken O1' und O4
dar (Fig. 2 1-9), so ist die Verschiebung w,== 0(1)' von (1) <lurch
die Bedingung 1'(1)' J_ 1(1) gegeben.

Man findet

[1]

und ist nun im stande, die Verschiebungen der dreistabig an den Fufs­
ring angeschlossenen Knotenpunkte I, II, III, IV im Sinne der in
diesen Punkten a.ngreifenden senkrechten La­
sten P und wagerechten Lasten Q und H an­
zugeben. Es mige dies bier mit Hilfe der bereits
auf Seite 2 71 benutzten Gleicbgewichtsbedin­
gungen geschehen; sie lauten ftir den Knoten­
punkt I (mit den Bezeicbnungen A1 ==H,+ Z1
und B1 = Q1 + ZJ

[2]

,,
h b,
p!. !!i__ - !!.1. bl

(,IT'. TV, 0 le,,/.- J/; ~'l-

l
I

7
Fig. 249.

Da nun die Projektionen der Stablangen s1, d1, r1 auf die Ver­
schiebungen k1, k4, w1 ihrer Fufspunkte der Reihe nach gleich b,, b,, b,
sind, so sind die Projektionen der durch P,== 1 erzeugten Krifte S,,
D1 und R, auf jene Verschiebungen gleich, b, h, 4h,

- h' - h a-;' h a1 '

und man erhalt daher fur die der Kraft P1 mugeordnete Verschiebung p,
des Knotenpunktes I den Ausdruck

b, b, b, b, b,[3] p =-- k --- k +---w
1 h i h a1 4 h a1 1 '

und ebenso findet man fiir die Verschiebungen im Sinne der Krifte
Q, und H1 die Werte

( )[4] qr=,h=h,-] t-] uw,
2 a 1 a1,,4 %[5 J h1 = -- k4 u-1. 

@, @y
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Werden die w durch die / ausgedriickt, so ergeben sich die fol­

genden Formeln [6], aus denen die Formeln [7] bis [9] durch Ver­
tauschung der Zeiger entstehen.

[6]

[T]

[9]

Die Knotenpunktentfernungen I II, II III, III IV und IV I
indern sich infolge dieser Verschiebungen urn

[10] Az,== qr hs, Aa,==-4a h», Ae,==-4» h,,
Az,== Mu h,,

und es ergeben sich daher die folgenden Beziehungen zwiscben den
Grofsen Az und k:
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[11]

WO 

Addiert man die dritte Gleichung zur ersten, die vierte zur zweiten,
und subtrabiert man die dritte von der ersten, die vierte von der
zweiten. so entstehen die folgenden beiden Gruppen von Gleichungen

(k1 + k3) !1
(2 + e:) + (k:1 + k4) e: = Az2 + Az4

2

+ (k2 + k4) !.J... (2 + e:) = Az3 + Az:1b,
[12]

[131 l(k1 - k3) !1
(2 + e:) + (k2 - k4) e = AZ2 - AZ4

(k1 - k8) {

2 +,-"+ e) ==4,= 4a,
WO 

. b, b,e:=---· 
da a,

Fur die Nennerdeterminanten der Gleicbungen [ 1 2] und [ 13] er­
geben sich mit den Bezeichnungen c,== a1 + b1 und c,== a

2
+ b

2die einfachen Ausdriicke
(2 + e:)2- e:2 = 4 (1 + e:) =~ (c1 C2 -b1~2)

dyaa

und man gelangt nach einer kurzen Zwischenrecbnung zu dem fol­
genden Ergebnis.

Man berechne die drei Zahlen

[14] ex.= C1 b2 - C2 b1 ' ~ = C1 b2 + C2 bl r = al bg + a2b1
8c,c4 8c,c, ' 8(c,cg b,b,)
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und aus diesen die vier Zahlen

{=== y- ex,
[. == y + ex,[15]

v= - ~-y + 0,5
E==By

um dann zu erhalten

! b1 , k,===As,-as,,'(945, 4 545,)
2

k,== - ), Az1 - p. Az3 + ~ (v Az2 + ~ Az4)h,
,=A,-As,]A, {45,)

'9l,-0As,-pAz,{"%(4z,+544,).b,
Naoh dieser einfachen Untersuchung kann man den Einflufs der

einzelnen Lasten P, Q, H, K, 1,fl auf die einzelnen Stabkrifte schnell
angeben.

Wird z. B. die Spannkraft Z, des Stabes IV I gesucht, so handelt
es sich um die Versc:hiebungen der Knotenpunkte einer <lurch Beseiti­
gung des Stabes z, aus dem Fachwerk abgeleiteten zwanglaufigen
kinematischen Kette. Alle Stabe dieser Kette sind starr anzunehmen,
es ist also A, === Az3 = Az4 = 0 zu setzen. Uber die eine Be­
wegungsfreiheit der Kette wird durch die Festsetzung Az, == 1 verfiigt,
um Z, in der Form

[16]

Z1 =~Pp+ ~ Qq SHh S Ww-} S Kk
darzustellen. Man findet aus [16]

' - bl " - \ k - bl t 1,.3 = - IIk4 - b v, kl -- - 11, 2 -b ~, ,.., ,· 
2 2 

und kann nun mit Hilfe von [1] und [6] bis [9] alle iibrigen Ver­
schiebungen w1, p1, q1 • • • • berechnen.

Ist z. B. b,== 3,0, b,== 5,0, a, == 4,0, a,== 6,0"', h = 4,0"',
so ergibt sich

a= 1
308 '

19
'Y=== 248

A = 0,0734, !-'· ==0,0799, == 0,3130, ~ = 0,0338,
k4 = + 0,1878, k,===0,0734, k,== + 0,0203, k3 = - 0,0759,
und man erhalt die in dem folgenden Verzeichnis angegebenen, auf
2 Stellen abgerundeten Verschiebungen k, w, p .... :



313

m==l -0,07 {-0,04 -0,08 -0,02 -
m=2 +0,02 - 0,03 -0,00 -- 0,03 +m3 -0,08 + 0,05 -t- 0,09 + 0,12 +m=== g + 0,19 - 0,31 -0,38 -0,82 -

h,,, 

0,18
0,02
0.03
0.12

Danach ergibt sich

Z,== - 0,07 K1 + 0,02 K2 - 0,08 K3 0,19 K,+ 0,04 vv;- 0,03 W2 J 0,05 W, 0,31 W,
- 0,08 PI - 0,00 P2 + 0,09 P3 - 0,38 P4 
~ 0,02 Q1 '- 0,03 Qz + 0,12 Q3 - 0,82 Q

4 
- 0,18 H1 + 0,02 Il2 + 0,03 1H, 0,12 IH,.

Damit sind auch die Bildungsgesetze fiir 'Z,, 'Z, und Z4 gegeben.
Nach Berechnung der Spannkrifte Z in den vier Staben des

oberen R.ingeR lassen sicb die ilbrigen Spannkrafte und die Sttitzen­
widerstande ohne weiteres rnit Hilfe der Gleichungen [2] und der ein­
fachen Gleichgewicbtsbedingungen ftlr die Knotenpunkte des Fufsringes
angeben. Es bietet aber auch keine Schwierigkeit, alle diese Un­
bekanntep. kinematisch zu ermitteln.

Handeltl es sich z. B. urn die Spannkraft D,, so miissen die
Knotenpunktverschiebungen fur den Bewegungszustand Ad, == 1 berech­
net werden. Da nun die Krifte P,== 1, 4,== 1, B,== 1, jede fiir
sich allein, im Stabe d, die Spannkrlifte

h a,' b, a,' a,
hervorrufen, so erzeugt Ad, == 1 die Verschiebungen

b, d, b, d,p= -l, 4i= -l,h a, b, a,
und die Formeln [6] gehen Uber in

I 
P1 =-~!J._k4-!J._ (1 + !i_) k

1
_!_J__~h a, h @, h a,"[" +-6r%4$b, b, d,h,=== -" h, k, •

@, a, '3 a,

Die Gleichungen [7], [8], [9] und die Gleichungen [1] bleiben
ungeandert, und die Bedingungen [10] liefern, da alle Az gleich Null
gesetzt werden, vier Gleichungen, die sich von den Gleichungen [11 J
nur dadurch unterscheiden, dafs an die Stelle von
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Aas, Ac,, bAe,, A:,
der Reihe nach die Werte treten

- !!J_ dl - !!i. .0, 0,b, a, a,
Daraus folgt aber, dafs Ad,== 1 die Verschiebungen erzeugt:

d, b,
kl = (kv), k4,

a, '2
. d, b,h, ==(5)'. kg==, s,

a, '2
Es sei noch darauf hingewiesen, dafs sich auch der Einflufs der

elastischen Langenanderungen der Stabe auf die elastischen Verschie­
bungen der Knotenpunkte mit Hilfe der bei der Berechnung der Spann­
krifte gewonnenen Zahlenwerte schnell verfolgen lifst.

Zweites Beispiel. Der obere Ring des in Fig. 250 dargestellten
Fachwerks sei ein regelmafsiges n-Eck, die Seitenfache bestehen aus
Rechtecken und gleichschenkligen Dreiecken. Es gentigt, das Bildungs­
gesetz fir Z, durch Untersucbung des Bewegungszustandes Az,== 1zu ermitteln.

Die Beziebungen zwiscben den Spannkriften S,, D,, R, und den
in 1 angreifenden Kriften ,, B,== Q1 ',, A,== H1 + Z1 lassen
sich wieder mit Hilfe der Momentengleichungen ohne weiteres hin­
scbreiben (siehe Seite 268). Die Langen der drei Sta.be seien s, s, d, 
die Rohe des Fachwerks sei h; die Ubrigen Bezeichnungen sind aus der
Fig. 251 zu ersehen. Man findet

[ 

~ __ P1 }!__ _ B1 

s h l c
(a) R1 = + P1 ~ +~ + A1

lls hf e aD, P, b B, 4,-=-------·
d h m a a

Da nun die Projektionen der Stablingen s, s, d auf die Rich­
tungen der Verschiebungen ,, w,, k, ihrer Fufspunkte gleich b sind,
und da sich w1 == k, ergibt, vergl. Formel [1] auf Seite 310, so
erhilt man flir die Verschiebungen p1, q1, h1 des Punktes 1 die Werte

(b) _!!J_ _!!::_) 
e a

0 _!!J___~)
a a



315 

iw;
IC .

~----......4-:.J:-;

Fig. 250.

und damit sind auch die Verscbiebungen der iibrigen Knotenpunkte
des oberen Ringes bestimmt. Beispielsweise wird

=·(#9
J{
7 

/'~, l -----a,--
1 ..

I '-,/---- :>ir-------,-
1c

2>
./

Fig. 251.
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Nun erhilt man

a
Multipliziert man diese Gleichung mit , und beachtet, dafs

a a+ c
e C 

ist, so erhilt man die Beziehung

WO
2 a

(f)= e

Der Verschiebungszustand Az1 = l, Az'!. = Az3 .... Azn = 0
wird also durcb die Gleicbungen beschrieben )

k, {=9l,
h, { pgk,

k,4]-9k,r] k,== 0
ah,1-9, #-k,=, '

Die Auflisung geht stets schnell von statten. Fur n = 8 erhilt
man mit den Bezeichnungen

a=

die Werte)

) Die linken Seiten dieser Gleichungen baben dieselbo Form, wie die von
Henn Zimmermann in seinem Buche iiber Raumfachwerke auf Seite 61 zur
Berechnung der Werte D : d eines sechseckigen Kreisfachwerks gcfundenen
Gleichungen 109.

**) Um die acht Gleichungen aufzulosen, addiere man die 5. zur 1., die 6.
znr 2. u. s. w. und subtrahiere die 5. von der 1., die 6. von der 2. u. s. w. Man
erhilt dann vier Gleichungen mit den Unbekannten a, == k1 + k5, x2 = k2 + lr6,
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k,===k,== o- B
l,==k,=== o-] B

2 Cl 

cp
2k,

cp
k,== , @k,.

Nach Berechung der Spannkriifte Z findet man die ti.brigen
bSpannkriifte und die Auflagerwiderstinde mit Hilfe der Gleichungen (a)
und der leicht zu findenden Gleichgewichtsbedingungen fir die Knoten­
punkte des Fufsringes.

4) Als lehrreiches Ubungsbeispiel empfehle ich dem Leser auch
die Untersucbung des in Fig. 252 angegebenen unregelmiifsigen Fach­
werks mit wagerecbten Ringen und rate, die Verschiebungen p1, q

1
, h

1
, 

p2, q2, h-2 ••• sowohl auf dem in den vorstehenden Beispielen ein­
geschlagenen Wege, als auch nach •
einem geometrischen Verfahren zu
bestimmen, <las auf der Lisung der
folgenden Aufgabe berubt.

Ein Knotenpunkt 4 sei mit drei
in einer Ebene liegenden Knoten­
punkten 1, 2, 3 durch starre Stabe
verbunden, deren Langen s11 s2, s3
seien (Fig. 253). Die Punkte 1,
2, 3 bewegen sich in der Grund­
rifsebene und erfahren gegebene,
<lurch die Strecken O' 1', 0'2', 0'3'
dargestellte verschwindend kleine
Verschiebungen; gesucht ist der
Grundrif's O'4' der Verschiebung
des Punktes 4. Man lege durch
die Punkte 1', 2', 3 des Verschiebungsplans die Geraden (s/), (s/),
(s/), welche senkrecht auf den ihnen entsprechenden Richtungen s,,
s/, s:,,' der Stabgrundrisse stehen, und bestimme den Schnittpunkt 1 • 2
von (s,') und (s,') und den Schnittpunkt 2 • 3 von (s/) und (s/).
Zieht man dann <lurch 1 · 2 und 2 • 3 die Geraden (n1 • 2) und (n2 ·s)

IV 

Fig. 252. 

a,==k,]l,, a,=k,\kg und vier Gleichungen mit den Unbekannten y,==k,--k,,
y»==lg=-kg, ya==kg-kr, ya==k-kg. Aus der ersten Grappe von Gleichungen
lassen sich nun in derselben Weise zwoi neue Gruppen von Gleichungen mit don
Unbekannten a,}-.a%, 3a}-a4, und a,-a, aw,-, bilden und in derselben
Weise wird auch mit den y verfahren.
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senkrecht zu den Verbindungslinien n, . 2 und n, . 3 der Knotenpunkte
1 , 2, 3 , so schneiden sich diese beiden Geraden in dem gesuchten
Punkte 4 '. Um dies zu beweisen, nehmen wir zunichst an, 4 liege
in der Grundrifsebene und sei nur an 1 und 2 angescblossen. Seine
Geschwindigkeit ist dann durch die in 1' und 2' auf s/ und s,' er­
richteten Lote bestimmt, und es fillt 4' mit dem Punkte 1 • 2 zu­
sammen. Lassen wir nun 4 ans der Grundrifsebene heraustreten, so
bleibt die Projektion der Geschwindigkeit O' 4' auf die Richtung der
Geraden n, . 2 ungeandert, weil eine in 4 parallel zu n, . 2 angreifende
iufsere Kraft Q nur in den beiden Stiben s, und s, Spannkrifte er­

II.?, 0 II O-----OT
I I
I I
I I

?

I

I
I
I

,-------l _j
,.) I !

·J 

\

\
\

' \

' \

' \
\

\
\

/ 
, ./

'I /

I /

' Z
2 v-----'-S' ."""z----n 1-

')

L;
•I

I

' ~
I •,0

I • Io' -<,z,; : \- - ---.:,...__·,. :
29%'\.----~-----·.7, (gs)

I
s!

I
I

~(s;J 
3

Fig. 253.

zeugt und zwischen diesen Spannkriften und ihren Projektionen auf die
Grundrifsebene die Beziehung besteht

s, s, Q% 3 »
wo n1 . 2 die Lange der Strecke 1-2 bedeutet. Daraus folgt nun,
dafs 4' in der Geraden (n1 s) liegt, und ebenso wird bewiesen, dafs
4' auch der Geraden (n, 3) angebort. Kennt man nun den Grundrifs
O'4' der Verschiebung des Punktes 4, so kann man auch den Aufrifs
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o'' 4" schnell angeben. In Fig. 253 wurde die Aufrifsebene durch den
Stab s2 gelegt und O"4" mittels der Bedingung 2" 4'' J_ 2 4 bestimmt.
Mit Hilfe dieses Verfahrens !assen sich die Einfl.usse der Verschiebungen
h,, ha, hs, h, auf die Verschiebungen p,, q+, h,, pa, qg, ha ... sehr
schnell feststellen. Fig. 254 zeigt die Anwendung unserer Konstruk-

[
r

:h
I

I

1
; L ; 1 
l
I
I
I

I
I

d'

»I .:_,, I

I
I

!
I

~ I
'?- I_:::, ,

I

: o' 

·s,

Fig. 254.

tion auf den im ersten Beispiel untersuchten Sonderfall der Reichstags­
kuppel; die Verschiebungen sind in der Reihenfolge w1, k1, q1, Pt mit
Bilfe von (d') I d', (n) I n und (r) ] r bestimmt worden. Die beiden,
die Einfltisse von k, und k4 gesondert angebenden einfachen Zeich­
nungen kinnen auch zur schnellen Herleitung der Gleichungen (12)
benutzt werden.

§ 32.

Das statisch unbestimmte raumliche Stabwerk. 

1. Werden die Spannkrlifte der Stibe eines statisch unbestimmten,
riumlichen Fachwerks in der Form

S==S,-S,X, S,X,-8,X,-..-·,
als lineare Funktionen der statisch unbestimmten GrifsenX,, X,, X,....
dargestellt, so stehen zur Berechnung der Grofsen X die Gleichungen
zur Verftlgung
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0 = .ssosa~ + '.2.Saf-t:s - Xc,'.2.Sa 2p-Xb-:t.sbsar - Xn-:t.scsar - .
0 = '.2.S0S1,p + '.2.S,,sts - Xa'2iSaSbp- x,,.ssb 2~ --Xc.SSoSbp - .

WO 

s
? F'

Dabei wircl vorausgesetzt, dafs die von der Nachgiebigkeit der
Widerlager herriihrenden Verscbiebungen der Stiitzpunkte durch An­
derungen der Langen von Auflagerstaben beriicksichtigt werden.

Als leicht zu behandelnde Beispiele sind die in den Fig. 244 und
245 dargestellten Sch we dler kuppeln mit Spitze und versteiftem Schlufs­
ringe anzufiihren, die aber in allen Seitenflichen die Diagonalen behalten
und ebenso an allen Fufspunkten die geradlinigen Fiihrungen. Die
Achteckkuppel mit Spitze ist dann fach statisch unbestimmt und die
Achteckkuppel mit einem durcb vier Querriegel versteiften Scblufsring
4fach statisch unbestimmt.

2. Besonders wichtig ist der Fall eines riumlichen Stabwerks,
welches teils fachwerkartig, teils vollwandig ausgebildet ist. Fur die
auf Biegung beanspruchten Stibe werden die Lingskrifte N und Bie­
gungsmomente M ebenfalls als lineare Funktionen der X dargestellt:

N ==N,-N,X,NIX,-N,X,-..,
M==M,M,X,-M,X,--M,X,-...

und zur Berechnung der X stehen die Elastizitiitsgleichungen zur
Verftigung :

(4 7)

0==6,,-] 8,, X,6..X6n. X,6,,-...
0==6,,-+0,,X,6,% X,0,, X,6,,-...
0==6,,-40., X,8,, X,®,,X,6..·

wo fur zwei beliebige Zeiger p und q
(48) 0 = '>' SPS"s +J'NPN2ds +J~1_klqd~ .

PIJ -' EF EF EJ
Gleichung (48) gilt flir alle ◊ mit Ausnahme vun

bat, ◊bt, ◊ct • • • • ,
welche nach der Formel zu berechnen sind

(49) &,, = -:f,S,<ts +JN,st0 ds +f41,s ~/ t'8.

p=a, b, (', ..... 
Hinsichtlich der Bedeutung von t,, At, h verweisen wir auf

Seite 89, Fig. 77.
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An Stelle von 0,, (p== a, b, c ...) darf man auch schreiben
d%,== 21,3,%.

Bei stirker gekriimmten Stiben ist N zu ersetzen <lurch

9 == y M
)

wo r den Krtimmungsradius der als Kurve einfacher Kriimmung
gedachten Stabachse bedeutet. Auch muls dann an die Stelle" des
Tri:i.gheitsmomentes J des Querschnitts der auf Seite 213 erkli.Lrte
Wert Z treten.

Will man den Einflufa der von Querkriiften
Q==Q, 04X,OX,-X,X,­

- -JJ - 

Fig. 255.

erzeugten Scbubspannungen berucksichtigen, so mul's man zu dem oben
angegebenen Ausdruck fur 8P<t nocb das Glied

j·~Q1A1ds
GF 

hinzuftigen.

3) Beispiel. Da die Untersucbung statisch:unbestimmter raum­
licher Stabwerke meist zu recht umfangreichen Rechnungen]fiihrt, so
begniigen wir uns hier mit einem einftwhen Beispiel, :aas aber '.voll­
stindig geniigen wird, die Art und Weise der Behandlung derartiger
Aufgaben zu erlHutern.

Muller-Breslitu, Die neuoren Methoden der Festigkeitslehre. 21
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Wir wihlen die Untersuchung einer offenen, regelmiifsigen Sc h wed­
lerscbenAchteckkuppel mit biegungsfestem ebenem Schlufsring. Fig. 255.
Die Belastung der Kuppel sei symmetrisch in Bezug auf die Halbie­
rungsebene AB zweier Ringseiten. Die in Fig. 255 fortgelassenen
Diagonalen sind dann spannungslos.

Zunachst moge der Schlufsring fur sich allein betrachtet werden.
Fig. 256. Das Trigheitsmoment .J seines Querschnitts sei konstant.
Von den drei auf Seite 122 abgeleiteten Elastizitiitsgleichungen [9] ist
die eine infolge der Symmetrie der Belastung iiberfliissig. Die beiden
anderen gehen iiber in

[Mds== 0, fMxds = 0.

I
I

I
,"f-,%,I]

- - - - - - - - - 06- - - - 't: - - - - - - - ~ -

Fig. 256.

Greifen die Lasten nur in den Knotenpunkten an, was hier vor­
ausgesetzt werden moge, so ist die Momentenfliiche jeder Ringseite ein
Trapez. Fiir den Querschnitt m sei das Moment gleich M,,; sein Bei­
trag zum Integral f Mds ist gleicb dem Inbalte der beiden in Pig. 256
schraffierten Dreiecke, d. i. gleich M,a, und es geht daber die erste
Bedingung iiber in

[1] SM,==0.
Der Beitrag von Mm zum .Integrale f Jl!lxds ist gleich dem auf

die y- Achse bezogenen statiscben Momente der in den Drittelpunkten
d' und d" der an m grenzenden Ringseiten wirksam gedachten Gewichte
M,,a

2
Vereinigt man nun diese heiden gleich grofsen Gewichte im
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Mittelpunkte m' der Strecke d'd", und bezeichnet man die Lange der
Strecke Om' mit c, so wir<l der gesuchte Beitrag = M,,.a • c cos cp,,,, und
die zweite Bedingung nimmt die einfache Form an

[ 2] ~ M,,. cos 9,, == 0 .
Wir bezeichnen nun die Biegungsmomente fur die Knotenpunkt­

querschniti e c, a, b, d (Fig. 255) mit Ye, Xa, xb, Ya, Zwischen
diesen Momenten bestehen nach den Gleichungen [1] und [2] die Be­
ziehungen

Y,{X;4X,-4 Y,== 0
yo cos s -+ Xa ein s - xb sin s - Ya cos s = 0,

und es ergibt sich mit tg s =/2 1 fir jeden Belastungszustand
der Kuppel

[s] Y=- 
1 V2 Xr,- ~ (2-V2)X1, (' 2

[4] 1 'Y-- pp
2 y2, ,2- 9)x,

•

Es sollen nun diejenigen Spannkrlifte D und S in den am frag­
lichen R,inge angreifenden Fachwerkstl:Lben bereclmet werden, die nur
von den Momenten X, und X, abhlingen, die also verschwinden, wenn
X, und X, gleich Null werden. Wird jede Spannkraft D in ihrem
oberen Endpunkte zerlegt in eine mit der Rippe zusammenfallende

Seitenkraft ). D, wo A = ;- ist, und eine mit der Ringseite zusammen-
,

fallende Seitenkraft w D, wo === a , so miissen die am unbelasteten
d

e hen en Schlufsringe angreifenden S und D offenbar den Bedingungen
geniigen:

[o]

ergibt,

S, ]-xD,== 0
S,[ D, == 0
S, { kD,== 0
S, ==0

denn Gleicbgewicht kann nur bestehen, wenn die am Ring angreifenden
Krifte in der Ebene des Ringes liegen.

Aufserdem mufs, falls sich fur oD, a der Wert

[6] oD, a= ·-+a Xa + ~ xb
[T] oD, a = - pX,X,

sein, und oD,a mufs die Form
[s] oD,a==(a, X,)

21
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erbalten. Aus Gleichung [6] und [T] folgt
oD,a-] oD,a==(a-B)(X, X,).

Aufserdem bestebt die Gleichgewicbtsbedingung
(oD,{ oD,) sin45° [ oD,== 0,

weshalb sich

[9]
p- exr== 3V2

•

ergibt.
Bezeichnet man nun die Langskraft fur den Ringquerschnitt A 

mit .N (Fig. 257), so lassen sich X, und X, auch wie folgt scbreiben

X,, ==oD,a sin 45° Na (1 + sin 4:5°) + Ye,
X,= -Jasin45° -{ Y,,

Fig. 2!>7.

und man gelangt, indem man N aus diesen beiden Gleichungen elimi­
niert und Y, mittels Gleichung [3] durch X, und Xz, ausdriickt, zu
der gesucbten Beziehung zwischen D,, X, und X,. Dam it sind aber
auch D, und D3 als Funktionen von X, und X, dargestellt. A uf
diesem Wege findet man die Formeln ·

[on,a>-2(yg+ 1)X,4 2(y2- 1),
[10] 1 wD2 a - + 4(X, X,)

l wD3a = - 2 ()/2 -- 1) Xa + 2 (V2 +- t) ~\\ .

Jetzt kann man mittels der Gleichung [5] die SpannkrMte S 
finden und kennt somit die Spannkrifte in slimtlichen Staben der oberen
Zone der Kuppel. Die Spannkrifte in den tibrigen Teilen der Kuppel
werden nach dem im § 28 angegebenen Verfahren berechnet, und da­
mit ist dann die Ermittlung des Einflusses von X, und X, auf alle
Stabkrafte erledigt.
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Der Einfl.ufs der in den Knotenpunkten angreifenden Lasten auf
<las statisch bestimmte Hauptsystem wird nunmebr unter der Voraus­
setzung berechnet, dafs auch in den Knotenpunkten des Schlufsringes
Gelenke angeordnet sind (Zustand X= 0), und schliefslich werden die
beiden statisch unbestimmten Grofsen Xa und Xb mit Hilfe der Glei­
chungen berechnet

[11] [ 8%.==126.116,,
] 6,%==X,8,% 4 2,6,%

Benutzen wir das Zeichen S voriibergehend fir alle Stabkriifte, so er­
halten wir

,;:_ - ~ss s so»=?·> %»==2S,5% pp

Die Summen erstrecken sich tiber die Fachwerkstibe, die Integrale Uber
den biegungsfesten Ring.

Fur die Ringseite ca ist z. B. im Abstande a vom Knotenpunkte a
X rt X M === y -1- X - cT ad

und dieser Wert geht fur X,== - 1 iiber in

u, =ya®®14©(1+?)2 a u o

Die Ringseite liefert also zu Oaa den Beitrag
aJI16+l)]

u

Auf diesem Wege :findet man leicht ftir die Ringhalfte*) die Werte

f·' ~~=(;-V2)J'
Diese Ausclrtlcke sind unabhingig von der Anzahl der Geschosse, der
Kuppel. Die Berechnung der iiber die Fachwerkstibe auszudehnenden

) Es geniigt, die Summen fiir die Halfto dor symmetrisch belastet ange­ommenen Kuppel zu boreclmen.
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Summen wird am besten sofort mit Zahlen ausgefiihrt; sie bietet keine
Schwierigkeit und erfordert nicht einmal besonders grofsen Zeitaufwand.
Fur den Fall einer eingeschossigen Kuppel wollen wir die Buchstaben­
berechnung hier noch etwas weiter durchfuhren. Wahlen wir ftlr die
Spannkrafte in den Diagonalen wieder das Zeichen D, so erhalten wir
fur die Beitrage der Fachwerkstabe zu den Grofsen Oaa, Or,b, &bb, mit
Beachtung der Gleich. [5] die Werte..s·("4.)>,»EFs EFa EFs EFa, a-().)3»bb EF8 EFr1 b - c~+ _.!!__) "">;3, F, EB, %%,
worin F, den Querschnittsinbalt fur eine Rippe und Fa fiir eine
Diagonale bedeutet. Den Diagonalen D 1, D 2, D 3 entsprechen fur
X,== - 1 und X,== - 1 der Reihe nach die Werte

waDa= + 2 CY2 + 1); -4; + 2 (Y2-1)
oa,,== 2 cv2--1); + 4; - 2 (l/2-1),

wesbalb sich fiir die Halfte der Kuppel ergibt
403D,°==SD,}=-sa

w a
243D,D,==% a­6 a"

Nehmen wir nun an, es greife am Schlufsringe eine sich auf die beiden
Knotenpunkte d verteilende wagerechte Last Han, Fig. 255. In diesem
Belastungsfalle, Zustand Xa ==0, X,== O (Schlufsring mit Gelenken)
werden nur die SUtbe der an die Knotenpunkte d grenzenden Seiten­
fache beansprucht. Es entstebt

H -o,,==,V?
S, ==D,.% 3

Die ubrigen Sund D werden = 0, und es ergibt sicb daher

0,,==') 31, D,r, EFa

( A
2
s d )

EFs + EFa Ds -O Dsa

( A
2
s d ) Hy 2 2 (V 2 + 1)- ,EFs + EFa ---2 a (J
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und
H y2

2 {,) a C.)

Setzt man zur Abktlrzung

fl'.,a2 a 
J 8 

o = p." d F,
8 .F',1

(] v-)=
(V21)=-vo,

so geben die die Gleicbungen [ 11] liber in

(V, =] 40) X,--(%=24) X,==(-[- 2 V2) Ha
(v2 - 24) Xa + (v1 + 40) X,,==( 2 -V2) Ha;

4 1
sie liefern, wegen v1 + v2 =

3
µ und ·.11 - v2 = rund -

2
p.

HaX, X,==}­
16 

1

1 + µ
128

X +..-Y1=-·-Ha _-V1
(l ' 8

1 + µ
12

Nun folgt
H 1 oD,==
4 µ 

1 + 128

. HV2 - - oD,a== - 2- a - 2 (V 2 - 1) Xa + 2(y 2 + 1) xb
ob,a=2(y241)X,42(V2 1)X,

Hy 2(o,,oD,)a== % @]4(X,-{ X,).
Man kann desha]b aucb setzen

(wD3 - wJJ1) sin 45° = I-I - µ.
2 12 + p.

(wD3 + wD1) sin 45° = 1-I - wD2.
2
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Zahlo.nheispiel. Ist ==0 (vollkommen starrer Ring) mit J==), so
frndet man

H H .r H .D,===»,6D,==D,==- 2== sin4b4 8 4
und• fo.r H = 1 O 000 kg

D,== 1770, D,==2500, .D, == 1770 kg.
Es sei nun a= 2,6"', s = 3,6"•, d ==4.7, a' == 3,2" also

3,2 3.6 a a
w aa= 0,68, ), = = 0,77, 1-31, = 0,72,» 4,0 s s

F,== 34 qcm, .F'd = 11 qcrn, abo !: = 3.

Der Ring bestehe aus oi.nem [-Eisen N. Pr. 14 mit wagerocht liegendem
Stege. Dann ist

und es ergibt sich

Ji' a2 ,34 · 260~
J = 609 cm3 s -= -- = 3774

J 609
0,46

µ=3774•0,720,59 + 1,31 ·3 -=-276,

10000·2,60 128 HaXX%=-+ 16 gt6-1gs 998,
X + X = _ 10000 · 2,60 12 y 2
« 8 276-4- 12

und hieraus und mittels Gleichungen [3] und [4]
X== + 162 kgm, xb = - 353 kg
Ye= - 11 kgm, Ya=+ 202 kgm.

Das Widerstandsmoment des Ringquerscbnitts ist 87 cm3, und os wird daher
die Biegungsspannung im Ringe

35300a= 87 - = ruml 400 kg/11cm.

Fiir die Diagonalen erhalt man schliofslich die Wortc
D3 ==9400, D,== + 1200, D1 = - 610 kg.

Ein vollkommen starrer Ring wiirdo Jieforn
D, == + 2600, D2 =--/- 3700, D1 =-/- 2600.

Sind die KnotonpLmkto des Schlufsringos gclonkartig aLrngehildot (X, = 0,
Xo== 0) so entsteht ·ya • .D, . o = -- = 7 250 v 2 =--= 10 2::i0 kg, Di=-= 0, D1 = 0.2w 

Der Unterschied zwischen D, . 0 und D,i = 9400 ist nicht sehr grofs. '.l'rotz­
dem also derelastischoSchlufsringnur dio goringeBcanspruchnllg von cr -=400kg/qcm
erfahrt, tragt or wenig zm Vorstoifong clor Kuppel bei.



Anhang.

I. Entwfoklung· der Arbeitsg·lcichungcn. 

Obgleich das Gesetz der virtuellen Verschiebungen zu den bekann­
testen Lehren der Mechanik gehirt, diirfte eine Entwicklung der in
diesem Buche benutzten Arbeitsgleichungen, welche dieses Gesetz ftir
die betrachteten Fille ausdriicken, manchem Leser erwlinscht sein; sie
moge deshalb hier gegeben werden, zuerst fiir das Fachwerk, sodann
fur einen beliebigen KUrper.

1) Das Fachwerk. Wirken an den Endpunkten mund n eines
Stabes von unveranderlicher Lange zwei entgegengesetzt gleiche, mit der

. Stabachse zusammenfallende Krane .S, so ist die bei irgend einer Be­
wegung des Stabes von den beiden Kriften verrichtete Arbeitssumme
gleich Null.

Um dies einzusehen, zerlege man jene Bewegung in eine fort­
schreitende und eine drehende und wihle fir die letztere irgend einen
Punkt der Stabachse (z. B. n,) mum Drehpunkte c
Pig. 258. Wahrend des ersten Teiles der Orts­
verinderung leisten die Krifte S entgegengesetzt
gleiche Arbeiten, die sich mithin tilgen, und wih­
rend des zweiten verrichten sie, weil fortwahrend
durch den Drehpunkt gehend, tiberhaupt keine
Arbeit. Dabei ist es gleicbgiiltig, ob die Stab­
krifte S konstant sind oder sich stetig indern;
im letzteren Falle dirfen sie innerbalb jedes un­
endlich kleinen Zeitteilchen als konstant be­
trachtet werden.

W1:tchst die anfHngliche Lange s des Stabes
wiihrend jener Bewegung um As, und bedeutet
fir irgend ein Teilchen der Bewegungsdauer:
Bx den augenblicklicben Wert der Stabkraft und d As die Anderung
der Stablinge, so ist die Arbeitssumme fir dieses Zeitteilchen == S,Ads
und fur die ganze Bewegungsdauer:

S
A== s/SxdAs,

S
.S

Fig. 2b58.

s,
wobei Sa den anfinglichen und S den scblieislichen Wert der Stabkraft
vorstellt.
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Der Ausdruck A gibt hiernach die Arbeitssumrne an, welche die

an den Endpunkten eines elastischen Stabes mn eines F ach wer ks
wirkenden Spannkrifte verrichten, sobald irgend welche Ursacben die
Knotenpunkte m, n in die Lagen m,, n, (wobei m,n,===s] As ist)
verschieben, wihrend die Stabkrifte von S, bis S wachsen.

Der wirklichen Arbeit A wollen wir nun diejenige Arbeit A,== SAs
gegeniiberstellen, welche die Stabkrifte in dem nur gedachten Falle
verrichten, dafs sie wihrend der ganzen Dauer der Bewegung ihre End­
werte S besitzen, und dafs an Stelle der wirklic hen Verschiebungen
der Knotenpunkte irgend welcbe willktirliche Verschiebungen treten, die
wir uns zwar als mo g 1 i ch vorstellen kinnen, die aber in Wirklichkei t
nicht einzutreten brauchen, und vi rt u elle Verschiebungen genannt
werden. Dit! Arbeit Av heifst die virtuelle Arbeit der auf den
Stab s wirkenden Spannkrifte S. Fir das ganze Fachwerk er-
gibt sich

A,== 38As,
welche Summe itiber siimtliche Stibe auszudehnen ist.

Wir betrachteu jetzt die Spannkriifte S als Krifte, die an den
Knotenpunkten angreifen, also entgegengesetzteRichtungwie vorhin haben,
und die virtuelle Arbeit: 3SAs leisten; sodann setzen wir voraus,
dafs an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht besteht und keine Kraft un­
endlich grofs wird. Erfahren die Knotenpunkte irgendwelche unendlich
kleine Verschiebungen, so ist die Arbeitssumrne fir simtliche Krifte
gleich Null, weil fur jeden Knotenpunkt die Mittelkraft aus allen da­
selbst angreifenden Kraften zu Anfang gleich Null ist und wihrend
jener Elementarbewegung bis auf eine verschwindend kleine Grifse den
Wert Null behilt.

Bedeutet also fur irgend einen Knotenpunkt m: Q,, die Mittelkraft
aus den daselbst angreifenden iufseren Kriften und r,,. die Projektion
der Verschiebung des Punktes m auf die Kraft Q.,, (positiv, wenn im
Sine von Q,,. erfolgend), so ist die virtuelle Arbeit der iufseren Krifte
= ~ Q,,.r,,., und es folgt:

3SQ,r%, SSAs== 0
und hieraus:

SQ,r,== 2SSAs.
Diese Gleicbung driickt das Gesetz aus:

Fur ein im Gleichgewichte befindliches Fachwerk ist die bei
uwnendlich kleinen virtuellen Verschiebungen der Knotenpunkte von
den iufseren Krdften verrichtete virtuelle Arbeit ebensogrofs wie
die virtuelle Arbeit der Stabkr@fte S.

Die Arbeit >SAs, welche man aus den Anderungen der Stablingen
berechnen kann, ohne die anfinglichen und schliefslichen Lagen der
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Knotenpunkte zu kennen, wird auch die virtuelle Forminderungs­
arbeit des Fachwerks genannt.

Scheiden wir die iufseren Krifte ganz allgemein in Lasten und
AuflagerkrMte und fthren die auf Seite 22 erkliirten Bezeichnungen
P, C, , Ac ein, so erhalten wir >Qr==3P8{CAc, und es ent­
steht die Gleichung

(D) 3P6 4 3CAc==3SSAs,
welche wir die Arbeitsgleichung des Facbwerks genannt und zum Aus­
gangspunkte unserer Entwicklungen gemacht baben.

Hinsichtlich der auf das Fachwerk wirkenden Krifte wurde bei
der Ableitung der Gleichung (I) nur vorausgesetzt, dafs sie miteinander
im Gleichgewichte sind. Hat man also die Spannkrifte S und Auflager­
krifte C eines statiscb unbestimmten Fachwerks durch die Lasten P 
und durcb gewisse statisch nicht bestimrn bare Grofsen X so ausgedritickt,
dafs die Gleichgewicbtsbedingungen erflillt sind (vergl. Seite 21), so darf
man bei Einsetzen der S und C in die Gleichung (I) den Grifsen P und
X willktirliche Werte beilegen. Tndem man nun diese Werte ver­
schiedenartig wihlt, ist man im stande, aus (I) beliebig viele Gleichungen
zu folgern und erhilt, sobald man diese nun auf die wirklichen Ver­
schiebungen o, Ac, As (die ja nur besondere Fille von willkiirlichen
Verscbielmngen sind) anwendet, eine geniigende Anzahl von Beziehungen,
um die wirklichen Gr6fsen X berechnen und die wirkliche Forminderung
des Fachwerkes feststellen zu kinnen. Dabei wird allerdings voraus­
gesetzt, dafs die wirklichen Verscbiebungen klein genug sind, um als
verschwindende Grifsen aufgefafst werden zu diirfen.

2) .Beliebiger Karper. Wir gehen von der Voraussetzung einer
stetigen Erfullung des Raum es durch die Materie aus, im Gegensatze
zur Auffassung des KUrpers als ein System von Massenpunkten, die zwar
einander unendlich nahe liegen, immerhin aber durch 'Zwischenriume
voneinander getrennt sind, und denken uns an irgend einer Stelle ein
unendlich kleines Kirperteilchen abgegrenzt, beispielsweise, um die Vor­
stellung zu erleichtern, ein Parallelepipedum. Die auf die Seitenflichen
desselben wirkenden Krifte sollen Flachenkrafte genannt und ins­
besondere als innere Krifte oder Oberflichenkrifte bezeichnet
werden, je nachdem die durch sie beanspruchten Flachen im Inneren des
Kirpers liegen oder zur Oberfliche gehiren; aufser ihnen wird an dem
Kirperteilchen im allgemeinen noch eine auf die Masse desselben
wirkende iufsere Kraft angreifen, welche eine Massenkraft heifst
(z. B. die Erdanziehung, Erginzungskrifte der relativen Bewegung).

Beziiglich simtlicher Krifte wird vorausgesetzt, dafs sie endlich sind.
Nehmen wir nun an, es erleide ein anfanglicb im Gleichgewichte

befindlicher KUrper durch Hinzutreten iufserer Krifte und durch Tem­
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peraturanderung eine Umgestaltung, dieselbe hirt auf, sobald sich ein
neuer Gleichgewicbtszustand gebildet hat und bestehen bleibt; wiihrend
ihrer Erzeugung werden die Flichenkrifte des betrachteten Korper­
teilchens eine bestimmte Arbeitssurnrne verrichten, und von dieser ist
besonders derjenige Teil von Wichtigkeit, der nur von der Form­
anderung des Korperteilchens abhangt, der also verschwindet, wenn
sich das Teilchen bewegt, ohne seine Gestalt zu andern. Man nennt
diesen Teil der Gesamtarbeit der Flachenkri1fte die Forrnanderungs­
arbeit des Korperteilchens; ihre Integration tiber den ganzen
Karper liefert die Forrnanderungsarbeit des KUrpers. Bei der Berechnung
dieser Arbeit ist zu beachten, dafs die Flachenkrifte, deren schliefsliche
Werte wir ganz allgemein rnit R bezeichnen wollen, sich irn Verlaufe
jener Umgestaltung andern.

Denkt man sich hingegen die Plachenkrafte wahrend der ganzen
Dauer der Forrnanderung konstant und mit ihren Endwerten R wirkend,
bestimrnt die von den Kriften R geleistete F'orminderungsarbeit und
ersetzt hierbei die wirkliche Formanderung <lurch eine willkiirliche,
die zwar als moglich gedacht werden kann, in Wirklic:hkeit aber nicht
einzutreten braucbt, so erhilt man einen Ausdruck d4,, welcher die
virtuelle Forminderungs-Arbeit heifst, wihrend jene willktirliche,
rnogliche Urngestaltung des Krpers eine virtuelle Formitnderung
genannt werden soll.

Um die im vorstohenden

und

erkliirten Begriffe an cinem Beispiele zu er­
liutern, betrachten wir cin unendlich kleines
Parallelopipodum, welchos an der Stelle x,
y, z oines au:f rechtwinklige Koordiuaten be­
zogeneu Korpers abgognmzt i8t, und dessen
den Koordinatenachscn parallele ICanteu die
Lingen d, dy, dz haben. Es mogen nur

---~ Nonualspannungen auftreton und zwar nur 801-
che, die der (a, y)-Ebene parallel sind; sie seien
stetigo Funktioneu dor Koonlinaten (Fig. 259) .
[st danu die Normalspannung
fii Fliche A /J gloich ax (positiv irn Sinno - x), 
» AD Gy( » »y),

Fig. 259. so ist die Normalspannung
fiir Flache CD gleich a,-[ CV@ gr undo 0a

+ oayCB 4 3, A dy.c/
Diesen Spannungen entsprochen die Flachenkrifte:

W,==saga=; R, =(a.+ "aa)ya±;
,=sydeaa; =(+] @)a=as,

zwar seien dies die schliefslichen "\Yorte dcr Krafte R.

B 

A .D 

y 15
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Erleidet nun das Korperteilchen im Sinue von x mH.l 11 dio virtuelleu Vor­

s<"l1iobnngen ~ .1: nncl 6. //, obno daf's sich hiorbei die Gestalt des Toil chens iindert,
so loisten die Kriifte R die Arbeit:

a,-)so+(a,= Rs» ("a»]s)av,- " 0a cy '
nnter d V --= dxdydz den Tnhalt dos Kiirporteilchens vorstauden. .Andert sich

wiihrend jcncr Bowogung: dx um 6.ilx=€-wd,1: (woboi e:.,,= 6:xx das Ver­
liingerungsvorhiiltuii-; dor Kanto dx bcdcntet) und d!J um D.dy = e:

11
dy, so nimmt

die vorhin errnittelto .Arbeitssumrne zu um die virtuelle }l'ormiinderungsarbeit
dA,, bei deren Berechnung R, ersetzt werden darf durch R, und R, durch R,.
Donn die Fliichenkrii.fto fiir gegeniiberliegende Seitenfliichen des K6rperteilchens
1mterncbeiden sich bci stetigen Spanmrngen nur um unondlich kleine Werte, so
dafs infolge der Gleichsetzung von R, und R,, sowie von R, und R, nur ver­
schwindeml1' Grof'son viortor Ordnung Yernachliissigt werdcn.*) Mithin folgt:

dA,= R,Ada-] R4Ady==(a,s,-+-Gys,)dV,
un<l es ergibt sich schliefslich die virtrn•llo Oesamtarbeit der Fliichenkrafo,:

(ca.,. + c)a" t ) V dAr== , S 34y]-04s,+ Gys, d .dw Cy
Wir fassen .ietzt eine unendlich kleine, virtuelle Formanderung

eines im Gleichgewichte befindlichen Korpers und insbesondere die Be­
wegung und Urngestaltung eines Korperteilchens ins Auge und bezeichnen
die virtuelle Arbeit der auf dieses Korperteilchen wirkenden Massen­
kraft mit dA,,,, diejenige der FlacbenkrMte mit dA1. Letztere Arbeit
bestebt aus zwei Teilen; der eine. d A,,, bangt nur von der Umgestaltung
des Korperteilchens ab, der andere, nlimlich dA.r - dAv, von der Be­
wegung des lVIassenmittelpunktes und der Drehung des Korperteilchens
um diesen Punkt. Sornit stellt dA,,, + dA1 - dAv diejenige virtue1le
Arbeit vor, welche samtlicbe auf das Korperteilcben wirkenden Krafte
leisten, wen dessen Bewegung ohne eine Formltnderung vor sich gebt..
Diese Arbeit mufs aber = Null sein, da die Mittelkraft der auf das
lKrperteilchen wirkenden Krifte wihrend der ganzen Daer der an­
genommenen Elementarbewegung, bis auf eine verschwindende Grilse,
den anfanglichen Wert Null beibebalt.

Es folgt somit d A,,,+ d A1 = d Av und, wenn entsprechende
Gleichungen fur slLmtliche Korperteilchen aufgest.ellt und hierauf addiert
warden,

(IT) A,,-{- 4,==4,
Da sich nun in dem Ausdrucke A, die Arbeiten der inneren

FlachenkrMtc gegenseitig tilgen, weil auf die Flachen, in denen an­
einandergrenzende Korperteilchen zusammenbangen, bei gleicben Ver­
schiebungen entgegengesetzt gleiche Krifte wirken, so leuchtet ein, dafs

*) Bci u11stetigon Spannungcn nrnfs dor Korpcr in Teile zerlegt werden,
innerhalb welcher alle Spannungen stetig sind; die Werte dA, werden fiir die
einzelnen Teile gesondert integriert und 'sr·hlicl'slich addiert.
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A, die virtuelle Arbeit der Oberflichenkrifte, mithin A,] A,
die virtuelle Arbeit simtlicher iufseren Krifte vorstellt, und
es drtickt deshalb die Gleichung (II) das Gesetz ans:

Bei einer verschwindend kleinen virtuellen Forminderung eines
im Gleichgewichte befindlichen Kirpers ist die virtuelle Arbeit der
dufseren Krif'te gleich der virtuellen Forminderungsarbeit.

Die Ableitung dieses Satzes nimmt an, dafs alle anfi.inglich sich
deckenden Seitenflachen von aneinander grenzenden Korperteilchen auch
wiihrend des ganzen Verlaufes der FormHnderung sich decken, weil nur
dann die Arbeiten der auf diese F'lichen wirkenden Krafte sich auf­
heben. Besteht nun der betrachtete lKirper aus mehreren einander be­
riihrenden Teilen, von denen jeder einzelne der obigen Voraussetzung
entspricht, und finden gegenseitige Verschiebungen von anfinglich zu­
sammenliegenden Bertibrungsfliichen je zweier ['eile statt, so mitissen,
wenn das bewiesene Gesetz giiltig bleiben soil, alle diese FHichen der
Oberfliche zugezihlt werden; d. h. es sind die auf diese Flachen wir­
kenden Krifte, soweit sich ihre Arbeiten nicht tilgen, zu den iufseren
Kriften z recbnen. In allen FaIJen der Anwendung genligt die Fest­
setzung, dafs bei aufeinander reibenden Teilen eines KUrpers die an
den Beriihrungsstellen wirkenden Reibungswiderstinde als iufsere Krifte

_aufzufassen sind.
Wird der betrachtete Korper <lurch fremde Kirper gestiitzt, so

nennen wir die Drlicke, welche die letzteren auf den ersteren ausiiben,
St ii tzenwiderstinde oder Auflagerkrifte. Alle itibrigen iufseren
Krlifte mogen Lasten heifsen. Es ergibt sich dann, mit den auf
Seite 22 erklirten Bezeichnungen P, C, b6, Ac, die virtuelle Arbeit der
iufseren Krifte == SP%{ 3CAc, und es entsteht die Arbeitsgleichung

(III) SP6 ]- SCAc=4,,
welcbe in den Absclrnitten IL und III. in derselben Weise wie die Arbeits­
glei,..hung des Fachwerks zur Berechnung von statisch nicbt bestimmbaren
Grofsen unq von Verschiebungen beliebiger Punkte benutzt worden ist.

II. Literatur. 
Die ersten Anwendungen des Satzes von der Arbeit auf Aufgaben

der Festigkeitslehre finden sich bei Clapeyron, welcher die von
Navier*) aus dem Prinzipe der virtuellen Verschiebungen gefolgerte
allgemeine und einzige Bedingung ftl.r das Gleichgewicht zwischen den

) M6m. de l'acad. des sciences 1827, Seite 388.
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inneren und iufseren Kriften eines elastischen Kirpers anwendet und
in diese an Stelle der virtuellen die wirk]icben elastischen Verschiebungen
einftihrt. Indem er hierbei die Anahme eines spannungslosen Anfangs­
zustandes macht und voraussetzt, dafs in jedem Punkte des Kirpers
die anfangJiche Temperatur herrf::cht, erhalt er die von ihm spater zur
Berechnung der Durchbiegung von Federn benutzte Gleichung:

'50r== A.)2
Lam6 nennt diese Gleichung in seinen , Lecons sur la theorie

mathematique de '6lasticite des corps solides" (Paris 1852 und 1866)
das Clapeyronsche Gesetz, er erliinutert es an mehreren Beispielen
und hebt seine Wichtigkeit ftir die Statik der Bauwerke hervor.

Im Jahre 1864 entwickelt Clerk Maxwell in der im Philoso­
phical Magazine, Band 27, Seite 294, abgedruckten Abhandlung: ,,On
the calculation of the equi]ibrium and stiffness of frames" mittels des
Olapeyronschen Gesetzes die erste allgemeine Theorie des Fach­
werks, indem er ftir die Berechnung der statisch unbestimmten Grofsen
die Gleichnngen:

0==35(8, +S'x' -Sr+ s"r+--9 fr
aufstellt und <las im § 9 dieses Buches der ,, Max wellsche Safa" ge­
nannte wichtige Gesetz von der Gegenseitigkeit der elastischen Ver­
schiebungen beweist. Maxwell war der erste, welcher eine Beziehung
zwischen der Lingeninderung As eines Stabes und der <lurch sie ver­
ursachten Verritickung o eines Knotenpunktes in der Weise bestimmt,
dafs er das Fachwerk als eine Maschine auffafst, mittels we]cher eine
treibende Kraft P einen Widerstand S iiberwindet. Die Vergleicbung
der von P und S geleisteten Arbeiten vollzieht er mit Hilfe des Gesetzes

1 1(1) P6== SAs,
2 2 

indem er P und S als Krafte auffafst, die von Nnll aus allmihlich
anwacbsen. Die auf diesem Wege abgeleitete Grundgleichung

(2) SP6.== 38As
ist tibrigens von derselben allgemeinen Bedeutung, wie die unmittelbar
aus dem Prinzip der virtuellen Verriickungen gefolgerte Bedingung
:S Po = :S S l::,.s. Denn solange es sich nur um die Erfillung der Gleich­
gewichtsbedingungen bandelt, ist die Grofae der Elastizitatsziffern E
und Querschnittsinhalte der Stibe gleichgiiltig, und man kann daher
auch mit Hilfe der aus dem Olapeyronschen Gesetze gefolgerten

*) Verg'l. die Anmerkung auf Seite 242 dieses Buches.
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Gleichung (2) leicht auf den von Max well nicht berlicksichtigten Ein­
flufs von Temperaturanderungen schliefsen, ebemo wie man beobachteten
Stiitzenverschiebungen durch Anbringung von Auflagerstiben mit passend
gewiihlten Querschnitten Rechnung tragen kann. Dem Fehlen prak­
tischer Beispiele ist es wohl zuzuschreiben, dafs die Maxwellsche
Arbeit lange Zeit nicht die verdiente Anerkennung gefunden hat.

Die erste Ableitung der Max w ellschen Gleicbungen und Gesetze
auf dem kiirzeren Wege der Benutzung des Prinzips der virtuellen Ver­
riickungen riihrt von Mohr her. Seine Beitrage zur Theorie des
Fachwerks in der Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-Vereins
zu Hannover 18 7 4 und 18 75 sind durch wichtige Anwendungen bahn­
brecbend geworden. Mohr stellte auch zuerst die elastische Linie des
geraden Stabes und die Biegungslinie des Fachwerks mit Hilfe des
Seilpolygons dar.

Im Jahrgange 1884 der 'Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur­
Vereins zu Hannover veriffentlichte Krohn eine Herleitung des Max­
wellschen Satzes und zeigte seine Anwendung auf die Ermittlung der
Einflufslinie fur den Horizontalschub eines Zweigelenkbogens, und im
Jahrgange 1885 derselben Zeitschrift gab der Verfasser die allgemeine

s 8Deutung der Einfhulslinien der Suen 2S,S.,,,28%%, p 3
als Biegungslinien, ohne hinsichtlich der Gr6fsen X einschriinkende Vor­
aussetzungen zu machen. Schliefslich stellte der Verfasser in der ersten,
18 8 6 erschienenen Auflage des vorliegenden Buehes nach einer Erweite­
rung des Max we llschen Satzes die allgemeinen Elastizititsgleichungen

auf, deren Giltigkeit nicht auf das Fachwerk beschrinkt ist.
Neben den Maxwell schen Sitzen bilden die Sitze von Castigliano

die Grundpfeiler der gegenwirtigen Theorie der statisch unbestimmten
Konstruktionen. Man darf sogar behaupten, dafs der Einfluls Casti­
g 1 i an o s in sofern der grofsere gewesen ist, als die Un tersuchungen dieses
leider so friih verstorbenen Forschers sich nicht auf die verhiltnismifsig
einfache Tbeorie des Fachwerks beschriinkten. Das hervorragende Werk
Castiglianos: ,Th@orie de l6quilibre des syst@mes 6lastiques" enthilt
eine Ftille wichtiger Anwendungen auf verschiedenen Gebieten de
Festigkeitslehre und der Statik der Baukonstruktionen. An seiner Spitze
steht der mit Hilfe des Clapeyronschen Gesetzes entwickelte Satz von
der Abgeleiteten der Forminderungsarbeit sowie der aus diesem ge­
folgerte Satz von der kleinsten Forinderungsarbeit. Den letzten Satz
gab bereits friiher Menabrea in der Abbandlung: ,,Nouveau principe
sur la distribution des tensions dans les systemes 6lastiques [Comptes
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rendus 1858, I, Seite 1056]);eine eigenartige Herleitung veroffentlich
Frankel (1882) in der Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur­
Vereins zu Hannover.

Bemerkenswert ist, da.fs auch Daniel Bernoulli ein Gesetz der
kleinsten Biegungsarbeit gerader Stiibe aufstellte und Euler brieflich
mitteilte.**) Euler macht hiervon Gebrauch in der seinem beriihmten
Werke: ,,Methodus 'inveniendi curvas maximi minimive proprietate
gaudentes angehingten Abhandlung: ,,De curvis elasticis, in welcber
er bei der Untersuchung der elastischen Linie eines geraden Stabes
gleichen Querschnitts und gleicher Elastizitit von dem Satze ausgeht:
ut inter omnes curvas ejusdem longitudinis, qua non solum per puncta
A et B transeant, sed etiam in his punctis a rectis positione datis

tangantur, definiatur ea in qua sit valor hujns expressionis J !: mi-

nimus. Hierbei bedeutet ds das Bogenelement und R den Kriimmungs­
radius. Setzt man

1
-- M-, so erbi:i.lt man, da EJ== Konst. ist:R J:!JJ 

ein minimum. Das Integral: f d! nennt Bernoulli die ,,vis
IRJM2d: 

2EJ
potentialis."

Zu den neueren Methoden der Statik zihlt ach die kinematische
Untersuchung statisch bestimmter Systeme. Sie schliigt den um­
gekehrten Weg ein wie die Maxwellsche Arbeit. Das Ziel der Max­
wellscben Theorie des Fachwerkes ist die Verwertung der Arbeitsgleichung

SP6==38As
zur Berechnung der Forminderungen statisch bestimmter Fachwerke
aus den auf statischem Wege gefundenen Spannkriften S und deren
Verwertung zur Untersuchung statisch unbestimmter Systeme; die ge­suchte Grilse ist

(I) s 6==3 As.p

Die kinematische Theorie des Fachwerkes verfolgt das entgegengesetzte
Ziel: die Berechnung der Spannkrifte aus den Verschiebungen O; die
gesuchte Grifse ist

6(ID) S==3 P.As
*) Man sehe auch: Comptes rendus, 1884, S. 174.
**) Vergl. Fuis, Correspondance math6mati<J,ue et physique, Tome II,

S. 457, 507, 533.

M ii 11 er- Br es 1 au, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 29
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Die erste Herleitung der S aus den auf geometrischem Wege gefun­
denen & gab der Verfasser in der Scbweiz. Bauzeitung 1887 (Mai) und im
Band I seiner Graphischen Statik 18 8 7 zunichst fir das ebene Fachwerk.
Dann folgten die Arbeiten von R. Land in der Schweiz. Bauzeitung
1887 (Nov.) und der Zeitschrift des Osterreichischen Architekten- und
Ingenieur-Vereins 1888. Die kinematische Berechnung des Raumfachwerks
entwickelte der Verfasser im Jahrgange 1892 im 'Zentralblatt der Bau­
verwaltung. Ein Teil dieser Untersuchung wurde im § 31 des vorliegen­
den Buches wiedergegeben; der hier eingescblagene Weg besteht aus
einer Verbindung der Grundgleichungen I und IL Bereits 1880 hatte
F6ppl in seinem Buche ,, Theorie des Fachwerkes" ausgesprochen, dafs
man beim statisch bestimmten Fachwerk zu einer Gleichung mit nur
einer Unbekannten S gelangt, wenn man einem Stabe, und nur diesem
allein eine verschwindend kleine Lingeninderung zuschreibt, und auf
den dadurch eindeutig bestimmten Bewegungszustand des Facbwerks
das Gesetz der virtuellen Verriickungen anwendet. Foppl hat aber
diesen Gedanken nicht weiter verfolgt und deshalb ist wohl diese Stelle
seines Buches nur von wenigen bemerkt worden. *)

Wir schlielsen mit der Anfiihrung einiger Schriften, in denen der
Leser weitere Anwendungen der in diesem Buche vorgetragenen Ge­
setze fi.ndet.

1. Castigliano, Th&orie de l&quilibre des systemes lastiques et ses
applications. Turin (bei Negro), 1879.

2. Itorno ad una propriet dei sistemi elastici. Atti della Acca­
demia delle Scienze di Torino, Juni 1882; enthilt eine sehr all­
gemeine Entwicklung des Maxwellschen Lehrsatzes und einen
Bericht itiber den Satz von Betti, vgl. Seite 243 unseres Buches.

3. Frankel, Das Prinzip der kleinsten Arbeit der inneren Kriifte
elastischer Systeme und seine Anwendung auf die Lisung bau­
statischer Aufgaben. 'Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur­
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.,, 16, ,, 2 2 v. u. ,, Nennerdeterminante ,, Nennerdeterminate.
» 17,% 4v.o. % ©,, » S4­
% 27,% 5v.o. % , , D.
,, 27, ,, 6 v. o. ,, X" ,, Y".
,, 2 7, ,, 11 v. o. ,, um ,, und.
» 44, , 17 v. u. ,, Seite 37 und 38 ,, Seite 30 und 31.
,, 44, ,, 16 v. u. ,, (13) und (14) ,, (12) und (13).
,, 44, ,, 2 v. u. ,, Fig. 44 ,, Fig. 42.
,, 47, ,, 13 v. u. ,, Gleich. (13) , Gleich. (12).
» 47, Anm. » Fig. 48 ,, Fig. 46.
1, 50, Zeile 23 v. o. ,, § 2 ,, S 3.
,, 52, ,, 1 v. o. ,, Spannkrafte s' ,, Spannkrafte S.
,, 55, ,, 16 v. u. ,, 1, 2, 3, 3, 2', 1', 1, 2, 3', 2' 3' .
.,, 109, ,, 2 v. o. fallt die Anruetkung fort.

109 10 l' =Pl~-~- statt =Pl !.!_,!.l_," ' " v. u. ies: i 2 3 ' I 2 3

9 v. u. = 2 Pli h + . . . = 2 Pl~ h + ...,, 109, ,, ,, 3 6
, 109, 3.u. p2#43al--3(@-0 att

» 2ph(2l,4319
p%HR+al- a-)}

2.h (2l, 4- 39
7 v. u. ,, (Fig. 104) statt: (Pig. 53).,, 114,
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+ 2Jl 2 .Jh~Seite 1 18, Zeile 7 v. u. lies: statt: + 3.7
3 .f 2

, M== M0 - X ·y- Y·-Zstatt
M==M, X, Y,-Z.

,, D'FE' statt: D'HE'. 
,, FH=FJ ,. FH=HJ. 

§ 15 § 16.
,, § 16 § 17.

Seite 165 Seit e 1 GO.
, 3 Pab o 3 Pab.. X'-4%r7 statt: X° 4of

+ 15 ' (4 _'!,_!_o + _!_)% o==1 s {'?IF, F, F
° (e4"{)statt: o== 1 g' j'?] F, F, P

,, 12 v. u. lies: § 20 statt: § 21.
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, 11v.u. ,,<-X, 1X 1'cs+% %+¢,
9v.u. -X, '1 a 7 .» • cos cg]-cg

in Formel (125) ist unter dem Wurzelzeichen der Exponent+ m 1 zu ersetzen <lurch m + 1.
feblt in der Fufsnote die Bemerkung, dafs der de Saint­

jA
Venan tscbe Naherungswert - (wo x. = 40) nur fir«J,
gewisse einfache Querschnitte brauchbar und <lurch Versucbe
von Bauschinger bestiitigt ist. Ftir die wicbtigen L-, 1-~ 
J-, I-Querscbnitte mufs das Torsionsproblem zur Zeit noch
als ungelist bezeichnet werden.
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,, 208,
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