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Vorwort zur zweiten Auflage.

In dem vorliegendem Buche werden die von dem Gesetze der
virtuellen Verschiebungen und den Lehrsiitzen iiber die Formiinde-
rungsarbeit ausgehenden Methoden der Festigkeitslehre im Zusam-
menhange vorgetragen. Die zur Erliiuterung der allgemeinen Be-
ziehungen zwischen den iiufseren und inneren Kriiften gewiihlten
Aufgaben sind grofstenteils der Statik der Bauwerke und hier
_wiederum der Theorie der statisch unbestimmten Triger entlehnt
worden; sie beziehen sich meistens auf schwierigere, zum Teil aber
auch auf solche einfachere Iiille, die in anderer Weise ebenso kurz
— und vielleicht noch kiirzer — hehandelt werden kinnen, die aber
mit aufgenommen wurden, weil die Gewinnung bekannter Ergebnisse
auf neuen Wegen besonders geeignet sein diirfte, den Leser schnell
mit den fraglichen Verfahren vertraut zu machen, wie denn iiber-
haupt siimtliche Aufgaben vornehmlich darauf hinzielen, die gegebenen
Gesetze streng zu beweisen und in méglichst lehrreicher Art zu er-
kliiren, nicht aber, die Theorie einer beschriinkten Anzahl von Fiillen
bis ins Einzelne auszufeilen. Es sind deshalb die meisten Aufgaben
iiber statisch unbestimmte Triiger nur soweit durchgefiihrt worden,
bis die statische Unbestimmtheit gehoben war, da gerade die ein-
heitliche Berechnung der an Elastizitiitsgleichungen gebundenen
fiufseren und inneren Kriifte neben einer iibersichtlichen Darstellung
der Formeniinderungen das KFeld bilden, auf welchem das Vorgetragene
erfolgreich zu verwerten ist.

Besonders eingehend wurde die Aufsuchung der Einflufslinien
fiir die statisch nicht bestimmbaren Gréfsen ebener Triiger behandelt,
wozu es notig war, die — vielfach erweiterten und vereinfachten —
Gesetze iiber die Biegungslinie (elastische Linie) abzuleiten, um mit
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deren Hilfe die Berechnung der gesuchten Einflulslinien in besonders
iibersichtlicher Weise auf die Berechnung von Momentenlinien fiir
einfache Balken zuriickfiihren zu kénnen.

Trotzdem sich das Buch an reifere, mit den Grundziigen der
Festigkeitslehre und der Statik der Bauwerke bereits vertraute Leser
wendet, und sein Umfang durch Voranstellung der im § 23 ent-
haltenen allgemeineren Untersuchungen etwas hiitte gekiirzt werden
konnen, erschien es ratsam, mit der Betrachtung des iibersichtlichsten
Falles — der Theorie des Fachwerks — zu beginnen, und auch im
zweiten Abschnitte der schiirferen Untersuchung einfach gekriimmter
Stiibe diejenigen vereinfachten Entwickelungen vorauszuschicken, die
beispielsweise im Hochbau und Briickenbau bei der Berechnung von
Bogentriigern stets Anwendung finden, da hier den Vorbedingungen
der genaueren Theorie nur sehr unvollkommen entsprochen wird.

Die Ableitung des Gesetzes der virtuellen Verschiebungen fiir
den elastischen Korper wurde, da sie den meisten Lesern aus der
Mechanik geliufig sein diirfte, in einen Anhang verwiesen, der auch
geschichtliche Angaben und Anfiihrung einschliigiger Schriften enthiilt.

Auf die in diesem Buche gebotenen eigenen Untersuchungen
brauche ich Kenner der Literatur nicht besonders hinzuweisen.

Berlin 1893.

H. Miiller-Breslau.



Vorwort zur dritten Auflage.

Die vorliegende dritte Auflage unterscheidet sich von der zweiten
Auflage hauptsiichlich durch die eingehendere Behandlung des statisch
bestimmten Fachwerks. Insbesondere hoffe ich, dafs der an den
Schlufs des Buches gestellte Abschnitt iiber das riiumliche Fachwerk,
der eine abgerundete Wiedergabe einiger vom Verfasser in einer
Reihe kleinerer Abhandlungen verdffentlichten Untersuchungen enthiilt,
Manchem willkommen sein wird. Denn, trotzdem es sich beim Fach-
werk nur um die Auflésung von Gleichungen ersten Grades han-
delt, also um eine in mathematischer Beziehung sehr einfache Auf-
gabe, so begegnet man doch gerade bei der Berechnung ritumlicher
I'achwerke hiiufig recht umstiindlichen und weitliiufigen Verfahren.
Die Anwendungsbeispiele sind auf das notwendigste Mals beschriinkt
worden; eine ausfiihrlichere Behandlung dieses Gebietes wird der
dritte Band meiner ,,Graphischen Statik® bringen. Immerhin geniigt
das in diesem Buche Gebotene fiir die Berechnung jedes riiumlichen
Fachwerks.

Der iibrige Teil des Buches ist sorgfiltig durchgesehen und
verbessert worden. Zu grofsem Danke bin ich Herrn Ingenieur
Miillenhoff in Lauchhammer verpflichtet, der mich bei dieser Durch-
sicht und beim Lesen der Korrekturen unterstiitzt hat.

Berlin 1904.

H. Miiller-Breslau.
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Abschnitt 1.

Theorie des ebenen Fachwerks.

§ 1.
Allgemeines iiber das ebene Fachwerk.

1) Ein Fachwerk ist eine Verbindung von Stiiben, welche in den
Knotenpunkten, d. h. in den Punkten, in denen mehrere Stabachsen
zusammentreffen, durch reibungslose Gelenke miteinander befestigt sind.
Greifen alle dulseren Kriifte in den Knotenpunkten an (was streng
genommen nur bei gewichtslosen Stiben moglich ist), so tritt in jedem
Stabe eine mit der Achse desselben zusammenfallende Spannkraft auf,
welche positiv oder negativ angenommen werden soll, je nachdem sie
Zugspannungen oder Druckspannungen hervorbringt. Liegen alle Stab-
achsen und #ulseren Kriifte in derselben Ebene, so heilst das Fachwerk
ein ebenes. :

Wir betrachten das ebene Fachwerk unter der Voraussetzung, dals
die Hulseren Kriifte sowohl fiir sich allein als auch mit den inneren
Kriiften im Gleichgewichte sind, und dals es zulissig ist, die durch die
Elastizitit des Materials der Fachwerkstibe und der das Fachwerk

Fig.. 1.

stiitzenden fremden Korper bedingten Forminderungen als verschwin-

dend klein aufzufassen. Es diirfen in diesem Falle in die Gleichgewichts-
Miiller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 1
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bedingungen alle Hebelarme und die Neigungswinkel der Stiibe mit
denjenigen Werten eingefithrt werden, welche dem spannungslosen An-
fangszustande des Fachwerks entsprechen.

Die iulseren Kriifte sind teils gegeben und sollen dann Lasten
heilsen und mit P bezeichnet werden, teils bestehen sie aus den zu
suchenden Widerstiinden C der das Fachwerk stiitzenden Korper. Die
Stiitzpunkte, auch Auflager genannt, kinnen bewegliche oder feste
sein. Ein bewegliches Autlager entsteht, sobald ein Knotenpunkt ge-
zwungen wird, auf einer gegebenen Linie zu bleiben, an der Bewegung
lings dieser Linie aber durch den Zusammenhang mit dem Fachwerke
gehindert wird; der Stiitzenwiderstand wirkt, wenn keine Reibung auf-
tritt, senkrecht zu dieser Bahn, seine Richtung ist gegeben, seine Grolse
wird gesucht.™)

Von dem Widerstande eines festen Auflagers ist hingegen sowohl
die Grifse als auch die Richtung unbekannt, es sind — wie wir bei
der Herleitung der allgemeinen Gesetze voraussetzen wollen — zwei
Seitenkriifte desselben anzugeben.

Die nach festen Richtungen wirkenden Seitenkriifte der Stiitzen-
widerstiinde lassen sich auch als die Spannkriifte in Stiiben deuten,
welche die fraglichen Stiitzpunkte mit aulserhalb des Fachwerks ge-
legenen festen Punkten verbinden und Auflagerstiibe genannt werden.
Einem beweglichen Auflager entspricht ein Auflagerstab, zu einem festen
gehoren zwei Stiibe.

Die Einfiilhrung der Auflagerstiibe gestattet eine sehr kurze Dar-
stellung allgemeiner Untersuchungen; es liegt nur eine Art von Un-
bekannten vor, denn man hat nur noch mit Stabkriften zu tun.

Bedeutet nun n’ die Anzahl der beweglichen Auflager,
n' L , festen 5
- . » Fachwerkstiibe,
so sind n' -+ 2" 4 » Unbekannte zu berechnen und hierzu stehen,
bei k& Knotenpunkten, 2% Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung.

Bezieht man niimlich das Fachwerk auf ein rechtwinkliges Koor-
dinatensystem (z, y) und bezeichnet mit ()., und ¢, die parallel den
Koordinatenachsen gebildeten Seitenkriifte der im Knotenpunkten » an-
greifenden #Hulseren Kraft ), (welche gegebene Last oder unbekannte
Auflagerkraft sein kann), ferner mit S;, S, ... .. S, die Spannkriifte

r

*) Reibungswiderstinde an den beweglichen Auflagern diirfen wir hier aus-
schliefsen. Bei grofsem Reibungskoeffizienten kann ein bewegliches Lager zu
einem festen werden; tritt Bewegung ein, so ist der Reibungswiderstand in be-
stimmter Weise von dem Normaldrucke auf die Auflagerbahn abhiingig: wir
zihlen ihn in diesem Falle zu den Lasten, iiber deren Grifse ja nichts voraus-
gesetzt zu werden hraucht.
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in den von m ausgehenden Stiben und mit oy, @y . . . . . o, die
Neigungswinkel dieser Stiibe gegen die xz-Achse, so ergeben sich die
beiden Gleichgewichtsbedingungen:

»
Qem + =S cos & =0
1

(1) g
Qm + 28 sin a =0,
1

und zwei solcher Gleichungen ersten Grades lassen sich fiir jeden Knoten-
punkt aufstellen.

Ist nun n' + 2n'" 4 » > 2k, so ist es nicht moglich, die Un-
bekannten lediglich mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen zu be-
rechnen, und das Fachwerk heilst ein statisch unbestimmtes.

Ist n' - 2n"" < 2k, so kann im allgemeinen kein Gleich-
gewicht zwischen den Hulseren und inneren Kriiften bestehen; das Fach-
werk ist beweglich. ,

Ist aber » - n' + 2n' = 2k, und besitzt die aus den Koeffi-
zienten der linearen Gleichungen (1) gebildete Determinante I einen
von Null verschiedenen Wert, so lassen sich die unbekannten Stab-
krifte fiir jeden Belastungszustand eindeutig durch die gegebenen
Lasten P ausdriicken. Ein solches Fachwerk heilst ein statisch be-
stimmtes. Die einzelnen Teile eines solchen Fachwerks ktnnen nicht
gegeneinander bewegt werden, weil die Gleichungen (1) aussprechen,
dafs an jedem Knotenpunkte fiir jede Angriffsweise Gleichgewicht
besteht.

Die Untersuchung der Determinante D ist nmstiindlich, aber auch
entbehrlich, da sich die Frage nach der statischen Bestimmtheit stets
schnell und sicher durch den Versuch entscheiden liilst, die unbekannten
Spannkrifte fiir einen ganz allgemeinen Belastungszustand eindeutig zu
bestimmen. Meistens werden hierzu die bekannten Berechnungsver-
fahren ausreichen; fiir verwickeltere Fiille aber moge der folgende, immer
zum Ziele fithrende Weg angegeben werden.

Man verwandle das fragliche Fachwerk durch Beseitigung von
Stiiben und Hinzuftigung von ebensoviel neuen Stiben, welche kurz
Ersatzstibe genannt werden sollen, in ein Stabgebilde, dessen statische.
Bestimmtheit und Unbeweglichkeit aulser allem Zweifel steht, und dessen
Spannkriifte und Auflagerwiderstiinde sich auf moglichst einfache Weise
ermitteln lassen. Die Spannkriifte der beseitigten Stiibe bringe man an
dem neuen Fachwerke als #ulsere Kriifte an; sie mogen mit Z,, Z,,
Z., . . .. Z, bezeichnet werden. Hierauf stelle man die Spannkriifte

des neuen Fachwerks als Funktionen der gegebenen Lasten P und der
1*
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vorliufig unbekannten Kriifte Z dar. Sie erscheinen, da alle Gleich-
gewichtsbedingungen vom ersten Grade sind, in der linearen Form

(2) Sz@o+@aZa+@be+6aZo+""+©nZny
wobei ©, denjenigen Wert bedeutet, welchen © annimmt, sobald siimt~
liche Kriifte Z gleich Null gesetzt werden, sobald also nur die Lasten
P auf das neue Fachwerk einwirken. Weiter bedeutet ©, den Wert
von § fiir den Fall, dals alle Lasten P verschwinden, desgleichen die
Krifte Z,, Z., . . . . Z,, wihrend die beiden Kriifte Z, die Grifse 1
annehmen, eine Belastungsweise, welche wir kurz den Zustand Z, = 1
nennen wollen; und ganz ebenso lassen sich die Ziffern &,, ©,,... &,
als die Spannkriifte fiir die Zustinde Z, =1, Z, =1, ... Z,=1
auffassen. Die Ziffern &,, &,, &,,.... &, sind unabhiingig von den
Lasten P, withrend die Spannkriifte ©, fiir jeden neuen Belastungsfall
von neuem ermittelt werden miissen.

Setzt man schliefslich die Spannkriifte in den Ersatzstiiben gleich
Null, so erhiilt man ebensoviel Gleichungen ersten Grades, als Kriifte 7
vorhanden sind, ist also im stande, die letzteren zu berechnen. Das
Fachwerk ist statisch bestimmt, sobald die Nennerdeterminante jener
Gleichungen einen von Null verschiedenen Wert besitat.

Werden also die Spannkriifte in den Ersatzstiben mit Y', ¥”,
Y”, ... Y™ bezeichnet, so lauten die Bedingungen zur Berechnung
der Spannkriifte Z:

Y=Y, + Y Z2,+Y %+ Y 2 +.... + Y/ Z,=0
@) Y =Y 4+ Y2+ 5 5+Y2,+... +Y,"Z, =0
Yr=vyr+yizZ,+Y¥rZ,+YrZ,+ ...+ ¥YnZ,=0.
Das Fachwerk ist statisch bestimmt sobald
bt ARE car i
Yo L O SRR
(4) D = W E T, o, S 1 18
bl 940l £ STV

Die Verwandlung eines Fachwerks in ein anderes, leicht zu be-
rechnendes, bietet selbst in den verwickeltesten Fiillen nicht die gering-
sten Schwierigkeiten. Es sei beispielsweise die Aufgabe gestellt, die
Spannkriifte eines Fachwerks lediglich durch wiederholte Lisung der
Aufgabe zu bestimmen, eine gegebene Kraft nach zwei Richtungen zu
zerlegen. Hs diirfen dann an einem Knotenpunkte nur zwei unbe-
kannte Stabkriifte vorkommen; ihre Werte erhiilt man, indem man die
Mittelkraft der am Knotenpunkte angreifenden bekannten Kriifte nach
den Richtungen der beiden Unbekannten zerlegt. Ist es nun nicht
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miglich, so von Knotenpunkt zu Knotenpunkt zu gehen, dals man an
jedem Knotenpunkte immer nur zwei unbekannten Stabkriiften begegnet,
o beseitige man die tiberziihligen Stiibe und rechne ihre Spannkriifte Z
zuniichst zu den gegebenen Lasten. Man wird dann auch auf Knoten-
punkte stofsen, an denen Stiibe fehlen, weil ja das Fachwerk nur die
erforderliche Stabzahl besitzt — was gleich zu Beginn der Unter-
suchung festgestellt worden ist. An diesen Knotenpunkten werden nun
die Ersatzstiibe angebracht. Dabei ist es keineswegs mnotwendig, die
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Fig. 2.

Ersatzstiibe zwischen zwei Knotenpunkten einzuziehen. Diese Stiibe
diirfen auch nach aufserhalb des Fachwerks liegenden festen Punkten
gefithrt werden; ihre Richtungen werden so gewiihlt, dals mglichst ein-
fache und {iibersichtliche Rechnungen und Kriftezerlegungen entstehen.

Die folgenden Beispiele werden gentigen, das beschriebene allge-
meine Verfahren zu erliutern.
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1. Beispiel. An der in Fig. 2 dargestellten Fachwerkscheibe
mogen sich gegebene iHulsere Kriifte das Gleichgewicht halten. Es soll
der Weg zur Bestimmung der Spannkriifte angegeben werden. Da
die #ulseren Kriifte im Gleichgewicht sein sollen, so diirfen sie nicht
willkiirlich angenommen werden; sie miissen vielmehr drei Gleichge-
wichtsbedingungen erfiillen. Von den 2/ Gleichgewichtsbedingungen
zwischen den #ulseren und inneren Kriiften des Fachwerks stehen also
zur Berechnung der Spannkriifte nur noch 2% -— 3 voneinander unab-
hiingige Gleichungen zur Verfiigung; die Scheibe muls also 2k — 3
Stiibe, und nicht mehr Stiibe, enthalten. Diese Bedingung ist erfiillt;
es ist & =25, und die Stabzahl betriigt 47 = 2 - 25 — 3.

An keinem Knotenpunkte kommen weniger als drei Stiibe vor.
Beginnen wir beim Knotenpunkte @ und setzen wir die Spannkraft Z,
des Stabes ab als bekannt voraus, so sind wir imstande, der Reihe
nach an den Knotenpunkten b, ¢, d, ¢ die Spannkriifte in ‘den Stében
1, 2, 3, 4, . . . bis 10 zu bestimmen, denn wir begegnen an jedem
dieser Knotenpunkte immer nur zwei Unbekannten. An welcher Stelle
der zu Z, gehtrige Ersatzstab eingezogen wird, lassen wir noch un-
entschieden. Wir gehen nun  -zum Knotenpunkte f, ftihren den Stab
fm als Stab Z, ein, ermitteln die Spannkriifte in den Stiiben 11, 12,
13 und 14, wihlen am Knotenpunkte 2 den Stab hi zum Stabe b
bestimmen hierauf 15, 16, 17, 18, u. s. w. bis 42 und gelangen
so zum Knotenpunkte w, wo zum ersten Male ein Stab fehlt, denn es
ist dort nur die Spannkraft des Stabes 43 unbekannt, wihrend zwei
Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung stehen. Hier wird also der
erste Ersatzstab erforderlich. Im vorliegenden Falle sind nur noch die
wenigen Knotenpunkte w, x, y, z iibrig geblieben; sie sind nur durch
zwei Stiibe wz und xy mit unbekannten
Spannkriiften verbunden wund lassen sich
durch drei Stibe Y', Y”, ¥ zu einem
statisch bestimmten Fachwerke der einfach-
sten Art vereinigen. Damit sind die den
drei Stiiben Z,, 7,, Z, entsprechenden Er-
satzstibe gefunden. Man erkennt, dals das
neue Fachwerk, in welches das gegebene
Fachwerk verwandelt worden ist, aus einem

Fig. 8. Dreiecksystem wayz besteht, an welches
die tibrigen Knotenpunkte in der Reihen-
follre by 8, 85 ik, ¢, b, a zweistiibig angeschlossen sind. Dals

dieses Verfahren selbst in den schwierigsten Fillen zum Ziele fiihrt,
bedarf keines weiteren Beweises.
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In Fig. 3 haben wir noch den Fall dargestellt, wo der am Knoten-
punkte w erforderliche erste Ersatzstab Y " in einem beliebigen festen
Punkte w’ endigt. Von den in w angreifenden Stabkriiften S ist nur
noch S, unbekannt. Es empfiehlt sich, dem Stabe Y’ die Richtung
einer der bekannten Kriifte zu geben; wir wiihlten in Fig. 8 die
Richtung von Sj;. Das Kriiftepolygon liefert damnn die beiden Werte
845 und ¥’ — Sy;. Dieser Vorgang lilst sich auch in folgender Weise
beschreiben. Man liifst den Stab ww’ weg und betrachtet dafiir aulser
S,; moch eine der beiden bereits bekannten Stabkrifte als Unbekannte,
beispielsweise S;,. Den fiir S;; gewonnenen Wert setzt man nun dem-
jenigen gleich, .den das Kriiftepolygon des Knotenpunktes s fiir Sy, ge-
liefert hat. Die auf diese Weise erhaltene Gleichung zur Berechnung
der Z-Kriifte stimmt natiirlich genau mit der Bedingung Y = 0
iiberein. Ich muls dies hervorheben, weil vor kurzem diese zweite
Darstellungsweise eines und desselben Vorganges zu einem neuen Ver-
fahren erhoben und sogar gegen mein allgemeines Ersatzstabverfahren
ausgespielt worden ist,*) trotzdem ich bereits im Jahrgange 1891
des Zentralblatts der Bauverwaltung (Seite 440, Abb. 20 u. 21) den
nach einem festen Punkte gehenden, beliebig gerichteten Ersatzstab
eingefithrt und auch das zweckmiilsige des Zusammenfallens seiner Rich-
tung mit der Richtung eines wirklich vorhandenen Stabes durch ein
Beispiel erliutert habe.

Ich will noch zwei andere Losungen mitteilen.

Erstens: Man ersetzt die gegebene Kraft P, durch die unbekannte
Kraft Y, ermittelt nun mit Hilfe des Kriiftepolygons die beiden Un-
bekannten Y’ und S,,; und stellt dann zur Berechnung der Z-Kriifte
die Gleichung auf

Vel
und ebenso verfiihrt man an den Knotenpunkten z und 4.*¥)

Zweitens: Am Knotenpunkte w ist nur noch die eine Stabkraft
S,3 unbekannt, wihrend zwei Gleichgewichtsbedingungen erfiillt werden
miissen; die eine Gleichgewichtsbedingung steht also zur Berechnung
der Krifte Z zur Verfligung. Wir wollen diese Aufgabe analytisch
lésen und setzen, um S, zu finden, die Summe der Projektionen der
in w angreifenden Krifte auf eine Gerade, die rechtwinklig zu Sy
oder S,, ist, gleich Null. Mit den in die Figur 4a eingetragenen
Winkelbezeichnungen finden wir

Sy sina—+ P, sin B
Sy = . =
sin 7y
) Zentralblatt der Bauverwaltung 1902, Seite 634.

*#) Nach dieser Lesart habe ich im Zentralblatt der Bauverwaltung 1902
auf Seite 62 ein Beispiel behandelt.
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Jetzt setzen wir die Summe der Projektionen der Kriifte auf eine
zu Sy; oder Sy3 rechtwinklige Gerade gleich Null. Mit den in Fig. 4b
angegebenen Bezeichnungen erhalten wir die Gleichung

Sy 5 sin @ - 8, sin T = P, sin Y,
in der nur noch die Unbekannten Z,, Z,, Z, vorkommen. Ganz ebenso
verfahren wir am Knotenpunkte . Nach Bestimmung von S,, mit
Hilfe der einen Gleichgewichtsbedingung steht die zweite Bedingung
wieder zur Berechnung der Unbekannten Z zur Verfiigung. Da nun-
mehr alle Stabkriifte als Funktionen der P und Z dargestellt worden
sind, so braucht man nur noch eine dritte Gleichung zur Bestimmung
der Kriifte Z. Man hat die Wahl unter den vier Gleichgewichtsbe-
dingungen der beiden Knotenpunkte y und 2. Drei Gleichgewichts-
bedingungen bleiben iibrig, was damit zusammenhiingt, dals die #ulseren
Krifte nicht willkiirlich angenommen werden diirfen, sondern die drei

Fig. 4a und 4b,

allgemeinen Gleichgewichtshedingungen erfiillen miissen, denen jedes
ebene Kriiftesystem, das an einer starren Scheibe angreift, zu gentigen
hat. Die tibrig bleibenden Gleichgewichtsbedingungen kénnen nun zur
Priifung der Richtigkeit der Zahlenrechnung benutzt werden; sie ent-
sprechen den bekannten Zeichnungsproben, welche beim Auftragen der
Kriiftepolygone fiir die Knotenpunkte eines Fachwerks stets zur Ver-
fiigung stehen, sobald siimtliche iiulseren Kriifte gegeben sind.

Ob man sich nun besser dafiir entscheidet, Ersatzstiibe zwischen
Knotenpunkte des Fachwerks einzuziehen oder einen der zuletzt be-
schriebenen Wege zu gehen, hiingt von der Natur der zu lésenden
Aufgabe ab. Jedenfalls ist die Binfligung von Ersatzstiben, die zwi-
schen Fachwerksknotenpunkten eingezogen werden oder nach aulserhalb
des Fachwerks liegenden festen Punkten fiihren und deren Spannkriifte
an jeder beliebigen Stelle des Rechnungsganges gleich Null gesetzt
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werden diirfen, die allgemeinste der hier vorgefiihrten Darstellungs-
weisen; aus ihr folgt jede andere Darstellung durch Spezialisierung.
Hervorzuheben ist noch, dafs jede Aufgabe — je mach der Wahl
der Z-Stiilbe — verschiedene Losungen zulifst, und dals man vor der
Auftragung von Kuiifteplinen und Ausfiihrung von Rechnungen ver-
schiedene Wege miteinander vergleichen wird, um mit einer mdoglichst
kleinen Anzahl von Z-Stiiben auszukommen, es sei denn, dals symme-
trisch gebaute Fachwerke vorliegen, bei denen es sich dann meistens

empfiehlt, die aus der Regelmiifsigkeit sich ergebenden Vereinfachungen
tunlichst auszunutzen und dafiir lieber eine grij(sere Anzahl von Z-Stiiben
in den Kauf zu nehmen. Wir machen schon an dieser Stelle auf die
in dem Abschnitte tiber das riiumliche Fachwerk vorgefiihrten Aufgaben
aufmerksam, denn fiir den Raum ist unser Verfahren von besonderer
Bedeutung.
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2. Beispiel. An ein aus fiinf Stiiben bestehendes Fiinfeck 1, 2,

3, 4, b, Fig. 5, seien weitere Knotenpunkte 6, 7, 8, . . . m . . . n
durch je zwei Stiibe in der Weise angeschlossen, dals 6 verbunden wnd
mit 5 und 2, 7 mit 6 und 8, . . . # mit (n — 1) und (n — 4). Es

entsteht auf diese Weise ein Fachwerk, das nicht steif ist, sondern zwei
Bewegungsfreiheiten besitzt, das aber im allgemeinen in ein steifes
Fachwerk iibergeht, sobald zwei Stiibe hinzugeftigt werden. Das nahe-
liegendste wiire nun, das Fiinfeck zu versteifen, beispielsweise durch
die Diagonalen ¥’ und Y. Die Versteifung mdge aber in der
Weise erfolgen, dals irgend ein Knotenpunkt m mit dem Knotenpunkte 2
durch einen Stab 7, verbunden wird und der Knotenpunkt » mit 1
durch einen Stab Z,. Durch diese Beschreibung der Erzeugung des
Fachwerks ist zugleich der Gang der Berechnung gegeben.

Wiire die Bildungsweise dieses Fachwerks nicht bekannt, so wiirde
der im ersten Beispiele eingeschlagene Weg zu dem folgenden Rechnungs-
gange fiihren. Man beginnt bei irgend einem dreistiibigen Knoten-
punkt. Entscheidet man sich fiir einen der vier aulsen liegenden Knoten-
punkte #, n—1, n—2, n — 3, und wiihlt irgend einen der an diesen
Punkten angreifenden Stiibe zum Stabe Z,, so ist man imstande, die
ibrigen an den vier Knotenpunkten angreifenden Stiibe zu berechnen
und begegnet auch an den Punkten n—4, n—5, . . . . . (m 1)
immer nur zwei Unbekannten. Erst bei m ist die Einftthrung eines
szweiten Z-Stabes erforderlich; von hier ab treten nie mehr als zwei
Unbekannte auf; man gelangt schlielslich zu einem Knotenpunkte, an
dem ein Stab fehlt und wird auf diese Weise zur Versteifung des in-
neren Fiinfecks durch zwei Stiibe, die auch nach festen Punkten aulser-
halb des Fachwerks fithren diirfen, hingeleitet. Geht man von einem
der dreistiibigen Knotenpunkte 1, 3, 4 aus, so wird man auf einem
dhnlichen Wege zur Versteifung des #iulseren Fiinfecks gefiibrt.

Die als zweites Beispiel behandelte Aufgabe lilst sich verallge-
meinern. Schlielst man an ein irgendwie gestiitztes ebenes Fachwerk (F),
welches » Bewegungsfreiheiten besitzt, weitere Knotenpunkte zweistiibig
an, so entsteht ein Stabgebilde, welches durch Hinzufigung von »
Stiben Z steif gemacht werden kann. Um dieses steife Fachwerk zu
berechnen, fithre man die zur Versteifung des Fachwerks (/') erforder-
lichen » Ersatzstiibe ¥ ein. Die Zahl » ist hierbei die grdlste Anzahl
der zur Berechnung der Z aufzustellenden Gleichungen ¥ = 0. BEs
kann aber auch vorkommen, dali man mit weniger als » Gleichungen
auskommt, da durch die Einfiigung der Z-Stiibe ein Fachwerk entstehen
kann, das sich aus einer Stabverbindung mit ¢ Bewegungsfreiheiten
herleiten lilst, wo ¢ < ist. Liegt z. B. bei dem oben aus dem
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Piinfeck abgeleiteten Fachwerk der Sonderfall m = 8 und »n = 11 vor,
Fig. 6, so braucht man nur einen einzigen Ersatzstab Y einzufiihren.
3. Beispiel. Es soll
der in Fig. 7 dargestellte
trapeztérmige Balken, des-
sen Piillungsstibe ein vier-
faches, durch drei Stinder
versteiftes Netzwerk bilden,
untersucht - werden.
Beseitigt man die bei-
den Stiinder in'der Niihe
der Stiitzen und zieht da- '
‘tir die Ersatzstibe ¥’ und
Y” ein, so entsteht ein
Fachwerk, dessen Spann-
kriifte sich leicht ftir jeden
Belastungszustand berech- Fig. 6.
nen lassen, weil sich seine :
Knotenpunkte der Reihe nach zweistiibig an die in der Fig. 8 durch
Schraffierung hervorgehobene statisch bestimmte Scheibe angliedern lassen.
Damit ist auch bewiesen, dals das Fachwerk die erforderliche und aus-
reichende Stabzahl besitzt.

Fig. 7 und 8.

Wir wollen dieses Beispiel etwas weiter durchfithren und die De-
terminante

Ya, Yb’

]) L ] Ya/; Yb” J




welche iiber die statische Bestimmtheit entscheidet, untersuchen. Die
Anzahl der Felder sei gleich grols, die Streben mdgen alle mit der
Wagerechten denselben Neigungswinkel ¢ bilden.

Y, und ¥,” entsprechen dem Zustande Z, =1, und Y;, V}”
dem Zustande Z, = 1. Da das Fachwerk symmetrisch ist, so geniigt
es, den einen dieser beiden Zustiinde zu untersuchen.

| |
: |
I

|
! i
I}
ke ey o
Fig. 9.

Fig. 9 stellt den Belastungszustand Z, = 1 dar. Die spannungs-
losen Fiillungsstiibe sind fortgelassen worden; in den iibrigen Fiillungs-

stiben entstehen Spannkriifte p. oder 2p., wo
G
0
o4

p=t
0
v
d

- 2sincp_

Fig. 10.

ist. Die mit 2 beanspruchten Stéibe sind durch gestrichelte Linien
hervorgehoben worden. Der Triigerteil rechts von der schraffierten
Scheibe ist spannungslos. Der Abstand der seitlichen Vertikalen von
der Mitte sei gleich #nh. In Fig. 7 ist n = 7. Fiir diesen Fall und
ebenso fiir » =38, n =11, 15, 19, . . . . zeigt Fig. 10a den Be-
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lastungszustand der steifen Scheibe in der Mitte des Balkens. Es greifen
an dieser Scheibe drei Streben an, deren Spannkriifte ., @, 2 sind.
Damit Gleichgewicht besteht, mufs die obere Gurtung auf die Scheibe
einen Druck v = 1 -cotg @ ausiiben.™) In den Ersatzstiben entsteht

Ya’=09 Yb’—'_—'—l.
Daraus folgt nun fiir den Zustand Z, =1
)7,,” S 1, Y;,H L O,
mithin ;
0o —1
=] == — 1.
b — 1 0

Das Fachwerk ist also brauchbar.
Fig. 10b gibt den Belastungszustand der Scheibe fir n=2, 6,
1O, 14, .7 e egVtvird
Ya,: 1 Yb,: 1, Ya”: 1, Yb” =1

bt 2 |
D :‘ { L: 0
und das Fachwerk erweist sich als unbrauchbar.
Fig. 10¢ gilt fir n=1, 5, 9, 13, . . . .. und liefert
P N =0, Y, =0, T == —1
—1 0
s st g LT = 1.

Das Fachwerk ist brauchbar.
Fig. 10d entspricht den Fillen n =4, 8, 12, 16, . . . . und

liefert ; o
¥ = a0 (A7 G0 Fpr=—="0
D = 0.

Das Fachwerk ist wieder unbrauchbar.

Unsere Untersuchung beweist, dals » eine ungrade Zahl sein
muls, wenn das Fachwerk ein statisch bestimmtes sein soll.

2) Dem im vorstehenden entwickelten Verfahren des Verfassers moge nun
das von Henneberg in seinem Buche Statik der starren Systeme, Leipzig
1886, angegebene Verfahren, das ebenfalls stets zum Ziele fiihrt, gegeniiber-
gestellt werden. Es gilt zunichst nur fiir freie, d. h. ungestiitzte Fachwerke, an
denen sich gegebene dulsere Krifte das Gleichgewicht halten, lifst sich aber ohne
weiteres auch auf irgendwie gestiitzte Fachwerke ausdehnen. Man hat nur notig,
die Stiitzpunkte durch Stibe mit aufserhalb des Fachwerks liegenden festen Punkten
zu verbinden und diese festen Punkte zu Knotenpunkten eines die Gesamtheit
aller Widerlager vorstellenden statisch bestimmten Fachwerks zu machen. Auf
diese Weise bildet man aus dem Fachwerk und den Widerlagern eine Fachwerk-
scheibe; sie moge % Knotenpunkte und 2% — 8 Stibe enthalten. Besitzt diese

*) Dies Ergebnis liefert auch die Verfolgung der Spannkrifte @, in den
Gurtungen.
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Scheibe dann keinen einzigen einfachen Knotenpunkt,*) so muls sie mindestens
einen zweifachen Knotenpunkt haben, denn liefen in allen Knotenpunkten min-

destens vier Stiibe zusammen, so miifsten wenigstens -4—2]£=2k Stiibe vorhanden

sein. Auf diesen Satz stiitzt sich nun das Verfahren von Henneberg: die
Berechnung jedes freien Fachwerks von n Knotenpunkten auf die
Berechnung eines Fachwerks von » —1 Knotenpunkten zuriick-
zufithren. Wir teilen hier die von Henneberg selbst gegebene Darstellung
seines Verfahrens mit. (Siehe a. a. O. Seite 228.)

»Bs moge ein bestimmtes ebenes Fachwerk von n Knotenpunkten gegeben
sein, welches keinen einfachen Knotenpunkt besitzt. Dann ist jedenfalls ein
zweifacher Knotenpunkt O vorhanden.
Derselbe sei durch Stibe mit den
drei Knotenpunkten 4, B, C ver-
bunden, und zwar seien relative Ver-
schiehungen der beiden Punkte A
und B nach Weglassung des Knoten-
punktes O und der drei Stibe 04,
0B, 0C miglich. Aus dem Fach-
werke von n Knotenpunkten lifst sich
ein einfaches von n—1 Knoten-
punkten herleiten, indem der Knoten-
punkt O und die Stibe 04, 0B, 0C
weggelassen und dafiir ein Stab 4 B
hinzugefiigt wird. Hierbei ist das
Fachwerk von n — 1 Knotenpunkten

b ein (statisch) bestimmtes, sobald das

: Fachwerk von » Knotenpunkten ein

solches ist. Ist umgekehrt das Fachwerk von m — 1 Knotenpunkten ein be-
stimmtes, so ist es auch dasjenige von n Knotenpunkten.**)

Die Krifte, welche auf die einzelnen Knotenpunkte X ¥; des Fachwerks
von n Knotenpunkten wirken, seien P; und speziell Py, P, P, P die Kriifte,
welche auf die Knotenpunkte O, 4, B, C wirken.

Die Kraft P,, welche auf O wirkt, lifst sich auf unendlich viele Arten in
drei Komponenten S,, Sy, Sy zerlegen, welche in den drei Stiben 04, 0B, 0C
liegen. Es seien S, Sy, S; die Komponenten von P, bei einer speziellen Zer-
legung und ferner S,”, S,”, Sy” irgend drei in 04, 0B, OC liegende Krifte,
welche unter sich im Gleichgewichte stehen. Dann sind alle moglichen Zer-
legungen von P, in drei Komponenten in 04, OB, OC in der Form enthalten

S=8+ AS”
S, =28+ AS"
Sy = Sy + 18"

Diese drei Krifte S, S,, S, driicken den Einfluls aus, welchen der Knoten-

punkt O und die Kraft P, auf die Spannungen in den iitbrigen Stiben des Fach-
werks besitzt. Es sei nun der Knotenpunkt O weggenommen, dafiiv ein Stab
A B hinzugefiigt, und so das bestimmte Fachwerk von »n Knotenpunkten auf ein

*) Ein Knotenpunkt heifst ¢-fach, wenn ¢--1 Stibe von ihm ausgehen.

*¥) Hier steht bei Henneberg noch der Zusatz: ,,wenn der Punkt O nicht
auf dem Kegelschnitte 4, § 89 sich befindet*. Auf die Wiedergabe der Gleichung
dieses Kegelschnittes (a. a. O. Seite 219) diirfen wir hier verzichten.
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solches von n — 1 Knotenpunkten reduziert. Sollen dann die Spannungen in den
Stiiben des Fachwerkes von n — 1 Knotenpunkten iibereinstimmen mit den Span-
nungen, die sich in dem Fachwerke von n Knotenpunkten infolge der Krifte
PR B BRI L ergeben, so mufs es moglich sein, den Faktor A so
zu bestimmen, dals, wenn auf die drei Knotenpunkte 4, B, C des Fachwerks
von n — 1 Knotenpunkten die Resultanten P, P, P, von P, und S;, P, und
Sy, Py und Ss, dagegen auf die iibrigen Knotenpunkte die fritheren Krifte P,
P;, . . . wirken, sich in dem Stabe 4B eine Spannung von der Gréifse Null
ergibt. s seien nun gefunden:

1) Die Spannungen in den Stiiben des Fachwerks von n — 1 Knotenpunkten,
wenn auf die drei Knotenpunkte 4, B, C die Resultanten von P, und S,’, von
P, und Sy, von Py und S, und auf die iibrigen Knotenpunkte die Kriifte Py,
Py, . . .. wirkens « In einem Stabe ; moge sich die Spannung Si’ und speziell
in dem Stabe 4B die Spannung S,," ergeben.

2) Die Spannungen in den Stiben des Fachwerkes von n — 1 Knoten-
punkten, wenn auf die drei Knotenpunkte 4, B, C die drei im Gleichgewichte
stehenden Krifte S§,”, S,”, S und auf die iibrigen Knotenpunkte gar keine
Kyiifte wirken. Hierbei moge sich in dem Stabe Iy eine Spannung Sy und
speziell in dem Stabe A B eine Spannung S;,” ergeben haben. Es stellt dann

S = S’ + ASa”
die Spannung im Stabe Zz und speziell

Sip = Sty + ASy”
die Spannung in dem Stabe 4 B fiir jeden Wert von i dar, wenn auf die Knoten-
punkte des Fachwerks von n — 1 Knotenpunkten die Kuiifte P, B’, B, P,
P;, . .. witken. Die gestellte Aufgabe ist gelost, sobald es méglich ist, A so
zu bestimmen, dafs die Spannung S;, in dem Stabe 4 B gleich Null ist, dals also:

1) Syp” A8y = 0.

Dann stellt bei Einsetzung dieses Wertes Sy die Spannung in dem Stabe
ls. des Fachwerks von s Knotenpunkten dar, wenn auf die Knotenpunkte die
gegebenen Kriifte Py, P, Py, Py, P, . . . . wirken.

Damit das Fachwerk von n Knotenpunkten ein statisch bestimmtes ist, muls
das Fachwerk von z — 1 Knotenpunkten ein solches sein; dann lilst sich die
Bestimmung der Spannungen Si” und Sp” stets durchfithren, und zwar ergibt
sich nur eine Lisung fiir dieselben.

Ist das Fachwerk von (n — 1) Knotenpunkten ein statisch bestimmtes, so
kinnen zwei Fille eintreten:

1) Es ist §,5” 20: BEs gibt nur einen ganz bestimmten und endlichen Wert
von A, welcher der Gleichung:

81y’ + 218" =0
geniigt. Das Fachwerk von » Knotenpunkten ist ebenfalls statisch bestimmt.
2) Bs ist S;3"=0. Die Gleichung I reduziert sich auf
Sy 2’ =0 ]

Bs folgt hieraus, dals die Kriifte F;, die auf die Knotenpunkte wirken, nicht
heliebig angenommen werden diirfen, wenn eine Losung des Problems iiberhaupt
existieren soll. Sind die Kriifte P; der Bedingung gemiils angenommen, dals
S, == 0 wird, so ist die Gleichung I fiir jeden endlichen Wenrt von A erfiillt.
Es sind unendlich viele Losungen vorhanden. Das Fachwerk von # Knotenpunkten
ist ein statisch unbestimmtes.**)

Soweit die Darstellung Hennebergs. — Den grofsen Unterschied zwischen

*) s folgt nun eine Untersuchung iiber das Eintreten dieses singuliiren Falles,
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seinem Verfahren und dem vorhin gezeigten Wege wird man sofort erkennen,
wenn man die vorgefithrten drei Beispiele nach der Hennebergschen Methode
behandelt.

Das in Fig. 2 abgebildete Fachwerk besitzt 12 dreistibige Knotenpunkte:
a, b, e, d, e, i, 1, n, t, u, vy w. Man hat die Auswahl unter den 36 Ersatz-

stiben — und nur unter diesen 86 Stiben —
oe eb bo | ok kem mo
ah he ca : oz zh ho
bm md ab \ zy ys sz
ck ky ge \ xz 2r re
af fk ka 1 wz zq qw
yh hl ky \ xs s va.

Hat man sich fiir den Knotenpunkt @ und den Stab oe entschieden, so ist
man imstande, zwei Systeme von Spannkriiften S,” und S,” fiir die in den
Knotenpunkten a, b, ¢, d angreifenden Stiibe zu bestimmen und steht dann wieder
vor einem Fachwerk, das keinen zweistiibigen Knotenpunkt. wohl aber 9 drei-
stiibige Knotenpunkte: e, g, 4, I, n, t, u, v, w besitzt. Die Auswahl unter den
zur Verfiigung stehenden 18 Ersatzstiben muls offenbar so getroffen werden, dals
die Systeme der Spannkriifte S/, S,” und die neu hinzutretenden Systeme Sy,
Sy’ fiir moglichst viele Knotenpunkte bestimmt werden konnen. Wir iiberlassen
es dem Leser, selbst herauszuprobieren, welcher Weg nun einzuschlagen ist, damit
moglichst wenig Systeme von Spannungen (Su’y i), (Syy "), (8o 8) .. ...
erforderlich werden.

3) Wir kniipfen noch einige Betrachtungen an den Fall, dals die
Nennerdeterminate D der Gleichungen ¥ =0, ¥ =0, ¥ =0, ....
den Wert Null hat. Die Spanukriifte Z,, Z,, Z, . . . . Z,, . . Z,
seien auf die Form gebracht Z, == D, : D.

Ist D=0, so ist ein Gleichgewichtszustand, herbeigefiihrt durch
endliche Spannkrifte nur moglich, wenn die iulseren Kriifte den
Bedingungen

D=0, Dyz= 040 vou o= i s ldwe=0
geniigen; die Spannkriifte erscheinen zuniichst in der unbestimmten
Form 0:0 und nehmen nur dann bestimmte Werte an, wenn die
Zihler- und Nennerdeterminanten gemeinschaftliche

P q ¢ P’ ¥ \ :
= Faktoren besitzen, durch deren Verschwinden sie
gleich Null werden. Die an jedes Fachwerk zu

stellende Forderung aber, dals fiir jeden Be-

lastungszustand Gleichgewicht bestehen mufs, wird

1 nicht erfiillt. Bleiben nfimlich im Falle D =0
il : die Determinanten D,D, . . . . endlich, so be-
3 weist dies entweder, daly nach Beseitigung der ein-

Fig. 12. gefiigten Ersatzstiibe Gleichgewicht tiberhaupt nicht

moglich ist, oder dals ein Fachwerk vorliegt, in welchem durch
endliche #ulsere Kriifte unendlich grolse innere Kriifte her-
vorgerufen werden. Der erste Fall liegt beispielsweise vor bei
dem in Fig. 12 dargestellten Fachwerk, welches mittels eines Er-
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satzstabes 1 in das Fachwerk in Fig. 18 verwandelt werden moge.

Bildet man
b’l = @gl + @ﬂl Zu

o1

‘ ©
und setzt S, = 0, so erhilt man Z, = s und wegen S,, = 0 (was

a1

leicht einzusehen ist) Z, = oo. Nimmt man den Ersatzstab heraus,
o ist Gleichgewicht im allgemeinen nicht moglich;
man erkennt auf den ersten Blick, dals das Fach-
werk in Fig. 12 von endlicher Beweglichkeit ist.
Fir gewilse Belastungsfille jedoch besteht Gleich-
gewicht, beispielsweise fiir die in der Figur 12 an-
gegebene Angriffsweise. Ist P ==0, so lassen sich
die Stabkriifte sogar eindeutig berechnen; man er-
hilt fir den Stab ac die Spannkraft S = -+ P, fiir
alle tibrigen Stibe S==0. Tritt P hinzu, so gibt es unendlich viele
Systeme von Kriiften S, die mit den #Hulseren Kriiften im Gleich-

e

Fig. 13.

gewicht sind.
Der zweite Fall — n#imlich das Auftreten unendlich grolser Stab-

kriifte infolge endlicher Lasten — erfordert eine eingehendere Priifung,
die an der Hand einiger leicht zu fiiberschauender Sonderfiille er-
folgen moge.

Wir gehen von dem bekannten statisch bestimmten Dreigelenk-
bogen aus, Fig. 14, nehmen im Scheitel eine lotrechte Last P an und

“bestimmen mittels der Gleichge-
l
wichtsbedingung 12—) — Hf =0

den Horizontalschub
S5

T ;

Nehmen wir f==0 an, Fig. 15, /4 ] Y

so wird H = 00; es liegt dann E«—‘%A%E
ein Fachwerk von unendlich ’ V g
kleiner Beweglichkeit vor,
denn der Punkt B wird in
swei Kreisbogen, deren Mittelpunkte in A4 bezw. C liegen, gefiihrt
und vermag sich innerhalb des beiden Bigen gemeinschaftlichen Elemen-
tes ds frei zu bewegen. Wird die Last P aufgebracht, so besteht zu-

niichst kein Gleichgewicht; hat sich aber B im Sinne von P um
L ds verschoben, so ist die Ruhelage erreicht, und es entsteht dann

Fig. 14. u. 15.

S
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Ganz ihnlich verhilt sich das Fachwerk in Fig. 16. Nach einer
unendlich kleinen Verrtickung der Punkte ¢ und b im Sinne von P
befindet sich das Fachwerk in einer Ruhelage; es

Ll" herrschen aber unendlich grofse Spannkriifte.
g Weitere Beispiele fiir Fachwerke von unendlich
F A f kleiner Beweglichkeit lassen sich aus Fig. 14 mit
Hilfe des von Foppl eingefithrten Begriffs des ima-

[ ;L.\L% giniiren Gelenks herleiten.
2
2

Werden zwei Scheiben bei G drehbar mitein-
ander verbunden, Fig. 17, so nennt man G ein wirk-
Fig. 16. liches Gelenk; in G greifen die entgegengesetzt
gleichen Kriifte D an, mit denen die Scheiben bei

Eintritt einer Belastung aufeinander wirken. Erfolgt die Verbindung
der beiden Scheiben durch zwei Stiibe, Fig. 18, so nennt man den Schnitt-
punkt G der Stabachsen ein imaginiires Gelenk, und die Mittelkraft der

Fig. 17. Fig. 18. Fig. 19.

in den Verbindungsstiben auftretenden Spannkriifte stellt die Kraft D
vor, mit der die eine Scheibe auf die andere wirkt.

Mittels dieser Definition lifst sich das Fachwerk in Fig. 19, dessen
Stéibe b und ¢d an der Kreuzungsstelle B nicht miteinander verbunden
sein mogen, als Dreigelenkbogen mit drei imaginiiren Gelenken deuten.

Wird die Scheibe IIT als das Widerlager betrachtet, so sind A4
und C die Kimpferge-
lenke, B das Scheitel-
gelenk, und in derselben

Fig. 20 dargestellte
Paskalsche Sechseck
Tig. 20. alsDreigelenkbogenauf-
gefalst werden.™) Da A, B, C in einer Geraden liegen, sind beide 3
Fachwerke von unendlich kleiner Beweglichkeit; endliche #uflsere Kriifte ,

*) Ein Sonderfall wurde hereits in Fig. 16 «dargestellt,

Weise kann das in
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vermdgen in ihnen unendlich grofse Spannkrifte hervorzurufen, der
Gleichgewichtszustand tritt aber erst nach einer verschwindend kleinen
Verriickung der Knotenpunkte ein.

Auch das Fachwerk in
Fig. 21 (Bogentriiger mit zwei
festen Auflagern f und einem
beweglichen Auflager b) liilst
sich auf die in Fig. 22 ver-
anschaulichte Weise als Drei-
gelenkbogen  von unendlich
kleiner Beweglichkeit auffassen.

Die Scheibe IV bedeutet das
Widerlager, die Scheibe III spielt die Rolle eines Stabes und bestimmt
zusammen mit dem das Gleitlager ersetzenden Stabe 77 das imaginiire
Kimpfergelenk C. Die in B angreifende Last P, erzeugt nach Ein-
tritt der Ruhelage unendlich grofse Stabkriifte; hingegen besteht fiir
den Belastungsfall in Fig. 21 sofort (d. h. ohne dafls erst eine ver-
schwindend kleine Bewegung erfolgt) Gleich- ¢

gewicht; es gibt aber unendlich viele N

Systeme von Spannkriiften S, welche die
(leichgewichtsbedingungen erfiillen.

Nun ist aber zu beachten, dafls die
ganze vorstehende Untersuchung an
die Annahme starrer Stibe und
Widerlager gekniipft ist — eine Vor-
aussetzung, die in Wirklichkeit nie er-
fullt wird. g,

So werden sich die Lingefi der Stiibe 4B und BC des Fach-
werks in Fig. 15 um endliche Strecken A/ findern, und es wird selbst
im Falle starrer Widerlager ein endlicher nach unten zeigender Pfeil

= V(l —+ Al)? ——7l7rentstehen, wofiir unter Vernachlissigung von A/7?

s 25
=Voiai=1|/ 22
f=7V12ial ll/EF

gesetzt werden darf, wenn S die Spannkraft in AB und BC, F den
Stabquerschnitt und E' die Elastizitiitsziffer bedeutet. Da die Winkel,

i 1
um welche sich die Stibe drehen, sehr klein sind, darf S= H =€—

2f

angenommen ,werden, womit schliefslich
3

o ‘/P~EF
8

2*
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erhalten wird, d. i. ein Wert, der um so grilser wird, je grdlser K,
d. h. je weniger elastisch der Stab ist. Fiir den starren Stab ist
B= 00 nnd H=10o0;

Und ganz in derselben Weise ergeben sich bei den in den Figuren
16, 19, 20, 21 dargestellten Fachwerken fiir jeden Belastungszustand
ganz bestimmte, von den Elastizitiitsziffern £ und den Querschnittsab-
messungen abhiingige Spannkriifte S, so zwar, dals fiir gewisse Be-
lastungsweisen die S unendlich grofs werden, sobald man die £ gleich
unendlich setzt.

Erweisen sich nun auch die fraglichen Fachwerke — bei ge-
niigenden Querschnittsabmessungen — als tragfithig, so wird es sich
doch empfehlen, den oben ausgesprochenen Satz: ,das Fachwerk ist un-
brauchbar, sobald die Determinante D der zur Bestimmung der Stab-
kviifte Z,, Z,, . . . . Z, aufgestellten Gleichgewichtsbedingungen ver-
schwindet“ aufrecht zu erhalten. Ja es ewpfiehlt sich sogar, diesen
Ausspruch dahin zu verschiirfen, dals man das Fachwerk schon als un-
brauchbar bezeichnet, sobald sich die Determinante D der Null sehr
nithert. Denn im Falle eines sehr kleinen D ist es leicht moglich, dals
das Fachwerk infolge geringfiigiger Anderungen der Stablingen und
Verschiebungen der elastischen Widerlager eine Lage durchschreitet,
welcher D = O entspricht. Auch leuchtet ein, dals bei gewissen Fach-
werken, z B. sehr flachen Bogenbriicken, die Vernachlissigung der
Formiinderungen bei Ermittelung der Spannkriifte unzuliissig ist.

4) Wir gehen jetzt zur Untersuchung derjenigen statisch unbe-
stimmten Fachwerke iiber, welche sich durch Beseitigung gewisser
Stiibe und Auflagerkriifte — welche in der Folge tiberziihlig genannt
werden sollen — in ein statisch bestimmtes und ausschlielslich elastischen
Formiinderungen unterworfenes Stabgebilde (das Hauptnetz) verwandeln
lassen. Die Stiibe und Auflagerkrifte des Hauptnetzes heilsen die not-
wendigen Glieder des Fachwerks.

Werden die {iiberziihligen Stiibe entfernt und, damit an dem
Spannungszustande des Fachwerkes nichts getindert werde, die Spann-
kriifte in den weggenommenen Stiiben als #ulsere Kriifte wieder hinzu-
geftigt, so ist es moglich, die Spannkriifte in den notwendigen Stiben
und die notwendigen Auflagerkriifte durch die gegebenen Lasten und
die unbekannten iiberziihligen Stabkriifte und Auflagerkriifte auszu-
driicken. Hierbei konnen sich nur Beziehungen ersten Grades ergeben,
weil in den Gleichgewichtsbedingungen alle Kriifte ausschliefslich in
der ersten Potenz vorkommen. Da es nun weiter freisteht, die tiber-
ziihligen Stabkriifte und Auflagerkriifte als geradlinige Funktionen
anderer, ebenfalls in der ersten Potenz vorkommender Unbekannten
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darzustellen, beispielsweise als Funktionen ihrer Momente, bezogen auf
gegebene Drehpunkte, so darf man behaupten:

Simtliche Spannkrifte S und Auflagerkrdifte C eines statisch

unbestimmten Fachwerks lassen sich stets auf die Form bringen:

" 8==18, -}—S’X'—l—S"X"—}—S"'X'"—{— ......
B e ) g X0 0TI X
SRR X gewisse, statisch nicht bestimmbare Grifsen

bedeuten, wihrend Sy, S', 8" ..., Cy, Gt R
vorstellen, welche von den Unbekannten X unabhingig sind. Ins-
lesondere bedeuten S, und Cy die Spannkrdfte und Auflagerkrifte
des statisch bestimmten Hauptnetzes, in welches das Fachwerk
iibergeht, sobald simtliche Grifsen X verschwinden; sie sind
geradlinige Funktionen der Lasten P, wihrend die eyl

', C"....von den P unabhingig sind.*)

Beispiel. Der in Fig. 28 dargestellte, bei 4, B und € unverschieblich
gelagerte Dachbinder wird statisch hestimmt, sobald der Stab EC, dessen Spann-
kraft =— X sein mige, beseitigt
wird. In den Knotenpunkten E
und € sind die Kriifte X wieder
anzubringen.

Um nun die Spannkraft in
irgend einem Stabe, z. B. in
LN, zu berechnen, werde die
Rittersche Methode ange-
wendet. Bs wird das Fach-
werk durch einen Schnitt, wel-
cher aufser L N nur noch zwei
Stiibe trifft, in zwei Teile zer-
legt. An den Schnittstellen
werden die inneren Kriifte Sy, Sy,
S, der geschnittenen Stibe als
dulsere Kriifte angebracht, und
nun wird fiir die auf den einen
der beiden Fachwerkteile, z. B. den linken, wirkenden #dulseren Krifte die Glei-
chung der statischen Momente aufgestellt, wobei, wenn es sich um die Berechnung
von S, handelt, der Schnittpunkt von S, und S; zum Drehpunkte gewiihlt wird.
Mit den Bezeichnungen in Fig. 23 ergibt sich

Xe — Pya; — Pyay — S;» =0 und hieraus
i R L i LN I
r

r
und in gleicher Weise lassen sich die Kriifte S in siéimtlichen iibrigen not-
wendigen Stiben als geradlinige Funktionen der Lasten P und der Grifse X
darstellen.

*) Die Gleichungen 5 gelten fiir die notwendigen und iiberziihligen Stibe
und Auflagerkrifte, Ist z. B. X” die Spannkraft in einem iiberziihligen Stabe,
g0 entsprechen diesem die Werte: §,=0, §'=0, 8" =1, S =000, 81 W,
und es folgt S = X".




An Stelle von X hiitte man auch das auf den Knotenpunkt B bezogene
Moment: M= Xd dieser Kraft zu derjenigen statisch nicht bestimmbaren
Grofse wihlen kionnen, durch welche die S ausgedriickt werden sollen und
wiirde erhalten haben:

Pa Pa Me
PO . 1+,.," T_+_A7,,.

” dr ~

S1=

5) Fiir die Folge ist es nicht unwichtig, besonders hervorzuheben,
dafs die mit Hilfe der Gleichgewichtshedingungen hergestellten Be-
ziehungen (5) zwischen den S, €, P und X fiir beliebige Werte der
Lasten P und der statisch nicht bestimmbaren Grifsen X giiltig sind,
und dals mithin die teilweise Differentiation von S und C beispiels-
weise nach X' liefert:

08
°oX’

oC

E il

=8 und
Ferner ist zu beachten, dafs S° und C’ diejenigen Werte bedeuten,
welche die Spannkrifte und Auflagerkriifte annehmen, sobald X' == 1
wird, wiihrend séimtliche Lasten P und die iibrigen statisch nicht be-

stimmbaren Grofsen: X7, X7 ..... verschwinden, ein Belastungszu-
stand, welcher kurz der ,Zustand X' = 1“ genannt werden mdige.

Man kann sagen:
Die durch die Ursache X = 1 hervorgerufenen Auflagerkrifte
C" und Spannkrifte S’ sind miteinander im Gleichgewichte.
Ebenso sind die C” im Gleichgewichte mit den S”, die C”
den S u.s. w.

_mit

§ 2.
Die Maxwellsechen Gleichungen zur Berechnung der statisch
nicht bestimmbaren Grifsen X', X7 ....

1. Allgemeine Form der Bedingungen fiir die Grofsen X.
Die Liéingen s der Stibe eines Fachwerks migen um Strecken As zu-
nehmen, und im Zusammenhange hiermit mogen die Knotenpunkte
ihre auf ein beliebiges, festes Koordinatensystem bezogenen Lagen
#ndern, wobei:
Ac = Verschiebung eines Stiitzpunktes im Sinne der in diesem
Punkte angreifenden Auflagerkraft C,*)
§ = Verschiebung des Angriffspunktes irgend einer Last P im
Sinne von P.

#) Ac lilst sich stets als Lingeniinderung eines Auflagerstabes auffassen.
Vergl. Seite 2.
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Beziiglich aller dieser Verschiebungen wird nur vorausgesetzt, dals
sie moglich sind und klein genug, um als verschwindende
Grifsen aufgefalst werden zu diirfen. Es gilt dann der Satz
"von den virtuellen Verriickungen (Prinzip der virtuellen Ge-
schwindigkeiten), welcher aussagt, dals im Falle des Gleichgewichtes
der inneren und iulseren Kriifte die Arbeit der ersteren entgegenge-
setzt gleich derjenigen der letsteren ist, und es folgt die Gleichung:

(6) =P34 SCAc= Z8As,
welche wir die Arbeitsgleichung des Fachwerks nennen wollen, und

welche mit den durch die Gleichungen (5) fir C und S gegebenen
Werten iibergeht in
(1) ZPS+3(C, +CX +C'X"+....)Ac
=3, +8X +8"X" 4+....)As;
sie gilt fiir beliebige Werte der Lasten P und statisch nicht
bestimmbaren Grofsen X, X~
Wir schreiben nun der Grofse X den Wert X' =1 zu, simt-

lichen Lasten P hingegen und den iibrigen statisch nicht bestimmbaren
Grdlsen den Wert Null und erhalten die Beziehung

SC Ac= 358’ As,
und ebenso lifst sich ableiten:

EC’/ Z;: ES” K;

SC"Ac=Z=8"As
Es konnen diese Gleichungen — mit Hinweis auf die Ausdrucksweise
am Schlusse des § 1 — beziehungsweise als die Arbeitsgleichungen fiir
die Zustinde X =1, X" =1, X” =1 u. s. w. bezeichnet werden;
ihre Anzahl stimmt mit derjenigen der Unbekannten X {iiberein, und
sie ermiglichen deshalb die Berechnung der Werte X; man braucht
sie nur auf die wirklichen elastischen Formiinderungen des Fach-
werks, welche nach einem durch die Erfahrung gegebenen Gesetze von
den inneren und #ulseren Kriiften abhiingen und mit Ae, As bezeichnet
werden mogen, anzuwenden,

Es ergeben sich dann die Maxwellschen Gleichungen:*)

20" Ac=238" As

20" Ae=38" As 8)

SC"Ae=38"As

..............

*) Vergl. die Geschichtlichen Anmerkungen im Anhang.
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Sie lassen sich auch mit Beachtung von

o el ol o i oS Aoy "
Pt~ "l ,,:.' ,,,,, f;,—s ”.}i-—S ......
X G e X ¥ Y TR
in der Form schreiben:

°C o8
DB A= 3 ——

b ol s
(9) :gc e oS

BT

in welcher sie sich unmittelbar ergeben, sobald die Gleichung (6) nach
allen unabhiingigen Veriinderlichen X', X . .. .. teilweise differentiiert
wird und hierbei die Verschiebungen &, Ae¢, As, sowie die Lasten P
als Konstanten betrachtet werden, was bei der Willkiirlichkeit dieser

Grofsen gestattet ist. Schliefslich werden die virtuellen Formiinderungen
Es, Ac durch die wirklichen As, Ac ersetat.
Fur die den Zustinden X' =1, X' =1, X”" =1 ... ent
sprechenden virtuellen Arbeiten
DGk B OEA AN Ko i
der Auflagerkriifte werden wir hiiufig die kiirzeren Bezeichnungen

14

b APPSR SR A
anwenden.

2. Die Verschiebungen A$ und Ac¢. Es werde vorausgesetat,
dafs fiir den Stoff, aus dem das Fachwerk hergestellt ist, eine Pro-
portionalitiitsgrenze besteht und die Beanspruchung innerhalb dieser
Grenze liegt, eine Annahme, welche bei den hier ausschlielslich in Be-
tracht kommenden Tragwerken aus Schweilseisen, Flulseisen und Stahl
zuliissig ist.  Sodann wird angenommen, dals das Fachwerk hbei einem
bestimmten Temperaturzustande vor Einwirkung der Belastung spannungs-
los sei (Anfangszustand), und dals sich die Anfangstemperatur eines
Stabes in allen Teilen desselben um den gleichen Betrag ¢ iindere.
Bedeutet dann:

E den Elastizitiitsmodul des Stabmaterials,
F , Inhalt des Stabquerschnittes,
¢, Ausdehnungskoeffizienten fiir t = 1,

so ist erfahrungsgemiils:
Ss
10). Agi== ==
( O) s E F + Ets!

wobei, bezogen auf die Tonne und das Meter als Einheiten, und wenn
t in Celsiusgraden ausgedriickt wird, durchschnittlich gesetzt wer-
den darf:
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fiir Schweilseisen £ =— 20000000, ¢ = 0,0000121, ¢/ = 240
, Flufseisen. K ==21500000, ¢=0,0000118, e B'= 250
» Flufsstahl E =22000000, ¢ = 0,0000124, ¢ £ = 270,

Die Verschiebungen Ac¢ der Stiitzpunkte hiingen von der Form,
der Elastizitiit, der Belastung und der Temperaturiinderung der das
Fachwerk stiitzen-
den Korper ab; sie
lassen sich fast nie
mit Sicherheit an-
geben und werden
meistensgleich Null
gesetzt  oder ge-
schiitzt.  Besitzen
" unbeabsichtigte

Storungen der
Stiitzlage einen .
grofseren Einfluls Fig. 24.
auf den Spannungs- - 3
zustand eines Fachwerks, so darf dieses nur bei sicherer Stiitzung aus-
gefiihrt werden. Beispielsweise sind kontinuierliche Balken und Bogen-
triiger ohne Gelenke bei unsicherem Baugrunde zu verwerfen.

Im Falle starrer und reibungsloser Widerlager lauten die Be-
dingungsgleichungen, denen die statisch nicht bestimmbaren Grofsen X
zu geniigen haben:

(11)  28°As=0; 28 As=10; u. s f.

3. Beispiel zur Erliuterung der allgemeinen Theorie. Der

in Fig. 24 dargestellte Dachbinder sei bei 4 und B fest gelagert und
werde bei £ und F
durch Siulen ge-
stiitzt, welche am
Kopfe und am Fulse
reibungslose Ge-
lenke besitzen.
Alle Verschie-
bungen mdgen auf
das durch 4 und B
gelegte feste Ko- Fig. 25.
ordinatensystem
(z, y) bezogen werden. Nachgeben der Widerlager verursachte eine
Vergrifserung der Stiitzweite / um Al und Senkungen -der Stiitz-
punkte # und F und 8 bezw. 3”. Die Lasten P seien beliebig ge-
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richtet; die senkrechten Seitenkriifte der Stiitzendriicke an den Enden
seien — 4 und = B, die wagerechten = C und == D; die Stiulen iiben
die Gegendriicke X' und X" aus.

Beseitigung der beiden Mittelstiitzen fiihrt zu dem statisch be-
stimmten Hauptnetze, Fig. 25 (Bogen mit 8 Gelenken), dessen Auf-
lagerkrifte 4,, By, Cy, D, und Stabkriifte S, sich leicht berechnen
lassen. (Zeichnen eines Kriifteplanes oder Anwendung der Ritterschen
Methode.)

Werden alle Kriifte P und auch X" = 0 gesetzt, wiihrend X = 1
angenommen wird, so entsteht der in Fig. 26 dargestellte Belastungs-
zustand mit den Auflagerkriiften

d d d

[ = yB=1—"und C=D=1—
A 11 ] un D 12h*)

und den leicht zu berechnenden Spannkriiften S'; wir nennen ibn kurz:
Zustand X = 1. Verschwinden die Kriifte P und X', withrend X" = 1

G
»
»
£ S 2 E
A . PRt 1
4 1 Y
i Fig. 27.

wird, so entsteht der Belastungszustand Fig, 27 (Zustand X" = 1)
mit den Auflagerkriiften RO
” d 5 d d
A =1— B = ey & - it == —_

Iy : it % * ; 2h
und den Spannkriften S”.

*) Folgt aus der Momentgleichung fiir Punkt G:
* . l
Dh=F—-.
& 2
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Tiir das statisch unbestimmte Fachwerk in Fig. 24 ergibt sich nun

’ ’ v " I’ 7 d ’
A=4y—A4X —4 X =4, — (z Xzl
by il 4
BZB"_TX ———-l—X,
(I (T i
{ C_CO—ThJ d—‘)—hX’
D=D"'— LY, X — X” und
2h 2%
_.__,S' —i—év,X —I—S” Y/I

Die Gleichungen zur Berechnung von X" und X” werden durch
Anschreiben der Arbeitsgleichungen fiir die Zustiinde X =1 und
X" =— 1 erhalten. Im ersteren Belastungsfalle (Fig. 26) leistet die

! , d Loduid
Auflagerkraft D’ die virtuelle Arbeit D -Al==1-" 5h Al und die in
E angreifende Kraft 1 leistet, da sich Punkt E und 3" senkt, die
Arbeit (— 1:98'); es ergibt sich daher:

d
poln ;[ — Al=235
1.8+ 57 Al S Ag,
wiihrend fiir den Belastungsfall in Fig. 27 in derselben Weise die Gleichung
d
— 1.y —Al=38"A
1.8 4 5h s
gewonnen wird. D1ﬁckt man As nach Gleichung (10) aus, so folgt:

— ¥ —|— — Al =38 (—@—' -+ sts) und
SS -]—sts)

Wir wollen ¥, ¢ und ¢ fiir siimtliche Stabe konstant annehmen und
die vorstehenden Gleichungen mit einer beliebigen Querschnittsfliiche F,
multiplizieren. Driicken wir dann noch S nach der letzten der Glei-
chungen (I) aus und setzen zur Abkiirzung

’ F¢
& =s—7

by +-AZ—ES"

so erhalten wir:

d
(B F

‘\2n
—_—_'ESOS,S’+Xl2S/s’—{—X"ES'S"s,’
d
LAV L e Sg”
EF°(2h EtF,28 s

Al —¥ )—sEtF“Ss

(ID)

’ 4 4 7’ 1 //2/
=38,8"¢ + X'38'8"s 4+ X"=8"5.
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Die Multiplikation mit #, ist zu empfehlen, sobald, was meistens
der Fall sein wird, mehrere Stiibe des Fachwerks denselben Querschnitt
erhalten; setzt man dann F, gleich der am hiiufigsten vorkommenden

F.,
Querschnittsfliiche, so erhiilt man moglichst viele Verhiltnisse 7: = 1.
Stimmen fiir eine grofsere Anzahl von Stiben sowohl Liinge als Quer-
schnitt {iberein, so kann man F, so annehmen, dals s =s };” durch
eine runde Zahl ausgedriickt wird.

Sollen nun die Gleichungen (II) fiir einen bestimmten Fall der
Anwendung aufgeldst werden, so miissen gewisse Voraussetzungen iiber
die Grofse der Verschiebungen &', 8” und Al gemacht werden. Lehnt
sich der Dachstuhl bei 4 und bei B gegen gemauerte Widerlager, so
wird in der Regel Al/=—=0 angenommen. Weiter wird meistens die
Zusammendriickung des Baugrundes und der Stulen-Fundamente (weil
schwer anzugeben) vernachlissigt, so dals d und 8 gleich sind den
Verkiirzungen der Stulen infolge der Driicke X" und X", vermindert
um die Verlingerungen derselben infolge einer ErhShung der Tempe-
ratur. Ist also

E, = Elastizitiitsmodul des Siiulenmateriales,
¢, = Ausdehnungskoeffizient fiir ¢ = 1°,
Fy = Inhalt des Siulenquerschnittes,
sy = Liinge einer Siiule,
80 ergibt sich
’ X's RV e
b) =7E*0*‘£'(’)"—50 tb‘o und d :*ETF(':) — & tso,
und es gehen die Gleichungen (II) {iber in
Fit[egEsy — e EZS8's] = 28,8's + X’ [
+ X"38°8"s
. Fot[eg Esy — e E28"s] =28,8"s + X" [
+ X'328'8"¢;
sie enthalten jetzt nur noch die Unbekannten X’ und X”.

Die Durchfithrung der Rechnung in Zahlen erfordert natiirlich, dafs
alle Querschnittsinhalte (deren Bestimmung in der Regel das Ziel einer
statischen Berechnung ist) bekannt sind; es miissen also diese Inhalte,
sobald es sich um ein neu zu entwerfendes Fachwerk handelt, zuniichst

abgeschiitzt oder mit Hilfe von angentiherten Rechnungsmethoden er-

mittelt werden.
4. Zahlenbeispiel. KEs ist der Horizontalschub X des in Fig. 28

EF 2
7777757 E ’ /]
B 7, 8 + 29's
EF,
EOFO

2
. + ES"S’]
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dargestellten, bei 4 und B fest gelagerten Bogentriigers zu berechnen.
Stiitzweite 20 m, Feldweite 2 m. Die unteren Knotenpunkte liegen aunf
einer Parabel, deren Pfeil = 2,6 m ist; die obere Gurtung ist gerad-
linig; Hohe der Endvertikale = 3 m. Die Knotenpunktslasten sind = 1 ¢,
bezw. 0,6 t. Die in Fig. 28 an die Stiibe gesetzten Zahlen geben
links von der Mitte die Stablinmgen in em an und rechts von der Mitte
die Inhalte der Querschnitte in qem.

Im Falle X = 0 entsteht ein statisch bestimmter Fachwerkbalken,
dessen Spannkriifte S, mit Hilfe eines Kriifteplanes ermittelt und in
der nachstehenden Tabelle zusammengestellt worden sind. Sodann sind
in Fig. 29 diejenigen Stabkriifte S” eingetragen worden, welche tiitig sind,

lmf'l .wu 200 aaa L 200 * 100 J, nm #0 l 60 l Ty
20,8 0
< % 3 "wg Geg] 508 bn 5 50

2
2
% & naa A 100 70

st

L L

B 200

Fig. 28. u. 29.

sobald in A4 und B zwei auswiirts gerichtete, wagerechte Kriifte,1 auf

das im ftibrigen unbelastet und gewichtslos gedachte Fachwerk wirken.

Aus den Werten S, und S” ergeben sich die Spannkriifte: (I) S=8; — §" X.

Um X zu berechnen, schreiben wir die Arbeitsgleichung fiir den Be-

lastungszustand in Fig. 29 an; sie lautet, wenn sich / um Al ve;éréfggfﬁ
(I) 1.-Al=238As

und geht mit

As=—2—;+sts
iber in
(D e et - 38,

Werden E und ¢ fiir alle Stibe gleich grols angenommen, und wird
die vorstehende Gleichung mit der beliebigen Querschnittsfliche ¥, mul-
tipliziert, so geht sie, mit der Abkiirzung




BRACLIRE ) JAl, 2.

tiber in
EF Al=Z2S8 (S, —S'X)§ + eEF,3t8 s
und liefert

@) x— 3558 +eEFItS's — BRAL

38’5
Die Belastung erzeugt fiir sich allein
28'8,ys
(V) X= ___i;.s_. .
38's

In der folgenden Tabelle sind die den einzelnen Stiilben entsprechen-

2
den Werte S'S,s" und S’s", bei deren Berechnung F, = 100 qem an-
genommen wurde, zusammengestellt worden. Es ergibt sich fiir die
eine Hilfte des in Bezug auf die Mitte symmetrischen Triigers,

S8'8,s =-1982,18, 25’23’ = 224,50,
mithin ist
198278

224,50
S=8,—8,88,
also beispielsweise fiir die erste Diagonale
8 =6,22 — 8,8 0,62 = 0,76 t.

Werden die Knotenpunktslasten 1 t und 0,5 t beziehungsweise durch P
und 0,5 P ersetst, so entsteht X = 8,8 P und dieser Wert bleibt giiltig,
wenn man simtliche Querschnittsflichen mit ein und derselben Zahl
multipliziert, so dafls es bei der Berechnung des durch die Belastung
erzeugten Horizontalschubes H eines zu entwerfenden Fachwerkbogens
nur darauf ankommt, das gegenseitige Verhiiltnis der Querschnittsfliichen
abzuschiitzen.

Der durch eine Erhohung der Temperatur hervorgerufene Horizon-
talschub moge unter der Voraussetzung eines konstanten ¢ berechnet
werden; er ergibt sich nach Gleichung (IV):
cEF 128 s

s8'%
und, wenn fiir Schweilseisen ¢ £/ = 240 (bezogen auf die Tonne und das

Meter) gesetst und ¢ = 40° C. angenommen wird, mit ¥, = 100 qem
= 0,01 qm,

= 8,8t und

o

sl 240-0,01-40 38's
2.224,50

Um den Wert =8’s, welcher sich tiber den ganzen Triiger erstreckt,

schnell zu berechnen, beachte man, dals in der Arbeitsgleichung (II)

unter A/ und As heliebige, aber miigliche und gentigend kleine Ver-

-=0,214 38’s.
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schiebungen verstanden werden diirfen. Solche mdgliche Verschiebungen
entstehen unter anderem, wenn das Fachwerk eine der friiheren Form
ihnliche Form annimmt, wenn sich also s um ©s und / um !/ #ndert,
unter © eine Konstante verstanden. Gleichung (II) geht dann iiber in

wl=038"s;

e . ’ Fc T" ’27 A%
s F ¢ =3s ¥ S S's Sy S 8's
w [200| 40| 5,00 |—0,48| 0,92 | — 4,29 9,22
g 2,00| 60| 8,84 |—1,14| 4,86 | — 11,43 | 43,39
s |200| 8 | 250 |—2,88| 13,57 | — 28,38 | 185,90
& |2,00| 100 | 2,00 |—4,00| 82,00 | — 40,00 | 820,00
& [2,00]100]| 2,00 [—5,00| 50,00 | — 50,00 | 500,00

g [2,19| 120 | 1,88 [-1,10 . 2,21 0 0
E 92,12 | 106 | 2,00 |+ 1,50| 4,50 | + 4,54 | 13,62
© 1906|100 | 2,08 |-+2,21| 10,06 | 4 11,77 53,58
§ |2,02|100 | 2,02 |4887| 22,94 | 4 23,57 | 160,45
S |2,00]| 100 | 2,00 |-+ 5,00| 50,00 | 4 40,05 | 400,50
9,90| 50| 580 |[+0862| 228 | + 6,22 | 22387
£ |244| 50| 488 |4+087| 869 | + 871 | 36,98
5 (2,19 50| 4,88 |+ 1,80| 7,40 | 4 13,08 | 74,19
£ 1209| 50| 4,18 |4 1,74 | 12,66 | |+ 17,42 | 126,70
oo e | e e R ORI 8T | <L 10,80 | #BT]
300| 50| 6,00 |—o0,45| 1,22 | — 5,00 | 13,50
8 |2,10| 50| 4,20 |—0,50| 1,056 | — 6,00 | 12,60
e‘é 1,40| 50| 2,80 |—o0,54| 0,82 | — 6,36 9,62
S 10,907 50| 1,80 |—0,50| 045 | — 6,00 5,40

0,60 50 1,20 |[— 0,25 0,08 == 50 1,05

2
m | gem m 38's’ = 224,50 | 28,8s’ = 1982,18

sie liefert
388 =1,
und es folgt somit:
X=0,214-20 =43 t. 4
Eine durch Nachgeben der Widerlager entstandene Vergrilserung
der Stuitzweite um Al bedingt nach Gleichung (IV) den Horizontalschub



", A - 0,01
X:_Ef,QZ:_ 20000000 Al
ES’S, 2 ¥ 224,5
und beispielsweise fiir Al= 1 cm = 0,01 m:
X=—4,51 _
§ 3.

Verschiebungen der Knotenpunkte eines Fachwerks.
Allgemeine Untersuchungen.

Werden die Knotenpunkte des Fachwerks mit 1, 2, 8...m....n
bezeichnet und die in denselben angreifenden Lasten mit P, P,
Py, ...P,....P,, solautet die in § 2 aufgestellte Arbeitsgleichung (6):

(12) P 3 +Pd +Pyd+ ...+ Pud,+....P5%,

: + 2 CAc = 3 SAs;
sie gilt fiir beliebige mogliche Verschiebungen 3, A¢ und As und fiir
beliebige Werte der Lasten P und liefert unmittelbar die durch be-
stimmte Ac und As hervorgerufene Verschiebung 3,, des Knotenpunktes m
im Sinne von P,, sobald P, bis P,_, und P,,, bis P, gleich Null
gesetzt werden, withrend P, = 1 angenommen wird. Da nun aber
die Gleichung (12) bei statisch unbestimmten Fachwerken auch fiir be-
liebige Werte der statisch micht bestimmbaren Grofsen X giiltig ist,
so wird es sich empfehlen, siimtliche X gleich Null zu setzen, d. h.
man wird, um die durch irgend einen, kurz mit L bezeichneten
Belastungszustand erzeugte Verschiebung 9, z2u berechnen, die
Arbeitsgleichung  fiir das durch P, = 1 belastete, statisch be-
stimmte Haupinete anschreiben und in diese Gleichung die dem
Belastungszustande L entsprechenden Verschiebungen Ac und As
einsetzen.

Hierbei ist es ganz gleichgiiltig, in welcher Weise das statisch
bestimmte Hauptnetz gebildet wird. Dals dies auf verschiedenartige
Weise geschehen kann, geht daraus hervor, dafs bei der Auswahl der
als statisch nicht bestimmbar aufzufassenden Grolsen — innerhalb ge-
wisser Grenzen — nach Willkiir verfahren werden darf.

Auch ist hervorzuheben, dafs bei der Berechnung der Knotenpunkts-
verschiebungen & andere Hauptnetze gebildet werden diirfen, wie bei
der Berechnung der Spannkriifte.

Zahlenbeispiel. Es wird die Senkung d; des Knotenpunktes 3
des in Fig. 80 dargestellten, statisch bestimmten Fachwerktriigers ge-



sucht. Die Knotenpunktlasten sind 8 t und 4 t. Stiitzweite = 12 m,
Trégerhihe = 4 m, Feldweite = 3 m, Linge einer Diagonale = 5 m.
In Fig. 80 sind die Spann-
kriifte S zusammengestellt wor-
den; die ihnen entsprechenden
Anderungen der Stabliingen
sind, wenn die Anfangstempe-
ratur erhalten bleibt,
Ss

AS—*E—‘*I';"
Fig. 31 gibt diejenigen Spann-
kriifte ©, welche entstehen, so-
bald im Knotenpunkte 8 nach
der Richtung der gesuchten
Verschiebung (d. i. also im vor-
liegenden Falle senkrecht) eine
Last 1 angreift. Die Arbeits-
gleichung lautet fiir diesen
Belastungszustand

Fig. 80. u. 81.

1435 = 2@ vAs, :
sie gilt fir beliebige zusammengehdrige Werte d; und As, und liefert
inshesondere die dem Belastungsfalle in Fig. 30 entsprechende Senkung 3,
sobald die fiir diesen Belastungsfall berechneten As eingesetzt werden.

Bei konstantem F folgt:
s &858l . 1 S©9s
By PR e - A
EF ) F

S©8s ;
Die den einzelnen Stiiben entsprechenden Produkte 5 sind in der

Tabelle anf Seite 34 zt.lsa,mmengestellt worden. Man findet

E§ﬁ= 822

und, wenn fiir Schweilseisen £ = 2000 t fiir das qem gesetzt wird,

Beispiel 2. s soll die Senkung d des Scheitels G des in Fig. 24
auf Seite 25 dargestellten Dachbinders ermittelt werden.

Nachdem die statisch nicht bestimmbaren Gréfsen X und X" nach
der in § 2 gegebenen Anleitung berechnet und die Spannkriifte S'= S,
+ 8" X" 4 §” X" ermittelt worden sind, werden die wirklichen Liingen-

inderungen As=—§—s—F— - ets flir simtliche Stiibe, sowie etwaige Ver-

schiebungen der Stitzpunkte festgestellt.

Miiller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslchre.

3



Tabelle zum Zahlenbeispiele auf Seite 32,

Stab s s F & ©5Ss
LT
Or=-1 — 18,75 500 30 — 0,625 143
0—2 + 825 | 800 15 + 0,875 62
1) 2 -+ 8,00 400 10 0 0
1—4 — 10,50 600 20 — 0,750 24
g9 + 8,75 500 10 -+ 0,625 117
2—8 + 825 300 15 + 0,375 62
3—4 -+ 6,25 500 10 -+ 0,625 195
§45 S 300 15 + 0,375 51
4—5 -+ 4,00 400 10 4+ 0 0
4—6 = 11,26 500 30 - 0,625 117
g —0 ) 300 15 -+ 0,875 bl
} Tonnen cm gem Tonnen | = §FS~8- =822

: Hierauf wird das statisch bestimmte Hauptnetz (Fig. 32) mit der
- in @ angreifenden Kraft 1 belastet. Es entstehen die Auflagerkriifte

1 l
] = = = =1 —
A=B 9 und C=D TR

Fig. 82. u. 33.



et Y

sowie gewisse, leicht bestimmbare Spannkriifte ©, und es lautet die
Arbeitsgleichung

" I TR P,
1-d 12hAl SAs,

sie gilt fiir beliebige zusammengehirige & und As. Setzt man also die
wirklichen (dem Belastungszustande in Fig. 24 entsprechenden) Form-
iinderungen A/ und As ein, so erhiilt man auch die wirkliche Senkung 8.

Wird die wagerechte Verschiebung 8" des Punktes G gesucht und
hierbei 8" positiv angenommen, sobald sich G' nach rechts verschiebt,
so ist das statisch bestimmte Hauptnetz mit einer nach rechts gerich-
teten Kraft 1 zu'belasten (Fig. 33). Diese erzeugt die Auflagerkriifte

’ h :
A =R = abwiirts gerichtet*),

’

h ’
B=1. -71—, aufwiirts gerichtet,

‘ / 1
C = D - — | E— y
sowie Spannkriifte &', und es ergibt sich die Arbeitsgleichung

1. — D’ -Al= 3G As, aus welcher
4 1 ’
oNE= f2~Al—]—E@ As

erhalten wird.
Beispiel 8. Gesucht sei die Senkung 9, des Knotenpunktes m

der Mitteloffnung eines kontinuierlichen Fachwerktriigers mit 4 Stiitz-
punkten (Fig. 34).

Nachdem fiir den vorgeschriebenen Belastungsfall die Spannkriifte
S ermittelt worden sind, wird der Teil des Fachwerks, welchem der
Knotenpunkt m angehort, statisch bestimmt gemacht. Dies geschieht
am zweckmiilsigsten durch Beseitigung der beiden Stiibe L N und RT.
Der Trigerteil C;C, ist jetat als ein einfacher Balken aufaufassen
_(Fig. 34); er wird im Punkte m mit der senkrechten Kraft 1 belastet,

b a
und hierauf werden die Auflagerkriifte 1 ~l—und 1 T und die Spannkriifte

© berechnet. Schliefslich wird die Arbeitsgleichung
1.3, =2BGAs
angeschrieben; sie liefert, wenn fiir As die wirklichen Anderungen

*) Es ist B’ gleich aber entgegengesetzt A’, damit die senkrechten Krifte

im  Gleichgewichte sind. Sodann verlangt das Gleichgewicht gegen Drehen:
!

h A ’ ’
A'l=1.h, woraus 4’ =1 Wit Schliefslich folgt €' = 4" cotg a= o
:% und ebenso D'_—_-»;—, weil die Mittelkraft K, aus 4” und C’, desgl. K,

aus B’ und D’ durch den Punkt G gehen muls.
3*
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der Stabliingen gesetzt werden, die wirkliche senkrechte Verschiebung
des Punktes m gegen die fest gedachte Gerade C;C,. Senken sich die

R, T /
VA :
[—.V

WAVAVAVAVATAY,
B

i
g

1 N

Fig. 84a, b, c.
Stiitzpunkte C; und]C, bezw. um & und d”, so ist zu §, noch der
durch die Fig. 34 nachgewiesene Betrag
r” a

70
N =3 T+5 o

hinzuzuftigen.
§ 4.
Die Biegungspolygone fiir ebene Fachwerktriiger.

1) Triigt man die (nach unten positiv gezihlten) senkrechten Ver-
EOhIEDUNTEN .« o Opueait'yaDots st et low ush 3o der Knotenpunkte . ...m— 1,
mom—+1..... einer Gurtung 4 B eines in einer lotrechten Ebene
gedachten Fachwerks von einer wagerechten 4B’ aus als Ordinaten
auf und verbindet die Endpunkte derselben durch gerade Linien, so
erhiilt man das der gegebenen Belastung entsprechende Biegungs-
polygon der Gurtung AB (Fig. 85b). Es lifst sich bestimmen,
sobald die Liingeniinderungen der Gurtstibe und die Anderungen der
von je zwei aufeinander folgenden Gurtstiiben gebildeten Winkel, welche
wir kurz die Randwinkel nennen und = < setzen wollen, bekannt sind.

Die Fliche zwischen dem Biegungspolygone und der zugehtrigen
Abscissenachse moge die Biegungsfliiche der Gurtung heilsen.

- Wir betrachten zuerst das
Biegungspolygon einer unteren Gurtung, bezeichnen

mit s, und s,,, die Lingen der einem Knotenpunkte » benach-
barten Gurtstiibe,

Y., und ¥,, 4, die von der Wagerechten durch das linke Stabende
aus nach unten positiv geziihlten Neigungswinkel dieser Stiibe,

”



mit ¢,, und ¢, ,, die senk-
rechten  Projektionen
von 8, und 8,4y,

» A und ), ., die wage-
rechten  Projektionen
¥on' &, ond 8,41,

Bl s A D, o AN dig
/"&nderungen von 8, Y,
¢ und A, und erhalten
Q= 8,00 =T0vy,
Bm+1 — 39, == Acmyqe
Wird die Gleichung

Oy == 84 81N You
differentiiert und hierbei
das Differentialzeichen d
durch das Zeichen A er-
setzt, so folgt:

Aoy == Asg,sin Yy
- 8,, COS Y AYom

und nach Divigion durch 5

\

Ny =18, COR W7

i Lisd Yom Fig. 35a, b, c.
Ae,, Asm At

)\"‘ 'Y"I

und ebenso ergibt sich

Agy, As,,
el S o LS 1 R ¥ MY

)\m+ 1 Sm+1
80 dals
Acm Ac”,+ 1 Asm Asm-{-l
e R bl =iy, — — 5t 1+ A% — ATwas
,,, Mg S Sm1
wird.,

Nun ist aber
O F Y — Yws1 = 180°, mithin AR, + AY, — A,y =0,
und es entsteht, wenn die Ac¢ durch die d ausgedriickt werden:

Bi—Buiy . Bunir—d As,, (¢
>M\m——i” ST _m == p— T ” YRS t m Aa?,,, .
)\m )‘M+l S g'Y 8“+1 g'Y +1
Bezeichnet man zuniichst fiir den Temperaturzustand ¢==0 mit
A m Sm A "
6, = S A, Mary und Gm+1=v+1= S Smt1 g
E,, Sm Fm+1 Sm+ 1

die Spannungen in den Gurtstiben s, und s,., und setzt zur Ab-
kiirzung
m+1

G”I G :
Z 19— =g 29 Tner — A

(18) w,=



so folgt die Gleichung
(14) O — 6"‘_"_1_ i ?."L"\l té'".
)‘m Am 4 |
welche eine einfache Deutung zuliilst.

Wird ein Balken A4’B’ (Fig. 85c) durch senkrechte Lasten
..... P L3 PPy s sntt, swelche, in - Abstindetsd, SRS, KEEE
wirken, beansprucht, so besteht zwischen den Querkriiften @, und @, .,
welche bezw. innerhalb der Strecken ), und A, ., konstant sind, die
Beziehung

— "."I A}

Qm RLlE Qm+] = Pm~
Bedeuten nun ....M, ,, M,, M, ., ....die Biegungsmomente fiir

die durch die Angriffspunkte der Lasten ... .. o ) gl 5o
gelegten Balkenquerschnitte, so ist
1\/1,,, & = 1 Mm_ Mm el Mm
(L)m bl R und Qm +1 = B )
)\m >\m+1

und es folgt:
LI,,, e M,,._ 1 M,,.+1 RaTi Mm
- w1 erl " =P.%
A My 1
Vergleicht man diese Beziehung mit der Gleichung (14), so ist
ersichtlich, dals man das Biegungspolygon einer Fachwerks-
gurtung auffassen darf als das Momentenpolygon eines
Balkens 4'B’, welcher durch Lasten ... Wu_1, Wu Wmigoeoo .
beansprucht wird (Fig. 35b).
Sind insbesondere die Verschiebungen des ersten und des letzten
Knotenpunktes (0 und n) der
Gurtung gleich Null, wie dies
\ in der Fig. 356b vorausgesetzt
worden ist, so ist der Balken
g", A'B’ ein einfacher, d. h. an den
,,,,, . Enden frei aufliegender.

i Handelt es sich um das

(4 v/ E F

i TP
I\ﬂﬂlllﬂ[hﬁ["'mﬂﬂﬂﬂﬂﬁllml Al

e

L

I
Il

il

¥ 4l

Biegungspolygon einer Gurtung
v w N A B, deren Endknotenpunkte sich
. it b um Strecken § und 8 senken

(beispielsweise der Gurtung des
Mittelfeldes eines kontinuierlichen Triigers mit verschieblichen Stiitz-
punkten, Fig. 86), so setze man zuerst 8 und 3" gleich Null, berechne

*) Die Querkraft @ ist hierbei als Mittelkraft der auf das Balkenstiick links
vom betrachteten Querschnitte wirksamen iulseren Kriifte aufgefalst und positiv
angenommen, wenn aufwirts gerichtet. M bedeutet das Moment von @, be-
zogen auf den Schwerpunkt des betrachteten Querschnitts als Drehpunkt, und
wird positiv gesetzt, wenn es rechts drehend ist.



also das den Lasten w entsprechende Momentenpolygon 4" LB’ eines
einfachen Balkens 4°B’ und fiige schliefslich zu den Ordinaten dieses
Polygons die Ordinaten der Geraden A4”B”, welche durch 4’4" = §
und B'B”=19" gegeben ist. Die in der Fig. 36 schraffierte Fliiche
ist die gesuchte Biegungsfliche. Fiir das
Biegungspolygon einer oberen Gurtung ergibt sich, wenn
Br und B, die von -der Wagerechten durch das linke Stabende
aus nach oben positiv gezihlten Neigungswinkel der Gurtstiibe
& und 844
bedeuten (Fig. 35a), in gleicher Weise
A T
o Mgy

wobei
Okt 1 O o,
(15) wy= [4} t.(/b3k+1“"l’gft!/lan:+ AT,
ist. Der durch die Lasten w; beanspruchte Balken A’B’, dessen Mo-
mentenpolygon mit dem gesuchten Biegungspolygone iibereinstimmt, ist,
wie vorhin, als ein an den Enden frei aufliegender anzusehen, sobald
der erste und der letzte Knotenpunkt der betrachteten Gurtung keine
senkrechten Verschiebungen erfahren. Handelt es sich nun beispielsweise
um die obere Gurtung eines Fachwerktriigers mit Endvertikalen (Fig. 35 d),
$0 hat man nach Aufzeichnung des Momentenpolygons A’ CB” fiir den
an den Enden freiliegenden Balken 4'B’, zu den Ordinaten dieses Po-
lygons noch die der Geraden A”B” zu addieren, wobei die Strecken

A"4” und B’B” gleich den Verkiirzungen , bezw. 3, der Endver-

tikalen zu machen sind.
Will man die Senkungen der Knotenpunkte C, D, K, I der oberen

Gurtung einer Mittel6ffnung eines kontinuier-

lichen Balkens bestimmen (Fig. 36), so betrachte k
man das Polygon A CDEFB als obere Gurtung  _
und die Stiitzpunkte 4 und B, deren Ver-
schiebungen stets gegeben sind, bezw. als An-
fangs- und Endknotenpunkt.
Bei einem Fachwerke mit Vertikalen
(Fig. 87) findet man nach Bestimmung des mgmm

Biegungspolygones der unteren Gurtung das-
Jenige der oberen (oder umgekehrt) mit Hilfe der Beziehung
3, — 8, = Ah,
wobei §,, == Senkung des unteren Knotenpunktes m,
d, == Senkung des oberen Knotenpunktes F,
A h= Verliingerung der die beiden Punkte m und % verbinden-

den Vertikale.
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Berechnung der AT,,. Wir beschriinken uns in diesem Buche
auf die Behandlung des Falles, in welchem das
Fachwerk durch Aneinanderfigung von Drei-
ecken erzeugt werden kann. Es setst sich dann
jeder Winkel = aus einzelnen Dreieckswinkeln
zusammen, und es geniigt, die Berechnung der
Anderung eines solchen zu zeigen.

Sind a,, ay, a; die Seiten eines Dreiecks und
o, &y, g die ihnen gegeniiberliegenden Winkel,
und bedeutet ~ das Lot von 4 auf a,, so folgt:

ay; == @y COS Oy - @ COS O

und hieraus durch Differentiieren:
Aa; = Aay cos oty — ay sin a3 Aotg + Aag cos oy — ag sin oy Aty

Fig. 38.

A A
= :2 “ @y €OS 0ty - aasr-a5 cos g — h (Aag - Aay).
2 3
Nun ist aber o, - oy 4 oty = 180° also Aot; + Ay + Aoty = 0
und ‘Aay 4 Aoz = — Aw,, ferner ist ay cos ay = h cotg a; und
ay cos o, = h cotg ay, weshalb sich ergibt:
A A A
Ao, = ks S VIR cotg o3 — ook 3 cotg o,
a, h g g

Bezeichnet man mit o, ,, g; die Spannungen in den Stiiben a,, @y, ay
und setzt die Temperaturtinderung
t = 0 voraus, so ist

Aa, 6 Aay q
iy A W
Aag Gy
P
Beachtet man noch
Fig. 39. Ehl_ == cotg oy |- cotg o,

8o findet man, wenn E konstant ist, zur Berechnung der durch die
Spannungen ¢ hervorgebrachten Winkeliinderung die Gleichung
(16) EAa, = (0, — ;) cotg ag - (6, — d;) cotg oy,
Fir die Anderung des Winkels 3 in Tig. 39 ergibt sich z. B. mit
den an die einzelnen Stiibe geschriebenen Spannungen ¢ die Gleichung:
(16a) EAT = (5,— ;) cotg &, + (0, — a,) cotg ay + (5, — ;) cotg o
-+ (64 — o5) cotg a; = (65 — ;) cotg a; -+ (95 — g;) cotg ag.
Sollen Temperaturinderungen beriicksichtigt werden, so ergibt
sich die Anderung As einer Stablinge s aus

As S G i
—_——— t— — _— — .
; FE+6 z + et 7 (6 —eEt);
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es treten alsdann in den Gleichungen (13) bis (16) an die Stelle der
Spannungen ¢ die Werte ¢ - ¢ Et.

Zahlenbeispiel. Es soll das Biegungspolygon fiir die untere
Gurtung des in Fig. 40 dargestellten Schwedler-Triigers berechnet
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Fig. 40.

werden. Material: Schweilseisen. Jeder untere Knotenpunkt ist mit
11,39 t, jeder obere mit 1,38 t belastet. In Fig. 40 geben links von
der Mitte die nicht eingeklammerten Zahlen die Stablingen in cm an
und die eingeklammerten Zahlen die Querschnittsinhalte /' in gem; die
Zahlen rechts von der Mitte sind gleich den Spannkriiften in Tonnen.

In Figur 41 bedeuten die an die Stiibe geschriebenen Zahlen die

|
|
- 0,68 - 0,71 | -0.77
-072
9. o1 s, T:OG
68) 2 >
0,62 op? 3
N & o © e |
A 60 e, $ 2L $ S |
O [T ) o 9 w Q)
9 22 L ;
6 o 23
. N ¢ %
hikq
3 Ve 8 0,0 0.8
+0,77 1) +o71 (2) +0,65 (%) +0,77 (%) +078 2
|
!
Fig. 41.

in Tonnen fiir das qem ausgedriickten Spannungen; die in die Winkel
gesetzten Zahlen sind gleich den Kotangenten der Winkel.
Es ergeben sich folgende Werte fiir die den unteren Randwinkeln
entsprechenden Produkte EAT,,:
EAS, = (— 0,68 —0,71) 1,88 4 (— 0,68 - 0,28) 0,75 4- (0,48
-+ 0,28) 0,75 -+ (0,48 — 0,71) 1,88 = — 1,88
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EAS, = (—0,28 — 0,48) 0,75 + (— 0,69 — 0,48) 0,66 - (— 0,69
—0)0,39-(0,561—0) 1,11 + (0,51 — 0,65) 0,90 == — 1,17
EAS,; = (0 — 0,51) 1,11 -+ (— 0,72 — 0,51) 0,68 + (— 0,72
+0,04) 0,14 + (0,563 - 0,04) 1,25 -} (0,58 — 0,71) 0,8

=—10,98
EAS, = (— 0,04 — 0,58) 1,25 + (— 0,68 — 0,58) 0,8 - (0,27
-+ 0,06) 1,25 - (0,27 — 0,78) 0,8 = — 1,64
EASy; = {(— 0,06 — 0,27) 1,25 4 (— 0,71 — 0,27).0,8}2
= —2,89.
Da die untere Gurtung wagerecht ist, so folgt aus der Gleichung (13):

Wy =— A,

. Berechnet man also das Momentenpolygon fiir einen einfachen, an
den Enden frei aufliegenden Balken A4’ B’, Fig. 40, welcher durch die
Einzellasten

— EA%Y, = 1,88, — EAY; = 1,17 u. 8. w.
beansprucht wird, so sind die Ordinaten M dieses Polygons gleich den
mit ¥ multiplizierten Durchbiegungen d. Ist die Feldweite A konstant,
so darf man bei der Berechnung der Momente M fiir den Balken 4’ B’
Ed

die Annahme X = 1 machen, und erhilt dann M = e

Es ergibt sich:
M, = 6,815, My = 11,750, Mg =15,515, M, = 18,850
und M = 19,545,%)
und es folgen nun, wegen A == 400 cm und K == 2000t fiir das qem,

die Durchbiegungen:
M M 400 M.

o MO 2 - AT, o
E 2000 5
6,815 11,750 i
also 8, = 5—0 =1 d-om, 85 = ’5 > = 2,35 em,

8= 8,1 cm, ¥ ‘=8, Téem; "8, = 80 cm.

*) Hat man die Biegungsmomente fiir einen durch eine grifsere Zahl von Einzel-
lasten beanspruchten Balken zu berechnen, so ermittele man zuerst die Querkriifte.
Fiir den vorliegenden symmetrischen Belastungsfall erhiilt man folgenden Ansatz:
fiir Feld 5 ist Q5 = 1 - 2,39 = 1,195 M, =@, = 6,815

dazu addiert . . .. 1,640 = w, dazu addiert 4,985 = @,
gibt @, = 2,885

. gibt M, = 11,750

|
40,980 = w0, | + 8,765 =0,
Qs = 8,765 | M, = 15,515
+ 1,170 = 10, + 2,835 =9,
0y = 4,985 : M, = 18,350
-+1,880 = w, -+ 1,195 =0,

Q, = 6,815 M, = 19,545
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§ 5.
Das Biegungspolygon eines Strebenfachwerkes.
(Zweites Verfahren.)

- Haben siimtliche Stiibe eine gegen die Senkrechte geneigte Lage,
S0 nennt man das Stabsystem ein Strebenfachwerk. Fiir ein solches’
moge dasjenige Polygon bestimmt werden, dessen Ordinaten gleichzeitig
die senkrechten Verschiebungen & der Knotenpunkte der oberen und
der unteren Gurtung liefern. '

Mit Bezugnahme auf die aus der Fig. 42 zu ersehende Bezeich-
nung der Knotenpunkte sollen
bedeuten :

0,, dieLiinge des einemKnoten-
punkte m der unteren
Gurtung gegeniiberliegen-
den Obergurt-Stabes,

u;, dieLiinge des einemKnoten-
punkte % der oberen Gur-
tung gegeniiberliegenden
Untergurt-Stabes,

d, die Liinge der m'" Diago-
nale,

B, den Neigungswinkel von o,,
gegen die Wagerechte,

Y den Neigungswinkel von u,
gegen die Wagerechte,

®,, den Neigungswinkel von d,,,
gegen die Wagerechte,

¢, die senkrechte Projektion

von d,,.

Um eine einfache Beziehung
zwischen den Verlingerungen
Ao, Ad,, Ad,., der Seiten
des Dreiecks (m — 1) —m — (m - 1), und den Verkiirzungen

Aoy == Bl { <L vitnd IR, by == B By
der Strecken e, und ¢,,; zu erhalten, denken wir dieses Dreieck heraus-
gelost und in den Punkten s — 1 und m - 1 mit den senkrechten

Fig. 42. u. 48.

1 1 k

Kriiften —— und IR belastet, Fig. 43, wiihrend wir den Punkt m
m m+ 1

festlegen. In den drei Stiben o,, d,, d, ., entstehen gewisse Spann-

krifte p,, p,, py, und es lautet, da p, und p, Driicke sind, die
Arbeitsgleichung:



1 1
= Bl T Aepyy = Py B0, — Py Ad, — Pg Adyyy
Am m 4 1

Mit Hilfe des Kriifteplanes in Fig. 43 ergibt sich nun, wenn 7%, die
bei m gemessene senkrechte Hohe des Fachwerks bedeutet,

1 ! sec Py
R e M sec B, t b, und -hieraus P, = - 'ITB ,

1 ] 8eC ®,,
{Rolis 5 = At By == Ky 86C O 2 By b Mg = i i .

o
My == Amiy  Pw = Aoy 860 . Ppaq ¢ b und hieraus

m+1

S6C @y i g
P =~ " Wil

und es wird
Ae,, Ae,yy Ao, sec B,,— Ad, 86C @, — At 1 56C Py
N iy B ]
‘Werden die Ae durch die d ausgedriickt, so folgt

8, —8,_.y 8,.,—9%, —Ao,secB,|Ad,secp,+Ad, . 5ecP, 1,
, L0 e S

) iyt i,
und ebenso ergibt sich, wenn % ein Knotenpunkt der oberen Gurtung
ist, zwischen den Verschiebungen d,_,, 8, 8,,, die Bezichung
O —08,—7 OQuy;—8  Aw,sec Y, — Ad;sec @, — Adyy 8€C Q44 )
M Mgy Fghy ¥
Vergleicht man diese Beziehungen mit den auf Seite 30 und 31
abgeleiteten Gleichungen (12) und (13), so erkennt man,
dafs das gesuchte Biegungspolygon mit dem Mo-
mentenpolygone eines Balkens A'B’ iibereinstimmt,
welcher durch senkrechte Kriifte
N, Ao, sec B,, + Ad,, s;c P Ay 5€C Py g
)'m
Aw, sec Y, — Ad), sec @, — Ady 44 seC Qg 4
Iy

, und

(0a). oy ==

belastet wird.

In Figur 42 ist vorausgesetzt worden, dals die senkrechten Ver-
schiebungen der Endpunkte 4 und B gleich Null sind, dals also 4" B’
ein’an den Enden frei aufliegender Balken ist.

Zahlenbeispiel. Es sollen die senkrechten Verschiebungen siimt-
licher Knotenpunkte des in Fig. 44 dargestellten schmiedeeisernen Netz-
werkes unter der Voraussetzung berechnet werden, dals in jedem
Knotenpunkte der oberen Gurtung eine Last von 12 t angreift.

In Fig. 42 sind die Spannkriifte in Tonnen (nicht eingeklammerte
Zahlen) und die Stablingen in dm (eingeklammerte Zahlen) angegeben
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und in Fig. 45 die unter der Annahme £ == 100 (statt des wirklichen
Wertes K = 200000 t fiir
das qdm) berechneten Ver-
lingerungen der Stibe in dm " ¥’ >
und die Querschnittsfliichen

in qdm zusammengestellt wor- é L T#0) ) '

den. Fiir den ersten Stab der WP B M oA B
; ¢ 9

oberen Gurtung betrigt z. B. ¢ TVag 460

dieQuerschnittsfliiche 0,45 qdm
und die Verlingerung Ao
LA ST VT
100 - 0,45
Schliefslich wurden in Fig. 46
die senkrechten Triigerhthen
und die mit der Sekante des
Stab-Neigungswinkels (gegen SR e s L
dieWagerechte) multiplizierten ‘
Verliingerungen eingetragen,
zum Beispiel fiir eine Diago-
nale des Mittelfeldes Ad - sec @
32
20
Es ergeben sich jetzt mittels Vig. 44—46.
der Gleichung (17) fiir die un-
teren Knotenpunkte 1, 3 und 5 die Werte

= — 8 dm.

=5

29 4+ 21 — 18

oy == L g1,
28 4+ 9 — 23

Y T T g 0,61,
31— 8 8

1y =~ — 0,60

und mittels der Gleichung (17a) fiir die oberen Knotenpunkte die Werte

26 18— 9
R T 17847
o 19

28 -} 28 8
=t~ — 946,
Wy i

Um die Biegungsmomente fiir den mit den Werten w belasteten
Balken A’B’ schnell zu erhalten, berechnen wir zuerst die Querkriifte
@5 = w; = 0,30, @, =10,80 4w, =2,76, Q; = 2,76 + w; = 8,87,
Q, = 8,87 +w, =5,21, 0, = 5,21 4w, = 7,84

und hierauf, unter der vorliufigen Annahme: ) = 1, die Biegungs-
momente :



M, = @, = 1,84, My =M, + @, = 12,55, My =M, + Q; = 15,92,
M, =M; + @, = 18,68 und M; = M, - M; = 18,98,

Um die Durchbiegungen zu erhalten, miissen wir die Momente M mit
A = 20 dm multiplizieren und (da wir vorhin & = 100 statt £ = 200000
setzten) durch 2000 dividieren. Es ergibt sich

5, — 18,9820

$ 472000

und ebenso 3, = 18,7Tmm, §; = 15,9 mm, 8, = 12,6 mm, &; = 7,8 mm.

-dm = 19,0 mm

§ 6.
Anderung der Liinge einer Gurtsehme. (Fig. 47.)

Es soll die Verlingerung & der irgend zwei Knotenpunkte 0 und

n einer Gurtung verbindenden Sehne bestimmt werden. Die Lote von
den Knotenpunkten

1,2,-..m....a.uf
diese Sehne seien =—
Y1y Ygs v oo o Ymo s o oy

und die Projektionen
der Liingen sy, 8y,
..... O [
von der Sehne 0 —n
unterspannten Gurt-
stiibe auf 0 —n seien
Smay Boy ot Be iy

Die Vergrolserung
irgend eines Rand-
winkels 3, um AT, bedingt die durch die Figur 47b nachgewiesene
Anderung & =y, AJ,,, und die Verliingerung As, der Liinge s, eines
Gurtstabes erzeugt § = As,, cos ,,, wobei
Y,, = Neigungswinkel des Stabes s, gegen die fragliche Sehne.

Im ganzen entsteht also

ne=1 ”n
§ =3y, A3, + SAs,, cos Y,
i 1

und, wenn fiir den Fall ¢ = 0

Fig. 47a u. b.

AS,,, =8y =
‘ gesetzt wird,
gt n
(18) &=y, A%, L3320,
1 4 E

Beispiele fiir die Anwendung dieser Gleichung finden sich im § 7
und § 9.



§ 8.
Aufgaben, betreffend die Ermittelung von Biegungslinien.

Aufgabe 1. Gesucht die senkrechten Verschiebungen der Knoten-
punkte der unteren Gurtung des Gt it

in Fig. 48 dargestellten Fach- /
werktriigers mit 2 nicht an den @
Enden stehenden Stiitzen Aund B. €%, Np
|
|
|
|
|

Man nehme zuniichst €' und
D in senkrechter Richtung un-
verschieblich an und zeichne das
Momentenpolygon (" A" N’'B’'D’
fiir einen bei ¢" und D" frei auf-
liegenden Balken, auf welchen
die nach Gleich. (12) berechneten
Lasten w (welche teils positiv,
teils negativ sind™) wirken.
Bringt man hierauf die Senkrech-
ten durch die festen Stiitzpunkte 4 und B in 4" und B’ mit dem Mo-

mentenpolygone zum Schnitte und zieht die Gerade A’B’, so erhiilt

S

i
|
|
i
I
|
i
i
|
|
|
|

AR o o 14
13 15
'\ \l"
/ g //

’ ””HIII“ ”“'f"""""m" B i
le E’ I [ ||hn””w“lIIUnm... J
ut g é“’] gol ol o o 8l sl i :;-
" TFig. 49, 2

man in der schraffierten Fliche die gesuchie Biegungsfliche. Beispiels-
weise ist die Senkung der Knotenpunkte o und 5 gleich 8, bezw. d;.

Aufgabe 2. Gesucht die Biegungsfliche fiir die obere Gurtung
‘CDABEF des Gerberschen Triigers in Fig. 49.

*) In Fig. 46 wurden w0, und wjy positiy, die iibrigen w negativ.(also nach
oben gerichtet) angenommen.

Vi
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Nachdem die den Knotenpunkten 1 bis 3, 4 bis 12 und 13 bis 15
entsprechenden (teils positiv, teils negativ ausfallenden) Werte w be-
rechnet worden sind, werden die Momentenpolygone gezeichnet:

C'ND' fir den einfachen Balken C'D’ mit den Lasten w, bis wy,
D’LE’ ” n ” n D/E, ” n ” Wy yn Wigy
BT i\ g ) BF 7 n . Wig'n Wige

Hierauf werden dle Senkrechten durch die Punkte 4 und B mit
dem Momentenpolygone D'LE" in A" und B’ zum Schnitte gebracht,
die Strecken

A" A" =¥ = Senkung des Punktes 4,

BB =% = p B
abgetragen und der durch A” und B” gehende Linienzug ¢'D"E"F’,
dessen Ecken senkrecht unter D) und £ liegen, eingezeichnet. Die
' Fliiche zwischen diesem Linienzuge und dem Momentenpolygone ist die
gesuchte Biegungsfliiche.

Bei starren Sttitzen 4, und B, ist

8" = Verkiirzung der Vertikale 4, 4,
5”: " ’ 9 B() B.
Aufgabe 3. Gesucht die Biegungslinie fiir die obere Gurtung

g %k . ¢ des in Fig. 50 dar-
. by <, gestellten  Drei-

6o, N | / gelenk-Bogens.
7 ly 5, Es handelt sich
0N L hier nur um die
sl Berechnung  des

Momentenpoly-
gons fiir den ein-
B fachen Balken

A’ B’, auf welchen

er; 4 :{/J//. /I/T die Lasten w, , w,,
A w, wirken.

i T A RARERE O ST B e Tty RO > Die Werte w, bis
wg und wy bis w;
lassen sich ohne weiteres mit Hilfe der im § 4 gegebenen Gleich. (15)
berechnen, da sich die Randwinkel ¥, bis 3, und 3, bis T, aus Drei-
eckswinkeln zusammensetzen. Um u, mittels der Gleich. (14) bestimmen
zu kbnnen, muls AT, bekannt sein. Nun ist die durch Anderungen
der Randwinkel und die Spannungen in den Gurtstiiben bedingte An-

derung & der Stiitzweite 4B nach § 6, zuntichst fiir den Fall ¢ = 0;
i

a (o} g,
a__1+2x+sx+ G T K 5>
+y1A~1+J2A~2+J3A~s+J4A54+/5A5‘5+!/6A36+%A’3
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und man erhilt somit, bei gegebener Verschiebung & = Al, den. Wert
g, gm0y G
Ay = —1—— et b S
Ya
Bei starren Stiitzen ist Al=0. Sind die Kimpfer 4 und B durch
eine Zugstange mit dem Querschnitte F, verbunden, so ist Al == Ver-
lingerung dieser den Horizontalschub H des Bogens aufnehmenden Stange;

Hi
es fol =
olgt dann A/ Br

werden, so ist ¢ durch ¢ - ¢ £t zu ersetzen, wiihrend fiir A7 der Wert

+ Sollen Temperaturiinderungen berticksichtigt

%—— —+ et,1 einzufiihren ist. Hierbei bedeutet ¢ die Temperaturtinderung
fiir einen Stab der oberen Gurtung und f, die Temperaturiinderung fiir
die Stange A4 B.

$ 8.

Ebene Fachwerktriiger mit veriinderlicher Belastung. Fin-
flulslinien fiir die statisch nicht bestimmbaren Grifsen X.

1) Stellt man bei Fachwerken mit veriinderlicher Belastung die
Spannkraft S eines jeden Stabes in einer solchen Form als Funktion
der Lasten P dar, dafs der Einfluls jeder einzelnen Last auf S ersicht-
lich ist, so vermag man anzugeben, welche Lasten in dem Stabe einen
Zug, und welche Lasten einen Druck hervorbringen, und wie grofs die
Grenzwerte S,,., (= grofster Zug) und S,,, (= grolster Druck) sind.
In gleicher Weise konnen die Werte C,,. und C,,, fiir jede Auflager-
kraft berechnet werden.

Handelt es sich um ein ebenes Fachwerk mit senkrechter Belastung,
80 verfolge man den Einfluls einer tiber den Triger fortschreitenden Last
» Eins‘, trage den Wert S beziehungsweise C' unter dem jedesmaligen
Angriﬁ"spunkte der Last als Ordinate auf und verbinde die Endpunkte
dieser Ordinaten durch eine Linie, welche die BEinflulslinie fiir S
bezw, ¢ heilst; die zwischen ihr und der Abscissenachse gelegene
Fliche wird die Einflulsfliche fiir S bezw. C genannt,

Die Einflulslinien fiir die Werte S und C lassen sich mit Hilfe

der Gleichungen

S=28+8X +8"X"4+8"X"+....

0=0C, + X X 0" X" i
leicht finden, sobald die Einflulslinien fiir die Grofsen X', X7, X" .. ..
gegeben sind. Die Ermittelung dieser ,,X-Linien‘ ist das Ziel der nach-

stehenden Untersuchungen, und zwar soll sie unter der Voraussetzung
Miiller-Breslau, Die neueren Methoden der FestigkeitsleLre. 4



erfolgen, dafs jede zwischen zwei Knotenpunkten wirkende Last durch
P einfache Zwischentriiger auf die henachbarten

Knotenpunkte iibertragen wird. Es ist dann

i jede Einflulslinie ein aus geraden Linien be-

of ey stehendes Polygon, dessen Ecken denKnoten-
/ f'j A punkten des Fachwerkes entsprechen. Be-
. f\ / {m — sitat z. B. (Fig. 51) die X'-Linie unter den
%A’T’ Knotenpunkten (m— 1) und m die Ordinaten

% ; " X',_, und X', und wird der durch eine

e S Jn-,lx ]\%u zwischen m—1 und m gelegene Last P
%/ verursachte Wert X’ gesucht, so bestimmt

man die durch den Zwischentriiger auf die
Knotenpunkte (m—1) und m tibertragenen Lastanteile

; PR
Puoy =P und P,=p_""

)\m Am
und erhiilt:
PX — s X',,._1 + P.X'
Hieraus folgt aber
X'en X'm—l ”;— + le ?\‘m\——"xv

und dieser Ausdruck ist in Bezug auf die Veriinderliche 2 vom ersten Grade.
2) Die statisch nicht bestimmbaren Grofsen X', X ... .. miissen,
wenn im allgemeinen nachgiebige Stiitzen vorausgesetzt werden, den
im § 8 abgeleiteten Gleichungen geniigen:
SCAe=238A8, 2C"Ac=238"As8, 2C"Ae =328"As,.....
und diese gehen mit
b
As A + ets
und nach Einsetzen der Werte S uber in
I = Set8is =388 p 4 X'B8 0+ X"D8"8'%
+ X” ES/IIS +
— Zet8"s =385, S"p—{—X"‘S S"p—-|—X"2S" %o
—|—XWZSWS” —'I— (19)’
L"—3et8"s=38,8"p+X'3S8 S’"'p
2
_{_XIIESI,SI’IP_'_A”/ESII’P+ s

.............................

wobei, zur Abkiirzung,

s
T e
(20) Z7=¢

gesetzt wurde, wihrend L', L”, L'”, ... die virtuellen Arbeiten der

Auflagerkrifte fiir die Zustinde X'=1, X”"=1, X""=1, . . . bedeuten.
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Wird das Fachwerk zuniichst unbelastet gedacht, so verschwinden
die von S, abhiingigen Glieder, und es ergeben sich, durch Auflssung
der Gleichungen (19), die durch die Verschiebungen der Stiitzpunkte und
durch eine Anderung des anfiinglichen Temperaturzustandes hervor-
gerufenen Grofsen X in der Form

X =ao (L' —ZetS 8)+ B (L' — ZetS8”s)
J 4y (L —Zet8")+ .. ...

(21) { X'=a" (L —2et8 s)+ B (L' — Set&s)
l 4y (L —Zet88) . . .
L U O R o i . it ) Werte sind, welche nur

von den Koeffizienten der Grolsen X in den Gleichungen (19) abhingen
und nur einmal berechnet zu werden brauchen, da sie lediglich durch
die Form des Fachwerks bestimmt sind.

Nach Erledigung dieser in der Regel wenig zeitraubenden Rech-
nungen ergeben sich die‘von der Belastung abhiingigen Werte:

X =—d 3580—B 28,80 —1 38870 —....
(22) an el e (Z,”ESOS,Q s ﬁ/,ESoS”p ek, ’Y"ESOS"’P ) S

ST S D Ao AR Y !

und mit Hilfe dieser letzteren Gleichungen lassen sich die Einflufslinien
fir die Grofsen X', X7 . ... schnell finden, sobald die Einflufslinien
fiir die von der jedesmaligen Belastung abhiingigen Summen

' SN, BB Dy s s

bekannt sind.

Wir zeigen jetzt die Ermittelung dieser Summen fiir den Fall, dals
auf das Fachwerk nur eine senkrechte Lasteinheit P wirkt, welche in
irgend einem Knotenpunkte des statisch bestimmten Hauptnetzes, das
meistens ein einfacher Balken oder ein Drei-Gelenkbogen oder ein
Gerberscher Balken sein wird, angreift.

Da die Last P in den Stiéiben des
Hauptnetzes die Spannkriifte S, erzeugt
(Fig. 52), so ist die durch irgend welche
Anderungen As der Stabliingen hervor-
gebrachte Senkung 0 ihres Angriffspunktes
(nach § 8) durch die Arbeitsgleichung

20 == ESO AS*)
gegeben, und es besteht insbesondere

i

A%

Fig. 52.

*) Bei Aufstellung dieser Arbeitsgleichung werden die Stiitzen starr vor-
ausgesetzt, da der Einfluls etwaiger Verschiebungen Ac¢ der Stiitzpunkte gesondert
mit Hilfe der Gleichung (21) beurteilt wird. Die Reibungswiderstinde an

den Auflagern werden gleich Null angenommen.
4*
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zwischen den durch die Ursache X’ =1 (welche die Spannkriifte S
erzeugt) bedingten Verschiebungen 8 und A’s die Beziehung:
; : S’s
PB :ESOAS—:ESO "'E',F1,
aus welcher sich
(28a) =8,8p=P¥
ergibt.

~’

7% 3 : , S
Da nun 8" die Ordinate des den Spannungen ¢° = T entsprechenden

Biegungspolygones derjenigen Gurtung ist, welcher der Angriffspunkt
von P angehort, so ergibt sich der wichtige Satz:
Bewegt sich iiber den Triger eine Last ,,Eins“, welche der Reihe
eren

nach in den verschiedenen Knotenpunkten der Gurtung

eren

des Hauptnetzes angreift, so stimmt die Einflufslinie fiir den Aus-

druck =8,8 ¢ mit dem fiir den Belastungszustand X = 1 berech-
oberen

neten Biegungspolygone der Gurtung des Hauptnetzes

unteren
iiberein.

In gleicher Weise lassen sich die Einflulslinien fiir die tibrigen in
den Gleichungen (22) vorkommenden Summen darstellen. Man erhilt
(28b) =8,8"¢=P¥"’, 28,8 p = P¥” u. s f,
unter 3”7, 8, .... die unter dem jedesmaligen Angriffspunkte von P
gemessenen Ordinaten der Biegungspolygone verstanden, welche be-
ziehungsweise fiir die Spannungszustinde X” =1, X"'=1,..... und
fir die Gurtung berechnet worden sind, in deren Knotenpunkten die

Last P nacheinander angreift.
Die Gleichungen (22) gehen jetzt iiber in
X =—(@d4+pd8+y8+..... £
X' = ('8 B F Y+ ..... L
und ermdglichen eine schnelle Berechnung der Einflulslinien fiir siimt-
liche Grifsen X.

Meistens greift die veriinderliche Belastung nur in den Knoten-
punkten der einen Gurtung an, und es ist dann in der Regel zuliissig,
das Bigengewicht ausschliefslich auf die Knotenpunkte dieser Gurtung
zu verteilen. Sind die Knotenpunkte beider Gurtungen Angriffspunkte
veriinderlicher Lasten, so hat man fiir jeden Wert X zwei Einflulslinien
zu zeichnen, da die Wirkungen der oben und unten angreifenden Lasten
gesondert untersucht werden miissen.

Beispiel 1. Der vereinigte Balken- und Bogentriiger in
Fig. 58 mit einem festen Lager bei B und einem wagerechten Gleit-



lager bei 4 ist einfach statisch unbestimmt. Es lassen sich deshalb
die Spannkriifte in der Form
S=28,+8X

darstellen, und es ergibt sich, da die Verschiebungen der Stiitzen im
vorliegenden Falle ohne Einfluls auf die Beanspruchung des Fachwerks
sind, zur Berechnung der statisch nicht bestimmbaren Grilse X aus
der ersten der Gleichungen (19) die Bedingung:

— SetS's=38,8"p + XES';,
aus welcher erhalten wird

i i ; - — Zet8’s
der Einflufs einer Temperaturiinderung: X, = e
b S'p
— 38,8
und ,, ,,  der Belastung: X = ,J’?,?_ .
28 0

Als statisch nicht bestimmbare Grilse X withlen wir die iberall gleiche
wagerechte Seiten-

kraft der in den o D

Stiben 1, 2, 8, 8, 2, T . 6

1" des Bogens wirk- ; ] ? %] 5 U

samen Spannkriifte. D0t ' 18" o |¥ c.,

Ist X = 0, so sind 42 Y 12 v : s PAVAAY:

diese  Stiibe span- _?_a (p (? (»?) 20 (%) (aip © &

nungslos, und ebenso | i Yol L o L0 ©

verschwinden die nur 4: i,‘l’ =_‘r' ¥ é T x . l ' . B’

von X abhingigen ' N 4| mnlmowl om0

Spannkrifte in den e 4"4

senkrechten Stiiben

4,5,6,5,4. Al oo MO0

statisch bestimmtes ks Tl vy e
. Dids v

Hauptnetz verbleibt
der einfache Balken

ABCD.X*)
Soll nun die Einflufslinie fiir X unter der Voraussetzung ermittelt

werden, dals eine Lasteinheit P der Reihe nach in stimtlichen Knoten-
punkten der unteren Gurtung 4B angreift, so miissen die durch die
Ursache X = 1 hervorgerufenen Spannkrifte S', sowie das Biegungs-
Polygon der Gurtung A B fiir diesen Spannungszustand bestimmt werden.

—

Fig. 53 a u. c.

*) Sind oy und a die Neigungswinkel der Stibe 2 und 8, so sind die
Spannkriifte in diesen Stiben bezw.: Sy = X sec a, und Sy= Xsec o Fiir den
Stab 5 erhiilt man aus der Bedingung Sy - S, sin ay — Sy sin g =0 den Wert:
Ss == — X (tg oy — tg oy). In gleicher Weise werden die S fiir alle iibrigen
BOgenglieder und fiir die senkrechten Stibe 4 bis 4" berechnet.
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Die Kriifte S werden zweckmiilsig mit Hilfe des in Fig. 58b dar-
gestellten Kriifteplanes gefunden. In diesem Plane schneiden die von
dem Punkte O aus zu den Stében 1, 2, 3, 8, 2/, 1 gezogenen Parallelen
auf der im Abstande ,Eins“ von O gezeichneten Senkrechten die in den
Stiben 4, 5, 6, 5, 4" wirksamen Spannkriifte S” ab, und die Liingen

der Strahlen 1, 2, ..... 1" stellen die Spannkrifte S° in den Bogen-
' gliedern vor.

Spannkrilte S \ 4 , AusderSpann-

7Ty S ~~7“ kraft 1 findet

SR . - & \X /_:, * man dieKrifte
4\?’@ # | 9und10, hier-

Zgs F 4l o i ' 5
K e i AT 2 |[* aufllund12

’ -~ :
| \/ : , dab o 5 B W, hElE

| i die Stiibe 7, 8,

-_‘_-_______\‘7\:9

! e ——— R > Ty i
{ L retede Eins...p 8 und 7 ist
----------------- 16 = 16— ==-===== ==
L : Lo i iy
-------------------- R~ = i i bi s i o e _
Fig. 58b. Nach Zexc}}-
nen dieses

Kriifteplanes werden die Spannungen o"=7und die von den 6" ab-

hingigen Anderungen A’S der den unteren Knotempunkten (1), (2),
(8) ... (6) entsprechenden Randwinkel ¥ berechnet, letztere nach der
im § 4 gegebenen Anleitung, und hierauf kann das zugehtrige Biegungs-
polygon A'CB’ der Gurtung AB ermittelt werden; dasselbe stimmt
nach § 4, Gleich. (14), mit dem Momentenpolygone eines einfachen Balkens
A" B’ iiberein, welcher durch die senkrechten Lasten
w, ="Ky, wg=—4'Ty ... a0

beansprucht wird.

Bedeutet nun & die unter P gemessene Ordinate des Polygons
A CH, so ist nach dem vorhin bewiesenen Satze:

38,8"p == PV,

mithin
Py
.o M R
=8
Dividiert man also die Ordinatend,,d, .... des Biegungs-
2

polygones A'CB durch den konstanten Wert =S'p, so erhilt
man die Ordinaten X;, X, .... der gesuchten Einflulslinie.

Wird beispielsweise durch den Triiger ein Eisenbahngleis gestiitzt,
und bedeutet L die Belastung einer Lokomotivachse, 7' die Belastung

*) Die Stibe 1, 2, 8, 8, 2, 1, 9, 12, 18, 16, 17, 20, 17, 16/, 18, 12, 9’
werden gezogen, die iibrigen gedriickt.



einer Tenderachse, und entsprechen den Lasten L und 7 beziehungs-

weise die Polygon-Ordinaten ;, My ..., so ist der durch die Belastung
in Fig. 53¢ erveugte Wert, X bestimmt durch die Gleichung
X- VS,P =— L0+ 1 %) — T (0 + 15 + 1)

Das Zeichen (—) deutet an, dafs der Bogen auf Druck bean-
sprucht wird.

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, dals der durch eine
Temperaturtinderung erzeugte Wert X, gleich Null wird, sobald ¢ und
¢ konstant sind; denn setzt man in die dem Spannungszustande X = 1
entsprechende Arbextsglelchung

28 Ng =0,
welche fiir beliebige, mogliche Formiinderungen As gilt, den Wert
As = s, wobei  eine Konstante, d. h. nimmt man an, dals das Fach-
werk eine der fritheren Form ihnliche Form annimmt, so findet man
28's = 0.
In der Regel setzt man innerhalb einzelner Gruppen von Stiiben konstante
Temperaturiinderungen voraus, und kann dann die vorstehende Gleichung
zur Abkilrzung der Rechnung benutzen. Macht man z. B. die Annahme,
dafs sich die dem spannungslosen Anfangszustande des Fachwerks ent-
sprechende Temperatur in allen Punkten des Bogens um den Betrag ¢,
indere und in allen tibrigen Punkten des Triigers um ¢,, so folgt
SetSs=¢ct,; 285 + stZES's,
I

wobei sich der Ausdruck =S's auf die Bogenglieder 1, 2, 8, 8', 2/, 8
I
und der Ausdruck =8”s auf alle tibrigen Stéibe bezieht. Bezeichnet man

II
mit s,, s,, 85, 5, 89, 81 die Lingen der Stibe 1, 2, 3, 8", 2/, 1" und
mit o, o, 6, &'y, &'y, &, deren Neigungswinkel gegen die Wagerechte,
80 sind die Spannkriifte S” in diesen Stéiben beziehungsweise gleich

1-sec oy, 1-secoy, 1-seClg, «o.vvu. 1 sec o'y,

und es folgt

S8's=s,seca, | s seco; +...... + & sec ;.

I

Da nun ES's—]—ES's:O ist, so ergibt sich schlielslich
1 1
B € (tl - tz) ¥ S
ST [s, sec a, |- s, sec oy - 85 sec ay - 8’ sec o'y

+ &'y sec oy |5, sec oy ].
Beispiel 2. Bs soll der Horizontalzug X der in Fig. 54a dar-
gestellten, durch einen Balken versteiften Kette ermittelt werden.
Der Balken ist mit der Kette durch senkrechte Stiibe verbunden und
besitzt bei B ein festes und bei 4 ein auf einer Wagerechten gefiihrtes
L&ger. Bei ausschlielslich senkrechten Lasten P wirken auf den Balken
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nur senkrechte Kriifte. Die Kette ruht auf Pendelpfeilern (10 und 10°),
welche aus demselben Materiale hergestellt sein sollen, wie alle tibrigen
Stiibe des Fachwerks und als Bestandteile des Fachwerks aufgefalst
werden. Die Stabverbindung ist eine einfach statisch unbestimmte,

und es mdgen die Spannkriifte auf die Form i

S=8,—8X
-gebracht werden. Die Spannkriifte S* entsprechen dann dem Zustande
X = —1, welchen man erhiilt, wenn man sich in irgend einem Stabe

(i 7
SR
g g

e Sl;mnln'ﬁﬁe S—,_” £L

Y i
S 20 1\\
% PYZ3Y 0
A 24! — 4
LA AV A AN B
5 Ny/E SR aie +
1 . : s f 'l
1 12—
| ! k.
i B 0y [ |
i | '
! o e e L e ke c i
|l 22-22" -
4__—_EP_"‘"_._,P
Fig. b4a u, b.

der Kette einen Druck erzeugt denkt, dessen wagerechte Seitenkraft
— ,,Eins* ist, und es lautet die Gleichung zur Berechnung von X,
sobald die Stiitzen starr angenommen werden, b
— Set8's=38,8p — X28'p;

sie liefert den durch eine Anderung der Temperatur entstehenden
Horizontalzug

SetS’s
RIS 11

28

und den durch eine Belastung hervorgerufenen




Den Kriifteplan fiir den Zustand X = — 1 zeigt Fig. 54b; er wird
in thnlicher Weise konstruiert wie in dem vorigen Beispiele. Die Spann-
kriifte in den Kettengliedern 1, 2, 8, 4,4, 8", 2’, 1" bilden einen Strahlen-
biischel, dessen wagerechte Projektion der Horizontalschub ,Eins® ist,
und welcher auf der Senkrechten 1 N die in den Hiingestangen wirk-
samen Spannkrifte 5, 6, 7, 8, 7', 6, 5" abschneidet. Die Krifte 9
und 10, desgleichen 9" und 10 ergeben sich aus den Kriiften 1 und 1’
Die Krufte 5, 6, 7, 8, 7, 6', 5’ wirken als Driicke auf den Balken
und rufen die senkrechten Auflagerwiderstinde 4’ und B’ hervor. Ist
das Fachwerk symmetrisch (wie in Fig. 54 angenommen wurde), so ist
A'= B'; im Gegenfalle verlingere man in Fig. 54 die Auflagersenk-
rechten 4 und B bis zu ihren Schnittpunkten mit der Kette, verbinde
diese durch die Schlulslinie (s) und ziehe von O aus (Fig. 54b) eine
Parallele zu (s); letatere zerlegt mach einem bekannten Satze der gra-
Phischen Statik den Kriiftezug 5 + 6 - 7 - 8 4 7’ ~+ 6" 45 in 4’
und B’, Nunmehr lassen sich die Spannkriifte S auch fiir den Balken
ermitteln, *)

/

Nach Zeichnen dieses Kriifteplanes werden die Spannungen ¢’ = F

und die von den ¢ abhiingigen Anderungen A’S der oberen Rand-
winkel % bestimmt, und hierauf wird das Biegungspolygon 4,CB, der
Gurtung A B, in dessen Knotenpunkten die tiber den Balken wandernde
Last P der Reihe nach angreifen moge, berechnet; es stimmt (nach
§ 4, Gleichung 15) mit dem Momentenpolygone eines einfachen Bal-
kens 4,B, tiberein, welcher durch senkrechte Lasten
UM e R e T, SRR
be'dnsprucht wird.
Bedeutet nun 3  die unter P gemessene Ordinate des Biegungs-
Polygones, so ist
o B, & p'=Py
und es erzeugt mithin die Last P in der Kette den Horizontalzug
R <P
380
T ——
*) Die Spannkriifte S” sind, links von der Mitte, negativ (Driicke) fiir die
Stiibe : 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 18, 16, 17, 20, 21, 24, 25 und positiv (Ziige)
fir die Stibe: 10, 11, 14, 15, 18, 19, 22, 23,



§ 9.
Der Maxwellsche Lehrsatz von der Gegenseitigkeit der
elastischen Verschiebungen.

Wir betrachten ein Fachwerk, dessen Stiitzpunkte unverriickbar
sind oder tiber reibungslose Lager gleiten, dessen Auflagerkriifte mithin
bei der eintretenden Formiinderung keine Arbeit leisten.

Die durch irgendwelche Anderungen As der Stablingen s ver-
ursachten Verschiebungen &, und 9, der
Knotenpunkte 4, und 4, nach den Rich-
tungen 4, B, und 4, B, ergeben sich nach
§ 8 aus den Arbeitsgleichungen

1.3, =238, As und
1.3, =38, As,
wobei fiir irgend einen Stab
S, diejenige Spannkraft ist, welche
eine in A, angreifende, nach der
Richtung 4, B, wirkende Kraft
»Eins“ hervorbringt und

S, diejenige Spannkraft, welche entsteht, sobald in 4, nach der
Richtung 4, B, die Kraft ,Bins“ wirksam ist.

Herrscht in allen Stiiben die dem spannungslosen Anfangszustande
entsprechende Temperatur, so ist fiir irgend einen Belastungsfall

L. idan o e
AS—E’F— mithin

und 3 = 28y s

A ;
1 8,8 TP

8
EF
Ist insbesondere S = S,, so ergibt sich

3 =388, ES =
wihrend im Falle S =8,

Og = 288 == EF .
ist, und es folgt aus der Ubereinstimmung dieser beiden Werte der
hinsichtlich seiner Giiltigkeit an die oben gemachten Annahmen ge-
bundene Satz:

Eine in dem Knotenpunkte 4, und im Sinne 4, B; angreifende
Kraft ,Bins“ verschiebt einen Knotenpunkt A, im Sinne AyB,
um eine Strecke, welche ebenso grofs ist wie die Verschiebung,
welche der Knotenpunkt 4, im Sinne 4, B; erfihrt, sobald im
Punkte 4, und im' Sinne A4y B, eine Kraft ,Bins“ angreift.

Um diesen zuerst von Maxwell aufgestellten Satz zu erweitern,
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wollen wir den Buchstaben P und 8, die bis jetzt zur Bezeichnung einer
Einzellast und der Verschiebung des Angriffspunktes dieser Last im Sinne
der Last dienten, eine allgemeine Bedeutung beilegen, so zwar, dals wir
unter Pd die virtuelle Arbeit einer ganzen Gruppe von Lasten verstehen.
Diese Gruppenbildung mige durch einige Beispiele erliutert werden.

1) Greifen in zwei Punkten m, m; (Fig. 56) zwei entgegenge-
setzte, gleich grolse Kriifte P, an, die in

die Grade mm, fallen, so ist das zuge- m, 2,
horige 3, gleich der gegenseitigen "
Verschiebung des Punktepaares m, m,, Y/

;ll\

d. h. gleich der Anderung, welche die Ent-
fernung mm, erfihrt. Man nennt diese Fig. 56.
Gegenkriifte P auch die Belastung des
Punktepaares m m, und spricht im Falle P = 1
von der Belastungseinheit eines Punktepaares.
2) Werden zwei in i und % angreifende, recht-

winklig zur Geraden ik gerichtete, entgegengesetst
gleiche Kriifte, die ein Kriftepaar bilden, dessen
Moment = P,, - 1 ist (Fig. 57), zu einer Gruppe
Vvereinigt, so ist das zugehorige 5,, gleich dem im
Bogenmals ausgedriickten Drehungswinkel der Ge-
raden ¢ k™*). Man spricht hier kurz von der Be-
1&Stung einer Geraden (m) und im
Falle P2=1 von der Belastungseinheit 2t
einer Geraden. /é})\

3) Eine aus den Belastungen zweier
Geraden (m)(m,), Fig. 59, gebildeten
Gl‘uppe fiihrt den Namen Belastung
eines Geradenpaares; das zugehirige
S, ist die gegenseitige Drehung der
beiden Geraden, d.i. die Anderung
des Winkels &, den die Geraden mitein-
ander bilden.

*) Um dies einzusehen, betrachte man ein Krifte-
Paar, dessen Moment M = Qe ist, und welches an einem
Sich wm den Punkt D drehenden, beliebigen Systeme
Materieller Punkte angreift. Bedeuten ¢ und ¢ - ¢ die

Lote von D auf die Kriifte @, und ist t der im Sinne
Von M gemessene Drehungswinkel, so ist die virtuelle 0

Arbeit der Kriifte 0 4
Q(c—{—e)T—QCTZQeT:MT' )

Fig. 58.
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Die Bildung von Lastgruppen diirfte hiermit gentigend erliutert
sein, und es werde nur noch festgesetzt, dals jede am Fachwerke an-
greifende Last immer nur einer einzigen Gruppe zugewiesen werden
soll. Der Kiirze wegen nennen wir — im Anschlufs an die unter
1, 2, 8 eingefiihrten Begriffe — eine solche Gruppe von Kriiften all-
gemein eine Belastung und das zugehirige 8 den Weg dieser Be-
lastung. Die Ermittlung eines beliebigen J,, fiir irgend einen Be-
lastungszustand L des Fachwerks erfolgt auf dem im § 3 zur Be-
stimmung der Knotenpunktsverschiebungen angegebenen Wege mittels
der Arbeitsgleichung fiir den Zustand P,, = 1 und liilst erkennen, dals
zwischen den Wegen & und den Belastungen P Beziehungen ersten
Grades bestehen, dals also der Weg J,, infolge von Belastungen P,, P,
P,...P, P, ...in der Form erscheint:

O =08, Pa+8u Po+ 8. P.+ ..+ 8,nPp+du P+ ...,

wobei die mit einem Doppelzeiger behafteten Werte d unabhiingig von
den Belastungen P sind. Beispielsweise bedeutet J,, den Sonderwert
von 9, fiir den Fall, dals P, die Grofse Eins besitzt, wiihrend alle
ibrigen P verschwinden. Bezeichnet man run mit S, die infolge P, = 1
in irgend einem Stabe erzeugte Spannkraft und mit S, die Spannkraft
infolge P, =1, und schreibt man bebufs Berechnung von 3,, die
Arbeitsgleichung fiir den Zustand P, = 1 und fiir den Verschiebungs-
zustand P, = 1%) an, so erhiilt man:
S, 8 ¥
EF’
und in derselben Weise ergibt sich fiir den Kriiftezustand P, = 1 und
den Verschiebungszustand P, = 1:

1,0 S 28, Kisp Rl 9

1+ 8% = Di8lidep== 38,

S8
EF

Hieraus folgt aber

B = Do _
d. h. es diirfen die beiden Buchstaben eines Doppelzeigers miteinander
vertauscht werden. Das ist der erweiterte Maxwellsche Satz.
Aus ihm folgt u. a. fiir die vorhin erklirten Sonderfille der Belastung
eines Punktepaares bezw. eines Geradenpaares:

1. Die gegenseitige Verschiebung d,,, eines Punktepaares m, m,
infolge der Belastungseinheit cines anderen Punktepaares n, n, ist
ebenso grofs wie die gegenseitige Verschiebung d,,, des Punktepaares
n, ny infolge der Belastungseinheit des Punktepaares mm, .

*) D. h. es sollen die durch P,=1 erzeugten Forminderungen 8, A s,
an die Stelle der virtuellen Formiinderungen § und As treten.
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2. Die gegenseitige Drehung d,, eines Geradenpaares (m) (m, )
infolge der Belastungseinheit eines anderen Geradenpaares (n)
(ny) ist ebenso grofs wie die gegenseitige Drehung des Geraden-
paares (n, n,) infolge der Belastungseinheit des Geradenpaares
(m) (my).

3. Die gegenseitige Verschicbung eines Punktepaares m, my in-
folge der Belastungseinheit eines Geradenpaares (n) (ny) st
ehenso grofs wie die gegenseitige Drehung des Geradenpaares (n)
(ny) infolge der Belastungseinheit des Punktepaares m, m,.

Wie vorteilhaft” der Maxwellsche Satz in der Fachwerkstheorie
verwertet werden kann, wird die Losung der folgenden Aufgaben zeigen.

Aufgabe 1. Gesucht die Einflulslinie fiir die Senkung J,, eines
Knotenpunktes m eines Fachwerktriigers (Fig. 60).

Wir nehmen das gewichtslose Fachwerk nur mit einer in m an-
greifenden senkrechten Kraft ,Bins“ belastet an, berechnen die hierbei
entstehenden Spannkrifte S und Spannungen ¢ und bestimmen (nach
§4 bis § 7) das diesen Spannungen entsprechende Biegungspolygon der-
Jenigen Gurtung (beispielsweise von 4 CB), in deren Knotenpunkten die
Verkehrsbelastungen
angreifen sollen. Ist
nun die unter k ge-
messene Ordinate
dieses Biegungspoly- A
8ones = ,, 80 ver-
Schiebt die in m an-

greifende Last ,Eins“ Py

den Knotenpunkt % im ~ Ulle | |
Senkrechten Sinne um P

Me; und es wird mit- Fig. 60.

hin (nach dem eben
bewiesenen Satze) eine in k angreifende Last , Eins“ den Knotenpunkt m

ebenfalls um 7, verschieben. Hieraus folgt, dals das gezeichnete Biegungs-

polygon die Einflufslinie fur 3, ist.
Die Lasten P,, Py, Py in Fig. 60, denen die Ordinaten 7,, 13, 7,

entsprechen, verursachen beispielsweise bei m die Senkung
8 =Py + Pymy + Py .
Aufgabe 2. Gesucht die Einflufslinie fiir die gegenseitige Drehung &

der Scheitelsttinder eines Dreigelenkbogens.

Es sei & im Sinne der in Fig. 61 eingezeichneten Pfeile
Positiv. Die Belastungseinbeit des aus den Achsen der Scheitelstiinder
bestehenden Geradenpaares setzt sich aus vier gleich grofsen Kriiften
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1 ' . . . .
' zusammen (wo f° die Hohe des Bogentriigers im Scheitel) niimlich

aus zwei an den Scheitelstiindern angreifenden Kriiftepaaren, deren

Moment Der Drehungssinn dieser Kriiftepaare muls

mit dem Sinn der gesuchten Drehung iibereinstimmen. An den
Kimpfern werden nur wagerechte Auflagerwiderstinde von der

1
Grofse —- hervorgerufen, unter /° die Pfeilhhe des Bogens verstanden.

.

Berechnet man nun die durch
diese Belastungszustiinde er-
zeugten Spannkrifte S und
Liéingeniinderungen As  und
zeichnet man die hierzu ge-
horige Biegungslinie (vergl. § 7),
so ist dies die Einflulslinie fiir
die gesuchte Drehung d. Der
Beweis wird wie in Aufgabe 1
- gefuhrt. Die in der Fig. 61
angegebene Belastung erzeugt
Fig. 61. o= 2P,
Die Ermittlung von 3, ist erforderlich, sobald im Scheitel eine Feder
angeordnet wird und die Beanspruchung dieser Feder untersucht wer-
den soll. Vergl. § 16, Aufgabe 7.
Aufgabe 8. Einflulslinie fiir den Widerstand X der
Mittelstiitze desinFig. 62 dargestellten kontinuierlichenFach-
werktrigers mit3 Stiitz-

Y \5/\3/\&/ 5 punkten. DieLasten greifen
r;%" Y s # in den Knotenpunkten der
(e bt %X P, | % unteren Gurtung an.

Al q‘? %l?‘l l l l l 5 Beseitigt man die Mittel-

\1\\ ; | stiitze, so entsteht der statisch
\ullo'}/l/b bestimmte Balken A B. Fiir
D diesen werden, unter der

Fig. 62. Voraussetzung, dals bei C

eine senkrechte, abwiirts ge-

richtete Last ,Eins“ angreift, die Spannkriifte S’, Spannungen ¢’ und
Anderungen A3 der unteren Randwinkel berechnet, und hierauf wird
das Blegungspolygon der wagerechten Gurtung AB als Momentenlinie
eines durch die Anderungen (— Ay (=), v u oL belasteten,
einfachen Balkens 4B’ gezeichnet (vergl. §4 , Gleichung (12). Dieses
Polygon ist die Einflulslinie fiir die Senkung & des Punktes . Wirken
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nun auf das Fachwerk die beiden Kriifte P und X, und mifst man
unter P die Polygonordinate v und unter C' die Ordinate ¢, so folgt
8 = Pn~—Xe,
Aus der Bedingung & = 0 ergibt sich

iyt
: ¢
s 1
Es ist also das Biegungspolygon 4" DB’ die Einflufslinie fiir X, und —
¢

ist der Multiplikator fir diese Linie.
Der Blastizitiitsmodul % darf bei gleichem Materiale siimtlicher

Stiibe beliebig grofs angenommen werden, da es nur auf das gegen-
seitige Verhiiltnis von  und ¢ ankommt, und ebenso leuchtet ein, dafls
A’DB’ ein mit beliebigem Polabstande zu den Lasten (— A'S) ge-
zeichnetes Seilpolygon sein darf. .

Aufgabe 4. Einflufslinien fiir die Widerstinde X’ und
X" der Mittelsttitzen des in Fig. 63a dargestellten, in den
Knotenpunkten der unteren Gurtung belasteten kontinuier-
lichen Fachwerktrigers mit 4 Stiitzpunkten.

Man beseitige die Mittelstiitzen, verwandle also den Triiger in einen
einfachen Balken A B, berechne diejenigen Spannkriifte $” und Spannungen

.8 L T
0 = ¥ welche eine im ) \Lw X 7
Punkte ¢* wirksame, senk- A'f‘ 18P B,
N N
rechte, abwiirts gerichtete i‘?‘z SE i - ,
Last , Bins“ hervorbringt S & e
” g \ B ot P I S b L et

und zeichne das den Span- | :’5"30:‘7‘ L/ ]L’ s
Dungen ¢” entsprechende 4”43 rd, A B"
Blegungspolygon _4’L,B, E ! \L_[ ” d [t
der Gurtung AB; es : {950}
stimmt mit dem Momenten- ! o
Polygone eines mit den “° XN///}I | : b i B,
Randwinkeltinderungen ' &Y | P
b ¢ £ k) T

elasteten einfachen Bal e 8L oo

kens 4'B’ tiberein.

In gleicher Weise wird dasjenige Biegungspolygon 4" L”B” der
Gurtung A B ermittelt, welches eine im Punkte ¢” angreifende Last
»Eins“ verursacht.

Bs sind nun A'L'B" und 4”L”B” die Einflulslinien fiir die
Senkungen & und 57 der Punkte ¢’ und C” des einfachen Balkens
4B, und es erzeugen somit die drei Kriifte P, X' und X" zusammen
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die Durchbiegungen
.= PY X Bt ond
¥ mm B B e
wobei ¢ und ¢’ die unter den Stiitzpunkten €’ und C” gemessenen
Ordinaten des Polygons 4'L’'B’ und ¢ und d” die entsprechenden
Ordinaten des Polygons 4” L” B” sind.
Aus den Bedingungen & = O.und 8” = 0 ergeben sich zur Be-
rechnung von X’ und X" die Gleichungen
X'¢ 4+ X"6" =Py
X' Xt g p
und aus diesen folgt:
st

71 '_7] d”

c
y
¢ —d -

X 2

Sind die Ordinaten des in Fig, 63b gestrichelten Polygons 4" R B’
gleich den mit d" multiplizierten Ordinaten 4" des Polygons 4" L” B”,

und ist der Unterschied der Ordinaten der Polygone 4'L'B’" und 4"RB’,
unter P gemessen, = 7 und, unter der Stiitze ¢’ gemessen, = ¢, so folgt

=1 —" ;ﬁ und

c=c —d’ %, und es ergibt sich

’:pﬂ_.
c

Da es nun, um X zu bestimmen, nur auf das Verhiiltnis 2 an-
e

kommt, so leuchtet sofort folgende einfache Konstruktion der Einfluls-
linie fiir X' ein.

Man zeichne Fig. 63d zu dert als senkrechte Lasten aufzufassenden
Randwinkelinderungen (— A'S,), (— A'Dy) .. ... mit beliebigem Pol-
abstande ein Seilpolygon A4,L B,, welches die Senkrechte durch den
Stiitzpunkt C” in J und die Senkrechten durch die Endstiitzen in A,
und B, schneiden mdge. Hierauf zeichne man zu den Anderungen
(—A"D)y (A" D) evnnnn ein durch die 8 Punkte 4,, J und B,
gehendes Seilpolygon. Milst man jetzt unter P den senkrechten Ab-
stand 7 der beiden Seilpolygone und unter der Stiitze C’ den Abstand ¢,
so folgt

X' =P {8

c
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Es ist also die in Fig. 63d schraffierte Fliche die Einflulsfliche
fir X’; dieselbe ist links von der Stiitze C” positiv, rechts von dieser

Stiitze negativ. Der Wert —t’ ist der Multiplikator der Einflufsfliiche.
¢

In gleicher Weise wird die Einflufsfliche fiir X" gefunden.

Sind siimtliche Stibe aus gleichem Materiale, so darf bei Berech-
nung der Winkeliinderungen der Elastizitiitsmodul beliebig grofs ange-
nommen werden.

Aufgabe 5. Gesucht der Horizontalschub X des bei 4

und B festgelagerten Bogentriigers in Fig. 64. Es handelt sich
um den Einfluls einer der Reihe nach in siimtlichen Knotenpunkten

LA
< a@ el d

Fig. 64c.

der oberen, wagerechten Gurtung angreifenden Last P, und gleichzeitig
Soll der Einflufs einer Anderung der Anfangstemperatur und eines
Nﬂchgebens der Widerlager bestimmt werden.

Zuerst wird angenommen, dafs auf das Fachwerk nur zwei in 4
und B angreifende, nach aufsen gerichtete wagerechte Krifte ,Eins“
W,il‘ken. Es entstehen Spannkrifte ', Spannungen ¢’ und Anderungen
A" der oberen Randwinkel, und man erh#lt die entsprechende Biegungs-
fliche der oberen Gurtung, wenn man die den Lasten A"S;, A'D,, . .
entsprechende Momentenfliche 4" B’ eines an den Enden 4" und B’ frei
aufliegenden Balkens bestimmt und zu dieser das Trapez 4" A” B” B’ hinzu-

Mﬁller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 5
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ftigt, dessen Endhthen gleich den (ebenfalls fiir den Belastungszustand
in Fig. 64b berechneten) Verkiirzungen 8, und 3, der Endvertikalen sind.

Hierauf wird die dem Belastungszustande in Fig. 64 b entsprechende
Verliingerung & der Sehne 4 B berechnet; sie ist nach § 6, Gleichung (18):

M. t=r3as L3
0 Gl 2

wobei sich die erste Summe iiber siimtliche Randwinkeliinderungen der
oberen Gurtung erstreckt und die zweite die Spannungen ¢’ in siimt-
lichen Stiiben dieser Gurtung umfalst.

Nunmehr lassen sich folgende Schliisse ziehen:

1) Die in 4 und B wirksamen wagerechten Kriifte 1 verschieben
den Knotenpunkt 7 um 9,, senkrecht nach abwiirts, mithin wird
eine in m angreifende Last ,Eins“ eine Vergrifserung der Stiitz-
weite um d,, hervorbringen, und eine in m angreifende Last P
wird Al = P.3J,, erzeugen.

2) Der Horizontalschub X verursacht fiir sich allein

Al = — X§.

3) Eine gleichmiifsige Anderung der Anfangstemperatur siimtlicher

Stiibe um ¢ bedingt
Al =stl.

4) Soll sich bei gleichzeitigem Wirken von P und X sowie der
Temperaturiinderung die Stiitzweite / um einen vorgeschriebenen
Wert Al iindern, so besteht die Bedingung

Al = P}, — X& +} etl,
und aus dieser ergibt sich
P}, 4+ etl — Al
§

Insbesondere lautet also die Gleichung der gesuchten Einflulslinie
fir X:

I X=

P}
o L
§

Bei gleichem Materiale siimtlicher Stibe darf die Berechnung der
A"> und der Strecke & unter der Annahme K = 1 erfolgen. Es muls
dann in Gleichung (II) gesetat werden:

" eE an Stelle von ¢ und
ALE i R A

Zahlenbeispiel zu Aufgabe 5. Es moge der bereits im § 2,
Seite 29, fiir den Fall einer vollen Belastung untersuchte, in Fig. 28
dargestellte Bogentriiger vorliegen. Die tiber den Triiger wandernde
Last P=1 greife der Reihe nach in simtlichen Knotenpunkten der
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oberen Gurtung an. In Fig. 28 geben die links von der Mitte an die
Stiibe gesetsten Zahlen die Stablingen s in cm an und die Zahlen rechts
von der Mitte die Stabquerschnitte /' in qem, wiihrend in Fig. 29 die
in Tonnen ausgedriickten, durch die in 4 und B angreifenden Kriifte 1
erzeugten Spannkriifte S eingetragen sind.

In der (der Deutlichkeit der Zahlen wegen verzerrt gezeichneten)
Triigerskizze in Fig. 65 bedeuten die an die Stiibe geschriebenen Zahlen

die Spannungen ¢ = % in Tonnen fiir das qdm und die in die Winkel

gesetzten Zahlen, die Kotangenten dieser Winkel. “Aus diesen Zahlen
ergeben sich — mit % = 1 — die folgenden Anderungen der Rand-

winkel der oberen Gurtung (vergl. § 4, Gleichung (16), Seite 40):

ed::o@‘—»}

0i 498 ) 190 (&) -39 (3) -%00 (k) -s00 (5) -s500
? "*v// l? ,'/:'} "4;,,01;’( N ’-o%f T
| / ‘) N e B
hipodm
i
: )
Y
Il Q
: I
g
v Lol D LR e gyl i B L i Eon
Grar §

Fig. 65.
A3, = (0,92 - 0,90) 0,450 4 (0,92 — 1,24) 0,352 + (— 1,00
— 1,24) 1,050 = — 1,42

A'S, = (1,24 + 1,07) 0,952 4 (1,24 4 1,00) 1,050 -+ (1,42
-+ 1,00)0,3504-(1,42—1,74)0,719 4 (—1,08—1,74) 0,700
= 4 8,19

A'Sy = (1,74 + 1,90) 1,429 4 (1,74 + 1,08) 0,700 4 (2,21
-+ 1,08)0,250 (2,21 —2,60) 1,268 4 (— 1,00 —2,60) 0,450
=4 7,84

A'Sy = (2,60 + 2,91) - 2,222 |- (2,60 + 1,00) 0,450 -+ (8,87
-+ 1,00)0,150 4 (8,87—8,48) 2,122 4 (—0,50—3,48) 0,300

= 4 11,68
5*
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A"S, = (3,48 4+ 4,00) 3,383 + (3,48 -+ 0,50) 0,300 - (5,00
+ 0,50) 0,050 + (5,00 — 2,06) 8,292 - (0 — 2,06) 0,250
= 35,56
A%y = [(2,06 - 5,00) 4,000 + (2,06 — 0) 0,250] 2 = 55,25
und es folgt nach Gleichung (I) (wegen % == 80 dm und ) = 20 dm)
§=3803A'> -+ 203¢’
= 80 [(— 1,42 -} 8,19 }.7,84 11,68 4 85,56) 2} 55,25]
~+ 20 [— 1,07 — 1,90 — 2,91 — 4,00 — 5,00] 2 = 4440,8.
Die Ordinaten des Momentenpolygones eines mit den Winkel-
inderungen A'%,, A'¥y .. ... belasteten, einfachen Balkens 4B’ sind:
M, = 1706,9; M, = 8850,0; M; = 4846,3;
M, = 6110,0; M, = 6662,5;
fiigt man zu ihnen die Verkiirzung der Endvertikale, welche (fiir £ = 1)
gleich (— ¢"h) = 0,90 - 80 = 27 ist, so erhiilt man die dem Elastizitiits-
modul £ = 1 entsprechenden Ordinaten des Biegungspolygons der oberen
Gurtung:
0y == 27476, =1788,9; "8 ="8877,0; 83 =14878,8;
8, = 6137,0; 8, = 6689,5,
und es ergeben sich jetzt die Ordinaten der gesuchten Einflulslinie fiir X:

) 27
X, = i AP O S 01
il 4403
8, '1788,9
“Yl — _%— == 1420"5‘ == 0,39 u. 8. w.

X, = 0,76; X, =1,10; X, = 1,38; X; = 1,51.

Liegt nun beispielsweise der in Fig. 28 dargestellte Belastungsfall
vor (Knotenpunktslasten 0,5 t und 1 t), so folgt
X =1[0,5-0,01 4 1,0 (0,39 + 0,76 - 1,10 4 1,38)] 2 + 1,0 - 1,50

= 8,8 t,

ein Ergebnis, welches mit dem auf Seite 23 erhaltenen {ibereinstimmdt.

Der Einfluls einer Anderung der Temperatur und einer Ver-
schiebung der Widerlager ist

X=TF Etlzil_’

worein fiir Schweilseisen £ = 200000 t ftir das qdm und ¢ = 0,000012

zu setzen ist. Kine Erhthung der Temperatur um ¢==40° erzeugt

(wegen I == 300 dm)

200000 0,000012 40200
4440,3

und eine Verschiebung Al== 0,1 dm bedingt

200000 - 0,1 e ALK Vergl. Seite 3
43403 = —4,bt. (Vergl. Seite 32.)

= 4,3t

X=—
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§ 10.

Bemerkungen iiber die angeniiherte Berechnung der statiseh
nicht bestimmbaren Grifsen X ebener Fachwerktriger.

Die genaue Berechnung von neu zu entwerfenden, statisch un-
bestimmten Fachwerken wird durch den Umstand sehr erschwert, dals
die Grofsen X', X", ... .. von den Querschnitten sfimtlicher Stibe
oder — wenn es sich nur um den Einfluls der Belastung handelt — von
dem gegenseitigen Verhiiltnisse dieser Querschnitte abhiingen. Es miissen
deshalb die Querschnittsfliichen zuniichst abgeschiitzt und hierauf an der
Hand der Ergebnisse
der schiirferen Unter-
Suchung geiindert wer-
den. Bei wesentlichen
Abweichungen  zwi-
Schen den so erhal-
tenen und zuerst an-
genommenen Quer-
Schnitten muls die
8anze Rechnung wie-
derholt werden.

In sehr vielen, fiir
die Praxis besonders
Wichtigen Fillen lifst
Sich nun eine wesent- LE
liche Abkiirzung (ohne £ a | ) "

dals die Ergebnisse <, I [ R B,
i

der Rechnung an Zu-

I3

Verlissigkeit  einbii- Fig. 66.
[sen) dadurch erzielen, 3
dals bei der Berechnung der Grofsen X', X" ..... die Form-

anderungen der Wandglieder des Hauptnetzes vernachlilsigt
Und hinsichtlich der Querschnitte der Gurtungen verein-
fachende Annahmen {z. B, Einftthrung eines gleichen Quer-
Schnittes fiir die Stibe einer Gurtung) gemacht werden.

Ein Beispiel mige den Vorgang erliutern.

Es handele sich um die Berechnung der Einflufslinie fiir den
Horizontalschub X des in Fig. 66 dargestellten Bogentriigers, dessen
Spannkrufte, wie im § 2, auf die Form

§=8 —8'X
8ebracht werden sollen. Die Spannkriifte S entstehen, sobald P = 0
nd X = — { wird, und zur Berechnung von X dient die Gleichung:
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8’8y s
9 EF ' :
X= - 5 (vergl. § 2, Seite 30),
*EF
wofiir geschrieben werden darf (nach § 9):
Py
X=——,
S 5t
EF
wenn 8 die unter der Last P gemessene Ordinate des Biegungspolygons
der oberen Gurtung fiir den Belastungsfall (P=0 und X ==— 1) be-

deutet. Dieses Polygon stimmt, wenn nur die Formiinderungen der Gurt-
stitbe berticksichtigt werden sollen, mit dem Momentenpolygon A LB’
eines einfachen Balkens A’B’ {iberein, auf den senkrechte Lasten

A, m m A' m . .
Wy, = — ——O;LB =—- r‘[_ (nach Gleichung (17), Seite 44)
und
A, sec vy A,

(nach Gleichung (17a), Seite 44)

10k:+ hk =+ Py

wirken, welche bezw. durch die Knotenpunkte der unteren und der
oberen Gurtung gehen. Hierbei ist
" r, das Lot vom Knotenpunkte m auf den Stab o,

s p ” ” ” E g, oy n  Ug.

In den Gurtstiben o, und w, entstehen im Belastungsfalle (P = 0
und X = — 1) die mit Hilfe der Ritterschen Methode leicht nachzu-
weisenden Spannkriifte: Y

Oy=—1+2% und U,=+1-2,
P L

unter %, und y, die auf die Wagerechte 4B bezogenen Ordinaten der
Punkte m und % verstanden, und es folgt, wenn F,, und F, die Quer-
schnitte der Stibe o0, und u, bedeuten,

’ 0’,,,0,,, ’ U,kuk .
A sl und A %, = ——— mithi
EF, i 7 o
_1/,,,0,” !)kuk
= ———— und w), = ———
AR T A R )
Diese Werte w darf man — ein konstantes E vorausgesetast —
ersetzen durch
1 !/mom Fc ykuk Fc
Wy = 7‘,2,,;.?,,,_ und 10;,=~T:— Fk y

wobei F, eine beliebige Querschnittfliiche ist (vergl. § 2, Seite 27); nur
mufs man dann schreiben:
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by ok
D

Fiir einen Stab o, der oberen Gurtung ist
2 2
S's % = 0'1,0n 5 =1/—';',§— Fﬁ; = Yntom,
und fiir einen Stab w, der unteren Gurtung
F, i PF,
T o By TP
und es folgt, wenn zur Kiirzung gesetzt wird:
Zm = YuWy und 2, = Yy,

5
X=Ps—

Die Summe im Nenner des Wertes X erstreckt sich iiber alle
Werte z,, und z,.

Es ist statthaft, fiir simtliche Stibe der oberen Gurtung denselben
Querschnitt #, anzunehmen und fiir simtliche Stibe der unteren Gur-
tung denselben Querschnitt F,. Setzt man dann die willkiirliche Quer-
schnittfliche #, = F,, so ist fiir alle Stibe o,,:

ﬁfc s }]::'f =1, wmithin 0, = L=o=_
und fiir alle’ Stiibe uy:

F, F, e Yty I,

A mithin 1w, = :;:—L— T

und es wird sich empfehlen:
1) ein Momentenpolygon A" RB” zu zeichnen, entsprechend den
durch die Knotenpunkte m der unteren Gurtung gehenden Lasten

bl _1/ 'mOm
u’,m 1 2 )
m

2) desgleichen ein Momentenpolygon 4" TB"™, entsprechend den
durch die Knotenpunkte %# der oberen Gurtung gehenden Lasten
NS i)
3) die beiden Summen zu berechnen:
E=Em und E=El’2ﬁu—7’r
1 e 2 i
aus denen sich dann

)

=

=234

-

)
2

3

ergibt,
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Sind nun 3” und 3" die unter der Last P gemessenen Ordinaten
der Momentenpolygone A”RB” und 4" TB"™, so ist offenbar
’” Fo 117
¥ o d
X=P “F
24 =3
1 " 47, g

)

o

eine Reihe

und man ist jetzt im stande, fiir verschiedene Verhiiltnisse

von Einflufslinien fiir X zu zeichnen und durch vergleichende Rechnungen

F, I
festzustellen, welchen Einfluls die Wahl des Verhiltnisses 7 auf die
Spannkriifte S besitat.

Betont werde noch, dafs in dem Falle einer von der Wagerechten

wenig abweichenden oder mit dieser zusammenfallenden Gurtung unter

~
0

das mittlere Verhiiltnis der Querschnitte

N F,
> & der oberen und unteren Gurtstibe in der
] Nihe des Scheitels zu verstehen ist, weil
die Liingentinderungen der hier gelegenen
\ Gurtstibe einen besonderen Einfluls auf X
ausitben, und dafs es sich bei der geringen
AR s Hithe, welche derartige Bogentriiger in der Regel
L) im Scheitel erhalten, empfiehlt (wenigstens fiir

Fig. 67.

F,
die erste Berechnung) e 1 zu wihlen,

In gleicher Weise kann auch der Fachwerkbogen mit senkrechten
‘Wandgliedern berechnet werden; hier fallen je zwei Lasten w in die-
selbe Senkrechte, Fig. 67.

§: L1,
Die Castiglianoschen Lehrsiitze iiber die Formiinderungsarbeit.

1. Der Satz von der kleinsten Formiinderungsarbeit. Wir
betrachten ein statisch unbestimmtes Fachwerk mit spannungslosem An-
fangszustande, nehmen an, dafls der anfiingliche Temperaturzustand be-
stehen bleibt, dafs also die Anderungen der Stablingen durch die

*) Der Horizontalschub infolge einer gleichmiifsigen Erhohung der Anfangs-
temperatur um ¢ wird, nach § 2, Seite 30 und 81,
eEF,tl cEF,tl
B ¥ R u
’ ¢ o
385 S
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Glelchung A3=E%, gegeben sind, und setzen festliegende oder {iber

reibungslose Lager gleitende Stiitzpunkte voraus. Es sind dann simt-
liche Verschiebungen A¢ = 0, und die statisch nicht bestimmbaren Gro(sen

e R o haben (nach Seite 24) den Gleichungen zu gentigen:
N0, LR ST
Za—X—yAS—-A,aX, EF——O
(O8) + e B 10 B8 LR
- 'AS—A,(‘X// —EF—O

I 0x”

welche man durch die Forderung ersetzen darf:

Es miissen die Grifsen X', X", . ... .. den Ausdruck
y ,
i w einem Minimum machen
2EF © '
In der Tat stimmen die aus der Bedingung A = minimum ge-
folgerten Gleichungen

A=2

G e L S -
R ST R
?ﬁi = E‘i ; b e
" ek} OAE T e
mit den Gleichungen (24) iiberein.”)
Der Wert A lifst sich in einfacher Weise deuten. Verlingert
Sich ein Fachwerkstab unter dem Einflusse einer von 0 bis S wachsenden

0

S . X
Spannkraft allmiihlich um die Strecke As = ESF’ so wird er in dem
Augenblicke, in welchem die Verlingerung den zwischen 0 und As
¢ EF
liegenden Wert o erreicht hat, durch die Kraft S, = ——sfx— gespannt.

Schreitet die Verlingerung um da fort, so leistet S, die Arbeit
EF
O == —S' xdx,

und es ist gomit die gesamte Formiinderungsarbeit des Stabes:
k«

*) Dals 4 ein Minimum und nicht ein Maximum wird, lehrt die Unter-
. ; ; i ; S
Suchung des gzweiten Differentialquotienten.  Hs ist —;;’—;— = ;—; . ’;—X

i 2 2
s 1S 04 8% 08 S’s o
it (Rl e SARBIIRL, ki L = Wi 5

Vb S undé-,g__Z TF X P EF ' also positiv
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As
EF [ . _ BF (As)2 (
s sl = 2EF
0
und diejenige des Fachwerks
2
Ss
A=22%F

Es folgt mithin der hinsichtlich seiner Giltigkeit an die im Eingange
dieses Paragraphen gemachten Annahmen Ac¢ == 0 und ¢ == 0 und an die
Voraussetzung eines spannungslosen Anfangszustandes gebundene Satz:

Werden die Spannkrifte S eines statisch unbestimmten Fach-
werks als Funktionen der unabhingigen Verdinderlichen X'y X",
aufgefafst, so miissen den Grifsen X diejenigen Werte beigelegt wer-
den, welche die Formdnderungsarbeit A zu einem Minimum machen.

2. Der Satz von der Abgeleiteten der Formiinderungsarbeit.
Die Arbeitsgleichung eines Fachwerks lautet bei festliegenden oder tiber
reibungslose Lager gleitenden Stiitzpunkten (vergl. § 3, Gleichung (12)

P, 4+ Pdy+.... 4+ Pd,+....+ Pd,= 25As;
sie gilt fiir beliebige, geniigend kleine, zusammengehtrige Verschiebungen
d und As und fiir beliebige Werte der Lasten P, und es diirfen somif
bei der teilweisen Differentation dieser Gleichung nach P, siimtliche
d und As sowie alle Lasten P, bis P,_, und P, ., bis P, als Kon-
stanten aufgefalst werden. Es ergibt sich

¢S
5,,, e é‘P;‘ As

Ss
und, wenn As=— BF ist, wenn also die dem spannungslosen Anfangs-
sustande entsprechenden Temperaturen ungeﬁndert bleiben,

PNt
s 08 Ss 8( 2EF

s a-Pm BF Tnib R,
04
(25) am_m'

Fiir den Fall: Ac=0 und ¢{=0 und unter der Voraussetzung
eines spannungslosen Anfangszustandes gilt somit der zuerst von Casti-
gliano bewiesene Satz: !

Die Verschiebung d,, des Angriffspunktes m einer Last P, im
Sinne von P, ist gleich der nach P, gebildeten teilweisen Ab-
geleiteten der Formdnderungsarbeit A des Fachwerks.

Bei der Anwendung dieses Satzes ist zu beachten, dals man die
Spannkriifte in den {iiberziihligen Stiilben und die fiberziihligen Stiitzen-
widerstiinde stets als Lasten auffassen darf, welche auf das Hauptnetz
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wirken. Hs ist aus diesem Grunde zulissig, unter 4 nur die Form-
inderungsarbeit fiir die dem statisch bestimmten Hauptnetze angehdrigen

08 058,

Stiitbe zu verstehen und ?f,,, P, zu setzen, d. h. bei der Berech-

nung der Abgeleiteten ai;i— die Grofsen X als Konstanten zu betrachten.

Die Ausdehnung von A iiber das ganze Fachwerk, entsprechend
dem Wortlaute des oben gegebenen Satzes, und die Behandlung der X
als Funktionen der Lasten P fiihrt natiirlich zu demselben Ergebnisse.
Man mufs dann setzen: BX"

(] 05, 4 1

T kT e
und, da fiir X stets Ausdrucke von der Form
X =2 P4 Bt Padii ..
X g TP ooy B L i Pt ply i,

............................

gefunden werden, wobei siimtliche ¢ von den P unabhiingige Werte sind,

aS aS ’” ”
=1 52, - T R
’dP,,. oP. + 8z, + 8"z, + und
Ss S S's S"Ss
= 3 —— i e bl s BB
B EF éP,,, + EF
Nun ist aber =S'As = 0, ES As =0 (vergl. Seite 25),
-1, S”Ss
p == E=20y0d, 4ty
il EF EF
und es ergibt sich, genau wie bei der obigen Auffassung,
Ny S8 25,
S A,

8. Beriicksichtigung einer Anderung des Temperaturzu-
standes. Andert sich die Anfangstemperatur in allen Punkten eines
Fachwerkstabes um den gleichen, gegebenen Betrag ¢, so ist

Ale ==

EF
und es gehen die Gleichungen (24), denen die Grofsen X bei festliegenden
oder {iber reibungslose Lager gleitenden Stiitzpunkten gentigen miissen
tber in

(Liagir g
E ——
ox (zr T sts) i
(26) 0S s Ss

p P’ Wi
X EF+“S) h

8ie fiihren zu dem fiir den Fall Ac = 0 und bei Bestehen eines spa,nnungs-
losen Anfangszustandes giltigen Satze:
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Die statisch nicht bestimmbaren Grifsen X miissen den Ausdruck
2

(27) 4,=23 2—E77+ SetSs

2u einem Minimum machen.®)
Die fiir die Verschiebung 9, des Angriffspunktes m der Last P,
im Sinne von P, abgeleitete Gleichung

()
IR ML
S == 2P, As
geht iiber in
SEF —l— atSs)
8= 08 8 R )__ 211
o P, EF 0P,

und fithrt zu dem hinsichtlich seiner Giltigkeit an dieselben Voraus-
setzungen wie der Satz 4; = Minimum gebundenen ebenfalls zuerst von
Castigliano bewiesenen Satze:
. 4,
(28) O == 'a—P: )
bei dessen Benutzung wieder zu beachten ist, dafls die Grilsen X als
Konstanten aufgefalst werden diirfen, sobald A, teilweise nach P,
differentiiert wird, und dafs sich mithin der Ausdruck 4; nur iiber die
dem Hauptnetze angehirigen Stiibe zu erstrecken braucht.
4. Beriicksichtigung von Verschiebungen der Stiitzpunkte bei An-
wendung der unter 1 bis 8 aufgestellten Sitze. Es verdient noch besonders

hervorgehoben zu werden, dals die fiir den Fall Ac=10 abgeleiteten Sitze

0.4 die Berechnung der Grofsen X und der Ver-

Ai = minimum und §,, =
m

schiebungen § auch dann ermoglichen, wenn sich die Angriffspunkte der Auflager-
kriifte C bei der Formiinderung des Fachwerks verschieben. Die Kriifte ¢ diirfen
niimlich nach § 1 stets als die Spannkriifte in Stiiben aufgefalst werden, welche
gleiche Richtung wie die Kriifte ¢ haben und die Stiitzpunkte mit aufserhalb
des Fachwerks gelegenen festen Punkten (zuweilen auch mit festen Punkten des
Fachwerks selbst) verbinden. Werden diesen Auflagerstiben solche Eigen-
schaften beigelegt, dals ihre Liingeniinderungen mit den. vorgeschriebenen Ver-
schiebungen Ae¢ der Stiitzpunkte iibereinstimmen, so sind sie als den Stiitzen voll-
kommen gleichwertig aufzufassen, und man hat, wenn die Verschiebungen Ac¢
bei der Berechnung der X und § beriicksichtigt werden sollen, nur nétig, den
Ausdruck 4; auf die Auflagerstiibe mit auszudehnen, wobei fiir jeden Auflager-
stab ein beliebiger Elastizititsmodul und ein beliebiger Querschnitt angenommen
werden darf.
Bedeutet nun fiir einen Auflagerstab:

¢ die Linge, E. den Elastizititsmodul,

F, den Querschnittsinhalt, ¢, die Temperaturinderung,

¢, den Ausdehnungskoeffizienten fiir £, =1,

o4 _ o4

*) Es ist X px

also positiv.
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80 ist Ae= E'ch+Ectcc Mit E.F,=ocowird Ac = ectec, d. i. unabhirgig

von () und man erhilt:
2

g W < <
A EZFF—{— etSs+ CAc,

Wobei Ae als eine Konstante zu betrachten ist.
Beispiel. Handelt es sich um den Horizontalschub X des in Fig. 28,

Seite 29 dargestellten Bogentriigers, dessen Stiitzweite 7 sich um A7 éindern moge,
S0 denke man die Kiimpfergelenke 4 und B durch einen Stab verbunden, in

Welchem die Spannkraft X wirksam ist und mache
2

P ag«Eﬁ,-}—EetSs—%X Al

20 einem Minimum. Es ergibt sich die Gleichung
508,88 | 55 95 4 1=

23X 'EF b5 d
Ist (wie im § 2, Seite 29) S= 8, — X8, so folgt 8%%:_ S’ und
— B8 (S, — X8’ )—* — SetsS '+ Al=0,

und hieraus ergibt sich, wie auf Qelte 30,
=8 S., s + etS's— Al
X=—
P>

S’ _—
EF

Abschnitt II.

Biegungsfestigkeit gerader und einfach
gekriimmter Stibe.
§ 12.

A.llgemeine Gesetze fiir Stiibe, deren Querschnittsabmessungen
im Verhiiltnis zu den Kriimmungshalbmessern klein sind.

1) Arbeitsgleichung. Wird ein Stab, dessen Schwerpunktsachse
4B eine Linie einfacher Kriimmung ist, durch #ulsere Kriifte ange-
griffen, welche in der die Linie 4 B enthaltenden Ebene (Krifteebene,
Stabebene) liegen, so besitzen, bei im Verhiltnis zur Liinge des Stabes
geringen Querschnittsabmessungen, aulfser den Temperaturéinderungen
nur die genkrecht zu den Querschnittsteilchen wirkenden Spannungen
(NOrmalspannungen) o einen wesentlichen Einflufs auf die Form-
inderung, Der Stab lilst sich, bei Vernachlissigung aller tibrigen
SDallnungen, in unendlich kleine, annithernd prismatische Teilchen zer-



legen, welche durch der Stabachse parallele Spannkriifte S auf Zug oder
auf Druck beansprucht werden (Fig. 69).
y Bedeutet
F die im allgemeinen ver-
#inderliche Querschnitts-
fliiche des Stabes,
ds die Liinge des zwischen
den unendlich nahen
Querschnitten T und IT
gelegenen Elementes der
Stabachse,
ds, die dem Bogenelemente
ds parallele Liinge ir-
gend eines der zwischen

Fig. 69. I und II gedachten, un-
endlich kleinen Prismen,
o die Normalspannung fiir den Endquerschnitt ¢/ dieses Prismas,

Alds, die Strecke, um welche sich ds, infolge irgend einer geringen
Verbiegung des Stabes iindert,
80 ist
S=odl,
und es ergibt sich, mit Vernachlissigung der Anderungen der
Querschnittsabmessungen, die virtuelle Formiinderungs-Arbeit

: A
]S-Ads,, =fcﬂidv, wobei
das,

dV=ds,dF
den Inhalt des Stabteilchens bedeutet. Bezeichnet nun, wie im Ab-
schnitte I auf Seite 22:
P eine Last,
C eine Auflagerkraft,
d die durch jene Ads, bedingte Verschiebung des Angriffspunktes
von P im Sinne von P,
Ac die durch jene Ads, bedingte Verschiebung des Angriffspunktes
von C im Sinne von C,
und wird angenommen, dafs die #ulseren und inneren Kriifte mit-
einander im Gleichgewichte sind, so folgt, wenn die Gewichte der Stab-
teilchen zu den Lasten gerechnet werden, aus dem Satze von den vir-
tuellen Verschiebungen die Arbeitsgleichung:

(28) SP5 - SCAc =fc Adds"
Sy

welche fiir beliebige mdgliche Verschiebungen d, Ac und Ads, gilt,

av,
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sobald diese nur klein genug sind, um als verschwindende Grofsen auf-
gefalst werden zu diirfen.

In den meisten Fiillen der Anwendung handelt es sich um Stibe,
deren Querschnittsabmessungen, verglichen mit den Kriimmungshalb-
messern 7, so gering sind, dals es zuliissig ist, ds, = ds zu setzen und
die Spannungen ¢ genau so zu berechnen, als sei an der betrachteten
Stelle == o0, d. h. der Stab gerade. Wir wollen auch (ausgenommen
sind die genaueren Entwicklungen im § 21) mit dieser vereinfachenden
Annahme rechnen, trotzdem aber die Bezeichnung ds, beibehalten, um
die Verschiedenheit ‘ der Lagen, nicht der Lingen, der Stabteilchen

zu kennzeichnen.
2) Bedingungsgleichungen zur Berechnung statisch nicht

bestimmbarer Gréfsen. Unter gewissen vereinfachenden Annahmen
gelingt es mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen, - die Spannungen o
ebenso wie die Auflagerkriifte C als geradlinige Funktionen der ge-
gebenen Lasten P und gewisser statisch nicht bestimmbarer Grolsen

IO & s coids darzustellen: sie erscheinen dann in den fiir be-
lishige Werte der P und X giltigen Formen:
(29) 6260 +6,A,+611A//+6111A1n+ ......
GGl e G e only i i :
wobei 6’, 6", 6. .. .. , ', C", 0" gegebene, von den Lasten P und den

Grilsen X unabhiingige Koeffizienten sind, withrend g, und C, die als gerad-
linige Funktionen der Kriifte P darstellbaren Spannungen und Auflagerkriifte
ftir denjenigen statisch bestimmten Belastungszustand bedeuten, welcher
entsteht, sobald alle statisch nicht bestimmbaren Grolsen X verschwinden.

Wird X" = 1 angenommen, und werden gleichzeitig alle Lasten P,
Sowie die ibrigen statisch micht bestimmbaren Grofsen T 0 TS
gleich Null gesetzt, so entsteht ein Belastungsfall, welcher ,,Zustand
X' = 1« heifsen soll, und welchem die Spannungen ¢’ und Auflager-
kriifte entsprechen, und in gleicher Weise soll in der Folge von
Zustinden X” = 1 oder X =1 u.s. w. gesprochen werden.

Die Arbeitsgleichung fir den Zustand X' =1 bildet einen be-
Sonderen Fall der Arbeitsgleichung (28); sie ergibt sich aus jemer, so-
bald P=0, C=C" und 0= ¢’ gesetzt wird und lautet:

S Ac =fc' L%
ds,

und ganz entsprechend wird gefunden:

” ’” ds,,
> Ae = e d 3
30) | SC”Ac fc o

SC”Ac =ﬁs 898, v
ds,




Die Gleichungen (30), deren Anzahl mit derjenigen der Unbe-
kannten X iibereinstimmt, ermdglichen die Berechnung dieser Griifsen;
man hat nur notig, sie auf die wirklichen elastischen Verschiebungen
Ac und Ads, anzuwenden. Die Ac werden meistens geschiitzt (vergl. § 2,
Seite 25) und die Ads, unter der Voraussetzung eines spannungslosen
Anfangszustandes als Funktionen der Spannungen ¢ und Temperatur-
tinderungen ¢ dargestellt. Es ist dann nach Gleichung (10):

Ads, c
(31) dsv —E—{—Et,
und es folgen somit die Bedingungsgleichungen:

L’=jiEi d V+fetc’dv

82
e L”_]i;-dv-|— st dV

in denen L' = 3 C' Ae, L' 1= 30C" Ao v lste1dl, die virtuellen Arbeiten
der den Zustinden X =1, X" =1 u. s. w. entsprechenden Auflager-
kriifte bedeuten:
Bringt man die dem wirklichen Belastungszustande entsprechende
virtuelle Arbeit der Auflagerkriifte auf die Form
A=A + A X + A X" FA"X"+ .. ... :
wobei A, A, A7, A” . . . . Grofsen vorstellen, welche von den
Werten X und (mit Ausnahme von ;) von den Lasten P unabhiingig
sind, so ist:
I e Wb s W™, v v tvinee
Beachtet man nun, dals
,__ 0¢ w__ 06
TR ol
ist, so sieht man ein, dafls die Gleichung:

¢ 06
(88 el in= E@XdV_l_j 8X

welche auch unmittelbar durch teilweise Differentiation der Gleichung (28)
erhalten werden kann, als allgemeine Form der Bedingungsgleichungen
(82) aufgefalst werden darf; man braucht nur X der Reihe nach durch
X', X” .. .. zu ersetzen, um die Gleichungen (32) zu erhalten. L be-
deutet die virtuelle Arbeit der Auflagerkriifte fiir den Zu-
stand X = 1.

Fithrt man die Bezeichnung ein

(34) 4,= etadV,

2E
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80 kann man Gleichung (83) noch kiirzer schreiben:
(D¢
Fiir den besonderen Fall festliegender oder iiber reibungslose Lager glei-
tender Stiitzen verschwindet die Arbeit L, und es ergibt sich die Bedingung
(1 %ﬁf‘ =0, also 4; = minimum,
Ist aufser L =0 auch ¢= 0, so folgt

(IT) / qszV = minimum,

(85) L=-

wobei / %(%,K die Formiinderungsarbeit fiir den Fall # =0 vorstellt. Die vor-

stehenden Siitze (I) und (IT) entsprechen den fiir das Fachwerk im § 11 unter
3 bezw. 1 abgeleiteten; sie ergeben sich sofort aus jenen, sobald die Spannkraft §
des Fachwerkstabes ersetzt wird durch od F, der Stab-Inhalt s# durch dV und

das Zeichen S durch das Zeichen /

3) Bestimmung der Verschiebung § irgend eines in der
Kriifteebene gelegenen Punktes des Stabes nach irgend einer
in die Kriifteebene fallenden Richtung. Werden die auf den Stab
wirkenden Lasten mit P;, P, . ... P, .... P, bezeichnet, ihre An-
griffspunkte mit 1, 2, . . . m . . . » und die Verschiebungen dieser
Punkte im Sinne der entsprechenden P mit 8,, 8, . . . 5, ... 5,
S0 lautet die Arbeitsgleichung:

Ads,

B8, 4 B3, ...+P,,,6,,,+....—I—P”5”+20Ac=/c~;i-s~dV;

sie gilt fiir beliebige zusammengehorige Verschiebungen 8, Ac¢ und Ads,
und fiir beliebige Werte der Lasten P und statisch nicht bestimmbaren
Grofsen X und liefert unmittelbar einen einfachen Ausdruck fiir die
Verschiebung 3, sobald stimtliche Grofsen X sowie die Lasten P, bis
P,_, und P, ., bis P, gleich Null gesetzt werden, withrend P, = 1

angenommen wird. Es entsteht dann ein statisch bestimmter Stab,

Welcher der Haupttriiger gemannt werden mbge, und an welchem
Qulser P, = 1 noch die durch diese Last hervorgerufenen Auflager-
kriifte ¢ angreifen, wihrend im Innern gewisse Spannungen ¢ erzeugt

Werden. Die obige Arbeitsgleichung geht iiber in

e — Ads,
(36) a,,,—l—-ECAc=fc dss av

und gestattet, die durch einen beliebigen Belastungs- und Temperatur-
Zustand verursachte Verschiebung §, aus den diesem Zustande ent-
Sprechenden Verschiebungen Ac und Ads, zu berechnen. Insbesondere

ergibt sich mit
Mﬁller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre.




Ads, c
— t
ds, K PaCS

der Wert

(37) 5,,,—_—/2 (% L et) s i

wobei L die virtuelle Arbeit der Auflagerkriifte fiir den
durch P, =1 belasteten Haupttriiger bezeichnet.

Denselben Ausdruck fiir 8, erhilt man — in anderer Form —
durch teilweise Differentiation der allgemeinen Arbeitsgleichung nach
der Last P,,, wobei die 8, Ac und Ads, als Konstanten aufgefalst werden
diirfen, da jene Arbeitsgleichung fiir beliebige zusammengehdrige Werte
dieser Verschiebungen giiltig ist. Man gelangt zu

ocC 96 Ads,
s il e Sy st)dV
e Y [aP,,. ds, /aP,,. B,
und findet schliefslich das {iibersichtliche Gesetz
04, oC
(38) 8m v aP ,aP: AC,

wobei 4; durch die Gleichung (84) erklirt ist.
Bei festliegenden oder iiber reibungslose Lagerflichen gleitenden Stiitz-
punkten verschwinden simtliche Ae; es ergibt sich

04
oot 7
und im Falle Ac =0 und ¢ =0 folgt
ias B2
" P’

wobei 4 = / Ll AL die Formiinderungsarbeit bedeutet.

Mit Hilfe der entwickelten Gesetze ist man auch imstande, die
Verschiebungen von solchen Punkten eines Stabes zu bestimmen, welche
nicht Angriffspunkte von Lasten sind; man hat nur ndtig, in dem
fraglichen Punkte nach der Richtung der gewiinschten Verschiebung eine
beliebig grofse Last P hinzuzufiigen und nachtriiglich P == 0 zu setzen.
Bedingung ist nur, dals die Verschiebungsrichtung in die Kriifteebene fillt.

Bedient man sich bei der Berechnung von & der Gleichung (38),
so ist zu beachten, dals nicht nur die Lasten P, sondern auch die
Grofsen X als unabhiingige Veriinderliche aufgefalst werden diirfen, dals
es also zuliissig ist, die X als Konstanten anzusehen, sobald nach einer
Last P differentiiert wird. Vergl. Seite 75.

4) Auflager. Aulser den im § 1 (Fig. 1) angefiihrten festen
und beweglichen Lagern, deren Widerstiinde durch die Angabe von
zwei Seitenkriiften oder einer Seitenkraft bestimmt sind, miissen bei
den auf Biegungsfestigkeit beanspruchten Stiiben noch Auflager unter-
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schieden werden, welche der im Stiitzpunkte an die Stabachse gelegten
Tangente eine bestimmte Lage vorschreiben. Ks kommen zwei Anord-
nungen in Betracht.

a) Feste Einspannung (Fig. 70). Bei vollkommener Starrheit
des stiitzenden Korpers liegt der Stiitzpunkt A fest, desgleichen die

in 4 an die Stabachse
gelegte Tangente (Auf-
lagertangente).  Der
Stiitzenwiderstand
liéfst sich zerlegen, in
zwei Seitenkriifte O
und C, und in ein
Kriiftepaar, dessen
Moment M das Ein-
Spannungsmoment
heifst. Verschiebt sich,
infolge der Elastizitiit
des stiitzenden Korpers, der Punkt 4 im Sinne von C; um A¢; und im
Sinne von (), um A¢,, wihrend sich die Auflagertangente im Sinne des
Momentes M um = dreht, so leisten die Auflagerkriifte die virtuelle Arbeit
CyAc; + CyAcy + M)

b) Lose Einspannung (Fig. 71). Der Stiitzpunkt A4 gleitet
auf vorgeschriebener Bahn 4 B. Die Auflagertangente liegt bei starrem
Stiitzkorper fest. Der Stiitzenwiderstand zerfillt in das Einspannungs-
moment M und in einen Gegendruck C, welcher bei glatter Bahn senk-
recht zu AB wirkt. Verschiebt sich 4 im Sinne von 4 um A¢, wiihrend
sich die Auflagertangente im Sinne von M um t dreht, so leisten die
Auflagerkriifte die virtuelle Arbeit

CAc + Mr~.

¢) Beispiel fiir die Berechnung der Arbeiten L. Um die Ermitte-
lllng der in den Glei-
chungen (32) vorkommen-
den Arbeiten 1, L, . . . .
der Auflagerkriifte fiir
die  Zustinde X' =1,

=1,.... durch ein
Beispiel zu erliutern, be-
trachten wir einen bei
4 und B fest einge-
Spannten Bogentriiger
Ohne Gelenke (Fig. 72).
e senkrechten und
Wagerechten Seitenkriifte ‘ Fig. 72.

*)_Ali@chtlich der Arbeit des Momentes M vergl. Seite 59.
G.(.

Fig. 70. . Fig. 1.
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der Stiitzendriicke seien 4, B, H,, H,, und die Einspannungsmomente seien
M, und M,. Infolge der Nachgiebigkeit der Widerlager gehe iiber

cin ¢+ Ac, 7in 1+ Al @, in @+ Agpy, @y In @y -} Agpy;
es leisten dann die Auflagerkriifte (wenn Punkt B und die Wagerechte durch B
festliegen) die virtuelle Arbeit
() A=— AdAc— H,Al— M;Aqp, + M, Ag;.

Bedeutet R die Mittelkraft aus simtlichen Lasten, o den Neigungswinkel
von R gegen die Wagerechte, » das Lot von B auf R, so bestehen die Gleich-
gewichtshedingungen:

(I) Hy+ Rcosa— Hy=0
(IIl) 4A— Rsina+ B=0
(IV) Al— Hyc— Rr-++ M, — M, = 0.

Da’sich weitere statische Beziehungen zwischen den 6 Unbekannten 4, B,
H,, H,, M, und M, nicht aufstellen lassen, so ist der Triiger ein dreifach statisch
unbestimmter., Werden 4, H; und M, als statisch nicht bestimmbare Gréfsen
aufgefalst, so muls der aus (IV) sich ergebende Wert: M, =— 41 — Hye — R» -+ M,
in (I) eingefithrt werden, worauf die Arbeit % als Funktion der statisch nicht
bestimmbaren Grofsen in der Form

A=A (1A, — Ac)— H, (cApy 4 A + M, (A, — Agy) — Rrig,
erhalten wird, und es folgt schliefslich

fiir den Zustand X’ =4 =1 der Wert L' =1A¢p, — Ac
bot b M XY =Hi=1 salilsls” =—(cAp, + A
TR ” X" =M=, w L7 =A@ — Ag,

5) Belastung durch Kriiftepaare. Drehung von Tangenten
an die Stabachse. Die in irgend einem Punkte  an die Stabachse
gelegte Tangente 7'T (Fig. 78) konnen wir als starre Linie auffassen,
welche mit dem Stabe fest verbunden ist. Wirkt auf diese Linie ein
Kriiftepaar, dessen Moment
= I, ist, so werden an
den Auflagern gewisse Ge-
gendriicke und im Stabe
gewisse Spannungen her-
vorgerufen. Es mige m
der  Angriffspunkt  des
Kriiftepaares heilsen.

Denken wir uns nun
in gleicher Weise (aulser
den bislang vorausgesetzten
Lasten P) in beliebigen
Punkten 1, 2,....n der Stabachse Kriiftepaare mit den Momenten IR, ,
My, . . . . M, angreifend und bezeichnen mit t,, T, . . . . T, die Winkel,
um welche sich die in den Punkten 1, 2,....#n an die Stabachse ge-
legten Tangenten infolge der Umgestaltung des elastischen Stabes drehen,
so leisten die Kriiftepaare die virtuelle Arbeit M, v, 4+ Myt, F....
~+ M, 7,, und es ergibt sich die Arbeitsgleichung:

Fig. 78,
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PS4t Myt + ... Mz ... Moz, + SCAc
il Pankiblinr Y
i ds, L
Sie gilt im Falle des Gleichgewichtes und bei verschwindend kleinen,
miglichen Verschiebungen fiir beliebige Werte der Lasten P und Mo-
mente I, und liefert, teilweise nach IN,, differentiiert, die Beziehung:
QO 0o Ads
i = - Ae= | s— ——
RSl T kel B MRS P

aus welcher sich die (der Gleichung (38) gegeniiberzustellende) Gleichung
’ 04, ocC
RS R
ableiten lifst; dieselbe ermtglicht die Berechnung des Drehungswinkels ©
Jeder Tangente an die Stabachse. Tritt das Kriiftepaar mit dem Mo-
mente I, in Wirklichkeit nicht auf, so hat man nach Ausfithrung der
Differentiation 9, = 0 zu setzen.
Weiter leuchtet sofort die Richtigkeit der (der Gleichung (37)

gegeniiberzustellenden) Gleichung ein:

(BTa) T =/—6-(~;7+et)dV——z,

in welcher c?diejenige Spannung bedeutet, die in irgend einem Quer-
schnittselemente des statisch bestimmten Haupttriigers entsteht, sobald
im Punkte m ein Kriftepaar mit dem Momente 9%, = 1 angreift,
wihrend Z die virtuelle Arbeit der durch diese Belastung -hervorge-
rufenen Auflagerkriifte vorstellt.

§ 18.

. Die Spannungen ¢ im geraden Stabe.
Naviersche Biegungsformel.

1) Durch einen Querschnitt im Abstande x von irgend einem in

der Stabachse an-
génommenen An-
fangspunkte 4 den-
ken wir den Stab in
zwei Teile zerlegt
und vereinigen alle
an dem einen der
beiden-Teile, 2z,
an dem linken, an-
8reifenden Hulseren
Kriifte zu ihrer Mit-
telkraft & (Fig.74).
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R heilst die #ulsere Kraft fiir den fraglichen Querschnitt
und zerfillt in die Lingskraft N, senkrecht zum Querschnitte, und
die Querkraft @ in der Ebene des Querschnittes. Wird vorausgesetzt,
dafls alle #ufseren Kriifte die Stabachse treffen (wenn auch in unend-
licher Ferne) so geht @ durch den Schwerpunkt O des Querschnitts.
Die Kraft N mdge positiv angenommen werden, sobald sie das Be-
streben hat, den linken Stabteil von dem festgehalten gedachten rechten
Teile zu entfernen.

Die durch den Schwerpunkt O des Querschnittes und den Schnitt-
punkt B der Kraft R mit dem Querschnitte gelegte Gerade heilse die
Kraftlinie, sie mtge mil der w-Achse eines in der Querschnittsebene
angenommenen rechtwinkligen Achsenkreuzes (#, v), dessen Ursprung
der Punkt O ist, den Winkel o einschliefsen. Bedeuten dann:

f den Abstand des Punktes B vom Ursprunge,
up und vy die Koordinaten von B,
so zerfillt das dem betrachteten Querschnitte entsprechende Biegungs-
moment
Me—="NF
in das um die u-Achse drehende Moment
M, = Nvz= Msin a
und in das um die v-Achse drehende Moment
M, = Nuz =M cos a,
und es bestehen zwischen den in dem Querschnitte wirksamen Spannungen ¢
und den Hulseren Kriiften die Gleichgewichtsbedingungen:

N=/ch

M,= v Gadll

M,= | u-cdF.

Die Berechnung der ¢ soll unter folgenden Voraussetzungen durch-
gefiihrt werden:

1. Die Strecke Aduw,, um welche sich im Punkte u, v die Ent-
fernung dx des betrachteten Querschnittes von dem unendlich nahe
gelegenen Querschnitte #ndert, sei eine geradlinige Funktion der Ko-
ordinaten # und », d. h. es sei

Adx ’
dxv p— a —_I_- al/v + a/”u7
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unter o', a”, a” Werte verstanden, welche fiir den betrachteten Quer-
schnitt Konstanten sind.*)
2. Die Temperaturinderung ¢ im Punkte «, v sei ebenfalls eine
geradlinige Funktion von » und », es bestehe also die Gleichung
t=t 4+ v+t"u,
deren Koeffizienten gegeben sind, sobald die Temperaturiinderungen fiir
drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte des Querschnittes bekannt
sind.
Dann folgt aus der Gleichung
Adw, . .0
de .« E
fir die Spannung ¢ der Ausdruck
c=E@—et)F+ E@ —et)v+ E@ —et")u
und hierfiir soll kiirzer geschrieben werden
6 =ua- bv-+ cu,
wobei @, b, ¢ Konstanten sind, welche sich mit Hilfe der drei Gleich-
gewichtsbedingungen berechnen lassen. Jene Bedingungen gehen iiber in

N=a/(lF+b/vd1"—f— c/udF
M..:a/vd]f’-{—b/ﬂd[f’—i— c/uvdF
M= a/ud]f'—|—- b/audF+ c/u%llv‘;

sie nehmen eine besonders einfache Gestalt an, sobald zu den Koor-
dinatenachsen Hauptachsen gewiihlt werden. In diesem Falle ist das

C?htrifugalmoment/uvdF: 0, und weiter folgt, da der Ursprung O

-+ et

mit dem Schwerpunkte des Querschnittes zusammentillt, / udF =0 und

fvdF: 0. s ergeben sich die Werte:
M, M, M, M,

= ., ==

g R b R B0 e e J
/vzdF . /u“'dF ¢

in denen J, und J, die Triigheitsmomente des Querschnittes in Bezug

T

> *) Bs stimmt diese Annahme mit der bekannten Voraussetzung Naviers

liberein, dafs urspriinglich ebene Querschnitte des Stabes auch nach der Biegung
benen sind, Die Zuverlissigkeit der Navierschen Methode ist durch die Ar-

beiten von Saint-Venant (in Liouvilles Journal 1856), Kirchhoff (in Crelles

Journal 1859) und namentlich von Pochhammer (in dessen Werke iiber das
Gleichgewicht des elastischen Stabes, Kiel, 1879) nachgewiesen worden,



I T
auf die Hauptachsen bedeuten, und es entsteht die Naviersche Formel
-N Mu Mu
(39) 5——7—'—7“—1)—{"‘:]:"“.

Besonders hervorzuheben ist, dals eine ungleichmiifsige Erwiirmung des
Stabes nach dem Gesetze ¢t =1¢ - " v - " v nur dann Spannungen ¢
hervorbringt, wenn die Werte N und M von den Temperaturiinderungen
abhiingig sind, was nur bei statisch unbestimmten Stiiben der Fall sein
kann. Verschwinden alle Hulseren Kriifte, so verschwinden auch die
Spannungen o.
2) Setzt man in Gleichung (39)
M, = Nvzy und M, = Nuyp

und bezeichnet man die Koordinaten der Stelle A, fiir welche die
Spannung ¢ infolge der in B angreifenden Kraft N berechnet werden soll,
mit vy, u,, so erhilt man — wenn diese Spannung ¢, genannt wird —

5y i F
(40) Cup=— WFT (1 —i—*j_: Vply + IUBMA ) )

und in dieser Gleichung sind die Buchstaben B und A vertauschbar.
Man findet néimlich fiir die Spannung an der Stelle B infolge einer in
A angreifenden Kraft N den Wert

N VA F
Opa== = (1 - j:vAvB -+ Tqu,,u,‘)

und gelangt zu der Beziehung
O4B=—= 0B
Es seien nun fiir irgend einen Querschnitt (Fig. 75) die Span-
nungen bestimmt, welche eine in einem Querschnittspunkte B angrei-
fende Kraft N =1 hervorruft, und zwar seien diese Spannungen mit
Hiilfe von Gleichung (89) durch eine Gerade B'B” dargestellt. Die
Spannung an der Stelle A4 ist dann gleich der Ordinate .5, welche
die B'B” auf einer durch den Punkt A4 parallel zur Spannungs-
Nulllinie gezogenen Geraden g abschneidet; und ebensogrofs ist auch
(nach Gleichung (40) die Spannung Gz, welche eine in A angreifende
Kraft N =1 bei B hervorruft. Bine in 4 wirksame Kraft N wird also
an der Stelle B die Spannung
6p=N-0,p
hervorrufen, und dieser Wert ¢ bleibt ungeiindert, wenn sich der An-
griffspunkt 4 von N in der Geraden g bewegt. Greifen mehrere Kriifte N
am Querschnitte an, so erhiélt man fiir die Spannung an der Stelle B
einen Wert
o Y
Die Gerade B'B” ist also die Einflufslinie fiir die Spannung o
an der Stelle B.
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Wird der Einfluls eines Momentes M gesucht, welches in einer
den Querschnitt in der Geraden I — [ schneidenden, zum Querschnitte
rechtwinkligen Ebene wirkt, Fig. 76, so ersetze man dasselbe durch
ein Kriiftepaar Ne mit beliebig grolsem Arme o und lege den Angriffs-

Fig. 7. Fig. 76.

punkt der einen der beiden Gegenkriifte N in den Schnittpunkt der
Geraden /—/ und n—n. Man findet dann nach Fig. 76:
Md’

Op .-::NG,::

3) Meistens fillt die Kraftlinie mit einer Hauptachse zusammen.
Wir wiihlen dann die Kraftlinie zur v-Achse, bezeichnen das Triigheits-
moment fiir die w-Achse kurz mit J und erhalten:

N M
(41) G=F_|__Jl.

Wird angenommen, dals die 4
Temperaturiinderung ¢ von  un- |
abhiingig ist, so darf :

42) t=t¢, 4 At%:— P o

gesetzt werden; hierbei bedeutet

(Fig. 77):

h die Hohe des Querschnittes,

ty die Temperaturinderung fiir
v=0 (also z B. fiir den
Querschnittsschwerpunkt),

At = t, — 1ty den Unterschied Fig, 1.
der den Hulsersten - Quer-
schnittspunkten entsprechenden Temperaturinderungen,

; den Wert von ¢ fiir v = ¢, und

ty den Wert von ¢ fiir v = — ¢,.
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Zwischen t,, t, und t, besteht die Beziehung
e e
fy = t; =5 - tg —-
0 tl h + 2 h
Die Werte Adz,, Adx, und Adx, welche Adw, besw. fir

v=-}¢, v=—e, und v =0 annimmt, sind
N Mel
Ad.l‘l 7 *]—+St1 — b EF;—‘—' + tl

N M
Adzy = du 2, —|—st2)—dx[ﬁF—— F?} —{—st‘]

(48) Adz=dx ( -+ eto>

und es wird deshalb der Winkel dt, um welchen sich der betrachtete
Stabquerschnitt gegen den Nachbarquerschnitt dreht,
Adz, — Adw, ;

— d. i

h

dt=tgdt=

M At)
(44) dr=dz (’E“j + € %
4) Die Gleichung (39) gilt auch fiir schlefwmkhge Koordinaten
w, v, Fig. 78, Wihlt man die Kraftlinie zur v'-Achse und bestimmt

die u’-Achse so, da.fsfu V'dF =0 wird, so erhiilt man

’

N M,.»
wo M, = Nv'y ist.

Bildet die v'-Achse mit der u'-
Achse den Winkel o, so ist

J _f/ng_ f F___A:,]“
sin CX.

sin o '
Novg M,

== ~ — &

sin o sin o

w

und man findet schliefslich fiir ¢ den Wert
N M, v
45) 6= — 4 ——
(45) 7 . & 7
welcher dieselbe Form hat, wie der durch die Gleichung (41) fiir den
Fall einer mit einer Hauptachse zusammenfallenden Kraftlinie bestimmte
Wert. Ist nun % die Querschnittshhe rechtwinklig zur w-Achse und

wird angenommen, dals sich ¢ nur mit » #ndert, so gelten die Glei-
chungen (44) und (45) auch fiir den in Fig. 78 dargestellen Fall.
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Bedingungsgleichungen fiir statisch unbestimmte
gerade Stibe.

1) Integrationen, Es sollen die im § 12 abgeleiteten Bedingungs-
gleichungen zuniichst fiir den Fall umgeformt werden, dals die Kraft-
linie mit der »-Achse zusammenfillt, dafs also

N )
& b . s W4 e

i8t, wiihrend die Temperaturiinderung dem in Fig. 77 dargestellten
Gesetze folgt. Zu diesem Zwecke mdgen die Integrale

/G"G;fi-»v und /cst(ZV

berechnet werden, wobei
N, M,v N, M
G by = h

die Spannungen fiir irgend zwei durch die Zeiger @ und b unter-
Schiedene Belastungsfiille bedeuten.
Mit dV == dadF ergibt sich

0,0dV ( N, M, \ dadF
fer T %) %
N.,d.z-/'o,,dF M,,dx/ 6, vdF

ik AP R ! T A

und it Beachtung der Gleichgewichtsbedingungen

/BmF:Nb Wbl /cmdF:Mb
6.6dV _ [N, Nydz _+_/M,,Mbdx

(46) g alix EF EJ

Ebenso findet man

/deth=//c(t,, -+ At hi) cedad
i At
::/et,dx/ddF —f—/sde/audF
M
. (47) /ceth=/et,Ndx —{—/sAtde.
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2) Umformung der Gleichungen (82). Die Auflagerkriifte C,
Biegungsmomente M und Liingskriifte N eines mehrfach statisch un-
bestimmten Stabes lassen sich in der Form darstellen

] C=0C+CX+C'X"+0"X"4+.....
(48) I M=M +MX +M'X"4+M"X"+.....
" | N=N,+NX4+N'X"4+N"X"4+.....,
Wobei X Xt ined e ) statisch nicht bestimmbare Gréfsen bedeuten.

Coy My, Ny, sind die Auflagerkrifte, Biegungsmomente und Liings-
kriifte fiir den statisch bestimmten Haupttriiger, in welchen der Stab
tibergeht, sobald siimtliche Unbekannten X verschwinden; sie sind gerad-
linige Funktionen der gegebenen Lasten.

C’, M, N’ sind die Werte der Auflagerkriifte, Momente und Liings-
kriifte fir den auf Seite 79 erklirten Zustand X ==1, desgl. ", M”,
N” die Werte fiir den Zustand X” =1 u.s. w.

Die Spannungen fiir den Zustand X' =1 sind:

: N My
—'T_I_*Tv

fiir den Zustand X" =1

i N’/ M// .

G Z‘—{— —fvf—, u. 8. w.
und die Gleichungen (32) gehen, mit Beachtung der Gleich. (46) und
(47), tber in

I ’

’ N N M M
49 % "N ,, i
(49) L= N dx + Arla +[ety, N'dx - | eAt l\: da
wobei L', L”,.... die virtuellen Arbeiten der Auflagerkriifte bei
Bintreten der Zustinde X =1, X" =1,..... bedeuten.

Ist die Temperaturerhthung fiir alle Punkte eines Stabquerschnittes
konstant und =¢, so ist A¢=0 und #,=1¢ zu setzen.

3) Umformung der Gleichungen (38) und (34). Fir den
durch die Gleichung (34) gegebenen Arbeitsausdruck A4; findet man
mit Hilfe der Gleichungen (46) und (47) den Wert

(50) 4, _/gE‘? /L;;d; -}-/et,, Ndz +f

und es geht somit die Bedingungsgleichung (38) fiber in
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N N M oM
A M
i) BF ox gy aXd“"*'ft"aX

At
et

wobei X irgend eine der zu berechnenden statisch nicht bestimmbaren
Grofsen und I die virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte fiir den Zustand
X=1 bedeutet.

Dals Gleichung (51) die allgemeine Form der Bedingungsglei-
chungen (49) darstellt, leuchtet ein, sobald der Grifse X der Reihe nach

die Werte X', X”...... beigelegt werden und
—aM -~ M,, ———alv[,, —_ NI” ......
0X 0X
oN oN
7 — —— -ZV
°oX 2 0X

gesetzt wird.

4) Der auf Biegungsfestigkeit beanspruchte gerade Stab in
Verbindung mit einem Fachwerke. Sehr hiufig hat man es mit
der Berechnung eines Korpers zu tun, der aus einem Fachwerke und
aus einem oder mehreren auf Biegungsfestigkeit beanspruchten, geraden
Stiiben besteht. Die allgemeine Form der Bedingungsgleichungen, denen
die statisch nicht bestimmbaren Grofsen X zu gentigen haben, lautet
dann (vergleiche die fﬂl das Fachwerk abgelelteten Gleichungen 26):

N N

52 'd ¢
) L= EF ’aX +/LJ 2x et 5x @
K At S8 08 o8

- - Bl (Ra=— t A
+/€ h d+ T D Sl b 4

Wobei angenommen wird, dafs die Temperaturiinderung ¢ fiir alle Punkte
eines und desselben Fachwerkstabes gleich grofs ist.

Meistens macht man die Annahme, dafs auch fiir alle Punkte eines
nd deggelben Querschnittes der durch die M und N beanspruchten
Stitbe die Temperaturinderung ¢ gleich grols ist und erhilt dann die

Bedingung

[N oM
i T EF aX +/EJ aYd +/

Ss
+3 g5 ey 34 o
L bedeutet die virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte fiir den Zu-
stand ¥ — 1,
5) Die im vorstehenden abgeleiteten Gesetze gelten auch fiir den
Fall einer nicht mit einer Hauptachse zusammenfallenden Kraftlinie,



vorausgesetzt, dals sich (nach Fig. 78) ¢ nur mit » tindert, dafls unter
J die Querschnittshthe rechtwinklig zur w-Achse verstanden wird und
fiir J das auf die w-Achse bezogene Triigheitsmoment J, gesetzt wird.
Liegen jedoch die Kraftlinien der verschiedenen Querschnitte oder die
u-Achsen mnicht in einer Ebene, so ist es zweckmiilsiger, die Momente
M, und M, (§ 13, 1) einzufithren und das Integral

Ga Ty d-'lf
)

N, M, .v M, u
S Tl

R e -Z\rb Moy, Mub“’
ety 3 s e
zu berechnen. Man erhilt mit dVrz dxdF

Gucde .A dx deF Mua¢x./§iUdF
EJ,
dexfcbudF
+ e T U

und mit Beachtung der Glelchgewwhtsbedingungen
/c,,dF: Ny, /6,,vdF= Moy [GudF= M,

auf Grund der Formeln

die Beziehung:

GaGpdV Ny N,,dx M.”,M,d,dx M,,aM,,d@
__E____ EETR il Kol + .

Fiir das Integral | getdV liefert die Voraussetzung der allgemeinen

Beziehung t=1¢ - v+ "u
den Wert

/ceth: et Ndz + [et'M,da 4 [t M,d=.

Hiernach ist es leicht, die unter 2), 8), 4) abgeleiteten Gesetze
fir den allgemeineren Fall zu erweitern. Beispielsweise geht der Aus-
druck (50) fiir 4, iiber in

N2dz M2dzx M2dx
50 A,':
(] SEF /2EJ /2EJ

—+ [t Nda +/st M,dx /et'"M da.




6) Anwendungen.*)

Aufgabe 1. Wagerechter, bei B eingespannter und bei A4 frei auf-
liegender Balken. Gesucht ist der
durch eine gleichmiifsige Belastung,
p fir die Liingeneinheit, hervor-

gerufene Auflagerwiderstand X
(Fig. 79). Temperaturiinderungen
sollen unberticksichtigt bleiben, des-
gleichen Verschiebungen der Angriffs-
punkte der Auflagerkriifte; es ist
also L=0 und ¢==0.

Da nur Beanspruchung auf
Biegung vorliegt (N == 0), so muls X der Bedingung (vergl. Gleich. 51)

fM oM
Y EJ 09X
geniigen, und bei konstantem F£J der Bedingung

7
oM
/M X da==0,

0

g
.
%
.

Fig. 79.

di==.0

2 oM
Nun ist M = Xo — b4 und —— = 2, weshalb
0X
l
X l“ s
/ e By
8
0
woraus
3pl
X=——
8
Es ist mithin das Biegungsmoment an der Stelle z
3pl px?
M=—— — .
M S
o 31 : 9 i R .
Fiix ainais W folgt max M = o8 pl? und fiilr =17 ergibt sich das Ein-
3 :
spannungsmoment Mp = — l’glw. Die grofsten Beanspruchungen sind
M
0y =— 38—1—- und oy =— El}e_, (nach Gleichung 41).

Aufgabe 2. Wagerechter, bei 4 und B eingespannter Balken mit
Dreiecksbelastung (Fig. 80). Es sei wie in Aufgabe 1 sowohl L als
auch ¢ = 0.

*) In den Aufgaben 1—11 wird vorausgesetzt, dafs iiberall die Kraftlinie
mit einer Querschnittshauptachse zusammenfillt,



Bedeutet X die senkrechte
Auflagerkraft und M, das Bie-
gungsmoment am linken Auf-

%
% lager, so ist das Biegungs-

% ----- il / moment an der Stelle x:

% ______________ V'////;, . M=Xx_ x /E x _I—'M
/// //// ks 128
) 7))y,  Die beiden statisch nicht be-

Fig. 80. stimmbaren Grofsen X und M,
den Bedingungen gentigen:

miissen, bei konstantem F.J,
(o z 0
M M
/M X do=10 und/MaM dr =20

0 0

oM M
und diese gehen, wegen - = und ———— =1, nach Ausfithrung

o oM,
der Integrationen iiber in
it pl‘*
X o -+ M, -2~ =0 und
/A ls
X — p + M1 = 0;
sie liefern:
8 vl
& O T 90

Nun folgt an der Stelle x:

Y| 1 a0 1,7
M—2[lol 8 15l

Fiir « =17 70,3 folgt max M = -} 0,02144 p12.

l
Fiir z =1 ist My = — 1;0' .

Das grifste aller Momente ist M,.

Aufgabe 3 (Fig. 81). Ein frei auf drei Stiitzpunkten ruhender,
urspriinglich wagerechter, kontinuierlicher Balken ohne Gelenke und mit
konstantem E und J sei durch beliebige senkrechte Lasten beansprucht;
aulserdem mogen auf die Endquerschnitte (1) und (8) beliebig grofse,
von aufserhalb des Balkens wirkenden Kriiften herriihrende Biegungs-
momente M; und M wirken. Es soll das Biegungsmoment M, fiir
den {iiber der Mittelstiitze gelegenen Querschnitt unter der Voraussetzung
berechnet werden, dafs, bei festliegenden Stiitzpunkten (1) und (3), sich
der Stiitzpunkt (2) um 8 senkt und der Balken ungleichmiifsig erwiirmt
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wird. Die Temperaturiinderung sei fiir den untersten Punkt eines Quer-
schnittes ¢,, fiir den obersten #,; beide Werte seien konstant, und es -
sei ¢, —t, = At. Querschnittshthe = 7% (vergl. Fig. 77).

Wir benutzen (da N==0 ist) die Bedingungsgleichung (vergl.

Seite 92, Gleichung 49):
’ ’ At y ’
L «/MMdm—}—sTb/de,

st
L BJ
in welcher M das wirkliche Biegungsmoment fiir irgend einen Quer-
schnitt bedeutet, withrend M’ das demselben Querschnitte entsprechende

Fig. 81.1(

Fig. 82.

Fig. 83.

Biegungsmoment fiir den Fall ist, dals die Lasten verschwinden und
die statisch nicht bestimmbare Grofse (hier also M,) den Wert 1 an-
nimmt (Zustand X = M, = 1). Die Momentenfliche fiir diesen Zustand
ist das Dreieck in Fig. 82 mit der Hohe 1, und die zugehtrigen Auf-

lagerkriifte sind

(=S —11—, O, == 71—, beide -aufwiirts wirkend, und
1 2

(8 il - Tt Ll , abwiirts gerichtet.
ly ly L

Senkt sich die Mittelstiitze um 8, so ist die virtuelle Arbeit der
dem Zustande X = M, = 1 entsprechenden Auflagerkriifte:
, l
L'=0/8= i Vel 3,
lily

und es folgt somit die Bedingung

Miiller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 7
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/ ’
by e :/M’de + cEJ VA}: fM da.

Ll

Fiir einen Querschnitt im Abstande 2, <7/, von A folgt: M' =1 - 7-’”1,
1
l

’ 1- l
mithin fiir den Teil llsz do= e xyday =—§1— und
1
0
L

¥ 1
fM Mdx = l—/x,Md;tl.
1
0

L
Das Integral: / 2y Mdx, bedeutet das statische Moment der wirk-
0

lichen Momentenfliche, bezogen auf die Senkrechte durch den Stiitz-
punkt 1. Diese Momentenfliche besteht aus einem Trapeze, das bei
(1) und (2) die Hohen M; und M, hat und aus der Momentenfliche
AS;B, welche dem bei (1) und (2) frei aufliegeiiden Einzelbalken 7,
entsprechen wiirde, Fig. 83. Wir nennen 45, B die einfache Momenten-
fliche fiir den Teil /,, bezeichnen ihr statisches Moment in Bezug auf
die links von ihr gelegene Auflagersenkrechte mit &, und erhalten,
indem wir das Trapez tiber 4B in zwei Dreiecke zerlegt denken,

L il e 1
2, Mdao, =8, 4 M17‘—3‘— + M, 71._,.,31.”,
0
so dals sich fiir den Teil /; ergibt:
3 g 1
M Mdz = *ll"‘}‘?(Mlll + 2M,1,);
1

ebenso ergibt sich fiir den Teil /,:
, l & N 1
fM dxz?“’ undfM Mdx = —]”-—{— ~6~(M\,,l2 -+ 2M,7,),
2

wobei R, das statische Moment der zu dem Teile l, gehorigen ein-
fachen Momentenfliche BS,C, bezogen auf die rechts von ihr gelegene
Auflagersenkrechte, bedeutet.

Die Gleichung (I) geht jetzt, nach Multiplikation mit 6 iiber in

A g
(I1) GEJa—ll—JICJ— ok e e _9}2_4- M, L+ 2M, (U 1)
bk ] 1 2

l l
+ Mg, + 35E’J*’T—J—LAt;

sie ermdglicht die Berechnung von M,.
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~ Die am hiiufigsten vorkommenden Belastungen sind: Beanspruchung
durch Einzellasten und durch eine gleichmiifsige Belastung.

Liegt auf einem ein-
fachen Balken eine Einzel-
last P in den Abstiinden a
und b von den Stiitzpunkten
(Fig. 84), so ist die Mo~
mentenfliiche 4BS ein Drei-
Pab
Tv
und dessen statisches Mo-
ment, bezogen auf die
links gelegene Auflager-
senkrechte,

eck, dessen Hohe =

AN a a Pa (12—a?
() §=Pa:— e —Pa 5 g = (F_)

ist. In Bezug auf die rechtsseitige Auflagersenkrechte ergibt sich das
statische Moment v
Pb (12 — b?)
P s

Liegt zwischen den Grenzen & =s, und § =13, eine gleichmiifsige
Last p fir die Lingeneinheit (Fig. 85), so entspricht dem Lastteilchen
P+ d§ nach Gleichung (IIT) der Wert

T e p,dg,g;i:y)_

av) R=

und es folgt
2

[ pE—sh @ —s—s) |
(V) 53——/d53— 54

8

Ist der ganze Balken 4B mit
g fir die Lingeneinheit belastet,
80 ergibt sich aus (V) (mit p =g,
S =1/ und s, = 0)
gl*

(VI) 2 = —2—4— " L 7

Wenn also, wie in Fig. 81
angenommen wurde, auf den kon-
tinuierlichen Balken gleichzeitig Einzellasten P und gleichmifsige Lasten
915 93, py, py wirken, so geht mit den aus der Fig. 81 ersichtlichen

Bezeicbnungen die Gleichung (IT) tiber in

Fig. 85.

7*
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eAt

(VI) M,1, + 2M, G, +1) + Myl + 8EJ [ :

SPa( —a® 3SPb(l—0b? g, ol
1 2 1 1 J2°2
-+ L ~+ L . o 1
Py (83— — 8 —8) . Py (17—
i 41, ¥

s1) (28 ) (21?f—7'2 1)
in welcher sich die Summen = und = iiber die auf den Teilen /; oder /,
1

bec 15 ](H/z)
Il

EERRE. H= )
41, :
2

ruhenden Lasten P erstrecken.

Die Gleichungen (II) und (VII) ermdglichen die Berechnung der
Stiitzenmomente von kontinuierlichen Triigern, welche frei auf
beliebig vielen, sich um vorgeschriebene Strecken senkenden
Stiitzen liegen (Fig. 86). Bedeuten fiir einen solchen Triiger M,,

Fig. 86.

M,, M, irgend drei aufeinander folgende Stiitzenmomente und 5 die
Strecke, um welche sich der Stiitzpunkt 2 unter die Verbindungsgerade
der beiden benachbarten Stiitzpunkte 1 und 3 verschiebt, so besteht
zwischen den Momenten M;, My, M; die durch die Gleichung (II) oder
Gleichung (VII) dargestellte Beziehung. Bei » Stiitzen lassen sich n — 2
solcher Beziehungen angeben, und diese gentigen zur Berechnung aller
Momente M, da die Momente M, und M, {iber den Endstiitzen be-
kannt sind. Setzen wir im allgemeinen iiberragende Triigerenden voraus
und bezeichnen mit ¢ und " die Mittelkriifte aus den auf die iiber-
ragenden Triigerstiicke wirkenden Lasten, so erhalten wir
M,=—¢%¢ und M= — @"¢".

. Werden die Verschiebungen der Stiitzpunkte (1, 2, 3) aus einer

gegebenen Anfangslage A4, B, des Balkens mit ¢y, ¢y, ¢3 bezeichnet, so ist

ly I,
0% PP PN
ll —*_ 12 ll + l2

(VITI) S(Uith) _ g —e PT el
ll l2 ll l?

d=1¢, —¢; -

und es ergibt sich
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. Aufgabe 4. Fs sollen die bei Lisung der Aufgabe 8 abgeleiteten allgemeinen
Gleichungen zur Berechnung der Stiitzenmomente des in Fig. 87 dargestellten

W i

ten, kontinuierlichen I ll,
il T

Triigers, dessenMittel-
g— mﬂlm l Iy
uumlmlmlﬂllmnmmmaﬂﬂﬂ[ﬂﬂmmmummuﬂuﬂmm%’ﬂ]ﬂ"ﬂmmmmﬂ"[IM""'"

Stiitzen sich um e, Wﬂ"mmwmmmmlﬂﬂﬂ I
und ¢, gesenkt haben,
enutzt werden.

Zwischen den

| ?
l | 2 f
Btiitzenmomenten M,, f 4 e ¥ ! v
und M, besteht | f ?
(nach Gleichung (VII) - | 1’ " !
mit  Beachtung von
Gleichung (VIIT) die P
eziehung:
M, 2M, +za)+wfalg+%ﬁ"6E"[c_2 A

13 I
+oft 4o

und ebenso folgt

At (ly 41 s pit

BT, 20, oo Ml S 8 G ) th(-+ ) —sEJ[?Ll ‘s ?“-T—“é]
2 '8

92l | 95 _
+ 0 S g,
Und in diese Gleichungen ist zu-setzen:
M, =0, My=0, ¢, =0, ¢,=0.
Die Auflisung der beiden Gleichungen nach M, und M, ergibt z. B. fiir
o Fall §, =l =10, =1
1) den Einfluls der Lasten g, gu, 9s:

1 P
M, =— 60 (49, + 89, — g5 I*
1 g
M;=— 60 (495 + 892 — 90) 1%
2) den Einfluls der Stiitzenverschiebungen ¢, ¢,:
6 EJ
M, = o (Bey— 2¢4)
M, = g 1’;;'1 (8og — 2¢),
3) den Einfluls der Temperaturiinderung:
6 cEJ
MB=M3=——5~—-h— At

. Die im Querschnitte iiber der Stiitze 2 durch die unter 2 und 8 ange-
fiihrtep Einfliisse erzeugten Spannungen o, und o, sind nach Gleichung (41) (vergl.
Auch Fig. 77):

M,e, 6 e [8cy — 2¢4 1
el 'y it o i, (ke o d
0y = 7 =t 5 B i i eAt 7 un

Moy 6 pea[B8e—2¢ _,, 1],
SRR Ty 5 7 8ty
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Aufgabe 5. Es soll das Einspannungsmoment M, fiir einen ur-
spriinglich wagerechten Balken berechnet werden, auf welchen Einzel-
lasten P wirken, und der, bei gleich hoch gelegenen Stiitzpunkten 1
und 2 am linken Ende
unter einem gegebenen
Winkel © eingespannt wird,
wiihrend er am rechten Ende

~-- frei aufliegt. Es soll, wie

AR EIRe e in den Aufgaben 3 und 4,

' eine ungleichmiifsige Er-

wirmung  beriicksichtigt
werden. Fig. 88.

Wir betrachten den Bal-
ken als frei auf 3 Stiitzen
0, 1, 2 ruhend. Die End-
stiitze O liegt unendlich
nahe der Stiitze 1 und ist
um /, T angehoben.
Gleichung (VII) in Aufgabe 3 liefert dann die Beziehung:

Mol -+ 2M; Go 9+ Myl 4 8EJ [22 — f’; Jw+o

I
_1_Eli(l7_b)=0'

in welcher & die Verschiebung des Punktes 1 gegen die Gerade 02
bedeutet. Es ist

N

it I _JewR®

Y

M, S

Fig. 88.

X L 1
lp +1 o~ b1
und es ergibt sich, da /[y =0, My =0 und M, = 0 ist, der Wert
29 i

=2 " und die Gleichung:
Iyl !

o= ly7 also

e Al SPb(12—b?)

T

mithin ist das gesuchte Einspannungsmoment
2Pb(1*—10b? B l]

T A e i phengr g |

Die Losung dieser Aufgabe lehrt auch, in welcher Weise die
Gleichungen (II) und (VII) in Aufgabe 3 auf die Berechnung der
Stiitzenmomente eines kontinuierlichen Balkens angewendet werden
kionnen, dessen Enden unter bestimmten Winkeln eingespannt sind.

oM, 14 3EJI[

M, = —
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Aufgabe 6. Ein bei 4 und C frei aufliegender, durch 2 Zug-
stangen und eine Strebe verstirkter Triiger, Fig. 89, sei durch senk-
rechte Lasten beansprucht. Die Spannkriifte S, S, in den gelenkartig
befestigten Fachwerkstiben sind, wenn X die wagerechte Seitenkraft

Fig. 89,

Fig. 90.

Fig. 91.

Fig. 92.

von S; bedeutet: S; = A'sec & und S, = — 2 X tg a, und fiir den
Balkenquerschnitt (¢ bei z ergibt sich die Lingskraft
N=—38; cosa=—X
und das Biegungsmoment
M=M; — 8, ycos a =M, — Xy,

Wobei M, das Biegungsmoment f{iir einen bei 4 und C frei aufliegenden,
Dicht verstirkten Balken A(C bedeutet (Fig. 90). Die Momentenfliiche
ALC fir diesen einfachen Balken A (' moge die einfache Momenten-
fliche heilsen.*)

Die Grofse X ist statisch nicht bestimmbar, sie mufs, wenn Tem-
Peraturiinderungen unberiicksichtigt bleiben sollen, der Bedingung ge-

Niigen;
¥
*) Infolge der gleichmiilsigen Belastung ¢ sind die Begrenzungslinien der

Omentenfliiche schwach gekriimmte Linien, nicht gerade Linien, wie in Fig. 90.
der Kinfachheit wegen gezeichnet.
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Ss 08
@ fEJ X ”’/ %+ 3 g ey =0

Bedeuten nun

E, J und F' den Elastizitiitsmodul, das Trigheitsmoment und den
Inhalt fiir stimtliche Querschnitte des Balkens A4 C,
E, und F; die entsprechenden Werte fiir die Stiibe 4D und CD,

By und Fy E 8 » den Stab BD,
: es 08,
so folgt filr die Fachwerkstiibe, wegen - 8}1_ =sec a und ﬁ—
= — 2tg o: ‘
Ss o8 S8 Sy 8
p ! o e 8 ekl AN L B
EF °X BT F,, 4
2l<ec o 4ltg oc)
= X sl
E, F, Fiy ks E, F,
oM Iyt
und fiir den Balken 4BC, wegen FF e und - i b i,
21
M oM N oN 1
M,
/E.] A +/EF6X A /”d”
0
X 2X!

5 2 b
+EJ sk EF
0
21

i
] ha\ 2 hate ! )
und es geht, mit [y?dz = 2 T do=2 e die Gleichung (I) iiber in

21

1 2EXnal 2X1 2lsec o 41 tg? a)
- i kot Bl . o
EJ/ Ly ¥ 7 E, F, E, F, 0
0
sie liefert den Wert:
21
3'/‘M0 yda
et Fu i b fE
DAY A
wo
E F )
e g b
B = 1+3Fl2( -I— ——sec® a |- B B, tg? o

eine von den Querschmttsabmessungen abhiingige Zahl ist.
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Die einfache Momentenfliche AL C in Fig. 90 wird durch die
Mittel-Senkrechte in zwei Teile zerlegt, deren Inhalte gleich F” und
F” und deren Schwerpunktsabstinde von den benachbarten Auflager-
Senkrechten gleich ¢ und ¢ sein mbgen, und es folgt nun fiir das

Balkenstiick A B:

] 7

] ’ /7
/Moydarz: ?/Moxdx= e

0 [

und fiir den ganzen Balken A4C:

21

/MO ydo = _’li (F'e + F"e"),

0
mithin ergibt sich
8 (F'e 4 F"¢")

ouhiz

Zwei in Bezug auf die Mittel-Senkrechte gleich gelegenen Einzellasten
P entspricht z. B. als einfache Momentenfliiche ein Trapez von der Hihe
Pa (Fig. 91), und fiir dieses ist

DG —

D T 5
F¢ =F'¢ =Pa-l- % — Pa- ‘;— : % = 7717977(?5% s 2453
weshalb die beiden Lasten P hervorrufen:
Pa (812 —a?)
PR T YL

Da beide Lasten zu X denselben Beitrag liefern, so entsteht bei

Aufbringen nur einer Last:
" Pa (812 — a?
O T i
4p.hl
Eine gleichformige Belastung ¢ fiir die Liingeneinheit (Fig. 92)
darf als aus unendlich kleinen Einzellasten gda bestehend aufgefalst

Werden; sie erzeugt, wenn sie auf der ganzen Liinge des Triigers wirkt,
4

A I g __ bgl?
l\zﬁhl—._,-2fa(3l2—a )gda—m-
. 0
Wird also der Triger gleichzeitig durch eine gleichmiilsige Last und
eine Schar von Rinzellasten beansprucht, Fig. 86, so entsteht
_ bgi*4-23Pa(81®—a?)

& B p SR T
Nach Berechnung von X lassen sich die Beanspruchungen o in
allen Teilen des Triigers leicht angeben.
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Die abgeleiteten Formeln gelten natiirlich auch fiir das durch
Umkehrung des verspannten Balkens entstandene einfache Hiingewerk,
Fig. 98. Nur sind die Vorzeichen

D der Spannkriifte S umzukehren.
Liegt ein einfaches Sprenge-
4 o werk vor, Fig. 94, so verlingere
A I l 1 } #  man die Mittellinien der Streben bis
zu ihren Schnittpunkten 4" und ¢’
Fig. 93. mit den Lotrechten durch 4 und
C, bezeichne die auf die Gerade
A'C" bezogene Pfeilhshe des Sprengewerks mit % und zerlege den
Strebendruck S; im Punkte 4" in den Horizontalschub X und die
lotrechte Seitenkraft 4,. Ist dann A4, der Stiitzenwiderstand am Balken-
ende A4, so ergibt sich
R der Einflufs einer Last P
auf die Summe 4, A,
aus der Momentengleichung

fir ¢’

(4, + 4,) 21— Pb=0

Pb

4,4+ 4, = 57
5 , so dals also 4, 4 4, gleich
Fro~ddecns dte e ek R dem Auflagerwiderstande A
Fig. 94. eines Balkens 4 C ist, der

nur bei 4 und C aufliegt.
Fihrt man nun an der Stelle # einen lotrechten Schnitt und zerlegt
man an der Schnittstelle die Strebenkraft S, nach wagerechter und
lotrechter Richtung, so ist die wagerechte Seitenkraft =— X und das
Angriffsmoment fiir den Balkenquerschnitt & wird (da 4,, A, zusammen
gleich A4 sind) '
M= MO A Y ’*)
wo M, das Moment fiir den nur bei 4 und C gestiitzten Balken ist.
Die ganze Betrachtung lehrt, dafls die vorhin fir X abgeleiteten For-
meln giiltig bleiben, nur hat jetzt | eine andere Bedeutung; denn es
fehlt die Hingestange, und auflserdem wird der Balken nur auf Biegung
beansprucht. Man findet
R 4
p=1-38— z, Fh2sec o- T

*) Diese Gleichung folgt auch daraus, dafs der Einflufs von A, sich auf
die Form bringen lifst: dox =(4d— dJ) 2= do — Xtgoa - o= Az — Xy.

**) Der Faktor 7, : 1 ist exforderlich, weil die Liinge der Strebe s, = A’ B - l'l‘- ist.

**)
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Aufgabe 7. Fiir den in Fig. 95 dargestellten Balken mit zwei

von Zugstangen getragenen Mittelstiitzen wihlen wir die Spannkraft

S, in der mittelsten Zugstange zur statisch nicht bestimmbaren Grofse

X und erhalten

+ Xidga,

Sy

X sec o,

S

ferner fiir den Balken die Liingskraft

N=—X

und (an der Stelle ) das Biegungsmoment

M = M, — Xy (vergl. Aufgabe 6),
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wo M, das Angriffsmoment fiir den nur in 4 und B gestiitzten Balken
bedeutet. Ist # =1, aber <l 1, so wird y = A, wir wollen aber

oM
die allgemeine Bezeichnung # beibehalten und T Tl setzen.

Beziehen sich nun die Werte
E, J, F auf den Balken,
By, F, auf die durch S, gespannte Zugstange,

E,, F2 ” » ” Sy ” ” (Es e E] )
By i ot g 054 » Sy gedriickte Stiitze,
so ist in die auch fiir den vorliegenden Fall giiltige Gleichung (I),
Seite 104, einzusetzen: 65‘ = sec o 8S2 == 85 = —tg a, also:
X A T Y T
SR 878 Syl Sgh
el By Bt 1) T )
FF X L EF T F F2 T, F, &%
21, sec® o 21 tg a]
ikl [ F, R E, F2 5 A
ferner
M oM N 6N 1
/EJ X +/EF 7} ey ¥ X bel i
X@QL+0)
=y
EJ PR EF ;

wobei die Integrale iiber den ganzen Balken auszudehnen sind.
1
Nun ist 5 / g2 die = f(ydx) . % das statische Moment des von der

Balkenachse 4B und den Zugstangenachsen begrenzten Trapezes in
Bezug auf 4B, also

1 tol' bt h
ol 2 PG L Y RET 7 Bl LS
Q/ydx 5 3—|~h2—|—2 3und
9
frae—Aiicks0.

3
Mithin geht die Gleichung (I), Seite 104, iiber in

1 Xh2(2l, +8) , X2l +10)
e S M 1 1
EJ/ oy BRI 3EJ +—zF
21, sec® o 210, tgba

.X[—' e —~]= H
Fuidd s e F2 +&r 9
sie liefert fiir X den Wert
3]Moydx
~RAIEL A 8D
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wo
J a2 +l 31, B d
— ik w bk ARG L Yol el § 3
== 1+3ﬁ'122l _I__3]+ ’12(2[ +3l) f]l Fl sec” a
o 0T
el L v
FFZ Lt 0 tg“) )

) h
Da nun den Balkenteilen /;, 7, I bezw. y — = @, y==18
1

/ ’ ‘ :
Y= .ll x entspricht, so findet man (vgl. Seite 105) leicht die Beziehung
1

Myydo = — [r’ (A F] A F,

o O G T Inhalte der zu den Balkenteilen /,, 1, I, ge-
horigen Teile der einfachen Momentenfliche sind, ferner ¢ und ¢
die Schwerpunktsabstiinde der Flichen F’, F”" von den Lotrechten
durch 4 und B, Fig. 96.

Zwei in Bezug auf die Mittelsenkrechten gleich gelegenen Lasten
P entspricht als einfache Momentenfliche ein Trapez von der Hthe Pa,

und man erhilt fir a <7, (Fig. 97):
@ Pa(3li—a?

M a
Ly i ) ______ i it i | i
F'e=F"¢"= Pa-l 9 Pa 18 T s

F” = Pal, also

2Pa(3ll——a )h
/Moyd:c—» 61, -+ Palh
und fir @ >/, und << (), + 1) (Fig. 98):

Fé=F"¢"=Pl —l‘ %‘ i "= Pal— P(a—1,)*

. 2Pl27
/Dondx— 3 ~+ Ph[al — (@ —1)?].

Da zwei symmetrisch liegende Lasten zu X denselben Beitrag
liefern, so entsteht bei Aufbringen nur einer Last:

fir a <1, kb
3B —qa?+ 3810
L= L L 8D

fir a > 1,

e li+8al—3(a ,_l)_z
Loy 2wk (21, 80
Behufs Ermittlung des Einflusses einer gleichférmigen Belastung g
setzen wir (mit I, = 2/, 1) fiir den Teil /:
—_——

*) Vergl. Anmerkung Seite 104.
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M — Jh® __ 9%

P ] 2
/
und fiir den Teil I (indem wir die Abscisse & = % — a einfiihren, Fig. 99)

gh __ 98

8 9%
Y
1 (9l
—;T/MoydeQ/(—; —

'
2 2o g (9% _ 98°
)zld”+2/(s 37 %5
0 0

58 4 13 4 1081 -+ 61,1
Moo dlatl Teb, 4wy, milade

M, =-
weshalb

gz®
2

und schliefslich
g 9(BRA-1 1084 641
4ph (20 + 80
Die fiir X abgeleiteten Formeln gelten auch fiir den Druck im
Spannriegel eines doppelten

fed

e Hiingewerks, Fig. 100, und
s 8 b b X fir ~ den  Horizontalschub
. x eines doppelten Sprenge-
l l l l werks, Fig. 101. Fiir letz-
teres ist (unter der Annahme,
Yiu. i dals der Druck X lediglich
iy vom Spannriegel aufgenom-
e e R >
ip
)
P e rioe
L S R RS, SRS
! At RN
Fig. 101,
men wird):

o 1 i ( Jly o8
k=147 Fap \2 . Ml i T
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Fir das doppelte Sprengewerk erhiilt man ferner, genau wie auf
Seite 100 fiir das einfache Sprengewerk:
2 Pb
4+ A4,=——, By+ B, =—"—
lo b
4,= Xtga=B,.

Das Angriffsmoment fiir den Balkenquerschnitt an der Stelle
wird M= M, — Xy. Fir den Teil / ist y = h.

Aufgabe 8. Der in Fig. 102 dargestellte, oben durch ein Halsband
und unten durch éinen Zapfen gestiitate Gielsereikrahn ist einfach statisch
unbestimmt; seine Beanspruchung liilst sich feststellen, sobald eine der
beiden Streben-Spannkriifte D, oder D, bekannt ist.*) Wird D, als
statisch nicht bestimmbare Grolse angesehen, so muls der Bedingung

M oM oN
=10
/ BB, 5 WDy
genligt werden. Mit der er-
laubten Vernachlissigung der P g g, Y. Y 00
erkung der Liingskrifte, .
Wwelche, verglichen mit dem

Einflusse der Momente, gering
ist, entsteht:

()/EJ 2D —dx = 0.

Zuniichst sei eine Beziehung
Zwischen D, und D, aufge-
Stellt. Auf den wagerechten
Krahnbalken wirken die Quer-
kriifte P, D, sin o, und Dysin %
und es mufs sein:

Pa, + ly 4 13) + Dy sin oy

(ly 4 1) 4 D, sinoyly =0,
mithin

Fig. 102.

l l lg 11
(IT) D, sin o0y = — D, sin ot; ~*— e —'_ 8§ —p1 tv;’j;%,
3
und ebenso ergibt sich fiir die an der Krahnsdule angreifenden Quer- .
kriifte
Hh -~ Dy cos oy (Iy - 1g) - Dy cos a,lg = 0

*) Es ist dies nur dann streng richtig, wenn alle Krahnteile durch reibungs-
lose Gelenke miteinander befestigt werden, was oben vorausgesetzt wird,
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und hieraus

l ' h
D, = — SRS aar Dy o
(III) D, cos oy D, cos o iy H R,
wo Pll -k l; - ly )

Wir bezeichnen mit J und J, beziehungsweise die Triigheitsmomente
der Querschnitte von Balken und Stiule, mit & und ), die zugehorigen

Elastizitiitsziffern und erhalten fiir die Teile I,, ly, Iy, /;, l5 und I,
M oM
folgende Momente und Werte / B 6 D dx:
oM

Teil |;: M = Puz,, V. T . 03
1

oM
Teil ly: M= P (I, + ,) + D, sin a,z,; 2D, =g 8in o,

M M hsina, [ P . :
fE‘J'aDI d(l'2= 23EJ1 ?(311 +212) —{“ Dllﬁ sin a‘l];
Teil lg: M= P(l, 4+ ly + x3) + D, sin a; (I + @3) -+ D, sin o, - x4,

oder, wenn D), mittels Gleichung (II) ausgedriickt wird,

oM l A
= [P ol B Ty 5 ] T A et itk i d
oD, 1
Iy
M oM lyly sin o ) :
/E7 oD, dag = — ;EJ L [Py (4 +1y) + Dyly sin @, ];
0
oM
]
Teil ly: M= H (I, + x5) - Dy cos agzy

und, wenn D, mittels Gleichung (III) ausgedriickt wird,

Teil I;: M= Hz,, - — e

x 5
M=I;l'(1——'5 )l — D, cos oty —25
l5+ls g 1l5_|_l6

N R G, ;
Sl n A R

i3

M oM 1,12 cos o
Rltend O e e LSS CEL 5 e [ —-l ls —+ 81 ]
" /EJ 3D, BT 5 F 1) B, | Dilete 008 — 5l s T 8l)
0

Teil 42 M= H (I 4+ l5 + x5) + Dy cos ay (5 + 25) + D, cos &, x4
und, mit Beachtung von Gleichung (III),

g — g ’éMs_ ls (Ig — @g)
= (Hl, — D,y cos ;) I—}—le"()D l5—{—l coS 0 ;
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lg

MO llseosay,
/E-’ 2D, 70 = 5 & 1p) By g, ot c08 ¢ — Hhl.
0

Setzt man nun, nach Gleichung (I), die Summe aller berechneten
1

Integrale:/]MJ ;g— da gleich Null und multipliziert man mit 8 EJ,

0
80 erhiilt man die Gleichung:
v
0 =17} sin o, [éA-(b’ll + 24,) —|— Dy, sin al] + lylg sin oty [Py - 1,)
I
+ Dyly sin o] lﬁl el J [’Dll’il cos oy — - Iy (5 |- 815) ]
0

(s +l )i FO
llicos o0y EJ

R CEALY

und hieraus folgt, mit sin o, = cos oy tg 0y == co8 0ty ; —|—l
2T 3

(D15 cos.o; — Hl4] ==}

Pl +z(1 1)t 1)) 7 +7 —fll—l_g[/ 421, ]E

l=“

2 e B
13 sin o, Rp cos a, By J,

HIMIINVIMII\WWMH WWWWIIMIIHIIIIIIMIWH]MIWIDIHHIIIMIW

Nun kann man nach
Gleichung (IT) oder (ITT) ¥ 108 =4
die  Strebenkraft Dy
finden und stimtliche

Biegungsmomente be-
rechnen,
Aufgabe 9. Das in x p
Wi

IF;igur 103 dargestellte
rahngertist ist bei D
und G fust, abor gelenks "% [T
artig gelagert. Bei A
und B sind starre Eck-
Verbindungen gedacht.
Bedeutet £ die Mittel- A
kraft aus den auf den :
Balken 4 p wirkenden,
Senkrecht angenomme-
hen Lasten, so sind die Tig. 106.
Senkrechten Auflager-
krifte bei D wnd ¢

LA
Ca )

Miller-Breslau, Die neueren Mcthoden der Festigkeitslehre. 8
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R
bezw. = =N und = - lqr - Die wagerechten Auflagerkriifte sind gleich

grofs und statisch nicht bestimmbar, sie seien == X gesetzt.

Bleiben Verschiebungen der Angriffspunkte der Auflagerkriifte und
Temperaturiinderungen unberticksichtigt, so muls X der Bedingung ge-
niigen: M oM Ny "0V

=% 1,
_/EJ@Xd+EF aXd -
Bedeuten J; und FE, das Triigheitsmoment und den Elastizitiits-
modul fiir alle Querschnitte der Stiibe AD und CB,
J und E die entsprechenden Werte fiir den Stab A B,
F den konstanten Querschnitt des Stabes 4 B,
so folgt fiir den Stab 4D:

RY oM ON
M= — X7 T o — ypa— ——
Bt 1 BX T Bx T
h
FM eM b oL S
. R G i Rl iy
(D ]EIJ, X T BT /E,Fl O3 it

Dieselben Werte der gesuchten Integrale ergeben sich fiir CB.
Dem Stabe 4B entspricht

oN
Fimem X 5%

7
Ni 4 ON e 7
1 Butr N leA =al
(I / EF 0oX v S B
0
Das Biegungsmoment fiir irgend einen Querschnitt G' des Stabes
AB ist

== e

M =M, — Xbh,
unter M, das Biegungsmoment fiir einen einfachen, bei 4 und B frei
°
aufliegenden Balken verstanden (Fig. 53), und es folgt somit Y d
= —h und

1
aM Lo L T ey
I 200 RNV Y
ey BJ EJ/M"'JZJIC

Setzt man d1e Summe der mit (I), (IT), (IIT) beLelchneten Integrale
(von denen das erste zweimal zu nehmen ist) gleich Null, so erhilt

man die Gleichung:
4

N0 XA XA
BT L L% /Mdm-()

2
SEIETBF . BT EY




— Add —

und aus dieser folgt:
/Modx
i 20 J ok T i
i+ e

l

Hierin bedeutet /Modx den Inhalt der dem einfachen Balken A B

0
(Fig. 104) entsprechenden Momentenfliche AL B. Wirkt z. B. auf 4B
hur die Einzelkraft P, Fig. 105, so ist die Momentenfliche 4 L B ein

Dreieck von der Hohe P;b und dem Inhalte

14

Pab
V) Moda:=~g~-

[

Einer gleichmiifsigen Belastung der Lingeneinheit von 4B mit ¢
2

. 4 l
entspricht eine Parabelfliche 4 LB von der Hthe 9—8—, Fig. 106, und

dem Inhalte

i

25 iold gl®
O R L S B
/M"d“ 3 8 12

0
Bei gleichzeitigem Auftreten einer gleichmiifsigen Last und einer
Schar von Einzellasten entsteht:
3 S
VD) X— gl® 4+ 6 ZPab 1
hl[l ah . ;]__IZ&__{_J,]
i 8 J, By I Fh?

Nachdem X gefunden ist, lassen sich die Spannungen ¢ in allen
Teilen des Gertistes leicht berechnen.

Aufgabe 10. Tig. 107 stellt die Endversteifung einer Balken-
briicke mit einer oben liegenden und einer unten liegenden Fahrbahn
dar. Der untere Endquertriiger fehlt; der obere sei bei 4 und B ge-
lenkartig aufgelagert und durch lotrechte Lasten beansprucht, er tibe
auf die Endstinder die Driicke 4 und B aus; vergl. die Figuren 108,
109, 110, in denen die am Quertriiger und an den Stéindern angreifen-
den Kyifte angegeben sind; N bedeutet die im Quertriiger auftretende
Lﬁngskraft. A und B werden nach den bekannten Regeln fiir den

einfachen Balken berechnet. Man erhilt
2Pb B = Pa

o A S R
8*



== G =

Liegt P links von 4, so wird o negativ, liegt es rechts von B, so
wird b negativ.

H bedeutet den in A angreifenden, gegebenen Winddruck; X und
H— X sind die bei B' und A" hervorgerufenen wagerechten Stiitzen-

7| I~ s 4 7 vkl
ool e ho
Fig. 107. S g :
(W : }ri
(U4 VA% 3 . i
i /A T > 42 f
x
Fig. 111. eNer T
Y YU
i
f/// !
W |
I
i
Fig. 112. |
Fig. 118, 39',

widerstiinde. Die lotrechten Stiitzendriicke bei A" und B’ sind 4" = 4

h ; h
—H—}; bezw. B =B+H—l—
Damit der Stéinder 44" im Gleichgewicht bleibt, mufs
(H+ Nyhy = (X—H) hy
sein, und hieraus folgt:
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Ebenso muls sein
Uh, + Xh =0, also
h
=X
U B

TR
-x¢% - TFig. 108.

| A~4 -ITh
L
Fig. 109. Fig. 110,
Ferner ergibt sich fiir die Diagonale
h
D sin Q= /4 T ’

80 dafs also D unabhiingig von X ist. Das gleiche gilt von den Lings-
kl‘&ften der Stinder.

Das Biegungsmoment fiir einen zwischen 4 und B gelegenen
Querschnitt des Quertriigers ist, wenn d der Abstand des Windver-

andes von der Achse des Quertriigers bedeutet,

‘ hd h

M=M,+ Ne=M, —H-"+X }f‘l ;
1 1

Wo M, das Moment fiir einen bei 4 und B frei aufliegenden, nur von
den lotrechten Kriiften 4, B, P beanspruchten Balken A B ist. Die Mo-
Wente fiir die Querschnitte der ausgekragten Teile des [Quertriigers
Sd unabhiingig von X.

Fiir die Stinder ergeben sich auf Grund der Momentenflichen I

nd 11 gje folgenden Biegungsmomente. Es ist an der Stelle «




des linken Teiles &y . . . . . M= (X— H)h,- Z
v o o e R, M =Xt H) 2
, rechten ,, Ay .. ... M = Xh, - }i—
v ,, MR, Fi R M= Xz

Die Elastizitiitsgleichung
M oM N oN
/‘EJ ax T [Erox ¥

lautet hiernach:
l
1 ]Ld lzgd)(h,d)
EJ/ M, — ALxX dx
b (Y ——Hh)(h2)d 4+ (X H)h (h )olx
EF o FJ T N

X—H)x-zda
+EJ2( )xxJ,—f—EJX/X/z?} h2ld

hg
1 1 h h
—= X d = X e == (5
+ F7 (X7 sde T k.
0
" Die beiden ersten Integrale beziehen sich auf den Quertriiger, die
folgenden der Reihe nach auf den linken Stiinderteil /,, den linken
Teil 7y, den rechten Teil /,, den rechten Teil %y, den Stab U.

Nach Ausfiihrung der Integrationen findet man:

1 7 J hhyl 2 2
X~—~{—i25/Mod +a| L e b +"2'¥f]‘,
F R I
wo lh” ( Z 2Jh’h 2Jh’ J hl
e . d? ) 1 2 L Bk .
- +37 +Fs i

Das Integral f Myda ist gleich dem Inhalte des zwischen 4 und B ge-
legenen Teiles der M, = Fliche. Einer Last zwischen A und B ent-

spricht (vergl. Fig. 111):
f Mydx = ”Pab7
2

und einer links von 4 gelegenen Last

Pal
Mydo = — - 51 (Fig. 112),
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ebenso einer rechts von B angreifenden Last
Pbl
Myde = — 15 2k

Eine gleichmiifsige Belastung ¢ f. d. Liingeneinheit, die zwischen
4 und B aufgebracht wird, bringt hervor (vergl. Seite 115):

» gl3
/Modxz 19

und die gleichmiilsige Belastung ¢ f. d. Liingeneinheit der Kragtriiger
erzeugt das Stiitzenmoment (Fig. 113)

)

M,=— 9’28_'_ , mithin

/2l

: e
/Modx' Tk

Aufgabe 11. Es ist ein ebener Stabzug (Fig. 114) zu unter-
Suchen, der an den Enden (A und B) fest eingespannt ist und von

8egebenen, in der Ebene
des Stabzuges gelegenen
Lasten p beansprucht
W.il‘d. In den Ecken seien
die Stibe starr mitein-
&Fder verbunden. Wiren
die Stiitzenwiderstinde
K. und K, bekannt, so
liefsen gjch die Momente
M ung Liingskriifte N
fiir simtliche Querschnitte
leicht, berechnen, Wir zerlegen K, nach lotrechter und wagerechter
Ricl]tung in A und H,, bezeichnen den Abstand der Kraft H, von der
inﬂpannungsstel]e mit %, (nach oben positiv gezihlt) und setzen
[ Bty = MLi:

M, heifst das Einspannungsmoment bei 4. Ebenso zerlegen wir K, in

und /7, und setzen

Fig. 114.

[2], Byl = M.
Da zup vollstiindigen Bestimmung der Stiitzenwiderstéinde, niimlich zur
rmittlung der sechs Unbekannten 4, B, H, H, Mj, Mg nur dre}
G.rleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung stehen, so miissen drei Elasti-
zltiitsbedingungen aufgestellt werden. Hierbei wollen wir den Einfluls
der Liingskriifte N vernachlissigen®) und (von Temperaturiinderungen und
e ——

*) Dies ist nur bei grofseren Pfeilhthen zuliissig.
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‘M*d
Stiitzenverschiebungen absehend) nur die Biegungsarbeit / L?E(.—If zueinem

Kleinstwerte machen, wo ds die Liinge eines Elementes einer Stab-
achse bedeutet.

Zunichst machen wir den Stabzug auf irgend eine Art statisch
bestimmt, beispielsweise durch Anordnung eines auf wagerechter Bahn
beweglichen Auflagergelenkes 4 und eines festen Auflagergelenkes bei
B.*) Ist dann R die Mittelkraft stimtlicher Lasten P, und sind 7,
und 7, die Hebelarme von R in Bezug auf die Gelenke A4 und B,
s¢ erhiilt man mit den aus der Fig. 115 ersichtlichen Bezeichnungen
die Stiitzenwiderstiinde:

Rr, Rr,
l

[8] 4=

—, By, = ] { ", =="Roos o}

sie mogen im Verein mit den
Lasten P die Biegungsmomente
M, erzeugen.

Nun betrachten wir geson-
dert den Einfluls der Kriifte,
welche bei 4 und B hinzuzu-
fiigen sind, damit die wirkliche
Stiitzung (niimlich Einspannung

§ bei Aund B) herbeigefiihrt werde.
i Dieses Kriiftesystem, welches fiir
Prafelr o oo RS - sich im Gleichgewicht sein mufs,

Fig. 115, ist in Fig. 116 angegeben; es

besteht aus den entgegen-
gesetzt gleichen wagerechten
Widerstiinden X, den ent-
gegengesetzt gleichen lot-
rechten Widerstiinden ¥ und
aus zwei bei A4 bezw. B an-
greifenden Kriiftepaaren,
deren Momente gleich M,
und M, sind und die wir kurz
die Kriiftepaare M, und Mjp
nennen wollen. Zwischen M, und My besteht die Beziehung (Gleich-
gewichtsbedingung):

Fig. 116.

[4] M, ¥i—M,=o0.
Hat man X, Y, M, mit Hilfe der Elastizitiitsbedingungen er-

*) Diese Stiitzung erweist sich fiir die hier ins Auge gefalsten Anwen-
dungen als besonders vorteilhaft.
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mittelt, so findet man
] [4=4+Y B=B—Y
==X H,=H, +X
und ist dann imstande, die Widerstiinde K, und K, nach Lage und
Gréfse zu bestimmen.

Eine wesentliche Vereinfachung der ganzen Rechnung erzielt man
nun, wenn man den Angriffspunkt der Kriifte X, ¥ von A nach O ver-
legt, Fig. 117, und die Lage
von O so bestimmt, dals jede
der drei Elastizitiitsgleichungen
nur eine statisch nicht bestimm-
bare Grifse enthiilt. Das Kriifte-
paar M, ist durch ein an-
deres Kuiiftepaar Z zu er-
setzen, so zwar, dals mit den
in Fig. 117 angegebenen Ko-
ordinaten von O:

A Xo—Yw—Z=M,
1st, ‘
Wird der Stabzug auf ein rechtwinkliges Achsenkreuz bezogen,
deﬁn Ursprung der Punkt O ist, dessen positive y-Achse die Richtung
von —- ¥ und dessen positive z-Achse die entgegengesetzte Richtung
von - X hat, so ist der Einfluls von X, Y, Z auf das Moment fiir
irgend einen Querschnitt C
=—Xy— Yo — Z

Dabei ist das Moment der am Teile AC des Stabzuges angreifenden
dulseren Kriifte positiv angenommen, wenn es rechts herum (d. h. im
Sinne des Uhrzeigers) dreht.*) Im ganzen entsteht

[6]" M'=M;— Xy — Yo — Z,
und inshesondere an der Stelle A:

[7]F My = Xz— Tw— 2.

X, Y und Z berechnen wir mittels der Bedingungen

M 9M M oM M oM
8 TR TP = 0: ] — — ey 1 Lase ool =0;
[]/EJ e O’fEJ F dhe ’/EJ 2z
und erhalten wegen .

- 2 TS kL 1 die Gleichungen:

T AT AR O Y o

X )] Dasiiy[omeut der am Stiicke BC angreifenden Krifte ist dann bekannt-
lich positiy, wenn es links drehend ist.
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( ; ,)Yds
/(MO L Ry I S0

1! ~\ xds

ds
M, — — Yu —Z)w—w—-—().
f( 0 Xy z B

Jede dieser Gleichungen multiplizieren wir mit dem beliebig grolsen,
konstanten Triigheitsmomente J,, ferner setzen wir eine tiberall gleiche
Elastizitiitsziffer /' voraus, und schlielslich wiihlen wir den bislang will-
kiirlich angenommenen Punkt O so, dals

A 7
[10] y%”ds:O,/):?ds:O,./xyj~(ls=()

wird, Indem wir dann zur Abkiirzung

[11] ? ds =ds

setzen, erhalten wir die einfachen Formeln

( M ! b
X=L;,Lds, wo T,=fy2ds

[12] Y:'[M()Txds' ) Ty:/xzds,

v

Z=L¥2}f‘~ls~ , G:/ds’.

Die Gleichungen [10] lassen sich wie folgt deuten. Schreibt man

JC ’
dem Stabteilchen ds das Gewicht T ds = ds  zu, so bedeuten die

beiden ersten Integrale in den Gleichungen [10] die statischen Momente
des Stabzuges in Bezug auf die 2z-Achse und die y-Achse, das dritte
Integral aber stellt das Zentrifugalmoment des Stabzuges vor. Damit
die Gleichungen [10] erfiillt werden, muls der Punkt O mit dem Schwer-
punkte des Stabzuges zusammenfallen; ferner miissen die Achsen z, y
Hauptachsen sein. In dem in der Fig. 117 vorausgesetzten Falle eines
in Bezug auf die Lotrechte durch die Mitte symmetrischen Stabzuges

i : : :
(w = E_l) fillt die y-Achse mit der Symmetrieachse zusammen.

Die Integrale 7, und 7', bedeuten die Triigheitsmomente des Stab-
zuges in Bezug auf die 2-Achse bezw. die y-Achse und & ist das
gesamte Grewicht des Stabzuges. Bei Berechnung dieser Integrale ist
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es stets zulissig, den Stabzug in prismatische Teile zu zerlegen.
Man erhilt dann fir ein solches Stabsttick konstanten Querschnitts
"J.

zeichnungen in Fig. 118,

s == s und, bezogen auf irgend eine Achse (A4), mit den Be-

G ==

7

A " SRS J, s n— N
13 ’,= — (' 2 b -4 C—— - 2 —3 —
[18] 1 J_/“q ds = sina/n dm * iy "

" 4t

houg
=5 8 (g my + )

Behufs {tibersichtlicher Darstellung der die Zihler von X, ¥, Z
bildenden Integrale, zeichnen wir fiir die einzelnen prismatischen Stab-
stiicke die M,-Linien, indem wir die Momente M, von der Stabachse

Fig. 119.

Fig. 118,

aus als Ordinaten auftragen, Fig. 119. Sodann bestimmen wir den
Schwerpunkt der zu einem Teile s gehorigen M,-Fliche, ferner den
diesem Schwerpunkte entsprechenden Punkt S der Stabachse, bezeichnen
die Koordinaten dieses Punktes mit Zs, Ys, den Inhalt der M,-Fliche
mit & und erhalten fiir den Teil s:

; 9 i
/Moy 7 ds= 3 &0 Ys

J} a8
—/Moxr:]- ds = — By s

Diese Werte lassen sich deuten als die auf die Achse x bezw. y be-
“ogenen statischen Momente eines dem Punkte S zugeschriebenen Gre-

[14]

Wichtes-i”— Bo. Bezeichnet man also mit €, und €, die Summe der
Statischen Momente aller auf die beschriebene Weise gebildeten Gewichte

JC
By &, in Bezug auf die Achsen # und y, so erhiilt man



wihrend

]
[16] Z=

ist.

Werden einzelne Stibe tiber die Verbindungsstellen mit den Nachbar-
stiiben hinaus verlingert, Fig. 120, so sind diese {iberstehenden Enden
bei Berechnung der Triigheitsmomente 7' und

Gewichte G beseitigt zu denken, weil die Mo-

mente nur innerhalb der Verbindungsstellen

abhiingig sind von X, Y, Z. Aus demselben

Grunde kommen auch die M,-Fliichen der {iber-

stehenden Enden bei Berechnung der Flichen-

Fig. 120.

inhalte &, und Ermittlung der Schwerpunkte
dieser Fliichen nicht in Betracht. Die an den

Verlingerungen angreifenden Kriifte sind natiirlich von Einflufs auf
X, Y, Z, da sie ja von Einfluls auf die innerhalb der Verbindungs-

M-Fliiche

A
<&
‘&55_
B
‘@kﬂ

L LI

——— = x
oy

— -
€— D ——— ——>

&

Fig. 121,

stellen entstehenden M, sind.

Wir wenden jetzt die
abgeleiteten allgemeinen Ge-
setze auf den in Fig. 121
dargestellten Sonderfall an.
Es handele sich wie in Auf-
gabe 10 um die Endverstei-
fung einer Balkenbriicke.
Der Querschnitt des Quer-
triigers habe das Triigheits-
moment, J, der Stiinder-
querschnitt das Trigheits-
moment J,. Es sei J,=J
gewiithlt. Dann ist das Ge-
wicht des Quertriigers gleich
{, das Gewicht eines Stiinders:

’

h=nh,

J‘lY
also im ganzen
[17] G =1+ 2.

Der Abstand 2, des Schwerpunktes O von der Achse des Quer-
triigers ergibt sich aus der Momentengleichung
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’ ] 7
(18] 2,G=2A '%:hh zu
Wh
12K
Das Triigheitsmoment des Stabzuges in Bezug auf die Achse des
Quertrigers ist

[19] o

m 1 J P 2 8 s 2 1thi
1._ 2._570_]; Wil e 3 hz,, mithin
A 2
T,=T— Gz; = 2,G %fh—z,, oder
[20] Iy

R — 7 2h — 8z,),
woftir man auch, wegen %% = 2,0+ 24z, schreiben darf:
hz, i
[21] T.= “F (274 K).

Das Triigheitsmoment fiir die y-Achse ist:

1 i 8 'y ](Z)2 »
]y:—l—‘z‘—l—{—2‘]‘)27 ,d.l.'

2
[22] T,= TZ2~ @ -+ 67%).

Auf den Quertriiger A'B’ mogen beliebige lotrechte Lasten P
wirken; die Stinder hingegen seien unbelastet. Die M,-Fliche stimmt
dann mit der Momentenfliche eines einfachen Balkens A'B’, der an
den Enden frei aufliegt, tiberein; ihr Inhalt sei &, ihr Schwerpunkt
habe von der y-Achse den Abstand e. Die statischen Momente &, und
€, sind
@,_.:%OZH @y———%oe

und man erhiilt

0 3%
(28] = o= _L"j -—__7(_21_0_”),;
Jo e So .
[24] 1——1", ; Z———'G‘)

Yy
Setzt man den wagerechten Stiitzenwiderstand H = X mit dem
Kriiftepaare, dessen Moment gleich 7 ist, zu einer Resultierenden (deren
Grofse wieder = X ist) zusammen, so findet man den Angriffspunkt L
derselben (vergl. Fig. 122) mit Hilfe der Gleichung
X -LL = Xz, — Z,
woraus
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T" o e _2_h ~)—h *)
¥ T I

Der Neigungswinkel B der Mittelkraft R aus 1 und X ist be-
stimmt durch

LI =%+

wo
Mo e b LR
U= an @11

eine von der Belastung unabhiingige Strecke bedeutet. Bestimmt man
also in der y-Achse im Abstande v von der Achse des Quertriigers einen
festen Punkt 7 und
verbindet 7 mit
dem lotrecht unter
dem Schwerpunkte
der M,-Fliche ge-
legenen Punkte S
der Quertriiger-
achse durch eine
Gerade, so steht
die Richtung der
Kraft R senkrecht
auf dieser Geraden.
Hat man hiernach
die Richtung von R
bestimmt, so findet
man die Grélse von
R, indem man H
mittels Gleichung
[28] berechnet.
Setzt man schliefslich R mit dem Stiitzenwiderstande 4, des einfachen
Balkens A’ B’ zusammen, so erhiilt man den Stiitzenwiderstand (Kimpfer-
druck) K, und ganz ebenso findet man K, als Mittelkraft aus ® und B,.
Bezeichnet man mit 2z, und 2, die Entfernungen der Quertriigerachse
von den Punkten A4” und B”, in denen die Sténderachsen von den
Kriiften R geschnitten werden, so sind die Angriffsmomente fiir die
Endquerschnitte 4" und B des Quertriigers:

[26] MA'=_HZH; MB'=_]{zl).-

[25]

%) Nach Gleichuag [20] ist ZTZ =_23L‘__zo,
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und man erhiilt die Momentenfliche des Quertrigers, indem man von
der M,-Fliche A4"CB" ein Trapez in Abzug bringt, dessen Endhihen
gleich M, bezw. M, sind. Durch die Momente M, und Mz sowie
durch die Punkte 4", B” sind auch die Momentenflichen I und I/ der
Stinder bestimmt.

Es moge noch der Einflufs einer zwischen 4" und B’ aufgebrachten
Einzellast P, deren Abstand von der Mitte gleich & sei, fiir sich ver-
folgt werden. Die M,-
Fliiche ist ein Dreieck von

der Hohe L‘;ﬁ (Fig. 128),

dessen Schwerpunkt im Ab-
1
stande ¢ = "—YE" von der

Mitte liegt. Bestimmt man
also auf der Mittellinie den
festen Punkt 7’ im Ab-
stande 3» von A'B’ und
verbindet man 7 mit dem
Angriffspunkte ¢ von P
durch eine Gerade, so ist
4”B” | v'C. Die Kiim-
pferdriicke X, wund K,
treffen P in demselben
Punkte €; der lotrechte
Abstand » dieses Punktes
von der Geraden A”B”
ist bestimmt durch die
Gleichung #)

WAL Ay RERD

AR I T
woraus

V4

.. |ﬁl

LY "'I"‘.
]

Nun ist aber

ferner

3%
h(201)°

[28] H=

*) Zum Beweise denke man K, wie in Fig. 122 in 4, und R zerlegt.
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2n (214 1)’

und man¥erhiilt daher fiir #» den von der Lage der Last unabhiingigen,
festen Wert

[29] H=

: A ;
[30] n=—y- @L4H).

Bewegt sich P von A" nach B’, so beschreibt der Punkt C’ eine
Parabel (die Kémpferdrucklinie), deren Achse mit der Mittellot-
rechten zusammenfillt und deren Scheitel ¢, von L den Abstand »
hat. Der dulserste Parabelpunkt C” ist bestimmt durch 7L | AV’
und TC” =n.

Noch sei hervorgehoben, dals man die in der Fig. 123 schraffierte,
von den Geraden A4'B, A”C’, ¢'B”, A'A", B'B” begrenste Fliche
als Momentenfliche des Balkens 4’ B’ auffassen darf, denn die auf die
Achse A’'B’ bezogenen Ordinaten z des Linienzuges 4" C’B” geben
mit H multipliziert die Biegungsmomente fiir den Balken 4'B. Dem
Querschnitte D entspricht z. B. M == - Hz, was leicht einzusehen ist;
man braucht nur K, von B” nach D’ hin zu verschieben und dort in
B und H zu zerlegen. Formt man H durch Einftihrung von #» um in

Pab
[B1]H == i
so erkennt man, dals die Einflulslinie fiir 2 eine symmetrische Parabel
ASB ist, deren Pfeilhthe
di]
(82}, ¥=r
ist. Der Last P entspricht H = P,

Wirkt auf den iiber 4" und B’ hinaus verlingerten Quertriiger
(Fig. 124) links von 4" im Abstande @ von A" eine Last P, so ist
die M,-Fliche (welche jetzt negativ ist) ein Dreieck von der Hohe
Pa. Der zur Strecke ! gehtrige Teil dieser Fliche hat den Inhalt

Pal
%0'—_—2—’
es entsteht also
— 8 Pal Pa
3] H=———=— —
Ll 2h (204 1) n

Der Abstand des Schwerpunktes der Fliche &, von der Mittellinie be-
triigt e :%; I, weshalb

e
$ —_ = _ 2
i e
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und hieraus folgt 4”B” | A'V'. Fir 4, und B, erhilt man
i Pb b S
o L T ot i
Die Lage des Punktes C”, in welchem der Kiémpferdruck K, die
Achse des linken Sttinders schneidet, ist durch die Gleichung
s A//C”:l____BO:II
bestimmt, und zwar folgt hieraus

e

s
i
A o
' ;li,.'.,.y".- |
! !
' d |
)
g

Fig. 124.

Die Fliche zwischen den Geraden 4'B" und C”B” darf als Mo-
Mentenfliiche des Balkens 4 B aufgefalst werden. Dem Querschnitt D
entspricht M = -}- He. Fiir den Querschnitt B" ist M = Hz,, withrend
man an der Stelle A  entweder M = — Pa oder M = H (n — 2,) er-
hﬁlt, jenachdem man den Schnitt links oder rechts von der Mittellinie
dFS Stiinders 4 4" fithrt.*) Den Stiinderquerschnitten 4’, B entsprechen
dl\eMomente MA: = = Hza’ le' Py Hz(,-

hang *) In Wirklichkeit ist dieser schroffe Ubergang selbstverstéindlich nicht vor-
anden,

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslelre, 9
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Die Einflulslinie fiir H infolge von Lasten, die links von 4" oder
rechts von B’ liegen, besteht (wegen Ha= ~Pv: ) aus den End-

tangenten der Parabel A4S B.

Greift an der Endversteifung eine wagerechte Kraft P an,
Fig. 125,%) so fithrt man als statisch bestimmtes Hauptsystem zweck-
miifsig den bei B fest eingespannten, bei 4 freien Stabzug ein. Es
wird dann nur der Sténder B’B durch Momente M, beansprucht und
der linke Kimpferdruck ist die Mittelkraft aus den Widerstiinden X
und Y und dem Kriiftepaare Z. Bedeutet ¥ den Hebelarm von P in
Bezug auf B, so ist die M,-Fliche ein Dreieck vom Inhalte

M~ = -—— ———— ———

Fig. 125.

k
Fo = — Pk-];—; ihr Schwerpunkt liegt im Abstande z, —- g von der

z-Achse, und es ist daher

mtid a2 B S

ok Pr*1 J
@y——%oz'g—_i‘ 4'*‘Jo'
Man erhiilt also:
k
Pr? ( )
ik Pl T Pl
(4] X=wgaig Rt e & maggs B ofm sy il

und ist nun im stande, die Angriffsmomente fiir die Querschnitte 4,
A', B', B zu berechnen. Es ist

*) Es handelt sich hier um den Einfluls des Winddrucks. Der Windver-
band liegt in der Regel unterhalb der Achse des Quertrigers.
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M, =+ Xo,— Y%—Z
)
MA':_-XZU_ 1 5 _Z
[35] 1
My —— Xz, + YT_Z
l
M, = + Xs, + ¥ ——Z— PF.

Durch diese vier Momente ist die Beanspruchung des Rahmens

auf Biegung vollstindig bestimmt.
Aufgabe 12. Der in Fig. 126 dargestellte geschlossene Stabzug

mit steifen Heken, an dem sich gegebene Lasten das Gleichgewicht
halten mogen, lilst sich nach Fig. 127 auffassen als ein an zwei Enden
C und ¢’ eingespannter Stabzug. Die beiden Einspannungsstellen fallen

N

Fig. 127.

Fig. 126.
“Usammen, Der Querschnitt C' darf beliebig gewihlt werden. Ersetzt
Man die im Querschnitte C auftretenden Spannungen durch ein Kriifte-
Paar 7 und zwei Krifte X und Y, so lilst sich das Biegungsmoment
fir irgend einen Querschnitt D auf die Form bringen
M=M—X,—Y,—Z
w? Y und # die vom Schwerpunkte des Querschnitts D auf X und ¥
die sich nicht rechtwinklig zu kreuzen brauchen) gefillten Lote be-
deuten ynq M, das Biegungsmoment infolge der am Teil DC des Stab-
“Uges angreifenden Lasten P.
Wird das Koordinatensystem (z, ) ebenso wie bei Aufgabe 11 so
8ewiihlt, dafs die (¥leichungen

A & 35 L
A N S - s =0
[1] /_z/ TR / — ds=0, /J ds

Otfillt, werden (Seite 122), so gelten fiir X, ¥, Z die auf Seite 124
8'bg,'eleiteten Gleichungen:

9*
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[2] X=-

&3

14
Qlyl& -

& -

(8] z= :
Als Beispiel untersuchen wir den in Fig. 128 dargestellten Rahmen,
der bekanntlich bei der Querversteifung eiserner Briicken eine grolse
Rolle spielt. Zum Triigheitsmoment J, wiihlen wir das Triigheits-

moment J, des Querschnitts des Quertriigers. Die Gewichte von Stéinder
und Querriegel bezeichnen wir mit

’

i 4 7
7 h==A und Jal=l.

Das Gewicht des ganzen Rahmens ist dann

(4] G=1-+V 4 2K;

seine wagerechte Schwerachse ergibt sich aus der Momentengleichung

’ h ’
2,G=1h - 2h Y =h(@+ k) 2u

Sl Ak Zii-(ll'_i—h;h,'
)
g :LC_ ————— ShapET S P
—TZ;——* RN % N 2 fned
—x () - -} —E—>0

"Zu Jy

|
__3:4 J/ \/ N \|/ \|r JJ;( B lJLXﬂ——;-(Y},/
g T
Fig. 128.

Den Schnitt C fithren wir durch die Mitte des Querriegels. Die
in die Figur eingetragenen X, Y, Z mogen sich auf den links vom
Schnitte gelegenen Querschnitt C' beziehen. Da die Y-Achse eine Sym-
metrieachse ist, werden die Bedingungen [1] erfiillt.

Das Trigheitsmoment des Rahmens in Bezug auf die Achse des
oberen Querriegels ist
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he . 2
Aap— ekl WO 71 4 lh2=:]2(——/ )
o=t 3 Jv+ h 3}z—f——l

und fiir die X-Achse
T,=7T,—G=T,—h(-1)a,
Setzt man z, =/ — z,, so erhiilt man

A 1 ’
[BlRYA ==V [zu =) oy h h] .
Das Triigheitsmoment fiir die Y-Achse wird

; i 1 v LY
, PRIy | Tt Sl S Y (~) oS
T TR ek T 2hth2 X%

[11 T,= % (47 6K).

Wir untersuchen getrennt den Einfluls der Lasten A und P.
1. Einflufs der wagerechten Kriifte H. Fig. 129. Im Falle
X=0, v= 0, Z=0 sind der obere Querriegel und der rechte

Fig. 129.

Stinder spannungslos. In den Stiitzpunkten 4 und B werden zwei

8leiche aber entgegengesetzt gerichtete Widerstiinde 7V = I—?—c hervor-

8erufen, e M, -Fliche des linken Stiinders lilst sich in ein Rechteck
4 6in Drejeck zerlegen, beide Flichen von positivem Vorzeichen; die
0-Fliiche des Quertriigers zerfillt in ein positives Dreieck und ein

Ugatives Rechteck. Man erhilt:
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5 o J,‘( h’) Hfl
8= (Hah+ Hy ) + =~ — Hal,

oo e o S

S R S W

und findet

Z— % (W (2e, + 1) + L (F— 2¢,)]

Hi
V=15 8% Qe 1)+ 1)

X = — 2171’, {h' [2eo (z,,—%) “+h (z— —;i)]—l— 2. (f— 2eu)} .

Der Ausdruck fiir X lifst sich umformen in
X__H( 1 ﬁ_@i:hﬁe 2! )

Setzt man X mit Z

Y3 zusammen, 8o erhiilt man
e 5’ eine Einzelkraft X im Ab-
H fr stande
H H
2 Y 2 Yot Z
Ay e
h von der Achse des Quer-
triigers, und diese Kraft X
kann man dann mit Y zu
- 22 9% 4 einer Mittelkraft K ver-
HTh LI{’-L einigen. }
' Ist 6, e= ¢, =0 80 ers
7 gibt sich (Fig. 130)
Fig. 180, 7 e Hh (A F) _ Ha ;
2@G 2
1 /4
Xz—-‘——?H; 2, =2, +z2,=h,
il Hrl (81 +-1) oy h 8H 1

127, Rt T
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Die Biegungsmomente fiir die 4 Ecken sind dann

H l
MA=—2—72——Y?, My =—M,,
l S0
MA::_.Y?, MB::—'—I 2
Fiir den Fall J, = J,, also /=10, erhiilt man
/.7 Hh
Y=72_rlr7 MA:1\431=_MB=—MA'="4 '

2. Einflufs der senkrechten Lasten P. Fig. 181a. Am
Quertrﬁger AB mbgen Lasten P angreifen, die zwischen 4 und B
lieg'en, die Kragarme seien also unbelastet. Die M,-Fliche stimmt dann
mit der Momentenfliche eines einfachen Balkens A B iiberein, der an
fien Enden frei aufliegt; ihr Flicheninhalt sei §, und der Abstand
lhreg Schwerpunktes von der Y-Achse sei e. Dann ergibt sich

@y:—”%oey @,:-—%Ozu,
So &o e %Ozu
—— — X iy Ll SR
7=, ¥=-3°, o

Setzt man X und Z zu einer Mittelkraft, deren Groélse wieder
= X ist, zusammen, so findet man deren Angriffspunkt in der Hohe
" Z q Gz + T, 7.

£y g i g s R e |
X Gz Gz, ©,

Wo T, und &, bezw. das Trigheitsmoment und das statische Moment
des Rahmengewichts in Bezug auf die Achse des Quertriigers bedeuten.
& nun
hs

i re=s I'n? -+ o 3',

/ , h
u=lh+2h —2—

ist, o ergibt sich fiir 2,” der von der Belastung des Quertriigers un-

a‘bhungige Wert
pole AL BRI BN
el 3 ZI + h
Die wichtigsten Belastungszustinde sind nun die folgenden.
Gleichférmige Belastung mit g fur die Lingeneinheit Fig. 131b.

Die M;-Linie ist eine Parabel vom Pfeil 781—gl2. Bs ist
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Fig. 181 a—d.
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B ,gl_sf,':, iis
i 197, g

Eine Einzellast P, Fig. 181c, entspricht als M,-Fliche im Dreieck

von der Hihe 3. 0 , dessen Schwerpunkt von der y-Achse den Abstand

1
= 73“‘5 hat. Man erhiilt:

Pab

Pabz,
“ )f‘ i L% O
+ 6T,

T Ty
Liegt eine teilweise gleichférmige Belastung, welche p fiir
die Liingeneinheit sein moge und die Strecke ¢ (Fig. 131d) bedecke,

vor, so erhiilt man die M,~
Fliche wie folgt. Man: be-
trachtet pc als eine im
Mittelpunkte der Strecke ¢
angreifende KEinzellast, er- | -
mittelt das zugehorige Mo- a r
i

|

l

LAt AT

Z
24

>

mentendreieck A’JB und
berechnet dessen Inhalt:

i
i
|
|
l
>’
1
|
I
:

ab
pe e Nun bestimmt man 37 Vi

Senkrecht unter den End-
Punkten D und Z der be- ‘ (g "‘i‘
lasteten Strecke ¢ die Punkte A’ [T
D" und ' der Geraden A'J

und B’J und zeichnet eine ) : /
Parabel D'HE', welche die Geraden 4'J und B J in D' und K be-

tihrt, Die in Fig. 181d schraffierte Fliche ist die M,-Fliche. Es ist

Fig. 182.

F pe? : v
H=HJ = S Der Inhalt der von den Geraden D'J und K J

8
; ﬂczf—c— Es ergibt

Und der Parabel begrenzten Fliche ist =g 91
sich algo
__ pabe  pct
B="3 24’
o, s 2000 By L0 5
7 R 24 |
S Bo 2u
Y = ,,,-‘L, X= — ol i

T, T.
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Wird der linke Ausleger durch Lasten P, deren Mittelkraft =P
sei, belastet, Fig. 182, so ist die M,-Fliche des Quertriigers ein Dreieck
von der Hohe A’ A" =— — d=P, wo d den Abstand der Mittelkraft
von A ist. Man erhiilt

ld ld 1

§=—3P, §=—3P -

Aufgabe 13, Der in Fig. 126 dargestellte geschlossene Stabzug
werde ungleichmiifsig um #° erwirmt. Infolgedessen werden die Stab-
querschnitte durch Liingskrifte N und Momente M beansprucht und
zwar ist fiir den Querschnitt an der Stelle zy

[1] M= —Xy— Yo — Z,

[2] N= - Xcosa - Ycosf,
wo a und B die Winkel sind, welche die den Punkt xy enthaltende
Stabachse mit den Richtungen X und Y bildet. Zur Berechnung von
X, Y, Z dienen die Gleichungen

M oM N
EJaXd+ft5)?ds /]
M oM ON
Plamad g V. <5 o S bt —_—
[8] _/EJ aYols,fe.taYols: 0,
M oM h PR,
f‘ﬁﬁ‘“ T

Werden die Richtungen von X und Y wieder so gewiihlt, dals

Ji i
7 =2 () fx /y_st=0,

so ergibt sich

EJ,[ctcosads
EJ,
5] Y= . [etecosBds 7
Ty
Zi= 0

Schreibt man nun dllen Punkten eines und desselben Stabes ein
und dieselbe Temperaturiinderung zu,**) so gehen die fiir X und Y
gefundenen Ausdriicke iiber in

& 3 : : N
*) Vergl. Seite 87, Gleichung (51). Die Integrale El,\;, %l)_\;_ ds und / BF
oN

oY ds haben wir, wie in Aufgabe 12, vernachlissigt. Auch haben wir A¢ =10

angenommen.

*+) Lingere Stibe kann man in kiirzere Stiicke zerlegen und jedem Stiick
einen besonderen Wert ¢ beilegen. Auf diese Weise lifst sich der Genauigkeits-
grad der Rechnung beliebig steigern.



— 139 —

eEJ 2ts,
e EJ,Sts
[l Y= S

v
wo s, und ¢, die Projektionen der Stablingen s auf die Richtungen

von X und Y bedeuten.
Beispiel. Es liege der in der Aufgabe 12 untersuchte Rechteck-

Rahmen vor, Fig. 138. Der obere Querriegel werde erwiirmt um ¢,,

der untere um t,, der linke Stiinder

um ¢, der rechte um #. Um den 0176

Projektionen s, und s, der Stablingen P

das richtige Vorzeichen zu geben, um-
fahre man, von der Binspannungs- T i
X

6] X=—

stelle ¢’ ausgehend, den Stabzug und 7 T

deute dies durch Pfeile an; man er-
kennt dann, dals die Projektion s, des
oberen Querriegels = |- / ist, die des

unteren = — /, und die Projektion s, 7

des linken Stinders = |- %, des rechten Fig. 133.
Stinders — — 4. Man erhiilt daher

# eEJ,l({t,—1t,)
X=— _-—T,_* ,

Fig. 134,
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EEJ,,II/ (tl . t,)
i€y

Y= —
y v
Ist also ¢, > ¢, und #, > t,, so entstehen negative Werte X und Y.
Ihre Zusammensetzung zu K fithrt zu der in Fig. 134 dargestellten
Angriffsweise des Rahmens. Die durch Schraffierung kenntlich ge-
machte Momentenfliiche ist durch Berechnung eines Eckmomentes, bei-

spielsweise des Momentes My == — K7 bestimmt.
Aufgabe 14, TUntersuchung der Triiger der in Fig. 135 skizzierten

eisernen Treppe.

Wir versehen die Podesttriiger mit den Ordnungsziffern 1, 2, ..,
(r + 1),.. und betrachten zuniichst die Wange (» — 1) — » und zwar
unter der Voraussetzung gelenkartiger Endbefestigungen, Fig. 136.

.

T aR—_—. e

Fig. 135. Fig. 136.

Bine lotrechte Last P ruft bei » — 1 und » schriige Widerstiinde
L und R hervor, die nach lotrechter Richtung und nach der Richtung
der Wangenachse in 4 und C bezw. B und C zerlegt werden. Die
Seitenkriifte C' sind entgegengesetzt gleich und auf statischem Wege
nicht bestimmbar; ihre wagerechte Seitenkraft werde mit X, bezeichnet.
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Fiir 4 und B erhilt man aus den Momentengleichungen (in Bezug
auf » und » — 1):

Al— Pb = 0; Bl — Pa = 0,
die Werte
Pb P
A=, B= l",

welche mit den Auflagerdriicken eines einfachen Balkens tibereinstimmen,
dessen Stiitzweite gleich der Horizontalprojektion / der Wange ist. In-
folgedessen sind auch die Biegungsmomente fiir den ansteigenden Triiger
und fiir den wagerechten Triiger (r — 1) — r gleich grofs. Bedeutet
also q die Belastung fiir die Liingeneinheit der Horizontalprojektion 7, so

: 1 3 ;
ist das grofste Moment M = e q1?, Fig. 187, und die Beanspruchung

der Wange:
ql* X, sec o

e Ay W

v+ ("Yr"‘X;ﬂ/ tga

Ky

T

SO0 Noaenen

N
AT
NSRS

SO

Ky

Fig. 138

Fig. 187.

Wo W das Widerstandsmoment und # den Inhalt des Querschnitts be-
deutet. Das zweite Glied ist unwesentlich und darf stets vernachlissigt
Werden,

Auf den #tn Podesttriiger werden nun seitens der Wangen die
folgenden Kriifte ausgetibt, Fig. 188. In lotrechter Richtung wirkt die
Belastung: 7, - (X, — X, ;) tg @, wo ¥, den Einfluls der vorhin mit
4 und B bezeichneten Kriifte bedeutet, ferner in wagerechter Richtung
die Belastung X, | X, ;. Die beiden Lasten P; und P, in Fig. 135

Wiirden z. B. erzeugen: V,——Eal —f—P’%. Alle diese Kriifte diirfen

in der Mitte des Podesttriigers angrexfend angenommen werden; sie
erzeugen fiir den nach Fig. 138 auf ein Achsenkreuz u, v bezogenen

Querschnitt, im Abstand 2 von der Stiitze (Fig. 185), die Biegungs-



e WO € A

momente ™)

M,= o[V, + (X — X tg o]
M

1
1\(Io % _2— (Xr+ Xr-}-l) Z.
Aufserdem verursacht die Belastung des Podestes noch ein Moment

M,, dessen Grilstwert bei a:=~1-—b

1
M, = —g¢,b*
.. 89

ist, wenn ¢, die gleichmiilsige Belastung fiir die Einheit der Liinge b
bedeutet. Die Momente M,, M, nehmen ebenfalls an der Stelle

x = ;'b ihre Grofstwerte an, weshalb die Berechnung der Bean-

spruchung auf Grund von

1 1
M, = [V, + (X, — X tg al b 4 - g.b7,

M, = % b A B T

(8

zu erfolgen hat. Sind J, und J, die Querschnittstriigheitsmomente in
Bezug auf die Achsen # und v, ferner e, und e, die Abstiinde der Hulser-
sten Querschnittspunkte, so sind (fiir den hier vorausgesetzten Fall eines
symmetrischen Doppel-T -Profils) die Beanspruchungen o, und g, in den
in der Fig. 138 mit 1 und 2 bezeichneten Eckpunkten:

M,e, , M,e, e,

& )
] — — M Fb¢: Sy unak . % )
| sdeh itk Rt (e B i),
(I11) ol +M“eu_Mfg,_fu_ (M o 5 M)
i bl e i TR
Fiir die Eckpunkte 3 und 4 erhiilt man
Gy == — 03 und ¢, = — g,.

Das Moment M, ist stets positiv, hingegen wird M, positiv oder
negativ ausfallen, je nachdem X, -}~ X,,, positiv oder negativ ist. Im
ersten Falle entstehen die grilsten Beanspruchungen an den Stellen
1 und 4, im zweiten Falle an den Stellen 2 und 3.

Die Berechnung der statisch nicht bestimmbaren Grofsen X soll

*) Der Podesttriger muls als an den Enden frei aufliegender Triiger
berechnet werden. Die Einmauerung der Enden darf nicht als Einspannung
betrachtet werden,
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(unter Absehung von Temperaturiinderungen) mittels der Bedingungen:
04 M, oM, oM,
N 8N dx—l-— I, +]‘M oM, o

90X | EF EJ, 86X

EJ, X

deren Anzahl mit der Anzahl der X iibereinstimmt, erfolgen. X, tritt nur
in M, M, fiir den Podesttriiger (» — 1) und # und in N fiir die beide

Triger verbindende Wange auf.

triiger:
_ e 1x(b z) oM,
T 9 [Vr—l—*__(Xr-l r) tga]+ ’ aXr—
5 oM,
Bl 2'7 (Xr—l + Xr)! a‘Xv:
fir den »*" Podesttriiger:
@ b—uxz) oM
M s 7 ( ’ “
RnTe [V, + (X — X.p) tg 2] + 9 AL
| oM,
M=2 e
v 9 (Xr + X1'+1)1 aX,-
fiir die Wange (r — 1) — r:
0
N= X, sec a, _?3}}

Weshalb die Gleichung 72% = 0 lautet:

»

40
X1 sec? a* :
=2 2) o tgal Vo gt (0—2) + (X

0
4 30

0

0

2

4 ox x+,>tga]—+2/ (Zo X 22

0

v

und nach Ausfuhrung der Integration:

dx
—X,-) tg a] —j

Es ist fiir den (r — 1) ten Podest-

x
'-"E‘ tga,

x

=+7,

=+ ;—tgav

“

+2/ (o Ay +2/f;—2tga[rc+qr<b—z>

X1 g0
—“Ijjiw 48J[(T,_1 T) tg o 4 (Xooy — 2 X, + X.p) tg® @]
st L BRSO
+48J( i e O,

*) Fiir die Wange ist /dx:lsec a.
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wo
5
T #.57 Vr + -8_ qu
oder, nach den Grifsen X geordnet,

X 2X x4+ X' =N,
wo

i
e e e
% 7. g®a

gy ion'y ol
x =1 +Ttg‘a—|—24 78 sec® a,

s —j_ tg & (T, — T.).

Die Zahlen %" und x weichen von 1 so wenig ab, dals man stets
gentigend genau setzen darf:

Xr—l + 2Xr + X-+1 - M»
und man erhilt deshalb fiir den in Fig. 185 dargestellten Fall einer
durch drei Geschosse reichenden Treppe, deren unterste Wange bei 0
ein wagerechtes Gleitlager erhalten mdge (weshalb X, = 0 wird), die
fiinf Elastizititsgleichungen:
2X, + X3 = NN,
Xp + 2X; + Xy = Ny,
X;+2X,+ X; =N,
X, + 2X; + X; = N,

X5+2‘Yﬁ —_—NG'
Die Auflésung ergibt:
6X,=!5Nyg — 4Ny <8N, = 2 N5 4| Ny,
6X,=—4N, 8Ny — 6N, | 4N; — 2N,
6X,=— * 8N, —6N; 9N, — 6N; + 8N,
6 Xy = — 2N, | 4N; — 6N, -} 8N; — 4 NN,
6X,— N,—2N,-}+8N,—4N,+5N,.
Driickt man die N durch die 7' aus, so findet man:
Ls o,
X,_-—s— g tg o H,, wo
Hy= "5 == e il o BT efe oMl = Ty,
H=—4T + 12Ty — 14T, 4+ 10T, — 6T; 12T,
H= 8T, — 9T,+ 16T, —15T,+ 97T;—38T;,
H=—2T -+ 6T,—10T; + 14T, — 12T, | 4 T,

Hy=" T,— 8T, 6T,— 17,4 0T,—5T,,
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und erhilt nun fiir ¢, und o, (vergl. Seite 127) nach leichter Zwischen-
rechnung die Formel

ol n,,bi[ > ( € Jo )jg/qg
} Vot (i) L

T )
SR/ ) tg « ' ]
+ 1],.*_1 (i 7;' ,/u tg o 6 _!'_ 2 qrb "

Wwobei das obere Vorzeichen o, liefert, das
untere g,.

Ist beispielsweise tg o = 0,6 und erhal-
ten die Podesttriiger das Normalprofil Nr. 23,
Fig. 189, mit
e, == b1 mim & eys=ilil oy mm;

J, = 191 om4, J, = 8657 cm?,

v

80 entsteht

0, = ::‘]b [V, 4 0,05 H, + 0,04 H,,, 4 0,5 ¢,b],

b
6, = :f [V, — 0,04 H, — 0,05 H,,; 4 0,5 ¢,b].

Insbesondere ergibt sich fiir die Beanspruchung o; des Podest-
triigers 1 (auf deren Berechnung wir uns hier beschrinken wollen)

Wegen ‘H':I{l =0 und H,.,, = H:
e.b 7 ’”
(IV) 0y ——"qu [V —{* |4 J, wo

V) ¥ = 1,207, —0,86 7, -+ 0,287;— 0,207, 0,12V;— 0,04V,
(VI) V= *é‘ b (5(11 — 1,8 g5 _" 1,4 g3 — 1,0 ¢4 + 0,8 75 — 0,2 96)'

Der erste dieser beiden Ausdriicke, niimlich 7”’, hingt nur von
der Belastung der Wangen ab, der. zweite von der Belastung der
odeste,

i Liegt eine die Wangen entlang wandernde Last P =1 (Fig. 140)
“Wischen dem zweiten und dritten Podeste im Abstande z von Tréger 2,

8o erzeugt sie Pl ZTJE und 7, =1 -}i, withrend alle iibrigen V°
Nu“ werden, Hs entsteht dann »
l—z @
17 SRR (e g e b -+ 0,28 oy

Mﬁller-Breslau, Die neu:ren Methoden der Festigkeitslehre. 10
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das ist eine Funktion ersten Grades von x,
woraus folgt, dafs die zur Wange 2—3 ge-
hirige Einflulslinie fiir V'’ eine Gerade ist, die
bei 2 = 0 und x = [ die Ordinaten — 0,36
und - 0,28 besitzt. Auf diese Weise gelangt
man zu der in Fig. 140 dargestellten Einfluls-
linien fiir 7’; sie ist durch die Koeffizienten
der Grdfsen V in ‘Gleichung (VI) bestimmt.
Ihr Fliicheninhalt ist

% :1[1,20 — 0,36 + 0,28 — 0,20 0,12

i+ 5 0,04]__102!
b O ke

Hiervon entfillt auf den positiven Teil der
Einflufsfliiche :

l 1,202
7 - [1,20 + Ly
+ 2 )() + 0,(”)
0,282 28‘
X T 0,86 10,28 T 0,25 40,20
. 0,122 0,122 ]
—_ L= 1=197]
020+01z+o,12+0,04 .
und auf den negativen Teil (absolut ge-
nommen)
Fig. 140. F=1,271—1,021=0,25 L

Wir zerlegen nun die Belastung der Wange in
die stindige Belastung ¢ fiir die Einheit der Linge /
und 9 bewegliChe T P » ) ) T ”" l$
setzen p + g = ¢ und belasten, um das grofste o, zu erzielen, die
positiven Beitragsstrecken mit ¢, die negativen mit g. Wir erhalten danp

VS q% ——g% =(1,27¢—0,259) L °

Sind ¢" und ¢ beLW dle stindige und bewegliche Belastung fﬂ!'
den Podesttriger, so wird 7" ein Grifstwert mit ¢, = ¢3 = g ~q
und ¢, = ¢, = ¢ = ¢, und zwar ergibt sich

44 1 ’ /
eV =--0(19'—39),
also gschliefslich:

b
macOy = 4J [(1279—02og)l+(7q 39);]-
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Wird das Bigengewicht der Treppe fiir das qm Grundfliche zu 200 kg
angenommen, die bewegliche Belastung zu 800,%) so ist, mit den in der
Fig. 135 angegebenen Abmessungen, fiir die Wange:

kg

k 1,4
g =200- 174 — 140 % M , g = (200.- 800) -~ = 700 ,
9
2 m 2 m

und fiir den Podesttriiger:
kg

1,6
':: 2( —_—= 160
g Bh o m’

1,6 i
" g = (200 + 800) —— = 800 -"-f :
Man ' erhiilt dann

, 210
(1,27 ¢ — 0,25 g) I+ (T ¢/ — B ¢)) - = 4781 ky

und, wegen Ju = W, =818,

Y

4781 280 kg
PSS - L sa ey = o, e S
maay 4.318 9 em? )

Nach der gewdhnlichen Berechnung hiitte man in der Mitte des
Podesttrétgers die Belastung V, = ¢/ angenommen und die Kriifte X =0
gesetzt. Dann wiire entstanden

e.b ’
e [ind 0,0 ¢'b],
A [l -+ 0,5 ¢'B]

und hieraus hiitte sich 6, = 790 kg/em?® ergeben, d. i. ein um etwa 49§
Zu kleiner Wert.

G]:

§ 16.
Bereehnung der Verschiebungen von Punkten gerader Stiibe
nd der Drehungswinkel von Tangenten an die Stabachse.

1) Umformung der Gleichungen (37) und (38) im § 12. Um
die Verschiebung 9, eines in der Kriifteebene gelegenen Stabpunktes m
Bach einer in die Kriifteebene fallenden Richtung mm’ zu berechnen,
bringe man im Punkte m eine durch »’ gehende Last ,Eins‘ an und

e

*) Die Treppe diene zur Beftrderung schwerer Lasten.
*¥) Ganz ebenso werden die iibrigen Podesttriger untersucht. Wir fanden

fir sio otwag geringere Beanspruchungen.
0%
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bestimme die hierdurch hervorgerufenen Auflagerkrifte C, Biegungs-
momente M und Liingskriifte N. Sodann erhiilt man fiir den Fall,
dafs die Gleichung (41) und (42) auf Seite 89 giiltig sind:

NN MM 0 : ﬁ -
(54) 5,,,.—/ o f pe /stoNdx-{— eAt — h x— L,

wobei

L = virtuelle Arbeit der Auflagerkriifte E,

N = Liingskraft, ] hervorgerufen durch die wirkliche

M = Biegungsmoment | Belastung,
withrend 7, und A¢ die auf Seite 89 erklirte Bedeutung haben.

Die Gleichung (54) ergibt sich aus der Gleichung (87) mit Beach-
tung der Gleichung (46) und (47).

Ist der Stab (oder die Stabverbindung) statisch unbestimmt, so
diirfen bei der Berechnung der C, M und N alle statisch nicht bestimm-
baren Grofsen gleich Null gesetzt werden, wobei es freisteht, in welcher
Weise der Stab in einen statisch bestimmten Haupttriiger verwandelt wird.

Man darf auch schreiben (nach Gleichung 38):

M oM N
e /EF aPm +/ﬁ'J F, PR T [Myapdw

oC
f g, aP", T B0

wobei P,, eine in m angreifende, durch m’ gehende Last bedeutet, welcher
notigenfalls nach Ausfithrung der Differentiation der Wert Null beizu-
legen ist.

2) Drehung einer Tangente. Der Winkel t,, um welchen sich
die im Punkte m an die Stabachse gelegte Tangente bei der Form-
inderung des Stabes dreht, ist _gegeben durch die Glelchung

MMd e
(b4 a) ‘t,,,:/ NNdI / o etONd:I:—{»— eAtvl;fAdx——L,

EF
wobei N = Liingskraft,
M = Biegungsmoment j
N= Liingskraft, ] fiir irgend einen Querschnitt des
M= Biegungsmoment J Haupttriigers,
falls auf letzteren ein im Punkte 7 angreifendes Kriiftepaar wirkt,
dessen Moment I, = 1 ist (vergl. Seite 85).
T bedeutet die virtuelle Arbeit der gleichzeitig mit N und M ent-

stehenden Auflagerkriifte.
Man darf auch schreiben, entsprechend Gleichung (38a) und mit Hin-

weis auf Gleichung (55),

infolge der wirklichen Belastung,
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oN M oM oON
(55( -} N ¢ — —— & =i i
) W= ar e T [T am, 0 [ de
At oM
-+ [e 7 fam;‘-d.L,

Wwobei das Moment I, nach Ausfiihrung der Differentiation gleich Null
Z}I setzen ist, wenn das im Punkte m angenommene Kriiftepaar in Wirk-
lichkeit njcht vorhanden ist.

3) Handelt es sich um einen Korper, der aus einem Fachwerke und
4us einem oder mehreren auf Biegungsfestigkeit beanspruchten, geraden
Stiiben besteht, so tritt auf der rechten Seite der Gleichung (54) und

(543) noch der Wert hinzu:
- YL I T )
EF
auf der rechten Seite der Gleichung (55) der Wert
Sz ¢ 08 o8
S —— - et —3,
zF o T2 %p,"
und auf dep rechten Seite der Gleichung (55a) der Wert
ol M) (]
> Pl S S, T
wr e, e Oﬂﬁms
¥ 8 bedeutet die gleichzeitig mit N und M entstehende Spannkraft
“ines Fachwerkstabes.
~ Bei Anwendung der Gleichungen (55) und (55a) diirfen die statisch
Meht bestimmbaren Grofsen X als Konstanten aufgefalst werden; es
8eniigt, qie Integrale und Summen iiber den statisch bestimmten Haupt-

tri"’gel‘ auszudehnen.
Aufgabe 1. Der in Fig. 141 dargestellte, urspriinglich wagerechte

Sta.,b mit einem eingespannten und einem
‘fl‘exen Ende sei gleichmiilsig und aulserdem
"™ Punkte 4 mit P belastet. Gesucht die
senkrechte Verschiebung 8 des Punktes A.
und J gseien konstant; Verschiebungen
der Stﬂtzpunkte seien ausgeschlossen, hin-
8egen soll eine ungleichmiifsige Erwirmung
(nach Fig, 77) beriicksichtigt werden. i i
Es ergibt sich .

7
1 (. oM At (oM .
= H[f,".]"/MéP dx —,A € ]—L/E*P- dl‘, )
\‘h, e v 0

b *) A= t, — t,, wobei t; = Temperaturiinderung fiir den untersten, ¢, desgl,
den obergten Punkt des Querschnittes.
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Mit Hilfe dieser Gleichung findet man fiir einen ungleichmil(sig
erwiirmten und gleichmiifsig belasteten, bei
A frei aufliegenden, bei B wagerecht ein-
gespannten Balken (Fig. 142), dessen linke,
urspriinglich in der Wagerechten durch B
gelegene Stiitze sich um d gesenkt hat, die
Beziehung

,«’/ 73 l
Fig. 142, ‘(—" o ) GM*

und hieraus die Auflagerkraft
2
A=.-f°’~§i 3;;'] [8—{-—5At ‘ ]

Aufgabe 2. Es soll die Senkung 8 des Punktes 4 des in Fig. 143
dargestellten, mit P be-
lasteten, festen Krahnes
berechnet werden.

Verschiebungen der Stiitz-
punkte und Temperatur-
R \ inderungen seien  aus
v2 S el :\\5 >  geschlossen. Es seien
G F und J = Inhalt und
Trigheitsmoment des
iz, o P Querschnittes von Stab
Y AC,
F, und J, = Inhalt und
Triigheitsmoment des

=
Tl . o
’/////2 % glzrschmttes von Sta
Fy = Inhalt des Quer~
schnittes, s = Liing®
von Stab BD,
E, Ey, E, bedeuten die entsprechenden Elastizititsziffern.
W1r wenden Gleichung (54) an und setzen T = 0,8, =0, At = 0
M _und N entsprechen der Last P= 1, und es folgt N—PM :
V== PM, mithin:

FCy
z
i
i
i
i
|
I
1
i
i
|
™~
i
|
1
|
|
1
|
|
!
1
)
¥

Fig. 148.
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Nz M2dz
D b= —+ =
U P[/.EF+ EJ]
In Fig. 148 sind die der Last P= 1 entsprechenden Momenten-
ﬁﬁc_hen fiir die Stiibe A und CE dargestellt; sie sind bestimmt durch

My = 1.1, = Moment fir Querschnitt 5 und
die Querschnitte zwischen D und F.

MD =1 = ” n
Die Spannkraft S im Stabe BD ist
] /
§=—1. 7y (folgt aus der Bedingung Sr - Pl = 0),

wobei » das Lot von ¢ auf BD.
Es folgt nun, wenn / CBD = a ist,

' — "M2dx /4] —
Hir Tenl TN ==\l sans “ET T 8ET’ N0
— x M2dz Ll
fur Teil lp:M=1--21, / — == 2
A9irRal e Ay 8 BT’
= - ! Ndae 12 l
v SN ye A PYRP PP O .. L5 T ar .
S cos o0 = - cos a, TF aeost e
— z M2dx 37
fur Teil ly:M=1--21, L, |
L N A / BJ 3,
~ - AT " Ndg . 1® l
N=—Ssina:+75m o, f-ﬁ:,'—j_{-,L»n:—'Tsxn“’a-EfF-l—.;
(Wrda 10

fir Teil 4,: M =11, / R A

= [ Nde A
:‘—1, e I e
# / T okt
l

fir Teil DB=s:M=0, N=—5=—"—,

; -ﬁzd;{_ Ait) & sl
EF ! EF,
Addiert man die berechneten Integrale, soerhiilt man nach Gleichung (1):
s L]

6 = l2 ]2 2 13 Lo ) l4

P[rb (79'?008 a—f——El—ﬁTlsm a L7, —|——E171

A% lf 2 lg )J

+ 3 ]L';]’ (Zl _{_ l2) + A],j:j; (_3“ + IA. %

Aufgabe 3. Um welche Strecke d senkt sich der Mittelpunkt S
des Balkens 4B des in Aufgabe 9 (§ 14) behandelten Krangertistes?
' _ Beaiiglich aller Bezeichnungen wird auf § 14 verwiesen; die dort ge-
Zeigte Berechnung der statisch nicht bestimmbaren Auflagerkraft X muls
der Et‘mittelung von O vorausgehen. Hierauf wird die Stabverbindung




—= 5. 102 P

statisch bestimmt gemacht, beispielsweise durch das bei D (Fig. 144)
angeordnete wagerechte Gleitlager, und der so erhaltene Haupttriger
im Punkte S mit der senkrechten Kraft ,Eins“ belastet. Es entstehen
bei D und C senkrechte Gegendriicke (= &), welche im Verein mit

der Last ,,Eins‘‘ Momente M
und Liingskriifte lVerzeugen, und
es ergibt sich aus diesen — wenn
Verschiebungen der Stiitzpunkte
und Temperaturiinderungen un-
berﬂcksichtigt bleiben sollen —

@ 5 fMde +fA’Ndx

’ wobei M = Biegungsmoment und
N=—Liingskraft fiir die wirkliche,
inFig. 103 dargestellte Belastung.
Fiir die linke Hiilfte des Stabes
ABist N= 0, M =}a, M= M,
— Xh und

" Fig. 144.

Fig. 145.

l
R T T
MMdx i x

—= FJ/(M —Xh) - da

)

Xhlz)
2FJ (/Mozdx—~—

M, bedeutet die Ordinate der frither erkliirten einfachen Momenten-
fliche A LB (Fig. 104 und Fig. 145), welche durch die Mittel-Senk-
rechte in 2 Teile zerlegt wird, deren Inhalte = F’ und = F”, und deren

Schwerpunkts- Abstiinde von den benachbarten Auflagersenkrechten = ¢’
3l

und =¢” sind. Da nun F'¢ = [ M,azda ist, so ergibt sich fir die
lmke Hilfte des Stabes AB: 4

Mde_ 1 (F Xhl“)
EJ BT X, g

und fiir den ganzen Stab:

MMda ( il Xkl2)
/EJ 2EJﬁ T+ e R T N

Fiir den Stab AD ist: N=— —;—  M=0, N=— ?194 (vergl.

Seite 113 und Fig. 103) und

Fig. 147.°




NNdz RV »
/ BT R N 1
|
2’

und dem Stabe BC entspricht: N =—

NNdz _ Rd &

T ey
Fiir beide Stiibe erhiilt man zusammen:
NNda Y Rh
EF ol Fl R ety v 9, F, '

wobei R = Summe aller auf den Balken AB wirkenden Lasten.
Nach Gleichung (I) ist nun
Rh 1 i . Xhi?
I SOOI W‘(F il SO
- RN Gl 4
Die einfache Momentenfliche fiir zwei in Bezug auf die Mittel-
Senkrechte gleich gelegene Lasten P ist ein Trapez mit der Hohe Pa

(Fig, 146), und fiir dieses ist
B a a _ Pa (812 — 4a?)

’ fa— ST TR AR 1z e —— e F// //‘
Fe ol 71 Pa 58" 24 e
Da nun diesen beiden Lasten die Werte entsprechen:
= 2P and _
X== L - (nach Gleichung (IV) und (V)

A R T
hl (1 R
ol e T z+F/ﬁ
auf Seite 115), so folgt die durch beide Lasten erzeugte Verschiebung &:

§ — Ph i 1 Pa (31*—4a®)  Pabl
: o Ay e Ok 12 dp. /7
wobel B Ty

=1 I 5 O aaSTn st S .'t.
e R T

Zu dieser Senkung liefern beide Lasten den gleichen Beitrag, so
dals eine Last P nur eine halb so grofse Senkung hervorbringt, ntimlich:
Che Loit RPN G ngy
2K, Fy 16 EJ P
Die einfache Momentenfliche fiir eine gleichmilsige Last

(=g fiir die Liingeneinheit) ist eine Parabelfliiche (Fig. 147) mit dem
2
Pfeile g; ; fiir diese ist

ay &=

’ ’” 2 g12 lu (]ls
Ii‘ :Il" R L SN, . (AR
BV iag o
’ r’” e, 7"577 l A ina 5l
MBTEF AT TR T T
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W v J13 B:d ')Jl“
Fe F =0 i ’
o o4 eV LnigD
und weiter erzeugt diese gleichmiilsige Last:

13
R=yl, X= —12%7 (nach Gleichung (VI), Seite 115),
und die Durchbiegung
glh 1 [ng4 il J
III] d=—r— 57
L] 2E, F, T 2EJ L 192 48p.
gk gl* (r 4
2E, F, 384 EJ i)

Aufgabe 4 (Fig. 148). Ein urspriinglich wagerechter, bei B fest
eingespannter, bei A freier Stab ist gleich-
miifsig mit p fiir die Liingeneinheit belastet
und wird aulserdem im Punkte A durch
eine Binzellast P und ein Kriiftepaar, dessen
Moment = M, ist, beansprucht. Gesucht
ist der Neigungswinkel T der in 4 an die
elastische Linie gelegten Tangente. Tempera-
turinderungen und Nachgeben des Wider-

Fig. 148." lagers seien ausgeschlossen. Da N == 0 ist,
so folgt aus Gleichung (5ba):
]
oM
——dx
EJ oM, '
worein zu setzen:
2
M=—~Pm—p; iy
) R
oM,

Bs ergibt sich, bei konstantem FJ,
e 1l I
‘c——EJ/(P —{—7—4+7\I)d.b—'}; ( +p —I—Wl)
0

g 17
Aufgaben iiber krumme Stibe mit im Verhiltnis zu der
Querschnittshohe grofsen Kriimmungshalbmessern.

Ist ein einfach gekriimmter Stab symmetrisch in Bezug auf die
die Stabachse enthaltende Kriifteebene, so diirfen, bei im Verhiiltnis zur
Querschnittshthe grofsen Kriimmungshalbmessern, die senkrecht zur
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Querschnittsebene wirkenden Spannungen mit Hilfe der fiir den geraden
Stab entwickelten Gleichung
Mo N

sl e

berechnet werden, und ebenso ist es zuldssig, bei Bestimmung von
statisch nicht bestimmbaren Grofsen und von Verschiebungen & und
Drehungen 7 die Gleichungen (49) bis (53) und (54) bis (55a) anzuwenden,
Fiir alle im Briickenbau und im Hochbau vorkommenden Bogentriiger ist
diese Vereinfachung der im § 21 abgeleiteten genaueren Theorie statthaft.
Wird das Element der Schwerpunkts-
Achse des gekrtimmten Stabes mit ds be- N
zeichnet, so ist in den genannten Glei- “F ﬂ%
chungen dx durch ds zu ersetzen.
In den nachstehenden Aufgaben wer-
den die zu untersuchenden Bigen auf recht- v
winklige Koordinaten (z, %) mit wage-
rechter z-Achse bezogen. Der Neigungs- [4 e
winkel der in irgend einem Punkte D
der Bogenachse an diese gelegten Tangente
gegen die Wagerechte wird mit @ bezeichnet.
Bedeutet dann fiir das Bogenstiick 4D links von D (Fig. 149):
V die Mittelkraft aus siimtlichen senkrechten #ufseren Kriiften,
I A » 3 M wagerechten g

Fig. 149.

und wird ¥ nach oben und
H mach rechts positiv ge-
zithlt, so muls die den Quer-
schnitt bei D beanspruchende
Liingskraft N der Gleichung -/
geniigen TR
N4 Vsinot+Heos =0, o fomple——- D
die man erhiilt, indem man
die Summe séimtlicher auf _F

das Sttick 4D parallel zu N {2
wirkenden Kriifte gleich Null |,

setzt, und aus der sich s~ Cpa -
(56) N=—Vsin— Hcos®
- ergibt. i
Aufgabe 1. Bin kreis- |
formiger Bogentriiger mit A
Kimpfergelenken, aber ohne Scheitelgelenk, ist in Bezug auf die Mittel-
senkrechte symmetrisch und triigt auf der linken und rechten Hilfte

)

Fig. 150.
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gleichmiifsig iiber die Sehne A B verteilte Lasten #z;, und &, fiir die
Liingeneinheit. Die Kimpfer sind durch eine Stange verbunden. Bei
B ist ein festes, bei 4 ein wagerechtes (reibungsloses) Gleitlager an-
geordnet, Fig. 150. Gesucht ist die Spannkraft X in der Stange 4 B.

Wir nehmen zuniichst an, es sei z; = &, = # und finden mit den
aus der Fig. 151 ersichtlichen Bezeichnungen fiir einen Querschuitt D,
im Abstande = vom Scheitel, das Biegungsmoment

M=za(a—a) —z(a—=x) n;x = A T )
==z (32_:5‘) —X(f—uy), d. i.

2
(D) "Me=g 7;— (sin? @y — sin® @) — X» (cos ¢ — cos @, ).

Die Mittelkraft der auf das Stabstiick 4D wirkenden senkrechten
dulseren Kriifte ist
V=za—z(a—2)=2r=—1rrsng,
und es ergibt sich daher die Lingskraft N fiir den Querschnitt D
mittels Gleichung (56):
(I1) N=—ersin® o — Xcos 9.

Fassen wir jetzt X als Auflagerkraft auf und bezeichnen mit Aa
die Verlingerung der Sehnen-Hilfte a, so ist die virtuelle Arbeit der
auf die linke Stabhilfte wirkenden Auflagerkriifte, bei festliegend an-
genommenen Linien RR und A4 B:

L = -—=XAaqa,
und es ergeben sich fiir den Zustand X = 1 die Werte
M ==—r(cos ¢ —cos @), N =—cos¢, L'=—Aa.

Die fiir den Fall einer gleichmiifsigen Erwiirmung des Bogens
um ¢ Grad giiltige Gleichung
g N’ Nds [ M'Mds ,
L —_ B o SIS % ' “Seaind A/ [ y
/ 37 -}—-/ b + et | N'ds,
welcher die Unbekannte X zu geniigen hat, geht, wenn K, F und J
fir alle Bogenquerschnitte gleich grols angenommen werden, iiber in
(/r"
¥ "
@D Aa= 'EF-/COS @ (—ersin® @ — X cos @) rd @

0

Po
1 2r?
—{-—E—J 7 (cos @ —cos q;u)[ ;f(sin2cpo—sin2<p)—Xr(cosqa—cosq;o)]rd@

0
Yo

= et/cos Qds;

0
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die in derselben vorkommenden Integrale erstrecken sich nur iiber die
linke Hiilfte des Tréigers. Die Verlingerung Aa der Hiilfte der Stange
AB, deren Querschnitt = F|, und deren Elastizititsmodul = E sein
moge, ist _ Xa_ )

Aag = ’EFO )
wobei angenommen wird, dafs sich nur der Bogen um ¢ erwirmt,
wiihrend die Anfangstemperatur der Stange ungetindert bleibt.*) Hs

geht Gleichung (III) tiber in

%o Yo
Xa ar? ST :
EFO EF/Sln ¢ cos Qd @ — EF/cos ede
p :
(/Y
+- 5 EJ/(sm @, — sin? @) (cos @ — cos @,) d@

— ‘X /(cosqa—cos ®,)2 do + cta.

Nun ist: o {
/sin“’ ® cos pd @ = Y sin® @,

[
4

¢

i
/(sin2 @, — sin® @) (cos ¢ — cos @) dPp = 3 sin® @,
1 ‘ I p
-+ 5 Fo 08 Pg 008 2 — 5 8in @ cos” @,

1 3 .
/(cos @ — cos §y)" d = - g, — - 08 §, sin Gy - @, cos” @y,

0
und es ergibt sich somit, wegen @ == 7 sin @,:

wer -4 2¢ Eitsmtpo
X = - 7 . M Ty

wobei [

SRR i g : J
pL:{;smscpo—}—%cpocoscpocosmpo—%coschosm% 3F 5 8in® @, und

Jg il
P “‘Po — 8 cos @, sin@, -- 2 ¢, cos q;o + — (q>0+sm q;ocoscpo)+2 3 8in @, ¥*)

%) Bu gleichmiifsiger Erwiirmung von Stauge und Bogen ist der unbel&stete
Triger spannungslos. Es ist zu empfehlen, einen Unterschied der Temperaturen
von Bogen und Stange von ¢==+110° bis + 15° Celsius in Rechnung zu stellen,

*#) Die von iﬁ abhiingigen Glieder der Ausdriicke p” und p” diirfen in
7 :

der Regel vernachliissigt werden.
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Der Einfluls einer Temperaturiinderung ist fiir sich allein
J 2
B ig— 26E*EJT”)'T t sin D,
und der Einfluls der Belastung:

’

Bl —&,; 2r.
~

Zu letzterem Werte liefern die auf beiden Bogenhiilften ruhenden
1 .
Lasten za den gleichen Beitrag: ¥ *},', zr; wirkt auf die eine Hiilfte

(wie in Fig. 150) die Last #, ¢ und auf die andere die Last ¢, @, so
entsteht demnach

i
hec 008 ?; 7 (21 + ).

Handelt es.sich um die Berechnung eines Dachbinders, dessen
Eigengewicht = g, und dessen gesamte Belastung = ¢ fiir die Liingen-
einheit der Sehne A B ist, so gentigt es, die Werte X, M und N sowie
die Spannungen

o=+ 4 2|

Me, N ( vergl. Gleichung (41) und Fig. 77
G I, £ 7 I

fiir zwei Belastungsfille zu berechnen.
Man setze einmal
2, =g und g = ¢
und hierauf
2 ==¢y =14¢.

(Bei betrichtlicher Pfeilhthe ist noch der Einfluls schriiger Wind-
driicke mit Hilfe einer besonderen Untersuchung, die iihnlich durchzu-
fithren ist, wie die vorstehende, festzustellen.)

Aufgabe 2. Ein in Bezug auf die Senkrechte durch die Mitte
symmetrischer Parabelbogen ist an den Enden fest eingespannt und im
Scheitel mit einem Gelenke versehen; es sollen die durch eine senk-
rechte Einzellast P und durch Temperaturiinderung hervorgerufenen
Stiitzendriicke K; und K, ermittelt werden, Fig. 152.

Die 3 Kriifte K,, K, und P miissen sich in einem Punkte C
schneiden. Liegt P links vom Scheitelgelenk S, so geht der Auflager-
druck K, durch S; er mbge im Punkte S in die senkrechte Seiten-
kraft B und in die wagerechte Seitenkraft H (Horizontalschub) zerlegt
werden. Sind B und H gefunden, so ist das aus P, K, und K, be-
stehende Kriftedreieck bestimmt und die gestellte Aufgabe geldst.

B und H sind statisch nicht bestimmbare Grolsen; sie sollen unter
der Voraussetzung berechnet werden, dals die Stiitzen starr sind und
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der Bogeﬁ gleichmiilsig erwiirmt wird; dann gilt die Gleichung

Mds Nds oN
@ O‘/ ' ax%/ 6X+ t/ds Tt

in welche erst X = B, dann X = H zu setzen ist.

Ist der Scheitel der Ursprung eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems, so ergibt sich fiir den
bei x gelegenen Bogenquer-
schnitt das Biegungsmoment:

M = Hy + Bx — M,,
wobei (— M,) das Biegungs-
moment fir den Fall: H=0
und B = 0 bedeutet. Fiir
alle Querschnitte rechts von P
ist My == 0, und fiir die links
von P gelegenen Querschnitte
ist M, gleich der Ordinate
einer Geraden () A4,, deren
Endordinate A4; 4, = Pa ist,
withrend die Spitze € senk-
recht unter der Last P liegt.

Die Liingskraft N ist fiir
einen Querschnitt rechts von C
(wenn ¢ den Neigungswinkel der in x, 7 an die Bogenachse gelegten
Tangente gegen die x-Achse bezeichnet)

N= Bsing — Heos o
und fiir einen Querschnitt links von C
= (B — P) sin ¢ — Hcos ¢;

Fig. 152.

= —cos®. Da nun weiter

N N
beide Male ist ——— ==si A" S
eide Male is sin @ un oH

0B
oM oM : : ?
35 %0 und g =Y ist, so folgen aus Gleichung (I) mit X =B

und X = H die beiden Bedingungen:

M J\d
0—/ 4 / J+Et/d;i/»
M 73
fask /ds __/l\dx ——et/dx;

sie sollen mit Vernachlasmgung der von N abhiingigen, das Endergebnis
nur wenig beeinflussenden Integrale aufgeltst werden; aulserdem soll

d /
Js = '~]ﬂ~ gesetzt und J cos ¢ = Konst. = J' angenommen werden.
cos
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Es gehen dann, wegen /dy =0 undfdx:l, obige Gleichungen
iiber in: =
by 0= /(Hy ~+ Bz —M,) xdz,

0= / (Hy + Bz — M) yda — e EJ tl.

Da die y-Achse eine Symmetrieachse ist, so folgtj yxdx = 0 und

/.z;d:r; =0, und es ergibt sich aus der ersten Gleichung

/MO xdx
(II). [ B ===
/.ﬁdm
und aus der zweiten
/Moydx + Bt
(EIT): VH == 3 o

jy/’da:

/Mowdx bedeutet das statische Moment des Dreiecks Cy 4; 4, in

Bezug auf die y-Achse; es ist also
! Pa® (81— 2
/chdx:Pa%(-Q-—— “)=u

d 3 12
und +41 ) .
/x2dx — Q/x%lx & /i?’ mithin folgt
i : Pa? (31— 2a
LABREL L

Diese Gleichung gilt bei beliebiger Form des symmetrischen
Bogens; sie liefert den senkrechten Widerstand des rechtsseitigen Auf-
lagers. Zerlegt man K, in A (senkrecht) und H (wagerecht), so folgt

Pb? (81—
V) A=p_B:i__2ﬂ.*)
13

Aus Gleichung (III) ergibt sich der durch die Belastung erzeugte

Horizontalschub y :
/ Myyda

H="*

/y“’dx

*) Die fiir die senkrechten Auflagerdriicke 4 und B abgeleiteten Ausdriicke
stimmen mit denen eines wagerechten, an heiden Enden eingespannten, durch eine
senkrechte Last P beanspruchten Balkens tiberein und bleiben auch bei fehlendem
Scheitelgelenke S giiltig, wie der Verfasser in der Abhandlung: ,Blastizititstheorie
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' 2

Fiir den Parabelbogen ist y =4 j;—- , wobei f = Pteilhthe, und
es folgt 8

A y P
/y’dx:2/ 7ub)dx— o
5

43

f 4
/Moydw = l—{:/Mondx.

[Myz2dx bedeutet das Triigheitsmoment des Dreiecks C; 4,4, in

f ¢ ] Pa?
Bezug auf die y-Achse. Der Inhalt dieses Dreiecks ist %:—;-, der
e l
Abstand seiner senkrechten Schwerlinie ss von der y-Achse: e=—2—-
a®
— -;— und sein Triigheitsmoment in Bezug auf ss: ¥ = Pua 36 ; es folgt

Pod 2 2
fMox%lm.:%‘{" Fet = 130(; TR P;z ‘é_”‘fg )
Pa? (812 — dal 4 2a?)
ing 24
und man gelangt zu der Gleichung

(VI B (el 4o o taR

6118
welche nur anwendbar ist, sobald P links vom Scheitelgelenk liegt.
Befindet sich P rechts von S, so ist
H=£b—2~ (812 — 4bl - 2b%).
6113

Bewegt sich P von S aus nach dem linken Auflager hin, so be-
schreibt der Schnittpunkt C' der 3 Kriifte P, K;, K, eine Linie SS9,
welche die Kimpferdrucklinie genannt wird; ihre Ordinate 7, be-

zogen auf eine in der Entfernung —2— f vom Scheitel gelegene wagerechte
Gerade, ergibt sich aus der Gleichung
B4 e (l ) . o 2
5 f—n= o tg 3, wobei th-—‘E ist.
Man findet

B 1
S 7]2757/ ~ 2a(2l—a)

B4t

der Tonnengewolbe*, Zeitschrift fiir Bauwesen 1881, nachgewiesen hat. Besonders
wichtig ist, dals die Form des (symmetrischen) Bogens gleichgiiltig ist.
Miiller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 11
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und kann nun Gleichung (VI) umformen in

3 Pa*
(VITI)) He=—.
210
Zur Berechnung der n-Linie diene die folgende Tabelle:
- [l
0 | 0,600 [ 0,6 [ 0,909
0,1 0,64215.057 0,976

0,2 | 0,687 | 0,8 1,047
0,3 | 0,786 | 0,9 1,121
04 | 0,789 | 1,0 1,200
05 | 0,847 |

l
et o f

2 7

Um mit Hilfe der Kiimpferdrucklinie die Lagen der einer gegebenen
Einzellast P entsprechenden Kimpferdriicke X; und K, schnell feststellen
zu konnen, beachte man folgendes:

Verbindet man die Punkte ¥, und F,, in denen die Auflager-
senkrechten von den Kimpferdriicken geschnitten werden, durch die
,,Schlufslinie” F, F,, zerlegt K, nach senkrechter Richtung und nach
der Richtung der Schlufslinie in 5’ und H’, so findet man, indem man
die Summe der Momente aller Kriifte, in Bezug auf ¥}, gleich Null setat:
Pa
il

Verlegt man die Kraft H' von F, nach dem Punkte O, in welchem
die Schlufslinie von der Senkrechten durch S geschnitten wird, und
zerlegt sie dort in H und in eine senkrechte Seitenkraft, so erhiilt man
das Biegungsmoment in Bezug auf S:

Bl — Pa— 0 und hieraus B =

o
N5 g I Hr = 0 und hieraus
Jal ol R S
R T ek
Die Gerade OD schneidet nun auf der Last-Senkrechten die Ordinate

r

ab, und es ergibt sich somit folgende einfache Konstruktion der Lagen
von K; und K.

Man bringt P mit der Kimpferdrucklinie in € zum Schnitt, zieht
die Gerade OSF,, setzt die Strecke w ab, zieht die Gerade DO und
von F, durch O die Gerade F, F,; man erhiilt in F, C und F,C die
Richtungen von K, und K,. Indem man diese Konstruktion fiir verschie-
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dene Lagen der Last P wiederholt, kann man die von den Kimpfer-
driicken K, umbhiillte Linie (Kimpferdruck-Umhiillungslinie) zeichnen,
deren hohe Bedeutung fiir die Theorie der gefihrlichsten Belastung
bekannt ist.

In gleicher Weise wird verfahren, wenn sich P von S aus nach
Fy hin bewegt.

Der durch eine Temperaturerhthung um ¢ hervorgerufene, durch das
Scheitelgelenk S gehende Horizontalschub H, ist nach Gleichung (ITI):

T [ylda

woraus, mit [y*dx = Lf?l, erhalten wird:
beEJ't

il ey

Aufgabe 3. Es wird der Einfluls von Verschiebungen der Wider-
lager auf die Stiitzenwiderstéinde B und H des in Aufgabe 2 behandelten
Bogentriigers gesucht. Fig. 153.

Mit EJ’ = E.J cos ¢ = Konst. und Vernachlissigung von N be-
stehen die Gleichungen

1 oM ey oM
s : I
L /E./ aB FI/MdI ¥ Mty fMd” oH'

wobei L' und L” die virtuellen Arbeiten der den Zustiinden X' — 1
bezw. X" =1 entsprechenden Auflagerkriifte bedeuten, withrend (da
die Belastung jetzt == 0 vorausgesetzt ist)
M = Hy -+ Bz, gl\g—w und Sﬁ Y
wird. Man erhiilt
EJ'L' = [(Hy + Ba) vdx, EJ L” =[(Hy -+ Bz)ydx
und, wegen [yxdxr =0,
o BIL _ 12BJL
=Tde B
und
. BILY _SEJL”
DR T 2 LT ‘
Es senke sich nun (bei /
relativ fest gelegenem Stiitz-
punkte A) der Stiitzpunkt B
um O, wihrend [ in [ Al Fig. 158,
ilbergehe, und sich die Auf-
lagertangenten im Sinne der daselbst wirksamen Einspannungsmomente
M, und M, um die Winkel t; und ©, drehen. Beachtet man dann,

dafs die #ulseren Kriifte nur im Gleichgewichte sein kinnen, wenn bei 4
qie
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Auflagerdriicke wirken, die den in B angreifenden gleich und entgegen-

gesetzt sind, so findet man die virtuelle Arbeit der Auflagerkriifte
A=M, <, + Mz, — HAl — BJ,

und in diesen Ausdruck sind die aus den Gleichgewichtsbedingungen

! !
M, —Hf—B—é-rzo und M, —Hf_}_B,Q,,:

folgenden Werte

l l
M, = Hf + B-—2— und M2=Hf—B——2—

einzuftihren, so dals entsteht:

%:B[é(‘cl—g)—B]—i—H[f(ﬂ:l —+ 75) — Al

e Lol
Hieraus folgt fiir den Zustand B=1 der Wert: L' = 5 (7 —7Ty) —9d

und ,, , ” H=1 ,, ” L”:f(rl"i_'%)’—Aly
und es ergibt sich mithin:

6EJ d
Bee AT 'cl—rg—2~l—),

m=27 (atu—5)-

Aufgabe 4. Ein krummer
Stab 4SB ohne Zwischen-
gelenke sei beliebig belastet
und ungleichmiifsig erwiirmt.
Gesucht ist die Anderung A/
der Sehne 4 B, Fig. 154. Die
Temperaturiinderung folge
innerhalb eines Querschnittes

Tig. 154, dem in Fig. 77 dargestellten
Gresetze.
Es ergibt sich nach Gleichung (54):

MMd NNd
l——/ - / 4 +/et0Nds—|—/a—~Mds,

wobei M und N bezw. das Moment und die Liingskraft bedeuten, welche
fir irgend einen Querschnitt des Bogens durch zwei in 4 und B an-
greifende, in die Gerade 4B fallende, nach aufsen gerichtete Kriifte
»Bins“ hervorgebracht werden.

Nun ist M=1-yund N= 1 cos @, unter ¢ den Neigungswinkel
der ‘an die Bogenachse gelegten Tangente gegen die Sehne AB ver-
Standen, und es ergibt sich deshalb
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Nd
(57) Az_/Myds / x-{— stodx+/sAz/ds

Beispielsweise verlingert sich die Sehne 4B eines symmetrischen,
durch zwei der Scheiteltangente s AL
parallele Kriifte P’ belasteten und l"
gleichmiifsig um ¢ erwirmten

Bogens, Fig. 155 (wegen M Aol g
= Py und N == Pcos ¢) um Fig. 155.
' d
(58a) Al=P igl{—FP/ S

0

Setzt man J cos ¢ = J ' und Fsec ¢ = F’ und fiihrt an Stelle der ver-
#inderlichen Werte J  und F’ konstante Mittelwerte ein, was in allen
Fillen der Anwendung zuliissig ist, so folgt bei parabolischer Achse (mit

4f1 (l—z)

14
16 P2 P .
P AL S W T R e £, d.d
EJZ‘/x (¢—a) dw+EF doe - etl, d. i

0 0

8RrY Pl
e T EE T

Aufgabe 5. Gesucht ist die Anderung Al der Sehne [ eines beliebig
belasteten und ungleichmifsig erwirmten Bogens 4SB mit Zwischen-
gelenken, Fig. 156.

Der Winkel 3, welchen die zu beiden Seiten eines Gelenkes G an

die Bogenachse gelegten Tan-
genten miteinander bilden, iin-
dert sich im allgemeinen um
einen endlichen Wert AT, und
hierdurch vergrofsert sich / um
Al =A%, wobei f das Lot
von G auf ! bedeutet. Wiren
alle AS = 0, so wiirde sich der Fig. 156.
Bogen beztiglich der Anderung Al genau so verhalten wie ein solcher
ohne Zwischengelenke, und es wiirde die Gleichung (57) giiltig sein.
Fiigh man nun zu dem Ergebnisse dieser Gleichung den von den An-
derungen siimtlicher Winkel§j > herrithrenden Wert Al=2fAT, so
erhiilt man fiir einen Bogen mit beliebig vielen Zwischengelenken:

Nd
(59) Al = M”ds / - styda + sAt L ds -+ SfAS.

(58b) Al =
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Aufgabe 6. Ein diinner Ring werde nach Fig. 157 mit zwei ent-
gegengesetzt gleichen Kriiften P belastet. Wie grofs ist die Beanspruchung
des Ringes und die gegenseitige Verriickung © der beiden Angriffs-
punkte A. Vorausgesetzt sei, dals der Ring in Bezug auf die Achsen
AA und BB symmetrisch ist.

Jeder der beiden Querschnitte B wird durch eine Liingskraft & P
und ein auf statischem Wege nicht bestimmbares Moment X beansprucht,
Fig. 158; an irgend einer Stelle C entsteht

1 1
(D R o M=X—f2~Pg/ und N=?Pcos<p.

Fig. 157. Fig. 158.

Bei Berechnung von X darf die Formiinderungsarbeit der Kriifte N
vernachlissigt werden. Dann ergibt sich

04 S SR ( 1 ) fige
X —fEJ‘?X*ds—Wf gt B b

und hieraus

A
yds
X: ;Pé‘ .
[ds
B

Ist SS die den Kriiften P parallele Schwerachse des Bogens B A
und ¢ ihr Abstand von B, so wird sehr einfach

1
X e ?Pe
und an der Stelle C
il
== ?P"q (Fig. 157).
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Das grofste Moment (absolut gemommen) entsteht bei 4, niimlich
il
M=— 2~ Pel .

Bei Berechnung der Strecke &, um welche der Durchmesser A .4
zunimmt, darf ebenfalls der Einfluls der Kriifte N vernachlissigt werden.

Es wird dann
A

A
04 7B (»q)2 P PT
—_— = >l (95" N dsg = —— 2 |8 — ——
il el T /1 B0 N T
B B

wo T' das Triigheitsmomént des Bogens B A in Bezug auf die Achse SiS

bedeutet.
Im allgemeinen findet man die Lage der S und das Triigheitsmoment

T am schnellsten zeichnerisch mit Hilfe von Seilpolygonen. Ist dagegen

der Ring kreisformig, Fig. 159,

so ergibt sich e =r (1— i)
72r

e = i 1 Die Momente bei
B und A4 sind
Pr 2
Fane . il
T 2 T
14
+ 0,182 Pr; M, =—'T:—r

= — 0,318 Pr,
und das Triigheitsmoment 7'
wird wegen

2
n n:r(coscp——?

2
2aNE (7c 2
T il . L — 3 b T
g r/(coscp n)dq') G o
0

Fiir die Verriickung 8 ergibt sich daher der Wert:
b Pr’f (_ch 92 ) S5 M,wr? (2 —8)
VR RN 4EJ

it
wor Mynie= M, = Tr (absolut genommen). Ist die Stirke des Ringes

==/ und liegt der Schwerpunkt des Querschnitts in der Mitte von 7,

so ist die grolste Beanspruchung
M,00le

gt e

2J '’
und man erhiilt die folgende Beziehung zwischen ¢ und 3:
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dh 2 dh
dieselbe ist wichtig fiir die Beurteilung ringformiger Biegungsfedern.
Aufgabe 7, Eine Blattfeder ABA sei nach Fig. 160 zwischen
zwei Backen eingespannt, die bei ¢ gelenkartig miteinander befestigt

X
N
L

Tig. 161.

sind und deren Formiinderungen, verglichen mit denen der Feder, als
vernachlissighar klein angesehen werden diirfen. Die Backen werden
durch Kriiftepaare (Pa) gegeneinander um den Winkel © gedreht. Wie
grofs ist die Beanspruchung der Feder? BG sei Symmetrieachse.
Bedeutet X die Liingskraft und M, das Biegungsmoment fiir den
Querschnitt B (Fig. 161), so muls, damit Gleichgewicht bestehe,
My + Pa= Xb
sein, und hieraus folgt
M = Xb — Pa.
An der Stelle C ist
M=M;-+} X(y—b) = Xy — Pa.
Zur Berechnung von X dient (unter Vernachlissigung der Form-
inderungsarbeit infolge der Kriifte N) die Bedingung
B4 RSNy R LR Yk
aX . LR R T e Oy
und hieraus ergibt sich
S
X &= Pqg Tf,’
wo '
Ty = [y*ds das Trigheitsmoment

S; = [yds das statische Moment } s
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bezogen auf die durch den Gelenkmittelpunkt & wund senkrecht zur
Symmetrieachse BG gelegte Achse I bedeutet.

Bezieht man nun den Bogen BA auf eine neue Achse /I, welche
parallel zu I ist und von I den Abstand

T
A=Fogle
hat, so erhiilt man an der Stelle ' das Moment
izt Pav

M’:Xy'——l’a:Pafa s

und findet, absolut genommen,

Pa
Mma.: R 77"'7 y n'l'(“"

Der Winkel =, um den sich die beiden Backen gegeneinander drehen,
ist (wenn Pa = I gesetzt wird)

A A
04 [M oM , _2Pd [,  2Paly
/ # /'f] by 22EJ '

Sem i Es T T oEs
B B
wo Ty das Triigheitsmoment des Bogens B A in Bezug auf die Achse 11
bedeutet. Bezeichnet man nun mit
s die Liinge des Bogens B4,
2 den Abstand der Achse II von der Schwerachse 0,
T, das Tréigheitsmoment des Bogens B4, bezogen auf die Achse 0,
so erh#ilt man
Ty =T, +s(c—2)°
Tu= Ty} s¢'?
Tu— Ty = 2822 — s2°.
Nun ist aber 7;==2S;, ferner S;= s (¢ — #), weshalb

Typ=szs
und
’
Pass ¢ M,..82
ale] it Nnas B J

Ist die Stiirke der Feder (deren Querschnitt ein Rechteck sein
moge) gleich 7, so ist die grofste an der Stelle 4 auftretende Be-
anspruchung:

M, b
ST
und die gesuchte Beziehung zwischen ¢ und < lautet:
1 o P Vmas
c=—TlH —"".

4 s
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Die Ermittlung von 2z’ und Nmae geschieht im allgemeinen am
zweckmilsigsten durch Zeichnung mit Hilfe zweier Seilpolygone. Man
zerlege den Bogen B.A in gleiche lange Teilchen, betrachte dieselben
als Kriifte, die parallel
zur Achse 7 wirken und
verbinde sie durch ein
Seilpolygon 8, (Fig.162).
Der Schnittpunkt der
tnfsersten Polygonseiten
bestimmt die Achse 0.
Nun werden die von den
Seileckseiten auf der
Achse I abgeschnittenen
Strecken als Kriifte auf-
gefalst, diein den Mittel-
punkten der Bogenteil-
chen angreifen; dann
wird ein zweites Seileck
S, gezeichnet und dessen
letzte Seite mit der er-
sten Seite zum Schnitt

Fig. 162. gebracht. Der Schnitt-
punkt bestimmt die Achse II, denn es ist — mit den aus der Figur
ersichtlichen Beziehungen —

Sr==up, Tr = uy py Py
Uy Py T;
2=y tga=—2"2 — X
2 U8 u1 SI

Damit sind aber die Strecken 2° und Nmae Vestimmt.
In einfacheren Fillen wird man der Berechnung von 2’ und %,,,.
den Vorzug geben.

Mit Hilfe der vorstehenden Unter-

suchung ist man z. B. imstande, anzugeben,
welche Beanspruchung die in Fig. 163
dargestellte Feder im Scheitel eines Drei-

Fig. 163, gelenkbogens infolge der gegenseitigen

Drehung der beiden Bogenhiilften erfihrt.

Vergl. Aufgabe 2 auf Seite 61; der Drehungswinkel wurde dort mit &
bezeichnet und mit Hilfe einer Einflufslinie ermittelt.
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ety
Die Biegungslinie.

Trigt man die nach unten positiv geziihlten, senkrechten Ver-
schiebungen & der Punkte der in einer lotrechten Ebene gedachten Achse
ASB eines einfach gekriimmten Stabes von einer Geraden A'B’ aus
als Ordinaten auf, so erhilt
man die Biegungslinie
A”8”B”; die zwischen ihr
und der Geraden 4" B’ ge-
legene Fliiche heilse die
Biegungsfliiche. Fig. 164.

1) Bestimmung der
Biegungslinie fiir ein Stab-
stiick 4 B ohne Zwischen-
gelenke. Die Stabachse

. Yaalak A *MTT* T R L v
moge auf ein rechtwinkliges /i G SR e /B

. . 0. I
Koordinatensystem mit nach ! e g A PSPV
o k S
oben positiver, senkrechter e 164

y-Achse bezogen werden;
¢ bedeute den Neigungswinkel der im Punkte xy an die Stabachse
gelegten Tangente gegen die x-Achse. Fig. 164.

Die Anderung Ay von y ergibt sich durch Differentiieren der
Gleichung :
dy = ds sin @,
wobei das Differentialzeichen durch das Zeichen A zu ersetzen ist. Man

erhiilt
Ady = Adssin ¢ | ds cos pAQ
Ads

und es folgt, da & = — Ay, also

dd = — dAy = — Ady*)
ist: :

ad Ads

S ol e i LR

woraus (durch Differentiieren nach z) die Differentialgleichung der

Biegungslinie
Ads
tg ¢

d
ds
d

d
d?*d Ade (
{0y wCiog e R
dx dx
) Nach einem bekannten Satze der Variationsrechnung diirfen die Zeichen
d und A vertauscht werden.

xr
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gefunden wird. Mit der Bezeichnung

s (Ads tgcp)

a*d

da?

(OF). 2 =5
wird
2

und hieraus folgt,

dafs die Biegungslinie A”S" B als ein Seilpolygon aufgefafst werden

darf, welches mit dem Horizontalzuge (Polabstande) 1 zu einer

Belastungslinie, deren Ordinate == z ist, gezeichnet wird.*)

Die Belastungsrichtung 2 ist nach unten (also im Sinne der po-
sitiven d) positiv.

Weiter ergibt sich aus der graphischen Statik, dals die Fliche
zwischen der Biegungslinie 4”S” B” und der Geraden A4” B” angesehen
werden darf

als die Momentenfliche eines einfachen, d. h. an den Enden frei auf-

liegenden Balkens Ay B, dessen Belastungslinie die Ordinate z hat.

Sind die senkrechten Verschiebungen 8, und 8, der Endpunkte 4
und B des betrachteten Bogenstiickes gleich Null, so stimmt die Biegungs-
linie mit der Momentenkurve des einfachen Balkens 4;B, iiberein.

Handelt es sich nun (ebenso wie im § 16) um Stiibe, deren
Kriimmungsradien im Vergleiche zur Stabdicke sehr grofs sind, und auf
deren Spannungen und Form#nderungen die im § 13 entwickelten Grund-
gleichungen angewendet werden diirfen, so ist in Gleichung (61) ein-
zufiihren:

s LR

ds  EF
und, da die Anderung Ad@ des von zwei unendlich nahen Tangenten
eingeschlossenen Winkels d¢ mit dem im § 13 mit dt bezeichneten
Winkel tibereinstimmt, um welchen sich ein Stabquerschnitt gegen
seinen Nachbarquerschnitt dreht,

Ado = M

ety (nach Gleichung (43), Seite 90)

% )ds (nach Gleichung (44), Seite 90)

Ado M At
e =(f'_ 4 ¢ h) sec Q.

Es ergibt sich mithin:

also

*) Die Differentialgleichung einer Seillinie mit dem Horizontalzuge H und
der Belastungsordinate z ist, bezogen auf rechtwinklige Koordinaten (y):

@y
+
i da?

=2,
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N
(62 il ( M i Aé) 4yl d [(EF e Et()) tg CP]
bt EJ ¢ h G dx )

und es lifst sich jetzt die Biegungslinie A”S” B” fiir jeden Belastungs-
zustand ermitteln. Bedingung ist nur, dals zwischen den Endpunkten
A und B des betrachteten Stabstiickes kein Gelenk liegt, da der Winkel,
welchen die zu beiden Seiten eines Gelenkes an die Bogenachse gelegten
Tangenten miteinander bilden, sich im allgemeinen um einen endlichen
. Wert #indern wird.

Hervorzuheben ist noch, dals zur Bestimmung der Verschiebungen 9
auflser der Linie 4”S”B” die Werte d fiir 2 Punkte der Stabachse
ASB gegeben sein miissen, damit die Lage der Geraden A'B’ festge-
legt werden kann.

2) Einfiihrung von Einzellasten an Stelle der z-Linie. Die
Stabachse sei durch Punkte, welche Knotenpunkte heilsen sollen, in Stticke
zerlegt, deren wagerechte Projektiomen Ay, hgy, Ag oo Ay v oot sind.
Zwischen zwei Knotenpunkten werde der Querschnitt des Bogens konstant
angenommen und sowohl die Momentenkurve als auch die Bogenachse
durch eine gerade Linie ersetzt. Hs bezeichne (Fig. 165):

M,, das Biegungsmoment fiir den m'® Knotenpunkt,
J,, das Trigheitsmoment | fiir den Querschnitt des Bogenstiickes
den Inhalt } (m — 1)¥m,
T T e RS O S
Punkte (m—1) und m 2

verbindenden Sehne, T o R L
Nei inkel . g
Pon dfm eigungswin g o g
dieser Sehne gegen e ¥ |7 e
. zy:l m
die Wagerechte, /w/ %

d,, dieSenkung des Kno-

tenpunktes m (auch

" Durchbiegung
bei m genannt),

Ym die Ordinate von m,

N,, den Mittelwert der

Liingskraft fiir das

Bogenstiick (m—1)m,

J, ein beliebiges, kon-

stantes Querschnitts-
Triigheitsmoment,

A, eine beliebige, kon-
stante Feldweite,

und es sei gesetst Ty COR Py =200




== B

Der von den Biegungsmomenten abhiingige Teil der Belastungs-
linie, um.dessen Einfluls auf die Durchbiegungen es sich zuniichst handeln
moge, besteht aus geraden Linien, und es ist somit die Belastungsfliiche
fiir irgend eine Strecke ), ein Trapez, dessen Inhalt mit 7|, bezeichnet
werden soll. Dieses Trapez ist bestimmt durch die Ordinaten

g DL P M,,
A

Wird nun das der Biegungslinie einbeschriebene Polygon, dessen
Ecken senkrecht unter den Knotenpunkten liegen, gesucht, so darf (nach
einem hier als bekannt vorausgesetzten Satze aus der Theorie der Bie-
gungsmomente, als welche ja die Durchbiegungen 8 aufgefalst werden
diirfen) die Belastungsfliche durch eine Schar von Einzellasten ersetat
werden, welche in die Senkrechten durch die Knotenpunkte fallen. Die
durch m gehende Hinzellast ist hierbei

Tr;\&m _[_E"',H&,",'ﬂ_
wenn &, und %',,,.H die Abstiinde der Schwerpunkte der Trapeze T,
und 7., von den Senkrechten durch m — 1 und m - 1 bedeuten.
Das statische Moment des Trapezes (welches man sich in zwei Dreiecke
zerlegt denke) ist

p HIR BN

Lo bow =20 o 3
und ebenso folgt

zcl}l g )

)‘m+1

v \,\m 2 )\m s )\'?l

it 0 Wil S R 1

’ )\31
Tm+1<§ m41 = m‘f-l:; (Mm+1 + 2Mm)1

weshalb entsteht:

1 )\m >‘vn+1 ]
S e —_— l\I (ot + 21\[", + /A Mm 2M"‘ .
i SE{J',..( o P :

Fir die Vergrilserung, welche die Einzellast w erfahren muls,
wenn der Einflufs der Anderungen As der Strecken s beriicksichtigt
werden soll, ergibt sich aus der Fachwerkstheorie der Wert

A s
wm— *'_t’g@m+1

A
ok tg @, [nach § 4]%),
Svu+1 m
und es folgt, wenn (fir den Fall ¢ = 0):

*) Geht man zur Grenze iiber, indem man A durch da ersetzt, so wird

Agm41 Agm ( Ad
t m — = o ==

Sm 41 kel Sm €9 ds

w, durch das Element zd« einer Belastungsfliiche ersetzt wird, genau wie frither
d ( Ags tg )
ds °F

die Ordinate 2 = —
dx

2 tgq:), und es folgt, wenn die Einzellast
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Ai 'Arm und }Sm+l =y -va+l
Sm EF Sm+1 EE71+1

eingeftihrt wird, im ganzen

)\c Mn Nm+1 ']c.
Wiy = Ofuras FAt 8P — g Pmar ) |

E Jc m m+1 Do
wobei zur Abkiirzung gesetzt wurde:
) o )\,,, n
(63) (‘)m: (\ [// Ny m 1—{—21\/1 )+ Tok +1(Mm+1—+ 21\1 )]
0 J m ‘c ' m+ 1 c

Zeichnet man zu den Gewichten w mit dem Polabstande ,Eins“ ein
Seilpolygon A4”S” B” und trigt die Schlufslinie 4"B’ ein, wozu 2 Ver-
schiebungen 8 gegeben sein miissen (meistens die Werte 3, = 0 und
d,==0), so erhilt man die Durchbiegungen 8. Noch besser ist es,
die Einzellasten w mittels der Gleichung

Nm J\rm-l-l ) IC
(64) w, == 0y — ( 7 tg @u o tg Py 0
zu berechnen; man muls dann die Polentfernung ,,Eins* durch die Ent-
VS . it i
fernung $ = N ° ersetzen. Wihlt man hierfiir § = £ wobei 7y

eine beliebige runde Zahl ist, so sind die Ordinaten des Seilpolygons
gleich den mit y multiplizierten Durchbiegungen.™®)

Wenn der Einflufs einer Temperaturinderung beriicksichtigt
werden soll, so muls

M At M
~— + ¢~ an di —— tret
T “+ e ;- an die Stelle von g treten
N N i
und EF S S e T [nach Gleichung (62)].

Hierbei ist " ==k cos ¢ die vertikale Projektion der Querschnitts-
hhe /.

Macht man die Annahme, dafs #, und At fiir stimtliche Bogen-
querschnitte gleich grofls sind und bezeichnet den Wert von 7" fiir das
mte Feld mit 7', so findet man leicht, dafs die durch die Gleichung (64)
gegebene Einzellast u, beim Eintreten einer Temperaturiinderung um

y ’ EE'Ic [ ()\m )\m+1 )

(65) Wp=— )\c 9 ]L _}_ 7&";‘; ; tO (tg P tg ?"‘4—1)]
vergrifsert werden muls. Ist die Bogenachse eine in Bezug auf die
Senkrechte durch die Mitte symmetrische Parabel mit dem Pfeile £, so ist

4
(86) 18 Pu — 18 Py =1 O D)

*) Beziiglich der Einheiten ist zu betonen, dafs sowohl die Werte o und
als auch die Polentfernung $ Momente vorstellen.
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und es folgt dann bei konstantem A und 7 fiir alle Knotenpunkte der

gleiche Wert
, At
(67) w,,,:eEJc(h — 8, zfi’)

derselbe ist auch bei flachen Kreisbdgen brauchbar.

3) Bestimmung des Integrales: mit Hilfe der

” Mas

EJ
Werte o. Zuweilen soll gleichzeitig mit den Verschiebungen & eines
Bogentriigers die Anderung Al der Stiitzweite / bestimmt werden, Wird
hierzu die auf Seite 150 abgeleitete Gleichung (57) benutat, so handelt
es sich u. a. um die Berechnung des Integrales

4 1
Mds _ (* Mdaz
Y egr = |V e

0 0
und es moge daher an dieser Stelle gezeigt werden, wie sich dieses
Integral durch die bereits bei der Berechnung der & gebrachten Werte ©
ausdriicken li[st.
Fiir das Feld ), ergibt sich mit den aus Fig. 165 zu ersehenden

Bezeichnungen:
¥ Y =Ym—1 X + Ym y  und

m

s i I
Mdax Ym—1 Jm M
— e 8 vmead ’ l'l
[” EJ W /x R bt e W -l T e
9 0 o

— Ymn—1 / Yn o moe
ey )\m Tm&)m + )\m —Fm&mr
ln‘ m

ik M M
d i d —
enn es sind j i dx un j BT dz die statischen Momente des

0
Belastungstrapezes T, in Bezug auf die Senkrechten durch die Knoten-
punkte m und m — 1. Es folgt deshalb fiir den ganzen Bogen (mit
Y, =0 und y, = 0):
3

' Mda T, & {54 T, ¢
[rgr=nt gy i gy, Bab g B
2

0

T'l— &”‘— .’ly"&,”
—|_ Yn—1 )\ 1 L +yn—1 N )
0 =% An

und hierfiir kann, mit Beachtung der Entwicklungen auf Seite 175,
geschrieben werden

z
' Mdzx S nt
(68) ij 2/.,.
0

m=1
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Falst man die Werte o als Kriifte auf, welche in den Knoten-
punkten O, 1, ...m ... angreifend, parallel zu on sind und zeichnet
mit dem Polabstande  ein Seilpolygon, dessen iulserste Seiten auf der

Geraden on die Strecke ¢ abschneiden, Fig. 166, so ergibt sich

Fig. 166 u. Fig. 167.

2y = e

4 EJ, ’ ) : Y
und es folgt, wenn §==-—" gewihlt wird, wobei y eine beliebige
A

c

Zahl bedeutet,

14

Mdﬁx»___e-
BT T ¢

0

¢ ; s : : ;
- stellt eine Linie vor, nimlich die von den Biegungsmomenten

herrithrende Verlingerung A/ der Stiitzweite I

Wendet man die unter 2) und 3) mitgeteilten Verfahren auf die
Berechnung der Formiinderungen von Bogen- 2.2,
briicken an, so geniigt es in der Regel, die
Punkte, in denen die senkrechten, zwischen
die Fahrbahn und den Bogen eingeschalteten
Stiibe die Bogenachse schneiden, als Knoten-
punkte in dem vorhin erklirten Sinne anzunehmen. Fig. 168. In der
Regel ist die Feldweite A konstant, und es wird dann A, = A gesetat.

4) Biegungslinie fiir einen Stab mit Zwischengelenken. Liegt
im Punkte G der Stabachse (Fig. 169) ein Gelenk, so wird sich der
Winkel <, welchen die beiden in ' an die angrenzenden Zweige der

Stabachse gelegten Tangenten I und /7 miteinander bilden, infolge der
Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 12

Fig. 168.
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Formiinderung des Stabes um den sehr kleinen aber endlichen Wert AS
indern. Es miissen dann die in dem senkrecht unter G' gelegenen Punkte
G” an die entsprechenden Zweige A” G und G'B” der Biegungslinie

gelegten Tangenten I’ und II
miteinander den Winkel AT
einschliefsen. Bedeuten a;, und
oy, die Neigungswinkel der
Tangenten I’ und II', so er-
gibt sich

o, —ay =AD

Fig. 169.

oder, da es sich hier um sehr
kleine Formiinderungen handelt,
tg o, —tg oy = AT

und hieraus folgt (vgl. Fig. 169,
in welcher O den Pol der Seil-
linie und L7 den Kriiftezug
vorstellt), dafs bei der Aufzeich-
nung der Seillinie A”S" B” aufser
der stetigen Belastung () noch
unter jedem Gelenke eine Einzel-
last AT anzunehmen ist.

Beispiel. Biegungslinie eines Bogens mit 3 Gelenken. Die
Kémpfer 4 und B seien in senkrechter Richtung unverschieblich, die

&

Fig. 170.

Stiitzweite ! gehe infolge Nachgebens
der Widerlager iiber in ! - Al

- Die gesuchte Biegungslinie stimmt

mit der Momentenkurve eines ein-
fachen Balkens A4, B, iiberein, auf
welchen eine stetige Belastung mit
der durch die Gleichung (62) ge-
gebenen Ordinate 2 und eine Einzel-
last AT  wirkt.  Zuerst mdge
AT = 0 angenommen werden; es
entsteht dann eine Biegungslinie,
die am besten mit Hilfe des unter
2) gegebenen Verfahrens bestimmt
wird und deren Ordinate =39’

sein moge. Infolge von AT wird der Wert d fiir einen Punkt D,

: g ATH g
links vom Scheitel, um — @ vergrofsert und fiir jeinen Punkt I,
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ASa
l

b=+ a3 2%, bew. 5 = 4 a3 2

rechts vom Scheitel, um a',*) weshalb sich ergibt:

’

Hat man nun mittels der auf Seite 165 entwickelten Gleichung

l_/M’/ds N‘“ +/et0d1 + [eat s+ fas

0
Myds
EJ

den Wert AT berechnet, wobei mit Bezugnahme auf Seite 177 /
0

e " y . . Sivang
=-— gesetzt werden darf, so vermag man die Verschiebung & eines

jeden Punktes der Stabachse festzustellen.

5) Nicht immer ist es bei Bogen mit Zwischengelenken notig, die
Anderungen A% zu berechnen. Ein Beispiel hierfiir bietet die Lisung
der folgenden (der Aufgabe 2 auf Seite 47 gegeniiber zu stellenden)

Fig. 171.

Aufgabe: Gesucht wird die Biegungsfliche eines iiber 8 Off-
nungen gespannten kontinuierlichen Bogens mit 4 Gelenken A4,
D, G und L (Fig. 171).%%)

*) Die auf 4, Bl wirkende Einzellast A% erzeugt die Auflagerwiderstéinde

A

3b (bei 4;) und —- % (bei B,) und die Biegungsmomente L AP (bei )

und —A——?ﬁ x (bei ).

%) Bei B und C sind keine Gelenke angeordnet, die einzelnen Bigen sind
vielmehr {iiber den Auflagern fest miteinander verbunden. FKin besonderer Fall
dieses Bogentriigers ist der bekannte Gerbersche Balken.

i
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Die senkrechten Verschiebungen der Stiitzpunkte A, B, C, D seien
= 0. Es soll, wie unter 2), mit Einzellasten « an Stelle der Belastung
gerechnet werden.

EJ,

"

das Momentenpolygon 4’ NG fiir den einfachen Balken A'G’ mit
den Lasten w; bis wy, ‘

das Momentenpolygon® ' EL’ fiir den einfachen Balken G'L’ mit
den Lasten w; bis w,, und

das Momentenpolygon L' T'D" fiir den einfachen Balken L'D" mit
den Lasten w,, bis wy,,*)
bringe die Auflagersenkrechten durch B und C mit dem Momenten-
polygone G'EL" in B’ und €’ zum Schnitt, lege durch B’ und ¢’
eine Gerade, welche die Senkrechten durch die Gelenke in G und L”
schneidet und verbinde 4" mit G¢” und D’ mit L” durch Geraden.
Die zwischen den Momentenpolygonen und dem Linienzuge 4'G"'L”D’
gelegene Fliiche ist die gesuchte Biegungsfliiche.

6) Die elastische Linie des geraden Balkens ist ein besonderer
Fall der Biegungslinie eines krummen Stabes; ihre Differentialgleichung
ist (mit @ = 0)

Man zeichne mit der Polentfernung § =—

a*d M At

O T A Fo
und sie stimmt mit einem Seilpolygone iiberein, welches mit dem Pol-
abstande 1 zu einer Belastungslinie, deren Ordinate

M At
ist, gezeichnet wird. '
) Sind die senkrechten Verschiebungen der Endpunkte 4 und B de
betrachteten Balkenstiickes = 0, so lilst sich die elastische Linie als
Momentenkurve eines einfachen Balkens A B auffassen, dessen Belastungs-
hthe an der Stelle z gleich # ist.
Bei konstantem K.J empfiehlt es sich,

(11) z::M-+eEJ%i
v

zu setzen. Bedeutet dann (M) die Ordinate der durch diese Belastungs-
linie bedingten Momentenkurve (welche auch die zweite Momenten-
‘kurve des Balkens 4B heilst), so ist

—
(12) b=

*) In Fig. 171 wurden die nach Gleichung (64) zu berechnenden Werte w;
bis w05, w4 bis w,, und w,; und wyg positiv (d. h. abwiirts gerichtet), die tibrigen w
hingegen negativ angenommen,
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Beispiel. Auf einen Balken mit konstantem EJ, Fig. 172, der
an den Enden frei aufliegt, wirken zwei Einzellasten . Hs sollen die
Durchbiegungen & an den P 2 ;
Stellen 2 und ; berechnet AQL‘ """" A -thr“’B
werden. Temperaturiinderun- : T
gen At seien ausgeschlossen.

Die Momentenfliiche ist ein
Trapez, dessen Hohe = Pa und
dessen Inhalt = 2 Pa? ist; sie
wird als Belastungsfliche des
einfachen Balkens A’ B’ aufge-
falst und ruft an dessen Auf-

lagern die Gegendriicke Pa?
hervor. Das zweite Moment fiir den Querschnitt bei x ist deshalb

2
M) = Pa?z — —};L(x _,2;2)_Pa (x—a) e 5 "
__ Pa(9az — 8a%—af)
m 6
und die gesuchte Durchbiegung:
Vi Pa (9ax — 3z — a?) .

Fig. 172.

6 EJ
An Stelle z; findet man Q:as zweite Moment R
(M) = Pa*z, — Puz, .‘%21,. ,w31__ 4 ,,3’}1,,(60; z?)
und die Durchbiegung 0 = P, (iﬂEzJ— ok
§ 18.

Der Maxwellsche Satz.

Der im § 9 fiir das Fachwerk bewiesene, an die Voraussetzungen
L =0, At=0 gebundene Maxwellsche Satz gilt auch fiir alle den
Annahmen des § 12 entsprechenden, auf Biegungsfestigkeit beanspruchten
stabformigen Korper, was ohne weiteres einleuchtet, wenn die auf
Seite 60 fiir die Wege 9,, und 3,, aufgestellten Gleichungen durch

die Beziehungen
; Ads, ) CpnGadV
oL —/G... ( P aV= %7 und

' Ads, A
a,m,Z/c"(*s ) dV:/M
(AN EF

ersetzt werden.
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Aufgabe 1. Gesucht ist die Einflulslinie fiir die Senkung
d eines Punktes D der Achse eines Bogentriigers ASB (Fig. 173).
Wir denken den gewichts-

k] i losen Triiger nur mit einer in D

oy ‘ 5 ¢ angreifenden senkrechten Kraft

&4 ) TR ' ,Bins“ belastet, berechnen die

L £ ¢ hierdurch hervorgerufenen Auf-

\ lagerkriifte, Momente M wund

g PO ' Liingskriifte &V und zeichnen

: s gk i nach der im § 17 gegebenen

4 5 A 5" Anleitung die Biegungslinie
‘ \U’/IW; A’S'B’. Tst nun die unter D,
G ' gemessene Ordinate dieser Linie

Fig. 178, =1, so verschiebt die in D

gedachte Last , Eins“ den

Punkt D; in senkrechtem Sinne um 7, nach unten, und es wird mit-

hin (nach Satz 1) eine in D, angreifende Last , Eins“ den Punkt D

ebenfalls um 7, senken. Hieraus folgt, dals die Biegungslinie 4'S'B’

die gesuchte Einflufslinie fiir die Senkung d des Punktes D ist. Bei-
spielsweise senken die Lasten P;, P, P; den Punkt D um

8 =PyM + Py + Pys.

Die Einflufslinie 4’8" B’ fiir die Senkung d des Punktes D der

Achse eines Balkens 4B mit veriinderlichem Querschnitte (Fig. 174)

stimmt mit der Momentenkurve eines

7l g 15 einfachen Balkens 4"B iiberein, des-
A D y B sen Belastungsordinate
A( a. ,L ! .fz..j R WL : 2= M
i 7/\ b el ist, wobei M’ das Biegungsmoment
H | AN R . .
Az bed . Dbedeutet, welches fiir irgend einen
| Balkenquerschnitt durch eine in D an-

greifende Last ,,Eins‘ erzeugt wird.
“B"  Die Momentenfliche fiir diesen Be-
. lastungsfall ist ein Dreieck 4'L B

I
(=

...,mmmlllllll“ﬂ“““ﬂ

Fig. 174, von der Hohe LD =1 - o
Fiir die Anwendung ist, bei konstantem F, zu empfehlen, die Be-
lastungshhe z = - Fif durch
g=M Ji

J
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zu ersetzen, unter J, ein beliebiges aber konstantes Querschnitts-Trig-
heitsmoment verstanden. Die Momentenkurve A4S’ B’ ist dann nicht
mehr die Binflufslinie fiir die Verschiebung 8, sondern fiir den Wert
EJ,5, und man erhiilt fiir die Belastung in Fig. 178

1
5=*E'Jc" (Py 0y + Pymg 4+ Py ).

Aufgabe 2. Gesucht ist die Einflulslinie fiir den Gegen-
druck X der Mittelstiitze eines geraden kontinuierlichen
Balkens mit veriinderlichem Querschnitte und mit 8 gleich
hohen Stiitzpunkten. Fig. 175.

Beseitigung der Mittelstiitze fithrt zu dem statisch bestimmten Balken

AB. Fir diesen wird, unter der

Voraussetzung, dals bei C eine X P

senkrechte, abwiirts gerichtete Last o i &

,,Eins‘‘ angreift, die Momenten- A~ A A

fliche A4’ DB’ gezeichnet (Dreieck -4 o3 >
7 byl

mit der Hohe C'D = 1 - ll 2—) und

;.:.aaiﬁimﬂllmm ‘

hierauf wird eine Linie 4"D'B’ A
aufgetragen, deren Gleichung

e L4
J

lautet, wobei J das wirkliche, ver- Fig. 175,

inderlich angenommene und J, ein

beliebiges aber konstantes Querschnitts-Triigheitsmoment bedeuten. Fafst
man diese Linie 4"D' B’ als Belastungslinie eines einfachen Balkens 4’5’
auf und zeichnet die zugehdrige Momentenkurve 4'SB’, so ist diese
(nach Aufgabe 1) die Einflulslinie fiir die mit £.J, multiplizierte Senkung
des Punktes C. Wirken also auf den Balken 4B (aulser den in 4 und B
hervorgerufenen Auflagerkriiften) die beiden Kriifte P und X, und milst
man unter P die Ordinate ) und unter X die Ordinate ¢, so ergibt
sich die Senkung o des Punktes C:

i
0= —
7 et
und es folgt aus der Bedingung 8 = 0 der Wert
b VT

¢
Es ist mithin die Linie 4'SB" die gesuchte Einflufslinie fiir den

s
Gegendruck X, und ;e ist der Multiplikator fiir diese Linie.

Da es bei der Bestimmung von X nur auf das gegenseitige Ver-
hiltnis von " und ¢ ankommt, so darf die Hthe des Dreiecks 4" DB’
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beliebig grols gewihlt werden, und weiter darf die Linie 4'SB’ ein
mit beliebigem Polabstande gezeichnetes Seilpolygon sein.

Aufgabe 3. Gesucht sind die Einflulslinien fiir die Gegen-
driicke X’ und X" der Mittelstiitzen eines wagerechten kon-
tinuierlichen Balkens mit verinderlichem Querschnitte und
mit 4 gleich hohen Stiitzpunkten.

Werden die beiden Mittelstiitzen beseitigt, so entsteht ein einfacher
Balken A D; die Punkte
Bund Cdesselben mgen
sich um 8 undd” senken.
Die Einflufslinie fiir den
Wert EJ,S" (wobei J,
ein  beliebiges Quer-

schnitts-Triigheitsmo-
ment bedeutet) stimmt
mit der Momentenkurve
A'ND' eines einfachen
Balkens A"D’ tiberein,
‘dessen  Belastungslinie
A’ L' D’ man erhiilt,wenn
man den Balken 4 D im
Punkte B mit der senk-
rechten Kraft ,,Eins*
belastet, die dieser Be-
lastung  entsprechende
Momentenfliche 4" L D’
(Dreieck mit der Hohe

LB =1 ﬁﬁ) zeichnet

o l
v und hierauf die Momente
’ . ']c . axh . . F ’ Jr
M" mit - multipliziert; man erhiilt die Belastungsordinaten 2'= M r 34

In gleicher Weise wird die Einflufslinie 4" 0D" fiir den Wert E.J,5"
gefunden; es wird nach Auftragen des Dreiecks A’ 7'D’, dessen Hohe

Al lyr . . .18 Pt . . ”
TC =1 212 ist, die Belastungslinie 4°7"D" mit der Gleichung #

44 Jﬂ . . . ’ ’
=M 5 ermittelt und die zugehtrige Momentenkurve 4" 0 D’ gezeichnet.

Wirken nun auf den Balken 4D (aulser den bei A und D hervor-
gerufenen Auflagerkriiften) die drei senkrechten Kriifte P, X" und X",
so ergeben sich, mit den aus der Fig. 176 ersichtlichen Bezeichnungen,
bei B und C die Durchbiegungen
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’ 1 7 el "o
0 == B (P —X ¢ — X '¢") und

” 1
B
EJ,
und es folgen aus den Bedingungen 8 =0 und § = 0 die beiden

Gleichungen

(Pn"— X'd' — X"d"),

X'¢ X" =Py

Xd+4 X'd"=Pv’,
aus denen sich die folgende Konstruktion der Einflufsfliiche fiir X~ ab-
leiten lifst.™)

Man zeichne zu der Belastungslinie 4" L’ D" mit beliebig gewiihltem
Polabstande ein Seilpolygon (I), welches die Senkrechten durch die Stiitz-
punkte 4, C, D in 4,, C,, D, schneiden mtge und hierauf zu der
Belastungslinie 4" 7" D’ ein durch die 8 Punkte 4,, C, und D, gehendes
Seilpolygon (IT). Die Fliche zwischen den Seilpolygonen (T) und (II)
ist die Einflulsfliche fir X". Milst man unter P und X' bezw. die

Ordinaten 7 und ¢, so ist
X'=p-1,
[ vf
Die Hthen der Dreiecke 4’ LD’ und A 7'D, deren Ordinaten M’

und M” mit !Ji multipliziert die Belastungsordinaten 2 und ¢ liefern,

diirfen, da es bei der Berechnung von X' nur auf das gegenseitige
Verhtiltnis von % und ¢ ankommt, beliebig grols gewiihlt werden.

Ganz ebenso wird die Einflufsfliche fiir X" gefunden.

Aufgabe 4. Gesucht ist der Horizontalschub X eines Bogen-
trigers mit 2 (an den Kimpfern
gelegenen) Gelenken. Fig. 177. Es
handele sich um den Einfluls einer iiber
den Triger wandernden Last P, einer
gleichmiifsigen Erwiérmung und eines Nach-
gebens der Widerlager.

Zuerst wird angenommen, dals auf den
Bogen nur zwei in 4 und B angreifende,
nach aulsen gerichtete, wagerechte Kriifte

»Eins*‘ wirken (Zustand X = —1). Die
Sehnenliinge / vergrolsert sich hierbei nach
Gleichung 58a, Seite 165, um Fig. 177.

7

l
s [ytds "cos @dw
= [ g
0

0

*) Vergl. Seite 64.



= ST =

und es entsteht eine Biegungslinie 4"SB’, welche als die Momentenkurve
eines einfachen Balkens 4’ B’ aufgefalst werden darf, dessen Belastungs-
ordinate, nach Gleichung (62) und mit Vernachliissigung von N, stets ge-

niigend genau: 2z = ¥ ;;chp gesetzt werden darf; denn es ist M =y 1.

Mit Hilfe des Maxwellschen Satzes lassen sich jetzt folgende Schliisse
ziehen, wobei 5  die unter der Last P gemessene Ordinate der Biegungs-
linie 4'SB" und D den Angriffspunkt von P bezeichnen moge.

1) Die in 4 und B wirksamen wagerechten Kriifte 1 verschieben
den Punkt D um & nach abwiirts, mithin wird eine in D an-
greifende Last ,,Eins eine Vergrofserung der Stiitzweite / um &’
hervorbringen, und eine in D angreifende Last P wird Al = Py’

~ erzeugen.

2) Der Horizontalschub X verursacht fiir sich allein Al == — X ok '

3) Eine gleichmilsige Anderung der Anfangstemperatur um ¢ be- |
dingt Al = ¢etl.

4) Soll sich bei gleichzeitigem Wirken von P und X sowie der
Temperaturinderung die Stiitzweite / um einen vorgeschriebenen
Wert Al indern, so besteht die Bedingung

Al = PY — XE 4 etl,
und aus dieser ergibt sich der fiir einen beliebig geformten Bogen
giiltige Wert
P¥ 4 st — Al
§

Fiir einen-flachen Parabelbogen mit konstanten Werten
EJcos g und Fsecq ist, wenn Jecos@=4J und Fsecp = F ge-
setzt wird, nach Gleichung (58b), Seite 165,

@ X =

Sy l
£ wiul i
S= 1587 T EF
s s ot 1»7 Afx(l — x)
BT ¥ e s B
Die Differentialgleichung der Biegungslinie 4'SB lautet
a2 4fe(l—a)
Ta TR e Y
N
4f  dx? pclionrs

ihre Integration liefert
EJ 1% dd a0
TN . W A
EJ'I? zd

LLAGEMEER, (ARG 8 e AR
af T RAEI i i
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Aus den Bedingungen:
=0 muls liefern 8 = 0,

x =1 ” ” D= 0
ergeben sich die Integrationskonstanten
18
01:12 und C, = 0,
und es folgt die Gleichung
- f{=l? —77-72lx <+ 2
LS G TR g

so dafs unter der bei ¢ gelegenen Last P die Ordinate
; f(als——2las+ a*)
80 il T
erhalten wird. Die fiir X abgeleitete Gleichung (I) geht tiber in:
5P (al®—21a® 4 a) 15EJ’

Zep o S O gy a0 — A1),

wobei
15 J
1 s f(]- + 8 F'f2
Das von P abhiingige erste Glied von X bestimmt die Einflufslinie
fiir X; diese Linie weicht so wenig von einer Parabel ab, dals es stets
zuliissig ist, sie durch eine Parabel zu ersetzen, so zwar, dafls beide
Linien mit der Abscissenachse A’ B’ (Fig. 177) gleichgrofse Flichen
einschlielsen. Die Pfeilhthe Z dieser Parabel bestimmt sich aus der
Gleichung

Z2l ¥ ”
b sflls/(al 20a® + a%);
man erh#lt
7 3Pl
16 £}
und schliefslich den Einfluls von P auf X:
3Pab
(AT, Ko=),
41yl

Aufgabe 5. Ein urspriinglich wagerechter Stab konstanten Quer-
schnitts liegt bei A frei auf und ist bei B unter dem Winkel T, ein-
gespannt. Es soll das durch eine senkrechte Einzellast P hervorgerufene
Einspannungsmoment M; bestimmt werden. Fig. 178.

*) Eine andere Ableitung der Formel X = . i findet sich bei Miiller-

4fl

Breslau, Theorie und Berechnung der eisernen Bogenbriicken, Berlin 1880,
Seite 81.
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Wir betrachten zuniichst den bei 4 und B frei aufliegenden, nur
durch ein in B angreifendes Kriiftepaar, dessen Moment == 1 ist, be-
lasteten Stab (Zustand M; = 1) und berechnen die bei « entstehende
Durchbiegung 9, sowie den
Neigungswinkel © der in B
an die elastische Linie ge-
legten Tangente. Die Mo-
mentenfliiche ist ein Dreieck
ALB von der Hohe L B=1;
falst man sie als Belastungs-
fliiche eines einfachen Bal-
kens A B auf, so entstehen

1-1

die Stiitzendriicke (4) = %

1:7
Fig. 178. und (B) = T und, an der

Stelle @, das zweite Moment (vergl. Seite 180):

l i a(®—a?
M) = —g o Pl ittt RS < 0
) =g S Rromatieg TIET
I 2 2
es ist mithin ¥ %\} i “(lﬁ z le)
Weiter ergibt sich
LBy e o

T e

Der vierte der vorhin bewiesenen Sitze gestattet jetzt folgende
Schliisse:

Ein bei B angreifendes, links drehendes Kriftepaar ,Eins“ senkt
den Punkt D um 9, folglich verursacht eine in D wirksame Last ,,Eins‘
bei B eine Links-Drehung 3, und eine Last P erzeugt die Drehung P3.

Da nun das Moment M, fiir sich allein die Drehung M;t bewirkt,
so entsteht im ganzen die Drehung

7, = Pd + M,
und es folgt hieraus, bei vorgeschriebenem <, , das gesuchte Einspannungs-

moment : M, =—P_6~-§-IL, d. i
T o
Pa (1?2 —a? 8EJT
M1=— 97 )_1._ ] L

*) Da EJS als Biegungsmoment aufgefalst werden darf, so lifst sich
) .

EJx=EJ % als Querkraft (Vertikalkraft) deuten. Es folgt dann (Fig. 178):
EJt = (B) und ebemso EJt = (4).
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§ 19.

Allgemeine Untersuchung des Einflusses einer Einzellast
auf die statisch nieht bestimmbaren Grofsen X.

Wir betrachten ein Stabwerk, auf welches nur eine Last P wirkt,
und suchen die statisch nicht bestimmbaren Grofsen X' X" . . . . fir
eine beliebige Lage dieser Last unter der Annahme zu ermitteln, dals
beziiglich der auf Biegungsfestigkeit in Anspruch genommenen Stiibe
die Voraussetzungen des § 12 zutreffen.

Die Gleichungen:

welche auf Seite 80 fiir den Fall abgeleitet wurden, dals dle Spannungen ¢
in der Form o=o¢0, 4+ X " X" 4 .. .0 ..

darstellbar sind, lassen sich, wenn der die Unbekannten X enthaltende
Teil von ¢ mit 6, bezeichnet und

6 =0, -+ ¢
gesetzt wird, schreiben:

1;:/”"3V+j ”‘”’Jr] cta’d?,
(78) )
L,,TjocodV+j£££lV ftch

Die von den Spannungen o, abhingigen Integrale erstrecken sich
iber den statisch bestimmten Haupttriger, in welchen das be-
trachtete Stabwerk im Falle des Verschwindens sémtlicher Unbekannten
X tibergeht; sie lassen sich in folgender Weise deuten:

Bezeichnet, fiir irgend einen Spannungszustand des Haupttriigers,
d die unter der Annahme unverriickbarer oder iiber reibungslose Lager
gleitender Stiitzpunkte und fiir den Fall £ = 0 bestimmte Verschiebung
des Angriffspunktes von P, so besteht, da P die Spannungen o, hervor-

bringt, zwischen & und den Form#nderungen Ads, = —z— ds, die Be-
ziehung (Arbeitsgleichung)
SR Ads, GyedV
Pd =] g, ds;dV_f Tl

und es ergibt sich insbesondere fiir die dem Zustande X'==1 ent-
sprechende Verschiebung & die Gleichung




ety |/ I

G5 d d p
E )
(79) und ebenso fﬁ)lgt i
PB” / GOGEd ,I/,, 1)8///_/6()6 71'7, w s w.,

wobei 87, ', . . die bezw. durch die Spannungen ¢”, ¢, . . . .
(entsprechend den Zustﬁnden X"=1, X”=1,....) hervorgebrachten
Verschiebungen des Angriffspunktes von P bedeuten.

Die Bedingungsgleichungen (78) gehen jetzt iiber in:

it PB'-|-/M— +fstc’dV,
S P&”—}—‘/c’”lI —|—/m v,

sie mogen fiir den Fall weiter umgeformt werden, dafs fiir d1e auf Biegungs-
festigkeit beanspruchten Stibe die Spannungen ¢ nach Gleichung (40)
(§ 13) berechnet werden diirfen, und die Temperaturiinderung innerhalb
eines Querschnittes dem in Fig. 77 dargestellten Gesetze folgt. Es ergibt
sich dann (vergl. die im § 14 unter 1 durchgefiihrten Integrationen):*)

chV fNNds fMMde
—— = —— und
/etcdl":[atON ds—l—jeTM ds;

dabei wird angenommen, dals die Liingskraft N und das Biegungs-

moment M durch die Gleichungen
N=N,+NX+4+N'X"+.... und
M=M,+MX +MX"+4.....

gegeben sind und fiir die von X abhiingigen Teile von N und M die

Abkiirzungen

=

N=NX+4N'X"+4 .
M, = M’ X ~SMAX" <o
eingefiihrt werden.
Fir die Fachwerkstiibe ist, wenn die Temperaturiinderung in allen
Punkten eines Stabes den gleichen Wert ¢ annimmt,

chV S08s
to dV =3 Tef il Set 8!
/ —|—je TF + ZetS’s,

wobei die Spannkmft S in der Form

=<8 4 &X R

dargestellt sein muls und

*) Wir schreiben jetzt ds an Stelle von dz.
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S,, == S,X, “I" S”X" + .....
den von den Unbekannten X abhingigen Teil der Spannkraft S angibt.
Die Gleichungen (80) gehen jetzt iiber in

P6+/MMds+ NNds+/‘w_M(]

) 8’8,
+ [ety N'ds | 3 — BF + SetS’s,
81) 77— py” M"M ds N"N,ds At oo
- —+ | —%F +‘ e - Mds
” S,,st ’’
+/Et0N ds + =- EFf—}—EstS )

sie ermdglichen u. a. die Berechnung der Einflulslinien fiir
die ! Grilsen X PR FT . .o ebener Stabwerke auf die Er-
mittlung von Biegungslinien fiir stets sehr einfache Be-
lastungsfille zuriickzufiithren, da alle in den Gleichungen (81)
stehenden Integrale von der Lage der Last P unabhiingig sind und nur
einmal berechnet zu werden brauchen.

Ist das Stabwerk nur einfach statisch unbestxmmt d. h. tritt
nur eine Unbekannte X auf, so folgt

N=N,+NX, M=M, +MX, §=S5, + 58X also

N, ==X, N, = X, L =8'X

und es ergibt sich dann aus der ersten der Gleichungen (81) der Wert

Md :
— Py —/stoN ds—/sAts—ES sts

N Fds M’ 2ds S’2s
+f EF

Aufgabe 1. Gesucht ist die Einflufslinie fiir den Horizon-
talschub X eines kontinuierlichen Bogentrigers mit 3 Off-
nungen. Fig. 179. Die einzelnen Bigen sind bei B und C' starr mit-
einander verbunden; bei 4 und D, G' und L sind Gelenke angeordnet.
Uber den Mittelpfeilern liegen wagerechte Gleitlager, weshalb die Gegen-
driicke B und C der Mittelstiitzen senkrecht® wirken. Die Veriinderlich-
keit des Bogenquerschnittes soll beriicksichtigt werden; sodann ist anzu-
nehmen, dals der Bogen gleichmiilsig um ¢ erwirmt wird, und, infolge
eines Nachgebens der Widerlager, ! in / 4 A/ iibergeht, withrend sich
die Mittelstiitzen um die sehr kleinen Strecken d, und d, senken.

Der Bogentriiger ist einfach statisch unbestimmt; er geht im Falle
X =0 in einen Gerberschen Balken iiber, fiir den sich die Biegungs-
momente M, und Liingskriifte N, leicht berechnen lassen.

(82) X=-
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Um die Unbekannte X mittels der aus der Gleichung (82) folgenden

Formel
L —P¥ —ct[N'ds #)

/i’\ fi:ls +/ M ‘ds

bestimmen zu konnen, muls man zuntichst den Zustand X = 1, welchem
die Momente M" und Lingskriifte N' entsprechen, untersuchen. Dieser

O x=

iz B b
A sl D
Fig. 179,
Fig. 180.
TFig. 181.
6 | |

ig. 182. A" i

Fig. 182 1 ““”Illllm Immmv immm’m"ﬂl“n

Zustand ist in Fig. 180 dargestellt. Aulser dem Horizontalschube ,,Eins*
wirken noch senkrechte Auflagerkriifte 1 - —[—, denn es miissen, damit

sich . die Bogenstiicke AG und LD nicht um die Gelenke G und L
drehen, die K#émpferdriicke durch diese Gelenke gehen. Der Linienzug
ARTD ist (mit der Ausdrucksweise der graphischen Statik) das dem
Zustande X = 1 entsprechende Mittelkraftspolygon, und es ergibt sich
fiir irgend einen Querschnitt des Bogentriigers das Biegungsmoment
=1y,

wobei y den senkrechten Abstand des Querschnitts-Schwerpunktes vom
Mittelkraftspolygone bezeichnet. Die in Fig. 180 schraffierte Fliche ist
somit die dem Zustande X = 1 entsprechende Momentenfliche; der
mittlere Teil derselben ist positiv.

%) Da Fachwelksta.be nicht vorkommen, so fallen die Glieder = in Glei-
chung (82) fort; ferner ist, wegen der hier vorausgesetzten gleichmilsigen Erwiir-
mung At=20 und t, =1% zu setzen.

-
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Ist @ der Neigungswinkel der Tangente an die Stabachse gegen
die Wagerechte, so ist die Liingskraft fiir den Querschnitt durch den
Bertihrungspunkt:

1) innerhalb einer Auflsensffnung: N' = — 1 - cos o—1 -lisin ®,

1

2) g der Mittelsffnung: N’ = — 1 - cos @.

Da nun das tiber eine Aulsentffnung ausgedehnte Integral [ ds sin ¢
= [dy, = 0 ist, weil B und 4, desgl. C und D gleich hoch liegen,
so folgt :

JNds=—cospds =— () + 1l +1,) =—1.

Die virtuelle Arbeit L’ der Auflagerkriifte ist, fiir den Zustand

X =1 und bei den hier vorgeschriebenen Bewegungen der Stiitzpunkte:

PR RO . T

ll ll g
und es entsteht, wenn Ziihler und Nenner des Wertes fiir X [Gleichung (I)]
mit £J, multipliziert werden (unter J, ein beliebiges, konstantes Quer-
schnitts-Triigheitsmoment verstanden) und die Bezeichnung
Jcos @ =J

eingefiihrt wird:

— PEJY 4 BJ, (-zf— (8, - 8) — AL+ e
1
N . )

X ==

wobei

N'2%ds ; 7 N'2ds 5k
== — + (M2 Sde=J, | ——— 2 —Sda.
N Jc/ 7 /1 7 dx J/ 7 —|—fy 7 dx

Das erste Glied von 9 ist gegen das zweite stets geringfiigig,
und es geniigt, dasselbe angeniihert zu berechnen. Man setze fiir alle
drei Offnungen: N’ = —1-cos ¢ und nehme fir Fsec® einen kon-
stanten Mittelwert F, an; es entsteht dann

" N'2ds dx .
i Ly i e
/ ya /Fcos(p 2l uPd
L o
2 20 gk
7 + [y 77 42.%)

Nach Berechnung von 9t braucht man, um X bestimmen zu kinnen,
nur noch & anzugeben.

Es bedeutet 8" die unter der Last P gemessene Ordinate der fiir

*) Wenn der Querschnitt nicht sehr stark veriinderlich ist, ist es auch zu-
lissig, fiir J’ (wenigstens innerhalb der einzelnen (ffnungen) einen konstanten

Mittelwert zu setzen.
Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 18

N —
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den Zustand X =1 gezeichneten Biegungslinie, deren Differential-

leichun
g 3 a2y W ( tg ‘P)
T da? e EJ Ay et
EF tg ‘P)
unter Vernachlissigung des ganz unwesentlichen Ghedes _
. ary M -
y B s )

vereinfacht werden darf. Es folgt dann, wenn an Stelle der Linie mit
der Ordinate d  diejenige mit der Ordinate E.J, =% gesucht wird,
d*n I R
EA T g TR
und es ergibt sich nun im Anschlusse an die Entwicklungen des § 17
(wobei namentlich auf die Aufgabe unter 5 zu achten ist) die folgende
Darstellung der -Linie.

Man bestimmt die Belastungslinie z = 7, wobei es sich empfiehlt

Y =7
J
(damit die Gleichung — E.J,8" = 7 bestehe), das Vorzeichen der y um-
zukehren und die y zwischen G' und L negativ anzunehmen. Hierauf
fafst man die in Fig. 181 mit I bezeichneten Flichen als Belastungs-
fliichen einfacher Balken 4G und L'D’ auf, die mit I bezeichnete als
Belastungsfliiche eines einfachen Balkens G'L’ und zeichnet die zuge-
horigen Momentenkurven A”SG”, G"QL” und L”"KD”. Nachdem
hierauf die Senkrechten durch die Stiitzpunkte B und C mit der Mo-
mentenkurve GQL” in B, und C; zum Schnitte gebracht worden
sind, wird der Linienzug 4”G,L,D” eingetragen, dessen Eckpunkte
Gy und L, senkrecht unter den Gelenken liegen. Milst man nun unter
der Last P den senkrechten Abstand der Momentenkurve von dem
Linienzuge 4”@, L, D", so besteht zwischen m und 3" die Beziehung
— EJ ¥ =1,
und es ergibt sich der durch die Last P hervorgebrachte Horizontalschub
PR 5
Ni== T

Sind die Momentenkurven A”SG”, G"QL", LKD" Seilpolygone,
und ist der Polabstand = 9, so folgt
X = Pn,.
Es ist dann die Fliche zwischen den Seilpolygonen und dem Linien-
zuge A'GyL, D" die Einflufsfliche fir X. Lasten zwischen B und €
erzeugen ein negatives X.

Besonders empfehlenswert fiir den vorliegenden Fall ist die auf Seite 173
gelehrte Binfilhrung von Einzellasten an Steile der Belastungsfliichen I und II.
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Vergl. auch Fig. 171. Wegen M’=1-y erhilt man, wenn der Einfluls der
Liingskriifte N auf die Werte n vernachlissigt wird, nach Gleichung (64) und (68)
die im Knotenpunkte m anzunehmende Einzellast
1 J Xm m
10 = 0 = " (et 29 F e P (g 20m) |
wobei A, eine beliebxge konstante Feldweite vorstellt. Zeichnet man zu diesen
Lasten 1w (welche zwischen & und L nach aufwiirts, hingegen links von G' und
rechts von L nach abwiirts wirkend anzunehmen sind) die einfachen Momenten-
kurven 4”SG”, G"QL” und L"KD” (Fig. 182), triigt den Linienzug 4”G,L,D”

A

ein und milst unter P die Ordinate v, so besteht die Beziehun;,; 2ot _%:I{ 8 =n
und es folgt X = —PTJ];" .

Nun ist
2 £ )
/ 8w [ MA e tow= ot Sgwion [nsch - Gléichulig fe8)]

EJ 2 A Y EJ,
und fy* i‘;L X =N ZYmWm;
mithin ?j = -1:.,7:)1 + ZYmrom,
und man erhilt, wenn a eine beliebig lange Strecke bedeutet,
X=~ 2 wobei H=- i —}—wa—
ol Foea a

Sind die Linien 4”SG”, G"QL", L"KD" Seilpolygone, welche zu den
Lasten 7 mit der Polentfernung § gezeichnet wurden, so ist

X=pL
a

und, wenn die Lasteinheit P durch eine Strecke von der Linge a dargestellt
wird (Kriiftemalsstab):
X=n.
Zu beachten ist, dals sowohl die Polentfernung § als auch die Lasten w
»Strecken vorstellen, welche in beliebigem (vom Liéngenmalsstabe der Zeichnung
unabhiingigen) Malsstabe aufgetragen werden diirfen. Meistens ist A konstant;

man wihlt dann , = wirkliche Feldweite und erhilt ™ = "' 1 Tet aufser-

Ae ®* )
dem die Annahme: J*= Konst. zuliissig, so wihlt man J, gleich dem Mittel-
werte von J’ und hat dann sehr einfach

Wi = (15 (Ym-1 4 dym + ymir).

Bei kleiner Feldweite ist geniigend genau 10, = ym.

Aufgabe 2. Eine auf Pendelpfeilern ruhende Kette sei durch
senkrechte Stiibe mit einem Bogen verbunden, welcher an den Kimpfern
Gelenke besitzt. Auf den Bogen wirke eine Last P.  Es soll der
Horizontalzug X’ der Kette und der Horizontalschub X~ des Bogens
unter der Voraussetzung berechnet werden, dafs sich die Stiitzpunkte
um beobachtete kleine Strecken verschieben und eine gleichmiilsige
Erhthung der Anfangstemperatur um ¢ stattfindet. Fig. 183.

Zuniichst miissen die Spannkriifte in den Fachwerkstiben, sowie

183%*




= Bt s

die den Bogen beanspruchenden Biegungsmomente M und Liingskriifte N
durch die Last P und die Unbekannten X  und X" ausgedriickt werden.

a) Die Fachwerkstibe. Bs ergibt sich flir irgend ein Glied
der Kette, wenn o den Neigungswinkel desselben gegen die Wagerechte
bedeutet:

(1) S=X seca

l‘/ [
Fig. 183.

und fiir irgend eine Hingestange G'R, wenn o, und o, die links und
rechts von G'R gelegenen Winkel o bedeuten;
: ) S=X (tga,— tga,).
Fiir den linken Pendelpfeiler ist
) §=—X'(tga, -+ tg o)
und fiir den rechten:
(Illa) S=— X' (tg ttu_y + tg @,).
b) Der Bogen. Die senkrechten Auflagerdriicke jbei 4 und B
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seien = A bezw. = B; sie migen die Kette in L und 7' schneiden.
Die Gerade LT heilfse die Schluflslinie, und es sei an der Stelle z
der senkrechte Abstand der Kette von der Schlufslinie — 7’ und die
Ordinate des Bogen =y”. Bei L denken wir die Kette durchge-
schnitten, zerlegen die Spannkraft X’ sec o, des geschnittenen Ketten-
gliedes in die Seitenkriifte (' (in der Richtung der Schlufslinie) und @”
(senkrecht) und schreiben die Momentengleichung fiir den Punkt 7' an;
sie lautet
(IV) (A4-+@)l—Pb=0,
und liefert 4 -+ Q" = i;b— Nun fithren wir an der Stelle = einen
senkrechten Schnitt, welcher Bogen, Kette und Schlufslinie in D, K
und U trifft, verlegen ¢ von L nach U, zerlegen sowohl @ als auch
die Spannkraft’' S des vom Schnitte D U getroffenen Kettengliedes in
eine senkrechte und eine wagerechte Seitenkraft (welche letztere — X'
ist) und finden, wenn = < a ist, das Biegungsmoment fiir den Bogen-
querschnitt bei D:
M=A4+Q)Vae—Xy —X"y", d. i
Nithes -%b— e— X'y — X"y,
wihrend im Falle « > o
M= ilq- o —Xy — X"y
erhalten wird, weshalb allgemein gesetzt werden darf
V) M=M,— X'y —X"y",
wobei M, = Biegungsmoment fiir einen bei 4 und B frei aufliegenden,
mit P belasteten Balken 4SR.

Die Momentengleichung (IV) fiir den Punkt 7' lifst sich auch
nach der (in Fig. 183 nicht angegebenen) Zerlegung von X' sec o, in
X’ (wagerecht) und X tg a, (senkrecht) in der Form schreiben:

(4+ X' tgay)l— X'¢c — Pb = 0;
sie liefert dann den senkrechten Gegendruck des Bogenwiderlagers

Pb p (4
(V) A== % (tg oy — 7)1
und ebenso lifst sich ableiten
Pa ' ¢
(VII) B —]—— X (tg (¢ S + 7) y

wobei a,_, der spitze Neigungswinkel des vom Schnitte BT getroffenen
Kettengliedes ist.
Die Summe der auf das Bogenstiick 4D wirkenden senkrechten

Kriifte ist nun fir o< a:



N T

’ y Pb 2 :
V=41 Xtgo, — X tga.-—:—l—X (tga—f{lr)

und fiir z >«

’ » Pa v ¢
V=(A——P)—[—tha2—X tga:—T—X tg(l-—*l* ’
weshalb man setzen darf

VI v=7,—X (tg a—%),

unter V,, die Querkraft (Vertikalkraft) fiir den Querschnitt « eines ein-
tachen Balkens 4 B verstanden.

Da die Summe der auf das Bogenstiick 4D wirkenden wagerechten
Krifte = X" ist, so ergibt sich nach Gleichung (56) fiir den Bogen-
querschnitt bei D die Lingskraft

(IX) N=—"V,sing + X’ (tg a— ;’,) sin ¢ — X" cos ¢.

¢ bedeutet den Neigungswinkel der in D an die Bogenachse ge-
legten Tangente gegen die Wagerechte.

Durch die abgeleiteten Gleichungen ist die Berechnung der Inanspruch-
nahme unseres Stabwerks auf diejenige von X' und X" zurtickgefiihrt.

¢) Bestimmung von X und X”. Es sollen die Gleichungen (81)
benutzt werden; dieselben gehen, wegen At =0, ¢, =¢ und 8”= 0,%)
nach Multiplikation mit EJ,**) und mit der Bezeichnung J cos ¢ = J'
iiber in: ey}

EJ,L = PEJ,% 4 | M'M, % da J,,] —ll%i'l—‘i o4 sEJcth'ds

o i;’i 4 eEBtJ,S8's

173 ” I ’” Jc -AT/,NQ: "
EJ,L”=PEJ.,} —{—/M M, dw—[—Jc/—F—ds-i—eEJ,th ds,

und hierein ist zu setzen fiir den Bogen:

M,=—Xy—X"y"; N, = + X’ (tga—%) sinq>—X" cos @
M = —y; it = (tg o — ;) sin @ (Zustand X' = 1)
M'=—y"; N'=—cos @; (Zustand X"= 1)
und fiir simtliche Fachwerkstibe:

S_; ol & S,X”

wobei S bezw. den Koeffizienten von X in den Gleichungen (I) bis (III)
bedeutet.

*) In den fiir die Spannkrifte S gefundenen Ausdriicken ist die Unbekannte
X" nicht enthalten. y

*#) J, bedeutet, wie friiher, ein beliebiges, konstantes Trigheitsmoment.
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Mit der stets zuliéissigen Vernachlissigung des fast einflulslosen
Wertes N' sowie des ersten Gliedes des Ausdruckes fiir N, ergeben
sich zur Berechnung von X' und X" die Gleichungen:

’ iz 8%
(.X) -+ eEtJL.“S 8,
EJ,L'=PEJY" -|—X:/1/'1/"-Ji d.c—}—Xt/y”g JC, dz + el l
e J F,
L — e EtJ LY

Die Summen = erstrecken sich tiber Kette, Hingestangen und
Pendelpfeiler und die Integrale tiber den ganzen Bogen.

Um die virtuellen Arbeiten L' und L” der Auflagerkriifte zu be-
rechnen, nehmen wir die Wagerechte durch die Punkte 4 und B relativ
festliegend an und bezeichnen die Verschiebungen der Stiitzpunkte N
und N, im Sinne von N, £, béaw. N, Ey mit & und &,, die Senkungen
der Punkte N, und N, mit & und &, und die Vergrofserungen der
Stiitzweite ! mit Al. Hs ist dann die von den Stiitzendriicken

X", 0, =X seca,, O = X seca,,

Cy = X' (tg oy + tg ap), Cy = X' (tg &, | tg o)
geleistete virtuelle Arbeit:
UA=— X"Al— X'seca,-§ — X seca, & — X' (tg a, Ftgay) &
— X' (tg Otu-1 1 tg ®) &4
und es folgt fir den Zustand X' = 1:
(XI) L'=—E& seca, —&; seca, —&; (tg &, + tg ay)

— & (tg &1+ tg )

und fiir den Zustand X" =1
(XII) L' =—AL

8 und 3" sind die unter der Last P gemessenen Ordinaten der
fiir die Zustinde X'=1 und X” =1 zu zeichnenden Biegungslinien
eines bei 4 und B frei aufliegenden Balkens ASB (des Haupttriigers
unseres Stabwerks); sie konnen mit Hilfe ihrer Differentialgleichungen:

W (*"7 tg ‘P)
dz? E’J
(XIID)
il gugr i 0 o
dz? = EJ' dx

*) Bs bedeutet, wie in Aufgabe 1, F, den konstanten Mittelwert aus den
veriinderlichen Werten F sec ¢, wobei F' = Querschnitt des Bogens an der Stelle .
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berechnet oder nach der im § 17 gegebenen Anleitung auf graphischem
Wege gefunden werden, withrend sich die in den Gleichungen (X) vor-
kommenden Integrale u. a. mittels der Simpsonschen Formel ermitteln
lassen.™)

Formeln fiir die durch einen Parabelbogen versteifte parabo-
lische Kette. Sind /" und f” die Werte von » und 5 bei o =4/,
so ist

’ 4f'z (1l — )

) 4f" 2 (1 — 4
Y=g und y _4fel—ua)

l2
und es folgt, wenn J = J cos ¢ durch einen konstanten Mittelwert J,

ersetzt wird,
l
ey (g s B a7
'/;/"7,-da:= ﬂli /x2(l—u')“’da:= §5

e J, 8 ”210 et 87 fl
y i de = iy /y'y" —J—f P i

J 15 15

Die Gleichungen (XIII) gehen, mit Vernachlissigung der unwesent-
lichen, von N und N” abhiingigen Glieder, tiber in

L 5 ’ Af o (1 — )
2z 3o - =M=—y = — d
EJ, dn? Y 2 un
a=" 4f"x (1 — z)
A 12 ’
und es ergeben sich nach Gleichung (76) Seite 187 bei # = « die Ordinaten
2 f (al® — 21a® 4 a*) % " (al®—21a® -+ at)
Y = — d & = — e
EYONAE & 8EJ,I ’
wofiir nach Seite 187 stets gesetzt werden darf (Gleichung 77):
’ Qf,ab ” 2f”ab
(XV). b 7= 5B, und § = — 55T
8%

und S8’s ist es stets zu-

Bei Berechnung der Summen =

lissig, nur die Spannkrifte S der Kette zu berticksichtigen; dieselben .

sind fir die unter oy, a, . . . .. o, geneigten Stiibe bezw.
R 0 W WO 1T T R B A s Lissec O,
so dals sich, wenn der Querschnitt der Kette dem Gesetze
= F,sec a
folgt, wobei F, = Querschnitt der Kette im Scheitel,
8% S's i o
2 ~F~=E'E'=-jt~~§sseca

*) In den Gleichungen (XIII) diirfen die von N’ und N” abhiingigen Glieder
stets vernachliissigt werden.
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ergibt, und hierfiir darf bei Annahme einer von L bis T stetig ge-
kriimmten Kette und wenn y den Abstand des bei 2 gelegenen Ketten-
punktes von der Wagerechten durch L bezeichnet, gesetzt werden

4

% g
s sec oL == 8; S€C A, —|—/ds sec a. - s, sec a,
1 .

0 l
: FUs
==g; BBO a1+s”seca,,+/dx[1+ _dz> ]*)
0

Bedeutet ¢ den Hohenunterschied der Punkte L und 7, so ist
’ g 4 sSSP
y=1y +ec AP f - U i ~+ ¢——, und es folgt somit (nach Aus-

fithrung der Integratiou)'
g2

(XVI) FEVJ-—ESs:Esseca
16;”

== g, 86C &l

n

SO
Werden die Werte aus (XIV), (XV), (XVI) in (X) emgefﬁhrt und

letztere Gleichungen nach X' und X" aufgeltst, so ergeben sich mit
den Bezeichnungen:
7, so g I

H—1+ 8 ng H 1+ 8‘ ,fuz’

16 fz c?
89 = 8, 860 Oy —|— 8, 8€C O, -/ 1—|— + T

folgende Ausdriicke fir X" und X:
Die Last P erzeugt:

(XVII)

g 8Pab v—1 7 3Pab p—1
(XVIII) X—?Tmund)( 4f l pw——l )
die gleichmiifsige Erwirmung verursacht:
X/ :_7%:) EEtJ SO + l )
81 (Y =— - 1)
(XIX)

gy o 18 ektJ, so )

B pNe ) ’”

und eine Verschiebung der Stiitzpunkte brmgt hervor

’” f’
Ly—L -, .
Judsnr f . 15EJ,
X el Dl WL o AT
i BN v T TR ATy

wobei L' und L” durch die Gleichungen (XI) und (XII) gegeben sind.

*) Es ist hierbei die Dehnung der Sticke E, L und T E, der Kette ver-
nachlifsigt worden,
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L]
Trigt man die Parabeln 4" W'B und A” W”B” auf, deren Pfeil-
hohen bezw.
f 81 yv—i1 % 8y =il
ST T PN b L Sead 1 1 e s
sind und bezeichnet die unter der Last P gemessenen Ordinaten dieser
Parabeln mit " und 7", so findet man, dals
X =P ot ==
gesetzt werden darf. Die Parabeln 4 W’'B und A W”B sind demnach
die gesuchten Einflufslinien fiir X’ und X”

Horizontalzug der durch einen Balken versteiften parabo-
lischen Kette. Ordnet man bei 4, Fig. 183, ein wagerechtes Gleit-
lager (das aber auch negative Stiitzenwiderstiinde aufzunehmen imstande
sein muls) an, so ist X” = 0. Der Horizontalzug X  der Kette muls
der Gleichung geniigen [vergl. (X)]:

h

’ {4 ’ ’ ¢ ’ 8,2' ’
(XXI) EJ,L = PEJ,5 + X/g/ 2—5—, de+ J. X' = —st ~+ eEtJ,28's,
und aus dieser folgt mit den durch die Gleichungen (XIV), (XV) und
(XVIII) gegebenen Werten:
~ 3Pab 15 eEtJ.s, 15 L'EJ,

AY’= AR 79 p 7 eL |
4o fl 8 wufdl i 8wf?l
e i gih Ly A
beil stk ity c“,o
wobei © + AL

ist, withrend L’ durch die Gleichung (XI) bestimmt ist.

Den durch die Last P hervorgerufenen Horizontalzug kann man
auch setzen: X2l
wenn 1 die unter P gemessene Ordinate einer Parabel 4’ W’B' be-

deutet, deren Pfeil 7' = - ist.

31
160f

Kette mit Versteifungsbalken, deren Horizontalzug vom
Versteifungsbalken aufgenommen wird. In Figur 184 ist eine
Kettenbriicke mit drei Offnungen dargestellt worden. Die gelenkartig
miteinander verbundenen Balken C; 4, AB und BC, besitzen nur ein
einziges festes Auflager; die tibrigen Auflager bewegen sich auf wage-
rechten Bahnen. Bei € und C, sind die Riickhaltketten mit den iulseren
Balken befestigt — eine zuerst von dem verstorbenen sterreichischen
Ingenieur "Langer vorgeschlagene Anordnung, durch welche die mit
gewissen Ubelstinden verbundene Einfithrung der Riickhaltketten in
das Widerlagermauerwerk vermieden wird.

Lasten, welche auf die #ulseren Balken C, 4, BC, wirken, er-
zeugen X' == 0. Bei Berechnung der infolge Belastung des mittleren
Balkens hervorgerufenen Horizontalzuges ist zu beachten, dafs der Bal-
ken A B nicht nur durch die Momente
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Mi== MO Sems 1Y’!/,

sondern auch durch die fiir alle Querschnitte gleiche Liingskraft N = — X’
beansprucht wird. Fiir die Balken C;4 und BC, ist bei ausschliels-
licher Belastung der Mitteloffnung M =0 und N=— X', TIn der

Fig. 184.

Gleichung (XXI) sind hiernach die auf die Kette sich beziehenden Summen
’9
ES'F"?V und 28’s zu vermehren um die tiber die drei Balken F' (deren

Querschnitte F,, F, F, seien) sich erstreckenden Summen:

N'%dx % l l
—— =111 1
et F, g % ot F, und

[N'ds =1,+1+1,.
Man gelangt dann zu der Formel
3 Pab 15 e £tJ, (so 4 21, +1) 15 L EJ,

T 10f1 8 of’?l + o’
wo ¢
f 15 N l
0=1+- 8 7 ( + + )
ist.
§ 21.
Fortsetzung.

Zu einer besonders iibersichtlichen Ermittlung der statisch nicht
bestimmbaren Grolsen, die jetzt mit X,, X,, X,, .. . bezeichnet werden
sollen, gelangt man in der Weise, dals man die X zuniichst.zu den
auf das statisch bestimmte Hauptsystem wirkenden Lasten rechnet und

die Wege d,, 8, d,, . . . der Belastungen X,, X;, X,, . . . (nach
Seite 60) auf die Form bringt:
5 = EP 5,",. AyaBaa 1% 3 szub X N + Sat + 6a-w
(88) S, = 2P0, — X0 — X,0,, — X, Sbc .+ 8 -+ O
¥, =232P,8,, — X.d.. — X8, — X0 L P
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Hierbei bezeichnet:
d. den Einfluls der Ursache P,==1  auf den Weg J,

8aa 2] 2] 2l 2] Xa =—1 2] 2] 2] 51:

6ab ”» ” 7 ) Xy=—1 , ” ) 6(:

3, desgl. den Einflufs von Temperaturinderungen

Do 21 " . ,» Verschiebungen der Stiitzunkte des
Hauptsystems,

und ebenso lassen sich die iibrigen mit Doppelzeigern behafteten Werte
o deuten.

Da nun aber nach dem Maxwellschen Satze die Buchstaben
eines Doppelzeigers miteinander vertauschbar sind, so ist

Oumi == Oinias O bt o 0 NN
und es sind mithin die Beiwerte der Belastungen P, durch die den
Ursachen X, =—=—1, X, =—1, . . . entsprechenden Verschiebungs-
zustiinde vollig bestimmt. Schreibt man die Arbeitsgleichung fiir den
Belastungszustand X, = — 1 an und legt man hierbei jedem Teilchen
ds, die Anderung Ads, = 0 bei, so erhiilt man
—1:8,,+ L,=0; —I-Sbw—I—L_b‘—-‘(); .....

unter L,, L, . . . die virtuellen Arbeiten der Auflagerkriifte fiir den
Zustand X, ——1, bezw. X, = — 1, . . . verstanden.

Es gehen also die Gleichungen (83) iiber in
Ba e 6at et [1(4, =2 Pm 8mu b - Xuana s ‘Yb 8o:b . oy Xcaav ke &8
6b o abt — L, = }:I)m Bml; Tt XuBLu i X:Sbb T Xasbc oy el

(84) 8(- = e Bce e ]15 e V—l)msmr e ‘\rttsca i Arl)scb oyl Xchr: gt 11

sie fithren zu den Unbekannten X, nachdem die Wege J,, d,, 9,, .
bestimmten Bedingungen unterworfen worden sind. Ist beispielsweise
a der Angriffspunkt eines Auflagerwiderstandes X,, und ist das frag-
liche Widerlager starr, so ist 8, == 0 zu setzen. Bedeutet X, die Spann-
kraft in einem tiberziihligen Fachwerkstabe, so muls fiir d, die Liingen-
inderung dieses Stabes eingefiihrt und positiv oder negativ angenom-
men werden, je nachdem der Stab gedehnt oder verkiirzt wird.

Bevor wir zur Durchfithrung eines Beispiels iibergehen, bemerken
wir folgendes:

Sollen die Gleichungen (84) auf die Berechnung von statisch nicht
bestimmbaren Auflagerkriiften eines auf Biegung beanspruchten Stabes
angewendet werden, so wird bei der Ermittelung der J,.,, d,;, ... die
Gleichung der Biegungslinie stets in

a3 M

dz®  EJ

-
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vereinfacht werden diirfen, wobei J = J cos ¢ ist. Sobald die Annahme
EJ’ = Const.
erlaubt ist, was in der Regel der Fall sein wird, setze man bei der
Ermittelung der Biegungslinien (3, 8", 8 ....) den Wert EJ = 1,
integriere also (auf analytischem oder graphischem Wege) Gleichungen
von der Form .
i, i = M
da®
Man muls dann die in den Bedingungen (84) auf der linken Seite
stehenden Werte L,, — €t3,,., mit EJ’" multiplizieren, desgl. den von
Liingskriiften N abhiingigen Teil der Verschiebungen §,,.,, withrend
der von den Biegungsmomenten abhiingige Teil der §,., ebenfalls
unter der Voraussetzung F.J = 1 berechnet wird.
Es ist oft zweckmiilsig, nur die Verschiebungen d,,, d,,, .. ..
wmit Hilfe von Biegungslinien zu ermitteln, hingegen die Koeffizienten

der Grofsen X, d. s. die Verschiebungen 8,,, 8., Ou, . ... mittels
der Formel
'N,N,d M, M d |
(s Blaa o0 & S | x SSs
KF

zu berechnen, wo p und ¢ zwei beheblge Zelger sind. Will man auch
einzelne oder alle Summen 2P,0,., 2P.8,5, « . . . . , S0 setze man

VP 6ma K 6 '

E-Pmamb B 6ob
und wende auf d,,, d,,, . ... die Gleichung (85) an.

Aufgabe. Gesucht sind die Stiitzenwiderstiinde eines durch
eine senkrechte Kraft P belasteten Bogentrigers mit 8 Off-
nungen. Bei 4 und B sind Kimpfergelenke angeordnet; iiber den
Mittelpfeilern sind die einzelnen Bgen fest miteinander verbunden und
durch wageréchte Gleitlager unterstiitzt. E.J  sei konstant.

BEs bedeuten 4 und B die senkrechten Seitenkriifte der Kimpfer-
driicke, X, den Horizontalschub, X, und X, die senkrechten Gegen-
driicke der Mittelstlitzen. Im Falle X; =0, X; = 0, X; = 0 liegt
ein an den Enden frei aufliegender Balken 4B vor, und es nehmen
dann 4 und B die Werte

Pb Pa

N L, SO 7
an. Wirken ‘auf diesen (den Haupttriger unseres Stabwerks vor-
stellenden) einfachen Balken 4B nur die wagerechten Kréfte X, = — 1,

so ist das Biegungsmoment fiir irgend einen Querschmitt: M = 1.4
Die Fliche zwischen der Bogenachse und der Geraden A B ist die Mo-
mentenfliiche fiir den Zustand X; = — 1 sie sei kurz ,,Fliiche I‘‘ genannt.



—= 2004 ==

Die ,,Momentenfliche IT* fiir den Zustand X, = — 1 ist ein Dreieck
lin
4,8, B, mit der Hohe G,S, =1 - 2l2 , und die ,,Momentenfliche TIT*

fiir den Zustand X; = — 1 ein Dreieck 4;S8;B; mit der Hohe GyS,

— 1. M"

Querschnitt D sind
M’ =1y und M =1.¢4",

- Die Biegungsmomente M” und M fiir den beliebigen

Il[]illllﬂ

Fig. 185.

und das gesamte Biegungsmoment fiir D wird
M=M,— X,y — X9 — X33,
wobei (fiir den Haupttriiger):
Pb
Mii=——2,.80bald .2 <Gu

und ¢

s ;
TR sobald o < b.
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Falst man die Fliche I als Belastungsfliiche eines einfachen Bal-
kens 4, B, auf und zeichnet die zugehtrige Momentenkurve A, L, B,
so erhiilt man in dieser die dem Zustande X; = — 1 und der Voraus-
setzung KJ = 1 entsprechende Biegungslinie, ihre unter dem Angriffs-
punkte C' von P, und unter den Stiitzpunkten C, und C; gemessenen
Ordinaten

* Ompy By By
sind gleich den senkrechten Verschiebungen (Senkungen) der Punkte
C, Cy und Cj fiir den Zustand X, = — 1.

Ebenso bedeuten, wenn A,L,B, und AyLyB, die den Belastungs-
fliichen IT und III entsprechenden Momentenkurven der einfachen Balken
Ay B, und Az By sind, die Ordinaten

Biay b Ol o

Ougy Bg- gy B3.5
die senkrechten Verschiebungen, welche die Punkte C, C,, C; bei Ein-
treten der Zustiinde X, = — 1 bezw. X3 = — 1 erfahren.

Da die Verschiebungen 9,,, 8,3, 9,3 unter der Voraussetzung
EJ =1 abgeleitet worden sind, und da ferner die Widerlager des
statisch bestimmten Hauptsystems 4B als starr angesehen wurden, so
gehen die Gleichungen (85) fiir den vorliegenden Fall tiber in

X8+ Xy 8.9+ X385 =Pub8,., + (3,,—8) EJS

Xy 8.0+ Xgdy g Xy 8.5 = P8, \ g + (85— ;) BT

X, 8.0+ Xg85.9 + Xy 855 ="Pubu.g + Bge— 35) EJ .

Die auf den linken Seiten stehenden Verschiebungen & sind (da
dy.9==10,., und d,., == dy., ist) bereits bekannt bis auf 3, .,; letztere
bedeutet die mit £J° multiplizierte Verliingerung der Sehne / im Be-
lastungsfalle X, = —1; dieselbe ist, nach Gleichung (58a) geniigend genau

34 =/;z/2dm+;, l,

wobei K’ den Mittelwert von Fsecq und F den Inhalt des Bogen-
querschnitts bedeutet,*) wiihrend

fy"‘da: = 2/y’dx ”2— = 2F, -7

gesetzt werden darf, unter #; den Inhalt der Belastungsfliiche 7 und
unter 7 den Abstand des Schwerpunktes dieser Fliche von der Geraden
Ay B, verstanden. ‘

d1¢y Oy, O3, sind die im entgegengesetaten Sinne von X, X,, X;
positiv angenommenen Verschiebungen der Stiitzpunkte infolge einer
Temperaturéinderung. Wird eine gleichmiilsige Erwirmung um ¢

*) Bei flachen Bogen ist geniigend genau F’'= dem Mittelwerte von .
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vorausgesetzt, so bleibt der Bogen seiner fritheren Gestalt #hnlich; es
geht iiber:
lin L ctl, hy in hy + ethy, hy in hy - ethy,
und es ergibt sich
dy.e=ctl, dy.,= —cthy, dy.,= — &thy.
Andert sich infolge von Verschiebungen der Widerlager:
Uin 14 Al, hy in hy — Ahy, hg in hg — Ahy,
so ist
8, = Al, 8 =— Ahy, 83 = — Ah,.
Nunmehr sind die s#imtlichen Konstanten der Gleichungen (T)
bestimmt, und es lassen sich die Werte X, X,, X; berechnen.
Wir geben die Auflosung fiir den Fall eines in Bezug auf die
Mittelsenkrechte symmetrischen Triigers, setzen:
Of =0y
By.g =185.5 =10y,
8.5 = 52 8 = ‘8
fithren fiir 3, ., die Bezeichnung ¢ ein und erhalten mit den Abkiirzungen:
’ end 7 [ " g

(7 Ml o = DA 35 AT L 0oL == B TTHATT L ANESE- - -
[ Co

A 01".‘03

die Auflagerkriifte:

X—_aP[ B O ] aaEJt[l hy =+ ]
i ( 2+ 3) 2_{_ + +( + 3 __}_cs

~ ' BJ’ [Al— (Ahg

2+03]

hg
¢y ¢

T (o AT TBhy) =X
+ EJ (& Ahy - " Alg) 02_*_03

X,=P, (03,3 —"8,3) —ecEJ ¢

h.
Nyeellp oy Faadat oy S H T e
g ( 6"'3 o 6,,,) Jt C2+03
I (nt” il L g TRO T
—+ EJ' (0" Ahy + o Aly) — X g
Wird das eine der beiden festen Auflager 4 und B durch ein
wagerechtes Gleitlager ersetst, so ist X, = 0; es entsteht ein konti-
nuierlicher Balken, dessen Mittelstiitzen die Gegendrﬁcke
X, == P (0 B gmss a”'6m3) —eEJt (o hy — & hg)
+ BT (0" Ay - a"'Ahs)
Xy =P, (0 dpg — 0 8,0) — e EJ 't (0" Tty — &6 hg)
+ EJ («"Ahg 4 o Ahy)
ausiiben,
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Wird bei Losung der vorstehenden Aufgabe eine Beriicksichtigung
der Veriinderlichkeit des Querschnittes verlangt, so hat man nur nétig,
die Belastungsordinaten y', y”, 3" der einfachen Balken A,B,, A4,B,,
’ ']e 7 Jo "’ ’[z' . .

Y N Y Wi Y N zu ersetzen, wobei J,
ein beliebiges konstantes Querschnittstriigheitsmoment bedeutet. In den
(leichungen (I) mufs dann .J, an die Stelle von J  treten, und schliefs-

lich ist
y J{‘ Jc
1 —_jqz.li-dc+~ﬁ7-[

Az By durch die Ordinaten

zu setzen.™)

§ 21.
Schiirfere Untersuchung einfach gekriimmter Stiibe.

1) Grundgleichungen fiir die Spannungen und Forminderungen.
Es wird, wie bei der bisherigen Untersuchung eines krummen Stabes
angenommen, dafls dieser in Bezug auf die durch seine Mittellinie ge-
legte Ebene symmetrisch ist, dals alle Hulseren Kriifte in jener Ebene
liegen, und nur die senkrecht zum Querschnitte wirkenden Spannungen
o berticksichtigt zu werden brauchen. Hingegen wird die Voraussetzung
von im Verhiltnils zu den Krﬁmmungshalbmessern verschwindenden
Querschnittsabmessungen aufgegeben.

Indem der Querschnitt auf zwei durch seinen Schwerpunkt gehende
Koordinaten-Achsen (x und v) bezogen wird, deren eine (die w-Achse)
senkrecht zur Stabebene ist, wird angenommen,
dals in allen von der u-Achse gleichweit ab-
gelegenen Querschnittsteilchen gleich grolse
Spannungen ¢ und Temperaturiinderungen ¢
entstehen, und die Berechnung der ¢ an die
Voraussetzung gekniipft, dals die vor der
Biegung ebenen Querschnitte auch nach der
Biegung Ebenen bleiben.**)

Sind in Fig. 186: 4;B; und A4,B, zwei
unendlich nahe Querschnitte, C,C, = ds das Fig. 186.
Element der Stabachse, €y D, = Cy,D, = |- v,

D,D, =ds, und / 4,04, = (— d@), wobei @ den Winkel bedeutet,

*) Weiteres iiber kontinuierliche Bogentriiger enthilt eine Abhandlung des
Verfassers im ,,Wochenblatte fiir Architekten und Ingenieure, 1884
##) Man kann hierfiir auch die Annahme machen, dafls zwei unendlich nahe
Querschnitte infolge der Biegung gleich gekriimmt werden und die Stabachqe
unter gleichen Winkeln schneiden.
Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 14
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den die im Punkte C; an die Stabachse gelegte Tangente mit der
x-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems (Fig. 164) bildet, so
ist vor Eintreten einer Verbiegung des Stabes, wenn » den Kriimmungs-
halbmesser der Stabachse bezeichnet.

C,Cy=ds=—rdo; D;Dy=ds,=—(r—ov)do =ds + vdg
und nach einer kleinen Verbiegung
CiCs=ds | Ads, [/ 4,04, = — (do + Ad9),

DyDy = ds, 4 Ads,= ds |+ Ads 4 (v -+ Av) (dp -+ Ad9),
woraus, mit Vernachliissigung der sehr kleinen Grifse AvAd@ und mit
Beachtung von ds =ds, — vdo:

(86) Ads,= Ads + Avdo -+ vAdo,
wiihrend andererseits entsteht
infolge der Spannung ¢: Ads, = % a8,y
- »» Temperaturiinderung 7: Ads, = ctds,

und beim Zusammenwirken von ¢ und #:

(BT Ad e == (% -+ et) a8y,
so dals sich ergibt: :

e el Ads 4 Avdo + vAdo
i o ds 4 vde
Dividiert man Zihler und Nenner der rechten Seite dieser Gleichung
durch A2 = —d¢@, so erhilt man
-
Ad d
G ngr—m»— Ad: &
88) — et= —
(39) — A — - ,
worein zu setzen
) G
(89) Avw ZjAdv =f(et—— -'—) dv,
ml
0 0

il )
unter 4 den Koeffizienten der Querdmggverstanden; derselbe ist

fiir Schweilseisen und Flulseisen = ~-i~- bis ;;

Differentiiert man (88), um das Integral Av zu beseitigen, so ge-
langt man zu einer Differentialgleichung erster Ordnung zwischen den
3 Veriinderlichen ¢, v, ¢ und ist dann imstande, ¢ als Funktion von

v darzustellen, sobald ¢ als Funktion von v gegeben ist. Die beiden
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Ad Ad .
in ¢ noch enthaltenen Unbekannten ;Jlsi und —E—Q konnen schliefs-

lich mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen

N=(cdF, M= [cvd F
berechnet werden, unter N die Liingskraft und unter M das Biegungs-
moment filr den fraglichen Querschnitt verstanden.

Wir wollen zuniichst (vorbehaltlich einer spiiteren genaueren Unter-
suchung) den von ¢ abhingigen Teil von Av vernachlissigen und
Adv == etdv setzen; sodann wollen wir, ebenso wie beim geraden Stabe,
nur solche Tempemtumust&nde in Betracht ziehen, welche keinen un-
mittelbaren Einfluls auf die Spannungen ¢ haben.

Beim geraden Stabe wurde gezeigt, dals mit den iulseren Kriiften
(P und C) auch die Spannungen ¢ verschwinden, sobald ¢ eine Funktion
ersten Grades der Querschnittskoordinaten » und » ist; es kinnen dann
durch Temperaturiinderungen zwar beachtenswerte Formiinderungen,
aber nur im Falle statischer Unbestimmtheit Spannungen hervorge-
rufen werden, sobald niémlich infolge jener Temperaturiinderungen
dulsere Kriifte entstehen.

Es fragt sich nun:

Welchem Gesetze ¢ = F (v) muls die Temperaturinderung
innerhalb des Querschnittes eines krummen Stabes folgen,
damit auch fiir diesen mit den iulseren Kriiften die Span-
nungen verschwinden.

Wir gehen von der Gleichung

Ads, = Ads 4 Avdo |+ vAdo
aus, bezeichnen mit
¢t die Temperaturiinderung an beliebiger Stelle v,

to ” ” i == 0
20T " g V=7 €1
t2 i T ¥ O == 6

setzen, da auf den Stab keine #ulseren Kriifte wirken sollen und ¢ = 0
sein soll,
Ads, =¢etds, = —ct(r —ov) do
Ads =c¢etyds = — etyrdo
und erhalten die Bedingung
g Ade
—et(r—v)———etor—kAv—I-vh?f

Wird diese Gleichung differentiiert, so entsteht, mit Adv = etdv:
Ado
ae

90) —e(r—ov)dt = dv,
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und hieraus folgt:

e L M i L e
Pk dcp] Ty AR In(r—v)+ C

Da nun fiir v = 0: ¢t =¢, ist, so ergibt sich

1 Adg ( v)
sk gy e il g e ’
b e deo R r

Setzt man erst v = — e, und ¢ = t#,, hierauf v = - ¢; und t =+¢,,
so findet man

Lo il e,
ty =ty + — ——d:- In (1+'7:),
1 Ad e
tp - — fdfc:’ In (1—7‘) und

, e
1 Ade 1+72

fy ——ltn In p
e deo P
r

woraus sich mit der schon friither benutzten Bezeichnung ¢, — t, = At
ergibt:

Ado eAt
o ( C(rte) )
=g
und hierfiir darf, mit e, -}- ¢, = 7, stets gentigend genau gesetzt werden:
Ad
—(r:— = —cAt % 3

so dals schliefslich folgt
(91) t=t, —Atim(l——”—)-
h r

Im Falle » = oo entsteht, wegen in (1— 2)=_"7 :
" 7

(92) t=t, |- AtJ;L—,
d. i. die frither vorausgesetzte Funktion.
In der Regel werden die Ergebnisse von (91) und (92) nur wenig
voneinander abweichen. :
Indem wir in der Folge annehmen, dafs sich # nach dem durch
die Gleichung (91) dargestellten Gesetze iindert, setzen wir:

(93) Ads=ctyds und (angenihert):
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h

Um nun die durch #ufsere Kriifte erzeugten o, Ads und Ad¢ zu
ermitteln, setzen wir, indem wir ¢ =0 und mithin auch Av» = 0 an-
nehmen,

(94) Adp = — cAt % AL

Ads  Adg
AR T B W e “Aglﬂqar;EAds) v
B r—ov a5 0 ae ds /r—v’

fiihren diesen Wert in die Gleichgewichtsbedingungen ein und erhalten
die Beziehungen

ik Ads P Aqu Ads ) vdF

B j r—ov’
M Ads Ad:p Ads ) v2dF
Lo VBl ik AR | [0 B dalh
E ds /;Jd /

Aus diesen ergeben sich, wenn

(95) ﬁﬁ " _iF=2z
R

gesetzt wird, mit Hilfe der Integralwerte:

/dF /vdF—O /Liﬂvf(“ __._)dp“__

die Ausdriicke:

Ado Ads Mr Ads N M
B 11 g 100 B oo SEEY E
und es folgt mithin :
N Mg
gt o oy
Ads N
& THi )

Ado N Mr !
W:: BF  EZ’ wobei
N=N— .

»”

Fiigt man zu Ads und Adg die vorhin gefundenen, unmittelbar
von #, und At¢ abhiingigen Werte, so erhiilt man fiir den vorhin er-
kliirten: Temperaturzustand:

*) Bei der Berechnung ungleichmiilsig erwirmter Bogentriger ist die
Niherungsformel schon deshalb am Platze, weil das Gesetz, welchem ¢ folgt,
sich nie scharf angeben lilst.
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JEds'
(07) ads= 1 & etyds,
Nds ’\«Ids- ds
98 Ado — — 1 :
(98) Ado T —I— BTN 5

Im Falle » = oo ist
” e el [ e 70 __li 7Mv
2 et Z_/;; dF=J, =N, c_F+ N

N
Al xIds

ds, Ado =

'EF +e At

es entstehen die frither fiir den geraden Stab abgelelteten Glelchungen,
welche auch dann noch anwendbar sind, wenn zwar » einen endlichen,
aber, verglichen mit dem grdlsten », sehr grolsen Wert besitzt.

2) Reihenentwickelung von Z. Setzt man

so erhiilt man
Z=J+ “i"ﬁSdF_l_ ;15 vid F + ;.13/;)5d]f'+
und fiir den Fall eines beziiglich der u-Achse symmetrischen Querschnittes:
Z=J - %ﬁ‘dl’—}— :—4];;6(117‘—{— .....

Fiir das Rechteck von der Breite b und der Hohe 7 ergibt sich

bhs
mit dF = bdv und J:l—;:
i
bh® 8 i Jh*
/;;4dF= 2bﬁ4(lv= T e Y I
0
ih

bh" 3Jht
87 T (3 PR e WP Sl L e
ﬁdF__Qbﬁ 1;~7 26_7.2411sw

(99) Z= J[1+3( )_|_3( )+3()+ ]

Im Falle » =5/ wird z. B. Z=1,006J, und es leuchtet ein,
dafls bei der Berechnung der im Briickenbau und Hochbau vorkommenden
Bogentriiger stets Z=J gesetzt werden darf.

Fiir einen Kreisquerschnitt vom Halbmesser e ergibt sich in
ihnlicher Weise
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3) Arbeitsbedingungen. Berechnung statisch nicht bestimm-
barer Grofsen. Fiir die Folge sollen nur solche auf ein festes Ko-
ordinatensystem bezogene Verriickungen & und Ae der Angriffspunkte
der #ulseren Kriifte P und C in Betracht gezogen werden, welche durch
Anderungen der die Grestalt der Stabachse be-
stimmenden Werte ds und d¢ bedingt sind.
Man hat sich also entweder siimtliche Hulseren
Kriifte in Punkten der Stabachse angreifend zu
denken (wie dies in der Regel geschieht), oder
man muls eine starre Verbindung ihrer Angriffs-
punkte mit der Stabachse voraussetzen.

Um zu einem sehr iibersichtlichen Ausdrucke
fiir die virtuelle Formiinderungs-Arbeit zu ge-
langen, denken wir uns durch zwei unendlich Pig. 187,
nahe Querschnitte 7 und 77 (Fig. 187) ein platten-

formiges Stabstiick abgegrenzt und ersetzen die Spannungen ¢ eines jeden

Querschnittes durch die im Querschnittsschwerpunkte angreifende Lings-
kraft N = [cdF und ein Kriiftepaar mit dem Momente M = [cvdF.
Letzteres ist ftir den Querschnitt 7 rechts drehend. Verschiebt sich
nun, bei relativ festliegendem Querschnitte 77, der Querschnitt I im
Sinne von N um Ads, so leistet N die virtuelle Arbeit NAds, wiihrend
bei einer Drehung des Querschnittes um den Winkel A(—d¢@) das
Kriiftepaar die Arbeit — MA(—d¢) verrichtet, wobei das erste Minus-
zeichen notig ist, weil A(—d¢) die Vergrdlserung des urspriinglich
von den beiden Querschnitten gebildeten Winkels (—d@) vorstellt,
mithin der Sinn der Querschnittsdrehung demjenigen des Kriiftepaares
entgegengesetzt ist. Die virtuelle Formiinderungs-Arbeit ist fiir die
betrachtete Platte

dA,= NAds -+ MAdo
und fiir den ganzen Stab:
A4, = [NAds + [MAdg.
Die Arbeitsgleichung, welche ausdriickt, dals die von den Hulseren

Kriiften P und C geleistete virtuelle Arbeit gleich der virtuellen Form-
tinderungs-Arbeit ist, lautet

(101) ZPd+ Z2CAc=[NAds+ [MAdg;
sie gilt fiir beliebige mogliche, verschwindend kleine Verschiebungen und

mdge zunfichst mit der im § 12 entwickelten Arbeitsbedingung ver-
glichen werden. Dazu fiihren wir ein:
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N=/cdF und M = [GvdF,
erhalten
2Py -+ 3CAc=[[cdF (Ads + vAd@)
und setzen, indem wir die durch irgend einen, mittels des Zeigers a
gekennzeichneten Belastungszustand sowie durch Temperaturiinderungen
hervorgerufenen Verschiebungen 9d,, Ac,, Ads,, Adg, einfithren, nach
den Gleichungen (86) und (87):
av Ads,., A
[Ads,.,+Avde]=dV [—ZI% -+ o ]

ds., r—0

dF (Ads, +vAdg,) =

»

G, LIS
s [—E——{—at—]— 7__rf-:tdv]

0

Wir gelangen, mit der abkiirzenden Bezeichnung

[etdv
vty 0
B A 4 (r—uo)t

zu der, irgend einem nur gedachten Belastungszustande, welcher von
dem die Verschiebungen erzeugenden () durch den Zeiger b unter-
schieden werde, entsprechenden Arbeitsgleichung:

(102) P35, 4 3G Ac, =fc,, (% i e't) av;

diese hat die gleiche Form, wie die aus (28) und (31) auf Seite 78 und '
80 fiir den geraden Stab sich ergebende und als Anniherungsgleichung
fiir Bogen mit grolsen Kriimmungshalbmessern bislang benutzte Beziehung

(1083) EP&,,—}—ECAQ,:be (%’; —+ et) av,

und es geht tatsiichlich (102) in (108) iiber, sobald » = o0 also ¢’ = ¢
gesetzt wird, womit dann gleichzeitig- ¢ den durch die Gleichung (40)
gegebenen Wert annimmt.®)

Aus der tbereinstimmenden Form der Gleichung (102) und (103)
folgt tiberdies, dals die friiher fiir den Fall eines beliebig vertinderlichen e?

*) Man gelangt auch zur Gleichung (102) durch die Erwiigung, dafs die Kriifte
S=odF (Fig. 66) eine in die Halbierungslinie des Winkels (— d¢) fallende

; d sy % : : ;
Mittelkraft § 1—_—_—5—” besitzen, dals sie also die virtuelle Forminderangsarbeit

dA,vzch<Ads,.+;‘d:""vbA,p)zch(A‘;lss.,_i_ Aw )

»—u
verrichten.
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und fiir beliebige o gegebenen Ableitungen, namentlich die zu dem
Maxwellschen Satze fiihrenden Gleichungen (78), (74), sowie die Glei-
ch.ungen (80), (84), (85) auch unter den in diesem Paragraphen ge-
machten Voraussetzungen giiltig sind. >
Die weiteren Entwicklungen kniipfen wir an die Gleichung (101);
die Anwendung derselben auf die Belastungszustinde X =1, X"'— 1,
..... fiihrt, wenn diesen Zustiinden bezw. die Lingskriifte N N”,
und Biegungsmomente M’, M”, . . . . entsprechen, zu den die Be-
rechnung der statisch nicht bestimmbaren Grifsen X ermoglichenden
Beziehungen:
L'=/[AdsN -+ [AdeM
(104) L'=[AdsN"+ [AdoM"

wobel of/ o, Sl & el ) die von den Auflagerkriiften bei Eintreten jemer
Belastungszustiinde geleisteten virtuellen Arbeiten bedeuten.
Die Gleichungen (104) lassen sich auch durch die Bedingung

(s oM
~

ersetzen, unter X irgend eine statisch nicht bestimmbare Gréfse und
unter L die virtuelle Arbeit der Auflagerkriifte fiir den Zustand X = 1

verstanden.
Driickt man Ads und Ad¢ mittels der eine ungleichmiifsige Er-

. 1
wirmung berticksichtigenden, hingegen an die Voraussetzung i 0

gebundenen (xlelohungen (97) und (98) aus, so gehen die Beziehungen
(104) iiber in

N ; ’ ’
/ NW ds / I ds +/% ey —I—/s Aeig
(106) Lu ERE)} ds +/ N};&df&jﬁ +./ to N,/,d +/ At ,, 3

wobel

e N— = W= 7\"_£, N = N'"— -»l![f—r, .....
r

ist, und Gleichung (105) lautet:

N o9 M oM eAt3M
oo L—/med b EZ%de+fEt°aX /'17@7\"“’

sie lifst sich, mit der Bezemhnung
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N2ds M2ds At
(108) A¢—f2EF +/ —I—fetoNds—{— e Mds

2EZ

auch schreiben:
L

0.4;
(109) L= 2%’
und im Falle L = 0:
A; = minimum,

wobei 4; bei angenommenen Lasten und Temperaturéinderungen als Funk-
tion der zuniichst unabhiingig veriinderlich gedachten X aufzufassen ist.

Beispiel. Ein Bogentriger mit Kimpfergelenken, dessen Mittel-
linie AB ein Kreishogen ist, wird in der Mitte durch eine senkrechte
Kraft P belastet. ‘Es soll der
Horizontalschub X mit Hilfe der
Gleichung (107) unter der Vor-
aussetzung bestimmt werden,
dals ! in [ - Al tibergeht und
der Bogen gleichmiifsig um ¢
< /‘/Y erwiirmt wird.

///% » Fiir den Bogenquerschnitt
bei x < &/ ist (wenn ¢, den
Wert von @ bei # = 0 bedeutet)

P
N=——2—sincp—Xcos(p,

M :éx_-xyzfg’—(sin @ — sin ¢) — Xr (cos ¢ — cos y),

M Ik :
9&=N—1—=—7 sin ¢y — X cos ¢y,
5
B8 gl Lo T on _

AX 8P v A r (cos @ — cos @), X CoS Qg
withrend die virtuelle Arbeit der Auflagerkriifte fiir den Fall X =— 1:
E=-—1vAl
wird. Mit ds=—rde¢, {, =1¢ und Az=0 folgt deshalb bei kon-

oN
stantem E, F und Z, wenn [ ct, —,ﬁds = — ¢tl gesetzt wird:
e (P X r 0
stl —Al=—| 5 sin @ —+ X cos cpo) €08 o gz 2wfodcp
Brd g

+ o5z 2/ (6in g —sing) (cos g — cos 9,) d@

Po
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Xrd 0

TR 2(/{(coscp — 08 ©,)%do

) 4
:(2 sm(po—f—Xcoscpo)cos @0 ﬁQ%

P; 3
FZ ( sin? Po — P sin Py €08 @y + Cos @y — 1)

8 y
% S (2 @, cos® @, -+ ©, — 3 sin @, cos @,),

und hieraus ergibt sich

P[vzmn qpo—{—coq%—1—q>ocos(posmcpo(1 +F) ] 5 3 (stl_Al)
G e g i st AR

@y — 3 sin @, cos @, + 2 @, cos® @, (1 —]—»F—ﬂ)

4) Verschiebungen und Drehungen. Die Verschiebung & des
Angriffspunktes einer Last P (die auch == 0 sein kann) im Sinne von
P ist

(111) d=[AdsN+ [AdoM — L,

wobei N = Liingskraft,

M= = Biegungsmoment,

I, = virtuelle Arbeit der Auflagerkriifte
fiir den Fall, dals P=1 wird und siimtliche statisch nicht bestimm-
baren Grifsen X verschwinden, wiihrend Ads und Ad¢ demjenigen
Belastungszustande entsprechen miissen, welcher die Verschiebung
hervorbringt. Man darf auch cefzen

oC
(112) 6_/Ads _;_/M — 32 A

Die Einfithrung der fiir Ads und Adg durch die Gleichungen (97)
und (98) gegebenen Werte liefert die den Gleichungen (54) und (55)
gegeniiber zu stellenden Beziehungen

sﬁ‘ﬁl M\/Id — AT ey
(118) s_f ”f °+/szONds+fs£Mds—L,

M eM ON
T e RN Sk
b fﬁf e P +/Ez o +/ 0

wobei N=N——
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ist. In derselben Weise ergibt sich fiir die Anderung A¢ des Neigungs-
winkels @ irgend einer an die Stabachse gelegten Tangente die Gleichung

NN M
(115) Ao = 2 ds /M i /stoNds—l—/m " Mas— L,

in welcher N und M bezw. die Liéngskraft und das Biegungsmoment
fiir den Fall bedeuten, dafs an der als starre, mit dem betrachteten
Stabe fest verbundene Linie aufzufassenden Tangente und im Sinne der
gesuchten Drehung ein Kriiftepaar angreift, dessen Moment gleich , Eins“
ist, wihrend die Grifsen X verschwinden. T stellt die virtuelle Arbeit
der Auflagerkriifte fiir diesen Belastungszustand dar. An Stelle von
Gleichung (115) darf auch gesetzt werden:

2 on oM /
(1300 ks EF ¢ +/ 57 am W) et asm
At oM o0

+./€, T AP T e

wenn 9t das beliebig grofse Moment eines an der Tangente angreifenden
Kriiftepaares vorstellt. Vergl. Seite 84.

Beispiel. Es soll die Verlingerung Al der Sehne AB =1 eines
ungleichmiifsig erwiirmten krummen Stabes ohne Zwischengelenke be-
stimmt werden. Fig. 154.

Man erhilt

=N MMd
m;t;s a f—ms -|—/ ety Nds -|—/ Mds,

wobei N und M der wirklichen Belastung entsprechen, wiihrend N und

(117) Al= |-

M bezw. die Lingskraft und das Biegungsmoment bedeuten, welche
fiir irgend einen Querschnitt des Bogens durch zwei in die Gerade AB
fallende, im Sinne der gesuchten Verschiebung Al wirkende Kriifte ,, Eins“
hervorgebracht werden.

Es ist F:l-coscp, M:i-y und
e S
N=N-—- =cosq>—ﬂ,
r %

mithin ergibt sich, bei konstantem e, #,, A¢:

(118) Al—-—/ N——) (coscp——ﬁ) ]M?/ds+ tol—/ At‘/ds.

Beispielsweise ist fiir einen Halbkreisbogen, welcher die in
Fig. 177 dargestellte Belastung durch zwei Kriifte () erfihrt:

: M
= vo8 9, M= SR e 0 S
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und, wegen ds = — rd¢, bei konstantem E, Z, &:
51 —4in
3 Atr? 3
Al = — ?‘Z/COS cpdcp—{—atol—f ]L)A/costpdcp
+in +in
B At S8
; s AT
=2|:%Z/cos2qadcp+ : 7@7 jcosq;d@]-{—atozr,

0 )

.3 .
(119) Al=-20T L. (tn + At ;T

Fig. 189.

D) Die Biegungslinie. Setzt man in die im § 17 fiir die Biegungs-
linie eines einfach gekriimmten Stabes entwickelte Gleichung:
a*d _ Ade

Ad
S ¢ CP)
T dx? T dx

die durch die Gleichungen (97) und (98) fﬁr Adcp und Ads gegebenen
Werte ein, so erhiilt man (mit dz = ds cos ¢ = — rd@ cos ¢):}

N )ds‘ ]
o0y SB[ ear | (gprtos az EF
AT B R P dw ’
und es lassen sich jetzt, ebenso wie im § 17, die Verschiebungen d

mittels eines Seilpolygons darstellen, dessen Belastungsordinate

cAt N [( +”°) tgq’]
s zz(EZ B G % SN P o

ist. Sind Zwischengelenke vorhanden, so ist nach Seite 165 zu verfahren.
Fiir manche Fiille ist es vorteilhaft Gleichung (120) umzuformen in

d26_(M cAt N dy [ dx)z]
(119) gl ot s e

+4(zF )
"\EF/ dj , 4%
(L' 2

’

dz " dz
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hierbei ist f, fiir simtliche Punkte der Stabachse gleich grofs ange-
nommen.
Beispiel 1. Gesucht ist die Biegungslinie eines Halbkreisbogens,
welcher nach Fig. 189 durch zwei Kriifte @ belastet wird. Es sei ¢ = 0.
Fiir den Stabquerschnitt bei x ist

M
N=Qcos ¢, M= Qrcos ¢, a_N'——r—--—o’
S ars _ Qr
mithin I ™ o~ o

Nach § 17 stimmt die gesuchte Biegungslinie mit der Momenten-
kurve eines einfachen Balkens tiberein, dessen Liingeneinheit die kon-
stante Belastung

o SO
)
trigt, und es ist mithin die Biegungslinie eine Parabel, deren Pfeil
2rt Qrd
123 ==- =
120 a=s g g

ist, und deren Gleichung
ux (2r — x) Qra (2r — x)

£ r? 2E7Z

lautet.

Beispiel 2. Gesucht sei fiir einen Bogentriger mit halbkreisfsrmiger
Mittellinie der durch eine Einzellast P, eine gleichmiilsige Erwiirmung
um ¢ und eine Vergrofserung der Stiitzweite / um Al erzeugte Ho-
rizontalschub X. Der Querschnitt sei konstant, und an den Kimpfern
mogen Gelenke liegen. Fig. 190.

Nachdem fiir den in Fig. 189
dargestellten Belastungsfall (mit Q==1)
die Biegungslinie 4’S"B" und die Ver-
2o liingerung

E‘—— 2EZ [nach Gleichung (119)]
der Sehne A B ermittelt worden sind,
wird, genau wie auf Seite 186, mit
Hilfe des Maxwellschen Satzes
ke L3l der Wert gefolgert:

Pd + etl — Al

& ’
wobei 8 die unter der Last P gemessene Ordinate der Linie A'S’ B
bedeutet.

Fig. 190. X =
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Wegen
__ra(2r—a)

i h Glei
S T [nac eichung (124)]
ergibt sich
Sk 2EZ
I L2 Aol NP o, T ELY

mr? wrd
Bei ungleichmiilsiger Erwiirmung tritt nach Gleichung (J19) an

die Stelle von 2¢tr der Wert 2¢e# (to T A ;_L) i

Ist beispielsweise » = 12 und At= %7 so folgt ¢, 4 A¢ *;b- = 4¢,, und der
durch die ungleichmiifsige Erwiirmung erzeugte Horizontalschub ergibt sich viermal
so grols wie der im Falle ¢ = Konst. entstehende. Man ersieht hieraus, welch
grolsen Kinfluls eine ungleichmiilsige Erwidrmung oder Abkithlung haben kann.

6) Beriicksichtigung der Anderung der Querschnittsab-
messungen bei Berechnung der ¢, Ads und Ad¢. Die Differen-
tiation der aus Gleichung (86) folgenden Beziehung

g Ads Adg

5 (r—v)=—~d;— g8 PP v— Ay —et (r—o)
liefert, wenn zuniichst der Zustand #== 0 vorausgesetzt wird,
ac r—uv P Adg Adv
P B i R
worein zu setzen :
Adv G
dv ~ mE

de G Ade E

— — S M-, SRRSO

dv n —. v de r—v
und hieraus durch Integration™)
(&} 1 Ado

g =—
r—of " de
wobei C die Integrationskonstante bedeutet. Fiir »==0 soll sein:

1

G Ads
Ll T und es folgt daher
*) Einer Differentialgleichung dZ — yF(x) + Fy (x) =0 entspricht das

Integral :

y:(efF(x)d‘” ) (C_fpl(x)e—fF(x)d:c dz)-
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$ 1 A
) i :=~g d(P E, mithin
ds w do
O B (208 o e R SR
ds pu do
G 1
E—=a+s( O
L J 1.——7
3
wobei
SOOI SO ... WS R A
m-+1 do ds

Die beiden Gleichgewichtsbedingungen
N=/cdF und M= [ovdF

gehen iiber in

s S

und liefern, mit den Bezeichnungen:

f1 i fldj) _f(—fd—F)—

die Werte

IR AN st e %
ﬂ_EK2i" TR

weshalb sich fiir die Spannung ¢ der Ausdruck ergibt

N M 1 K,
e o PRI G &

e\t
=
A
derselbe bleibt bei Eintreten einer wungleichmilsigen Erwirmung un-

getindert, sobald ¢ dem durch die Gleichung (91) gegebenen Gesetze folgt.

Bestimmt man noc dd(:) ln»%i{ und -éﬁ' =a —{— B und

fiigt zu diesen Werten die fiir jene unglelchmdfmge Brwirmung auf
Adg

! ; Ad
Seite 212 und 213 nachgewiesenen Beitriige 717} = ¢f, und 9

= —cAt —; , 80 gelangt man zu



SRR i,

Ads N M K,—F
Sl Er_”EF;- R

(126) Ade m—{—l W r
b EI' G | b

Fiir ein Rechteck von der Breite b und der Hohe % ergibt sich
beispielsweise, wegen dF = bdv:
]{1 L ]v'~;;- (ATH] K2 == I”——;;— ((.\)1 it (1)2), wobei
; 1 e

e Ao A2l

Ist » =5k und m = 3, so erhilt man w, = 0,201042, w, = 0,200148,

Bl 5w, = 1,005210, » K, = 25 Fh (0, — w,) = 0,022 85b A2,

F
N M 1
; — —1,005 240

wi T 0,022 35 bh? e T
v 4
Ve-3)
v

und fiir v = }h bezw. v = —}h:

o=

N M N M
Gx—b—h+6,514 W, O'._.—’b—h 119 ’biﬁ 8
Die Anwendung der Gleichung (96) hiitte mit Z = 1,006J geliefert:

N. e AN N M
gy -——1)7"*—6,427 W’ G,_ﬁ 5623 yE
und die fiir den geraden Stab abgeleitete Gleichung (40):

5 N Al* M
h2’ *=bn b

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 15
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Abschnitt II1.

§ 22.
Drehungsfestigkeit.

1) Spannungen. Wird ein gerader Stab durch Kriiftepaare be-
ansprucht, deren Ebenen die Stabachse rechtwinklig schneiden, so besitzen
nur die in den Querschnitten hervorgerufenen und in der Folge mit ©
bezeichneten Schubspannungen einen wesent-
lichen Einflufs auf die Formiinderung. Auf
jeden Querschnitt wirkt ein Moment M, welches
das Drehungs- oder Torsions-Moment
genannt wird und -gleich der algebraischen
Summe der Momente der zwischen jenem
Querschnitte und dem Stabende angreifenden
Kriiftepaare ist.

Fig. 191.

Ist der Querschnitt ein Kreis vom Radius e, auf welchen Fall
die folgenden Untersuchungen beschriinkt bleiben mdgen, so ist die in
irgend einem Punkte C (Fig. 191) auftretende Schubspannung <© recht-
winklig zu der von C nach dem Kreismittelpunkte S gezogenen Ge-
raden, deren Liénge SC==yp sei, und es verhiill sich, wenn 7, den
Wert von 7 fiir p = e bedeutet, :

— -

b i m==tl e
Das Gleichgewicht zwischen den inneren und &#ufseren Kriiften
verlangt:

M,,zfp:dl«':%*/pﬂdﬁ',

wobei das Integral iiber den ganzen Querschnitt auszudehnen ist, und
es ergibt sich, wenn

(127) [e*dF =J,

gesetzt wird,
Mge Mgp
(128) =, =—2 T ,
(128) = Fi und ¥
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2) Drehungswinkel. Der von irgend einem auf der Stabachse
angenommenen Ausgangspunkte 4 um s entfernte Querschnitt D wird
sich gegen den bei s - ds gelegenen Quer-
schnitt D; um einen Winkel d% drehen, und
hierbei wird sich der Angriffspunkt C der
Schubspannung T gegen den gleich gelegenen
Punkt C; des Querschnittes D, um pd?¥ ver-
schieben. Ist C’ die neue Lage von C und
setzt man

i Z C’Cl C= s Fig. 192.
so folgt C'C = yds, und es ist mithin pd® = yds, woraus sich
ds
A=y —
p

ergibt. Man nennt v die Gleitung im Punkte C; sie ist der Spannung ©
proportional und durch

T

gegeben, wobei G den Gleitmodul (Schub-Elastizititsmodul) bedeutet.
Der Ausdruck fiir d3 geht nun {iber in
Tds M,ds
(180) d¥=—= g
Go GJ,
und die Drehung des Querschnittes D gegen einen um s von ihm ent-
fernten Querschnitt wird

M, ds
181 e, FRE
(181) % aJ, )
0
Zwischen den beiden Elastizititsmoduln £ und G besteht die Beziehung
ml
132) @G=—F-—"—
T

1 ;
wenn o den Koeffizienten der Querdehnung bedeutet. Fiir Metalle ist

m=—38 bis 4.

3) Die Arbeitsgleichung. Da man alle in einem Querschnitte
wirksamen Schubkriifte zu einem Kriiftepaare vereinigen kann, dessen
Moment den absoluten Wert M, hat, so ist die virtuelle Arbeit dieser
Schubkriifte bei einer Drehung des Querschnittes um einen beliebigen
Winkel d% (wenn der um ds entfernte Nachbarquerschnitt relativ
fest liegt:

*) Ist der Stabquerschnitt kein Kreis, so tritt nach Saint-Venant (Comptes

P! " 4
rendus 1879, Band 88, Seite 144) an die Stelle von J, der Wert —F‘—I—, wobeli,
x
geniigend genau, x = 40 gesetzt werden darf. p

15*
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d4,= M9,
und es ergibt sich die virtuelle Formiinderungs-Arbeit des ganzen Stabes

4, == [M,d?.

Die Arbeitsgleichung lautet mit den auf Seite 22 erklirten Be-
zeichnungen P, C, 3, Ac:
(183) =P34 2CAc=[M,d%>

sie gilt im Falle des Gleichgewichtes zwischen den iufseren und inneren
Kriften fiir beliebige, verschwindend kleine, zusammengehdrige Form-
inderungen und kann in derselben Weise wie die entsprechenden Arbeits-
gleichungen der Abschnitte I. und II. benutzt werden, um statisch nicht
bestimmbare Gréfsen X und Verschiebungen 8 zu ermitteln. Die teil-
weise Differentiation von Gleichung (133) nach einer Grifse X oder
einer Last P fithrt zu den Beziehungen

oM, ' M, oM,
(184) L—] 4= GJ], X ds und
e\ [,; @C /’\«L, 'cWId ’ OC
pa— A e
{485) | B, ./ 8P,,, GJ; R, el EP

wobei die Lasten P und die Grofsen X als unabhiingige Veriinderliche
aufzufassen sind. L bedeutet, wie friiher, die virtuelle Arbeit der Auf-
lagerkriifte fiir den Zustand X = 1.

4) Zusammensetzung von Drehungs- und Biegungs-Festigkeit.
Die Gleichungen (184) und (185) eignen sich besonders fiir die Be-
urteilung des Einflusses der Drehungsmomente in Fillen gleichzeitiger
Beanspruchung auf Drehungs- und Biegungs-Festigkeit, namentlich fiir
die Untersuchung von Stéiben kreisférmigen Querschnitts, die bei beliebiger
Gestalt der Mittellinie durch irgendwelche Kriifte belastet werden.

Ist die Mittellinie des Stabes eine Kurve doppelter Kriimmung, so
beziehe man den Querschnitt auf rechtwinklige Koordinatenachsen (u, v)
und lasse die v-Achse mit dem Kriimmungsradius (d. h. also mit der
Hauptnormale) zusammenfallen; die u-Achse steht dann senkrecht zur
Schmiegungsebene und deckt sich mit der Binormale. Nun denke man
den Stab durch den fraglichen Querschnitt in zwei Teile zerlegt, ersetze
die Mittelkraft R der auf den einen der beiden Teile wirkenden Hulseren
Krifte durch die aufeinander senkrechten Seitenkriifte:

N (Liingskraft) senkrecht zur Querschnittsebene,

Q. (Querkraft) parallel der u-Achse,

@» ” ” » v-Achse
und bestimme die von der Kraft R ausgeiibten Momente:

M;, in Bezug auf eine zum Querschnitte senkrechte Achse,

11 ot S ,, die u-Achse,

RS 5 s -Achse.
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Infolge von N und M, entsteht nach § 21, Gleichung (96) in
irgend einem Querschnittspunkte (u, v) die Spannung

N Mo r
G_AF pie Z r—yp’
wobei
9 e B e
i
Lt 3(«3)2 3 5(e)4 7) ( ) ]

Z—J[1+6 r +'6,"8 s 10 i

J —'ICT:_' F = me?, e = Halbmesser des Kreisquerschnittes,

» = Krtimmungshalbmesser der Mittellinie,

withrend die durch das Moment M, erzeugte Spannung ¢ mittels der
fiir den geraden Stab entwickelten Formel

M, u

J

zu berechnen ist, da die Schmiegungsebene drei aufeinander folgende
Punkte der Mittellinie enthiilt.

Zu der gesamten Lﬁngespannung
M M,u
(136) o= + el dl }"

Z r—uvw

A

tritt noch eine Schubspannuug, welche mit der hier als zulissig an-

genommenen Vernachlissigung der von @, und (), abhiingigen Beitriige

gleich

My _ Map

e % 0k :

ist, und es ergibt sich hiermit die Inanspruchnahme an der Stelle (wv):

i STl T

g ‘1_n2—{7;1 Vo? 4 42,
Hinsichtlich der Vorzeichen der von den #ulfseren Kriiften abhiingigen

Werte gilt folgendes:

Das Moment M, ist pos1t1v, sobald es den Kriimmungshalb-
messer 7 der Stab-Mittellinie zu vergrifsern sucht; der Kriim-
mungsmittelpunkt muls hierbei auf dem positiven Teile der
v-Achse liegen, vergl. § 21.

Das Moment M, ist positiv, sobald es bestrebt ist, auf der
Seite der positiven w-Achse Zugspannungen hervorzubringen.

Die Liingskraft N ist positiv, sobald sie den Stab an der
betrachteten Stelle zu zerreilsen trachtet.

Das Vorzeichen von M, ist gleichgiiltig, da in % die Schubspannung ©
nur im Quadrat vorkommt.

BT %=

(188) k="
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Statisch nicht bestimmbare Grolsen X lassen sich (fiir den in der
Folge vorausgesetzten Zustand ¢==0) mit Hilfe der aus (53), (107)
und (134) sich ergebenden Arbeitsbedingung

‘M, oM,
BERRO = EF' ’()X S+/ iz aX ds+j ZJ ax ®
‘M, BM,
Tl en ax ot

ermitteln, und zur Bereohnung von Verschiebungen 8 kann die Gleichung

M, oM M, oM,
140 6,,—/ _1_/ ) +f kTS
(+40) EF ’éP,,, 43 EZ °P, o EJ ©oP, e

oM, il
+/'ch T AL o

benutzt werden.

Aufgabe 1. Ein Ring von konstantem Querschnitte und kreisfsrmiger
Mittellinie (Fig. 193) wird bei 4 durchgeschnitten und unmittelbar zu
beiden Seiten der Schnitt-
stelle von zwei entgegen-
gesetzt gleichen, zur Stab-
ebene rechtwinkligen Kriif-
ten P ergriffen. Es soll
angegeben werden, um wie-
viel sich der Ring, dessen
Querschnitt ein Kreis vom
Halbmesser e ist, bei 4
offnet, und wie grofs seine
Beanspruchung ist.

Bedeuten y und « die
von A auf eine beliebige
Tangente und den durch ihren Beriithrungspunkt gehenden Halbmesser
gefiillten Lote, so entsteht in Bezug auf die in die Stabebene fallende
v-Achse jenes Querschnittes das Biegungsmoment

NMis==CF

Das Drehungsmoment ist

M; = Py
und die gesuchte Offnungsweite:

M, oM, M, BN,
i 2/EJ 0P ds+2/GJ,, 7
0 0

Mit Riicksicht auf

Fig. 193.
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oM, oM,

EJ m 1
== =1 i —
@GPy s g P

1 e

»

(/ 246 + 2 / )

m
folgt:

gt _,/ sin? pdg + 1 /(1 cos 9)*d9)
o T (14-33ﬂr =}
und beispielsweise fiir m = 3, mit J = ﬂ:i:
20 Pr?

T he

Die Inanspruchnahme des Ringes ist nach (138) mit m = 3:
k —-~——c—i——~ Vol + 4t

worein zu setzen:
el i__flﬂjmcp : -C:,M"e =;4W]jr(1 —scos Q)
J el i Te

W s —
Bs folgt k= 7377te73' (sm @ -2 Vsin? ¢ 4 (1 — cos (p)’)
vk AP ( . ' j{) ;
=7 (8 P - 4 sin :
Dieser Wert wird am grofsten fiir ¢ = 137°4" und zwar ergibt
sich hiermit

Pr.
48 %

Aufgabe 2. Ein Stab 4SA4 (Fig. 194) mit halbkreisformiger, in
einer wagerechten Ebene gedachten Mittellinie und konstantem Quer-
schnitte ist an beiden Enden fest eingespannt und mit einer Kraft 2 P
belastet, welche in der zur Stabebene senkrechten Symmetrieebene liegt,
mit der Stabebene den Winkel o einschliefst und auf der im Halbierungs-
punkte S des Kreisbogens zur Stabebene errichteten Senkrechten die
Strecke SB = ¢ abschneidet. HEs soll die Inanspruchnahme des Stabes,
dessen Querschnitt ein Kreis vom Radius e ist, ermittelt werden.

Wir denken den Stab bei S aufgeschnitten, nehmen an jeder Stab-
hiilfte die Kraft P an und ersetzen die in der Schnittfliiche bei S wirkenden

*) Vergl. Grashof, Theorie der Elektrizitit und Festigkeit. Berlin 1878,
Seite 296.

Fnae = 1,869
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inneren Krifte durch ihre Mittelkraft H. Wegen der Symmetrie des
Belastungszustandes ist H parallel der in S an die Stabachse gelegten

Fig. 194.

Tangente 7'T'; sie habe von der Stabebene den Abstand b, wiihrend
die Entfernung ihrer Projektion auf die Stabebene vom Punkte S gleich
sein moge, und es werde gesetzt
H o= i ==l
Nach Zerlegung von P in P’ = P cos &
und P”== Psin o ergibt sich fiir einen be-
liebigen Querschnitt D (vergl. Fig. 195, in
welcher die auf eine Stabhiilfte wirkenden
Kriifte auf die Stabebene projiziert sind):
die Lingskraft N = H cos ¢ |- P’sin ¢,
Fig. 195, das um die zur Stabebene senkrechte
u-Achse drehende Biegungsmoment
M,=Prsing—H(r -+ a—rcos9p)
= P'rsin @ — Hr (1 — cos ¢) — M,
das um die in die Stabebene fallende v-Achse drehende Biegungs-
moment (nach Zerlegung von H in Hcos ¢ und H sin @)
M,=—P'rsin¢g — P sin¢-c— Hcos @b
= — (P"r + P'c) sin ¢ — M, cos ¢
und das um die in D an die Stabachse gelegte Tangente 7' 7'
drehende Torsionsmoment
M, = P"r (1 — cos ¢) — P’c cos ¢ - M, sin @.
Sind nun H, M;, M, bekannt, so vermag man fiir jeden Punkt
u, v des Querschnittes die Spannungen ¢ und =, sowie die Inanspruchnahme
k mit Hilfe der Gleichungen (186) bis (188) anzugeben, worauf der stets
einem Umfangspunkte entsprechende Wert #,,. berechnet werden kann.
Die statisch nicht bestimmbaren Grofsen H, M,, M, lassen sich
mittels der Bedingung
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892 / oM,
= M, e 4
EF/SE @X E @X EJ /M” aX
oM, .
GJ >/‘M-,] ds,
in welcher " =N— " =H —l— —— ist, berechnen; man hat nur

ndtig, fir X der Relhe nach H, M1 und M, zu setzen, um drei
Gleichungen mit drei Unbekannten zu erhalten.

Zuniichst sollen die in Jenen drei Gleichungen vorkommenden,
zwischen den Grenzen 0 und 47 zu nehmenden Integrale gesondert
berechnet werden. KEs ist, mit ds— rdo:

e

oH
4 T /S on _( M\
oM, '’ OJE ds-_ o r )2’
aMw
e
5 F r( cos @),
i i

fM oM, . — —/[P’rsinq; — Hr (1 — cos ¢) — M, ]2 (1 — cos ¢) dep

T p(=lg (]

T

)
/[P r8in @—Hr (1—cosp)—M, ]»d o

“aM
P'— H( -—1)————
oM,

ah v
?ﬁMg-:_'cos@’/M ;LWF(JI -——I—/[(P ¢ P"r) sin@ - M, cos ] » cos 9 d @

=—1(P'c + P'r+ M, —2—>,
47
———smq)/M,, ds=/[P"r(1—cos@)—l)'ccos@ + M,sing]7singd ¢
0

o o (1’"9' — P+ N, I?) ,
und es lautet daher die obige Arbeitsgleichung
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fir X=H:
1 ;Il) b (37c Ml(n: )7)
= e S e ) S O
EF (H+ . 2 EZ l 2 e 4 P* X 2

fir X = M,;: '
st Ml)‘it i | (7: ) Mlﬁ]

Kol —H = —1)— L= =0,

EF (H+ A ] e 2 r 2 |

FO X Mt

” T
A -+ + M, -+ P'r — M, —)=o.
QEJ (P” By . ) 2(1J( gyt 2) X

Setzt man zur Abkiirzung

Z
1 =T o
Fh Fre ¥
E 1
und beachtet, dals ,J g it Bl L ist, so ergeben sich aus den drei
GJ, m
Bedingungen die Werte:
4 —umw
= 2PCOSG—X?2—__—§,
1 s
M, zgprcmy_i_i_i,
xw?—8
" Pe cos o
M, = 2m+ir——P1 sin o

Die gestellte Aufgabe 1st hiermit gelost.
Ist die Last 2P parallel zur Stabebene, d. h. ist o = 0, so er-

gibt sich
4— %1 x+1)T—6 2 Pe
—9p- " M, =Prt e My—— ..

- gl et fadi e P 2m+1

H und M, sind unabhiingig von c¢; beide Werte hiitten mit Hilfe
der im § 21 fiir den einfach gekriimmten Stab gegebenen Gesetze ent-
wickelt werden konnen.

Ist die Last 2 P senkrecht zur Stabebene (o == 90), so ergibt sich

o Wy, T
T

Fiir eine beliebige, jedoch in Bezug auf den Halbierungspunkt S des Bogens
AS A symmetrische Belastung erhilt man

N=F M, = F,(P)— Hr (1 — cos ¢) — M, ;

M, = Fy(P) — M, cos ¢; Mg = Fy(P)-} M,sin ¢,
wobei F(P), Fy(P), F;(P), Fy(P) gegebene Funktionen der Lasten sind. Die
nach H, M, und M, gebildeten teilweisen Differentialquotienten der Grifsen
N, My, M,, Mz behalten die oben angegebenen Werte, und es ergeben sich daher,
wenn der Reihe nach X=H, X =M;, X=0NM, gesetzt wird; die Bedingungen:

rS
I o= E%d /EMZ(I—QOSCP)(IQ
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o, g? dQ MM«
() 0'/3'1«*—,-—'sz do

M, Mgy .
(111) 0=[E7-coscp(lq9—/?;781ncpd<p,

in denen alle Integrale zwischen den Grenzen 0 und 4w zu nehmen sind.

Fiir den Fall, dafs alle Lasten, die teils senkrecht zur Stabebene, teils in
dieser Ebene wirken mogen, in Punkten der Stabachse angreifen und der Quer-
schnitt des Stabes, desgl. E und G konstant sind, lifst sich Gleichung IIT noch
wie folgt vereinfachen.

An einem Stabstiicke ds wirken, um die Tangente 77 7, drehend, die
Momente M,d¢ (gewonnen durch Zusammensetzung der auf die Endquerschnitte
des Stabstiickes wirkenden Momente M, und M, + dM,) und dM; (Unterschied
zwischen den auf jene Endquerschnitte wirkenden Drehungsmomenten), und es
erfordert das Gleichgewicht das Bestehen der Beziehung:

M,d¢ + dMa=0.
Verbindet man diese Gleichung mit der durch teilweise Integration ge-
folgerten:

b‘.l *;’l }7'
fM,; sin pdo = — lMa cos @ —l—{cos ©odMg
0 0

und beachtet, dals ¢ =0 und ¢ = }w bezw. liefern: Mz=0 (wegen der Sym-
metrie des Belastungszustandes) und cos ¢ =0, so erhilt man

b 37
fM,z sin @dgp = —fM,, cos pd @,
0 0

und es geht deshalb (bei konstantem E, J, G, Jp) Gleichung (III) iiber in

in
(ITTa) | M, cos pdp = 0;

0

sie gilt fiir Stibe mit beliebig geformtem, jedoch in Bezug auf die »-Achse
symmetrischem und konstantem (Querschnitte.

§ 24.
Gesetze fiir beliebige isotrope, feste Korper.

1) Arbeitsbedingungen. Im Inneren eines festen Korpers, dessen
ulsere und innere Kriifte miteinander im Gleichgewichte sein mogen,
sei ein Parallelepipedum abgegrenzt, dessen Kanten den Achsen eines
rechtwinkligen Koordinatensystems parallel sind und die anfiinglichen
Lingen dz, dy, dz haben.

Die Spannung in der zur z-Achse senkrechten, den Punkt (z, v, 2)
enthaltenden Seitenfliche dydz sei in die Seitenspannungen
6., parallel der z-Achse und positiv, wenn im Sinne von (— ) wirkend,
Tays I » y-Achse ” ” ” ’ ” (= .7/) Y iy
Tazy 9 y» 2-Achse W o g5 ) " s 2) O



zerlegt, und in gleicher Weise miogen die Spannungen in den dem
Punkte O anliegenden Seitenflichen dzdz und dady durch ihre Seiten-

Spannungen
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gegeben werden.
spannungen.

Die ¢ sind Zug- oder Druckspannungen, die T Schub-

Wird die Momentensumme aller auf das Parallelepipedum dadydz
wirkenden Kriifte in Bezug auf die der y-Achse parallele Schwerachse

Y
'uu
oK .l; dxd-y
dx
it il oD f—
lf‘dxdy
3
..g
N
Fig. 197.

des Kbrperteilchens gleich Null
gesetzt und hierbei davon abge-
sehen, dals sich die Spannungen
in gegeniiberliegenden  Seiten-
flichen um Differentiale unter-
scheiden, weil die Beriicksichtigung
dieser Unterschiede zu unendlich
kleinen Grofsen der vierten Ord-
nung fithren wiirde, welche gegen
die der dritten Ordnung verschwin-
den, so erhiilt man (mit Hinweis

auf Fig. 197, in der die Projektion des Parallelepipedums auf die
(2x)-Ebene dargestellt ist) die Gleichung:

(Tedwdy) yz2 = (v, dyd2) de,
und hieraus und aus #hnlichen Momentengleichungen fiir die der 2-Achse
und z-Achse parallelen Schwerachsen des Korperteilchens folgt

sz

@z

y sz=

Yz Ta:y b Tyz,

weshalb die kiirzere Bezeichnung eingefiihrt werden soll:

To= Ty: = T:y; Ty = Tew = Trey T = Try = Tyx;
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wobei zu merken ist, dals
e loday e, | gy de.

Andern sich die anfinglichen Liingen dx, dy, dz um Strecken
Adwz, Ady, Adz, so leisten die von den Spannungen ¢ herriihrenden
Krifte o,dydz, ¢,dedx, c.dxdy die virtuelle Arbeit

dd,= o, dydzAdx - ¢, dedxAdy + o, dxdyAdz
Adx Ady Adz
—(61 "y —|—<7y—d!/ -+ G T )dxdydz
und hierfiir kann, wenn die in der Folge Dehnungen genannten Ver-
lingerungs-Verhiiltnisse mit
Adx _ Ady . Adz
o NP T T S dy ’ dz
bezeichnet werden und der Inhalt des Korperteilchens dadydz = dV
gesetzt wird, geschrieben werden
dA,= (6,6, 0,6, 1 0.6.) d V.

Gleichzeitig mit den Dehnungen entstehen Winkeliinderungen, und
es sei, mit Bezugnahme auf Fig. 192:

Y. die Anderung des Winkels Y0 Z,
YRR ' A N Z0OX,
4o ” H) i Xo0vY.

Man nennt Y., 7Y,, Y. die Gleitungen im Punkte xyz; sie seien
positiv oder negativ, je nachdem sie Verkleinerungen oder Vergri[serungen
der Winkel Y07, ZOX, XOY vorstellen.

Infolge der Anderung des' Winkels YOZ um v, verschiebt sich
die Fliche Y0 im Sinne OZ gegen die Fliche 0Y" um vy,dy, wobei
die in YO wund senkrecht zu dx wirksame Schubkraft t,dzdz die
virtuelle Arbeit t,dadzvy,dy leistet, oder es verschiebt sich die Fliche
Z0 im Sinne OY gegen die Fliche 0Z um die Strecke Y.dz, bei
welcher Bewegung die in Z0 und senkrecht zu dx wirkende Schubkraft
t.dxdy die Arbeit T.dxdyy,dz verrichtet. In beiden Fillen ent-
steht die virtuelle Formiinderungs-Arbeit:

dd,= T, Y.dxdydz = T, Y4V,
und ebenso ergeben sich die den Winkelinderungen vy, und 7y, ent-
sprechenden virtuellen Arbeiten
Ty Yy @V und T.v.dV,

so dals die gesamte virtuelle Formiinderungs-Arbeit der an den Seiten-
fliichen des Parallelepipedums angreifenden Kriifte gleich

(czea: _i— G,€y, —l_ G.€. —l— TaYa + Ty + TzYz) av
wird und diejenige siimtlicher inneren Kriifte des Korpers:

(141) A4,= [(0,e. 1+ 0,8, + 6.e. + ©.¥, + 7,7, + TV AV

Setzt man nun 4, gleich der von den iiufseren Kriiften geleisteten
virtuellen Arbeit, so erhiilt man die Gleichung
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(142) SPd+ Z2CAc=[(6,8,+ 6,6, + 6.6.+ TVt 7,7, + T.7)dV;
sie gilt fiir beliebige durch einander bedingte Hulsere und innere Ver-
schiebungen d, Ac, €., €,, €, Yz, Y, Y., wenn diese nur klein genug
sind, um als verschwindende Grofsen aufgefalst werden zu diirfen. Zu
den #Hufseren Kriiften gehoren aulser den in Punkten der Oberfliiche
angreifenden Kriiften, die auf die Massenteilchen wirkenden (z. B. die
Erdanziehung, Ergiinzungskriifte der relativen Bewegung) und, wenn
Teile des Korpers aufeinander reiben, die an den Beriihrungsstellen
wirksamen Reibungswiderstiinde.

Nehmen wir nun an, es sei gegliickt, die nach bestimmten Rich-
tungen wirkenden Seitenkriifte C der Stiitzenwiderstéinde, sowie die
Spannungen ¢ und T in der Form

C=0 +-0X +0'X" 40"X"+...

6o =0,+ X +o X+ X" "+...

Gy = Gy 1+ Gy,X/ e Gy”X” e Gmem e

6=20,+6X +06 X+ "X"+...

T =Teg F+ T X F T X AT X+

=1+t X +1, X +1X"+...

T e Tty +r X 42X 4"X"+..
als geradlinige Funktionen der gegebenen Lasten P und gewisser, sta-
tisech nicht bestimmbarer Griofsen X herzustellen, wobei nur die mit
dem Zeiger 0 behafteten Werte von P abhiingen sollen, und wenden
die obige Arbeitswleichung der Reihe nach auf die friiher erklirten
Zustinde X =1, X' = .. an, so ergeben sich, da die Kriifte ¢’
mit den Spannungen ¢ und 7/, die ¢” mit den ¢” und v im Gleich-
gewichte sind, die bei gegebenen Ac, ¢,, &,, €, Y., Y,, Y. zur Berech-
nung der X ausreichenden Bedingungen
2C Ae=[(0s 80y 8+ 0 8t Tu Tet Ty Kok T TdOF
30" Ac=[(0 e 5, ¢, + 0. e Y 5, Y, 7. 1) AV

0T e 4

86 00, 07,

ersetzen, in welcher X irgend eine statisch nicht bestimmbare Grifse
und L die virtuelle Arbeit der Auflagerkrifte fir den Zustand X = 1

(148)

dieselben lassen sich auch durch die eine Gleichung:

bedeutet, wiihrend die Differentialquotienten 98-;(- und %{ die Span-

nungen ¢ und < fiir jenen Zustand vorstellen.
Die Verschlebung D, des Angriffspunktes m einer Last P, wird
(145) 3, =[(.e. + 9,5 + 0.6, + %ov. + 7,7, + T.Y.) 4V — 30Ae,

wobei c < und C diejenigen Spannungen und Auflagerkriifte sind,
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welche mit einer Last P, = 1 im Gleichgewichte sind. Man darf
hierfiir auch setzen
0o,

Nl 3 e 0%, 0%
(146) 5m —f BI’ + _/ aP' +°: '@P,,, +’Y.r aPm —{_Y'I aPm

% ) o1,
I e, s L)
T3P, T d

welche Gleichung durch teilweise Differentiation der Arbeitsgleichung
nach der Last P,, bei als Konstanten betrachteten willkiirlichen Form-
tinderungen, d, Ac, €, €,, €, Yer Yy» Y- geWonnen wird.

2) Einfiihrung der durch Spannungen und Temperatur-
inderungen verursachten Dehnungen und Gleitungen. Wir wen-
den jetzt die Gleichungen (143) bis (146) auf die wirklichen Dehnungen
und Gleitungen an und beschriinken uns hierbei auf den isotropen (d. h.
in allen Punkten gleich beschaffenen) festen Korper mit spannungslosem
Anfangszustande.

Die Seite dx des betrachteten Parallelepipedums erleidet, wenn
Adx (o]
= - T wiithrend
Adzx
dx

die Spannung o, allein wirkt, die Dehnung

eine Anderung der Anfangs-Temperatur um ¢ erzeugt:

Ads o
und infolge von ¢, und o. entsteht: - d.:L:_J—_{__y’ wolbel 1
' m

=i

den Koeffizienten der Querdehnung (= 1 bis 4 fiir Schweils- und Flufs-
eisen) bedeutet. Beim Zusammenwirken aller Ursachen ergibt sich die

Relng A ;j gL ”—LZG - ¢¢ und ebenso
oF o, -} .
147 o A ’
( ) Sy E mE + Et,
% _ G%-+to,
g i | T t
! E ‘mE X
withrend die nur von den Schubspannungen abhiingigen Gleitungen
S S I P
(148) Y"_G,Y!’—G’Y:——G'
sind, wobei
PR N L
2 (m—+1)

den Schub-Elastizititsmodul bedeutet.
Die Gleichungen (144) und (146) gehen nach Einsetzen der vor-
stehenden Werte der Dehnungen und Gleitungen iiber in

(149) L =04

X und




= 2AQT e

0A oC
(150) 9, = 'aP‘ —‘\:'617 Ac, wobei

1 e
Al

+';/&T3+T,2,+T§)‘(G -+ (0, + o, -+ o) etdV.

Im Falle £ = 0 ergeben sich die Gesetze:

é ) | av
O iy Bl - (9,0, + 0.0, + 0.6, B

(MBS D F T == AéAA_ und

0X
04 oC
(153) 8”—‘87])'"—371):' AC, wobei

2 2 2 | av
Lo + 6; + Gg i3 m (c.zc: + 0.0, + cz‘cg/) T

rg-
(154) A=2/

i A T W)
+gfE gD G

A bedeutet die wirkliche Form#nderungsarbeit, wie aus der
folgenden Entwickelung hervorgeht.

Die Arbeit, welche die an.den Korperteilchen wirkenden Kriifte
leisten, wiihrend die im Entstehen begriffenen Dehnungen und Gleitungen
um die Werte de,, de¢,, de., dY., dY,, dY. zunehmen, ist nach den
Entwickelungen unter 1):

(0.de, + o,de, + o.de, + w.dY. + 7,47, + T.dY.) AV,
worein zu setzen

1] it 1
de, = —=|doy —— do,—— da, |,
1 m ’ m
1 1 il
dey = —| do, — —do,——da, |,
[1 m m !
i [ 1 1 il
ds,:i da, arher dq,—Tn— da, |, also
, i " B
c.de, 4 o,de, + o.de, = & 0,46, + ¢,d6, + 9.da.
1 X, p—
e d (6,6, -+ 0.6, + 6.9,
A dy, == o s e et —1;
un Yo' = G 2z (y-—ﬁ ‘L'y, 'Y,—-?}- T

Integriert man diesen Ausdruck bei von O aus wachsenden Span-
nungen, so erhilt man fiir das Kbrperteilchen die gesamte Form-
inderungsarbeit



— 241 —
[ a,
| & +5+
R L %2
i i e i
und hieraus folgt dann fiir den ganzen Korper der durch die
Gleichung (154) gegebene Arbeitswert A.*)

Im Falle t=0 und L = 0 entstehen aus (152) und (153) die
Castiglianoschen Siitze:

1) Die statisch nicht bestimmbaren Grifsen X machen die
Formiinderungsarbeit A, welche als Funktion der zuerst unab-
hiingig verdnderlich angenommenen Werte X darzustellen ist, zu
einem Minimum.

2) Die Verschiebung des Angriffspunktes m einer Last P,
im Sinne von P, ist gleich der nach P, gebildeten teilweisen
Abgeleiteten der Forminderungsarbeit A.

Bei der Ausfithrung der durch die Gleichungen (150) und (153) vor-
geschriebenen Differentiationen diirfen simtliche Grifsen X als Konstanten
aufgefalst werden. Man gehe gewissermassen von dem allgemeineren
Falle willkiirlicher Werte X aus, wende also die Gleichung (150) und
(153) (wie in den Abschnitten I und II) auf den statisch bestimmten
Haupttriiger an. Die Auffassung der X als Funktionen der Lasten P
fithrt, wenn die Bedingungsgleichungen (143) beriicksichtigt werden, zu
denselben Ergebnissen; der (iibrigens iiberfliissige) Beweis hierfiir kann
ihnlich gefithrt werden wie beim Fachwerke. Vergl. Seite 75.

3) Der Maxwellsche Satz. Wir nehmen an, dafs die dem
spannungslosen Anfangszustande entsprechende Temperatur ungetindert
bleibt (¢ = 0) und die Auflagerwiderstiinde bei eintretenden elastischen
Verschiebungen keine Arbeit leisten (Ac==0). Den von beliebigen
Belastungen P, ergriffenen Korper denken wir durch drei einander
rechtwinklig schneidende Flichenscharen in unendlich kleine Teilchen
zerlegt, in deren Seitenflichen nur Normalspannungen auftreten, welche
dann Hauptspannungen heifsen und mit ¢,", &,", o;" bezeichnet. werden
sollen. Die entsprechenden Dehnungen sind, wegen ¢==0

a? 1

™ g (6,0, 4+ 0.0, + c,c,)JdV

1
dd=—
o

’ ’ 1 ’ ’ 1
"-1:_‘51—;;(‘72 —+ ;") 51
’ ’ 1 ' 4 4 1
(155) € = | 92 e (65" 4 0,) |+
, R v PR 1
L RpE 453 e (6, + o5 )_ T’

die Gleitungen sind = 0.

*) Fiihrt man in Gleichung (142) die wirklichen Werte von- ez, €y, €z, Yz, Yy,
Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 16
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Jetzt ersetzen wir die Belastungen P, durch andere Belastungen
P,, behalten aber die vorhin angenommene Zerlegung des Korpers bei.
Es treten dann Normalspannungen ¢,”, 6,”, ¢,” auf und erzeugen
Dehnungen:

(| g1 & ,,+G,,)_ 1

154 —— —_— p—

1 | 1 m 2 3 ] E
” 4 ” 1 r” ” i 1

(156) g =| 6" — — (65 +06,") |+
. [ m " 1,
” B ” 1 ” 7 a3 1

gg —=| 063 —— (0, +6°) |+

{ } m | E

Aulfserdem werden durch die P, Schubspannungen t” und Gleitungen y”
hervorgerufen.

Bezeichnen wir nun mit (3,,) den Weg irgend einer Belastung P,
fir den Fall, dafs auf den Korper nur die Belastungen P, wirken,**)
und mit (3,,) den Weg irgend einer Belastung P, infolge ausschliefs-
licher Wirkung der P,,, und schreiben wir die Arbeitsgleichung zuerst an,

fiir den Belastungszustand (P,) und den hiervon unabhiingigen,
den Belastungen P, entsprechenden Verschiebungszustand,
sodann
fiir den Belastungszustand (£,) und den hiervon unabhiingigen,
den Belastungen P, entsprechenden Verschiebungszustand,
so erhalten wir, da die Stiitzenwiderstiinde der Voraussetzung gemiils
keine Arbeit verrichten, die Gleichungen:
3P, Bn) = [ (0, ¢, "+ 038y "+ 03"¢s") AV
2Py Bum) = [(0,"e," 4 03"¢y" 4 03"y ) d 7,
bei deren Aufstellung zu beachten ist, dals den Gleitungen Y die
Schubspannungen = 0 gegeniiberstehen und den Schubspannungen
©” die Gleitungen Y = 0.
Mit Hilfe der Gleichungen (155) und (156) lifst sich nun leicht
nachweisen, dals
6,"e, "+ 03"¢y "+ 05 "¢y "= 0y ey -+ 6,78y 4 05”e5”
ist und deshalb auch
2P Bmn) = Z P, (3,).***)
Y= ein, so erhilt man fiir den Zustand ¢=0: S P54 SCAc=4d, =24. Be-
zeichnet man also mit @ irgend eine #ulsere Kraft und mit » die Verschiebung
ihres Angriffspunktes im Sinne von ¢, so besteht die Beziehung:

}SQr =4,
welche das Clapeyronsche Gesetz heilst.
**) Wirkt nur eine Belastung P, und hat diese die Grifse eins, so geht
(8mn) liber in §,,. Vergl. Seite 60.
*#*) In dieser allgmeinen Form wurde der Satz zuerst von Betti bewiesen.
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Hieraus folgt aber, als besonderer Fall
8"‘” = 8”"!'

§ 24.
Schubfestigkeit.

Im Anschlufs an die Entwicklungen des § 23 soll der Einfluls der
durch die Querkrifte @ (vgl. Seite 85) hervorgerufenen Schubspannungen
t auf die Formiinderungen und
statisch nicht bestimmbaren
Grofsen von auf Biegungs-
festigkeit beanspruchten geraden
Stéiben untersucht werden.

1) Formiinderungsarbeit
der Schubkrifte. Ist die
Kriifteebene eine Symmetrie- +w
ebene des Stabes (welcher Fall
hier ausschlielslich betrachtet
werden moge), so wird durch
die Querkraft @ in irgend einem
Punkte D des Querschnitts eine
Schubspannung thervorgerufen,
welche die »-Achse in einem
Punkte H schneidet, dessen Lage
erhalten wird, indem man durch
D die der wu-Achse parallele
Sehne 4 B zieht und in B eine
Tangente BH an den Quer-
schnittsumfang legt. Fig. 198. ;
Von den beiden Seitenspannungen T, und 7,, in welche sich T zerlegen
lifst und die senkrecht zur v-Achse und senkrecht zur w-Achse sind,
folgt T, bekanntlich dem Gesetze:

Ty = — QS—
gsJ .’
wenn 2z die Liinge der Sehne 4B,
S das auf die u-Achse bezogene statische Moment des einen der
beiden durch die Sehne 4B begrenzten Querschnittsteile
(z. B. des Teiles 4CB) und
J das Triigheitsmoment des ganzen Querschnitts in Bezug auf
die u-Achse
bedeuten. Es ist somit T, unabhiingig von « und gleich grofls fiir alle
16*

'R

A
<

Fig. 198.
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auf der Sehne 4B gelegenen Querschnittspunkte, und es folgt, wenn ¢
den Winkel bezeichnet, welchen die Tangente BH mit der v-Achse ein-
schliefst, fiir den Punkt B: t,= 1, tg ¢ und fiir den Punkt D:

u
T, =N, g —-
£

Der von den Schubspannungen abhiingige Teil der Formiinderungs-
Arbeit ist, bei innerhalb des Querschnitts konstantem G' und wenn das
Element der Stabachse — dx gesetzt wird,

Azéf(ﬂ:f )~—— —/dx f/( 24 1)) dudo
:Ef%x/fﬂ (1 + 1820 -%) auao

+ =z

f /‘tdv/(l—}—tg o )du,dl
(157) A_f—--/ (1+——tg q:)zdv

Hiernach ergibt sich beispielsweise fiir den Rechteckquerschnitt,
dessen Breite & und dessen Hohe % = 2¢ sein mige, wegen

3 2
Ty == Q(l —L),zzéb und @ = 0:

2 F e?
2 b“ 2\ 2
de 9 @ ( D) )
BN I\ e MR A0 7 (TR L
4 G 1 F 2 3
) 22 16 8 F
d’ d /( __v__) —_————g = 1
un a 1 : dv 15 e 150 ist,
3 [ Q%
188) dmmt I SR,

Fiir den Kreisquerschnitt vom Radius e ist
cos® ¢, z=recos §, v=esin ¢,

o
dxe Q2
A= - e F2 cos q>(1 +—tg (p)co: edo

T

92

und wegen
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i ™

+ 5

2
fcos‘ <p(1 —l—~13~ tg2<p)cos2cpd<p = ?/(2 cos® @ | cos* @) do
0

T

2

;;_
9 8/ ; 8 8.8 x . . &
s a4 e A0 iy, S e D
336"0“"QP s & .8
150) s 2 ia
(450 27 “GF

Allgemein darf gesetzt werden:
o (9t
i B/ 2GF’
wobei 8 eine von der Gestalt des Querschnittes abhiingige Zahl bedeutet.
Fiir das Rechteck ist B.= ¢ und fir den Kreis: B = §32.
2) Arbeitsgleichung zur Berechnung statisch nicht bestimm-
barer Groéfsen. Ermittelung von Verschiebungen 5. Die auf
Beite 93 mit Hilfe des Satzes

24,
(160) L=+
abgeleitete Bedingung
N N /M oM At oM
¢ d
o /EF ox ¢ g7 ax @t e°8X “’“Lf Y g

geht, wenn der Einfluls der durch die Querkriifte @ erzeugten Schub-
spannungen berticksichtigt werden soll, iiber in
Ll Q 2@ . / N oN . f M oM .
$0n L_B/ grax T EF aX * ) wrax
At oM
+f hox aX LAY S
An Stelle der zur Berechnung von Verschiebungen abgeleiteten
Gleichung (55) tritt die Beziehung
N ?)N M ’éM
A fs/GF o, +/EF op, L‘J P,

At OM
g .4 s S
+/”° 3E, et it s do ’()P,,, - da

Aufgabe. Ein wagerechter Balken ist gleichmiifsig mit p fiir die
Liingeneinheit belastet, hei B wagerecht eingespannt, bei A4 frei aufliegend.
Gesucht ist der senkrechte Stiitzenwiderstand X bei 4. Fig. 79. Die
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Sttitzen seien starr (L == 0), und eine Erhthung der Anfangstemperatur
habe nicht stattgefunden (¢ = 0).
Wegen N =0 ergibt sich die Bedingung

0=
ﬁ[ GF aX 7% d kil +f}«v ¥ i

worein zu setzen:

2

9=X—pz, M= Xz — ”‘2‘
0Q L oM
X el
so dafs, bei konstantem Q, Ealdr entsteht
pa’

O—B———[(X px)da:—}—/(Xx—

2
ozﬁ‘—f——gl( _ﬂ)—l—-l;(X——iB—l):O.

F @G 2
E 2 1
woraus, wegen il
m
J m—41
) AR e
X 3pl ot W m
x o8 J m1
i, e
Ist der Balkenquerschnitt ein Rechteck (b, k), so ist Bz—g— und
J h? ; : g
T’ weshalb sich mit m =38 ergibt:
16 h?
Pl A T
3pl i 1500
s A ) LA L
8 4 h‘
14 = =

/ e, l
%: = liefert z. B. X = 1,01- —g»v, withrend die Vernachlissigung

; 3pl
der Querkraft @ zu X — __ép__ gefiihrt hitte.
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TV. Abschnitt.

Das riaumliche Fachwerk.

§ 25,

Allgemeine Untersuchung des statisch bestimmten riiumlichen
Fachwerks.

1) Bedeuten 4, B, C die rechtwinkligen Seitenkriifte der in einem
Knotenpunkte m eines riiumlichen Fachwerks angreifenden fulseren Kraft,
ferner S, Sy, Sy, ... S, die Spannkriifte in den von m ausgehenden
Stdben, s, Sy, 85, . .. s, die Liingen dieser Stiibe, und sind a,, b,, c,
die rechtwinkligen Projektionen der Stablinge s, auf die Richtungen
A, B, C, so lauten die drei Bedingungen fiir das Gleichgewicht der
in m angreifenden Kriifte:

38, ‘: +4=0

”

b,
(1) 28, —~4+B=0

r

zs,—;’-i-%c:o r=1,23, ...p
:)der, wenn man zur Abkiirzung
(2) ‘..o X,
setzt, 1
2x,.a,+ A4=0

(8) §{23%b. +B=0
2x,.e, + C = 0.

Ist die Anzahl der Knotenpunkte gleich %, so stehen 8% Gleich-
gewichtsbedingungen zur Berechnung der unbekannten Spannkriifte und
Stiitzenwiderstiinde zur Verfiigung.

Wird ein Stiitzpunkt reibungslos in einer Fliche gefiihrt, so fillt
die Richtung des Stiitzendruckes mit der Normalen zur Fliche zu-
sammen; es tritt nur die Griofse des Widerstandes als Unbekannte auf.

An dem in einer Linie gefithrten Stiitzpunkt greift in der zur
Linie normalen Ebene ein Widerstand an, dessen Bestimmung die An-
gabe zweier Seitenkriifte erfordert.
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Der Widerstand eines festen Stiitzpunktes wird durch drei Seiten-
krifte bestimmt.

Ist also
die Anzahl der Stibe,
ie Anzahl der in einer Fliche gefiihrten Stiitzpunkte,
” die Anzahl der in einer Linie gefiihrten Stiitzpunkte,
n”" die Anzahl der festen Stiitzpunkte,
so ist die Anzahl der zu berechnenden Unbekannten gleich
r—n 4 20"+ 3n”.
Das Fachwerk ist ein statisch bestimmtes, sobald die Bedingung
r—+n + 24"+ 84" = 8k
erfiillt wird, und die Nennerdeterminante der linearen Gleichgewichts-
bedingungen X 0 ist.

In den folgenden allgemeinen Untersuchungen ersetzen wir (nach
Seite 2, Absatz 3) die Stiitzenwiderstiinde durch Auflagerstibe.
Ein Flichenlager erfordert einen Auflagerstab, ein Linienlager zwei,
ein fester Stiitzpunkt drei Auflagerstiibe. Wir sprechen also fortan
nur von gegebenen Lasten und unbekannten Stabkriften.

’

£
@

r
n
n

2) Besitzt ein Fachwerk mindestens einen Knotenpunkt, von dem
nur drei Stibe ausgehen, und ist es so gebaut, dals an jedem folgen-
den Knotenpunkte hochstens drei
Stiibe hinzutreten, so lassen sich
die unbekannten Stabkriifte leicht
durch wiederholte Auflsung vor
drei Gleichungen mit drei Unbe-
kannten berechnen. Ein derartiges
Stabgebilde wollen wir ein Fach-
werk der einfachsten Art nennen;
als Beispiel diene die in Fig. 199
im Grundrifs dargestellte Kuppel.

OGRS OB
feste Stiitzpunkte und a,, @y, @3, . . . Knotenpunkte, welche mit den
Punkten f durch je drei Stiibe, deren Achsen nicht in derselben Ebene
liegen diirfen, verbunden sind, z. B. ¢; mit f,, f; und f,, Punkt a,
mit fy, f5, fy- An drei beliebige Knotenpunkte dieses unbeweglichen
Stabgebildes seien drei neue Stiéibe angeschlossen, die in einem neuen
Knotenpunkte b zusammenhiingen, und dieses Verfahren: Festlegung
eines Knotenpunktes mit Hilfe von drei nicht in ein und derselben
Ebene liegenden Stiben sei beliebig oft wiederholt.

3) Allgemeine Berechnungsweise der Spannkrifte 8. Die
Ermittlung der Stabkriifte jedes anders gebauten riiumlichen Fachwerks
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kann mit Hilfe des im § 1 auf Seite 3 und 4 angegebenen allge-
meinen Verfahrens durchgefithrt werden. Man verwandle das Fachwerk
" durch Beseitigung von Stiben und Hinzufiigung von ebensoviel Ersatz-
stiben in ein solches der einfachsten Art, bringe die Spannkriifte Z,,
Zyy Zy o o« . Z, der beseitigten Stibe an dem neuen Fachwerk als
Lasten an, stelle die Spannkriifte S der Stiibe des neuen Fachwerks in
der Form

8=6,+6,2,+&,2+6.2.4..... o €. Z,
dar und setze schliefslich die Spannkriifte in den Ersatzstiben gleich
Null. Man erhilt dann ein System von » linearen Gleichungen zur
Berechnung der »n Kriifte Z. Das Fachwerk ist statisch bestimmt, so-
bald die Nennerdeterminante jener » Gleichungen X 0 ist.

Liegt z. B. das in Fig. 200 im Grundrifs dargestellte Fachwerk
vor, so flihre man die Spannkriifte in vier Stiben des obersten Ringes
als Z-Kriifte ein und fiige
die in der Abbildung durch
gestrichelte Linien ange-
deuteten Ersatzstiibe 38, 41,
44, 47 hinzu, welche die
Punkte ¢ mit aulserhalb des
Fachwerks angenommenen
festen Punkten f” verbinden.
Die Richtungen dieser Stiibe
sind nur an die Bedingungen
gebunden, dafs Stab 41 nicht
in die Ebene af,f; fallen
darf, Stab 44 nicht in die
Ebene af;f, u. s. w. Die
Stabkriifte S werden in der
durch die Ziffern 1 bis 48

angegebenen Reihenfolge
durch die Kriifte Z wund
Lasten P ausgedriickt, und
schliefslich werden die Spannkriifte Syq, S, Sg4y Sy; gleich Null gesetzt.

Auf diesem Wege lifst sich jedes riumliche Fachwerk berechnen.
Die Richtungen der Ersatzstibe wihle man so, dafs die rechnerische
oder zeichnerische Ermittlung ihrer Spannkriifte moglichst einfach aus-
fillt. Wir verweisen im iibrigen auf die entsprechende Untersuchung
des ebenen Fachwerks auf Seite 4 bis 8, insbesondere auf den zu den
Figuren 3 und 4 gehtrigen Text. Der ganze Unterschied besteht darin, dafls
man beim ebenen Fachwerk an jedem Knotenpunkte zwei, beim rium-
lichen Fachwerk dagegen drei unbekannte Stabkriifte berechnen kann.

Fig. 200.
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Als zweites Beispiel betrachten wir die in Fig. 201 im Grundrifs
dargestellte Netzwerkkuppel. Die wagerechten Ringe seien regelmiifsige
Polygone, ihre Seiten bilden mit den Verbindungsstiben ab gleich- °
schenklige Dreiecke. Zur Berechnung der oberen Zone geniigt die
Einfithrung eines Z-Stabes. Der Ersatzstab 21 verbinde @; mit einem
aulserhalb des Fachwerks liegenden festen Punkte; seine Richtung sei
mit der des beseitigten Stabes zusammenfallend angenommen (in Fig. 201
wurde Stab 21 der Deutlichkeit wegen aus dieser Lage Z gedreht).
Die Spannkriifte werden in der Form

§S=6,+ &z
dargestellt. Zur Berechnung von Z dient die Gleichung
Gy =6 .51+, Z=0,

woraus

Fig. 201.

Das Fachwerk ist unbrauchbar, sobald ©;,"= 0 wird. Um fest-
zustellen, wann dieser Fall eintritt, untersuchen wir den Belastungs-
zustand Z = 1.

Die Mittelkraft der Spannkriifte der beiden in a, angreifenden
Ringstiibe muls in der Ebene a, b, b, liegen und, da sie wagerecht ge-
richtet ist, parallel zur Geraden b,b, sein. Daraus folgt aber
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G =—2Z=—1

und ganz ebenso findet man

& =—8'=+1, & =—6 =—1,

Gy =41 G5=—1 &y=41,
endlich

M S, +2Z=—1, d h Gy,"+1=—1,
mithin

621,':_'2'

Dieser Wert ergibt sich fiir den mit Z zusammenfallenden Ersatz-
stab immer dann, wenn dié Seitenzahl des Ringes eine ungerade ist.

@) 4

25 37
A 29 28 Z,
Qy7
2 =
P 20, 217 20,

42 b2 2y
38— \" 9
B ®

-
i 7 .
/ 4 7 /1o 6 oo
/A 7
T
45 7 7
/ &) ’ 7 17
’ 2 2 11
©, fiorh spp (S (9)
6 15
—
IR )
®" "W
Fig. 202.

Bei gerader Seitenzahl erhiilt man fiir die Spannkraft ©" des Ersatz-
stabes an Stelle der Gleichung (I) die Beziehung

Im &' +Z=-+1 d. h & +1=-41,

@ 0.

Die regelmiifsige Netzwerkkuppel von gerader Seitenzahl ist also
unbrauchbar, ein Ergebnis, das zuerst, auf anderem Wege, von Foppl
nachgewiesen worden ist.

In den Figuren 202 bis 208 haben wir eine Reihe von weiteren
Beispielen zur Erliuterung unseres Verfahrens vorgefiihrt. Der Gang
der Rechnung ist durch die Reihenfolge der an die Stiibe gesetzten
Ziffern angedeutet worden. Strichpunktierte Linien bezeichnen die

woraus
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Ersatzstiibe, deren Spannkriifte gleich Null gesetzt werden; ihre Rich-
tung wurde in allen Beispielen mit der Richtung eines wirklichen Fach-
werkstabes zusammenfallend angenommen. Die in den Kreisen neben
den Stiitzpunkten stehenden Zahlen beziehen sich auf die lotrechten
Auflagerstibe. Fiir die Mehrzahl der Beispiele gentigte es, den Grund-
rifs zu zeichnen.

Fig. 202 zeigt eine Zimmermannsche Kuppel, mit fiinfseitigem
oberem Ringe und zehnseitigem Fulsringe. f,, 5, . . . f5 sind feste
Stiitzpunkte. In den tibrigen Eckpunkten des Fulsringes sind wage-
rechte Flichenlager angeordnet; ihnen entsprechen die lotrechten Auf-
lagerstibe 5, 9, 14, 18, 28, 27, 32, 86, 41, 44. Man kommt mit
zwei Z-Stiben aus, deren Spannkrifte sich aus den Gleichungen S;q ==
und S;;=0 ergeben, die sich auch durch andere an den Knoten-
punkten @ und b verfiigbare Gleichgewichtshedingungen ersetzen lassen.
Ermittelt man z. B. unter Weglassung des Ersatzstabes 39 die Spann-
kraft Sg;, indem man die Summe der zur Grundrilslinie ab rechtwink-
ligen Seitenkriifte der am Knotenpunkte ¢ angreifenden Kriifte gleich
Null setzt, bestimmt sodann auf #hnliche Weise S;4, und setzt man
hierauf die Summe der lotrechten Seitenkriifte gleich Null, so erhiilt
man eine Gleichung, in der nur noch die Unbekannten Z;, und Z,
vorkommen.

b 0 @ 48 @\\
@/‘s‘ 4 S ;\@

a4 35
37
7 38
3=
30 ‘5)6‘ 8
28 39
@2 3
37 4 1
£ Y 8 e r
N 15
@ 19 18 73 @
< > p
¥ 72
Z % 2. 5
Z,

Fig. 208.

Fig. 203 zeigt ein #hnliches Fachwerk wie Fig. 202. Drei der
den Mantel bildenden Rechtecke sind ohne Diagonalen; daftir ist der



Schlufsring durch drei Stiibe zu einem steifen ebenen Fachwerk ge-
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macht worden. Hs wurden drei Z-Stiibe eingefiihrt.

‘(’v/'/
10
4W0) 7
W/ 47 i Vi @
W
) B
13 4 ¥ 7
: ‘ 174
39 ! ;(/ / !
42 ] ?8 \O"
. ¢ ly
\ /i1 Ay o
37 2 7.

@) "3 @)
35 36 30 2 2 2
@ 29 78 " @
o 33 .5 2 2 % 15

e 27 X 77
~¥la S
2 2 79
E:
23
) @ /7
Fig. 204.

Die in Fig. 204 dargestellte Kuppel enthiilt einen 12-seitigen
Fulsring und einen 4-seitigen Kopfring. Die Stiitzpunkte @ sind in
Geraden geftihrt, die mit den Stiben 6, 15, 26, 41 rechte Winkel
bilden. Die zu den Fithrungen rechtwinkligen Auflagerstibe 8, 20,
32, 45 haben also die Richtungen der Stibe 6, 15, 26, 41. In allen
Stiitzpunkten greifen lotrechte Auflagerstibe an. HEs wurden drei
Z-Kriifte eingefiihrt.

Fig. 205 zeigt den Grundrifs und Aufrifs einer 6-seitigen Halb-
kuppel. Eine standsichere Hauptwand biete geniigend feste Stiitzpunkte.
Im iibrigen aber rube die Kuppel auf lotrechten Siiulen. Hs stellt sich
heraus, dafs ein Mantel Schwedlerscher Bauart allein nicht geniigt.
Es fehlen zwei Stiibe. Fig. 205 setzt voraus, dals der obere Ring eine
Plattform stiitzt; es wurden zwei, auch als Triiger verwendbare Stibe
zur Gewinnung der erforderlichen Stabzahl eingefiigt. Bei der Be-
rechnung dieses Fachwerks kommt man mit einem Z-Stabe aus.

Fig. 206 stellt eine 8-seitige Halbkuppel dar, deren Mantel wieder
von Schwedlerscher Bauart ist. Der obere Ring muls durch vier
Stibe versteift werden. Es wurden ein wagerechter Stab (Z;) und drei
geneigte, nach einem und demselben festen Punkte laufende Gratstibe
eingebaut.
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Ein drittes Beispiel fiir die Berechnung von Halbkuppeln enthiilt
Fig. 207. Wird die Summe der lotrechten Projektionen der im
Knotenpunkte o angreifenden Kriifte gleich Null gesetzt und die in @
wirksame lotrechte Last mit P, bezeichnet, so ergibt sich

i
(8, 4 8) = =,

wWo §=s¢; =5, ist. Setzt man also
S iy e
und nimmt Z; zunichst als bekannt an, so findet man
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1

S Pa-_.——l_2
___)7,87,_1 7,
i i | W -

und kann nun S; und S, mit Hilfe der beiden fiir den Knotenpunkt a
noch zur Verfiigung stehenden Gleichgewichtsbedingungen berechnen.
Der weitere Rechnungsgang ist aus der Abbildung zu ersehen. Den
beiden Werten Z; und Z, stehen zwei Ersatzstibe oder zwei iiber-
zithlige Gleichgewichtsbedingungen gegeniiber.

N A
- 25 <
S e A P
73
N 7.
\\\\ 2
A?
4 7
Z z
9
75 4.
7
2 25
27 .@/L‘/@
_____ A
!
h
i
N
5] w0
8 8 =
T
Fig. 207.

Es kommt ofter vor, dals es zweckmiifsig ist, zu Z-Werten nicht
Stabkriifte, sondern andere Werte zu wiihlen, die mit Stabkriiften durch
lineare Gleichungen verbunden sind.

Bei der in Fig. 208 abgebildeten, auf vier lotrechten Auflager-
stiiben 15, 18, 21, 24 und drei wagerechten Auflagerstiben 22, 28,
25 ruhenden Netzwerkkuppel, deren Ringe in wagerechten Ebenen
liegen mogen, wird man zweckmiilsig den Querriegel des oberen Ringes
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zum Stabe Z; und den Unterschied S; — S, der Spannkriifte der Stiibe
1 und 2 zum Werte Z, wiihlen.

201
() :
17
22
A 6
2 4 11
719
79 Z, -Zo
7 3 9 73
] 70
23
® ®
25
Fig. 208.

In den vorgefiihrten Beispielen haben wir danach getrachtet, mit
mbglichst wenig Z-Werten auszukommen, damit die Anzahl der aufzu-
lésenden Gleichungen Y = 0 nicht zu grols wurde, ein Weg, der sich
besonders bei unregelmiifsig gebauten Fachwerken empfiehlt. Liegen
regelmiifsig gebaute Stabwerke vor, so wird es sich meistens empfehlen,
die aus der Regelmiifsigkeit sich ergebenden Vereinfachungen bei der
Kriftezerlegung tunlichst auszunutzen und dafiir lieber eine gtfserer Zahl
von Z-Werten einzufiithren. Die Auflosung der Gleichungen Y = 0
gestaltet sich bei derartigen Fachwerken fast immer recht einfach, und
der geringen mit dieser Aufldsung verbundenen rechnerischen Mehr-
arbeit, steht eine erhebliche Zeitersparnis bei der Ausfithrung der Kréifte-
zerlegungen gegeniiber. Wir verweisen auf die Beispiele im § 27 und
empfehlen dem Leser, den dort gewiihlten Weg auch auf die vor-
stehenden Aufgaben anzuwenden.

4. Das Hennebergsche Verfahren der Zuriickfithrung der Berech-
nung eines freien Fachwerks von #-Knotenpunkten auf die Berechnung
eines freien Fachwerks vou (n — 1) Knotenpunkten. Nach der im § 1 unter 2)

fiir das ebene Fachwerk gegebenen ausfiihrlichen Darstellung dieses Verfahrens
wird fiir den Raum die folgende kurze Beschreibung ausreichen.
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Zuniichst muls das irgendwie gestiitzte Fachwerk auf die auf Seite 18 an-
gedeutete Weise in ein freies Fachwerk verwandelt werden. Kin freies Fach-
werk von n-Knotenpunkten besitzt nun 8% — 6 Stibe, es muls also mindestens
einen Knotenpunkt haben, an welchem hochstens 5 Stibe zusammentreffen; denn
liefen in allen Knotenpunkten mindestens 6 Stibe zusammen, so miilsten wenig-
stens -6—2,3:3k Stiibe vorhanden sein. KEs handelt sich also beim Ubergange
von der Knotenzahl n zur Knotenzahl » — 1 nur um die Beseitigung drei- oder
vier- oder fiinfstibiger Knotenpunkte. Ein dreistibiger Knotenpunkt darf ohne
Ersatz entfernt werden. Die Wegnahme eines vierstibigen Knotenpunktes K,
dessen Stibe nach den Punkten 4, B, C, D fithren, erfordert die Hinzufiigung
eines Ersatzstabes, der nach der Vorschrift von Henneberg zwei der vier
Punkte 4, B, C, D verbinden soll. Man hat also die Wahl unter den Stiben
AB, AC, AD, BC, BD, CD. Entfernt man einen fiinfstibigen Knotenpunkt,
so muls man zwei Hrsatzstibe einbauen, und diese sollen zwei der fiinf Punkte
verbinden, nach denen die fiinf weggenommenen Stibe fiihrten. Es stehen im
allgemeinen 45 verschiedene Anordnungen zur Auswahl.

Das Hennebergsche Verfahren fithrt stets zum Ziele, denn es gestattet
schliefslich die Zuriickfiihrung eines jeden riumlichen Fachwerks auf ein freies
Tetraeder, es fordert aber die Geschicklichkeit des Rechners bei nur einiger-
malsen schwierigen Aufgaben in besonders hohem Grade heraus. Schuld daran
triigt die Beschriinkung auf ganz bestimmte Ersatzstabanordnungen, die manchem
auf den ersten Blick vorteilhaft erscheinen mag, die aber keineswegs eine be-
stimmte, rasch zum Ziele fithrende Wegweisung bedeutet. Bei dem ebenen Fach-
werk in Fig. 2 mit 12 dreistibigen Knotenpunkten stellte die Hennebergsche
Vorschrift allein bei der ersten Beseitigung eines Knotenpunktes 86, und nur 36
Lagen fiir den einzufithrenden Ersatzstab zur Auswahl. Bei einem riumlichen
Fachwerk mit 6 fiinfstibigen Knotenpunkten, das weder dreistibige noch vierstibige
Knotenpunkte besitzt, wiirde man im allgemeinen di¢ Wahl unter 6 - 45 = 270
Ersatzstabanordnungen haben.

Anmerkung. Ich muls hier zu dem Buche: ,,Vorlesungen iiber Statik
der Baukonstruktionen und Festigkeitslehret Stellung nehmen, welches Herr Pro-
fessor Georg Mehrtens 1903 bei Wilhelm Engelmann in Leipzig hat er-
scheinen lassen. Seine Darstellung des Hennebergschen Verfahrens beweist,
dafs er die Hennebergsche Arbeit nicht geniigend kennt, sonst wiirde er auf
Seite 200 wenigstens erwiihnt haben, dals es Raumfachwerke gibt, die weder drei-
stiibige noch vierstiibige Knotenpunkte, mindestens aber einen fiinfstibigen Knoten-
punkt besitzen; er scheint aber der Meinung zu sein. dals mindestens ein vier-
stithiger Knotenpunkt vorhanden ist. Auch wird man in seiner Darstellung ver-
geblich die von Henneberg gegebenen und auch nach dem Erscheinen meiner
Arbeiten aufrecht erhaltenen Regeln fiir das Einziehen der Ersatzstibe suchen,
trotzdem er wiederholt und ausdriicklich von einem urspriinglichen Henneberg-
schen Verfahren redet. Die Art und Weise, wie er die Stabvertauschung hand-
habt, entspricht vollstindig dem von mir im Zentralblatt der Bauverwaltung 1891
veriffentlichten Verfahren und riithrt nicht von Herrn Mehrtens her;*) man
vergleiche nur die Seite 218 des Mehrtensschen Buches mit der Seite 444 des

*) Als Beispiel behandelt Herr Mehrtens u. a. das hier in Fig. 207 wieder-
gegebene Fachwerk, mit einer anderen, nicht sehr zweckmélsigen Ersatzstab-

anordnung.
Miiller-Breslau, Die neucren Methoden der Festigkeitslehre. 17
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ersten Bandes meiner Graphischen Statik. Die Quelle, aus der er geschopft hat,
verschweigt Herr Mehrtens:

Tch benutze noch die Gelegenheit, den die ,,Anwendung von Siitzen der
geometrischen Bewegungslehre* behandelnden § 12 des Mehrtensschen Buches
als eine ohne Angabe der Quelle erfolgte, auch auf eigenartige Beispiele sich er-
streckende Benutzung meiner Arbeiten iiber die kinematische Theorie des Fach-
werks zu bezeichnen.

§ 26.

Ermittlung der drei an einem Knotenpunkte auftretenden
unbekannten Spannkriifte.

Im § 25 haben wir gezeigt, dals sich die Berechnung jedes sta-
tisch bestimmten riiumlichen Fachwerks auf die Losung der Aufgabe
zurtickfithren lifst: an einem Knotenpunkte sind drei Spannkrifte S,
Sy, Sy zu ermitteln, welche mit gegebenen, an diesem Punkte an-
greifenden Kriiften im Gleichgewicht sind. Fiir diese Aufgabe mdgen
nun verschiedene Lsungen angegeben werden.

1) Benutzung der auf Seite 247 aufgestellten drei Gleich-
gewichtsbedingungen, welche jetzt die Form annehmen

%0 + %0y | %ga; + 4 =0,
(4) #y by - %yby %3y + B =0,
%16+ %9y | %505 | C=0,
wo A, B, C die Summen der Seitenkriifte aller gegebenen Kriifte nach
den Richtungen der drei Koordinatenachsen bedeuten. Die Auflosung
dieser drei Gleichungen liefert fiir x;, den Wert
— A (byeg — byey) — B (cya3 — cgay) — C (aghy — agb,)

(5) By — ——————— y
1 + al (5263 e 6302) —}‘ bl (62a3 —_ ('sa2) _|7 ("1 (a2b3 L a3b2)

Die Werte fiir %, und %y erhiilt man durch entsprechende An-
derung der Zeiger. :

Sehr iibersichtlich ist der folgende mit Hilfe der Determinanten
durchgefiihrte Rechnungsansatz.

Es liegen die Gleichungen vor:

A By e Uiy v g ey

~+ 2% 4 8%y 4 4%y = B,

— 6% 5%y + 9%, = C.
Man schreibe die Zahlen der zweiten Gleichung, mit dem zweiten
Gliede beginnend, in der cyklischen Reihenfolge - 8, -4, 4 2, 3
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hin und setze darunter, immer mit dem zweiten Gliede beginnend, die
Zahlen der dritten, ersten und zweiten Gleichung. Am Kreuzungspunkt
der die Zahlen -} 8, -+ 9 und -} 5, -+ 4 verbindenden Linien trage
man den Wert der aus diesen vier .-Zahlen gebildeten Determinante:
+8.9—05-4=- 17 ein und fiille in dieser Weise das Schema aus.

-8 ot +2 iz
+ 7 —42 428 (4)
+5 +9 —6 +5
-+ 58 . + 66 +2 (B)
—1 —1 +8 — 17
— 25 — 34 + 38 (©)
- +38 + 4 + 2 +8

! Bezeichnet man nun die Nennerdeterminante der drei Gleichungen
mit D, so erhiilt man

Dy, =+ 74~ 58 B— 25 C,

Dyy = —42 466 B— 384 C,

Dxy = 1284+ 2B 388C.

Zur Berechnung von D stehen drei Ansiitze zur Verfiigung:

D=-+}+ 7-8-+458-2-4 25.6%) =322,
D=-+4+42.7-}66-3—84-5 =322,
D=—28-1-4 2-4-488-9 =322

Zur Priifung der Zahlenrechnung empfiehlt sich die dreimalige
Ermittlung von D.

Durch passende Wahl der Koordinatenachsen kann man oft Ver-
einfachungen erzielen. Ist z. B. die ¢c-Achse parallel zur Richtung des
Stabes S; und die ¢, b-Ebene parallel zu der durch die Achsen der
Stibe S; und S, bestimmten Ebene, so nehmen die Gleichungen (4)
die Form an

%y Oy + 4=0,
%y by + %gby + B=0,
%1 €+ %90 + %5¢5 + C =0;

*) Die Zahlen -}-7, + 58, — 25 der ersten senkrechten Determinantenreihe
werden mit den entsprechenden Zahlen der ersten senkrechten Koeffizientenreihe
-+ 8, 4+ 2, — 6 der Gleichgewichtshedingungen multipliziert. Und in ihnlicher
Weise ergeben sich die beiden anderen Ansiitze fiir D aus den zweiten und
dritten senkrechten Reihen.

17%
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die Unbekannten %, %y, %5 kann man dann schrittweise ohne weiteres
hinschreiben.
2) Das Verfahren von Mohr*). Anstatt die drei Teilkraftsummen
gty = %g @ + %y ay - 4,
%10y + by + %365 - B,
%6+ %g0p + %g0y + C
einzeln gleich Null zu setzen und die drei Unbekannten x,, %y, %4
aus den drei Gleichgewichtsbedingungen zu berechnen, multipliziert
Mohr diese Summen der Reibe nach mit den virtuellen Verriickungen
&, M, ¢, welche er dem Knotenpunkte in den Richtungen der Kriifte
A, B, C zuschreibt. Indem er diese Produkte addiert und ihre nach
den Unbekannten geordnete Summe gleich Null setzt, erhilt®er die
Gleichung
6 %y (@& 0+ ¢18) % (@& +03m 4 5 8)
® V4% @&+1+ 60+ 46+ B+ ct=o.

Hierauf stellt Mohr drei Gruppen von Gleichungen auf:

oS+ n+ef=—1
(I) a2§‘|’be"i+02C:0
ag§ 4 bgn e3¢ =0

a1&+bln“+"clzl—’0
I {eé+br+gi=—1
ag§ + b+ e =0
& +bym—4e{=0
“@n 198 +bhn+el=0
a3§—|—b3*q—{—03§:—1,

deren Wurzeln der Reihe nach

&1; M G 1s Egy Ngs &g, E,s, Wi Gk
sein migen. Die Binsetzung der Wurzeln & 7, ¢, in die Gleichung (6)
liefert fiir x, den Wert

(1) %, = 4§ + By, + C§,.

In der gleichen Weise werden x, und %, berechnet.

Lost man die neun Gleichungen (I) bis (III) in ihrer allgemeinen
Form ein fiir allemal auf, so gelangt man schliefslich auf einem Um-
wege zu der Formel (5), die sich aus den Gleichungen (4) ohne jede
Zwischenrechnung ablesen lifst, weil die Faktoren der Grifsen 4, B, C

*) Zentralblatt der Bauverwaltung 1902, S. 205.
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im Zihler der Formel (5) die zu den Koeffizienten a@,, b;, ¢, gehtrigen
Unterdeterminanten sind.

Ftwas kiirzer verfihrt man, wenn man fiir eine der drei Ver-
riickungen einen beliebigen Wert annimmt. Entscheidet man sich z. B.
im allgemeinen Falle fiir { = 1, so gelangt man zu einer Gleichung,
in der nur %, als Unbekannte auftritt, wenn man & und % aus den
Gleichungen ermittelt:

8) (ag §+ byt =0
ag§ + by + ¢ = 0.

3) Momentengleichungen. Fiir die folgenden Untersuchungen
filhren wir zwei rechtwinklige Projektionsebenen ein und bezeichnen
die Projektionen der Stabkrifte S mit S* (Grundrils) und 8" (Aufrifs),
die Projektionen der Stablingen s mit s und s”. s ist

S Bl 1T
(9) T —_— “S.r s ':9:; o

M= = i

Fig. 209.



(o O

Die Grundrifsebene wollen wir uns in wagerechter Lage denken.

Fig. 209 zeigt Aufrifs und Grundrifs eines Knotenpunktes 4, von
dem drei Stiibe ausgehen, deren Achsen die Grundrifsebene in den
Punkten 1, 2, 3 schneiden. Die in A4 angreifende gegebene Kraft ¢
treffe die Grundrifsebene im Punkte B. Die Liingen der Strecken

AB, A1, A2, 43
seien der Reihe nach
9 er l2! 13'

Punkt 4 liege in der Hohe % iiber der Grundrilsebene. Zerlegt
man in den Punkten 1, 2, 8, B jede der Spannkrifte Sy, Sy, S; und
ebenso auch @ in eine lotrechte und eine wagrechte Seitenkraft, und

setzt man hierauf die Summe der Momente siimtlicher Kriifte in Bezug
auf eine durch die Punkte 2 und 3 gelegte Achse gleich Null, so er-

Fig. 210.

hilt man eine Gleichung, in der nur die Unbekannte S; vorkommt.
Man braucht nur die Momente der beiden lotrechten Seitenkriifte

h h
S, T und Q; miteinander zu vergleichen. Sind ¢ und d die in
1

beliebiger, aber gleicher Richtung gemessenen Entfernungen der Punkte B
und 1 von der Drehachse, so lautet die Momentengleichung:

h h
Sg-rd=Q—e¢,
1 4

und man erhilt daher die einfache Beziehung
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S @i
10y L=+ —.
Liegt der Punkt 1 in der Grundrifsebene, so tritt an die Stelle
von /; die Stablinge sw und es ergibt sich dann
Q ¢
11) ¥ =~ —.
(L= ey
Diese Momentengleichung ist sehr leicht zu handhaben; man schreibe
den Punkten 1, 2, 3, B die Gewichte
Spv 8 S @
W' b’ &' g
zu und setze der Reihe nach die Summe der Momente dieser Gewichte
in Bezug auf die Drehachsen 2 —3, 3—1, 1— 2, die wir kurz
mit I, TI, TII bezeichnen wollen, gleich Null. Fiir den besonders oft
vorkommenden Fall, dals die drei Punkte in einer Ebene liegen, die
man dann zur Grundrifsebene wihlt, ,wird [, = s, I, =s,, Iy =s,.
Die Momentengleichungen liefern dann ohne weiteres die Werte

S
r=—"
S

Die Richtungen von ¢ und d wird man natiirlich so bequem wie
moglich withlen, tunlichst so, dafs Strecken benutzt werden, die man
ohnehin braucht, um Grundrifs und Aufrils des Fachwerkes festzulegen.

Fig. 211.

Fir den in Fig. 210 ‘dargestellten Fall erhilt man z. B. nach
Messen der Strecken @, by und by die Werte



e

I Syl A0
j by w q7 a
U S

Iy 57 q a ’.

und aus der Bedingung, dafs die Summe der lotrechten Seitenkriifte
gleich Null sein mufs, den Wert

(1) =P T2 "

Es moge nun in 4 eine zur
Grundrifsebene parallele Last W
angreifen, Fig. 211. Um die
Spannkraft.S; zubestimmen, denke
man W in eine zur Drehachse pa-
rallele und eine hierzu rechtwink-
lige Seitenkraft zerlegt. Bezeichnet
man dann mit o den Winkel, den
W mit der Achse I bildet, so ist
das Moment von W gleich

W sin a - h.

Das Moment der im Punkte 1 angreifenden lotrechten Seitenkraft

h ol ¢
von S, ist S g sin o, wo w die in der Richtung von W gemessene

1
Entfernung des Punktes 1 von der Achse I bedeutet. Die Gleichsetzung
der beiden Momente fiihrt nach Streichung des sich hebenden Wertes
h sin a zu der einfachen Formel

(14 t—=—.

Liegt der Punkt 1 in der Grundrifsebene, so erhiilt man

w
(15) %y =—=-
w
Ist W parallel zur Drehachse I, so ist S, = 0. Man braucht
dann nur W nach den Richtungen von S, und S, zu zerlegen. Bei
der in Fig. 212 angenommenen Richtung von W ist S, ein Zug und
S; ein Druck; man findet .
S, 8 W

16’ *-2—»—_——*_'_ ekt
( ) lg l3 w
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Liegen die Punkte 2 und 3 in der Grundrifsebene, so ergibt sich
w

A7) wy=—rg ="

Wir betrachten noch die folgenden Sonderfiille.

Fig. 218.

Erstens. S, und S; schneiden die Grundrifsebene in den Punkten 2
und 8: S, ist wagerecht. ¢ trifft die Grundrilsebene in B, Fig. 213.
Die Drehachsen II und III sind parallel zu S;. Mit den aus der Figur
ersichtlichen Bezeichnungen findet man

S. ——~Q—b1
7
S, Qb
18) .4 Sy L
(18) /) 7 a §2+§3_ i:o
Sy e @ by ly ly q '
l o

Die Vorzeichen hingen von der Lage der Kraft @ gegen die
Drehachsen ab.
Eine wagerechte Last W erzeugt (Fig. 214):

Sl :—W;(j_
d

(19) _5_2:+i_W

l2 l3 w

Zweitens. Es schneide nur S; die Grundrifsebene. S, und S,
seien wagerecht, Die Drehachse I ist parallel zu S,, die Achse II



w20 6 sese

parallel zu S;. Einer die Grundrifsebene in B schneidenden Last ¢
entsprechen die Werte

5 =—}—~3«b1

(20) S2=_“§‘b2
i T g i
58 q

Fig. 215.
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Zu dem letzten Werte gelangt man durch Nullsetzen der Summe

h )/

der lotrechten Kriifte S, by und ;
5 (

Pig. 216.

Als Anwendungsbeispiel fiir das Momentenverfahren wihlen
wir den in Fig. 216 im Grundrifs dargestellten Knotenpunkt 4 eines
Fachwerkes, dessen Seitenflichen aus Rechtecken und Dreiecken bestehen
(vergl. anch Fig. 202). Die Ringe mogen in wagerechten Ebenen liegen.
Punkt 4 habe von der Ebene des Ringes . . . 1, 2, 3 . . . den Ab-
stand h. Die Spannkriifte S, und Sy seien bereits gefunden; S;, S,, S,
seien gesucht. In 4 greife eine lotrechte Last P und eine wagerechte,
nach den Richtungen der Stiibe des oberen Ringes in die Seitenkriifte
W und H zerlegte Last an. Ks moge gesetzt werden S, + H = 4,
Ss + W= B. :

Die Grundrifsabmessungen der Rechtecke sind @, d und b, ¢. Die
von den Punkten 1, 2, 3 nach den Drehachsen I, II, III gezogenen
Strecken w,, w,, wy sind parallel zu W. Zu Hebelarmen der Last P
in Bezug auf die Achsen I, II, IIT wurden die Strecken d, ¢, ¢ gewiihlt.
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Es ist also der Hebelarm e, parallel zu d; die Hebelarme e, und eg
sind parallel zu ¢. Da A parallel zu I ist, so beeinflulst es nur S,
und S;. Man erhiilt ohne Zwischenrechnung fiir %, %,, %; die Werte:

S Pa

e w, h e

B A P ¢

(21) %y =+ w2+7+ ) 'Z
S i L, S et

i Wy a h e

Die Vorzeichen sind leicht festzustellen, da man nur den Drehungs-
sinn zweier Kriifte szu vergleichen hat, den einer gegebenen und den
einer gesuchten Kraft.

Fig. 217.

4) Verbindung der unter 1 und 3 angegebenen Verfahren.
Hat man eine der drei Spannkriifte (z. B. die Spannkraft S;) mit Hilfe
einer Momentengleichung berechnet, so findet man oft die beiden anderen
Spannkriifte S, und S, sehr schnell, mit Hilfe zweier Gleichgewichts-
bedingungen von der Art der Gleichungen (4) auf Seite 258, wobei
man die Bezugsachsen zweckmiifsig so wiithlt, dals jede Gleichung nur
eine einzige Unbekannte enthiilt. Diese Losung haben wir in Fig. 217
dargestellt. AB, AC, 4D, ..... seien die Projektionen der Stablingen
BBy Tay s b s o e Die Stabkriifte S5, Sg, . ... seien bereits aus den
fir andere Knotenpunkte gefundenen Gleichungen berechnet. P’ sei
die Projektion der gegebenen iulseren Kraft. Zur Berechnung von Sy
erhiilt man mit den aus der Figur ersichtlichen Bezeichnungen die
Gleichung
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Psmat—}—S,,»«—S1 +S —}—85(—’-"1»-—}—....:0.
% 8y 85
sie liefert
(22) x——l—y— sin o 4 % - RGO T R
o TR Yy e R,

|
|
|
|
|
|
()
i
i
i
|
|
¥

Fig. 218,

Hiufig empfiehlt es sich nun, die Hulseren Kriifte P als Spann-
kriifte in Stitben aufzufassen, denen eine gewisse Liinge p zugeschrieben
wird. Ist dann @ die Projektion von p auf die zu S’; rechtwinklige
Richtung, und fithrt man die Bezeichnung P:p =%, ein, so ergibt
sich %3 in der Form

(28) g =—

ap a a
~|—-x1 r~y.4~4—-—,<5*5———. )
ag as
*) Der hiufig zu Vereinfachung der Zahlenrechnungen fithrende Kunst-
griff, an Stelle der iufseren Krifte P Werte P:p einzufiihren, ist zuerst von
Zimmermann in seinem Buche: Uher Raumfachwerke angegeben worden.
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_Es liege z B. der in Fig. 218 dargestellte Knotenpunkt 4 vor.
Aufser wagerechten Lasten H und ¢ greife in 4 die lotrechte Last P
an. Man findet aus der Momentengleichung fiir die Achse T

P @
24 =T
( ) %y h b
Setzt man nun die Summe der nach der Richtung H wirkenden
Kriifte gleich Null, sodann die nach der Richtung ¢ wirkenden, so
findet man fiir die Unbekannten %; und x, die Werte

i . P g g H

35 s R B M e a
Q P ¢ Q c+a b6 H

]xz———{—x3 S g, e KO

Im vorliegenden Fall findet man itbrigens %, und %; ebenso schnell

i
mit Hilfe von Momentengleichungen. Fiir o withle man beide Male
den Hebelarm ¢; die Hebelarme von %3 und %, sind dann, in der

Richtung von ¢ gemessen, gleich a. ¢ hat auf %, den Einflufs —{—fle
2

und auf %; den Einfluls — ?Qé-, woe, =1b i o und e; = b--j—.

b) Zeichnerische Ermittlung von 8;, 8,, 8;. Wir behandeln
diese Aufgabe zuerst ganz allgemein. Fig. 219 zeigt die Richtungen der
gegebenen Kraft P und der unbekannten Stabkriifte S;, Sy, S; im
Aufrifs und Grundrifs; Fig. 220 enthiilt den Aufrils und Grundrils
des geschlossenen Kriiftezuges. Man lege durch die Endpunkte von P
Parallelen zu zwei S-Richtungen, beispielsweise zu S; und S,, und
zeichne hierauf ein Viereck a'b'b”a”, dessen Ecken in den Geraden
Sy, 85, 8"y, 8", liegen und dessen Seiten parallel zu S’y, S”; und
zu den Projektionsstrahlen sind. Zur Bestimmung dieses Vierecks wurden
in Fig. 220 zuniichst zwei Hilfsvierecke o', %', 0", a”; und a’yb’yb"ya",
aufgetragen, deren Eckpunkte o'y, by, ", und a5, b'y, 0”5 in den vor-
geschriebenen Geraden S';, S',, S, liegen, und deren Seiten die vor-
geschriebenen- Richtungen haben. Es ist dann die Gerade a”;a”, der
Ort des Punktes a”, und hiermit ist die Lage des Punktes ” und das
Viereck a'b'b”a” bestimmt. Denn:

Andert ein n-Eck in der Weise seine Form, dafs siimtliche
Seiten durch feste Punkte einer und derselben Geraden gehen
(die im vorliegenden Falle die unendlich ferne Gerade ist),
withrend # — 1 Eckpunkte gerade Linien beschreiben, so be-
wegt sich auch der letste Eckpunkt in einer Geraden.
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Die Schnittpunkte der Geradenpaare S'y, S’y und a”;a”y, .87,
liegen in einer Parallelen zu m'm”, und es geniigt daher — eine
giinstige Lage des Schnittpunktes von S,” und S;" vorausgesetzt — die
Aufzeichnung eines der beiden Hilfsvierecke.

L %54
&1
Fimy o) ;%m’
’ S i S ’
"l ~P
AL

-5
o P —
' )A’”

Fig. 219. Fig. 220.

Der zeichnerischen Untersuchung von Fachwerken mit einer griofseren
Anzahl von Knotenpunkten und Stiiben hat man ofter vorgeworfen,
dals sie infolge der vielen Hilfslinien, welche die Kriiftezerlegung im
Raume im allgemeinen verlangt, zu uniibersichtlichen und deshalb schwer
zu priifenden Krifteplinen fithrt. Und dieser Vorwurf ist fast immer
dann berechtigt, wenn stimtliche Kriiftezerlegungen bei derartigen Fach-
werken in ein und derselben Aufrifsebene vorgenommen werden. Ar-
beitet man aber mit verschiedenen Aufrilsebenen, unter Umstéinden auch
mit verschiedenen Grundrilsebenen, so kann man stets Darstellungen
erzielen, die an Ubersichtlichkeit nichts zu wiinschen iibrig lassen. Die
geringe Miihe, welche die ﬁbertragung der bereits gefundenen Kriifte
in die neuen Projektionsebenen verursacht, wird reichlich belohnt durch
die Ersparnis vieler Hilfslinien und durch die grofse Durchsichtigkeit
des Verfahrens. Die Projektionsebene wird man natiirlich fiir jeden
Knotenpunkt so giinstig wie moglich withlen. Es empfiehlt sich, diese
Wahl so zu treffen, dals von den drei an einem Knotenpunkte auf-
tretenden unbekannten Kriiften sich zwei in einer Projektionsebene
decken. In den Fig. 221 und 222 ist dieser Fall dargestellt worden.
Im Aufrifs decken sich S,” und S,”; man kann also S;” mit Hilfe
eines Kriiftedreiecks finden und hierauf im Grundrils 82' und Ss' er-
mitteln.



. Fig. 221. Fig. 292.

6) Die Herleitung von Formeln aus Krifteplinen, die dann
nur skizziert zu werden brauchen, ist ein in vielen Fillen sehr rasch
zum Ziele fithrender Weg zur Bestimmung der drei unbekannten Spann-
krifte. An die Stelle von Kriiftezerlegungen treten dann Zerlegungen
von Stablingen oder von Projektionen der Stablingen.

Wir beginnen mit dem einfachen, oft vorkommenden, in Fig. 223
dargestellten Falle. Der fragliche Knotenpunkt triigt eine lotrechte
Last P. Die Stibe S, und S; liegen wagerecht. Zerlegt man die
Projektion s,” von s; nach den Richtungen von S; und S; in die
Strecken a, und a;, so findet man mit Hilfe des in Fig. 224 ge-
zeichneten Kriifteplanes die Formeln

r}?l, (s
; WL, h
I)

(26) 3 82=—~—h—a2
P

83:—““03.
| h

Ein allgemeineres Beispiel zeigt Fig. 225. Aulser der lotrechten
Last P greife im fraglichen Knotenpunkte noch- eine wagerechte Last
an. Keine der Stabachsen sei parallel zu einer Projektionsebene. Im
Aufrifs decken sich S,” und S;”. Zerlegt man im Aufrifs jede der
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drei Krifte P, @ und S;,” in eine lotrechte Seitenkraft und in eine
Seitenkraft in der Richtung von S,”S,”, und setzt man die Summe

Fig. 228, Fig, 224.

der lotrechten Seitenkriifte gleich Nuil, so erhiilt man mit den aus
der Figur ersichtlichen Bezeichnungen die Gleichung

v W nw U

P - S 5 — U,
Eae i ik
Da nun
SII 7
B s ot 9
81 $1 q q
ist, so folgt
(BRY R e e S e
8 v q v

Zerlegt man weiter im Grundrisse jede der drei Kriifte S,’, S,
und ¢ nach der Richtung von S,” und nach der Richtung C’C”, und
setzt man die Summe der nach der Richtung C’C” gebildeten Seiten-
kriifte gleich Null, so findet man

by e
s BT T
Q q + 1 s H

1

e

Sy

S
woraus

(28) %y =

= |

b
i e v

Miiller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 18
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und in #hnlicher Weise erhilt man

29) %= Bt

Fig. 225.

Liegt der Endpunkt des Stabes s, nicht in der durch den End-
punkt des Stabes s, gelegten Grundrifsebene, so tritt an die Stelle
von %z == S, :s, der Wert Sy :l3, wo Iy die Entfernung des Knoten-
punktes C von dem Punkte ist, in welchem die Achse des dritten
Stabes die Grundrilsebene schneidet.

7) Greifen an einem Knotenpunkte mehr als drei unbekannte
Stabkrifte an, liegen aber diese unbekannten Kriifte mit Ausnahme
einer einzigen in ein und derselben Ebene (o), so kann man diese eine
Stabkraft — wir nennen sie S; — finden, indem man die Summe aller
rechtwinklig zur Ebene o wirkenden Seitenkriifte gleich Null setzt,
oder eine Momentengleichung fiir eine in der Ebene & angenommene
Drehachse aufstelll. Man kann aber auch S; durch Zerlegung der
Mittelkraft P der gegebenen Kriifte nach der Richtung von S, und den
Richtungen von zwei mit der Ebene o zusammenfallenden, durch den
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fraglichen Knotenpunkt gehenden, im iibrigen aber beliebig angenom-
menen Geraden ermitteln.

§ 27.
Beispiele.

1) Das in Fig. 226 dargestellte Fachwerk wird in jedem der
Punkte B, ¢, D, B, ¢, D’ durch einen lotrechten Auflagerstab ge-

<
7
L OD ) o
\y e = Y
T Gy 0,76
A[L A " & [b le &L ,‘,(?
B L"l W G
d 5 Iy g 5 &
G > B
@ i i) ¢ sgss
i T
Kemmma e oM L ol >
' Vg wiV,
! /l’ Zb S A -------------- -
L S i
P4 w0 sz Na i
; o ;
‘B’ o D
l/r)' 112 1712
Fig. 226.

stiitzt, aulserdem mnoch in C, D und B’ durch wagerechte Auflager-
stibe 7, 8, 9, welche mit den Seiten der Stibe 4, 5, 6" zusammen-
fallen. Das Fachwerk liefse sich mit Hilfe von zwei Z-Stiben be-
rechnen; wir filhren aber deren drei ein, niimlich Z,, Z, und Z,” und
fiigen die Ersatzstibe 9, 7, 8" ein. Diese Wahl bietet den Vorteil,
dals es gentigt, die Spannkriifte der Stibe 1 bis 12 durch die gege-
benen Lasten und die Z-Kriifte auszudriicken. Die Bildungsgesetze fiir
die Stibe 1° bis 12" sind dann ebenfalls bekannt, da das Fachwerk
symmetrisch gebaut ist.

In den Knotenpunkten 4 und 4’ greifen die gegebenen Lasten
U v, w, U, vV, W an. Damit wir es nur mit Stabkriiften zu tun

) 11/
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haben, fassen wir die Lasten U, ¥, W, U’, V', W' als die Spann-
kriifte in Stiiben auf, deren Liingen w, », w sind, und fiithren die
Bezeichnungen ein

= ’
U U ,
qu, ———:xu
(2 w
’
4 Vv /
=Wy T iy
v v
- ’
w w /
= gy T T L
w w

Den wagerechten Auflagerstiben 7, 7, 8, 8’, 9, 9" schreiben wir
die Liingen der mit ihnen in dieselbe Richtung fallenden Stibe 4, 4’,
5, 5, 6, 6 zu. ;

Den lotrechten Auflagerstiiben geben wir die Linge v.

Die Liinge eines Z-Stabes bezeichnen wir mit 2z und setzen

’

Ly Zy 2y ,
= xa, —_—— Xb, —— = Xa
2a 2y Ra

Wir wollen, mit einer einzigen Ausnahme, die auf Seite 270 auf-
gestellte Gleichgewichtsbedingung (28) benutzen und das Lesen dieser
Gleichungen dadurch erleichtern, dafs wir durch die Angaben ( | U),
(1 W) . ... die Richtung der Seitenkrifte, deren Summe gleich Null
gesetzt wird, kennzeichnen. (Af;) bedeutet: Momentengleichung bezogen
auf die Stabachse 5. Die Zahlenrechnung wollen wir nur fiir den
Fall @ = w durchfithren. Die Gleichgewichtsbedingungen schreiben wir
aber fiir einen beliebigen Wert von a:w an; sie lauten fiir die Knoten-
punkte 4, B, C, D:

(LO) = — o0+ % —
4) A =6 ——w) oY

(L W) sy =g — % — %u.

1 1
B L) ey e e s (L4 g =g+ % 5
¢ @
C (|_4) x.ﬁ:_xs‘; (_L5) x7———x3—l—x4
L7 ’ 73 ’ a
D (L 5) g=—x1—xn (] 2 Rg =%y + %y —ng —

w
Bay D (” V) K10 = %ay %yq = g, x12:x/l -{_XT
*) Der Abstand des in D angreifenden Gewichtes x, von der Drehachse 5

ist doppelt so grofs wie der Hebelarm von x,, angreifend in 4 und von x, an-
greifend in B; er ist auch doppelt so grofs wie die Linge des Stabes U.
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Fiir die lotrechten Auflagerstiibe wurden die Druckspannungen als
die positiven angenommen. - :

Mit Hilfe der angeschriebenen Gleichungen kann man die Werte %,
bis %, und %', bis %’;, berechnen, sobald man x,, %,, %, kennt.
Zur Ermittlung dieser drei Werte stehen nun die Bedingungen zur
Verfiigung: %y =0, %', = 0, %'y = 0; sie lauten fur ¢ — w:
O=xs+xa—;— =—x'1+—%x,,—x2

’ ’ ’ 1— ’ ’ ’ ’ 1 ’
0=xy-+x, =+x'3—';xa :xs‘—)ﬁ_xu—‘g)‘a
0=1x, +%;—%g=—x5 + 2% + %3 =%3—x%; + %, + 8x,.

Setzt man fir x,, %3, %'y, %'y die durch die Gleichungen (A)
gegebenen Werte ein, so erhiilt man

1 ’
Ku+ ' xla=§"(xu_xt’)_xtv

’ 1 ’ ’ ’
+ xb—2x,=?(x.,+xv)_xw

— 1 % + 6%, + X’a T Ko + K"u + %y + X,v A wa-
Aus diesen Gleichungen folgt

3 1 ititiagl 22 1,8 , )
Wiy == ”é'xl—*é‘xv—kﬂéixu—?y‘u—i—0’3xw—073x'0
2 2. &) 3,6 04 , ,
Mb_—§)€,~_ é—x,,—l-?x“-—?x“—0,6xw—0,4>€w
, 1 BT, 1,8 2,2 4% ,
xa:———S—K,.‘?Kv—i—*é‘){"—?xu—0,3xw+0’3xw'

Nun lassen sich siimtliche Werte » in der durch die Ziffern an-
gegebenen Reihenfolge miihelos hinschreiben; sie sind in der folgenden
Zahlentafel zusammengestellt worden. Die dort fehlenden Werte sind
durch die Beziehungen gegeben:

o Sy lik e e 7 ’ 1 ’
X4=xs=-‘-—2—xa,X3~—~x4——x5-——x11=—2—xa

’ ’
g == — %gj K19 = %aj X109 == Ka; %313 = %3.



bl R AR T UL ] i e i
8v , 80 8u ! " 8u " w
e L R RY Sl SIS o SR g LT T R T
xb SBPS N U SE ‘ o4t | oY UL o
04 —1,0 | —80 | +18 | —22 | —08 |408
%, —1,0 ‘ =) st ‘ ST A R j =504
% F1,0 ) =0 e R a8 | S8
% —25 | 405"} F20 | o9 | —015" [ +0,18
¥y ST T ) BV R R
%4 o st e il g o e ek 0,05 | 0,05
*g +05 | +15 | +28 | —37 | —005 | +005
. 0 0 T T 30 R Y R
g 0 0 ST e e T, RPN S
i it o 0 s OB B 10,2 + 0,2
o —15 | —05 | 411 | —09 |4015 | —015
%1 —05 | —15 | —28 | +87 |[+005 | —0,05

2) Das in Fig. 227 abgebildete, durch vier lotrechte und. drei

wagerechte Auflagerstibe gestiitzte Fachwerk, das wir bereits auf Seite 256
kurz besprochen haben, trage in den Knotenpunkten I, IT, III, IV die
lotrechten Lasten Vi, V,, Vi, ¥, und die wagerechten Lasten 4, B,
¢, D, .... H In den Knotenpunkten des unteren Ringes greifen
die wagerechten Lasten L, @ an. Den Lasten 4, B, ¢, D, ... H
schreiben wir die Linge @ zu, den Lasten L, @ die Linge 2d wund
allen Lasten V. die Liinge ». Wir setzen also

-:?'? —— ;Bﬂ=){B, ..... , —Iiz)();, —{i‘:}{] ifz){
a i a 2d 2l .
und fiithren fiir die 7:v die Bezeichnungen ein
Vi ¥y
rivy TSl o TR el xhang il

Zuniichst nehmen wir an, es seien bereits bekannt
% — % =% und .
% und %, spielen also die Rolle der Z-Werte unserer allgemeinen
Untersuchung.
Fiir den Knotenpunkt T besteht die Gleichgewichtsbedingung

(v K1+x2+"h=0,

weshalb
1 1=
x e — LY
i R 9 (1 9 “x
1 i o8

Ry = — i

g Ty
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Weiter findet man fiir den Knotenpunkt I, indem man die Summe
der Seitenkriifte nach der Richtung des Stabes 3 gleich Null setzt und

beachtet, dals », - %, = — vy, ist:
A
---------- € <
]Al / S
1
|
|
1
! .
|
| D
i
5
|
| .
|
|
|
420 v 8 Y
S QIS
. i
0
77 @ 7
A e
o 9
0K
[ \ y 10
2 | p (: D .
v) O
76 ! B 5
SR S z T
s A iy
? 7
: < )
a / il 17
: 3
I S ','];7
. 13 S5 70
| ’ v
4 20 vy 15
@ D)
19 \Z
TR
Fig 227,
¢
M #t+u=—m LT AT T A 2%,

und ganz #hnliche Gleichungen erhilt man fiir die Knotenpunkte II,
III, IV, némlich
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[4

(II) x5+x6:—«{27) — %¢— %p
¢

(ITD)  %g + % =—1; —B——xk-—xp— 2%,
C

(IV) %q - Xy = —"Y '*ZT — %g — %y.

Multipliziert man diese 4 Gleichungen abwechselnd mit < 1 und
— 1 und addiert man sie dann, so erhilt man:

c
4“3:7(‘—%'{‘72‘_73 + o) — %4 — %5 + %o+ Xp — Xg

— Xy + %e -+ %g.
Damit ist x; bestimmt. Aus der Gleichgewichtsbedingung fiir den
Knotenpunkt I:
d i
(1 8) x5— %= (% —%) e + %y —np=x ey —+ %4 — %3

und aus Gleichung (I) ergeben sich nun die Werte
Rg=—x AR g it
B o A S CA
;@ ¢
%5 =+ % Dl AL BE

und aus den Gleichungen (II) und (IV) die Werte »%; und %;. Aus
den fiir den Knotenpunkt II geltenden Gleichgewichtsbedingungen

(7)) %4 %=—1,

b
(_|_16) %g — %9 = (Mg — %5 + %Xp — %¢) 1

findet man
1 b
xs”‘—'—’é‘Yz‘F(xﬁ_xs +x1,—~xc)—2-g
1 b
g T 9 Yo — (%6 — %5 +XD—X0)“2‘—'

Auf dieselbe Weise kann man x;, und %,, durch %; und ¥
ausdriicken, %;, und %4 durch %; und %,. Nun geht man zum
Knotenpunkt V, ermittelt:

o ¢ 1
(V) (_l__ 10) X14:—X12§d —Kll?—xL

und setzt diesen Wert in die fiir den Knotenpunkt VI aufgestellte
Gleichgewichtsbedingung
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¢ 1
CLATY, Yy = % Y + %40 Y 4+ %, =0,
ein. Man findet dann die Bedingung
(4
(VD 2 (%9 — #z) 4 %30 — ¥11 + IF3 (g — %;9) =0,

die nur solche Werte x enthilt, welche sich durch die den Lasten ent-
sprechenden gegebenen % und den Wert %' ausdriicken lassen. Die
Gleichung (VI) enthiilt also nur noch die Unbekannte x". Eine einfache

Zwischenrechnung liefert

b

®=— (Yg —Y4) (%4 — %5 + %o — %) =

c,
2d
— (%p — %z + %r — %&) (,;:I{)-V—id — (%2 — %) " i(‘idi ;
Die Berechnung von ;5 bis %, erfolgt aus Gleichungen von der
Art der Gleichung (V). Die Werte %y, bis %y, der lotrechten Auf-
lagerstiibe, denen man die Liinge v beilegen wird, findet man, indem
man an jedem Auflagerknotenpunkte die Summe der lotrechten Seiten-
kriifte gleich Null setzt. '
Die Durchftthrung der Buchstabenrechnung empfiehlt sich nur bei
einfacheren rtiumlichen Fachwerken. In den meisten Fillen ist es zweck-
miifsiger, gleich von vornherein mit Zahlen zu rechnen.

§ 28.
Die abgestumpfte Fachwerkpyramide und verwandte Systeme.

Zu den wichtigsten riiumlichen Fachwerken gehort die abgestumpfte
Pyramide, Fig. 228. Die Fulspunkte der Rippen mogen festliegen.
In irgend einem Knotenpunkte m greife eine beliebig gerichtete Hulsere
Kraft an, und diese werde in die Seitenkrifte L, R und U zerlegt,
von denen L mit der links*) an die Rippe ma grenzenden Seitenwand (I)
zusammenfallen moge, R mit der rechts an ma grenzenden Seiten-
wand (II) und U mit der Rippe ma. Die Wirkungen dieser drei Kriifte
werden zweckmiilsig gesondert verfolgt. Durch die Last L werden nur
die Stiibe der Seitenwand I beansprucht, und zwar verhiilt sich hierbei
das ebene, in Fig. 229 in die Bildebene gelegte Fachwerk I wie ein am
unteren Ende eingespannter Freitriiger. Die Last R beansprucht in
gleicher Weise das ebene Fachwerk IT, und die Last U ruft nur in
der Rippe ma Spannkriifte (S==-— U) hervor. Die Gesamtwerte der

#) Die Bezeichnungen links und rechts gelten fiir einen von auflsen auf den
Mantel der Pyramide sehenden Beschauer,
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Spannkriifte der Rippe ma erhilt man schliefslich durch Zusammen-
- ziihlen der einzelnen Wirkungen der drei Kriifte L, R, U.

Die Rippen brauchen sich nicht in einem Punkte zu treffen. Die
beschriebene Berechnungsweise gilt also micht nur fiir den Pyramiden-
stumpf; sie ist vielmehr nur an die Voraussetzung gebunden, dafls die
Seitenflichen statisch bestimmte ebene Triiger sind.

Fig. 228.

Fig. 229.

Die Richtungen der Kriifte L und R brauchen nur mit den
Ebenen T und II zusammenfallen; im {ibrigen diirfen sie nach Belieben
gewiihlt werden. In der Regel empfiehlt es sich, L und R wagerecht
anzunehmen.

Es liege z. B. der in Fig. 230 dargestellte Pfeiler mit wage-
rechten Ringen vor. Am Knotenpunkte m greife eine lotrechte Last P,
und eine wagerechte, nach den Richtungen der angrenzenden Ring-
stibe in die Seitenkrifte H,, und @, zerlegte Last an. Zerlegt man P,
nach der Richtung der Rippe mae und nach den Richtungen der
Krifte H, und ¢,, so erhiilt man (nach Seite 274, Fig. 223) mit
den in die Figur 230 eingeschriebenen Bezeichnungen fiir U,, L, und
R, die Werte
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s.
h

/
(30) -Lm = Hm + Pm I"

Un= P,

Rm=(2m+Pm ;I 1

Fig. 230.

Hat man auf diese Weise die Lasten U, L, F, ermittelt, so ist
die Berechnung der Spannkriifte auf die Untersuchung einfacher ebener
Fachwerke zurtickgefiihrt.

Beispiel. Fiir die Spannkrifte und Auflagerwiderstiinde des in
Figur 231 dargestellten eingeschossigen Pfeilers sollen allgemeine For-
meln aufgestellt werden. Das Fachwerk besitzt vier feste Stiitz-
punkte I', II°, III', IV', deren Widerstiinde in die wagerechten Seiten-
kriifte 4 und B und die lotrechten Gegendriicke (' zerlegt worden sind.
Es geniigt natiirlich, Formeln fiir die Spannkriifte 7%, Sy, D; und die
Widerstinde 4,, B;, C; aufzustellen.

Man findet fiir den Knotenpunkt (I)
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Die Berechnung von U, ist, wie sich zeigen wird, entbehrlich,
Die Seitenwand 1, IT, 1I', I’ wird belastet mit B, und L,.
Es ergibt sich
hi=—L=—H—F2
D _Ly—R _H-—09 Fyas . Pyb
dy ot he, he,
Die Spannkraft S; erhilt man am schnellsten, wenn man die
Summe der lotrechten Scitenkriifte aller am Knotenpunkte (I) angrei-
fenden Kriifte gleich Null setzt. Dies gibt

h h
S “f—Dld—"l“Pl:Or
S1 1

woraus mit ¢, — b; = ¢, folgt _
Rt LD i

731 ¢y hey h e
Nun findet man den Stiitzenwiderstand 4; am Knotenpunkte 19!
mittels der Gleichgewichtsbedingung

R LN & A e;i
Al i 61 81 o d4 4
wo Dy _H —0, Pia, P,
dy Cy e, he,
Man erhiilt
(ll €y Pl ( ey ey )
- il o L} e i Y8 kit ok g
s ¢y (@ ) ¢y A B (N Cy
P2 ag P4 g4
Pt R TR W
+ Y ay ¢ + 7 04 5
Der Widerstand B, wird
by b, .
=—8-*—Dp,}
B, Sy i g das ist

it SR e, a
ey Y % L JA¥4bCL_JJ
B, = (H, 1) s (Qu — Hy) 5 i » 1\, s
P2 a I b
et Iy (e | = AN
KAy h b Cy
Schlie(slich findet man den Stiitzenwiderstand C; aus der Gleich-

gewichtsbedingung
e 14 h
=8 ——D, — = —_—
1 1 8y 4 (14 ]jl bl
Werden die vier Fulspunkte miteinander durch Stibe verbunden,
so miissen vier der zwolf Stiitzenwiderstinde beseitigt werden. Ein

Beispiel zeigt die Figur 282. Die Stiitzpunkte werden in wagerechten
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Geraden gefiihrt, die mit den Richtungen der Stibe des Fulsringes zu-
sammenfallen®). Rechtwinklig zu den Fiihrungen treten Widerstinde

5
. N 1¢ F
ZLZIJ z ;’%éb-
n—/ 5
N N,
a’ )
1k i i
£

Fig. 232.

Ky, Fy, Fy, F, auf. Aus den vorhin berechneten Stiitzenwiderstinden
A und B findet man fiir die Spannkriifte N im Fulsringe und fir die
Widerstinde F' die Werte:
Ny = 4y, Ny = 4,, u. s. w.,
1 =By — N,, Fg = By — N,, u.8, W.

Zahlenbeispiel. Es sei ¢, = ¢, = 12,1", a; =b; = ay, = b,
=..=b,=2,0", ¢,=0,=10,1", h=19,9", §=20,1", d=22,4".
Man findet
T, = — H, — 0,101 P,,

I 1851 (H, — @y) - 0,188 (B 2P0y,

8, = 1,861 (0, — H,) — 0,848 P, —0,187'p;,

Ay = 0,165 (Hy — @,) + 0,835 (@, — H,) + 0,017 P, + 0,084 P,,
B, = 0,185 (H, — @, 4 @, — H,) + 0,017 (P, + P,) + 0,067 P,,
C, = 9,95 B,.

Ein zweites Beispiel fiir ein eingescholsiges Fachwerk mit vier
ebenen Seitenflichen und zwei wagerechten Ringen zeigt Fig. 283.
Stimtliche Knotenpunkte des unteren Ringes sind durch lotrechte Auf-
lagerstiibe gestiitzt. An den in Geraden gefiihrten Stiitzpunkten C,
Gy, Oy, C, treten wagerechte, mit denselben Buchstaben bezeichnete

*) Die allgemeine Losung der Aufgabe der sicheren Stiitzung eines ebenen
Fulfsringes, dessen Knotenpunkte in Geraden gefiihrt werden, gab der Verfasser
im Zentralblatt der Bauverwaltung 1892.
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Widerstiinde auf. Die an den Knotenpunkten der Rippen angreifenden
Lasten werden in die Seitenkriifte L, R, U zerlegt.

Sind nur die Lasten R,, R,, L, und L, vorhanden, so wird nur
das Seitenfachwerk I nebst den Stiben, welche die Knotenpunkte 0

Fig. 238.

Fig. 234.

und 5 mit den Stitzpunkten ¢, und Cy verbinden, beansprucht. Die

Vereinigung der Spannkraft des Stabes 0C, mit dem in 0 angreifenden
lotrechten Auflagerdrucke gibt eine in die Ebene I fallende Mittel-
kraft K (siehe Fig. 234, welche das in die Bildebene gelegte Seiten-
fach darstellt). Fine gleich grofse, aber entgegengesetzt gerichtete
Kraft K erhiilt man am Knotenpunkte 5. Die Grofse von K ist durch
die Momentengleichung
K:2b = (By — Ly) 2¢ | (R, — L,) ¢
bestimmt.
Fir die Spannkriifte in den Diagonalen findet man die Werte



o=, IR

: D K
Puin g
R
D, sin ¢, = — D, sin ¢, = W!E’
%
,,D? = IEL 1 Dy ij
dg ! ot N R

zur Berechnung von 7' dient die Momentengleichung
(T, + Ry) 2¢ -+ Rye— Kb, = 0.

In derselben Weise wird die Seitenfliiche II untersucht. Die
Spannkriifte S; und S, findet man am schnellsten durch Nullsetzen
der lotrechten Seitenkrifte der an den Knotenpunkten 1 und 2 an-
greifenden Kriifte.

Sind P, und P, die lotrechten Lasten, so lautet die Gleichgewichts-
bedingung fiir den Knotenpunkt 1

S, 5 D3 795
h — h - ——1} —h4+ P, =0
8, 0 8y dl (d + dg L"{ 1 )
und fiir den Knotenpunkt 2
A ( Ja) 184 Dy )
Coat By Sl [oieis! 2 ~- 27 o ==10,
321{‘d2+d3+d7 it

Die Spannkriifte in den Stéiben des Fulsringes und den Auflager-
stiiben ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingungen fiir die Knoten-
punkte des Fulsringes.

§ 29.
Statisch bestimmte Schwedlersche Kuppeln.

1) Die in Fig. 285 dargestellte offene Kuppel Schwedlerscher
Bauart lilst sich in Fachwerke von der im § 28 beschriebenen Art
zerlegen. Wir bezeichnen die Spannkriifte in den Ringstiiben, Diago-
nalen und Rippen der oberen Zone mit 7, D, S, in der zweiten Zone
mit 77, D, &, in der dritten mit 7, D”, §” u.s. w.*) Die Berech-
nung der obersten Zone kann ohne weiteres nach dem im § 28 beschrie-
benen Verfahren erfolgen. An der zweiten Zone greifen aufser den
gegebenen Lasten P, H uwnd ¢ noch die nunmehr bekannten Spann-
kriifte S und D an. HEs ist also nur noch die Aufgabe zu lbsen,

*) Man achte also darauf, dals S, §”, D’, D” nicht Projektionen von
Stabkriiften bezeichnen.
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diese Kriifte auf moglichst tibersichtliche und einfache Weise nach den
drei ausgezeichneten Richtungen L, R und U (Fig. 228) zu zerlegen.
Zu diesem Zwecke zerlegen wir zuniichst jede Spannkraft D in ihrem
unteren Endpunkte auf die in Fig. 236 dargestellte Weise nach der
Richtung des Ringstabes und der Rippe in die Seitenkriifte

a s
Du:])7 und D,:D7,

Fig. 285,

wo a die Linge des oberen Ringstabes des betrachteten Seitenfaches
und d die Linge der Diagonale bedeutet. D, tritt zu der Last s
D, wird zu § gefiigt, und nun wird S - D, nach den Richtungen
von H,’ und ¢,  und nach der Richtung der Rippe S’ der zweiten
Zone in die Seitenkriifte L', R, U zerlegt. Dazu denken wir uns
zuntichst die Kraft S - D, durch die Liénge s der oberen Rippe dar-
gestellt, zerlegen die Strecke 4C — g (Fig. 287) nach der Richtung
von S und nach wagerechter Richtung in die Strecken 4B und B(

und hierauf die wagerechte Strecke B nach den Richtungen der beiden
Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 19



T
von m ausgehenden Ringstibe in die Strecken % und k.. Die Bei-

trige der Kraft S D, zu den Belastungen L, und R, des Knoten-
punktes 7  sind dann

r=c+0 (24 2,
F=@s+0)E = (24 D)y

Fig. 236. Fig. 237.

Bezeichnet man noch mit ¢ und ¢,” die Strecken, welche man durch
Zerlegung des Grundrisses der Stablinge s’ nach den Richtungen der
beiden Ringstibe gewinnt, so findet man schliefslich fiir den Knoten-
punkt " der Fig. 287fdie Belastungen

. e A ) D
ST H‘m ": (— __‘> [ =
(B e +hc'+ s+d k,—{—da,

peifa 00 Al SR R -
(32) RS = Q. +3 c,+(?+7) A
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Durch diese fiir stimtliche Knotenpunkte zu berechnenden Lasten
L' und R’ sind die Spannkrifte 77 und D' der Ringstiibe und Diago-
nalen der zweiten Zone bestimmt. Vergl. Fig. 231 auf Seite 285.

Die Berechnung der Spannkraft S’ erfolgt am einfachsten mit
Hilfe der Bedingung, dafs die Summe der im Punkte m’ angreifenden
Seitenkriifte gleich Null sein mufs. Es ergibt sich die Gleichung

i W - h h
R IAT < 7 - o D e
4 s o d = g s e d
und daraus: ?
s’ P’ 7h; s D)
5 ke ke | S o ol ke B
H L

Fig, 239.

Um Schreibarbeit zu sparen, filhren wir die Bezeichnungen ein

(S S’ 5

e R )

S S

« D-—- D’—— ¢

(84) Vg =M =
F o o
Lh_Y’ )/ =

und erhalten dann
(85) L, =H, 4+ v. ¢/ + x4+ @)k + pa,
(36) R =0Quw +Yu e 4 (x4 )k,

’

Sy ;
(87) x=—"{m~u+7;~(x+w

Bei der Ableitung dieser Formeln haben wir vorausgesetzt, dals
am Knotenpunkte ' eine linkssteigende Diagonale D und eine links-
steigende Diagonale D’ angreift. In der Regel werden aber die Dia-

19*



— 292 —

gonalen nur als Zugstibe konstruiert. Es erhilt dann jedes Fach zwei
sich kreuzende, abwechselnd in Titigkeit tretende Diagonalen.

/*\ g
{ \(L
I\ A
/_@ S5 *
A\ / |
TeNJEL h
NG |
~y
@) ¥
£ 73
i |
)
|
: |
I ’
i 7
! |
1
| |
1
| |
Y
07
R B,
E)‘ ’ '
X, ol i
6 5 %
6’ )
5 7 5 R
// ’ =5 A\
/i /u(i X&‘ Cr \\
7 ’ 8 2@ T
/ s / * X
’ 6 \
/ . G2 SRR \
/ 5 2 7’ \
7 2
4 Hs /T, T, B,
7// i ) \ 2’ >
o % WAt # s 4
/ 7 // ; 4 4
NN AR L 4,
i NS 1 Lo /
\ A e N A 7 )
\ rnr 3 !
a e
by ity
% %, %.7 /
\\ p’ - /
/
\ 2) ,Tz ’ 7
\ 748 >3 /
% L :
AN [ 22 e/,
2’ _________ /3"
) 2 A.'Il
! ” |
e —— A — — — 3 >
Fig. 240,

Ist fiir das mte Fach der obersten Zone L, ., > R,, so wird!die
linkssteigende Diagonale gespannt, und es ergibt sich (Fig. 238)

Dm Lm _-Rm
(38) M"":_d—:‘%’—“-’ Tw=—1L,,.
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Ist dagegen R, > L,,,, so wird die rechtssteigende Diagonale
gespannt, und man findet (Fig. 239)

D, i A DY o :
(39) Hm—d‘m_iA—(;(—‘, Im‘—"—Rm'“

Fiir die zweite Zone sind die L und R zu ersetzen durch die
L und R, ferner ¢’ durch a”.

Den Gang der Berechnung einer solchen Schwedlerkuppel wollen
wir nun an der in Fig. 240 dargestellten regelmiifsigen 6-Eck-Kuppel
erliutern. Bsist ¢, =¢, =, ¢/ =¢, =¢, und & =&’ = F. Pur
die Knotenpunkte des obersten Ringes werden die Lasten

L, = H, + {.c und

By = Qu—T% Y (m=1, 2, 8, 4, 5, 6)
berechnet, und nun wird festgestellt, welche Diagonalen in THtigkeit
treten. Unsere Figur setzt voraus, dalfs

Ly > Ry, By > Ly; Ly > By, By > Ly, Ry > L, Ly > R
ist, und es ergibt sich daher:

‘L1:¥7 Iy =—1,
P-2=£2TL37 Ty =—k,
“3__:144;33’ Ty =—1L,
H4=R4;L57 Tr=shliy
s B a,iﬁ_, Tg == By
Hs_ﬂ.}@ﬁ, Ty =— L,

Setzt man nun an jedem Knotenpunkte des oberen Ringes die
Summe der lotrechten Seitenkriifte gleich Null, so erhilt man fir die
- Rippen der obersten Zone die Werte

0 (a6 L AL v e e
O i % R e g sl
g =—Ts — e — Mg | %=—17s — Pg — M.

Damit ist die Berechnung der obersten Zone erledigt.
Jetzt ermittelt man fiir die Knotenpunkte 1', 2/, 8, 4', 5, ¢
der zweiten Zone nach den Formeln (35) und (86) die Kriifte
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L1:=H1:+'Yl:c:+k: (g 4 1) + ap,g
R = Q1+ 1 ¢ 4 K (% + o) ;
L2: = H2: % 'Yz:c: - k: (g + g + g) +apy
Ry = Q)+ ¢ + K (% + g + o) + as
Lai a1 Ha: 45 'Ys:c: + k: *g
By = Q3" +v5'¢ + K %
L4: s H4: G 'Y4:0: tie 7‘: (g + g ) - @frg
R/ = Q) v, ¢ 4+ ¥ (e + g 1 %) + oy
L5: W H5: - 75:0: i k: (%5 + 15)
Ry’ = Q5" +¥5'¢ + K (%5 + 1) + aps
Lsi o Hs: e 'Ys:"‘: =t k: g
Ry = Q¢ +Ye ¢ + K .
Nun wird festgestellt, welche Diagonalen der zweiten Zone ge-
spannt werden. Fig. 240 setzt voraus:
B, >4y s Ly 2> Bett Be > Lil, By SN e By o By s
Es ergeben sich also fiir die Diagonalen und Ringstiibe der zweiten
Zone die Werte

o S e T, =-—R,
Hzlz—L;ﬁ?;” T, =—Ly
Hs,zi{;”—hl_’ Ty =—R
H4l=—£&~—L5L7 T, =—R,
P~5,:—L‘6,_;; Rs," Ty = —Lg
ELG’:—.E%—#? Ty = —R;'.

Indem man nun fiir jeden der Knotenpunkte 1, 2', . . die Summe
der lotrechten Seitenkriifte gleich Null setzt, erhiilt man fiir die Rippen
mit der zur Abkiirzung eingefiibrten Bezeichnung /: k' = ¢ die Werte
[vergl. Formel (37)]:

)‘1,:—'Y1:_P-e, + & (% + o)
x2,=_Y2,_P~1,"‘P‘2/+3(X2 + 1y A 1)
. X + & %

o SR + & 0ty + 15 1)
A Al L Sk e g s € (5 4 )

Xy =—", + & %.

&
I
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Damit ist auch die Berechnung der zweiten Zone erledigt. Und
in der gleichen Weise liefsen sich die Spannkriifte in einer dritten,
vierten u. s. w. Zone ermitteln.

Zur Untersuchung der Stiitzenwiderstinde tibergehend, nehmen wir
zuniichst an, es seien 17, 27, 8”7, .. . feste Stiitzpunkte. Jeden Stiitzen-
widerstand bestimmen wir nach F1g 240 durch drei Seitenkriifte 4, B, C.
Die Widersttinde C mgen positiv sein, wenn sie von unten nach oben
gerichtet sind. Nach Ermittlung der Strecke 4" in Pig. 240 finden wir

Ay =—FK (¢, + )
By =—K 0+ ) —pa
Ay =By = —F'%,’
Ay =—FK (xs,+f"2’+ ps') —
By == — K’ (%3" + g’ +P'3)"‘P~3
A4:‘—kﬂ(x4 +P"4 g
By=—k (¢, +p)—pa
Ag= By = — k'’
Ay =K (x5 + 5 + g’) — 5@’
By = — k" (%" + 5 1 tg') — pe'a
C=—W0" 4 1) 40:—7&(){4 + )
Co=—hn, | Cs == —h'%y
Cy=—N (%" + o'+ 15" ‘ Co=—N (%5 + "+ 15").

Lasten H”, ", P”, welche in den Punkten 1”, 27, 8", ....
angreifen, werden von diesen Stiitzpunkten unmittelbar aufgenommen.
In Fig. 241 haben wir noch den Fall eines die Stiitzpunkte ver-
bindenden Fufsrmges dargestellt und dabei angenommen, dafs die Stiitz-
punkte 17, 2% 8”... in Geraden gefiihrt werden, die rechtwinklig

zu den Sta.ba.chsen PR gy L il A e
Fiihrungen treten die Wlderstﬁnde Fl, Fy, Fg . . .. auf. Aulserdem
sollen noch Lasten H"), H”y, H”y ... . beriicksichtigt werden.

Lasten @ werden ohne welteres von den Fﬁhrungen aufgenommen.
Die Spannkrifte in den Stiiben des Fufsringes seien &y s
Die Zuriickfiihrung dieses Falles auf den vorhin behandelten Fall fester
Stﬂtzpunkte geschieht mit Hilfe der Gleichungen
[ ’” + Hl ” iy A
O I+ B =4,
und 1
f Tl + F, e B1
Ay 4 5 3 By =B,
o



Fig. 241,

Die Gleichungen (I) liefern die Spannkrifte 7" und die Glei-
chungen (II) die Stiitzenwiderstinde .

Zahlenbeispiel. Fiir den in Fig. 242 dargestellten Fall einer
regelmiifsigen 6-Eck-Kuppel mit steifen Diagonalen sollen die Spann-
krifte so dargestellt werden, dals der Einfluls jeder einzelnen Last er-
kennbar ist. Mit den in der Figur angegebenen Zahlenwerten erhilt
man fiir die obere Zone:

Ly = H, 4279y,

B, =0, + 279y,
by e e ii)

By = -2 "L L 0,00050 (H, — Q1)+ 0,474 (Yo — 1),
e =+ 0,00170 (Hy — Q,) + 0,474 (13 —,)

e = 1 0,00170 (H; — Qg) -+ 0,474 (Y, — 7,)
¥ =—y — Y, =—0,00170 (H, — Q,) — 0,474 (Y, — ¥,) — ¥;-
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Fir die zweite Zone ergibt sich
Ly =H2:+ 221 'Yz:+ 137 (3 4 ;) + 809
: =H2’ -+ 221 'Yz,‘f“ 187 (g — g — 7;) + 809
By= 01, + 221 'Y1,+ 137 (% + pg)
=@ + 2217, 4 187 (re—p, — T1)-

Fig. 242,

Ty = — Ly =l 0,283 (Hy — ¢,) 4+ 0,758 (H, — @,)
+ 2117, — 187y, + 65y, — 221 v,
o gy
L i T
=-0,00123 (Hy,— @,) — 0,000 29 (Hs — Q; + H, — @)
+0,00124 (H, — 1)+ 0,252 (v, — ;) — 0,080 (Ys— )
+ 0,278 (v,'—1,)
’ 4 ’ 142
e et U +(x1+f’~e)“zﬁ'
p p 142
SO R +(P~6_P'1_Y1)m
=+0,00029(I:Q,—Q,,)—O,OOZ32(}[2—01)-{—0,001 88 (H,— Q)
—0,00124 (H;" — @) 4 0,080 (1, — 7,) — 0,477 (7, — 7,)
-+ 0,385 (v, —YG)_O’273 (72’_"{1’) P A =
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Mit Hilfe dieser Formeln berechnet man die Werte %, W, %/, p.’
fiir die gefihrlichste Belastungsweise und aus ihnen dann die Spann-

krifte §=xs, 8'=u's, D= pd, D = pd’.

2) Berechnung der in Fig. 242 dargestellten Kuppel nach dem Ver-
fahren von Mohr. Da es stets lehrreich ist, ein und dieselbe Aufgabe nach
verschiedenen Verfahren zu behandeln, so mdge noch die von Mohr fiir dieses
Zahlenbeispiel im Zentralblatt der Bauverwaltung 1902, Seite 205, angegebene
Losung wiedergegeben werden.

Jede Knotenlast ist in drei Seiten-
krifte X, Y, Z zerlegt; die wagerechte
Last X zeigt in der Richtung des Halb-
messers nach innen, die lotrechte Last ¥
nach unten; Z ist zur Ebene X Y recht-
winklig gerichtet und zeigt fiir einen
aufsen stehenden Beschauer nach links,
Fig. 248. Das folgende Verzeichnis ent-
hiilt die Kosinusse der Winkel, die von
den positiven Lasten X, ¥, Z mit den

TFig. 248. "~ von den Knoten 2 und 2" ausgehenden

Stabstrecken eingeschlossen werden. Um

mit ganzen Zahlen rechnen zu konnen, ist das Hundertfache der Kosinuswerte
angegeben.

Knoten 2 Knoten 2’
ol | s S | b | | 7| | s
X [[+50[+50 |48 |89+ 89 +82 | 450 | 450 24| —71
Y| o | o |+21|445 —45|—21| 0 0 |429|471
Zz |—81|+87|—9| 0 [ 0 |-451]|—87[487|—08| 0

Erteilt man dem Knotenpunkte 2 gleichzeitig drei Geschwindigkeiten, die
in der Richtung und in dem Sinne der #ufseren Krifte X, ¥, Z die Grolsen
£, 0, ¢ haben, so erhilt man fiir den Knoten 2 die allgemeine Gleichgewichts-
bedingung

0=100 X, + Y3+ ¢Z) + (50— 87¢) T, 4 (50 £+ 87 ¢) T,
+ (B &+ 2710 —96¢) Dy + (— 89§+ 451) S,.

Wir wihlen zuniichst die Werte &, v, ¢ so, dafs die Geschwindigkeiten der
Krifte T, und S, verschwinden, diejenige der Kraft 7', aber gleich — 10000 wird.
50 —876=0

— 89t 450=0
50 & - 87 £ = — 10000.

Die ersten beiden Gleichungen driicken aus, dafs die resultierende Geschwin-
digkeit des Knotens 2 zu den beiden Kriiften T, und S, rechtwinklig steht. Da
die drvei Krifte Ty, Dy, S; in einer Ebene liegen, so ist infolgedessen auch die
Arbeitsgeschwindigkeit der Kraft D, gleich Null. Die Gleichungen ergeben:

E=—100, n=—198, { =—5T7.
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Durch Einsetzen dieser Werte in Gleichung (I) erhilt man
(I) 100 Ty = — 100 X, — 198 ¥, — 57 Z,
und nach demselben Bildungsgesetz
© () 100 T, =— 100 X, — 198 ¥, — 57 Z,.

Um ferner D, durch Gleichung (I) zu bestimmen, lagsen wir die Geschwin-
digkeit dieser Kraft=—— 10000 und die Geschwindigkeiten der beiden Kriifte 7T,
und S, gleich Null werden:

8E-4279— 96 {=— 10000
506+487¢=0
— 89E--450=0.
Wir erhalten
E=—89, n=—176, { =51,
also durch Gleichung (I)
0=—89 X, — 176 ¥, + 512, — 89 T, — 100 D,
und in Verbindung mit Gleichung (I11)
(IV) 100 D, = 89 (X, — X,) + 176 (¥ — ¥,) + 51 (2, + Z,).
Dieses Bildungsgesetz liefert auch
(V) 100D, =89 (X, — X;)4- 176 (¥, — ¥;) + 51 (2, + Z,).

Man bestimmt endlich die letzte Kraft S; durch Gleichung (I), indem man
die Geschwindigkeit dieser Kraft=— 10000 und die Geschwindigkeiten der
beiden Krifte 7, und 7, gleich Null setst:

— 89 & 45 = — 10000
50§ —87¢ =0
50 £ 87 ¢ = 0.

E=0, n=—222, £t=0,
ferner nach Gleichung (I):
0=—222Y, — 60D, — 100 S,
und nach Gleichung (IV)
(VD) 100 8, =53 (X, — X,) — 116 ¥, — 106 ¥; — 81 (Z, + Zy).
Damit ist die Berechnung der ersten Zone erledigt. .
Nun bildet man fiir den Knotenpunkt 2' mit Hilfe des Kosinusverzeich-
nisses die allgemeine Gleichgewichtsbedingung
(VID) 0=100 (5 X, + 0¥y +£2,) 4 (89 E — 45 7) 8, + (826— 270+ 51¢) D,
-+ (50— 87¢) T, + (50 £+ 87¢) Ty + (24 £+ 29— 93¢) D,
F(—=T1E+T1n) Sy

Um hieraus die Stabkraft T zu berechnen, ist die Geschwindigkeit dieser

Es wird also

Kraft =— 10000 und die der drei anderen unbekannten Krifte gleich Null
zu setzen:
50 £ 4-87 ¢ = —10000
50 —87¢=0
— 71§+ T19=0.

Demnach ist
£=—100, n=—100, { =— 57,
also nach Gleichung (VII)
0=—100X,"— 100 ¥," — 57 Z,' — 44 §, — 84 - D, — 100 T}’
und nach den Gleichungen (V) und (VI)
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(VII) 100 Ty =28 X;+ 4T YV,+14Z,— 98X, — 97 ¥, —29 7,
475X, 148 ¥, — 48 Z, — 100 X;" — 100 ¥, — 57 Z,'.
Behufs Berechnung von D,” sind &, 7, ¢ so zu wihlen, dals

94 £ -+ 29 n— 98 £ = — 10000 -
50E+87¢=0
— 1+ TIn=0

wird, u.s, w. Wir iiberlassen es dem Leser, das Beispiel zu Ende zu rechnen.

2a) Es moge dasselbe Zahlenbeispiel noch nach einem dritten Ver-
fahren behandelt werden. Setzt man fiir den Knotenpunkt 2 die Summen der
nach den Richtungen X, Y, Z gebildeten Seitenkriifte einzeln gleich Null, so
erhilt man mit Hilfe des Kosinusverzeichnisses die Gleichungen
(a) 100 X, +50 (Ty+ Te) -+ 8D, —898;,=0
(b) 100 Y, 427D, +458,=0
(c) 100 Z, + 87 (Ty — T;) — 96 D, =0.
Da nun D,, S,, T; in ein und derselben Ebene liegen, so darf man bei der
Berechnung von 7} einer dieser drei Spannkriifte einen beliebigen Wert beilegen.
Wir setzen D, =0, fithren in Gleichung (a) den aus (b) folgenden Ausdruck

Sy =— —1‘% Y, ein, und finden dann aus den Gleichungen:
y 100 89 100
‘5‘0‘X2+ Ly Ta-i—ga' T Y,=0
@ Y 100
s at s o= 0
den Wert
100 T == — 100 Xy — 108 ¥y 57 25
Hieraus folgt auch
100 Ty = — 100 Xz — 198 Y3 — 57 Z;.

Nun ergibt sich aus Gleichung (¢) die nur noch die Unbekannte D, enthiil
100 Dy =~ 90 (X3 — X))+ 179 (Y5 — Y,)+ 52 (Z; + Z,)*)
und aus Gleichung (b):
100 S, = 54 (X3 — Xg) — 114 ¥, — 108 Y3 — 81 (Z, + Zy).
Ganz ebenso verfihrt man am Knotenpunkte 2.

3) Die in Fig. 244 im Grundrils dargestellte, oben durch acht
zu einer Spitze zusammenlaufende Rippen geschlossene Kuppel lilst sich
aus der offenen Kuppel wie folgt herleiten. Man schlielst die Spitze
durch drei Stibe an den obersten Ring an, fiigt die fiinf Stibe Z;,
Zy, Zyy Zy, Zg hinzu und beseitigt dafiir finf andere Stibe. In Fig. 243
gind wir von einer Kuppel ausgegangen, deren Fufsring in stimt-
lichen acht Knotenpunkten in geraden Linien gefithrt wird. Wir haben
drei Fiihrungen und zwei Diagonalen beseitigt. Die weggenommenen
Auflagerstibe und Diagonalen fiihren wir als Ersatzstibe wieder ein

*) Infolge der Abrundungen der Werte &, 0, ¢ weichen die unter 2) gefun-
denen Ziffern von den jetzt erhaltenen etwas ab. Die jetzt auf kiirzerem Wege
gewonnenen Werte sind die genaueren, i
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und berechnen die Unbekannten Z; bis Z5 aus den Bedingungen
By —L/=0, R/ —R/=0, F;, =0, F, — 0, ¥, 20,

7 _/'52 7
8 G
Lo
ey S RO
N b 3
B\ 5
\ 77 Z1 5 i
253 R’)‘
b
:_f’/
2 v \
Fy
A'/IT?
Fig. 244,

Ganz thnlich wird die in Fig. 245 abgebildete Kuppel mit einem
durch vier Querriegel versteiften Schlulsring berechnet. Die Spann-

Fig. 245
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krifte Z,, Z,, Zy, Z, der Querriegel ergeben sich aus den Gleichungen
R — L/ =0, B/ —L’=10, B'—L;"=0, By — L,’=0.

In Fig. 246 ist noch gezeigt worden, dals man bei Kuppéln der
hier betrachteten Art in gewissen Sonderfiillen die Anzahl der Z-Stibe
erniedrigen kann. Die dargestellte Achteck-Kuppel hat nur zwei
(Gteschosse. Nur an drei Knotenpunkten des Fulsringes greifen wage-
rechte Auflagerstibe (45, 48, 51) an*) Es wurden drei Z-Stiibe ein-
gefiihrt, denen die drei wagerechten Auflagerstibe 44, 47 und 50 als
Ersatzstibe entsprechen.

Fig. 246.

4) Es mbge daran erinnert werden, dals die ganze hier vor-
getragene Berechnung riumlicher Fachwerke an die Annahme gelenk-
artiger Knotenpunkte gebunden ist. In Wirklichkeit aber haben wir
es stets mit steifen Knotenpunkten (Niet- oder Schraubenverbindungen)
zu tun, deren Beriicksichtigung auf ganz erhebliche Schwierigkeiten
stofst und praktisch nicht gut durchfiihrbar ist. Bei den bekannten
Schwedlerkuppeln mit Ringen von groéfserer Seitenzahl ist nun die
Steifigkeit der Knotenpunkte von so grofsem Einflufs, dals die An-
nahme von Gelenken unzulissig ist; sie liefert viel zu grofse Spann-

*) Wir haben hier dieselbe Darstellungsweise gewihlt wie im § 26.
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kriifte. Flache Kuppeln mit niedriger Laterne werden meistens nach
den durch die Erfahrung als gentigend sicher bestiitigten einfachen
Schwedlerschen Formeln die man u. a. in dem bekannten Taschen-
buche der Hiitte findet, berechnet. Fiir eine grofsere Kuppel mit
hoher Laterne ist aber die Schwedlersche Berechnungsweise schon
deshalb unbrauchbar, weil sie gar keinen Aufschlufs tiber die sehr ins
Gewicht fallende Wirkung des Winddrucks gibt. Soll hier die Berech-
nung ohne zu grolse Schwierigkeiten durchfiihrbar sein, so vermeide
man Ringe mit grofserer Seitenzahl.*)

§ 30.
Die elastischen Verschiebungen der Knotenpunkte,

1) Die allgemeine Untersuchung der Formiinderung eines statisch
bestimmten, riumlichen Fachwerks fiihren wir nach einem Verfahren
aus, welches sich eng an die im § 25 gezeigte Ermittlung der Spann-
kriifte anschlielst. Wie dort, fassen wir auch hier zuniichst ein Fach-
werk einfachster Art ins Auge, d. h. ein Fachwerk, dessen Knoten sich
an eine Gruppe ruhender Stiitzpunkte in der Weise anschlielsen lassen, °
dafs jeder neu hinzutretende Knotenpunkt durch drei Stibe, deren
Achsen nicht in dieselbe Ebene fallen, festgelegt wird. Die Bestim-
mung der Spannkriifte eines solchen Fachwerks geschah durch Losung
der einfachen Aufgabe:

Drei in einem Punkte angreifende Krifte S;, S, S, deren
Richtungen bekannt sind, so zu bestimmen, dafs sie einer eben-
falls in jenem Punkte angreifenden gegebenen Kraft das Gleich-
gewicht halten,

und die Darstellung der Forminderungen lifst sich auf die ebenso
einfache Grundaufgabe zuriickfiihren:

Ein Punkt d ist mit drei Punkten a, b, ¢ durch elastische,
nicht in derselben Ebene liegende Stiibe verbunden. Die Ver-
schiebupgen der Punkte a, b, ¢ und die Anderungen Abis B
Asy der Stablingen s, s,, s, sind bekannt; gesucht wird die
Verschiebung des Punktes d.

Ein Stabgebilde von anderer als der oben angegebenen Erzeu-
gungsweise verwandelten wir behufs Berechnung der Stabkriifte durch
Wegnahme von Stiiben und Hinzufiigung einer gleichen Anzahl neuer
Stibe in ein Fachwerk einfachster Art, brachten die Spannkriifte Z,,

*) Die Ringe der vom Verfasser konstruierten, 85,65 m weit gespannten
Kuppel des Berliner Domes sind regelmiilsige Achtecke. Siehe Zeitschrift des
Vereins deutscher Ingenieure 1898, Seite 1205,
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Zy, Z, . . .. der beseitigten Stiibe als #Hulsere Kriifte am Fachwerk
an, driickten hierauf die Spannkriifte (Y) der Ersatzstibe durch die
gegebenen Lasten und die Kriifte Z aus und setzten schliefslich die
Spannkrifte ¥ = 0. Wir gewannen hierdurch die zur Berechnung der
Z-Kriifte erforderlichen Gleichungen.

Im Anschluls hieran lilst sich auch die Darstellung der Form-
iinderungen fiir den Fall verschwindend kleiner As, auf den wir uns
hier beschriinken, verallgemeinern.

Die Lingen der beseitigten Stébe seien 2,, 2, 2. . . . . . , die
Liéngen der Ersatzstibe ', y”, ¥ . . . . Schreibt man den letzteren
zuniichst die willkiirlichen Anderungen Ay, Ay”, Ay” . . . zu, so er-

hilt man fiir die Verschiebung 9,, welche irgend ein Knotenpunkt
nach einer bestimmten Richtung erfihrt (d. i. die Projektion der Ver-
schiebung des Punktes m auf jeme Richtung), einen Ausdruck von
der Form:

(40) 8,=3,,+ 8, Ay 3, Ay + 8. Ay . ... ;
worin J,,, den Wert von 3, fiir den Fall bedeutet, dals die Lingen-
inderungen Ay simtlicher Ersatzstiibe gleich Null angenommen werden,
~ wihrend 3,/, 3, . . . . die den Zustinden Ay’ =1, Ay’ =1, .
entsprechenden Werte von 9, vorstellen. TUnd in gleicher Weise er-
geben sich fiir die Anderungen A Al A e der Knotenpunkt-
entfernungen z,, 2, . . . . . die Ausdriicke

Az,= Ay 2, Az, Ay + A"2,Ay" + A"z, 8y" + . . ..
(41) Azy=Dy2 + MNayAy + Mg Ay” + A zAy" + . . ..

Da nun aber die Lingentinderungen Az,, Az, .... der Stibe
24, 25 .... bekannt sind, so lassen sich die Ay mit Hilfe der vor-
stehenden Gleichungen berechnen, und damit sind dann auch die Ver-
schiebungen 9,, bestimmt.

Dabei ist zu beachten, dafs die Verschiebungen J,’, 8, .....
A'z,, Az, ....von den Lasten und Temperaturiinderungen unabhingig
sind, und dafs nur die d, und A,# fiir jeden neuen Belastungs- und
Temperaturzustand von neuem berechnet werden mdiissen.

Wir haben in der vorstehenden Darstellung unseres Verfahrens
der Kiirze wegen nur von Stiben gesprochen. Stiitzenwiderstiinde
miissen also in der bekannten Weise durch Auflagerstiibe ersetzt
werden, deren Lingentinderungen gleich den Verschiebungen der Stiitz-
punkte sind. Nach festen Punkten fithrende Ersatzstiibe spielen die
Rolle von Auflagerstiben. Anstatt zu sagen, die Liinge y eines Stabes,
der einen Fachwerksknoten @ mit einem festen Punkt f verbindet,
indere sich um Ay, darf man natiirlich auch sagen: die Projektion
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der Verschiebung des Punktes a auf die feste Richtung fa ist gleich
Ay. Die Auffassung unbekannter iiulserer Krifte als Stabkriifte und
der Verschiebungen ihrer Angriffspunkte als Liingeniinderungen von
Stiben gestattet aber - eine sehr kurze Aussprache der allgemeinen
Gesetze, da man es nur mit einer Art von Unbekannten zu tun hat.

?) Die naheliegendste und ilteste Losung der auf Seite 304 an-
geftihrten Grundaufgabe ist wohl die folgende.

Sind x4, ¥, 2; und z,, Yar #. die rechtwinkligen Koordinaten
aweier durch einen starren Stab verbundenen Punkte und $; die Liinge
des Stabes da, so erhiilt man durch Differenzieren der Gleichung

(42) (@0 — 20)* + (o = 92)* + (2. — 25)2 = s?
die Bedingung
(48) (2 — 2a) (A%u— Aia) + (Yo — ya) (Ay— Ayy)
—{-— (s —2q) (A2, — Agy) = 8+ As,.

Ist also @ durch drei Stibe an die Punkte @, b, ¢ angeschlossen,
deren Verschiebungen Az, Ay, Az bekannt sind, so stehen zur Berech-
nung der Verschiebungen Au,, Ayy, Az, drei lineare Gleichungen zur
Verfiigung.

3) Zweckmiilsiger ist in der Regel die folgende Losung der Grund-
aufgabe; sie bestimmt jede Verschiebung nach einer festen Richtung
mit Hilfe einer einzigen Gleichung.

Wird die Projektion & der Verschiebung des Punktes d auf eine
feste Richtung d — » gesucht, so belaste man den Punkt d mit einer
von d nach » gerichteten Kraft P=— 1, bringe in den Punkten a, b,c
die mit den Achsen der Stiibe 81y Sgy 83 zusammenfallenden, der Kraft
P==1 das Gleichgewicht haltenden Kriifte Syy Sy Sy (welche nicht
mit den wirklichen Spannkriiften Sy, Sy, S; zu verwechseln sind) an
und berechne & mit Hilfe des Gesetzes der virtuellen Verriickungen.
Bedeuten d,, 9,, 8, die Projektionen der Verschiebungen der Punkte
@, b, ¢ auf die Geraden da, db, de, so ergibt sich die Gleichung

(44) 1.3+ 53,4 88,4 8,3, = S;As; + S;As, - Sy As,,
welche nur die Unbekannte & enthilt.

Ist der Stabbiischel auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem z,
Y, # bezogen, und sind die Seitenverschiebungen der Punkte Qyitbiiieyud

nach der Richtung der z-Achse: &,, &, &, &,
” ” ” 0 A Nay Moy Moy Nay
” ” ” i LT ‘:m Cln go; Cd’

sind ferner :91.1. S, .'y, Si.. die den Achsen z, Y, = parallelen Seiten-
kriifte von S, u. g. w., so ist

(45) 88, =8, & 4 51, WL B L

Miller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre, 20



~—=. GO0

und in gleicher Weise lassen sich auch die Glieder S, d,, Sy 9, um-
formen. Indem man nun Gleichung (14) der Reibe nach fiir eine nach
den Richtungen @, y, z angreifende Kraft P = 1 anschreibt, findet man
die gesuchten Seitenverschiebungen &4y Ma, Ca des Punktes d. Die Ein-
fithrung rechtwinkliger Koordinaten ist aber nicht erforderlich; sie ist
sogar nicht einmal immer zweckmiifsig. Man kann die Verschiebung
des Punktes d auch durch drei beliebig gerichtete Projektionen & be-
stimmen.

§ 81.
Kinematische Ermittlung der Stabkriifte.

1) Auf ein statisch bestimmtes Fachwerk mdgen in den Punkten
1, 2, . .. m .. . gegebene Huflsere Krifte P;, P, .. P, . von
beliebiger Richtung wirken. Es soll die Spannkraft S, 1rgend eines
Stabes ik, dessen Liinge = s;; sei, in der Form

Six=1p; P, + 25 Py = virt-iom P = ci0 v o
dargestellt werden, wo p,, Py, . . Pm - . . . Zahlen bedeuten, welche
von den Lasten P unabhiingig sind und den Namen Einfluflszahlen
fithren.

Zur Losung dieser Aufgabe verwandeln wir das steife Fachwerk
durch Herausnahme des Stabes ik in eine zwangliufige kinematische
Kette, bringen in den Punkten ¢ und % zur Wiederherstellung des ge-
storten Gleichgewichts die Kriifte S;, als Hulsere Kriifte an, schreiben
nun dem Punktepaar ik eine verschwindend kleine gegenseitige Ver-
schiebung A 8;;, zu, ermitteln die hierdurch bedingten Verriickungen
stiimtlicher Knotenpunkte und wenden schliefslich auf diesen Bewegungs-
zustand das Gesetz der virtuellen Verriickungen an. Wir erhalten dann
die Gleichung

(46) Sy Asy=Pd + Pyd +...+ P.d.+ ..

in welcher 8,, d,, ... die Projektionen der Verschiebungen der Punkte
1; 2,000 euf die Richtongenivon Py, Py, « o Py, . i bedeuten
und finden die gesuchten Einflulszahlen mittels der Beziehung
' 51”
Asy,

Die Aufgabe der Berechnung der Einflulszahlen ist hiernach nur
ein einfacher Sonderfall der im vorigen Abschnitt behandelten Dar-

stellung der elastischen Verschiebungen. Dort handelte es sich um die
Ortsveréinderung der Knotenpunkte infolge von Liingentinderungen siéimt-

L 5=
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licher Stiibe; hier wird nach dem Einfluls einer einzigen willkiirlichen
Liingeninderung As,, gefragt. Setzt man Asg, — 1, so erhilt man
pm o | 6m'

?) Das kinematische Verfahren ist besonders vorteilhaft fir die
Berechnung von solehen Fachwerken, die durch Beseitigung von # Stiiben,
deren Liingen 2,, 2, ... ¢, seien, und durch Einfigung von » Ersatz-
stiiben in Fachwerke der einfachsten Art verwandelt werden. Man
schreibe den Ersatzstiben zuniichst willkiirliche Lingentinderungen Ay
zu, und stelle nach § 29 die Verschiebungen siimtlicher Knotenpunkte

und die in ihrem Gefolge auftretenden Anderungen Az, AP Az
der Knotenpunktentfernungen 2, 2, ... &, als Funktionen der

Werte Ay dar. Zwischen den » willkiirlichen Werten Ay und den
n Werten Az bestehen # lineare Gleichungen.

Fig. 247.

Wiihlt man nun
Az, = 1, Az, =Adz=Az, =...=A¢, =0,

80 lassen sich mit Hilfe dieser Bedingungen diejenigen besonderen
Werte jener n Verschiebungen Ay berechnen, welche den Bewegungs-
zustand einer kinematischen Kette bestimmen, in die das Fachwerk
durch die Beseitigung eines einzigen Stabes, des Stabes 2, verwandelt
wird. Zwischen der Spannkraft Z, des Stabes 2y, den gegebenen
#ulseren Kriiften K, P, Q, . . . . . und den Projektionen der Ver-
rickungen %, p, ¢, . . . . . der Angriffspunkte dieser Krifte auf die
Richtungen dieser Krifte besteht dann die Gleichung

Zy=Kk+Pp+Qq-+.....
Hat man auf diese Weise die Kriifte Z berechnet, so erfolgt die

Ermittlung der tibrigen Stabkriifte und der Stiitzenwiderstéinde in der
20*



~— B8

Regel am schnellsten mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen fiir die
einzelnen Knotenpunkte. '

In den folgenden Beispielen werden wir die Verschiebungen nach
dem im § 29 unter 3) angegebenen *Verfahren berechnen. Fiir die
Knotenpunkte der ebenen Fulsringe soll von dem Satze Gebrauch ge-
macht werden: = Stellt man die verschwindend kleinen Verriickungen
der Endpunkte @ und b eines starren Stabes nach Griofse und Richtung
durch die Strahlen Oa’ und 0% dar, Fig. 247, so muls a'd’ | ab sein,
weil die Projektionen von Oa” und 0b" auf die Stabachse gleich grofs
sein miissen. Sind also die Verschiebungen Oa’ und O¢’ der End-
punkte zweier im Knoten b zusammenhiingenden Stiibe bekannt, so findet
man die Verschiebung Ob" des Punktes b mit Hilfe von &’d" | ab und
Y | cb.

3) Erstes Beispiel. Es liege das in Fig. 248 im Grundrils dar-
gestellte Fachwerk (System der von Zimmermann konstruierten

<

Tig. ‘243,

Reichstagskuppel) vor. In den Knotenpunkten I, IT, III, IV greifen
lotrechte Lasten P;, P,, ... und wagerechte Lasten H,, @, Hy, Q,,. .. .
an, in den Knotenpunkten des Fulsringes wagerechte Lasten 1, K,
e e Die Hohe des Fachwerks sei A.

Es werden die vier Stibe des oberen Ringes beseitigt und dafiir
vier Bewegungsfreiheiten eingetauscht. Als vorliufig willkiirliche Ver-
schiebungen sollen die Verrtickungen k,, k,, k;, k, der in Graden
gefiihrten Fulspunkte 1, 2, 8, 4 im Sinne der daselbst angreifenden
gegebenen Lasten K, K,, K;, K, eingefiihrt werden.
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Durch %, und %, ist die Verschiebung des Stiitzpunktes (1)
bestimmt.  Stellt man % und %, durch die Strecken 01’ und 04’
dar (Fig. 249), so ist die Verschiebung w, = 0(1) von (1) durch
die Bedingung 1'(1) | 1(1) gegeben.

Man findet

, b, by b by
[1] Wy = — /,jl ,[)2 gl = ;/,;2 —I;l- y Wy = -—]ia I); ) Wy == —164 b;

und ist nun im stande, die Verschiebungen der dreistibig an den Fuls-
ring angeschlossenen Knotenpunkte I, II, III, IV im Sinne der in
diesen Punkten angreifenden senkrechten La-
sten P und wagerechten Lasten ¢ und H an-
zugeben. Es moge dies hier mit Hilfe der bereits
auf Seite 271 benutzten Gleichgewichtsbedin-
gungen geschehen; sie lauten fiir den Knoten-
punkt I (mit den Bezeichnungen A, = H, + Z,
und By, = @, - Z,)

W By
8y h by

[2] ,I,)l:_Pl_bl._&,lfl _41_
dy hoay by a,
R, Py by, B1( b1) 4,
S § R 1t Hd L Biie ¥ (RN LL B .
) o O | b, ] @, T @,

Da nun die Projektionen der Stablingen s,, dy, ry auf die Ver-
schiebungen %, k,, w, ihrer Fulspunkte der Reihe nach gleich b,, b,, b,
sind, so sind die Projektionen der durch P, =1 erzeugten Kriifte S,
D, uwnd R, auf jene Verschiebungen gleich

b, by by by Uy

h’ By ! hoay '
und man erhilt daher fiir die der Kraft P, zugeordnete Verschiebung p,
des Knotenpunktes I den Ausdruck

b el by b
(8] py=— }t by ——-—+ by "Z—G—lwly
1

n oy h

und ebenso findet man fir die Verschiebungen im Sinne der Kriifte
¢, und H; die Werte

b, b b
ik e, Yool ( _,,,1,,) .
(4] o 3, - ky =14 G o

b b
(8] by =— 2k 2,

@ty @,
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Werden die w durch die & ausgedriickt, so ergeben sich die fol-
genden Formeln [6], aus denen die Formeln [7] bis [9] durch Ver-
tauschung der Zeiger entstehen.

( by b b ( b )
el SR Lo el d) Vel e ¥
D= A ky i 14 = ke
b b b
6] o=— Shm—gt(42t)k
b, b
hy =— a‘ ky — —’— ky
1
( b b by
Pe :_“")1 _12 (1+ )]‘z
h
7 AL OIT i ky — 2 2—|— b k.
[7] 72 2
b
SRR I ?kr
| ay

=i i SRR
(]

8] lg==— k—*(2+b)i‘
Lh3:-—- %:—kg —_— Z k.
e e

(9] {go=— 2k3—~—(2+b)k
hy = — %@— iky

Die Knotenpunktentfernungen I 11, Ilm, IIT IV uwnd IV I
tindern sich infolge dieser Verschiebungen um
C[10] Azy =—gqy —hy, Mg =—qy —hy, A2y = —qg — Iy,
Az = — g0y
und es ergeben sich daher die folgenden Beziehungen zwischen den
Grofsen Az und k:



bt 1 Lt P

b b
ky -+ kL (24¢) 4 kgb—ﬁ
ay by

= Ag,
by by
Tt GOtk ot =a,
g b,

[11] k b
@

b b
/(72 - —[—ksb—‘-(Q —f—s)—[—k4 ;&:Az‘;
2

1
%

2
b b, b

ky = Iy 2 (24 6) + by L= A,
a2 bl al

WO
; b, # b,
S Rl J
a, ay

Addiert man die dritte Gleichung zur ersten, die vierte zur zweiten,
und subtrahiert man die dritte von der ersten, die vierte von der
zweiten, so entstehen die folgenden beiden Gruppen von Gleichungen

b
(7‘1‘{—/“3)"1% @2 —4e)+ (k, + %) ¢ = Agy + Ag,
[12] : ,
(%4 + ky) e o (ky =+ ky) }}3 (2 4e)= Azy 4~ Az
1
b
(ky — k) b; (2+4e)+ (ky — k) ¢ = Az, — Az,
[13] '
(e, — kg) € —I—(k2—k4)%(2—}—s)=A:3—Azl
1
wo
TG TP
o g @

Fir die Nennerdeterminanten der Gleichungen [12] und [13] er-
geben sich mit den Bezeichnungen ¢, =a; +b und ¢, =a, | b,
die einfachen Ausdriicke

(2+5)2_62:4(1_‘_5):_?,(61“'2,_—_]’»1}’2)

@y Ay
C+ef—E=0QFctd@tec—g=1249%
ay g

und man gelangt nach einer kurzen Zwischenrechnung zu dem fol-
genden Ergebnis.
Man berechne die drei Zahlen

[14] a:w B:ﬁl’i@ =_@ +a2b1_
ey ) 8cieg 8 (eyeg —by by)
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und aus diesen die vier Zahlen

15 P=T—a v=—B—y40s
[ “‘”—Y—*_av g:—l— s n |
um dann zu erhalten
l/
ky = — Az, — A Azy 4 % (vAz, +EAz)
2
l
ky =—hAz — Az + 7:—2 (vAz, +§ Azy)
1
[16] -
ky = — Az —rAz, b] (vAzy +EAz)
2
b,
kg = —\Agy —p Az, | —[--z (vAz, +EAz).
e

Nach dieser einfachen Untersuchung kann man den Einfluls der
einzelnen Lasten P, @, H, K, W auf die einzelnen Stabkriifte schnell
angeben.

Wird z. B. die Spannkraft Z, des Stabes IV I gesucht, so handelt
es sich um die Verschiebungen der Knotenpunkte einer durch Beseiti-
gung des Stabes z; aus dem Fachwerk abgeleiteten zwangliiufigen
kinematischen Kette. Alle Stibe dieser Kette sind starr anzunehmen,
es ist also Az, = Az; = Az, =— 0 zu setzen. Uber die eine Be-
wegungsfreibeit der Kette wird durch die Festsetzung Az, =1 verfiigt,
um 7, in der Form

Zy =32Pp+2Qq+ ZHh+ 32 Ww-+ 3 Kk
darzustellen. Man findet aus [16]

b A b
ky = ’b;:""v by =—0M k :té’ ky = —p
und kann nun mit Hilfe von [1] und [6] bis [9] alle tibrigen Ver-
schiebungen w,, p,, ¢, . . . . berechnen.

Ist 2. B. b, = 3,0", by = 5,0™, a; = 4,0™, ay = 6,0", h = 4,0",
so ergibt sich

Glgaclien hpUliing: anu 10

N R T i e
NR=10/0734, p.=10,0799, * v=10,3130, £ =0,0888,
ky =4 0,1878, k; = — 0,0734, ky = -+ 0,0208, ks = — 0,0759,

und man erhilt die in dem folgenden Verzeichnis angegebenen, auf
2 Stellen abgerundeten Verschiebungen %, w, p . . . .:
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‘ fom ! W ‘ Pm a qm ‘ Tom
m=1 —007 | +0,04 | —008 I — 0,02 | —0,18
m=2 - 0,02 — 0,03 [ —0,00 | —0,08 | 0,02
m=38 — 0,08 | 0,05 “ + 0,09 J 0,12 | 4-0.08
m=4 +019 | —0,81 | —08 | —0,82 | —0,12

Danach ergibt sich

Z, = — 0,07 K, + 0,02 K, — 0,08 K, + 0,19 K,
+ 0,04 W, — 0,08 W, + 0,05 W,— 0,31 W,
— 0,08 P, — 0,00 P, + 0,09 P, — 0,88 P,
— 0,02 @, "— 0,03 Qy — 0,12 Q5 — 0,82 0,
— 0,18 H, + 0,02 H, + 0,03 H, — 0,12 H, .

Damit sind auch die Bildungsgesetze fiir 7, Zg und Z, gegeben.

Nach Berechnung der Spannkriifte 7 in den vier Stiiben des
oberen Ringes lassen sich die tibrigen Spannkriifte und die Stiitzen-
widerstéinde ohne weiteres mit Hilfe der Gleichungen [2] und der ein-
fachen Gleichgewichtsbedingungen fiir die Knotenpunkte des Fufsringes
angeben. Ks bietet aber auch keine Schwierigkeit, alle diese Un-
bekannten kinematisch zu ermitteln.

Handelt’ es sich z B. um die Spannkraft D,, so miissen die
Knotenpunktverschiebungen fiir den Bewegungszustand Ad, =1 berech-
net werden. Da nun die Krifte P, =1, 4, =1, By, =1, jede fiir
sich allein, im Stabe d;, die Spannkriifte

R d,

J ’
h a by a, ay

hervorrufen, so erzeugt Ad, =— 1 die Verschiebungen

b, b, d, d,
s o ST L M B F PSR
Py B gy M by ay & a,
und die Formeln [6] gehen iiber in
by by by ( b,) Gt
=———k—— (14— )k —-L 1
P 3 e h o ad P hoa
b, b b b, d
hegia it (bt _*1(2 _l)k b g
[6a] 71 a by Tepa a, 1 by o
b b
hl = — az ]\':4 > ';ll l\:l e —ZL .
1 1 1

Die Gleichungen [7], [8], [9] und die Gleichungen [1] bleiben
ungeiindert, und die Bedingungen [10] liefern, da alle Az gleich Null
gesetzt werden, vier Gleichungen, die sich von den Gleichungen [11]
nur dadurch unterscheiden, dafs an die Stelle von
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Azy, Azy, Az, Az
der Reihe nach die Werte treten

[oe Zi ,(gl, (ol o g ﬂ, .
b2 al ’ af ’ al
Daraus folgt aber, dals Ad, =— 1 die Verschiebungen erzeugt:

4 d by

by =0—v) 2L, k= b—l k,
& 2
d b

by =@p—8 X, ky=="F.

s = (B —23) ik iy By

Es sei noch darauf hingewiesen, dafs sich auch der Einfluls der
elastischen Liingeniinderungen der Stibe auf die elastischen Verschie-
bungen der Knotenpunkte mit Hilfe der bei der Berechnung der Spann-
kriifte gewonnenen Zahlenwerte schnell verfolgen lilst.

Zweites Beispiel. Der obere Ring des in Fig. 250 dargestellten
Fachwerks sei ein regelmiifsiges n-Eck, die Seitenfache bestehen aus
Rechtecken und gleichschenkligen Dreiecken. Es gentigt, das Bildungs-
gesetz fiir 7, durch Untersuchung des Bewegungszustandes Az =
zu ermitteln.

Die Beziehungen zwischen den Spannkriften S;, D;, R, und den
in 1 angreifenden Kriften P,, B, = Q, -+ Z,, 4, = H, + Z, lassen
sich wieder mit Hilfe der Momentengleichungen ohne weiteres hin-
schreiben (siehe Seite 268). Die Liingen der drei Stiéibe seien s, s, d,
die Hohe des Fachwerks sei %; die tibrigen Bezeichnungen sind aus der
Fig. 251 zu ersehen. Man findet

By s e

8 ool ¢

i Pl b By A4,
O i sbma < oF Wi

By SRl SRt

d h m @ a

Da nun die Projektionen der Stablingen s, s, d auf die Rich-
tungen der Verschiebungen k,, w;, k, ihrer Fuflspunkte gleich b sind,
und da sich w; = — k,; ergibt, vergl. Formel [1] auf Seite 310, so
erhiilt man fiir die Verschiebungen p,, ¢, #, des Punktes 1 die Werte

_Jq_ﬁ_ﬁ ﬂ)
IS AR T

Koy © i) iy
b) 1 @u=2" (— 1,_4__)

W=




Fig. 250.

und damit sind auch die 'Verschiebungen der iibrigen Knotenpunkte

des oberen Ringes bestimmt. Beispielsweise wird

][,2 ¢ e b (—ﬁ — El,,) )
a a

&
SN F ————— Q@ =-==%
4 - |
.‘_/_"”"\ !
/ Lt
ch G
K// /’
2 Z 7
Tl S
# il o /
e Y R,,
S il -
pgoa VR B sl Zz
i Ay 1Y 7 o]
NS——— /I /'I Q1
172 \
/
’ v
; H,

Fig. 251.
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Nun erhilt man

DAzg = —q1 — Iy
=t (2 ] )
IR o il b 3 e o N &
Multipliziert man diese Gleichung mit Z und beachtet, dals

e C

gt ar—l—c‘“

ist, so erhiilt man die Beziehung

a
by ok 4 ky = b-~Az2,
wo

$iE g
Der Verschiebungszustand Az, =1, Agy,=Az . ... Az, =0
wird also durch die Gleichungen beschrieben*)

ko + @k +k=0
ky ok k=

kn—? + @kn—-] —i— kn =0
a
kn—l _|— @kn + kl . ‘bﬂ V

Die Auflsung geht stets schnell von statten. Fiir » =8 erhiilt
man mit den Bezeichnungen

i . 4 B_*E_ﬁi
T 2(eT—=4) b ' T 2(0"—2) b
die Werte **)

. *) Die linken Seiten dieser Gleichungen haben dieselbe Form, wie die von
Herrn Zimmermann in seinem Buche iiber Raumfachwerke auf Seite 61 zur
Berechnung der Werte D:d eines sechseckigen Kreisfachwerks gefundenen
Gleichungen 109.

*) Um die acht Gleichungen aufzultsen, addiere man die 5. zur 1., die 6.
zur 2. u. s, w. und subtrahiere die 5. von der 1., die 6. von der 2. u.s. w. Man
erhiilt dann vier Gleichungen mit den Unbekannten z, = k; -+ kg, @, = kg + kg,



a1 Ly (R T

/lfl:,|’7 :_‘*a*—ﬁ
ky =lky=—a-f
2a
ky = ky =
¢
2k
ky =— 2
@
k=== ky—lok, |

Nach Berechnung der Spannkrifte Z findet man die tibrigen
Spannkriifte und die Auflagerwiderstiinde mit Hilfe der Gleichungen (a)
und der leicht zu findenden Gleichgewichtsbedingungen fiir die Knoten-
punkte des Fufsringes.

4) Als lehrreiches Ubungsbeispiel empfehle ich dem Leser auch
die Untersuchung des in Fig. 252 angegebenen unregelmiifsigen Fach-
werks mit wagerechten Ringen und rate, die Verschiebungen p,, ey Ny
Pgs 93, Ry . . . sowohl auf dem in den vorstehenden Beispielen ein-
geschlagenen Wege, als auch nach
einem geometrischen Verfahren zu
bestimmen, das auf der Losung der
folgenden Aufgabe beruht.

BEin Knotenpunkt 4 sei mit drei
in einer KEbene liegenden Knoten-
punkten 1, 2, 3 durch starre Stibe
verbunden, deren Liingen s,, sy, s,
seien (Fig. 258). Die Punkte 1,
2, 3 bewegen sich in der Grund- 1)
rilsebene und erfahren gegebene, %
durch die Strecken 0°1', 02, 0’8’
dargestellte verschwindend kleine
Verschiebungen; gesucht ist der
Grundrifs 0’4" der Verschiebung
des Punktes 4. Man lege durch
die Punkte 1°, 2, 3" des Verschiebungsplans die Geraden (&) R
(s3"), welche senkrecht auf den ihnen entsprechenden Richtungen s,’,
sy 83" der Stabgrundrisse stehen, und bestimme den Schnittpunkt 1 - 2
von (s,") und (s,") und den Schnittpunkt 2-8 von (s3) und (s5").
Zieht man dann durch 1-2 und 2-3 die Geraden (n, .,) und (ng-. 5)

Fig. 252,

@y =lky—t Iy, 2y= Iy kg und vier Gleichungen mit den Unbekannten Yy =hky—ks,
Yo=hy— kg, yy=ky— k1, ys=hks—ks. Aus der ersten Gruppe von Gleichungen
lassen sich nun in derselben Weise zwei neue Gruppen von Gleichungen mit den
Unbekannten @, a5, ®y4a,, und — 2y, x,—ax, bilden und in derselben
Weise wird auch mit den y verfahren.
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senkrecht zu den Verbindungslinien », ., und n, . ; der Knotenpunkte
1, 2, 8, so schneiden sich diese beiden Geraden in dem gesuchten
Punkte 4. Um dies zu beweisen, nehmen wir zuniichst an, 4 liege
in der Grundrifsebene und sei nur an 1 und 2 angeschlossen Seme
Geschwindigkeit ist dann durch die in 1" und 2" auf s,” und s,” er-
richteten Lote bestimmt, und es fillt 4" mit dem Punkte 1-2 zu-
sammen. Lassen wir nun 4 aus der Grundrifsebene heraustreten, so
bleibt die Projektion der Geschwindigkeit 0’4" auf die Richtung der
Geraden 7, ., ungetindert, weil eine in 4 parallel zu », . , angreifende
dufsere Kraft ¢ nur in den beiden Stiben s; und s, Spannkriifte er-

Fig. 253.

zeugt und zwischen diesen Spannkriiften und ihren Projektionen auf die
Grundrifsebene die Beziehung besteht
%4 8 ny v g 8y 8

Wo n, ., die Linge der Strecke 1—2 bedeutet. Daraus folgt nun,
dafs 4" in der Geraden (n; -5) liegt, und ebenso wird bewiesen, dals
4" auch der Geraden (n,-5) angehtrt. Kennt man nun den Grundrils
0’4" der Verschiebung des Punktes 4, so kann man auch den Aufrifs
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0"4” schnell angeben. In Fig. 2563 wurde die Aufrifsebene durch den
Stab s, gelegt und 0”4” mittels der Bedingung 2”4” | 2 4 bestimmt.
Mit Hilfe dieses Verfahrens lassen sich die Einfliisse der Verschiebungen
ky, ky, kg, ky auf die Verschiebungen p,, ¢1, hy, py, qg, by . .. sehr

schnell feststellen. Fig. 254 zeigt die Anwendung unserer Konstruk-

-

AT e g,

Fig. 254.

tion auf den im ersten Beispiel untersuchten Sonderfall der Reichstags-
kuppel; die Verschiebungen sind in der Reihenfolge Wy by, gy, Py mit
Hilfe von (d') | d’,(n) | nund () | » bestimmt worden. Die beiden,
die Einflisse von %; und %, gesondert angebenden einfachen Zeich-
nungen kionnen auch zur schnellen Herleitung der Gleichungen (12)
benutzt werden.

' § 83,
Das statisch unbestimmte riumliche Stabwerk.

1. Werden die Spannkriifte der Stibe eines statisch unbestimmten,
riumlichen Fachwerks in der Form

g 55 LN R S X
als lineare Funktionen der statisch unbestimmten Grifsen X, B¢ G

dargestellt, so stehen zur Berechnung der Gréfsen X die Gleichungen
zur Verfiigung
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0=238,8,p 4 28,¢ets — X, 38, % — X,38,8,p —~ X, 28,80—....
0=2§,8,p + 2S,ets — X, 38,80 — X, 3 8% — X, 38,80 —....
wo

¥ TR

Dabei wird vorausgesetzt, dafs die von der Nachgiebigkeit der
Widerlager herrithrenden Verschiebungen der Stiitzpunkte durch An-
derungen der Liingen von Auflagerstiiben berticksichtigt werden.

Als leicht zu behandelnde Beispiele sind die in den Fig. 244 und
245 dargestellten Schwedlerkuppeln mit Spitze und versteiftem Schluls-
ringe anzufiihren, die aber in allen Seitenfliichen die Diagonalen behalten
und ebenso an allen Fulspunkten die geradlinigen Fithrungen.  Die
Achteckkuppel mit Spitze ist dann 5fach statisch unbestimmt und die
Achteckkuppel mit einem durch vier Querriegel versteiften Schlufsring
4fach statisch unbestimmt.

2. Besonders wichtig ist der Fall eines riumlichen Stabwerks,
welches teils fachwerkartig, teils vollwandig ausgebildet ist. Fiir die
auf Biegung beanspruchten Stibe werden die Liingskriifte N und Bie-
gungsmomente M ebenfalls als lineare Funktionen der X dargestellt:

N=N,—NX,—NX,—N.X,— ...
M=M,—MX,— MX;— M,X,— ...
und zur Berechnung der X stehen die Elastizitiitsgleichungen zur
Verfiigung:
0=203p,+F 8., — Xo.8u — X;8,, — X,3,, —
0 =28y + &, — X0, — X380, — X,8,;, — . . .
] = 80 1 8er — Xu0p, — X0, — A\L.B”— Syt

(47)

wo fiir zwei beliebige Zeiger p und ¢

S, 8,8 "N, N, ds M, M,ds
8) =R
(4) 6.ZC"I Eﬁw + EI" +f
Gleichung (48) gilt fir alle  mit Ausnahme van
611“ 8bu 8ct aaic oy

welche nach der Formel zu berechnen sind

(49) &, = =8,ets + N ity ds+]ﬂl € —

Po= @y byl €y it

Hinsichtlich der Bedeutung von ¢,, At¢, % verweisen wir auf
Seite 89, Fig. 77.
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An Stelle von 3,, (p=ua, b, ¢ .. -) darf man auch schreiben
BOP o 2:—I)m Bm}n
Bei stirker gekriimmten Stiben ist N zu ersetzen durch
M
N=N— "+,

"
wo » den Krtimmungsradius der als Kurve einfacher Kriimmung
gedachten Stabachse bedeutet. Auch muls dann an die Stelle™ des
Triigheitsmomentes J des Querschnitts der auf Seite 213 erkliirte
Wert Z treten.

Will man den Einflufs der von Querkriiften
0=0 — @ X,— 0, X, — X, X, -

Fig, 255,

erzeugten Schubspannungen berticksichtigen, so mufs man zu dem oben
angegebenen Ausdruck fiir d,, noch das Glied
"BQ,0,ds
GF
hinzufiigen.

3) Beispiel. Da die Untersuchung statischy unbestimmter rium-
licher Stabwerke meist zu recht umfangreichen Rechnungen fiihrt, so
begniigen wir uns hier mit einem einfehen Beispiel, 'das aber voll-
stiindig gentigen wird, die Art und Weise der Behandlung derartiger

Aufgaben zu erliutern.
Miller-Breslau, Die neuoren Methoden der Festigkeitslehre, 21
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Wir withlen die Unlersuchung einer offenen, regelmiifsigen Schwed-
lerschen Achteckkuppel mit biegungsfestem ebenem Schlufsring. Fig.255.
Die Belastung der Kuppel sei symmetrisch in Bezug auf.die Halbie-
rungsebene A B zweier Ringseiten. Die in Fig. 255 fortgelassenen
Diagonalen sind dann spannungslos.

Zuntichst mige der Schlufsring fiir sich allein betrachtet werden.
Fig. 256. Das Triigheitsmoment .J seines Querschnitts sei konstant.
Von den drei auf Seite 122 abgeleiteten Elastizitiitsgleichungen [9] ist
die eine infolge der Symmetrie der Belastung iiberfliissig. Die beiden
anderen gehen iiber in

[Mds =0, fMo;ds: 0.

Fig. 256.

Greifen die Lasten nur in den Knotenpunkten an, was hier vor-
ausgesetzt werden moge, so ist die Momentenfliiche jeder Ringseite ein
Trapez. Fiir den Querschnitt m sei das Moment gleich M,,; sein Bei-
trag zum Integral [ Mds ist gleich dem Inhalte der beiden in Fig. 256
schraffierten Dreiecke, d. i. gleich M, e, und es geht daher die erste
Bedingung iiber in

B Y =)

Der Beitrag von M, zum Integrale [ Mwzds ist gleich dem auf
die y-Achse hezogenen statischen Momente der in den Drittelpunkten
d und d” der an m grenzenden Ringseiten wirksam gedachten Gewichte
M, a

9 Vereinigt man nun diese beiden gleich grofsen Gewichte im
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Mittelpunkte m" der Strecke d'd”, und bezeichnet man die Liinge der
Strecke Om’ mit ¢, so wird der gesuchte Beitrag — M,,a - ¢ cos ©,,, und
die zweite Bedingung nimmt die einfache Form an

[2] =M, cos0,=0.

Wir bezeichnen nun die Biegungsmomente fiir die Knotenpunkt-
querschnitte ¢, a, b, d (Fig. 255) mit Y,, X,, (», Y4. Zwischen
diesen Momenten bestehen nach den Gleichungen [1] und [2] die Be-
ziehungen

Yc—l_Xf.v—I-Xh—I— Yo=0

Y,cose - X, eine — X, sine — Y, cose = 0,

und es ergibt sich mit tge =— )2 -—1 fiir jeden Belastungszustand
der Kuppel

1 .- iy /
8] Y,=— et (D /D)) X
9 2
i i A
[4] n=~éyzm—{@—mmm

Es sollen nun diejenigen Spannkriifte D und S in den am frag-
lichen Ringe angreifenden Fachwerkstiiben berechnet werden, die nur
von den Momenten X, und X, abhiingen, die also verschwinden, wenn
X, und X, gleich Null werden. Wird jede Spannkraft D in ihrem
oberen Endpunkte zerlegt in eine mit der Rippe zusammenfallende

Seitenkraft A D, wo X =— Z;— ist, und eine mit der Ringseite zusammen-

fallende Seitenkraft oD, wo o — Tl , S0 miissen die am unbelasteten

ebenen Schlulsringe angreifenden S und D offenbar den Bedingungen
gentigen:

SR R0
z S; +AD, =0
(5] Sy = ADg =0
8y =0

denn Gleichgewicht kann nur bestehen, wenn die am Ring angreifenden
Kriifte in der Ebene des Ringes liegen.
Aulserdem muls, falls sich fir o Dya der Wert

(6] eDia=+4 aX,+pX
ergibt,

[1] ©eDya=—BX, —aX,
sein, und ©Dye muls die Form

(8] ©Dya=ry (X, —X,)
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erhalten. Aus Gleichung [6] und [7] folgt
® Dy e+ o Dya= (o0 — B) (X, — X3).
Aulserdem besteht die Gleichgewichtsbedingung
(0D, 4+ ©Dy)sin 45° 4 w Dy = 0,

weshalb sich

] y= E=Bs
ergibt.
Bezeichnet man nun die L#ngskraft fiir den Rlngquerschmtt A
mit N (Fig. 2567), so lassen sich X, und X, auch wie folgt schreiben

X,= 0D, asin 45° — Na (1 + sin 45°) 4 ¥,
N — Na sin 45° -+ Y.,

“la

n)])2

Fig. 257.

und man gelangt, indem man N aus diesen beiden Gleichungen elimi-
niert und Y, mittels Gleichung [3] durch X, und X, ausdriickt, zu
der gesuchten Beziehung zwischen D;, X, und X,. Damit sind aber
auch D, und D, als Funktionen von X, und X, dargestellt. Aunf

diesem Wege findet man die Formeln

oDa=—2(V2+ D)X +202—-1X
[10] § @ Dga = + 4 (X,— X,)

l 0Dga=—2 (V2 —1)X,+2(V2+1) X,

Jetzt kann man mittels der Gleichung [5] die Spannkriifte S
finden und kennt somit die Spannkriifte in siimtlichen Stiiben der oberen
Zone der Kuppel. Die Spannkriifte in den iibrigen Teilen der Kuppel
werden nach dem im § 28 angegebenen Verfahren berechnet, und da-
mit ist dann die Ermittlung des Einflusses von X, und X, auf alle

Stabkriifte erledigt.
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Der Einflufs der in den Knotenpunkten angreifenden Lasten auf
das statisch bestimmte Hauptsystem wird nunmehr unter der Voraus-
setzung berechnet, dals auch in den Knotenpunkten des Schlulsringes
Gelenke angeordnet sind (Zustand X==0), und schliefslich werden die
beiden statisch unbestimmten Grofsen X, und X, mit Hilfe der Glei-

chungen berechnet

—0pa= X, 04,1+ X, 9,
11 Oa a\un A
[ ] { —Bob:Xabnb _i—Ababb

Benutzen wir das Zeichen S voriibergehend fiir alle Stabkriifte, so er-
halten wir

8
b zsos Bu =288 7,

]F
6na_-}‘svu -*_]1/[2*"

Bu,,‘...SS,, _E' ‘{V/AJ[ j‘/[l/ FJ

8bb=-\-lsb E]'—"_/ﬂlb IL

Die Summen erstrecken sich iiber die Fachwerkstibe, die Integrale tiber

den biegungsfesten Ring.
Fiir die Ringseite ca ist z. B. im Abstande 2 vom Knotenpunkte @

M= 7, T 3o A
« a
und dieser Wert geht fir X, = —1 tiber in
a—i @
Gl e YRRERBR IR g, 4 1y2).
M, =V222 - 12 (1 44V3)

Die Ringseite liefert also zu ,, den Beitrag

ﬁI/[ 14 7(1-}— VZ)]dx

Auf diesem Wege findet man leicht fiir die Ringhiilfte®) die Werte

/W (3 Vz)J

Diese Ausdriicke sind unabhingig von der Anzahl der Geschosse, der
Kuppel. Die Berechnung der tiber die Fachwerkstibe auszudehnenden

*) Es geniigt, die Summen fiir die Hilfte der symmetrisch belastet ange-
nommenen Kuppel zu berechnen,
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Summen wird am besten sofort mit Zahlen ausgefiibrt; sie bietet keine
Schwierigkeit und erfordert nicht einmal besonders grofsen Zeitanfwand.
Fiir den Fall einer eingeschossigen Kuppel wollen wir die Buchstaben-
berechnung hier noch etwas weiter durchftihren. Wihlen wir filir die
Spannkriifte in den Diagonalen wieder das Zeichen D), so erhalten wir
fiir die Beitriige der Fachwerkstiibe zu den Grofsen 8., 8.5, 05;, mit
Beachtung der Gleich [5] die Werte

d MR

B(I{l: ED
EF EF EF,,)
g

(R (e e A o 3

b BT, EF,,)EDb
A2s

6ab—‘ EFv

worin F, den Querschnittsinbalt fiir eine Rippe wund F, fiir eine
Diagonale bedeutet. Den Diagonalen D,, D,, D, entsprechen fiir
X,— — 1 und X, = — 1 der Reihe nach die Werte

vaD,=+2241); =4  +2(V2—1)
waD,=—2(¥2--1);  44; —2(V2—1),
weshalb sich fiir die Hiilfte der Kuppel ergibt
40

3D, =3D,2=
P-4 = Dy
. (N

24
EDan:'—'*ﬁ)T“ié.
Nehmen wir nun an, es greife am Schlulsringe eine sich auf die beiden
Knotenpunkte d verteilende wagerechte Last H an, Fig. 255. In diesem
Belastungsfalle, Zustand X,=0, X, =0 (Schlufsring mit Gelepken)
werden nur die Stibe der an die Knotenpunkte d grenmzenden Seiten-

fache beansprucht. Es entsteht
0Dy o= 12{_ V2

Bgr=—=ADy o3
Die tibrigen S und D werden = 0, und es ergibt sich daher

% d

Sou (—s+ EE) SD, D
d

(—“ EF; )DS»O Dsa

A¥s s )HV2 2(V2+1)
EF, T EF, p4mm
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und

A2 d HYV?2 2(V2+1)
89, = )m‘“.

¥ *ITJFVV E]v’,, 2 0 a6
Setzt man zur Abkiirzung

Fya® Nig ©
 ENCRIP T Y D

LI 12

(i ._\/72> =,

WV2—1) p=yv,,
so gehen die die Gleichungen [11] tber in
(v + 40) X+ (v —24) X,=(42—V2) Ha
(e — 24) X, + (v, + 40) X,=(—2—V2) Ha;

2

1
sie liefern, wegen v, 4 v, = : ® und v, — v, = rund o
; Ha 1
X,—X,=-+— —
g IR Bt .
j i}
Bl & gl ZJ ‘_V_-%P
LT
Nun folgt
O Dg = Ij — ”“1 £
Ty 128
. HY?2 L P
0Dy ="—"a—2 Ve—nX+2(Ve4 1x
0 Dya = —2V2+ DX +20/2— 1%
92
(0, Dy — 00D ) 4= — —V a+4(X,+ X).

Man kann deshalb auch setzen
1

)

H
Dy — 0D in 45° =— —
(0D, 1) sin 45 R Y
2

(wDg + wD,) sin 45° = o — 0 D,.
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Zahlenbeispiel. Ist p=0 (vollkommen starrer Ring) mit J =oc ), so
findet man

H — A

WDy =+— 0D =uwb, =£ 1/ 2 :£s1u 45°

4 8 4

und* fiir H = 10000 kg

0Dy = 1770, o D, = 2500, oD, = 1770 kg.
Es sei nun ¢ =2,6™, s —3,6m 4= 4,7 o = 8,2 also

3, i 3,6 a
=—7——=0,68, A = = y == 181 =y
= p7 =068 =T =071, = =131 ~ =072,
Fe= 84 qcm, ‘«==11 qem, also ;" == 8,
d
Der Ring bestehe aus einem [C-Eisen N. Pr. 14 mit wagerecht liegendem
Stege. Dann ist
Fsa? 34 - 260*
A2 LA R 2 M SRR
J =609 cm i e 3774
o _ 046 &f
b= 8TT4- 0,72 5 o Ta =36
und es ergiht sich
10000 - 2,60 12 Ha
51T ¥ AY P~ _— iy = 0
i G 16 976 1128 %8 4
10000-2,60 12y 2
& Nop I8 R S 1 LA
i 8 276 - 12
und hieraus und mittels Gleichungen [3] und [4]
KXo = 4162 kgm, X = — 858 kgm
Ye=— 11kgm, ¥Yo= - 202 kgm.

Das Widerstandsmoment des Ringquerschnitts ist 87 ¢cm3, und es wird daher
die Biegungsspannung im Ringe
3= 3583709 = 1rund 400 kg/qem.
Fiir die Diagonalen erhiilt man schliefslich die Werte
Dy = 9400, D, = + 1200, D, =— 610 kg.
Ein vollkommen starrer Ring wiirde liefern

Dy =+ 2600, D, =} 8700, D, = - 2600.
Sind die Knotenpunkte des Schlufstinges gelenkartig ausgebildet (X, == 0,
X» =0) so entsteht * :

) g e, H;/;)i:72501/2:10250kg, Dy =0, D{==0.

Der Unterschied zwischen Dy . o und Dy == 9400 ist nicht sehr grofs. Trotz-
dem also derelastische Schlufsringnur die geringe Beanspruchung von o400 kg/qem
erfahrt, triigt er wenig zur Versteifung der Kuppel bei.



Anhang.
I. Entwicklung der Arbeitsgleichungen.

Obgleich das Gesetz der virtuellen Verschiebungen zu den bekann-
testen Lehren der Mechanik gehirt, diirfte eine Entwicklung der in
diesem Buche benutsten Arbeitsgleichungen, welche dieses Gesetz fiir
die betrachteten Fiille ausdriicken, manchem Leser erwiinscht sein; sie
moge deshalb hier gegeben werden, zuerst fiir das Fachwerk, sodann
fir einen beliebigen Korper.

1) Das Fachwerk. Wirken an den Endpunkten m und » eines
Stabes von unvertinderlicher Liinge zwei entgegengesetst gleiche, mit der
. Stabachse zusammenfallende Krifte S, so ist die bei irgend einer Be-
wegung des Stabes von den beiden Kriiften verrichtete Arbeitssumme
gleich Null.

Um  dies einzusehen, zerlege man jene Bewegung in eine fort-
schreitende und eine drehende und wiible fir die letztere irgend einen
Punkt der Stabachse (z. B. ny) zum Drehpunkte,
Fig. 258. Withrend des ersten Teiles der Orts-
veriinderung leisten die Kyiifte S entgegengesetzt
gleiche Arbeiten, die sich mithin tilgen, und wiih-
rend des zweiten verrichten sie, weil fortwihrend
durch den Drehpunkt gehend, tiberhaupt keine
Arbeit.  Dabei ist es gleichgiiltig, ob die Stab-
krifte S konstant sind oder sich stetig tindern;
im letateren Falle diirfen sie innerhalb jedes un-
endlich kleinen Zeitteilchen als konstant be-
trachtet werden.

Wiichst die anfiingliche Liinge s des Stabes
wiihrend jener Bewegung um As, und bedeutet Fig. 258,
fir irgend ein Teilchen der Bewegungsdauer:

S, den augenblicklichen Wert der Stabkraft und dAs die Anderung
der Stablinge, so ist die Arbeitssumme fir dieses Zeitteilchen = S,Ads
und fiir die ganze Bewegungsdauer:

S

Ad=3s8,das,

Ag'a

wobei S, den anfinglichen und S den schlielslichen Wert der Stabkraft
vorstellt.



— 330 —

Der Ausdruck 4 gibt hiernach die Arbeitssumme an, welche die
uan den Endpunkten eines elastischen Stabes mn eines Fachwerks
wirkenden Spannkriifte verrichten, sobald irgend  welche Ursachen die
Knotenpunkte s, n in die Lagen m;, n, (wobei m,n, = s As ist)
verschieben, wiithrend die Stabkriifte von S, bis S wachsen.

Der wirklichen Arbeit 4 wollen wir nun diejenige Arbeit 4, = SAs
gegeniiberstellen, welche die Stabkriifte in dem nur gedachten Falle
verrichten, dafls sie withrend der ganzen Dauer der Bewegung ihre End-
werte S besitzen, und dafs an Stelle der wirklichen Verschiebungen
der Knotenpunkte irgend welche willkiirliche Verschiebungen treten, die
wir uns zwar als moglich vorstellen konnen, die aber in Wirklichkeit
nicht einzutreten brauchen, und virtuelle Verschiebungen genannt
werden. Dié Arbeit 4, heilst die virtuelle Arbeit der auf den
Stab s wirkenden Spannkriifte S. Fiir das ganze Fachwerk er-
gibt sich )

A, = 284,
welche Summe {iiber simtliche Stiibe auszudehnen ist.

Wir betrachten jetzt die Spannkriifte S als Kriifte, die an den
Knotenpunkten angreifen, also entgegengesetzte Richtung wie vorhin haben,
und die virtuelle Arbeit: — = SAs leisten; sodann setzen wir voraus,
dafs an jedem Knotenpunkte Gleichgewicht besteht und keine Kraft un-
endlich grofs wird. Erfahren die Knotenpunkte irgendwelche unendlich
kleine Verschiebungen, so ist die Arbeitssumme fiir siimtliche Kriifte
gleich Null, weil fiir jeden Knotenpunkt die Mittelkraft aus allen da-
selbst angreifenden Kriiften zu Anfang gleich Null ist und wiihrend
jener Elementarbewegung bis auf eine verschwindend kleine Griifse den
Wert Null behiilt.

Bedeutet also fiir irgend einen Knotenpunkt m: @,, die Mittelkraft
aus den daselbst angreifenden #ufseren Kriiften und 7, die Projektion
der Verschiebung des Punktes m auf die Kraft ¢, (positiv, wenn im
Sinne von (), erfolgend), so ist die virtuelle Arbeit der Hulseren Krifte
= 3Q,.1,,, und es folgt:

ZQurm— 2SAs =0
und hieraus:
DTN —— 1Dy R

Diese Gleichung driickt das Gesetz aus:

Fiir ein im Gleichgewichte befindliches Faclhwerk ist die bei
unendlich kleinen virtuellen Verschiebungen der Knotenpunkte von
den dufseren Kriften verrichtete virtuelle Arbeit ebensogrofs wie
die virtuelle Arbeit der Stabkrifte S.

Die Arbeit 2.SAs, welche man aus den Anderungen der Stablingen
berechnen kann, ohne die anfiinglichen und schliefslichen Lagen der
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Knotenpunkte zu kennen, wird auch die virtuelle Formiinderungs-
arbeit des Fachwerks genannt.

Scheiden wir die #ufseren Kriifte ganz allgemein in Lasten und
Auflagerkrifte und fithren die auf Seite 22 erklirten Bezeichnungen
P, C, 3, Ac ein, so erhalten wir 2Qr = 3 P§ -+ 2 CAc, und es ent-
steht die Gleichung

(I) 2Pd 4 2CAc= ZSAs,
welche wir die Arbeitsgleichung des Fachwerks genannt und zum Aus-
gangspunkte unserer Entwicklungen gemacht haben.

Hinsichtlich der auf das Fachwerk wirkenden Kriifte wurde bei
der Ableitung der Gleichung (I) nur vorausgesetzt, dals sie miteinander
im Gleichgewichte sind. Hat man also die Spannkrifte S und Auflager-
kriifte C' eines statisch unbestimmten Fachwerks durch die Lasten P
und durch gewisse statisch nicht bestimmbare Grofsen X so ausgedriickt,
dafls die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sind (vergl. Seite 21), so darf
man bei Einsetzen der S und C in die Gleichung (I) den Grofsen P und
X willkiirliche Werte beilegen. Tndem man nun diese Werte ver-
schiedenartig withlt, ist wan im stande, aus (I) beliebig viele Gleichungen
zu folgern und erhiilt, sobald man diese nun auf die wirklichen Ver-
schiebungen 3, Ac, As (die ja nur besondere Fille von willkiirlichen
Verschiebungen sind) anwendet, eine geniigende Anzahl von Beziehungen,
um die wirklichen Grfsen X berechnen und die wirkliche Formiinderung
des Fachwerkes feststellen zu konnen. Dabei wird allerdings voraus-
gesetst, dafs die wirklichen Verschiebungen klein genug sind, um als
verschwindende Grofsen aufgefalst werden zu diirfen.

2) Beliebiger Korper. Wir gehen von der Voraussetzung einer
stetigen Erfiillung des Raumes durch die Materie aus, im Gegensatze
zur Auffassung des Korpers als ein System von Massenpunkten, die zwar
einander unendlich nahe liegen, immerhin aber durch Zwischenriume
voneinander getrennt sind, und denken uns an irgend einer Stelle ein
unendlich kleines Korperteilchen abgegrenst, beispielsweise, um die Vor-
stellung zu erleichtern, ein Parallelepipedum. Die auf die Seitenfliichen
desselben wirkenden Kriifte sollen Fliéchenkriifte genannt und ins-
besondere als innere Krifte oder Oberflichenkriifte bezeichnet
werden, je nachdem die durch sie beanspruchten Fliichen jm Inneren des
Korpers liegen oder zur Oberfliche gehtren; aufser ihnen wird an dem
Korperteilchen im allgemeinen noch eine auf die Masse desselben
wirkende Huflsere Kraft angreifen, welche eine Massenkraft heilst
(z. B. die Erdanziehung, Ergiinzungskriifte der relativen Bewegung).

Beatiglich stimtlicher Kriifte wird vorausgesetzt, dals sie endlich sind.

Nehmen wir nun an, es erleide ein anfiinglich im Gleichgewichte
befindlicher Korper durch Hinzutreten Hufserer Kriifte und durch Tem-



— 382 —

peraturiinderung eine Umgestaltung, dieselbe hort auf, sobald sich ein
neuer Gleichgewichtszustand gebildet hat und bestehen bleibt; wiihrend
ihrer Erzeugung werden die Flichenkriifte des betrachteten Korper-
teilchens eine bestimmte Arbeitssumme verrichten, und von dieser ist
besonders derjenige Teil von Wichtigkeit, der nur von der Form-
inderung des Korperteilchens abhiingt, der also verschwindet, wenn
sich das Teilchen bewegt, ohne seine Gestalt zu #indern. Man nennt
diesen Teil der Gesamtarbeit der Flichenkriifte die Formiinderungs-
arbeit des Korperteilchens; ihre Integration iiber den ganzen
Korper liefert die Formtinderungsarbeit des Korpers. Bei der Berechnung
dieser Arbeit ist zu beachten, dafs die Flichenkriifte, deren schliefsliche
Werte wir ganz allgemein mit I bezeichnen wollen, sich im Verlaufe
jener Umgestaltung #ndern.

Denkt man sich hingegen die Flichenkriifte withrend der ganzen
Dauer der Formiinderung konstant und mit ihren Endwerten R wirkend,
bestimmt die von den Kriiften R geleistete Formiinderungsarbeit und
ersetzt hierbei die wirkliche Formiinderung durch eine willkiirliche,
die zwar als mdglich gedacht werden kann, in Wirklichkeit aber nicht
einzutreten braucht, so erhilt man einen Ausdruck d4,, welcher die
virtuelle Form#nderungs-Arbeit heilst, wiihrend jene willkiirliche,
mogliche Umgestaltung des Korpers eine virtuelle Formiinderung

genannt werden soll.
Um die im vorstehenden erklirten Begriffe an einem Beispiele zu er-
liutern, betrachten wir ein unendlich kleines

i Parallelepipedum, welches an der Stelle «,
| y, = eines auf rechtwinklige Koordinaten be-
B l i zogenen Korpers abgegrenzt ist, und dessen
- o den Koordinatenachsen parallele Kanten die
Lingen dx, dy, dz haben. Hs mogen nur
1§ ST "_—’j% Normalspannungen auftreten und zwar nur sol-
che, die der (z, y)-Ebene parallel sind; sie seien
A v/ stetige. Funktionen der Koordinaten (Fig. 259).
[st dann die Normalspannung
fiir Fliache 4 B gleich o, (positiv im Sinne — ),
4 o 1 R U v s T SR
Fig. 259. so ist die Normalspannung

fiiv Fliche CD gleich cx—{—»%ici dz und
i - Lo SRR S g‘;f dy.
Diesen Spannungen entsprechen die Flichenkriifte:
R, =0, dydz; Ry= (Qz“{"‘ —(;-ii (Ix) dydz;
Ry==oydeda;»Rys= (G,J - »?E"—’— dlr/) dzdx,
(]

und zwar seien dies die schliefslichen Werte der Krifte R.
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Exleidet nun das Kérperteilchen im Sinne von g und y die virtuellen Ver-
schiebungen Az und Ay, ohne dals sich hierbei die Gestalt des Teilchens iindert,
so leisten die Krifte B die Arbeit:

(Ry — Ry) b+ (Ry — Ry) Ay = (—g; Aw - ‘;7;’ Ag/) av,
unter @V =dadydz den Inhalt des Korperteilchens verstanden. Andert sich

d.a

i . § A
withrend jener Bewegung: da um Adz = e,da (wobei ¢, = das Ver-

lingerungsverhiiltnis der Kante dz bedeutet) und dy um Ady — €y dy, S0 nimmt
die vorhin ermittelte Arbeitssumme zu um  die virtuelle Formiinderungsarbeit
d Ay, bei deren Berechnung R, ersetzt werden darf durch B, und R, durch R,.
Denn die Flichenkriifte fiir gegeniiberliegende Seitenflichen des Korperteilchens
unterscheiden sich bei stetigen Spannungen nur um unendlich kleine Werte, so
dafs infolge der Gleichsetzung von R, und R, sowie von R, und R, nur ver-
schwindende Grifsen vierter Ordnung vernachliissigt werden.®) Mithin folgt:
d4y= Ry Ada + RyAdy = (0p¢x + 0ye,)d V,
und es ergibt sich schliefslich die virtuelle Gesamtarbeit der Flichenkriifte :
didyie= (%G" Ax - %LI/" Ay + Cpta cye_,,) @V

Wir fassen jetat eine unendlich kleine, virtuelle Formiinderung
eines im Gleichgewichte befindlichen Korpers und insbesondere die Be-
wegung und Umgestaltung eines Korperteilchens ins Auge und bezeichnen
die virtuelle Arbeit der auf dieses Korperteilchen wirkenden Massen-
kraft mit d.4,, diejenige der Flichenkriifte mit a4, Letztere Arbeit
besteht aus zwei Teilen; der eine, d 4, hingt nur von der Umgestaltung
des Korperteilchens ab, der andere, niimlich dAd;, —dA,, von der Be-
wegung des Massenmittelpunktes und der Drehung des Korperteilchens
um diesen Punkt. Somit stellt d4,, - dA,— dA, diejenige virtuelle
Arbeit vor, welche siimtliche auf das Korperteilchen wirkenden Kriifte
leisten, wenn dessen Bewegung ohne eine Formiinderung vor sich geht.
Diese Arbeit muls aber = Null sein, da die Mittelkraft der auf das
Kgrperteilchen wirkenden Krifte wihrend der ganzen Dauer der an-
genommenen Elementarbewegung, bis auf eine verschwindende Grilse,
den anfiinglichen Wert Null beibehilt,

Es folgt somit dd,—4dd,=d4, und, wenn entsprechende
Gleichungen fiir siimtliche Korperteilchen aufgestellt und hierauf addiert
werden,

I 4, + 4,=4,.

Da sich nun in dem Ausdrucke A; die Arbeiten der inneren
Flichenkriifte gegenseitig tilgen, weil auf die Fliichen, in denen an-
einandergrenzende Korperteilchen zusammenhiingen, bei gleichen Ver-
schiebungen entgegengesetst gleiche Kriifte wirken, so leuchtet ein, dafls

*) Bei unstetigen Spannungen mufs der Korper in Teile zerlegt werden,
innerhalb welcher alle Spannungen stetig sind; die Werte d.4, werden fiir die
einzelnen Teile gesondert integriert und ‘schliofslich addiert,
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A, die virtuelle Arbeit der Oberflichenkriifte, mithin 4, 4,,
die virtuelle Arbeit siimtlicher #ulseren Krifte vorstellt, und
es driickt deshalb die Gleichung (II) das Gesetz aus:

Bei einer verschwindend Fkleinen virtuellen Formdnderung eines
im Gleichgewichte befindlichen Korpers ist die virtuelle Arbeit der
dufseren Krifte gleich der virtuellen Formdinderungsarbeit.

Die Ableitung dieses Satzes nimmt an, dafls alle anfiinglich sich
deckenden Seitenfliichen von aneinander grenzenden Korperteilchen auch
wiihrend des ganzen Verlaufes der Formiinderung sich decken, weil nur
dann die Arbeiten der auf diese Fliichen wirkenden Kriifte sich auf-
heben. Besteht nun der betrachtete Korper aus mehreren einander be-
rithrenden Teilen, von denen jeder einzelne der obigen Voraussetzung
entspricht, und finden gegenseitige Verschiebungen von anfinglich zu-
sammenliegenden Beriihrungsflichen je zweier Teile statt, so miissen,
wenn das bewiesene Gesetz giiltig bleiben soll, alle diese Fliichen der
Oberfliche zugeziihlt werden; d. h. es sind die auf diese Flichen wir-
kenden Kriifte, soweit sich ihre Arbeiten nicht tilgen, zu den dHulseren
Kriiften zu rechnen. In allen Fiillen der Anwendung gentigt die Fest-
setzung, dafs bei aufeinander reibenden Teilen eines Korpers die an
den Beriihrungsstellen wirkenden Reibungswiderstiinde als fulsere Kriifte
aufzufassen sind.

Wird der betrachtete Korper durch fremde Korper gestiitzt, so
nennen wir die Driicke, welche die letzteren auf den ersteren ausiiben,
Stiitzenwiderstinde oder Auflagerkrifte. Alle iibrigen &ulseren
Krifte mogen Lasten heifsen. Bs ergibt sich dann, mit den auf
Seite 22 erklirten Bezeichnungen P, C, 8, Ac¢, die virtuelle Arbeit der
dulseren Kriifte = S Py + 2 CAc¢, und es entsteht die Arbeitsgleichung

(ITD3 2P0+~ 2 CAi— A
welche in den Abschnitten IT. und III. in derselben Weise wie die Arbeits-
gleichung des Fachwerks zur Berechnung von statisch nicht bestimmbaren
Grofsen und von Verschiebungen beliebiger Punkte benutzt worden ist.

II. Literatur.

Die ersten Anwendungen des Satzes von der Arbeit auf Aufgaben
der Festigkeitslehre finden sich bei Clapeyron, welcher die von
Navier™) aus dem Prinzipe der virtuellen Verschiebungen gefolgerte
allgemeine und einzige Bedingung fiir das Gleichgewicht zwischen den

*) Mém. de I'acad. des sciences 1827, Seite 388.
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inneren und iiufseren Kriiften eines elastischen Kborpers anwendet und
in diese an Stelle der virtuellen die wirklichen elastischen Verschiebungen
einfiihrt. Indem er hierbei die Annahme eines spannungslosen Anfangs-
zustandes macht und voraussetzt, dafs in jedem Punkte des Korpers
die anfingliche Temperatur herrscht, erhilt er die von ihm spiter zur
Berechnung der Durchbiegung von Federn benutzte Gleichung:

;, N Qr = A.*)

Lamé nennt diese Gleichung in seinen » Liegons sur la théorie
mathématique de 1'élasticité des corps solides“ (Paris 1852 und 1866)
das Clapeyronsche Gesetz, er erliutert es an mehreren Beispielen
und hebt seine Wichtigkeit fiir die Statik der Bauwerke hervor.

Im Jahre 1864 entwickelt Clerk Maxwell in der im Philoso-
phical Maguzine, Band 27, Seite 294, abgedruckten Abhandlung: ,On
the calculation of the equilibrium and stiffness of frames® mittels des
Clapeyronschen Gesetzes die erste allgemeine Theorie des Fach-
werks, indem er fiir die Berechnung der statisch unbestimmten Grifsen
die Gleichungen:

0=38(8% + 85X +8"X" +8"X"1..) Ei]v
aufstellt und das im § 9 dieses Buches der » Maxwellsche Satz“ ge-
nannte wichtige Gesetz von der Gegenseitigkeit der elastischen Ver-
schiebungen beweist. Maxwell war der erste, welcher eine Beziehung
awischen der Lingeniinderung As eines Stabes und der durch sie ver-
ursachten Verrtickung d eines Knotenpunktes in der Weise bestimmt,
dafs er das Fachwerk als eine Maschine auffafst, mittels welcher eine
treibende Kraft P einen Widerstand S tiberwindet, Die Vergleichung
der von P und S geleisteten Arbeiten vollzieht er mit Hilfe des Gesetzes

1 1
1) =Pl ug Ay,
(80Pl 5~ Shs

indem er P und S als Kriifte auffalst, die von Null aus allmghlich
anwachsen. Die auf diesem Wege abgeleitete Grundgleichung
(2) 3PS.— 3SAs

ist tibrigens von derselben allgemeinen Bedeutung, wie die unmittelbar
aus dem Prinzip der virtuellen Verrickungen gefolgerte Bedingung
3P = 3SAs. Denn solange es sich nur um die Erftillung der Gleich-
gewichtsbedingungen handelt, ist die Grijfee der Elastizitiitsziffern E
und Querschnittsinhalte # der Stiibe gleichgiiltig, und man kann daher
auch mit Hilfe der aus dem Olapeyronschen Gesetze gefolgerten

*) Vergl. die Anmerkung auf Seite 242 dieses Buches,



— 336 —

Gleichung (2) leicht auf den von Maxwell nicht beriicksichtigten Ein-
flufs von Temperaturiinderungen schliefsen, ebenso wie man beobachteten
Stiitzenverschiebungen durch Anbringung von Auflagerstiiben mit passend
gewithlten Querschnitten Rechnung tragen kann. Dem Fehlen prak-
tischer Beispiele ist es wohl zuzuschreiben, dafls die Maxwellsche
Arbeit lange Zeit nicht die verdiente Anerkennung gefunden hat.

Die erste Ableitung der Maxwellschen Gleichungen und Gesetze
auf dem kiirzeren Wege der Benutzung des Prinzips der virtuellen Ver-
riickungen rithrt von Mohr her. Seine Beitrige zur Theorie des
Fachwerks in der Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-Vereins
zu Hannover 1874 und 1875 sind durch wichtige Anwendungen bahn-
brechend geworden. Mohr stellte auch zuerst die elastische Linie des
geraden Stabes und die Biegungslinie des Fachwerks mit Hilfe des
Seilpolygons dar.

Im Jahrgange 1884 der Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-
Vereins zu Hannover vertffentlichte Krohn eine Herleitung des Max-
wellschen Satzes und zeigte seine Anwendung auf die Ermittlung der
Einflulslinie fiir den Horizontalschub eines Zweigelenkbogens, und im
Jahrgange 1885 derselben Zeitschrift gab der Verfasser die allgemeine
Deutung der Einflulslinien der Summen XS, SGE%, 28,8, pSF—' il
als Biegungslinien, ohne hinsichtlich der Gréfsen X einschriinkende Vor-
aussetzungen zn machen. Schliefslich stellte der Verfasser in der ersten,
1886 erschienenen Auflage des vorliegenden Buches nach einer Erweite-
rung des Maxwellschen Sutzes die allgemeinen Elastizititsgleichungen

La + 5(, g 5“3 o }:Pmsmn _‘/quamu i szmb R, N

auf, deren Gdiiltigkeit nicht auf das Fachwerk beschriinkt ist.

Neben den Maxwellschen Siitzen bilden die Sitze von Castigliano
die Grundpfeiler der gegenwiirtigen Theorie der statisch unbestimmten
Konstruktionen. Man darf sogar behaupten, dals der Einfluls Casti-
glianos insofern der grifsere gewesen ist, als die Untersuchungen dieses
leider so frith verstorbenen Forschers sich nicht auf die verhiiltnismiifsig
einfache Theorie des Fachwerks beschriinkten. Das hervorragende Werk
Castiglianos: ,Théorie de I'équilibre des systémes élastiques® enthiilt
eine Fille wichtiger Anwendungen auf verschiedenen Gebieten der
Festigkeitslehre und der Statik der Baukonstruktionen. An seiner Spitze
steht der mit Hilfe des Clapeyronschen Gesetzes entwickelte Satz von
der Abgeleiteten der Forminderungsarbeit sowie der aus diesem ge-
folgerte Satz von der kleinsten Forminderungsarbeit. Den letaten Satz
gab bereits frither Menabrea in der Abhandlung: ,Nouveau principe
sur la distribution des tensions dans les systdmes élastiques® [Comptes
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rendus 1858, I, Seite 1056]*); eine eigenartige Herleitung veriffentlich
Friinkel (1882) in der Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-
Vereins zu Hannover.,

Bemerkenswert ist, dafs auch Daniel Bernoulli ein Gesetz der
kleinsten Biegungsarbeit gerader Stiibe aufstellte und Euler brieflich
mitteilte.*) EBuler macht hiervon Gebrauch in der seinem beriihmten
Werke: ,,Methodus ‘inveniendi curvas maximi minimive proprietate
gaudentes* angehiingten Abhandlung: ,,De curvis elasticis*’, in welcher
er bei der Untersuchung der elastischen Linie eines geraden Stabes
gleichen Querschnitts und gleicher Elastizitiit von dem Satze ausgeht:
ut inter omnes curvas ejusdem longitudinis, que non solum per puncta
4 et B transeant, sed etiam in his punctis a rectis positione datis

i § . ? L + 7 A
tangantur, definiatur ea in qua sit valor hujus expressionis 7 mi-

nimus. Hierbei bedeutet ds das Bogenelement und R den Krtimmungs-

. 1 M e :
radius, - Setzt man A T erhiilt man, da HJ = Konst. ist:

M2q d e A
/_2_E‘; ein minimum. Das Integral: /]Tf nennt Bernoulli die ,,vis

potentialis. ¢

Zu den neueren Methoden der Statik zihlt auch die kinematische
Untersuchung statisch bestimmter Systeme. Sie schligt den um-
gekehrten Weg ein wie die Maxwellsche Arbeit. Das Ziel der Max-
wellschen Theorie des Fachwerkes ist die Verwertung der Arbeitsgleichung

DIPY == S g

zur Berechnung der Formiinderungen statisch bestimmter Fachwerke
aus den auf statischem Wege gefundenen Spannkriiften S und deren
Verwertung zur Untersuchung statisch unbestimmter Systeme; die ge-
suchte Grofse ist

0 8=ETS)A3.

Die kinematische Theorie des Fachwerkes verfolgt das entgegengesetzte
Ziel: die Berechnung der Spannkrifte aus den Verschiebungen §; die

gesuchte Grofse ist

23
I s=3 P

*) Man sehe auch: Comptes rendus, 1884, S. 174.
) Vergl. Fuls, Correspondance mathématique et physique, Tome Tl
S. 457, 507, 538. . ,

Miiller-Breslau, Die neueren Methoden der Festigkeitslehre. 29
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Die erste Herleitung der S aus den auf geometrischem Wege gefun-
denen & gab der Verfasser in der Schweiz. Bauzeitung 1887 (Mai) und im
Band I seiner Graphischen Statik 1887 zuniichst fiir das ebene Fachwerk.
Dann folgten die Arbeiten von R. Land in der Schweiz. Bauzeitung
1887 (Nov.) und der Zeitschrift des Osterreichischen Architekten- und
Ingenieur-Vereins 1888. Die kinematische Berechnung des Raumfachwerks
entwickelte der Verfasser im Jahrgange 1892 im Zentralblatt der Bau-
verwaltung. Ein Teil dieser Untersuchung wurde im § 31 des vorliegen-
den Buches wiedergegeben; der hier eingeschlagene Weg besteht aus
einer Verbindung der Grundgleichungen I und II. Bereits 1880 hatte
Foppl in seinem Buche ,Theorie des Fachwerkes® ausgesprochen, dafs
man beim statisch bestimmten Fachwerk zu einer Gleichung mit nur
einer Unbekannten S gelangt, wenn man einem Stabe, und nur diesem
allein eine verschwindend kleine Liingeniinderung zuschreibt, und auf
den dadurch eindeutig bestimmten Bewegungszustand des Fachwerks
das Gesetz der virtuellen Verriickungen anwendet. Foppl hat aber
diesen Gedanken nicht weiter verfolgt und deshalb ist wohl diese Stelle
seines Buches nur von wenigen bemerkt worden.*)

Wir schliefsen mit der Anfithrung einiger Schriften, in denen der
Leser weitere Anwendungen der in diesem Buche vorgetragenen Ge-
setze findet.

1. Castigliano, Théorie de Uéquilibre des systémes dlastiques et ses
applications. Turin (bei Negro), 1879.

2. —— Intorno ad una propriete dei sistemi elastici. Atti della Acca-
demia delle Seienze di Torino, Juni 1882; enthilt eine sehr all-
gemeine Entwicklung des Maxwellschen Lehrsatzes und einen
Bericht tiber den Satz von Betti, vgl. Seite 243 unseres Buches.

3. Friinkel, Das Prinzip der Ikleinsten Arbeit der inneren Krifte
elastischer Systeme und seine Anwendung auf die Lisung bau-
statischer Aufgaben. Zeitschrift des Architekten- und Ingenieur-
Vereins zu Hannover 1882, S. 68.

4. Foppl, Theorie des Faclwerks. Leipzig, 1880.

X

. —— Das Fachwerk im Rawme. Leipzig, 1892.

6. Grebbia, Una questione di priorite su alcune contribuzioni alla
teoria dei sistemi articolati. 11 Politechnico 1891.

. Henneberg, Statik der starren Systeme. Leipzig, 1886.

-3

*) Verfasser wurde erst spiter durch ein Referat von Henneberg auf
diese Stelle aufmerksam gemacht.
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8. Konen, Vereinfachung der Berechnung kontinuirlicher Balken mit
Hilfe des Satzes von der Arbeit. Wochenbl. f. Archit. u. Ing.
1882, Seite 402.

9. —— Theorie gekriimmter Erker- und Balkontriger. Deutsche Bau-
zeitung 1885, S. 607,

10. Krohn, Der Sate von der Gegenseitigheit dey Verschiebungen und
Anwendung desselben zur Berechnung statisch unbestimmter Fach-
werktrdger; Zeitschr. des Archit.- u, Ing.-Ver. zu Hannover 1884,
8. 269.

11. Land, Die Gegenseitigheit elastischer Forméinderungen . s, w.
Wochenblatt fiir Baukunde 1887, Seite 14.

12, —— Uber die Ermittlung und die  gegenseitigen Beziehungen  der
Einflufstinien  fiir Trdger. Zeitschr. f. Bauwesen 1890, 8. 165.
13. —— Die Ermittlung der Spannungsverteilung und des Kerns v, s, w.

Zeitschr. f. Bauwesen 1892.%)

14. Landsberg, Abene Fachwerksysteme mit festen Knotenpuniten und
das Prinzip der Deformationsarbeit. Zentralblatt der Bauver-
waltung 1885, S. 165.

15. —— Dicher und Dachstuhlkonstruktionen. Handbuch der Architektur
8. Teil, 2. Band, 4. Heft, 2. Aufl. 1901, S. 148,

$6; Beitrag zur Theorie des rdumlichen Faclwerks. Zentralblatt
der Bauverwaltung 1908; $1¥221 «u.) 861

17. Melan, Berechmung  eiserner Hallengespirre unter Anwendung des
Satzes von der kleinsten Arbeit. Wochenschr. des dsterr. Archit.
u. Ing.-Ver. 1883, S. 149 u. 162,

18. —— Uber den Linflufs der Werme auf elastische Systeme. Eben-
daselbst 1883, S. 183 . 202,
19. —— Beitrag sur Berechnung statisch unbestimmter Stabsysteme. Zeit-

schrift des Osterr. Archit.- u. Ing.-Ver. 1884, S. 100.
20. Mohr, Beitrag zur Theorie des Fachwerks.  Zeitschr. des Archit.-
u. Ing.-Ver. zu Hannover 1874, 8. 509 und 1875, 8. 17,

21. —— Beitrag zur Theorie der Bogenfachwerktriger. Ebendaselbst
1881, 8. 243.

22. Miiller-Breslan, Der Satz von der Abgeleiteten der ideellen Form-
dnderungsarbeit.  Zeitschr. des Archit.- u. Ing.-Ver. zu Hannover
1884, S. 211.

23. —— Zur Theorie der durch einen Balken versteiften Kette. Eben-
daselbst 1883, S. 347, Diese Arbeit schliefst sich an den in

*) Der bekannte Satz oyp — Op4 (Seite 83 unseres Buches) wird hier
mittels des Maxwellschen Satzes bewiesen und zur Bestimmung der Einflufs-
linie fiir o benutzt,

2018
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40.

41.
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derselben Zeitschrift 1881, S. 57) von demselben Verfasser ver-

offentlichten Aufsatz an.

—— Vereinfachung der Theorie der statisch unbestimmien Bogen-

triiger. Ebendaselbst 1884, S. 575. Ein Sonderabdruck . erschien

bei Schmorl u. von Seefeld in Hannover.

— Theorie des durch einen Balken verstirkten steifen Bogens.

Civilingenieur 1883, S. 18. ;

—— Influenzlinien fiir kontinuirliche Trdiger mit drei Stiitzpunkten.
Wochenbl. f. Archit. u. Ing. 1883, 8. 353.

—— Uber kontinuirliche Bigen und Balken. Ebendaselbst 1884.

—— Zur Theorie der Versteifung labiler und flexibler Bogentriger.
Zeitschr. f. Bauwesen 1883, S. 812.

——— Beitrag zur Theorie des durch einen Balken versteiften Bogens.
Ebendaselbst 1884, S. 323.

—— Beitrag zur Theorie des Fachwerks. Zeitschr. des Architek.-
u. Ing.-Ver. zu Hannover 1885.

—— Hlastizitits-Theorie der nach der Stiitzlinie geformten Tonnen-
gewdilbe.  Zeitschr. f. Bauwesen 1886.

—— Beitrag zur Theorie der ebenen elastischen Trager. Zeitschr.
des Archit.- u. Ing.-Vereins zu Hannover 1888, 8. 605.

——— Beitrag zur Theorie der ebenen elastischen Triger. Zentral-
blatt der Bauverwaltung 1889.

—— Uber einige Aufgaben der Statik, welche auf Gleichungen der
Clapeyronschen Art fiihren. Zeitschr. f. Bauwesen 1891.

—— Die graphische Statik der Baukonstruktionen, Bd. 1I, Abt. 1.
1892. 1901. Leipzig, Baumgiirtners Buchhandlung.

—— Beitrag zur Theorie des rdwmlichen Fachwerks, 1892. Berlin,
Ernst u. Sohn.

—— Uber die Berechnung statisch unbestimmter Auslegerbriicken.
Zentralblatt der Bauverwaltung 1898.

—— Uber rdumliche Fachwerke. Zentralblatt der Bauverwaltung

1902.

— Beitrdge zur Theorie der Windverstrebungen, Zeitsch. f. Bau-

wesen 1904.

Ovazza, Sul calcolo delle deformazione dei sistemi articolati. Atti
della Academia delle Scienze di Torino, vol. XXIII, 1888.

——— Sul calcolo delle freccie elastice delle travi reticolari, ebenda-
selbst vol. XXIII, 1888.

Stelzel, Berechnung der Ferdinandsbriicke in Graz. Enthalten in
der Schrift: v. Gabriely u. Winter, Ferdinandsbriicke in Graz,
Mitteilungen des Polytechnischen Klubs in Graz 1883.
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43. Swain, On the application of the principle of virtual velocities to
the determination of the deflection and stresses of frames. Journal
of the Franklin Institute 1888, Febr. bis April, 8. 101, 194, 250.
44. Weyrauch, Theorie elastischer Kirper. Leipzig (bei Teubner) 1884.

45. -

46.

Seite

Trdgern.

Aufgaben zur Theorie elastischer Korper. Ebendaselbst 1885.
Arbeitsbedingungen fiir statisch unbestimmte Systeme. Wochenbl.
47. Winkler, Berechmung der Windverstrebungen in Briicken mit zwei
Civilingenieur 1884, S. 211.

48. Zimmermann, Uber Raumfachwerke. Berlin 1901,
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in Formel (125) ist unter dem Wurzelzeichen der Exponent
~+m 1 zu ersetzen durch m - 1.

227 fehlt in der Fulsnote die Bemerkung, dafs der de Saint-

Tl

' Venantsche Niherungswert ———— (wo x=40) nur fiir

xJ,
gewisse einfache Querschnitte brauchbar und durch Versuche
von Bauschinger bestitigt ist. Fiir die wichtigen | -, |-,
I, I-Querschnitte muls das Torsionsproblem zur Zeit noch
als ungeldst bezeichnet werden.

——— e O — ———




Uberficht und Einteilung des Werkes

Die graphijche Statik der Bau-
Ron|truktionen

von

Beinrich §. B. Miiller-Breslau,

Biervon bisher vorliegend:

Band I: Zufammen]fetzung und Zerlegung der Rréfte in der Ebene.
Crdgheitsmomente und Zentrifugalmomente ebener Querfchnitte.
Spannungen in geraden Stdben. Theorie der [fati[th be[timmten
Trdger mit Rusfchluf der Unterfuchung der Yormanderungen.
3. wefentlich vermehrte Ruflage 1901. Mit 541 Textfiguren und
7 lithographifthen Tafeln. Bro[ch. 18 Mk. In Balbfranz geb. 20 Mk.

Band ", Abt. 1: Yormédnderung ebener Yachwerke. Das ebene
[tatifch unbeftimmte Yachwerk. 3. verbe[[erte Auflage 1903. Mit
436 Textfiguren und 7 lithographifchen Tafeln. Bro[ch. 16 Mk.
In Balbfranz geb. 18 Mk.

Band ", Abt, 2, hiEle‘Uﬂg 1: Formuerdnderung des geraden
Stabes, Der Balken auf mehreren Stiitzen. Mit 110 Textfiguren

und 2 lithographifchen Tafeln. Brofch. 3 Mk.

Band II, Abt. Z, Liefg. 2 (Schlug von Bd. I, Abt. 2), Jowie Band Il
(Theorie des Erddrucks, Unter[uchung der Stiitzmauern, Gewdlbe-
theorie, Steinerne Pfeiler und Widerlager) [ollen [obald als
mdglich nachfolgen.



In unserm Verlag erschienen ferner:

Uber die
Festigkeit verdnderlich elastischer Konstruktionen

inshesondere von

Eisenbeton-Bauten,

Ein Beitrag zur Erforschung dev inneren Krifte und Deformationen sowie zum Gebrauch
bei der Berechnung und Ausfilhrung armierter Betonbalken, -Stiitzen und -Gewdlbe.
Von

Ingenieur De. RUDOLF SALIGER

Oberlehrer a, d. Kgl. Baugewerkschule Cassel,
1904. Mit 63 Textabbildungen und 5 Tafeln in Photolithographie.
Preis broschiert 4 Mark.

Bei der immer wachsenden Bedeutung des modernen Betonbaues ist dies Werkehen hoch-
aktuell und wird in den Interessenten-Kreisen raschen Abgsatz finden. Dasselbe beriicksichtigt
selbst die neuesten Fortschritte und wird hierin der jetzige Stand dieses wichtigen Kon-
struktionsgebietes erschépfend zusammengefafit, :

L4
Aug. Ritter
Geh, Reg.-Rat und Professor an der Konigl. Technischen Hochschule zu Aachen,

Lehrbuch der Analytischen Mechanik.

Dritte Auflage. Mit 224 Textfiguren. Brosch. 8 M., geb. 10 M.
Lehrbuch der Ingenieur-Mechanik.

Dritte Auflage. Mit 612 Textfiguren. Brosch. 16 M., geb. 18 M.
Lehrbuch der Technischen Mechanik.

Achte, neu durchgesehene und vermehrte Auflage. 1900. Mit 873
Textabbildungen. Brosch. 20 M., geb. 22 M.

Ferner von demselben Verfasser:
Elementare Theorie und Berechnung Eiserner Dach- und
Briicken-Konstruktionen.

Sechste Auflage. Mit 495 Textabbildungen. Broschiert 10" M.,
in Halbfranz geb. 12 M. :

Die. Geometrie der Lage

Vortrige von Dr. Th. Reye, ordentl. Professor der Universitit Strassburg i. .
8 Biinde. Brosch. 28 M., in Halbfranz geb. 29 M.

Mit zahlreichen Textfiguren. Zur Zeit als das vollstindigste Lehrbuch der neueren
Geometrie angesehen,

Handbuch der Fundierungsmethoden

im Hochbau, Briickenbau und Wasserbau von L. Klasem.

Zweite, vollig neu bearbeitete Auflage. Grisstes Lex.-8°. Mit 580 Textabbil-
dungen. Preis broschiert 15 M., in Halbfranz geb. 17 M.

Inhalt: Der Baugrund. Die zur Verwendung kommenden Maschinen und Apparate.
Kalk, Zement und Beton. Spundwinde und Fangedimme, Ausfiihvung: auf Sand und Stein-
schiittung, auf Betonschiittung, auf Pfahlrost und Schraubenpfihlen, in Caissons und Schwimm-
pfeilern, auf Senkbrunnen, Pneumatische Fundierungen. Gefrierverfahren. Sicherung gegen
Senkungen und gegen Erdbeben, Kosten der verschiedenen Methoden.,

Druck von Grimme & Trémel in Leipzig.



