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Die Bewegung der Figur als rollende Bewegung aufgefasst. 
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Bewegung einer sphärischen Figur in der Kugelfläche oder Drehung des 

geometrischen Körpers um einen festen Drehpunkt. 
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Freie Bewegung des geometrischen Körpers. 
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Die Bewegung des Körpers als Schraubenbewegung aufgefasst. 
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Zusammensetzung und Zerlegung der Bewegungen ": ß 

geometrischen Körpers. 
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Zusammensetzung zweier gleichgerichteter Drehbewegungen um parallele 

Drehachsen. 
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§ HC, 
Zusammensetzung zweier entgegengesetzt gerichteter Drehbewegungen um 

parallele Drehachsen. 
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3: � "§: ö0 aä3)_ßß: ": ß § - Wü� "§: · ): §ä3Wö� 0 §· ; : ßä3): _• §· Q: 
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els dt = V = k [ + g t, 

g Q- 
S=Vot+2, 
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Freier Fall aus grosser H!lhe. 

c öä3 ": 0 c : ] Q[ • Aßä3: • ~ �ö Ü§QöQ§[ • · : ß: Q<: ] §� 6: • 5: <] : § 
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( � "0 ößß: E §ßQI _• " "ö; : § : §•ßQ] : §): • "§: Uß=ä Q: � • ä 3: � <_ ; :  
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KG dv gr2 
cit= (a-x)2• 

\§ : ß: ~) : §ä3_• · • §0 0 QI ] : • • ö_W ; : §" : • a : §Q: • 0 §Q - dx 0 _)Q§ 

=)§: §� Q I _• " !: l v · : ß: Q<Q ] §� " I "§: 7[ � 0 ö• 2 

- g r2 dx 
LG 2vdv= (. )- I a-x 
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V X 
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O 0 
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a : Q<Q 0 ö• 3§: � §• x = a -- r _• " v = V, ß[ : � 3ä )Q 0 ö• Wü� "§: 
~ : ßä3] §• "§· 6: §QI 0 §Q ] : )ä3: � ": � Wö)): • " : u ö � =: � "§: ( � " [ ; : �  
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7ö)); : ßä3): _• §· _• · ö• ": � h ; : � W)ä ä3: ": ßß: ); : • ; : <: §ä3• : Q ] §� " I 
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": � ( � " : Ü[ • ": � a [ • • : I • ä 0 )§ä3 · ): §ä3 - . g §))§[ • : • g : §): • ] ö� , 
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_• " 7§· , 11 : � 6)ä � Q: k : � Wö3� : • ö_W ": • Ü[ �  
)§: · : • ": • 7ö)) ö• ] : • ":Q _• " Ü[ • §�· : • " :§• : 0 
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": � ß: ); : • k : � Q§äö) : • U7§· , 80 ). 

\§ : 9 _ßWü3�_ • · ": � <] : §Q: • b•Q: · �ö Q§[ • 
Wü3� Q <_ ": • ; : §": • ~): §ä3_• · : • 2 

CG x l v0 ä[ ß a. t, 
. gt2 

ZG y l v0 ß0 a. t-2, 

7§· , Z. , 
A 

Agt 

M 
, 

+s °'\ I522j TT T TTT TT T T TT 

·~ 

'~, 
'--! B 

• 
§•ß[ W:�• "§: ; : §": • Ä[ •ßQö•Q: • 3§: � c _)) ß§•"I "ö Wü� t l 0 ö_ä3 
x l . _• " y l . ß: §• 0 _ßß, \ _� ä3 ( )§0 §•öQ§[ • ": � ~ � ö ßß: t 
: � 3ä )Q 0 ö• "§: ~ ): §ä3_• · ": � Bö3• )§•§: 2 

MG T Q· · _q x2 
?J - a . X - ~ V~ COS CX. 2 • • 

\ §: ß: ~): §ä3_• · <: §·QI "ößß "§: Bö3• )§•§: : §• : t ö� ö; : ) 0 §Q Ü: �  
Q§äö): � 9 ä3ß: §ßQ, i 0 "§: Ä[ [ � "§•öQ: • ": ß aä3: §Q: )=_•6Q: ß "§: ß: � 

t ö� ö; : ) <_ W§•": • 3öQ 0 ö• !},'}! l 0 <_ ß:Q<: • _•" : � 3ä )Q "§: w : � Q3: 2 
' dx 

H. G · l ·vJ ß§• -ö 
X - · A 

w : • • 0 ö• ~): §ä3_• · MG 

v~ ß§• a2 

HHG y=- - · T· 
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ß· : §• ] ü � ": ; : § ": � · : · : ; : • : • ~ � ö ßß: ": � 9 •Wö•· ß· : ßä3] §• "§· 6: §Q 
v0• w : • • 0 ö• ": • 9 _ß" �_ ä6 _•Q: � ": 0 w _� <: )<: §ä3: • · ): §ä3 c _)f 
ß:Q<QI ß[ : � 3ä )Q 0 ö• "§: ~): §ä3_•· 2 

V~ g d - 
HPG / l - TT.- 

_q Ek [ 

ö)ß ~): §ä3_• · ": � ~ � : • <)§•§: I ] : )ä3: §• ": � Ü: � Q§äö): • Bö3• : ; : • :I 
"öß ~ : ; §:Q ": � : � � : §ä3; ö� : • t _•6Q: : §•ßä; )§: ßßQ _•" Ü[ • ": 0 ~ :  
; §:Q: ": � _• : � � : §ä3; ö� : • t _•6Q: Q� : • •Q, \ §: ß: 6�_ 0 0 : n§•§: §ßQ 
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Bewegung des materiellen Punktes unter Einwirkung einer dem umgekehrten 

Quadrate des Abstandes von einem festen Punkte proportionalen 
Anziehungskraft. 
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B: ] : · _• · ö_ßWü3� QI · ): §ä3<: §Q§· §• · : � ö")§•§· _• " · ): §ä3Wö� 0 §· 
W[� Qßä3� : §Q: • ": � B: ] : · _• · ; : · � §WW:• ] ä � : I ": � : • ~ : ßä3] §• "§· 6: §Q 

· · ): §ä3 ": � · : · : ; : • : • 9 •Wö•· ß· : ßä3] §• "§· 6: §Q c §ßQ, 

7§· , 98. 

-~ rw 

Är><-'---=/~w 
0 ) 

~ 
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§ F C, 
Princip der lebendigen Krall. 

,I \ : • 6Q 0 ö• ß§: 3 "§: ö_W ": • 0 öQ: � §: )): • t _•6Q m ] §� 6: • ": 
u � öWQ K §• §3� : " � : § � : ä3Q] §•6: )§· <_ : §•ö• ": � · : � §ä3Q:Q: • ": • 

Ä[ [ � "§•öQ: •T9 ä3ß: • =ö� ö)): ): • a: § 
Q: •6� ä WQ: X, Y, Z <: � ): ·Q U7§· , 99), 
ß[ : � · : ; : • ß§ä3 Wü� "§: " � : § a: §Q: •  
; : ßä3): _• §· _• · : • "§: ö))· : 0 : §• : • 
~): §ä3_• · : • 2 

d2x 
dt2• 

7§· , 99. 

z z 

y 
X 
m 

d2z Z 
dt~ l TT44· 

w : • • 0 ö• Ü[ • "§: ß: • "� : § 
Y ~ ): §ä3_• · : • "§: : � ßQ: 0 §Q m d«, 

"§: <] : §Q: 0 §Q m d y, "§: " � §QQ: 
0 §Q mdz 0 _)Q§=)§ä§� Q _• " "§: ß: ); : • "ö• • ö""§� QI ß[ : � 3ä )Q 0 ö• "§: 
~ ): §ä3_• · 2 

1) m{'~:a(~;) +!~a(!~)+ !:d(~:)}=Xdx+Ydy+Zdz. 
\ §: B: ": _Q_•· ": ß 9 _ß" �_ ä6ß ö_W ": � )§•6: • a: §Q: : � · §: ; Q 

ß§ä3 ö_ß ": • B: <§: 3_• · : • I ] : )ä3: <] §ßä3: • ": • " � : § a: §Q: • · :  
ßä;2] §• "§· 6: §Q: • _• " §3� : � o :ß_)Q§� : • ": • v ßQöQQW§•": • , ( ß §ßQ 
• ä 0 )§ä32 

Ü- l U"°G-
· (dy)2 (dz)2 

dt + · dt + dt ' W[)· )§ä32 

d UÜ2) l - + dx a(dx) + dy d(dy) + dz d(!l:3-)}· 
dt dt dt 'dt dt dt 

g ö• 6ö• • "ö3: � ": � [ ; §· : • ~): §ä3_• · ö_ä3 "§: W[)· : • ": 7[ � 0 
· : ; : • 2 

(mv
1
) - ,G d --T l Xdx+ Ydy + Zdz. 

2 

\ öß t � [ "_äQ m; • : • •Q 0 ö• "§: ): ; : • "§· : u � öWQ ": ß 0 öT 

Q: � §: )): • t _•6Q: ß, o ß §ßQ "ö3: � d (m;) "§: §• ": � _• : • ")§ä3 

6): §• : • y: §Q dt : � W[ )· : • ": y_•ö30 : ": � ): ; : • "§· : • u � öWQI _• " ": � 



t � §• <§= ": � ): ; : • "§· : • u � öWQ, H,- KT 

9 _ß" �_ ä6 j den;) ] ü � " : "§: a_0 0 : ": � §• ßä 0 0 Q)§ä3: • : §•<: )• : • 

y: §Q: ): 0 : •Q: • : � W[)· : • ": • y_•ö30 : • ": � ): ; : • "§· : • u � öWQ ; : ": _ 
Q: • , w : • • ö)ß[ 0 §Q v0 "§: 9 •Wö•· ß· : ßä3] §• "§· 6: §Q ; : <: §ä3• :Q ] §� ", 
ß[ : � · §: ; Q ß§ä3 Wü� "§: · ö•<: §• ": � y: §Q t : � W[)· : • ": y_•ö30 : ": � 
): ; : • "§· : • u � öWQ "§: ~): §ä3_• · 2 

PG mt- m;~ l j'(Xdx + Ydy+Zdz). 
\ §: _• : • ")§ä3 6): §• : • ~ � ö ßß: • dx, dy, dz 6ö • • : • ö)ß u ö•Q: • 

:§• : ß t ö� ö)): ): =§=: "[ •ß ; : " � öä3Q:Q ] : � ": • I ": ßß: • \ §ö· [ •ö): "öß 

Bö3• : ): 0 : •Q ds ; §)":Q4, W[)· )§ä3 ß§• " !;, !;, !: � : ß=, "§: Ä[ ß§•_ß 
": � w §•6: )I ] : )ä3: "öß Bö3• : ): 0 : •Q de 
0 §Q ": • "� : § Ä[ [ � "§•öQ: • T 9 ä3ß: • ; §)":Q, 

b ): §ä3 _2� · .dx Y z • · : §ä : � vv : §ß: ß0 K, K, K � : ß= ,, 
"§: Ä[ ß§•_ß ": � w §•6: )I ] : )ä3: "§: o §ä3 
Q_• · ": � u � öWQ K 0 §Q ": • " � : § 9 ä3ß: • : §•  
ßä3)§: ßßQ, w : • • ö)ß[ 0 §Q ä= ": � w §•6: ) ; : T 
<: §ä3• :Q ] §� "I ] : )ä3: • "öß Bö3• : ): 0 : •Q ds 
0 §Q ": � o §ä3Q_• · ": � u �ö WQ :§•ßä3)§: ßßQ, 
U7§· , 100), ß[ §ßQ2 

FG X dx + Y dy + Z dz [ ": � 2 ä[ ß ä= l K . ds K . ds K. d s ' 
KG K. ds ä[ ß ä= l Xd» 1 Ydy 1 Zdz. 

\ : � 9 _ß" �_ ä6 ö_W ": � )§• 6: • a: §Q: §ßQ "öß t � [ "_äQ ö_ß ": � · 
u � öWQ K §• "§: t � [5: äQ§[ • ": ß Bö3• : ): 0 : •Qß ö_W "§: o §ä3Q_• · ": � 
u � öWQ, \ §: · ): §ä3: • B: ": _Q_• · : • 3ö; : • A"§: " � : § ~ )§: ": � ö_W ": � · 
� : ä3Q: • a: §Q: §• B: <_· ö_W "§: " � : § a: §Q: •6� ä WQ: ": � u �ö WQ K. 
g ö• • : • •Q "öß t � [ "_äQ2 IIu � öWQ 0 ö) w : · §• ": � o§ä3Q_• · ": � 
u � öWQE "§: 0 : ä3ö•§ßä3: 9 � ; : §Q ": � u � öWQ, \§ : ~ ): §ä3_• · K« 
" � ü ä6Q ö)ß[ ö_ßI "ößß "§: Ü[ • ": � u � öWQ K ] ä 3� : • " ": ß y: §Q 
: ): 0 : •Qß dt Ü: � � §ä3Q:Q: 0 : ä3ö• §ßä3: 9 � ; : §Q · ): §ä3 §ßQ ": � a_0 0 : 
": � Ü[ • §3� : • a:§Q: •6� ä WQ: • ] ä 3� : • " : ; : • ": ßß: ); : • y: §QQ3: §)ä3: •ß 
k : �� §ä3Q:Q: • 0 : ä3ö•§ßä3: • 9 � ; : §Q: • , \ öß b•Q: · � ö)2 

LG J ( X d x + Y cl y + Z dz) l J K d s ä[ ß ä= 

; : ": _Q:Q "§: a_0 0 : ": � §• ßä 0 0 Q)§ä3: • ö_W :§•ö• ": � W[)· : • ": • 
y: §Q: ): 0 : •Q: • Ü: �� §ä3Q:Q: • 0 : ä3ö•§ßä3: • 9 � ; : §Q: • , \§ : ~): §ä3_•· 

7§· , 100. · 

r: s 
m 

r 
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PG : • Q3ä )Q "ö3: � ": • W[)· : • " : • aöQ<2 II\ §: ~ � ö ßß: I _0 ] : )ä3: "§: 
): ; : • " §· : u �ö WQ ": ß 0 öQ: � §: )): • t _• 6Q: ß §• : §• : 0 ; : ßQ§0 0 Q: • y : §Q 
� ö_0 : <_• §0 0 QI §ßQ · ): §ä3 ": � 0 : ä3ö• §ßä3: • 9 � ; : §QI ] : )ä3: ] ä 3 
� : • " "§: ß: � y : §Q Ü[ • ": • ö_W §3• : §• ] §� 6: • " : • u � ä WQ: • T [ ": � 
§3� : � g §QQ: )6� öWQ T Ü: � � §ä3Q: Q ] _� " : ,E \ §: ß: � aöQ< ] §� " "öß 
IIt � §• ä§= ": � ): ; : • "§· : • u � öWQEI · : • ö• • Q, g ö• 6ö• • "§: ß: • aöQ< 
; : • _Q<: • I _0 "§: ~ : ßä3] §• "§· 6: §Q v ö_ß ": � · : · : ; : • : • 9 • Wö• · ß 
· : ßä3] §• "§· 6: §Q v0 <_ ; : � : ä3• : • I ß[ ; ö)" : ß 0 ö · )§ä3 §ßQI ": • w : � Q3 
": ß §• ~) : §ä3_• · LG ö• · : · : ; : • : • 9 _ß" � _ä6ß Wü� "§: 0 : ä3ö• §ßä3: 
9 � ; : §,Q <_ ; : ßQ§0 0 : • , 

w : • • X, Y, Z ä[ • ßQö• Q: ~ � ö ßß: • ß§• " I " , 3, ] : • • ] ä 3� : • " 
" : � B: ] : · _• · "§: u � öWQ u ß[ ] [ 3) ": � ~ �ö ßß: ö)ß ": � o§ä3Q_• · 
• öä3 _• Ü: � ä • " : � Q ; ): §; QI ß[ : � 3ä )Q 0 ö• "§: Ü[ • ": � ß: ); : • Ü: �  
� §ä3Q: Q: 0 : ä3ö• §ßä3: 9 � ; : §QI §• " : 0 0 ö• "§: ~ � ö ßß: K 0 _)Q§=)§ä§� Q 
0 §Q ": � · ö• <: • §• ": � o §ä3Q_• · ": � ß: ); : • <_� ü ä6· : ): · Q: • w : · : ß 
)ä • · : , 

w : • • <, B, ; : § : §• : 0 _• Q: � ,( §• ] §� 6_• · " : � a ä3] : � 6�ö WQ ß§ä3 ; : ] : · : • " : • 
,· : ] [ � W:• : • u ö � =: � " : � 9 • Wö• · ß=_• 6Q ": � Bö3• )§• §: §• " : � e ö 3: h ü ; : � " : 0 
( • "=_• 6Q: " : � ß: ); : • )§: · QI ß[ §ßQ "§: ( • " · : ßä3] §• "§· 6: §Q <_ ; : � : ä3• : • aus 

T" : � ~) : §ä3_• · 2 

CG 
m v2 m Ü- 
-2--T=mgh, [ " : � 2 v l -{v~ 1 - g h-. 

\§ : ( • " · : ßä3] §• "§· 6: §Q : §• : ß ö_ß _• : • " )§ä3: � e ö 3: ö_W "§: ( � " [ ; : �  
W)ä ä3: 3: � ö; Wö)): • " : • u ö � =: � ß §ßQ • öä3 § A PH <_ ; : � : ä3• : • ö_ß ": � ~) : §ä3_• · 2 

inv2 -- 
ZG --=mgr, [ " : � 2 v= -y2gr, - 

_• " "§: ] ä 3� : • " ": ß 7ö)): • ß Ü[ • " : � aä3] : � 6�ö WQ Ü: � � §ä3Q: Q: 0 : ä3ö• §ßä3: 
9 � ; : §Q 3öQ "§: ~ � ö ßß: 2 

MG ~=mg1·. 

§ FZ, 
Kräfte-Fu ncti onen. 

b0 9 ))· : 0 : §• : • ] : � " : • "§: u � ä WQ: X, Y, Z 0 §Q ": • Ä[ [ �  
T"§• öQ: • ": ß 0 öQ: � §: )): • t _• 6Q: ß • öä3 §� · : • " ] : )ä3: • ~ : ß: Q<: • 
ß§ä3 ä • " : �• , ( ß ß[ )) ö)ß ß=: ä§: )): � 7ö)) ö• · : • [ 0 0 : • ] : � " : • I "ößß 
"§: ß: 9 : • " : � _• · ß· : ß: Q<: ": • B: "§• · _• · ß· ): §ä3_• · : • 2 

§h G X l d U y l d U z l d U 
dx' dy ' dz 

T:• Qß=� : ä3: • I " , ; , : ß ß[ )) Ü[ � ö_ß· : ß: Q<Q ] : � " : • I "ößß : ß §� · : • " : §• : 
Ü: � ä • " : � )§ä3: ~ � ö ßß: 2 

HHG U=f(x,y,z) 



u � ä WQ: T7_• äQ§[ • : • , H- C 

· §: ; QI ] : )ä3: §• ß[ )ä3: � w : §ß: 0 §Q ": • Ä[ [ � "§• öQ: • x, y, z ß§ä3 
ä • " : � QI "ößß X)§: =ö� Q§: )): • \§ WW: � : • <§ö)Tv _[ Q§: •Q: • "§: ß: � ~ � ö ßß: 
• öä3 ": • " � : § o ö_0 T Ä[ [ � "§• öQ: • · : • [ 0 0 : • ßQ: Qß "§: ~ � ö ßß: • 
5: • : � " � : § a : §Q: • 6� ä WQ: "ö� ßQ: )): • Wü� ": • ; : Q� : WW: • " : • t _• 6Q ": ß 
o ö_0 : ß, b• "§: ß: 0 ß=: ä§: )): • 7ö)): • §0 0 Q "öß b•Q: · � ö) §• ~) : § 
ä3_• · PG "§: 7[ � 0 ö• 2 

H- G pxax+ Ydy+Zdz)=Jdu. 

\ §: ~ � ö ßß: U §ßQ ö)ß 7_• äQ§[ • ": � o ö_0 T Ä[ [ � "§• öQ: • : §• : 
Ü: � ä • " : � )§ä3: ~ � ö ßß: I ] : )ä3: Wü� 5: " : • t _• 6Q ": ß o ö_0 : ß : §• : • 
; : ßQ§0 0 Q: • w : � Q3 ö• • §0 0 Q, w : • • ö)ß[ 0 §Q U0 " : � ": 0 9 • Wö• · ß 
=_• 6Q: I 0 §Q U1 " : � ": 0 ( • "=_• 6Q: ": � Bö3• )§• §: : • Qß=� : ä3: • " : 
w : � Q3 ; : <: §ä3• : Q ] §� " I W:�• : � 0 §Q v0 "§: 9 • Wö• · ß· : ßä3] §• "§· 6: §QI 
0 §Q v1 "§: ( • "· : ßä3] §• "§· 6: §QI ß[ • §0 0 Q Wü� "§: ß: • 7ö)) "§: ~) : § 
ä3_• · ": � ): ; : • "§· : • u � öWQ "§: 7[ � 0 ö• 2 

- - 4W2• mv, - 7/?Vo l dU= _Q T Uo. 
2 2 

Uo 

b• "§: ß: � ~ ): §ä3_• · ; : " : _Q: Q U0 " : • ; : ßQ§0 0 Q: • w : � Q3I ] : ) 
ä3: • 0 ö• Wü� "§: ~ � ö ßß: U ö_ß ~) : §ä3_• · HHG : � 3ö)Q: • ] ü � " : I 
] : • • 0 ö• "ö� §• Wü� "§: Ü: � ä • " : � )§ä3: • Ä[ [ � " §• öQ: • x, y, z "§: 
; : ßQ§0 0 Q: • ~ � ö ßß: • x0, y0, z0 ö)ß Ä[ [ � "§• öQ: • ": ß 9 • Wö• · ß=_• 6Q: ß 
ß_; ßQ§Q_§� Q: , 9 _ßß: � "§: ß: � : §• : • w : � Q3: • ä[ 0 ; §• öQ§[ • ": � ~ � ö ßß: • 
x, y, z · §: ; Q : ß §• " : ßß: • • [ ä3 _• : • " )§ä3 Ü§: ): ö• " : � : I ] : )ä3: 
{; : • Wö))ß "§: ß: • w : � Q3 Wü� U )§: W:�• ] ü � " : • I " , 3, : ß · §: ; Q §0 
o ö• 0 : _• : • " )§ä3 Ü§: ): t _• 6Q: I Wü� ] : )ä3: U l U0 ] §� " I _• " ": • 
· : [ 0 : Q� §ßä3: • h � Q ö)): � "§: ß: � t _• 6Q: ; §)" : Q : §• : 6� _0 0 : 7)ä ä3: I 
] : )ä3: "_� ä3 "§: ~) : §ä3_• · ; : ßQ§0 0 Q §ßQ2 

HFG f(x,y,z)=U0• 

9 _W · ): §ä3: w : §ß: : � 3ä )Q 0 ö• Wü� "§: 6� _0 0 : 7)ä ä3: I ] : )ä3: ": • 
· : [ 0 : Q� §ßä3: • h � Q ö)): � ": � 5: • §· : • t _• 6Q: ; §)" : QI §• ": • : • U l U1 

w §� " I "§: ~ ): §ä3_• · 2 
HKG /(x, y, z) l U1• 

\ ö "§: y_• ö30 : ": � ): ; : • "§· : • u � öWQ · ): §ä3 ": � \ §WW: � : • < ": � 
; : §" : • ~ � ö ßß: • U0 _• " U1 §ßQI ß[ ] ü � " : · : • ö_ "§: ß: ); : y_• ö30 : 
": � ): ; : • "§· : • u � öWQ ö_ä3 "ö• • ßQöQQW§• " : • I ] : • • ßQöQQ ": ß ] §� 6 
)§ä3: • 9 • Wö• · ß=_• 6Q: ß §� · : • " : §• ö• " : � : � t _•6 Q ": � 7)ä ä3: U0 

" : � 9 • Wö• · ß=_• 6Q · : ] : ß: • ] ä � : I _• " ] : • • ßQöQQ ": ß ] §� 6)§ä3: • 

HPG 
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( • "=_•6Q: ß §� · : • " :§• ö• ": � : � t _•6Q ": � 7)ä ä3: U1 ": • ( • "=_•6Q 
": � Bö3• )§•§: ; §)":Q: , 

w ä � : U1 l U0, ß[ ] ü � ": ö_ä3 ÜH l v0, ", 3, "§: ~ : ßä3] §•  
"§· 6: §Q ] §� " ] §: ": � · ): §ä3 ": � 9 •Wö• · ß· : ßä3] §_"§· 6: §QI ß[ ; ö)" ": � 
0 öQ: � §: )): t _•6Q ] §: ": � <_ ": � 7)ä ä3: U0 <_� ü ä66: 3� QI ] : )ä3: � 
": � 9 •Wö• · ß=_•6Q ö•· : 3ö � Q: 4 _• " "§: ~ : ßä3] §• "§· 6: §Q ] ü � ": §0 0 : � 
· ): §ä3 v0 ; ): §; : • I ] : • • ": � 0 öQ: � §: )): t _•6Q ; : § ß: §• : � B: ] : · _• · 
W[� Q] ä 3� : • " §• ": � 7)ä ä3: U0 ; )§: ; : , b0 ):Q<Q: � : • 7ö)): ] ü � ": 
"§: B: ] : · _• · ß[ : � W[)· : • I "ößß "§: ": • Ä[ [ � "§•öQ: •T9 : • ": �_ • · : • 
dx, dy, dz : •Qß=� : ä3: • ": 9 : • ": �_ • · Ü[ • U §• 5: ": 0 y: §Q: ): 0 : •Q: 
"§: ~ � ö ßß: c _)) ; öQ, \ §: ß: B: "§• · _• · )ä ßßQ ß§ä3 ö_ß" � ü ä6: • "_� ä3 
"§: ~ ): §ä3_•· 2 

HLG . l d U l U !~) dx + ( ~1~) dy + ( ~i~) dz, [ ": � 2 

HCG 0 l X dx + Y dy + Z dz. 
w : • • 0 ö• "§: ß: • w : � Q3 §• ~): §ä3_• · 4) [ ": � ~ ): §ä3_• · KG ß_;  
ßQ§Q_§� QI ß[ W§• ":Q 0 ö• I "ößß ä[ ß xI l . I [ ": � ": � w §•6: ) xI : §• 
� : ä3Q: � w §•6: ) ] §� " , ( ß §ßQ ö)ß[ "§: u � öWQ I( ßQ:Qß � : ä3Q] §•6: )§· 
<_ ": 0 §• ": � 6�_ 0 0 : • 7)ä ä3: )§: · : • ": • Bö3• : ): 0 : •Q: ds · :� §ä3 
Q:QI _• " "ö "§: o §ä3Q_•· ": ß ):Q<Q: � : • §• • : � 3ö); ": � 7)ä ä3: ; : { 

7§· , 101. 

z 
X 

z-c 42"{• 424{2ä ,d ,, T 

u 

)§: ; §· · : "öä3Q ] : � ": • 6ö• • I 
ß[ : � · §: ; Q ß§ä3 3§: � ö_ß "§: · 
( §· : • ßä3öWQ 5: • : � 6� _0  
0 : • 7)ä ä3: 2 "ößß "§: ß: ); : 
§• 5: ": 0 §3� : � t _•6Q: 
� : ä3Q] §•6: )§· ßQ: 3Q <_ ": � 
o §ä3Q_•· I ] : )ä3: "§: ] §�  
6: • ": u � öWQ K ö• "§: ß: � 
aQ: )): ; öQ, 

TII \§ : §• ": • ~): §TT 
ä3_• · : • H. G _• " HHG ":T 

v W§•§�Q: ~ �ö ßß: U ] §� " 
"§: u � ä WQ:T7_• äQ§[ • [ ": � t [Q: •Q§ö)T7_• äQ§[ • · : •ö• •Q, ( ß 
ß[ )) §0 7[ )· : • ": • •öä3· : ] §: ß: • ] : � ": • I "ößß :§• : ß[ )ä3: u � ä WQ:  
7_•äQ§[ • §0 0 : � : °§ßQ§� QI "§: B: ] : · _• · ö)ß[ ßQ:Qß ": 0 §• ~): §ä3_• · 
HPG ö_ß· : " � ü ä6Q: • ~ : ß:Q<: · : 0 ä ßß : � W[)·Q2 ß[ ; ö)" "§: ] §� 6: • ": 
u � öWQ K : §• : ö•<§: 3: • ": [ ": � ö; ßQ[ ßß: • ": u � öWQ §ßQI ] : )ä3: Ü[ • 
:§• : 0 W:ßQ: • t _•6Q: P ö_ß· : 3Q _•" : §• : 7_• äQ§[ • ": ß 9 ; ßQö• ": ß r 
Ü[ • "§: ß: 0 t _•6Q: §ßQ, 9 _ß 7§· , 101 : � · : ; : • ß§ä3 "§: ~):§ä3_•· : • 2 



u � ä WQ: T7_• äQ§[ • ä• , H- M 

HZG r=V(x-a)2+(y-b)2+(z-c)2, 
HMG !!,r l x-a l x-a l ä[ ß a. 
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) \ : 0 w : � Q3: h l 2 <0 : •Qß=�§ä3Q "§: 9 • Wö• · ß· : ßä3] §• "§· 6: §Q 
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§ KK, 
Bewegung des materiellen Punkies §• einer. Kegelfläche unter alleiniger Wirkung 

des Normaldrucks ,qersefben. 
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§ KL, 
Bewegung des materiellen Punkies in einer Kugelßäche. 
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u _· : ) "§: _•Ü: � ä • ": �  
)§ä3: ~ �ö ßß: l ßQ:Qß ; : § 
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§ KC, 
Bewegung eines materiellen Punktes längs der Sehne einer homogenen Kugel. 
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Die zwei scheinbaren Kräfte der relativen Bewegung. 
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t _•6Q: ": ß a/ ßQ: 0 ß ö_W :§•ö• ": � · : · : • ß: §Q§· ö_ßü ; : • I <] : §Q: • ß 
ß[ )ä3: u � ä WQ: I ] : )ä3: ö)ß w §": � ßQä • ": Ü[ • W:ßQ: • 7)ä ä3: • I n§•§: • 

T[ ": � t _• 6Q: • ö_ß· :3: • , ( ß ß[ )) "§: §0 Ü[ � §· : • t ö�ö · � ö=3: • · :  
W_•": • : ö))· : 0 :§• : ~):§ä3_• · <_• ä ä3ßQ ö_W ": • 7ö)) ö• · : ] : • ":Q 
] : � ": • I §• ] : )ä3: 0 ö_ßßä3)§: ßß)§ä3 B: "§• · _• · ß· ): §ä3_• · : • ": � : � ßQ: • 
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9 � Q Ü[ � 3ö• ": • ß§•", g ö• • : • •Q "öß a/ ßQ: 0 §• "§: ß: 0 7ö)): :§• 
II W�: §: ß a/ ßQ:0 EI §•ß[ W:�• <_ ": • 0 ö · )§ä3: • nö· : •Ü: � ä • ": � _• · : • 

· ": ßß: ); : • ö_ä3 :§• : §• ; : )§: ; §· : � o §ä3Q_•· ßQöQQW§•": • ": W[� Q 
ßä3� : §Q: • ": B: ] : · _• · ": ß · ö•<: • a/ ßQ: 0 ß · : 3ö � : • ] ü � ": I [ ": � :§• : 
ß[ )ä3: k : � ßä3§: ; _•· I ; : § ] : )ä3: � ßä 0 0 Q)§ä3: 0 öQ: � §: )): t _•6Q: 
§• :§• : � _• " ": � ß: ); : • o §ä3Q_•· :§• : _• " "§: ß: ); : w : · : ß)ä • · : 
<_� ü ä6): · : • , 

\ : • 6Q 0 ö• ß§ä3 "§: ß: k : � ßä3§: ; _• · "öß : §• : g ö) §• ": � o§ä3 
Q_•· ": � d T9 ä3ß: ßQöQQW§•": • " _• " §• ß[ )ä3: � w : §ß: ö_ß· : Wü3� QI 
"ößß ö)): 0 öQ: � §: )): • t _•6Q: ": ß a/ ßQ:0 ß · : 0 : §• ßä3öWQ)§ä3 "§: _•  
: • ")§ä3 6): §• : w : · : ß)ä • · : ox "ö; : § <_� ü ä6): · : • I ß[ : � 6: • •Q 0 ö• I 
"ößß §• ": � ö))· : 0 : §• : • ~): §ä3_•{ ": ß Ü[ � §· : • t ö� ö· � ö=3: • Wü� 
"§: ß: • 7ö)) 5: ": ": � ; : §": • ~ � ö ßß: • oy, oz · ): §ä3 c _))I _•" "§: 
~ � ö ßß: ox Ü[ � "öß a_0 0 öQ§[ •ß<: §ä3: • <_ ß:Q<: • ß:§• ] ü � ": , 9 _W 
ö•ö)[ · : w :§ß: : � 3ä )Q 0 ö• "§: ; :Q� : WW:• ": • ~ ): §ä3_• · : • §• B: <_· 
ö_W "§: ; : §": • ö•": � : • Ä[ [ � "§•öQ: •T9 ä3ß: • I §•": 0 0 ö• ß§ä3 ö)): • 
t _•6Q: • :§• ö•": � : ß g ö) §• ": � o §ä3Q_•· ": � p T9 ä3ß: "§: · :  
0 :§•ßö0 : k : � ßä3§: ; _• · o .Y, _• " :§• "� §QQ: ß g ö) §• ": � o§ä3Q_•· 
": � yT9 ä3ß: "§: · : 0 : §• ßö0 : k : � ßä3§: ; _• · HK z : � Q3: §)Q ": •6Q, \§ : 
[ ; §· : ö))· : 0 : §• : ~): §ä3_• · <: � Wä))Q "ö3: � §• "§: W[)· : • ": • "� : § 
~): §ä3_• · : • 2 

( cl2x) . l 8x}; X-m-.- dt? ' ( cl2y) 0 l ov2 Y - m clt2 , 

] : )ä3: • 0 ö• •öä3 7[ � Q)ößß_• · ": � ö_ßß: �3 ö); ": � a_0 0 öQ§[ •ß 
<:§ä3: • ßQ: 3: • ": • 7öäQ[ � : • ox, Sy, oz ö_ä3 "§: W[)· : • ": • 7[ � 0 : • 
· : ; : • 6ö• • 2 

1) ~(m::~)=2(X), 2(m::ü=2(Y), 2(m:::)=2(Z). 
\ : � 5: •§· : t _•6QI ": ßß: • Ä[ [ � "§•öQ: • ° . I p [ I <. "_� ä3 "§: 

W[)· : • ": • " � : § ~): §ä3_• · : • · : · : ; : • ß§•"2 
2(mx) };(my) 

- G ° 0 l · T«4U0 G I p [ l ~m) • 
2(mz) 

Zo l «4 (m) ' 

] §� " ": � a ä3 ] : � =_• 6Q ": ß a/ ßQ: 0 ß Ü[ • 0 öQ: � §: )): • t _•6Q: • 
· : •ö• •Q, b•": 0 0 ö• "§: ß: ~): §ä3_• · : • <] : §0 ö) •öä3 ": � y: §Q t 
"§WW: � : • <§§� QI · : )ö• · Q 0 ö• <_ W[)· : • ": • ~): §ä3_• · : • � : ß=, Wü� "§: 
a: §Q: • · : ßä3] §• "§· 6: §Q: • _•" "§: a: §Q: • ; : ßä3): _•§· _• · : • ": ß aä3] : �  
=_•6Q:ß2 
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( clx) ( 1ly) ,2a (m cl z) 
PG dx0 

,2a m clt cly0 
,2a mdt 1lz0 dt 

dt ,2aU0 G ' cit T ,2aU0 G I T T I ct t .:S (m) 

( d2.x) ( cl2y) ( cl2z) 
FG cl2x0 

.:s m clt2 cl2yo .:S m citii d2zo .:S mdt2 
cl t - T TTTTT ' cl t - T -.:S (m) - ' clt2 T .:S (m) .:s (in) 

w : • • 0 ö• §• ": • ):Q<Q: � : • " � : § ~): §ä3_• · : • Wü� "§: y ä 3): � ": � 
ö_W ": � � : ä3Q: • a: §Q: ßQ: 3: • ": • 9 _ß" � ü ä6: "§: §• ": • ~): §ä3_•  
· : • HG · : W_•": • : • w : � Q3: ß_; ßQ§Q_§� QI ß[ : � 3ä )Q 0 ö• Wü� "§: " � : § 
a: §Q: • ; : ßä3): _•§· _• · : • ": ß aä3] : � =_•6Q: ß "§: W[)· : • ": • ~): § 
ä3_• · : • 2 

5) cl
2.x0 _ .:S(X) d2y0 .:S (Y) d2z0 .:S(Z) 
clt2 - ,2aU0 GA clt2 ,2aU0 GA dt2 l ~(m) · 

b• "§: ß: • " � : § ~):§ä3_• · : • §ßQ "öß ~ : ß:Q< ": ß aä3] : � =_•6Q: ß : •Q 
3ö)Q: • I ] : )ä3: ß §• w [ � Q: • ö_ß· : " � ü ä6Q W[)· : • ": � 0 ößß: • )ö_Q:Q2 
II\ : � aä3] : � =_•6Q :§• : ß ; : )§: ; §· : • W�: §: • a/ ßQ: 0 ß Ü[ • 0 öQ: � §: )): • 
t _•6Q: • ; : ] : · Q ß§ä3 · : � ö": ß[ ] §: : §• :§•Wöä3: � 0 öQ: � §: )): � t _• 6Q 
ß§ä3 ; : ] : · : • ] ü � ": I ] : • • §• §30 "§: g ößß: • ö)): � 0 öQ: � §: )): • 
t _•6Q: ": ß a/ ßQ: 0 ß _• " "§: 9 • · � §WWß=_•6Q: ö)): � u � ä WQ: Ü: � : §• §·Q 
] ä � : •E, 

do: d d .. cl2x d o; Q w : • • 0 ö• dt l ·v., _• :0 · : 0 ößß dt2 l dt ß: <QI ß[ 6ö• • 
0 ö• ": � ~): §ä3_• · HG ö_ä3 "§: W[)· : • ": 7[ � 0 · : ; : • 2 

ß G cl.:S(mv.,) l ,2aUd G, 
dt 

e§: � §• ; : ": _Q: ,Q ,2a (mv.,) "§: a_0 0 : ": � B: ] : · _• · ß· � ö ßß: • ": ß 
a/ ßQ: 0 ß §• B: <_· ö_W "§: o§ä3Q_• · ": � d T9 ä3ß: , \ §: [ ; §· : 
~ ): §ä3_• · : •Q3ä )Q "ö3: � ": • W[)· : • ": • aöQ<2 II\§ : ~ : ßä3] §• "§· 6: §QI 
0 §Q ] : )ä3: � "§: · : ßö0 0 Q: B: ] : · _• · ß· � ö ßß: §• B: <_· ö_W : §• : ; :  
ßQ§0 0 Q: 9 ä3ß: •� §ä3Q_•· A <_•§0 0 QI §ßQ · ):§ä3 ": � §• "§: ß: � o §ä3Q_• · 
] §� 6: • ": • u � öWQß_0 0 :E, w : • • ö)ß[ "§: ):Q<Q: � : · ): §ä3 c _)) §ßQ 
ß[ ; ): §; Q "§: : � ßQ: � : ä[ • ßQö•Q, 

§ Z. , 
Anwendungen dieses Gesetzes auf specielle Fälle. 

9 _ß ": 0 §0 Ü[ � §· : • t ö� ö· � ö=3: • · : W_• ": • : • ~ : ß:Q<: W[)·QI 
"ößß ": � aä3] : � =_•6Q ": ß a/ ßQ: 0 ß · : � ö")§•§· _• " · ): §ä3Wö� 0 §· ß§ä3 
; : ] : ·QI ] : • • Ü[ • ": • "� : § u � ä WQ:Ta_0 0 : • .:S(X), ,2aUp GI ,2aUy « 



9 • ] : • "_• ·: • "§: ß: ß ~ : ß: Q<: ß ö_WA ß=ää§: )D[ 7 ä )): , - . M 

: §• : 5: " : Wü� ß§ä3 · ): §ä3 c _)) §ßQI "ö §• "§: ß: 0 7ö)): 5: " : Ü[ • ": • 
" �: § a : §Q: • ; : ßä3): _• §· _• · : • ": ß aä3] : � =_• 6Q: ß · ): §ä3 c _)) ] §� " , 
\ §: ß: � 7ö)) Q� §QQ <_0 B: §ß=§: ) : §• I ] : • • "§: B: ] : · _• · ": ß a / ßQ: 0 ß 
ö_ßßä3)§: ßß)§ä; _• Q: � ( §• ] §� 6_• · Ü[ • §• • : � : • u � ä WQ: • : � W[)· QI " , 3, 
Ü[ • ß[ )ä3: • u � ä WQ: • I ] : )ä3: "§: : §• <: )• : • 0 öQ: � §: )): • t _• 6Q: ": ß 
a / ßQ: 0 ß ö_W : §• ö• " : � · : · : • ß: §Q§· ö_ßü ; : • I §• ß[ W:�• • öä3 ": 0 ~ :  
ß: Q<: " : � w : ä3ß: )] §� 6_• · "§: ß: u � ä WQ: =öö� ] : §ß: : §• ö• " : � · ): §ä3 
_• " : • Q· : · : • · : ß: Q<Q ß§• " I W[)· )§ä3 §0 aä3] : � =_• 6Q: ö• · � : §W:• " : §•  
ö• " : � ö_W3: ; : • ] ü � " : • , \ ö "_� ä3 "§: §• • : � : • u � ä WQ: 6: §• : B:  
ßä3): _• §· _• · ": ß aä3] : � =_• 6Q: ß 3: � Ü[ � · : ; �ö ä3Q ] : � " : • 6ö• • I Z. 

] §� " ö_ä3 : §• : 9 : • " : �_ • · ": � §• • : � : • u � ä WQ: "§: B: ] : · _• · ": ß 
aä3] : � =_• 6Q: ß • §ä3Q ; : : §• W)_ßß: • 6ö • QQ: • , 

e §: �ö _ß W[)· Q <, B,I ä)ößß ; : § :): 0 aQ[ ßß: <] : §: � [ ": � 0 : 3� : � : � u ö � =: � 
· : · : • :§•ö• ": � "§: B: ] : · _• · §3� : ß · : 0 : §• ßä3öWQ)§ä3: • aä3] : � =_• 6Q: ß •§ä3Q 
Ü: � ä • " : � Q ] §� "I "ö "§: \ � ü ä6: I ] : )ä3: "§: u ö � =: � ö• ": • B: � ü 3� _• · ßßQ: )): • 
ö_W : §• ö• ": � · : · : • ß: §Q§· ü ; : � Q� ö· : • I §• B: <_· ö_W "öß · ö• <: ö_ß "§: ß: • u ö �  
=: �• · : ; §)": Q: a/ ßQ: 0 ö)ß §• • : � : u � ä WQ: <_ ; : Q� öä3Q: • ß§• ", 

w : • • :§• : B[ 0 ; : ö• §� · : • " : §• : � aQ: )): §3� : � =ö�ö ; [ )§ßä3: • 7)_· ; ö3• 
: °=)[ "§� QI ß[ ] §� " ": � aä3] : � =_•6Q "§: =ö�ö ; [ )§ßä3: B: ] : · _• · §• _• Ü: � ä •  
": � Q: � w : §ß: W[� Qß: Q<: • I "ö "§: bQ:=_)ß§Ü6� ä WQ: I "_� ä3 ] : )ä3: "§: aQü ä6: ö_ß 
:§• ö• ": � · : ßä3): _": � Q ] : � " : • I ö)ß §• • : � : u � äWQ: 6: §• : • ( §• W)_ßß ö_W "§: B:  
] : · _• · ": ß aä3] : � =_• 6Q: ß 3ö; : • , 

Wenn §• ": • o §ä3Q_• · : • ": � d T9 ä3ß: _• " ": � p T9 ä3ß: 6: §• : 
ä _ßß: � : u � ä WQ: Ü[ � 3ö• " : • ß§• " I ß[ ] §� " • _� §• ": � o §ä3Q_• · ": � 
yT9 ä3ß: : §• : ~ : ßä3] §• "§· 6: §Qßä • " : �_ • · ": ß a ä3] : � =_• 6Q: ß 3: � Ü[ �  
· : ; � öä3Q ] : � " : • 6ö • • : • I _• " ] : • • §• ": • o §ä3Q_• · : • ": � : � ßQ: �: • 
; : §" : • 9 ä3ß: • "§: a : §Q: • · : ßä3] §• "§· 6: §Q: • ": ß aä3] : � =_• 6Q: ß ö•  
Wö• · ß · ): §ä3 c _)) ] ö� : • I ß[ ] : � " : • "§: ß: ); : • §0 0 : � c _)) ; ): §; : • , 
( ß · : ßä3§: 3Q "ö3: � §• "§: ß: 0 7ö)): "§: B: ] : · _• · ": ß a / ßQ: 0 ß ö_W 
ß[ )ä3: w : §ß: I "ößß "§: ; : §" : • B: "§•· _• · ß· ): §ä3_• · : • 2 

.,_7 ( cl.TJ) _ O ~ ( cl!J) l o .,;, m- - ' ....., in dt dt · 
ßQ: Qß : � Wü))Q ; ): §; : • I " , 3, ] : • • Wü� : §• §· : Ü[ • " : • 0 öQ: �§ : )): • t _• 6T 

Q d. do: cly · Q· · d ·· d" ); : • � : t � [ "_6Q: m - _• " m -d =[ ß§ 1v ß§• I ß[ 0 _ßß: • §: ß: : • 
dt t 

• [ Q3] : • "§· Wü� ö• " : � : 0 öQ: � §: )): t _• 6Q: • : · öQ§Ü ß: §• , 
a [ <, B, ] ü � " : : §• : 3[ � §<[ • Qö): B: ] : · _• · ": ß aä3] : � =_• 6Qß 

• §ä3Q : §• Q�: Q: • 6ö • • : • I ] : • • "§: ~ : ] §ä3Q: ": � 0 öQ: � §: )): • t _• 6Q: 
_• " "§: ~ : · : • " � ü ä6: : §• : � Ü[ ))6[ 0 0 : • · )öQQ: • 3[ � §<[ • Qö): • i • Q: �  
ßQü Q<_• · ß,W)ä ä3: "§: : §• <§· : • ä _ßß: � : • u � ä WQ: ] ä � : • I ] : )ä3: ö_W "öß 
a / ßQ: 0 ] §� 6: • UÜ: � · ), § H. LG, ( §• ö_W Ü[ ))6[ 0 0 : • · )öQQ: � 3[ �§T 

o§QQ: � I 9 •ö)/ Q§ßä3: g : ä3ö•§6, 3. 9 _W), HF 
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<[ •Qö): � ( §ßW)ä ä3: ßQ: 3: • ": � g : • ßä3 ] ü � ": ö)ß[ •§ä3Q §0 aQö•": 
ß: §• ": 0 aä3] : � =_•6Q: ß:§• : ß u ö � =: � ß :§• : e [ � §<[ •Qö); : ] : · _• · <_ 
: � Q3: §): • T : ß ß: § ": • • I "ößß : � ; : ] : · )§ä3: ~ : · : • ßQä • ": ; : § ß§ä3 
Wü3� QI ] : )ä3: : � •öä3 ": � : •Q· : · : • · : ß:Q<Q: • a: §Q: 3§• Ü[ • ß§ä3 W[� Q 
] : � W:• 6ö• • , w [ 3) ö; : � ] ü � ": : � §0 aQö•": ß: §• : §• : k : � Q§6ö) 
; : ] : · _• · ß: §• : ß aä3] : � =_•6Qß 3: � Ü[ � <_; � §• · : • I §• ß[ W:�• : � "_� ä3 
"§: g _ß6: )6� öWQ ß: §• : � B: §• : ; : ] §� 6: • 6ö• • I "ößß ": � \ �_ ä6 <] § 
ßä3: • ß: §• : • 7ü ßß: • _• " ": � 3[ � §<[ •Qö): • i •Q: � ßQü Q<_• · ßW)ä ä3: <: §Q 
] : §)§· · � ö ßß: � [ ": � 6):§• : � ö)ß ß: §• ~ : ] §ä3Q ] §� ", 

\ §: g _ß6: )6�ö WQ ": � B: §• : ] §� 6Q ; : § :§• : 0 <_0 e ö 3: • ß=�_ • · : 
ö•ß:Q<: • ": • g : • ßä3: • 7§· , HS. Fig. 149. Fig. 150. 
§• ä 3• )§ä3: � w : §ß: ] §: 
; : § : §• : 0 ßQö� � : • u ö �  
=: � "§: a=ö• •6�ö WQ 
:§• : � <] §ßä3: • §30 
_• " ": � B[ ": • W)ä ä3: 
; : W§• ")§ä3: • : )ößQ§ 
ßä3: • 7: ": � ] §� 6: • 
] ü � ": , w : • • 0 ö• 
"§: 7: ": � ö)ß · : ] §ä3Q 
)[ ß _• " ": • \ �_ ä6I 
] : )ä3: • ß§: •öä3 [ ; : • 
_• " •öä3 _•Q: • ö_ß 

ü ; QI ö)ß :§• : ä[ • ßQö•Q: u � öWQ ; : 3ö•": )QI ß[ : � 3ä )Q 0 ö• •öä3 ": � §• 
7§· , 148 _• " 7§· , 149 · : ] ä 3)Q: • B: <: §ä3• _• · I §• ": 0 0 ö• "öß 
~ : ß:Q< ": ß aä3] : � =_•6Qß _• " "öß t � §• ä§= ": � ): ; : • "§· : • u �ö WQ ö•  
] : • ":QI "§: ~):§ä3_• · 2 

MV2 

(D-Mg)h=~· 

\ §: ~ : ßä3] §• "§· 6: §Q V, ] : )ä3: ": � aä3] : � =_•6Q : ��: §ä3Q 3öQ §• ": 0 
9 _· : • ; )§ä6: I ] [ "§: 7ü ßß: ": ß a=� §• · : • ": • ö_W3ö � : • ": • B[ ": • <_ 

=T- 
; : � ü 3� : • I : •Qß=� §ä3Q "§: aQ: §· 3ö 3: I-I= 2g U7§· , 150). 7ü � ": • 

\ �_ ä6I ] : )ä3: • ": � a=� §• · : • ": ö_W ": • B[ ": • ö_ßü ; Q: I ] ä 3� : • " : � 
<_0 a=� _• · : ö•ß:Q<Q: I : � · §: ; Q ß§ä3 3§: �• öä3 ": � w : � Q32 

( I-I) D=Mg H13A 
ö)ß[ :§• w : � Q3I ] : )ä3: � 5: •öä3 ": � ö_W· : ] : • ":Q: • g _ß6: )ö� ; : §Q 
; :Q4ä ä3Q)§ä3 · � ö ßß: � ß: §• 6ö• • ö)ß "öß ~ : ] §ä3Q ": ß a=� §• · : • ": • , 
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( §• : ( §ß": ä6: I ] : )ä3: · : � ö": ßQö� 6 · : •_· §ßQ _0 ß: §• �_ 3: • ": ß 
u ö � =: � · : ] §ä3Q <_ Q�ö · : • I ] ü � ": ö)ß[ _•Q: � ß: §• : • 7ü ßß: • ; � : ä3: • I 

,] : • • : � : §• : • a=�_ • · ö_ß<_Wü3� : • Ü: � ß_ä3Q: , 
w : • • ": � aä3] : � =_•6Q :§• : ß ; : )§: ; §· : • a/ ßQ:0 ß Ü[ • 0 öQ:  

� §: )): • t _•6Q: • :§• : · : � ö")§• §· : · ): §ä3Wö� 0 §· : B: ] : · _• · ö_ßWü3� QI 
ß[ 6ö• • 0 ö• "ö� ö_ß ßä3)§: ßß: • I "ößß §• B: <_· ö_W 5: ": ; : )§: ; §· : 
9 ä3ß: • � §ä3Q_• · "§: ö)· : ; � ö§ßä3: a_0 0 : ": � ; : § � : ä3Q] §•6: )§· : � 
y: � ): · _• · §• "§: ß: o§ä3Q_•· Wö)): • ": • a: §Q: •6� ä WQ: ": � ä _ßß: � : • 
u � ä WQ: · ): §ä3 c _)) §ßQ, ( ß 0 _ßß W[)· )§ä3 ö_ä3 §• B: <_· ö_W "§: 
B: ] : · _• · ß� §ä3Q_•· "§: a_0 0 : ": � Ü[ � ] ä � Qß ] §� 6: • ": • Q� : §; : • ": • 
· ): §ä3 ": � a_0 0 : ": � � ü ä6] ä � Qß ] §� 6: • ": • Ü: � <ö · : �• ": • u � ä WQ: I 
[ ": � IIu � öWQE · ): §ä3 IIw §": � ßQö•"E sein, 

e§: � ö_ß W[)· Q <, B,I "ößß ; : § : §• : 0 §• · ): §ä3Wö� 0 §· : � B: ] : · _• · ; : · � §WW: • : • 
o ö"T\ ö0 =Wßä3§WW: " : � ~ : · : • " �_ ä6 " : ß w ößß: � ß · : · : • "§: a ä3ö_W:)• " : � o ä " : � 
· ): §ä3 " : 0 ~ : ßö0 0 Q] §" : �ß Qö• " : §ßQI ] : )ä3: � " : � B: ] : · _• · ": ß aä3§WW: ß : • Q 
· : · : • ] §� 6Q4 : ; : • ß[ I "ößß ; : § : §• : 0 · ): §ä3Wö� 0 §· ß§ä3 ; : ] : · : • " : • ( §ß: • ; ö3•  
<_· : " : � o : §; _• · ß] §" : � ßQö• "I ] : )ä3: � "öß ~ ): §Q: • " : � m� §: ; � ä " : � ö_W ": • 
aä3§: • : • Ü: � 3§• " : � QI · ): §ä3 " : � a_0 0 : ö)): � w §" : � ßQä • " : §ßQI ] : )ä3: " : � B:  
] : · _• · ": ß y_· : ß : • Q· : · : • ] §� 6: • , 

§ ZH, 
Schwerpunktsbestimmungen. 

~ : � ö" : n§• §: , u � : §ß; [ · : • , Ä/ ä)[ )" : _ ; [ · : • , e ö); : ( ))§=ß: • W)ä ä3: , t ö� ö; : ) 
W)ä ä3: , t ö�ö ; [ )[ §"Th ; : � W)ä ä3: , ( ))§=Q§ßä3: ß t ö� ö; [ )[ §" , e ö); : ß ( ))§=ß[ §" , 

w : • • 0 ö• "§: · ö•<: g ößß: •ß_0 0 : :§• : ß a/ ßQ: 0 ß Ü[ • 0 öQ:  
� §: )): • t _•6Q: • 0 §Q M l A (m) ; : <: §ä3• :QI ß[ 6ö• • 0 ö• ": • ö)) 
· : 0 : §• : • aä3] : � =_•6Qß· ): §ä3_• · : • - G ": ß § C M ö_ä3 "§: W[)· : • ": • 
7[ � 0 : • · : ; : • 2 

HG Mx0 = A(mx), My0 = A(my), Mz0 l A(mz). 
( ß ß[ )): • "§: ß: ö))· : 0 : §• : • ~ ): §ä3_• · : • ö•· : ] : • ":Q ] : � ": • 

ö_W ": • 7ö))I §• ] : )ä3: 0 "§: · ö•<: g ößß: ßQ:Q§· _•" · ): §ä3Wö� 0 §· 
§• ": 0 oö_0 : :§• : ß · : [ 0 :Q� §ßä3: • u ö � =: � ß Ü: � Q3:§)Q §ßQ, g ö• 
• : • •Q "öß a/ ßQ: 0 §• ß[ )ä3: 0 7ö)): :§• : • II3[0 [ · : • : •E u ö � =: � I _• " 
"§: §• 5: ": � Ä_ ; §6:§•3: §Q :•Q3ö)Q: • : g ößß: 'Y ] §� " "§: II \ §ä3Q§· 6: §QE 
": ß u ö � =: � ß · : •ö• •Q, w : • • 0 §Q J ": � · ö• <: oö_0 §•3ö)Q ; : <: §ä3 
• :Q ] §� " _•" 0 §Q § "öß _• : • ")§ä3 6): §• : o ö_0 Q3: §)ä3: • I §• ] : )ä3: 0 
"öß g ößß: •Q3: §)ä3: • m : •Q3ö)Q: • §ßQI ß[ 3öQ 0 ö• M l 'Y J _• " 
in l "{i <_ ß:Q<: • §• ": • [ ; §· : • ~ ): §ä3_• · : • I ] : )ä3: ö)ß"ö• • "§: 
W[)· : • ": • 7[ � 0 : • ö• • : 30 : • 2 

-G Jx0 l A(ix), Jy0 l A(iy), Jz0 l A(iz). 
14 ~' 



- H- \ �§QQ: � 9 ; ßä3•§QQ, Äö=, d bb, § ZH, 

\ : � "_� ä3 "§: ß: ~):§ä3_• · : • ; : ßQ§0 0 Q: t _•6Q ] §� " ": � aä3] : �  
=_•6Q ": ß II· : [ 0 :Q� §ßä3: • u ö � =: � ßE · : •ö• •Q, 

9 _W ö•ö)[ · : w : §ß: · : )ö• · Q 0 ö• <_ ": 0 B: · � §WW: ": ß aä3] : �  
=_•6Q: ß : §• : � · : [ 0 :Q� §ßä3: • II7)ä ä3:EI §• ": 0 0 ö• ß§ä3 : §• : g ößß: 
· ): §ä3Wö� 0 §· ö_W "§: ß: 7)ä ä3: Ü: � Q3:§)Q ": • 6Q _•" 0 §Q � "§: ö_W 
5: ": � 7)ä ä3: • : §•3: §Q : •Q3ö)Q: • : g ößß: I 0 §Q J ": • b•3ö)Q ": � · ö•  
<: • 7)ä ä3: _• " 0 §Q § ": • b•3ö)Q :§• : ß _• : • ")§ä3 6):§• : • 7)ä ä3: •  
Q3:§)ä3: • ß ; : <: §ä3• :Q, ( ; : • ß[ 6ö• • 0 ö• "§: [ ; §· : • ~): §ä3_• · : • 
ö_ä3 ; : • _Q<: • <_� B: ßQ§0 0 _• · ": ß aä3] : � =_•6Q: ß : §• : � · : [ 0 :  
Q� §ßä3: • n§•§: I §• ": 0 0 ö• ": • B_ä3ßQö; : • J _• " § "§: B: ": _Q_•· : • 
Ü[ • n ä • · : • · � ö ßß: • ; : §): ·Q, 

aä3] : � =_• 6Q ": � · : � ö": • n§• §: , 
\ : � aä3] : � =_•6Q : §• : � · : � ö": • n§•§: )§: · Q §• ": � g §QQ[ ": �  

ß: ); : • I "ö §• B: <_· ö_W 5: ": "_�ä 3 ": • g §QQ: )=_•6Q · : ): · Q: ( ; : • : 
"§: ö)· : ; � ö§ßä3: a_0 0 : ": � t � [ "_6Q: ö_ß ": • _• : • ")§ä3 6): §• : • 
n ä • · : •Q3: §)ä3: • §• §3� : 9 ; ßQä • ": Ü[ • ": � ( ; : • : · ): §ä3 c _)) §ßQ, 

\ : � 
)§•§: ": ß 

7§· , HKH, 

1' 

aä3] : � =_• 6Q ": ß u � : §ß; [ · : • ß, 
aä3] : � =_•6Q :§• : ß u � : §ß; [ · : • ß )§: · Q §• ": � e ö); §� _• · ß 
<_· : 3ö � §· : • w §•6: )ßI "ö §• B: <_· ö_W 5: ": "_� ä3 "§: ß: 

n§•§: · : ): ·Q: ( ; : • : "§: ö)· : ; � ö§ßä3: a_0 0 : 
": � t � [ "_6Q: ö_ß ": • B[ · : •Q3: §)ä3: • §• 
§3� : 9 ; ßQä • ": Ü[ • ": �ß : ); : • · ):§ä3 c _)) 
§ßQ, i 0 ": • 9 ; ßQö•" ": ß aä3] : � =_•6Q: ß 
Ü[0 g §QQ: )=_•6Q: <_ ; : ßQ§0 0 : • I 3öQ 0 ö• 
<_• ä ä3ßQ T :•Qß=� : ä3: • " ": � B: <: §ä3•_• · ßT 
] : §ß: ": � b•Q: · � ö)� : ä3• _• ·T T ": � : � ßQ: • s- ,__, 
Ü[ • ": • " � : § ~): §ä3_• · : • - G "§: W[)· : • ": 
W[)· : • ": 7[ � 0 <_ · : ; : • 2 

J xds 
Xo l Tris" 

b• "§:ß: � ~ ): §ä3_• · ; : ": _Q:Q x ": • 9 ; ßQö•" 
": ß B[ · : • : ): 0 : •Qß els Ü[ • :§• : � � : ä3Q] §• 6: )§· <_� e ö); §� _• · ß 
)§•§: "_� ä3 ": • g §QQ: )=_•6Q · : ): ·Q: • ( ; : • : , c öä3 7§· , 151 6ö• • 
ds l rd0 _• " x l r ä[ ß 0 · : ß:Q<Q ] : � ": • , 7[ )· )§ä3 §ßQ2 

+a f ds l 1·f cl&= 2ra _• " 
-ct 



a ä3] : � =_• 6Qß; : ßQ§0 0 _• · : • , 

+a f xds l r2 f ä[ ß 0d0 l - � - ß§• a. 
-a 

- HP 

c öä3 a_; ßQ§Q_Q§[ • "§: ß: � w : � Q3: : � 3ä )Q 0 ö• Wü� ": • · : ß_ä3Q: • 
aä3] : � =_•6Qßö; ßQö• " ": • 9 _ß" �_ ä62 

ß§• a 
Xo l r-a-· 

7 ü � " : • e ö); 6� : §ß; [ · : • §ßQ ~U l 4 <_ ß: Q<: • I _• " ] §� " x0 l 2
:·· 7 ü � 

X)§: · ö• <: u � : §ß=: �§ =3: � §: §ßQ ~U = HH2 _• " x0 = . , 

"§: 

" aä3] : � =_• 6Q ": ß Ä/ ä)[§": • ; [ · : • ß, 
7ü � "§: Ä[ [ � "§•öQ: • ": ß t _•6Q: ß M : � · : ; : • ß§ä3 ö_ß 7§· , 152 

~): §ä3_• · : • 2 
x l r ( cp - ß§• cp ), 
/ l � UHTä[ßä=GI 

dx l r UH T ä[ ß cp) clcp, 
dy l r ß§• cpdcp, 

_• " Wü� "öß B[ · : • : ): 0 : •Q els : � 3ä )Q 
0 ö• T : •Q] : ": � ö_ß ": • ):Q<Q: � : • 
; : §": • ~): §ä3_• · : • I [ ": � •öä3 ": � 
m3: [ � §: ": ß ö_· : • ; )§ä6)§ä3: • \ � : 3 
=_•6Q: ß U§• ": 0 0 ö• ß§ä3 ": • : �  
<: _· : • ": • u � : §ß 0 §Q ": � w §•6: )T 

A x N X · : ßä3] §• "§· 6:§Q {{ _0 ": • B:  

� ü 3� _• · ß=_• 6Q N ß§ä3 "� : 3: • " ": • 6QI _• " ": • "ö�ö _ß Wü� 22 
ß§ä3 : � · : ; : • ": • w : � Q3 ; : � : ä3• :QG TT ": • 9 _ß" �_ ä62 

ds l V dx2 + dy2 l - � ß§• 4 clcp. 

\ _� ä3 b•Q: · � öQ§[ • "§: ß: � ):Q<Q: � : • ~): §ä3_• · : � 3ä )Q 0 ö• · Wü� "§: 
B[ · : • )ä • · : A JJ1 ": • w : � Q32 

Y, 
7§· , HK- , 

,Hr 

<p 

fds l - §Wß§• 4 dcp l 4r ( H T ä[ ß 4 « 
0 

\ §: aä3] : � =_• 6Qßä[ [ � "§•öQ: • "§: ß: ß 
ßQ§0 0 : • ö_ß ": • ~): §ä3_• · : • 2 

/xds x--- 
0 - /els ' 

B[ · : • ß§• " •_•0 : 3� <_ ; : T 



- HF \� §QQ: � 9 ; ßä3•§QQ, Äö=, d bb, § ZH, 

c öä3 a_; ßQ§Q_Q§[ • ": � w : � Q3: Ü[ • x _• " ds • §0 0 Q "öß : � ßQ: ": � 
[ ; §· : • b•Q: · � ö): "§: 7[ � 0 ö• 2 

<p f xds l - � -sää= T ß§• ä=G ß§• 4 cl~. 
0 

w : • • 0 ö• §• ": 0 · 9 _ß" �_ ä6: ö_W ": � � : ä3Q: • a: §Q: "§: W[) 
· : • ": • a_; ßQ§Q_Q§[ • : • ö_ßWü3� Q2 

ä= T ß§• ä= l u, (1- ä[ ß ä=G dcp l clu, 
ä= , ä= T- ä[ß2l ÜI ß�• 2ä)ä=l ä)ÜI 

_• " ö)ß"ö• • "§: =ö� Q§: )): b•Q: · �ö Q§[ • ö_ßWü3� Q • öä3 ": � 7[ � 0 : )2 

fudv=uv-fdu, 

ß[ : � 3ä )Q 0 ö• Wü� "öß · : ß_ä3Q: b•Q: · �ö ) "§: W[)· : • ": ~ ): §ä3_• · 2 
'P fas= F� - Uß§• ä=Tä=G ä[ ß 4 + 8r2f Uß§• D G - 

ä[ ß 4 dcp, [ ": � 2 
0 

j xds l F� 2 
{ Uß§• ä=Tä=G ä[ ß 4 + D Uß§• 4 G ) 

b• ": 0 ö• ": � : • b•Q: · � ö): I ] : )ä3: ß • öä3 a_; ßQ§Q_Q§[ • ": � 
w : � Q3: Ü[ • y _• " ds "§: 7[ � 0 ö• • §0 0 Q2 f yds l - � 25äQ T ä[ ß ä=G ß§• 4 clq.i, 

3öQ 0 ö• <_• ä ä3ßQ ä[ ß X= l - U ä[ ß 2 G 
2 
- H <_ ß:Q<: • I _• " · : )ö• · Q 

ö)ß"ö• • <_� B: ßQ§0 0 _• · ": ßß: ); : • "_� ä3 "§: W[)· : • ": • o : ä3• _• · ß 
ßä3� §QQ: 2 

<p 

Jyds l 4r2f +H T Uä[ ß 4 G 
-

« ß§• 4 dq.i, 
0 

<p <p f yds l a � 2 +sß§• U4G d (; )-f ( ä[ ß 4 G J§• U4G d (; )} , 
. . 

r - + (fl HU ä=Ga H« y de l Sr H T ä[ ß 2 + 3 ä[ ß 2 - 3 . 



aä3] : � =_• 6Q: ; : ßQ§0 0 _• · : • , - HK 

c öä3 a_; ßQ§Q_Q§[ • ": � · : W_•": • : • w : � Q3: : � 3ä )Q 0 ö• Wü� "§: 
· : ß_ä3Q: • aä3] : � =_•6Qßä[ [ � "§•öQ: • "§: ~ ): §ä3_• · : • 2 

( • ) (fl F U , (fl) ß« ß§• (fl - (fl Äh a - +r: a§)) - A 
Xo =r m 

HTä[ßT - 

Yo=: r{2-3cosf + ~cosf )'l· 
HTä[ß2 

w : • • 0 ö• 3§: � §• cp l - HH2 ß: Q<QI ß[ A4� 3ä )Q 0 ö• Wü� "§: Ä[ [ � "§• öQ: • ": ß 

aä3] : � =_• 6Q: ß ": � · ö• <: • Ä/ ä)[ §" : "§: w : � Q 3: x0 l r HH2 _• " Yo l 2 1·. 

aä3] : � =_• 6Q ": � 3ö); : • ( ))§=ß: • W)ä ä3: , 
7ü � ": • 7)ä ä3: •§•3ö)Q F : � · §: ; Q ß§ä3 ö_ß 7§· ,HKP "§: ~): §ä3_• · 2 

7§· , HKP, F =1·y dx, 
y 

] : )ä3: •öä3 a_; ßQ§Q_Q§[ • ": ß 
ö_ß ": � ~): §ä3_• · ": � ( ))§=ß: 2 

° - 1p - l H 
a - b - 

Wü� "§: h � "§•öQ: y <_ : •Q• : 3 
0 : • ": • w : � Q3: ß "§: 7[ � 0 ö•T 
•§0 0 Q2 

F= !J--Va2-x2dx. 
\ öß b•Q: · � ö) ö_W ": � � : ä3Q: • a: §Q: §ßQ ": � 9 _ß" �_ ä6 Wü� ": • b•3ö)Q 
": � e ö); 6� : §ßW)ä ä3: Ü[ 0 e ö); 0 : ßß: � a. 9 )ß[ §ßQ2 

F= ab. a;n =a!n. 
7§· , lM. 
1'i i 0 A": • 9 ; ßQö• " ": ß 

aä3] : � =_• 6Q: ß Ü[ • ": � 9 ä3ß: 
A X <_ ; : ßQ§0 0 : • I 3öQ 0 ö• 
ß§ä3 "§: · ö•<: 7)ä ä3: ö_W "§: 
§• 7§· , 154 ö• · : ": _Q:Q: 9 � Q §• 

~--a.,,_ _ __._ a __ _j__X aQ� : §W:• Ü[ 0 7)ä ä3: • §• 3ö)Q: 2 
A dF=2xdy 

X 
y 



216 \ � §QQ: � 9 ; ßä3•§QQ, Äö=I d bb, § ZH, 

<: �) : ·Q <_ ": • 6: • _• " ": � ö))· : 0 : §• : • aä3] : � =_•6Qß· ): §ä3_• · ö)ß 
"ö• • "§: 7[ � 0 <_ · : ; : • 2 

v=b 

Fyo l J dJ/v-J - x cly. V· 
11=0 

w : • • 0 ö• "§: ~):§ä3_•· ": � ( ))§=ß: "§WW: � : • <§§� QI ß[ : � 3ä )Q 0 ö• 
<_� B: ßQ§0 0 _• · ": � ~ � ö ßß: y dy "§: ~): §ä3_• · 2 

x dx + y dy l 0 a2 b2 
_• " •öä3 a_; ßQ§Q_Q§[ • ": ß 3§: � ö_ß Wü� 5: • : ~ �ö ßß: ß§ä3 : � · : ; : • ": • 
w : � Q3: ß •§0 0 Q "§: [ ; §· : ~ ): §ä3_• · "§: 7[ � 0 ö• 2 

0 

Fy l T- b
2
fx2 dx= ~ab2 

0 Cti 3 . 
a 

w : • • 0 ö• 3§: � §• Wü� F ": • · : W_• ": • : • w : � Q3 :§•ß:Q<QI ß[ : � 3ä )Q 
0 ö• Wü� ": • · : ß_ä3Q: • aä3] : � =_•6Qßö; ßQö•" "§: ~ ): §ä3_• · 2 

Ct b TC - b9 T-Tp [ =ga ·, F b 
[ ": � 2 p [ l · • A 

] : )ä3: <: §·QI "ößß "§: ß: � aä3] : � =_•6Qßö; ßQö• " _•ö; 3ä • · §· §ßQ Ü[ • 
": � ~ �ö ßß: ": � e ö); öä3ß: a. w : • • 0 ö• a= b l r ß:Q<QI ß[ : �  
3ä )Q 0 ö• ö)ß aä3] : � =_•6Qßö; ßQö• " ": � e ö); 6� : §ßW)ä ä3: ": • w : � Q3 

4r 
p [ l P TC • 

aä3] : � =_• 6Q ": � t ö� ö; : )W),ä ä3: , 
7ü � "§: t ö�ö ; : ) AB, ": � : • 9 ä3ß: 0 §Q ": � Ä[ [ � "§•öQ: •T9 ä3ß: 

A Y <_ßö0 0 : •Wä))QI · §)Q •öä3 ": � §• 7§· , 155 · : ] ä 3)Q: • B: <: §ä3 
•_• · ß] : §ß: "§: ~): §ä3_• · 2 

Fig. 155. 
Y, 

ll x. {ß 

y _x2 
.. _2h.x -r,;-v, [ ": � 2 dy-l2 dx. 

g §Q B: •_Q<_• · ": � ß: ); : • : � 3ä )Q 
,e.._ ---"----~---B 0 ö• Wü� ": • 7)ä ä3: •§•3ö)Q ": � 

3TÜ) 7§· _� ": • w : � Q32 ~ f ~ F= (h-y)dx 

l 

l :~J(l2-x2)dx= ~ hl. 
0 

y 

A'--=:::::.__-x_· ...Jd_J_X __ x 



a ä3] : � =_• 6Qß; : ßQ§0 0 _• · : • , - HC 

\ §: aä3] : �= _•6Qßä[ [ � "§•öQ: x0 §ßQ <_ ; : ßQ§0 0 : • ö_ß ": � ~): § 
ä3_• · 2 

F,'to l f (h - v) X dx, 
] : )ä3: •öä3 a_; ßQ§Q_Q§[ • ": � Wü� F _• " y ö_ß ": • [ ; §· : • ~): § 
ä3_• · : • <_ : •Q• : 30 : • ": • w : � Q3: "§: 7[ � 0 ö• • §0 0 Q2 

l 

2 hf 
3hlx0 l = (l2-x2)xd.x, [ ": � 2 

0 

" 3 ö)ß[ §ßQ x0 l 8 l. 
i 0 "§: aä3] : � =_•6Qßä[ [ � "§•öQ: Vo <_ ; : ßQ§0 0 : • I ; öQ 0 ö• ß§ä3 
"§: 7)ä ä3: ö_W "§: §• 7§· , 156 ö• · : ": _Q:Q: 9 � Q §• aQ� : §W:• Ü[ 0 

b•3ö)Q x dv <: � ): · Q <_ ": •6: • 
_• " "§: W[)· : • ": ~):§ä3_• · ö_WT 
<_ßQ: )): • 2 

7§· , HKL, 

Ci---------"------,B Fvo fz dy . y' 
§• ] : )ä3: � Wü� "§: ~ � ö ßß: • y, 
d y _• " F "§: · : W_• ": • : • w : � Q3: 
<_ ß_; ßQ§Q_§� : • ß§• ", g ö• : �  
3ä )Q "ö• • "§: ~): §ä3_• · : • 2 

l 

- T - H§-s 4 
A '---=== ::::::_---'-------X P h l . Yo - C x dx, 

0 

y 

s, 
b 

1 

~i : 

2 2 z - < 3 h l Yr l TKT I§ A 

3 
[ ": � 2 Vo l b h. 

aä3] : � =_•6Q ": � t ö� ö; [ )[ §"Th ; : � W)ä ä3: , 

w : • • 0 ö• §• ": � [ ; §· : • ~): §ä3_• · ": � t ö� ö; : ) "öß k : �  
3ä )Q•§ßß· 2 

Z2 
I- r§ =a 

ß: Q<QI ß[ 6ö• • 0 ö• ": � ß: ); : • ö_ä3 "§: W[)· : • ": 7[ � 0 · : ; : • 2 

°2l 2a.y, [ ": � 2 D{ l ·2 · 



- HZ \ � §QQ: � 9 ; ßä3•§QQ, Äö=, d bb, § ZH, 

\ : � b•3ö)Q ": � t ö�ö ; [ )[ §"Th ; : � W)ä ä3: I ] : )ä3: Ü[ • ": � t ö� ö; : ) ; :  
ßä3� §: ; : • ] §� "I ] : • • "§: ß: ); : _0 "§: 9 ä3ß: A Y · : " � : 3Q ] §� "I 3öQ 
•öä3 7§· , 157 "§: ~ � ö ßß: 2 

J= f 2xnds. 
7ü � "öß B[ · : • : ): 0 : •Q ds : � 3ä )Q 0 ö• 0 §Q B: • _Q<_• · ": � [ ; §· : • 
~): §ä3_• · ": � t ö� ö; : ) ": • w : � Q32 
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Stoss der unelastischen Kelle gegen eine bewegliche Masse. 
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Bewegung der Kette unter Einwirkung der Schwerkraft. 
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Berechnung der Trägheitsmomente. 
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dargestellte Verfahren anzuwenden. Der Winkel o ist ein unend
lich kleiner Winkel; folglich ist bis auf eine unendlich kleine
Grösse zweiter Ordnung genau:

cos◊= 1. 
Der Winkel, welchen die Achsen OB und OX mit einander ein-

1t schliessen, hatte im Anfange des Zeittheilchens dt die Grösse 2 ·

Für die Beiträge, welche die drei Drehgeschwindigkeiten p, q, r zu
seiner ·vergrösserung liefern, ergeben sich aus Fig. 203 resp. die
Werthe: 0, 0, + r dt. Folglich ist:

cos cp = cos (; +rat) = - sin (r dt) =- r dt. 
Der Winkel zwischen den Achsen OC und OX hatte im Anfange

des Zeitelements dt ebenfalls die Grösse ; • Zu seiner Vergrösse

rung liefern die drei Drehgeschwindigkeiten p, q, r resp. die Bei
träge: 0, - q dt, 0. Folglich ist:

cos °'1J = cos (; - q dt) = sin (q dt) = q di; 

Nach Substitution dieser drei Werthe nimmt die obige Gleichung
die folgende Form an:
A (p + dp) - B (q + dq) ~t + C (r + dr) q dt - Ap = Q. 

Im Zähler des Ausdrucks auf der linken Seite fallen die beiden
endlichen Glieder + A p und - A p gegen einander weg; und
wenn man ferner die unendlich kleinen Glieder zweiter Ordnung
neben den unendlich kleinen Gliedern erster Ordnung als ver
schwindend fortlässt, so erhält man die einfachere Gleichung:

I. A :: - (B -- C) qr = ,13.

Durch Wiederholung des hier in Bezug auf die Achse OX erklär
ten Verfahrens und Anwendung desselben auf die beiden anderen,
Achsenrichtungen würde man zu den folgenden Gleichungen ge
langen:

'd 
II. B di - ( C - A) rp = WC. 

Ill C 
dr . dt - (A - B) p q = fJt 
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Wenn man das ganze obige Beweisverfahren für irgend einen
späteren Zeitpunkt wiederholen wollte, in welchem das bewegliche
System der Hauptachsen eine andere Lage · angenommen hat, so
würde man sich wiederum das feste Coordinaten- System so gelegt
zu denken haben, dass die Achsen desselben mit den neuen Rich
tungen der Hauptachsen zusammenfallen. Die drei Grössen £,
We, in würden also nunmehr die Kraftmomente in Bezug auf diese
neuen Achsen bedeuten. Es folgt hieraus, dass in den obigen
allgemeinen Gleichungen unter den Grossen £, fie, in nicht die
Kraftmomente in Bezug auf gewisse feste Achsenrichtungen, son
dern · vielmehr die Momentensummen der wirkenden Kräfte in Bezug
auf die drei 'beweglichen Hauptachsen des rotirenden Körpers zu
verstehen sind.

§ 105.
Drehung des Körpers ohne Einwirkung von Kräften. 

Die im vorigen Paragraphen gefundenen drei Gleichungen
nehmen für den Fall, in welchem ausser dem Widerstande des festen
Drehpunktes gar keine äuasere Kräfte auf den Körper wirken, die
folgenden Formen an:

dp 
I. Adt-(B -- C)qr = 0,

II.

III.

B ~~ - (C - A)rp = 0,

dr C--(A-B)pq=O. dt . 
Wenn man diese drei Gleichungen resp. mit den Grössen p, q, r 
multiplicirt und dann addirt, so erhält man die Gleichung:

dp dq dr Ap-+ Bq-+ Cr - = 0 .. dt dt dt 
Indem man diese Gleichung integrirt, und die Integrationsconstante
mit h bezeichnet, gelangt man zu der Gleichung:

Ap2 Bq2 Cr2 
l) -2-+2+-2-=h. 

Um die Bedeutung der Grösse h zu erkennen, hat man dieser Glei
chung die folgende Form zu geben:

2 I 2 2 2 l ~ AL+BL+c!._ =h 2 \ ro2 ro2 ro2
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und darin für die Grössen' 1!_, .!L, _!.:.. die aus Fig. 202 zu ent-
. (jJ (jJ (jJ

nehmenden Werthe zu substituiren; man erkennt dann, dass der
eingeklammerte A.usdruck auf der linken Seite mit dem in § 102
(Gleichung 7) für das Trägheitsmoment gefundenen Ausdrucke
übereinstimmt. Wenn also das Trägheitsmoment des Körpers in
Bezug auf seine augenblickliche Drehachse mit 1' bezeichnet wird,
so zeigt die obige Gleichung in der Form:

2) Tm2 =h, 
2

dass die Constante h die unverändert bleibende lebendige Kraft des
Körpers bedeutet.

Wenn man ein anderes Mal die drei Gleichungen I, II, III
resp. mit den Grössen 2 A p, 2Bq, 2 Cr multiplicirt und dann addirt,
so erhält man die Gleichung:

2A 2p dp + 2B2q dq + 2C2r dr = 0.
dt dt dt 

Indem man dieselbe integrirt und die Integrationsconstante mit k2 
bezeichnet, gelangt man zu der folgenden Gleichung:

· 3) A 2p2 + B2q2 + c2r2 = 7c2.
Die Grössen Ap, Bq, Cr sind resp. die Momentensummen

der Bewegungsgrössen in Bezug auf die drei beweglichen Haupt
achsen oder in Bezug auf drei mit den augenblicklichen Richtungen
derselben zusammenfallende feste Coordinatenachsen. Nach § 99
(Gleichung 8) ist also die Constante k die unverändert bleibende
Momentensumme der Bewegungsgrössen in Bezug auf die Achse der
unveränderlichen Ebene, und die Winkel, welche die drei Haupt
achsen mit der Achse der unveränderlichen Ebene einschliessen, sind
zu bestimmen aus den Gleichungen:

4 Bq ~ 4) cos a =T, 5) cos b =T, 6) cos c =T • 
Wenn· mit e der Winkel bezeichnet wird, welchen die Achse

der unveränderlichen Ebene mit der augenblicklichen Drehachse ein
schliesst, so ist:

cos e = cos a cos a+ cos ß cos b +cosy cos c, oder:
cos e = p__ _ Ap + .!L. Bq+.!_. Cr. 

m k m k m k 
Die bei rechtwinkeliger Zerlegung der Drehgeschwindigkeit m in die
Achse der unveränderlichen Ebene fallende Componente:
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Ap2 + Bq2 + Cr2 2h7) m cos e: = ---~--- = - 

le le 
behält also während der Bewegung stets dieselbe Grösse.

Für den . in die augenblickliche Drehachse fallenden Radius
vector der Oberfläche des Trägheitsellipsoids ergiebt sich aus
Fig. 200 die Gleichung:

1 ,r- -y;= v T, oder:

welcher man nach Gleichung 2)

m ,r y=m v 1', 

auch die folgende Form geben
kann:

m ,r- 
8) -y,=v2h. 

Wenn man die Gleishung 7) durch diese letztere dividirt, so erhält
man die Gleichung:

V2h 
9) Lcose:=-7c-•

11 

welche zeigt, dass auch die Projection jenes Radiusvectors auf
die Achse der unveränderlichen Ebene beständig dieselbe Grösse
behält.

Nach § 102 ist die Gleichung der Oberfläche des Trägheits
ellipsoids in Bezug auf das Hauptachsen-System:

10) Ax2+By2+Cz2=1, 
und wenn mit x1, y1, z1 die Coordinaten desjenigen Punktes dieser
Fläche bezeichnet werden, welcher zugleich in der augenblicklichen
Drehachse liegt, so ist:

11) z - z1 = a (x - x1) + b (y - y) 
die Gleichung einer durch
diesen Punkt gelegten
Ebene. Soll diese Ebene,.- 
zugleich eineBerührungs-
ebene der Ellipsoid-Ober
fläche sein, so müssen
die partiellenDitferenzial-

t. t dz quo ten en d x an der
X Berührungsstelle für

beideFlächen den gemein-
schaftlichen Werth::= tg cp annehmen (Fig. 205); ebenso die beiden

Fig. 20G. Fig. 205. 

z z 

z, 

Y 
__ _.__ __ ___, 

Y, 0 0 x. 
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partiellen Differenzialquotienten :z den gemeinschaftlichen Werth !2 y y 
= tg l.j> (Fig. 206). Aus den beiden Gleichungen 10) und 11) er-

geben sich für die partiellen Differenzialquotienten :: resp. die Werthe:

dz Ax dz 
-=--- und -=a. dx Cz dx 

Indem man diese beiden Grössen für die Berührungsstelle einander
gleichsetzt, erhält man für den Coefficienten a den Werth:

Ax1 a=---• Cz1 
zur Bestimmung desAuf gleiche Weise erhält man

:ficienten b die Gleichungen:
dz By dz 
dy--Cz und dy=b, 

Die Gleichung der Berührungsebene
Werthe die Form an:

Ax1 ( ) By1 ( ) d Z-Z1 =--0 X-X1 - -0 y-y1, 0 er:
Z1 Z1 

Ax1 • x + By1 • y + Cz1 • z =Ax~+ Byl + CzJ. 

anderen Coef-

By1 also: b =- --· Cz1 
nimmt nach Substitution dieser

Der in dieser letzteren Gleichung auf der rechten Seite stehende
Ausdruck ist (nach Gleichung 10) gleich Eins; folglich ist:

12) (Ax1).x+(By1).y+(Czi).z=1 
die Gleichung derjenigen Ebene, welche die Oberfläche des Träg
heitsellipsoids im Pole der augenblicklichen Drehachse berührt.

Um die Bedeutungen der drei eingeklammerten Coefficienten
zu erkennen, hat man in der obigen Gleichung zunächst y = 0 und
z = 0 zu setzen; die Coordinate x nimmt dann den Werth an:

1
Xo = (Ax1). 

Der Coeffizient (Ax1) ist also der reciproke Werth des Abstandes
x0 zwischen dem Drehpunkte O und dem Durchschnittspunkte jener
Ebene mit der Achse OX. Die analogen Bedeutungen haben die
beiden anderen Coefficienten in Bezug auf die beiden anderen Achsen.
Es ist nämlich nach Fig. 207: 

1 1 1(A,x1) =-, (Byi) =-, (Cz1) =-·
Xo Yo Zo 
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Für die Winkel, welche das von dem Drehpunkte O auf jene
Ebene" gefällte Perpendikel ON mit den drei Achsen einschliesst,

ergeben sich aus Fig.
Fig. 207. 207 die Gleichungen:

cos).=~,
Xo 

cosµ=l,
Yo 

COSV=~•
Zo ~ 

Indem man die Qua-
A x dratedieserGleicbungen

addirt und zugleich
für die Grössen x0, 
Yo, z0 ihre Werthe sub
stituirt, erhält man die
Gleichung:

(pAx1)2 + (pBy1)2
+ (pCz1)

2 = 1, oder:
1

13) p = -=========
V(Ax1)2 + (By1)

2 + (Cz1)2 

Nach Substitution der für die Grössen p, x0, Yo, z0 gefundenen
Wertb·e nehmen die obigen Gleichungen für die drei Winkel )., µ, v 
nunmehr die folgenden Formen an:

Ax1 cos). = -,===========,
V(Ax1)

2 + (By1)2 + (Oz1)2 

cosµ= Byl , 
V(Ax1)2 + (By1)~ + (Cz1)

2

Cz1cos 'y = -c:============-V (Ax1)2 + (By1)2+ (Cz1)2
Die Grössen x1, y1, z1 sind die Coordinaten des in der Ellip

soid-Oberfläche liegenden Poles der augenblicklichen Drehachse, und
die Grösse L ist der Radiusvector dieses Poles; folglich ist:

X1 }h__ = cos ß, z 
y=coscx., 1., = cos r undL 

X1 
OJ•~ = q, Z1 uJ•y =p, +t=: 
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Wenn man also in den oben für die Grossen cos x, cos p., cos v
gefundenen Gleichungen die auf der rechten Seite stehenden Aus-

drücke im Zähler und Nenner mit der Grösse ; multiplicirt, so
erhält man die Gleichungen:

Ap Az1 
14) cos). = ----;:::========== = -- ,

V(Ap)2+(Bq)2+(0r)2 k 

1 b) cos µ. = Bq = Bq , 
-f(Ap)2+(Bq)2+(0r)2 k 

Or Or 
16) . cos v = ---;c:========- =-·

Y(Ap)2 + (Bq)2 + (Or)2 k 
Die Vergleichung derselben mit den Gleichungen 4), b), 6) zeigt,
dass die Winkel )., µ., v resp. mit den Winkeln a, o, c überein
stimmen. Die Normale der Berührungsebene fällt also stets mit der
Normalen zur unveränderlichen Ebene zusammen.

Wenn man ferner den in Gleichung 13) für r gefundenen Aus
druck in derselben Weise behandelt, so erhält man mit Berück
sichtigung der Gleichungen 8) und 9) für den Abstand der Berührungs
ebene von dem Drehpunkfe O den constanten Werth:

ro Y2h 
17) r = L k =-le- = L cos s.

Denkt man sich die unveränderliche Ebene als feste Wand
fläche im Abstande r vom Drehpunkte O liegend, so erkennt man,

dass diese Wandfläche von der Ober-
Fig. 208. fläche des 'l'rägheitsellipaoids stets in

demjenigen Punkte P der letzteren be
rührt wird, welcher als Pol der augen
blicklichen Drehachse die Geschwindig
keit Null hat. Folglich geschieht die
Drehbewegung des Körpers genau in
derselben Weise, wie wenn das mit dem
Körper verbundene, an der Drehbewe
gung desselben theilnehmende Träg
beitsellipsoid auf der unveränderlichen
Ebene ro 11 t (Fig. 208). 

Während dieser rollenden Bewegung
wird im Allgemeinen die augenblickliche

Drehachse ihre Lage ändern - sowohl in Bezug auf ein festes
Coordinaten - System, als auch in Bezug auf das an der Dreh-
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bewegung theilnehmende Hauptachsen-System im Inneren des Kör
pers. Nur in dem Falle, wenn die anfängliche Drehbewegung so

beschaffen war, dass gleich Anfangs der
Fig. 209. Radiusvector der Berührungsstelle mit

der.Normalen zur unveränderlichen Ebene
zusammenfiel, wird die augenblickliche
Drehachse ihre Lage unverändert beibe
halten. Dieser Fall tritt ein, wenn eine
der drei Hauptachsen des Körpers die
anfängliche Drehachse desselben bildete
(Fig. 209 und Fj,g. 210). In diesem
Falle wird der Körper seine Drehbewegung
um diese Hauptachse gleichförmig fort
setzten, wie wenn dieselbe eine feste
Drehachse wäre.

Den Widerstand des festen Dreh-
punktes oder die Kraft, welche auf den Körper wirken muss, um
eine Bewegung dieses Punktes zu verhindern, würde man nach dem

Gesetze des Schwerpunktes be
stimmen können, indem man die
Masse des Körpers mit der augen
blicklichen Beschleunigung des
Schwerpunktes multiplicirt. ·Für
den Fall, dass der Schwerpunkt
selbst den Drehpunkt bildet, be
darf es gar keiner Widerstands
kraft, um denselben festzuhalten,
weil die Beschleunigung des
Schwerpunktes in diesem Falle
gleich Null ist. Wenn also die
anfängliche Drehachse eines frei
im Raume schwebenden Körpers

eine der drei Hauptachsen des Schwerpunktes war, so setzt der
Körper seine Drehbewegung um diese Achse gleichförmig fort, ohne
dass es irgendwelcher Widerstandskräfte bedürfte, um die Drehachse
festzuhalten. Die drei Hauptachsen des Schwerpunktes werden des
halb ,,freie Achsen" genannt.

Fig. 210. 
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§ 106.
Anwendungen des Princips der Flächen. 

Wenn die algebraische Summe der statischen Momente aller
auf ein beliebiges System von materiellen Punkten wirkenden
Kräfte beständig gleich Null ist in Bezug auf eine verticals
Achse OZ, so ist nach § 98 die Grösse .}; (mvr) als Momenten

summe der Bewegungs
grössen in Bezug auf
diese Achse eine con
stante Grösse; ebenso

auch die Grösse .}; ( !{) 
als Summe der Flächen
geschwindigkeiten. Man
findet diese Grössen -
wie in § 98 erklärt

wurde - indem man die materiellen Punkte nebst ihren Ge
schwindigkeiten auf die Horizontalebene projicirt und für diese
Projectionen die Momente der Bewegungsgrössen in Bezug auf den
Drehpunkt O - resp. die Flächengeschwindigkeiten - zu einer
algebraischen Summe zusammenfasst.

Die obengenannte Bedingung ist erfüllt, wenn die vertical
abwärts wirkenden Gewichte der materiellen Punkte und die ver
tical aufwärts wirkenden Widerstände der festen Horizontalebene
die einzigen äusseren Kräfte sind, welche auf das System wirken
(Fig. 212). 

Fig. 211. 
z 

ß{Es folgt hieraus z. B.,
dass ein auf vollkommen
glatter horizontaler Eis
fläche stehender Mensch,
welcher anfangs im Ruhe
zustande sich befand, nie
mals im Stande sein wird,
sich selbst eine Drehbewe
gung um seine verticals
Achse zu ertheilen. Wenn
durch die in seinem Kör-
per thätigen inneren Kräfte

bewirkt wird, dass ein Theil des Körpers eine Drehung nach-rechts herum
ausführt, so wird nothwendig ein anderer Theil des Körpers fgleichzeitig
eine Drehung nach links herum ausführen müssen. Das Gleiche würde für

Fig. 212. 
z 
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cine Gesellschaft von mehreren. Personen gelten. Die einzelnen Mitglieder
derselben können durch Anwendung von inneren Kräften, mit welchen sie
ziehend oder schiebend auf einander gegenseitig einwirken, einander sich
nähern oder von einander sich entfernen; aber wie nach dem Gesetze des Schwer
punktes das Ganze niemals eine horizontale fortschreitende Bewegung annch
men kann, eben so wenig würde die Gesellschaft als Ganzes sich eine Dreh
bewegung um die vcrticale Achse ertheilen können - auch dann nicht, wenn
noch äussere Kräfte hinzugezogen würden, deren Ausgangspunkte in der
festen Drehachse OZ sich befinden.

Denkt man sich ein System von materiellen Punkten bestehend aus
einem Menschen und irgend einem anderen Gegenstande, welchen derselbe in
seinen Händen hält, so erkennt man, dass es in diesem Falle dem Menschen
selbst möglich sein würde, sich eine Drehbewegung nach rechts herum zu
ertbeilen, und zwar dadurch, dass er dem von s~nen Händen gehaltenen
Gegenstande gleichzeitig eine Drehbewegung nach links herum erthoilt.

Nach § 98 (Gleichung 6) erhält man für eine um ihre feste
Achse sich drehende kreisförmige Scheibe die Momentensumme
der Bewegungsgrössen in Bezug auf die Drehachse, indem man
das Trägheitsmoment T mit der Winkelgeschwindigkeit ca multi
plicirt, Wenn an zwei gegenüber liegenden Stellen in den Ab
ständen x von der Drehachse noch zwei materielle Punkte von
den Massen m hinzugefügt werden, welche an der Drehbewegung
theilzunehmen gezwungen sind, so wird dadurch das Trägheits
moment auf die Grösse T + 2mx2, und die Momentensumme der
Bewegungsgrössen auf die Grösse (T + 2mx2) ca vergrössert. Denkt
man sich die beiden materiellen Punkte längs des Durchmessers.
der Scheibe verschiebbar und auf einander gegenseitig eine an

ziehende oder abstossende Kraft über
tragend - etwa mittelst eines die-
selben verbindenden elastischen Fa
dens oder mittelst einer zwischen
denselben angebrachten gespannten
Feder - so erkennt man, dass diese
Kräfte als innere Kräfte die Momen
tensumme der Bewegungsgrössen nicht
verändern können. Das Wachsen des
Abstandes x bis auf die Grösse x1 be
dingt also ein Abnehmen der Winkel
geschwindigkeit ca bis auf die Grösse

w1, welche letztere berechnet werden kann aus der Gleichung:
(T+ 2 mx2

) ca= Const.= (T + 2 mxD ro1•

Der Differenzial- Quotient dieser constanten Grösse nach der Zeit t- 

Fig. 213. 
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genommen ist gleich Null zu setzen, folglich ist:
dm dx 

(T + 2 mx2
) dt + 4 m OJ X dt = o.

Wenn man die Grösse ~; als relative Geschwindigkeit der Masse

m in Bezug auf die rotirende Scheibe mit v bezeichnet, so ergiebt
sich hieraus für die Winkelbeschleunigung der Werth:

dm 2 (2 mvro) x 
dt- T+2mx2 

Es hat also die Drehbeschleunigung des ganzen Systems dieselbe
Grösse, wie wenn auf dasselbe ein Paar von äusseren Kräften wirkte,
deren jede die Grösse 2mvro bat, also dieselbe Grösse, welche in
der Theorie der relativen Bewegung für die sogenannte zweite schein
bare Kraft gefunden wurde. Da im vorliegenden Falle die Dreh
achse die Eigenschaften einer ,, freien Achse" besitzt, so würde die
Bewegung auch dann noch in derselben Weise erfolgen, wenn das
ganze System frei im Raume schwebend der Einwirkung aller äusseren
Kräfte entzogen wäre.

Bei einer homogenen Kugel besitzt jede durch den Mittel
punkt gelegte gerade Linie die Eigenschaften einer freien Achse;
folglich würde dasselbe Bewegungsgesetz auch für eine frei im
Raume schwebende um ihre Achse rotirende Kugel, also z. B. die
Erdkugel, gelten. Wenn durch innere Kräfte einzelne Massentheile
der Erdachse genähert, also z. B. vom Aequator nach den Polen
hin verschoben werden, so wächst die Drehgeschwindigkeit der
Erde. Den gleichen Einfluss würde auch die mit einer Temperatur
Abnahme verbundene Zusammenziehung des Erdkörpers haben.
Für das Trägheitsmoment der Kugel wurde in § 100 (Gleichung 33)

2
der Ausdruck T = 5 Mr2 gefunden. Wenn in Folge der Tem-

peratur-Abnahme eine Verkleinerung des Erdhalbmessers von der
Grösse r bis auf die Grösse r1 einträte, so würde dadurch das

Trägheitsmoment auf die Grösse T1 = ! Mr; vermindert, und die

Drehgeschwindigkeit würde von ro bis ro1 zunehmen, welche letztere
Grösse zu berechnen ist aus der Gleichung:

_!_Mr2 
5 T 1, oder·. ro1ro = 1 ro1,

OJ 

r2 

2 M 2
5 r1
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So z.B. würde bei einer Abnahme des Erdhalbmessers von 861 Meilen
bis auf 860 Meilen für das dadurch bedingte Vergrösserungsverhältniss der
Drehgeschwindigkeit der Werth sich ergeben:

W1 r2 8612 1
-;;;=;.;,= 8602=1 + 430'

1

Es würde also die Drehgeschwindigkeit um
4

~
0

ihrer ursprünglichen Grösse

zunehmen, und die Länge des Tages um
4
!
0

oder um etwa 200 Secunden

abnehmen.

Die Momentensumme der Bewegungsgrössen von zwei Massen
JJ!I11 M2, welche um eine gemeinschaftliche Drehachse nach ent
gegengesetzten Richtungen sich drehen, kann "nicht verändert wer
den durch Kräfte, welche die beiden Massen auf einander gegen
seitig ausüben. Wenn also das Ganze anfangs im Ruhezustande
sich befand, so werden die später eingetretenen Drehgeschwindig
keiten ro1 und ro2 der Bedingungsgleichung unterworfen sein:

7'1 ro1 - T2 ro2 = 0, oder:
T1 ro1 = T2 ro2, 

in welcher T1, T2 resp. die Träg
heitsmomente der beiden Massen in
Bezug auf ihre gemeinschaftliche Dreh-
achse bedeuten.

Solche entgegengesetzte Dreh
/ / bewegungen würden die beiden Kör

T /~ per einander gegenseitig z. B. ver
w., mittelst einer gespannten elastischen

Spiralfeder ertheilen können, deren
inneres Ende an dem ersten und

deren äusseres Ende an dem zweiten Körper befestigt ist. Um
das Gesetz dieser Drehbewegungen zu finden, würde man die oben
gefundene Gleichung nach der Zeit t zu differenziiren haben; man
erhält dann die Gleichung:

Fig. 214. 

T d ro1 _ ~ d ro2 • 
1 dt - 2 dt 

Die beiden hier einander gleich gesetzten Producte sind die Aus
drücke. für die Kraftmomente [Jc, welche den beiden Körpern ihre
Drehbeschleunigungen ertheilen und vermittelst der Spiralfeder auf
sie übertragen werden; dieselben bilden in entgegengesetztem Sinne
genommen zugleich die Kraftmomente, welche die gespannte Spiral-
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feder im Gleichgewichtszustande erhalten würde. Wenn also das
Gesetz bekannt ist, nach welchem mit eintretender Ab- oder Auf
wickelung der Spiralfeder die Grösse des Kraftmoments im sich
ändert, so würde man daraus das Gesetz für jede der beiden Dreh
bewegungen auf ähnliche Weise wie bei dem im nächstfolgenden
Paragraphen behandelten Falle ableiten können.

§ 107.
Torsionspendel. 

Anstatt den Elasticitätswiderstand einer gespannten Spiralfeder
zu benutzen, um einem Körper eine Drehbewegung zu ertbeilen,
würde man auch den Torsionswiderstand eines Drahtes dazu ver
wenden können, dessen eine Endfläche festgehalten wird, während
die andere Endfläche mit dem Körper verbunden ist, welchem eine
Drehbewegung um die Achse des Drahtes mitgetheilt werden soll.
Wenn der Körper - und mit demselben. zugleich die eine End
fläche des cylindrischen Drahtes - um einen gewissen Winkel
gedreht wurde, und der Körper alsdann der Wirkung des dadurch
hervorgerufenen Torsionswiderstandes überlassen wird, so bat das
auf den Körper übertragene Kraftmoment im ersten Augenblicke
dieselbe Grösse, wie dasjenige Kraftmoment, welches bei dieser
neuen Lage den Körper oder die Endfläche des Drahtes im Gleich
gewicht halten würde. Die Drehungsrichtung des Kraftmomentes
ist jedoch die entgegengesetzte, in sofern dasselbe den Körper
nach seiner früheren - dem natürlichen unverdrehten Zustande
des Drahtes entsprechenden - Gleichgewichtslage zurücktreibt.
In dem Maasse, wie dadurch der Verdrehungswinkel allmählich
verkleinert wird, vermindert sich nach einem bestimmten Gesetze
auch die Grösse des treibenden Kraftmoments. Es soll ange
nommen werden, dass die Grösse des Kraftmoments stets propor
tional ist der Grösse des Verdrehungswinkels, was bei geringer Grösse
des letzteren immer vorausgesetzt werden darf. Wenn also mit.

1) [U = 2Kl 
das Kraftmoment bezeichnet wird, welches bei dem Verdrehungs
winkel 0 den Körper im Gleicbgewichtszustande halten würde, und
mit 9J11 das dem Winkel 01 entsprechende Kraftmoment, so findet.
jenes Gesetz seinen Ausdruck in der Gleichung:

2) im e oder: im= (im
01

1) 0 = 00, im1 -e;-,
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in welcher die Constante C = ~1 die Grösse des Kraftmoments
1

bezeichnet, welches dem Verdrehungswinkel e = 1 entspricht.
Fig. 216. Wenn mit T das 'I'rägheits-

moment des Körpers in Bezug
auf die mit der Achse des Drahtes
zusammenfallende, Drehachse des
selben bezeichnet wird, so erhält
man - unter Voraussetzung einer
verschwindend kleinen Masse des
Drahtes - nach Fig. 215 und
Fig. 216 für <fü Winkelbeschleu
nigung des Körpers die Gleichung:

d2e 2Kl Ce 
clt2 =-~=-T· 

Der Quotient ~ ist eine wäh

rend der Bewegung unverändert
bleibende Grösse , und wenn ab
kürzungsweise die Constante:

3) Vo - le T- 

~1
I 

0 

Fig. 216. 

gesetzt wird, so nimmt der Ausdruck für die Winkelbescblennigung
die folgende Form an:

d2e 
4) dt2 = - kse. 

Diese Gleichnng zeigt, dass die Schwingungen des Torsionspendels
nach demselben Gesetze erfolgen, welches in § 35 für geradlinige

S f d F.. d' G .. e d de ~~~,~ingungen ge unden wur e. ur ie rossen un ai er-

geben sich hieraus (auf dieselbe Weise wie in § 35 für die Grössen

x und !: ) die allgemeinen Gleichungen:

e = A sin kt+ B cos let, !! =Ale cos let-Bk sin kt, 

in welchen die Constanten A und B aus dem anfänglichen Bewe
gungszustande des schwingenden Körpers zu bestimmen sind. Wenn

de 
im Anfange e = a und dt = 0 war, so ist A = 0 und B = a 

Ritter, Analytische Mechanik. 3. Aufl. 20
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zu setzen; folglich wird in diesem Falle:

0 = o: cos let und :: =- ale sin let. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass 0 = - o: und :: =0

wird, wenn kt= 1t, oder: t = ~ geworden ist. Nach Substi

tution des für die Constante le aus Gleichung 3) zu entnehmenden
Werthes erhält man also für die Schwingungsdauer des Torsions
pendels die Gleichung:

5) t=1tV~- 
wenn an jedem der beiden im Abstande a von der Dreh

achse einander symmetrisch gegenüber liegenden Punkte noch eine
Masse m hinzugefügt wird, welche klein

Fig. 217. genug ist, um als materieller Punkt
gelten zu können (Fig. 217), so wird
dadurch das Trägheitsmoment um die
Grösse 2 ma 2 vergrössert, und es ent
steht ein neues Torsionspendel von der
Schwingungsdauer:

6) t1=1tJIT+ima2. 
Die beiden Gleichungen 5) und 6)

können zur Bestimmung der beiden
m a o a m Constanten T und O benutzt werden,

sobald die Grössen t, t11 m, a aus di
recten Messungen bekannt sind. Man erhält durch Auflösung jener
beiden Gleichungen für T und C die Werthe:

7) 2ma2t2

T= t;-t2 ' 8)
2ma21t~0=~--•t;-t2 

Wenn z. B. aus den Beobachtungen sich ergeben hätte, dass für das
ursprüngliche Torsionspenclel die Schwingungsdauer t = 12 Secunclen war,
und class durch Hinzufügung der Masse m = 0,1 Kil. an jeder Seite im Ab
stande a= 0'" ,5 die Schwingungsdauer bis auf die Grösse t1 = 13 Secunden
sich vergrösserte, so würden sich daraus die Werthe ergeben:

T 
2.0,1.0,52.122 2.0,1.0,52.3,142

009= 13' _ 122 = 0,288, 0 = 13~ _ t2' = , 1 739 2.
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Die gefuudenen beiden Zahlenwerthe beziehen sich auf dasjenige Maass
System, bei welchem die Masse eines Körpers, der 1 Kilogramm wiegt, als
Masseneinheit, und die Kraft, welche dieser Masse eine Beschleunigung von
1 Meter ertheilen würde, als Krafteinheit zum Grunde gelegt wird. Wenn
statt dessen eine _q-mal so grosse Kraft, nämlich das Gewicht eines Kilogramms,
als Krafteinheit betrachtet werden soll, so ist als Masseneinheit eine Masse
von g Kilogrammen zu wählen. Es sind also die gefundenen Zahlen noch
durch g zu dividiren, wenn die Grössen T und C nach diesem letzteren Maass
Systeme durch Zahlen ausgedrückt werden sollen, und man erhält dann die
Werthe:

T = 0,029 358, C = 0,002 012 15.

§ 108.
Bestimmung der Erdmasse millelsl der Torsionswage. 

Das Torsionspendel kann auch als Wage benutzt werden zur
Messung von sehr kleinen Kräften, so z. B. zur Messung der An
ziehungskräfte, mit welchen nach dem Newton'schen Gravitations
gesetze zwei homogene kugelförmige Massen m und J.lf bei gegebe
nem Abstande ihrer Mittelpunkte einander gegenseitig anziehen.
Zu diesem Zwecke hat man an jedem der beiden Endpunkte einer
sehr leichten horizontalen Stange, welche in ihrem Mittelpunkte
an einem langen dünnen Drahte aufgehängt ist, eine Kugel von
der Masse m zu befestigen (Fig. 218), und hierauf, wie Fig. 2191 

als Grundriss zeigt, zwei kugelförmige Massen M zu diesem Tor
sionspendel in eine solche Lage zu bringen, dass die beiden von
den Massen M auf die Massen m ausgeübten horizontalen Anzieh
ungskräfte K rechtwinkelig zu der Stange in einerlei Drehungs
richtung wirkend ein verdrehendes Kräftepaar bilden vom Momente:

ID'l=2Kl. 
Die Grösse der Kraft K würde alsdann nach den im vorigen
Paragraphen gefundenen Gleichungen aus der beobachteten Grösse
desjenigen Verdrehungswinkels IX berechnet werden können, bei
welchem jenes Kräftepaar das 'I'orsionspendel im Gleichgewichts
zustande erhält. Da indessen dieser Winkel IX unter gewöhnlichen
Verhältnissen so klein sein wird, dass eine direote Messung des
selben mit zu grossen Schwierigkeiten verbunden sein würde, so
ist es vorzuziehen, die Bestimmung desselben auf folgende indirecte
Weise auszuführen.

In dem Augenblicke, wo die beiden Massen M in ihre Stel
lungen eingerückt beginnen ihre Wirkung auf das bis dahin ruhende

20*
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'I'orsionspendel auszuüben, hört die bisherige Lage desselben auf,
eine Gleichgewichtslage zu sein. An Stelle derselben wird nun

mehr die um den
Fig. 218. Winkel a von der

ursprünglichen ab
weichende Lage die
neue Gleichgewichts
lage bilden. Das
Pendel wird daher
in diesem Augen
blicke seine erste
Schwingung begin
neu und nach Voll
endung derselben
um den Winkel a 
über die neue Gleich
gewichtslage hinaus
gegangen sein, also
um den Winkel 2 a 
von der ursprüng-
lichen Gleichge

wichtslage sich ent
fernt haben.

Wenn genau zu
derselben Zeit -
also nach Ablauf

eines Zeitraums,
welcher der vorher
schon aus Beobach
tungen bekannten
Schwingungsdauer

genau gleich ist -
die anziehenden Massen M plötzlich in eine solche Lage übergeführt
werden, bei welcher das durch die Anziehungskräfte K gebildete
Kräftepaar in einer der vorherigen entgegengesetzten Drehungsrich
tung wirkt, so entsteht wiederum eine neue Gleichgewichtslage für
das Pendel, und zwar wird dieselbe nunmehr um den Winkel a 
nach der entgegengesetzten Seite bin von der ursprünglichen ab
weichen, folglich um den Winkel 3 a von derjenigen Lage, welche
das Pendel~am Ende der ersten Schwingung wirklich erreicht hatte.

m 0 m 

Fig. 219.
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Das Pendel wird in diesem Augenblicke umkehrend seine zweite
Schwingung beginnen, und da es im Anfange derselben um den
Winkel 3 rx von seiner neuen Gleichgewichtslage entfernt war, so
wird es um den Winkel 3 o: über dieselbe hinausgehend am Schlusse
der zweiten Schwingung um den Winkel 4 o: von der ursprünglichen
Gleichgewichtslage sich entfernt haben.

Indem man auf diese Weise fortfährt, in Zeitinterva1len, welche·
genau die Grösse der vorher beobachteten Schwingungsdauer haben,
die anziehenden Massen M abwechselnd von der einen und von der
anderen Seite her ihre Wirkung auf das Pendel ausüben zu lassen,
erreicht man, dass der Schwingungs-Winkel (ierselben sich allmählich
vergrössert, in solcher Weise, dass am Ende jeder folgenden Schwing
ung die Abweichung von der ursprünglichen Gleichgewichtslage um
2 o: grösser wird, als am Ende der vorhergehenden. Es wird also
am Ende der n-ten Schwingung die Abweichung von der Gleich
gewichtslage die Grösse:

o=2nrx 
erreicht haben, und wenn es gelingt, diesen Winkel o direct zu
messen, so kann der Winkel o: aus obiger Gleichung berechnet
werden.

Unter gewöhnlichen Verhältnissen wird der Winkel o, obgleich
derselbe ein Vielfaches des Winkels CJ. ist, selbst bei grosser An

zahl der ausgeführten
Schwingungen immer
noch ein sehr kleiner
Winkel sein. Unter
dieser Voraussetzung
ist es zulässig, die An
ziehungskraftK, welche
in Wirklichkeit mit
dem Abstande p zwi
schen den Massen M 
und m beständig sich
ändert, als eine wäh
rend jeder Schwingung
constantbleibende Kraft
zu betrachten.

Die Messung des Winkels o kann auf die in Fig. 220 ange
deutete Weise mittelst eines aus Spiegel, Scala und Fernrohr be
stehenden Apparates ausgeführt werden. Der mit dem Torsions-

Fig. 220. 

p 
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pendel um die Achse desselben sich drehende Spiegel ist in sol
cher Weise an dem Pendel befestigt, dass die Drehachse in die
Spiegelebene fällt. Das auf den Spiegel gerichtete horizontale Fern
rohr und die in gleicher Höhe mit dem Mittelpunkte der Spiegel
ebene im Abstande a von der Drehachse aufgestellte horizontale
Scala haben eine solche Lage, dass bei der ursprünglichen Gleich
gewichtslage des Pendels das Auge des durch das Fernrohr schauen
den Beobachters das Spiegelbild des Nullpunktes der Scala im Mittel
punkte des Gesichtsfeldes erblickt. Wenn am Ende der n-ten
Schwingung statt des Nullpunktes N der im Abstande x von dem
selben befindliche Punkt P der Scala im Mittelpunkte des Ge
sichtsfeldes erschien, so ist der Winkel ö zu bestimmen aus der
Gleichung:

tg(2ö)=~-
a 

Wenn z. B. der Abstand a= 4m war, und am Ende der 100-sten Schwin
gung die Grösse x = om,02 beobachtet wurde, so ist:

0,02 ,
tg (2 6) =-4-= 0,005, also 6 = 0,0025 und

6 
a= 2. 100 = 0,000 012 5.

Wenn ferner für die Constante C der im vorigen Paragraphen berechnete
Zahlenwe;rth:

C = 0,002 01215
gefunden wurde, so hat das dem Verdrehungswinkel a entsprechende Kraft
moment (nach § 107, Gleichung 2) die Grösse:

ml= C. a = 0,000 000 025 152.
Um hieraus die Grösse der Kraft I[ zu berechnen, hat man ml= 2 Kl zu
setzen und die Gleichung alsdann für I[ aufzulösen. Wenn also 2 l = om,4
war, so ist:

ml 2I{= 2l = 0,000 000 06 88,

wobei das Gewicht von 1 Kil. als Krafteinheit zu betrachten ist. Es ist also
die Kraft I[ so gross, wie das Gewicht eines Körpers, welcher 0,062 88 Milli
gramm wiegt.

Nachdem auf solche Weise die Kraft K gemessen ist, mit
welcher die Masse m von der bekannten Masse M bei bekanntem
Abstande r angezogen wird, bedarf es zur Bestimmung der Erd
masse E nur noch einer Wägung der Masse m. Denn wenn mit
Q das Gewicht der Masse m bezeichnet wird, oder die Kraft,
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mit welcher dieselbe von der Erdmasse bei dem Abstande r =
63700Q0m angezogen wird, und mit µ die Anziehungskraft, mit
welcher zwei Massen von der Grösse Eins bei dem Abstande Eins
auf einander wirken, so ergeben sich aus dem Newton'schen Gravi
tationsgesetze die Gleichungen:

K= mM Q mE 
µ ()2 ' = fJ,7' 

E Q r2 
also: ~W = K • ~' 

aus welchen das Verhältniss der Erdmasse E zu der bekannten
Masse M berechnet werden kann, da die in der letzteren Gleichung
auf der rechten Seite stehenden Grössen nunmehr sämmtlich als be
kannt zu betrachten sind.

§ 109. 
Beschleunigtes Berganrollen auf schiefer Ebene. 

Denkt man sich das in Fig. 214 dargestellte Massensystem
auf eine schiefe Ebene gesetzt, so erkennt man die Möglichkeit,
dass - obwohl die treibenden Drehkräfte, welche die beiden
Massen M2 und M2 mittelst der gespannten Spiralfeder auf ein
ander gegenseitig übertragen, in Bezug auf das ganze System als
innere Kräfte zu betrachten sind - doch eine bergan gerichtete
Beschleunigung des gemeinschaftlichen Schwerpunktes durch die
selben hervorgebracht · werden kann, insofern ausser dem Gewichte

des Massensystems
und dem normalen

Gegendrucke der
schiefen Ebene hier
noch der dem Glei
ten an der Berüh
rungsstelle entge-
genwirkende Rei

bungswiderstand als
eine bergan wir
kende ä u s s e r e
Kraft hinzutritt.

Wenn der Rei-

l 

j
/ 

-- ot,\ _

' 

41 
(M,+M2)gcos(J. 

(M,+M2)9 
bungswiderstand -

wie hier vorausgesetzt wird - ausreicht, das Gleiten an der Be
rührungsstelle zu verhindern, so wirkt derselbe wie ein um den
rollenden Kreis gewickelter Faden, welcher längs der schiefen Ebene
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ausgestreckt mit seinem oberen Endpunkte an derselben befestigt
ist. Aus dem Gesetze des Schwerpunktes ergiebt sich für die Be
schleunigung des Schwerpunktes nach Fig. 221 die Gleichung:

1) _ K - (M1 + M2) g sin rx p- . M1 +M; . 
Die relativen Bewegungen der beiden Massen in Bezug auf

den mit der Beschleunigung p fortschreitenden Raum sind Dreh
ungen um die in Bezug auf diesen Raum in relativem Ruhe
zustande befindliche gemeinschaftliche Drehachse 0. Nach der

Theorie der relativen Bewegung
hat man, um diese relativen Be
wegungen des Massensystems zu
bestimmen, in einer der Beschleu
nigung p entgegengesetzten Rich
tung die Kraft (M1 + M2)p hin
zuzufügen und alsdann den be-

,,.K schleunigten Raum als im Ruhe
zustande befindlich zu betrachten.
Auf die Drehungen des Massen
systems um die nunmehr als fest
zu betrachtende gemeinschaftliche
Drehachse O kann also jetzt das
in § 98 (Gleichung i'>) gefundene

aus welchem sich nach Fig. 222 die

Fig. 222.

N, 

(

Ta 

w,

(M;_+M,)g 

Gesetz angewendet werden,
Gleichung ergiebt:

2) T d W1 _ T, d W2 = _ KR . 
1 dt 2 dt 1

Die Drehbewegung, welche die Masse M2 für sich allein ausführt,
geschieht unter Einwirkung des von der Spiralfeder auf dieselbe
übertragenen Kraftmoments ill( mit der Winkelbeschleunigung:

3) dw2 = 9'.H.
dt T2

Für den rollenden Kreis ist die seiner Drehbeschleunigung ent
sprechende Peripherie-Beschleunigung gleich der bergan gerichteten
Beschleunigung seines Mittelpunktes zu setzen; also ist:

4) R dw1 
1 ------;ft=P· 

Aus den obigen vier Gleichungen können die vier unbekannten
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Grössen dd~1, dd~2, p, 1{ bestimmt werden, und man erhält für

die Beschleunigung des Berganrollens die Gleichung:

~ - (Jf1 + M2)g sin o: 
5) p = --"1 _ 

. T 
Ml +M2 + R: 

aus welcher sich ergiebt, dass die Beschleunigung Null wird, wenn
6) file= (M1 + M2)R1 gsin a 

ist, und dass • die Bewegung eine beschleunigte oder verzögerte ist,
jenachdem das in der Feder steckende Kraftmoment grösser oder
kleiner ist als der obige Werth.

Ein beschleunigtes Berganrollen würde man auch auf die in
Fig. 223 angedeutete Weise hervorbringen können, bei welcher

durch die zwischen den
beiden Theilen M1 und
M2 des ganzen Massen
systems thätigen inneren
Kräfte - z. B. durch
menschliche oder thie
rische Kräfte oder auch
mittelst eines Uhrwerks
- bewirkt wird, dass die
Masse M2 im Inneren des
rollenden Hohlcylinders
stets in derselben relati
ven Höhe in Bezug auf
die Achse desselben er
halten wird. Für die Be
schleunigung des Schwer
punktes erhält man hier

Fig. 223. 

M, 

p 

s:» 
\~/----p_
q:_~\,

~I
\

-- a\----- M,g 

wie im vorigen Falle die Gleichung:

7) p =K-(M1 +M2)gsina_
M1+M2 

Nach Hinzufügung der Kräfte M1p und M2p kann man wie
beim vorigen Falle die Achse O als eine feste Drehachse behandeln
und das in § 98 (Gleichung 5) gefundene Gesetz anwenden. In
Berücksichtigung des Umstandes, dass hier - abweichend vom
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vorigen Falle - nur die Masse J.111 eine Drehbewegung ausführt,
erhält man nach Fig. 224 die Gleichung:

8) T1 dd:1 + 0 =~g (l sin (a+ ß) +M2p (l cos ß-KR1•

Wenn man zu die-
Fig. 22'1. sen beiden noch wie

beim vorigen Falle die
Gleichung:

9) R droi =
1 dt p 

als dritte hinzufügt, so
können die drei un
bekannten Grössen p, 

dro 
K und d/ aus den-
selben berechnet wer
den, und für die Be
schleunigung des Berg
anrollens ergiebt sich
der Werth:

M2g l sin(ex+ß)-(M1 +M2)gsinex
10) p=--1 T 

Ml +M2 + Rt - 111~ ; 1 cos ß
Soll das Bergan rollen gleichförmig geschehen, so muss die Be
dingungsgleichung:

M2 g (l sin (ex+ ß) = (1tf1 + -~2)gR I sin ex, oder:
11) J.Vl2g {(lsin(cx+ß)-R1sinex}=M1gR1sincx

erfüllt sein, welche ausdrückt, dass in Bezug auf den als augen
blicklichen Drehpunkt zu betrachtenden Berührungspunkt A (in
Fig. 223) die algebraische Summe der statischen Momente sämmt
licher Kräfte gleich Null ist.

M/p 

~9 

M,g 
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