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Spis wazniejszych symboli i oznaczen uzywanych w pracy

Domknigty przedziat a liczb catkowitych od b do ¢ oznaczany jest jako: a = bc.

Ze wzgledu na stosowane w pracy cyfry r-warto$ciowych kodéw (r-narnych) ich
warto$ciowosci oznaczane bedaq w indeksie dolnym, np. 35 oznacza cyfr¢ 3 w ko-
dzie pigciowartosciowym. W przypadku uzycia kodu mieszanego (w ktorym wyste-
puja rézne wartosciowosci r;) przy przedstawianiu $redniej dtugosci stowa kodowe-
go 1 efektywnosci pojawia¢ si¢ bedzie w indeksie dolnym oznaczenie mix (lub ze-
staw uzytych w kodzie wartosciowosci), np. efektywnos¢ kodu binarno-ternarnego
Enix = E23. W pracy przyjeto kropke ,, . ” jako symbol oddzielajacy czes$¢ utamkowa
od czgsci catkowitej w liczbach dziesig¢tnych.

Symbol |_x_| oznacza najwigksza liczbe catkowita nie wigksza od x.

Symbol [-x-| oznacza najmniejsza liczb¢ calkowitg nie mniejsza od x.

Wykaz pozostatych wazniejszych symboli z rozdziatéw od 1 do 7:

B — liczba ztozona z g cyfr r-narnych — patrz wzor (3.5);

b(r) — liczba bitéw niezb¢dna do reprezentacji cyfry r-narnej — patrz wzor (3.1);

b(r) - liczba bitow niezbgdna do reprezentacji cyfry r-narnej skompresowanej ko-
dem dwufazowym — patrz wzor (3.3);

Bq (r)— $rednia liczba bitdw niezb¢dna do reprezentacji pojedynczej cyfry r-narnej
zawartej w g cyfrowej liczbie B — patrz wzor (3.7);

b, (r)— $rednia liczba bitéw niezbedna do reprezentacji pojedynczej cyfry r-narnej
zawartej w g cyfrowej liczbie B skompresowanej kodem dwufazowym — patrz wzér
(3.9);

D — liczba mozliwych do uzyskania mieszanych drzew Huffmana — patrz wzoér
(5.5);

D(r) - liczba mozliwych do uzyskania dwubuforowych (binarno-r-narnych) drzew
Huffmana — patrz wzor (6.13);

E — procentowa efektywnos¢ kompresji — patrz wzory (1.7), (3.2);

E — efektywno$¢ kompresji — patrz wzor (1.6);

Eq( — procentowa efektywnos¢ kompresji liczby B ztozonej z ¢ cyfr r-narnych

— patrz wzor (3.8);

E, ) — procentowa efektywnos¢ kompresji — patrz wzér (3.10);



g(r) — suma prawdopodobienstw p, wszystkich n, weziéw ri-narnych wystepuja-
cych w mieszanym drzewie kodowym — patrz wzor (4.1);

F(r) — warto$¢ ciagu Fibonacciego — patrz wzory (6.4), (6.7);

H(S) — entropia bezpamigciowego Zrédta S — patrz wzor (1.2);

K — rozmiar pliku poddawanego kompresji;

l; — dhugosc¢ i-tego stowa kodowego wyrazona w bitach;

Leai — wynikowa dlugo$¢ skompresowanego pliku wyrazona w bajtach — patrz wzor
(2.20);

Lr—wynikowa dhugos¢ calego strumienia po kompresji wyrazona w bitach — patrz
wzor (2.1);

Lz — $rednia dhugos¢ stowa kodu mieszanego — patrz wzor (4.4);

Ly — $rednia dhugos¢ stowa kodowego — patrz wzory (1.4), (2.19);

n — liczba symboli Zrodlia S;

N — liczba symboli poddrzewa S;

N, - liczba symboli kodu Tunstalla — patrz punkt 2.6;

Nj — liczba symboli rozszerzonego kodu Huffmana — patrz punkt 2.5;

pi — prawdopodobienstwo i-tego symbolu zrédta S

P — zestaw prawdopodobienstw symboli zrédla S

p(r) — prawdopodobienstwo wystapienia symbolu r;-narnego w strumieniu wyjscio-
wym kodu mieszanego — patrz wzor (4.2);

q — liczba cyfr r-narnych tworzacych liczbg B,

r — warto$ciowos¢ kodu;

R - redundancja kodu — patrz wzor (1.5);

rw — skrotowy zapis konstrukcji mieszanego kodu Huffmana — patrz punkt 4.1;

S — zbioér elementow zrddla,

S$® _ zbi6r elementéw rozszerzonego zrédla — patrz punkt 2.5;

T(r) — op6znienie Srednie kodu mieszanego — patrz wzor (6.12);

Uy(r) — procentowa sprawnosc¢ konwersji liczby B ztozonej z g cyfr r-narnych — patrz
wzor (3.11);

w; — i-ty wezet drzewa kodowego;

W — procentowa waga zysku — patrz wzor (1.10);

w(r) — waga cyfry r-narnej w danym kodzie mieszanym — patrz wzér (4.3);

x; — i-ty symbol zZrédia S;



i, j, k, m — pomocnicze zmienne (ich znaczenie zalezy od kontekstu danego zagad-
nienia);

Wykaz symboli zwigzanych z kodem Golomba opisywanym w punkcie 8.4 (niekto-
re symbole moga mie¢ inne znaczenie niz we wczesniejszej czgsci rozprawy, co
wynika z zachowania spdjnosci z literaturg dotyczaca kodéw Golomba):

E — procentowa efektywno$¢ kodu Golomba — patrz wzor (8.8);

G(n) — warto$¢ prawdopodobienstwa n-tego symbolu zrédta o rozkladzie geome-
trycznym — patrz wzor (8.1);

L, — $rednia liczba bitéw potrzebna do zakodowania jednego bitu Zrédta binarnego
— patrz wzor (8.7);

L, — $rednia liczba bitéw potrzebna do zakodowania jednego bitu Zrédta binarnego

przy uzyciu zmodyfikowanego kodu Golomba — patrz wzor (8.15);

L, — srednia liczba bitow potrzebna do zakodowania jednego bitu zrodta binarnego

przy uzyciu zmodyfikowanego kodu Golomba wykorzystujacego kompresj¢ kodem
dwufazowym — patrz wzor (8.21);
m — liczba grupowa kodu Golomba — patrz wzor (8.3);

n — numer kodowanego symbolu (nieujemna liczba catkowita).
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1. Wprowadzenie

W systemach informatycznych istotnym problemem jest sposéb efektywnego prze-
chowywania i transmisji danych. Nalezy dazy¢ do minimalizacji kosztow uzytkowania sys-
temOw informatycznych, np. dzigki stosowaniu wydajnych technik kompresji danych.
Ogoblnie metody kompresji danych mozna podzieli€ na dwa gléwne typy: stratng

i bezstratng (odwracalng). Tematem niniejszej rozprawy doktorskiej jest:

., Metoda kompresji danych z wykorzystaniem zmiennych alfabetow

symboli transmisyjnych”.

Zaproponowana metoda dotyczy wylacznie bezstratnej kompresji danych, cho¢ w wielu
algorytmach stratnej kompresji, jako jeden z etapéw, czgsto wykorzystuje si¢ metode kom-

presji bezstratnej.
1.1. Cel, teza oraz zakres pracy

Opracowana metoda kompresji danych jest rozwinigciem binarnego kodu Huffma-

na. Celem pracy jest:

,,Opracowanie algorytmu kompresji danych opartego na mieszanych kodach

Huffmana, wykorzystujqcych jednoczesne zastosowanie wielu kodéw r-narnych”.

Nowoscia tej metody jest laczne wykorzystanie zalet binarnych i wielowartosciowych ko-
déw Huffmana, poprzez uzycie w trakcie kodowania wielu réznych symboli r-narnych. Do
uzyskania wysokiej efektywnosci zapisu cyfr r-narnych wykorzystywana jest ich reprezen-
tacja w postaci liczb ztozonych z g cyfr r-narnych zwanych w pracy liczbami B, oraz dalsza
kompresja tych liczb przy uzyciu kodu dwufazowego. Proponowana przez autora praktycz-
na realizacja metody kompresji okreslana jest mianem mieszanego kodu Huffmana ze
wzgledu na duze podobienstwa do binarnego kodu Huffmana pod wzgledem ich wtasnosci.

Ponizej przedstawiona jest teza pracy:

. Proponowany algorytm zapewnia efektywno$¢ kompresji nie mniejszq od
efektywnosci binarnego kodu Huffmana przy jednoczesnej niskiej ztozonosci

implementacyjnej: Epix 2 Ey”.

W tezie pracy zawarto dwie gléwne zalety proponowanej metody kompresji: ma ona niskg

ztozono$¢ implementacyjna, a takze charakteryzuje si¢ wzrostem wydajnosci kompresji
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w stosunku do binarnego kodu Huffmana. Poziom wzrostu efektywnos$ci zalezy od rozkta-
du prawdopodobienstwa kodowanego zrodla i w najgorszym przypadku mieszany kod
Huffmana jest identyczny z binarnym kodem Huffmana, ktory jest podzbiorem kodow mie-
szanych dla danego Zrodta.

Przy omawianiu poszczego6lnych zagadnien autor starat si¢ zilustrowac je przykta-
dami, co ma na celu zwigkszenie przejrzystosci opiséw matematycznych. Wigkszos$¢ roz-
wazan teoretycznych jest powigzana z praktyczna realizacjg poszczegdlnych zagadnien.
Stad w pracy znajduja si¢ propozycje rozwigzan suboptymalnych w sytuacji, gdy czas re-
alizacji danego zagadnienia (np. znalezienie optymalnego mieszanego kodu Huffmana) nie
jest akceptowalny przez uzytkownika (np. w systemach czasu rzeczywistego).

Do badan autor rozprawy korzystal z wlasnego oprogramowania w jezyku C oraz
z pakietu Matlab [55,92]. Prawie wszystkie rysunki i tabele stanowia Zrédto wiasne.
W pozostatych przypadkach zrédio bedzie podane w miejscu cytowania.

W kolejnych dwéch punktach zostang oméwione podstawowe okreslenia uzywane
w pracy oraz definicje i cechy kodéw omawianych w nast¢pnych rozdziatach. Na stronie 8
znajduje si¢ punkt zawierajacy wykaz wazniejszych oznaczen i symboli uzywanych w pra-
cy. Do prawidlowego zrozumienia dalszej czgsci tej pracy niezbedna jest znajomosé infor-
macji zawartych w punktach 1.2, 1.3 oraz w rozdziale 2, w ktorym opisano stan aktualny
najwazniejszych kodéw entropijnych. Podstawowym celem tej pracy jest poszukiwanie
kodéw efektywniejszych niz binarny kod Huffmana. Przedstawione w rozdziale 2 kody
o tej whasnosci posiadajg wady, ktore utrudniaja ich praktyczne wykorzystanie (duze wy-
magania pamig¢ciowe kodera i dekodera lub dlugi czas wykonania zadania). W rozdziale 3
przedstawiono sposob efektywnej reprezentacji cyfr wielowarto$ciowych, co pozwolito na
praktyczne wykorzystanie wielowartosciowych kodéw Huffmana. W rozdziale 4 autor za-
proponowal laczenie réznych wartosciowosci w jednym mieszanym kodzie Huffmana,
przedstawiajac wlasnodci takiego kodu wraz z przyktadami. Kolejny rozdziat przedstawia
sposdb konstrukeji drzewa optymalnego kodu mieszanego dla danego Zrodta, a takze meto-
dy przyspieszania etapu konstrukcji takiego kodu. Dla zastosowan, w ktérych podstawo-
wym problemem jest krotki czas konstrukcji drzewa kodowego dla zrédet o duzej liczbie
symboli n, autor rozprawy w rozdziale 6 przedstawit kilka propozycji tworzenia subopty-
malnych kodéw mieszanych. Ponadto oméwione zostaly propozycje kodéw suboptymal-
nych o statym oraz o matym opéznieniu wprowadzanym przez koder i dekoder. Rozdzial 7
zawiera analiz¢ dziatania dynamicznej wersji kodéw mieszanych. W kolejnym rozdziale
umieszczono przykltady zastosowania mieszanych kodéw Huffmana do wzrostu efektywno-

sci kodu Golomba, a takze algorytmu stratnej (JPEG) i bezstratnej (z uzyciem predykcji
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liniowej) kompresji obrazéw. Ostatni rozdzial przedstawia wnioski dotyczace zapropono-

wanej przez autora metody poprawy efektywnosci kompresji danych.
1.2. Podstawowe okreslenia uzywane w pracy

Wszystkie metody opisywane w pracy dotyczg kodowania bezstratnego, czyli takie-
go, w ktorym kazdy komunikat po zdekodowaniu jest identyczny jak przed etapem kodo-
wania.

Kodowanie majace na celu zmniejszenie liczby bitéw potrzebnej do przechowywa-
nia lub transmisji danych okreslane jest mianem kompresji danych.

Zbiér wynikowy poddany kompresji jest nazywany ciggiem danych o dtugosci Ly
bitéw lub plikiem wynikowym w przypadku zbioru przechowywanego (archiwizowanego).

Dane podlegajace kodowaniu okreslane bgda jako symbole (elementy). Ciag kodo-
wanych elementow jest okreslany jako zbidr posiadajacy » réznych symboli zrodta o alfa-
becie S = {x1, x2,..., X»} 1 prawdopodobienstwach odpowiednio P = {pi, ps,..., pn}, takich ze
pn20oraz py < ps < ..., < pn. Wowczas kodem blokowym nazywamy odwzorowanie z S na
C, czyli przypisanie stowa kodowego c; ze zbioru C = {cy, ¢3,..., ¢»} kazdemu symbolowi x;
zrodia S'[2, 21].

W przypadku, gdy mowa jest o pliku danych przyjmujemy, ze zrédto S jest zbiorem
bajtow (maksymalnie 256 symboli). Natomiast Zrddlo binarne sktada si¢ z dwoch symboli
S= {x1, x2} o prawdopodobienstwach P = {p, p>}. Najczgsciej do oznaczania tych symboli
uzywa si¢ cyfr 0 1 1. Wowczas ze zrodlem binarnym S = {0, 1} skojarzone sg prawdopodo-
biefistwa P = {p(0), p(1)}, przy czym p(1) =1- p(0).

W tej pracy domysSlnie rozpatrywane sa Zrodia bez pamieci (zerowego rzedu), czyli
takie, w ktorych kolejne elementy sa generowane niezaleznie przy uzyciu tego samego roz-
ktadu [62].

1.3. Podstawowe cechy kodow

W tym punkcie przedstawione zostang podstawowe definicje i twierdzenia dotycza-

ce omawianych w pracy kodéw blokowych na podstawie [2, 16, 21, 25, 47, 49, 62, 67].

Definicja 1.1 Kod nazywamy r-narnym (r-wartosciowym), jezeli stowa kodu skladajg si¢
z cyfr r-narnych (z zakresu od zera do r — 1). W szczegdlnosci w kodzie binarnym (r=2)

stowa kodu skladaja si¢ z zer 1 jedynek.
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Definicja 1.2 Kod nazywamy jednoznacznie dekodowalnym, jezeli istnieje tylko jeden spo-

sob podziatu dowolnego ciagu stow kodu ¢, ¢, ...c; na oddzielenie stowa kodu. Czyli gdy:

¢,c, ¢, =c;c;..c, , todlakazdegos, i, = j,, zatem ¢, =c, .

Definicja 1.3 Kod nazywamy kodem przedrostkowym (prefiksowym), jezeli nie mozemy
otrzyma¢ zadnego slowa kodu z innego stowa kodu przez dopisanie do niego cyfr

r-narnych, czyli zadne stowo nie jest przedrostkiem zadnego innego stowa kodu.

Przyktadem binarnego kodu, ktory nie jest jednoznacznie dekodowalny moze by¢ kod
C={1,01,011}, gdyz np. z dwéch symboli ,,01” +,,1” mozemy utworzy¢ inny symbol
,0117. Kod C= {1, 10, 100, 1000, 0000} jest jednoznacznie dekodowalny, cho¢ nie jest
kodem przedrostkowym [44]. Jest to kod z opdznieniem, co oznacza, ze do prawidlowego
zdekodowania stowa kodowego trzeba zaczeka¢ do momentu, gdy na wejsciu dekodera
pojawi si¢ pierwsza cyfra nastgpnego stowa kodowego. Natomiast kod
C=1{1,01,001,000} jest kodem przedrostkowym, bo dowolne stowo kodowe nie jest
przedrostkiem innego stowa kodowego. Kody przedrostkowe sa kodami bez opdznienia [2].
W dalszej czgsci pracy rozpatrywane beda tylko kody przedrostkowe stanowiace podzbior
kodéw jednoznacznie dekodowalnych. Kazdy kod przedrostkowy moze by¢ opisany drze-

wem kodowym, ktorego definicja zostata przedstawiona ponizej [4, 5, 71, 92]:

Definicja 1.4 Drzewo r-narne (w szczegdlnosci binarne) sklada si¢ z weztéw, z ktorych
wychodzi maksymalnie » galezi w kierunku weztéw potomnych. Wezel posiada maksy-
malnie jednego rodzica. Wezet nie posiadajacy rodzica nazywany jest korzeniem drzewa,

a wezel nie posiadajacy potomkdéw okreslany jest lisciem.

W literaturze wezet okresla si¢ czasem mianem wierzchotka. Drzewo r-narne jest komplet-
ne, gdy poza li§émi kazdy z wezlow posiada doktadnie » potomkdéw. Pojedynczy wezel nie
posiadajacy rodzica ani potomkoéw takze jest drzewem (wezel ten jest wowczas jednocze-
$nie korzeniem i liSciem). Przez analogi¢ do kodéw mieszanych w tej pracy niekompletne

drzewo r-narne nazywane bedzie niekiedy drzewem mieszanym.

Definicja 1.5 Drzewo mieszane to takie drzewo, w ktérym kazdy i-ty wezel nie bedacy

lisciem moze mie¢ dowolng liczbe r; > 2 potomkdow.

Ponizej zostato przedstawione twierdzenie Leona G. Krafta z 1949 roku dotyczace kodow

przedrostkowych.
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Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie Krafta) r-narny (r wartosciowy) kod przedrostkowy C zto-
zony ze stéw kodu {ci, c2,..., c,} 0 dlugosciach {/, b,..., I,} istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy:

n

2 st (1.1)

i=1

Nieréwnos¢ staje si¢ rownoscig Krafta dla kompletnych kodéw przedrostkowych, czyli ta-
kich, ktére dla kazdego wezla drzewa kodowego nie bedacego lisciem posiadaja
r potomkow. Dowdd twierdzenia znajduje si¢ w pracy [62].

Jedna z podstawowych cech charakteryzujacych dany kod jest entropia.

Definicja 1.6 Entropiq zZrodia ztozonego z n statystycznie niezaleznych symboli o alfabecie
S= {x1, x2,...., X,; 1 odpowiadajacym im zestawie prawdopodobienstw wystapienia
i {pla P25eees pn} jeSt fllnija:

H(S)=—Zn:p,- -log, p;, (1.2)

i=1

Entropia okresla srednig ilo$¢ informacji, ktorg generuje zrodto. W przypadku binarnego
kodowania komunikatéw entropia jest miarg okreslajaca minimalng $rednig liczbe bitow
potrzebnych do zakodowania pojedynczego symbolu z ciggu utworzonego z kolejnych
symboli wygenerowanych przez zrédlo. Funkcja entropii jest ograniczona w nastgpujacy

sposob:
0=H(1,0,.;00S H(p,yes p,) SH(L,....,d) = log, n (1.3)

Jak wykazal Shannon, dla dowolnej bezstratnej metody kompresji $rednia liczba bitéw po-
trzebnych do zakodowania symboli Zrodta jest nie mniejsza od wartoci entropii [64]. Przy
testowaniu metod bezstratnej kompresji danych czgsto uzywa si¢ bezpamigciowych zrédet
0 z gory zdefiniowanej entropii [69].

Dla kodow przedrostkowych mozna wyznaczy¢ sredniq dlugosé Ly, stowa kodowego (war-

tos¢ oczekiwana), gdzie /; jest dtugoscig stowa kodu ¢; kodujacego symbol x;:

L,=Yp ], (1.4)
=]

Jezeli binarny kod przedrostkowy zostanie przedstawiony w postaci drzewa, to mozna wy-
liczy¢ Ly takze jako sume prawdopodobienstw wystapienia wszystkich weztow tego drze-
wa (bez prawdopodobienstw lidci tego drzewa) lub jako sume prawdopodobienstw WSZyst-

kich weztéw i lisci tego drzewa (oprocz prawdopodobienistwa korzenia rownego 1) [45].
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W przypadku kodow rozszerzonych Lg. oznacza $rednig liczbg bitdw potrzebng do zakodo-

wania jednego symbolu pierwotnego zrodta (patrz wzoér (2.19)).

Definicja 1.7 Redundancja R jest r6znicg migdzy $rednia dtugoscia kodu i entropia.

R=L, - H(S) (1.5)

Definicja 1.8 Efektywnosciq kompresji E nazywamy stosunek entropii do $redniej dtugo-

$ci kodu.
s _ H(S)
E= 1.6
A (1.6)
W pracy bedzie czgsto uzywana procentowa efektywnos¢ kompresji E:
E=E‘-100%=§LLS—)-100% (1.7)

Redundancja stanowi rodzaj miary bezwzglednej efektywnosci kodu i wyrazana jest
w bitach (dla kodéw binarnych) [62]. W tej pracy bedzie uzywana miara wzgledna E
z powodu trudno$ci w poréwnaniu redundancji R dla kodéw o réznych warto$ciowosciach
r, zwlaszcza w przypadku taczenia ze sobg r6znych kodéw r-narnych. Doktadniej sens uzy-
cia miary wzglednej uzasadnia pojecie niepewnosci wzglednej opisane w pracy [73]. Wy-
starczy podaé przyktad dwoch zrédet S i S, oraz odpowiadajacych im kodéw o redundancji
R =0.1 bita, gdzie pierwszy kod ma entropi¢ H(S,)=8 bitow, a drugi H(S,)=0.4 bita.
Na pytanie: ,,czy oba kody sa rownie atrakcyjne pod wzgledem efektywnosci ?”” mozna
odpowiedzie¢ poshugujac si¢ wzorem (1.7) na procentowa efektywnos¢ kompresji, ktora
w pierwszym przypadku wynosi az E(S,) = 98.76543%, natomiast w drugim przypadku
jedynie E(S,)=280%. Stosunek redundancji do $redniej dtugosci stowa kodowego okre-
$lamy mianem rozwlektosci kodu [2]. W pracy [46] przyjeto inng definicje redundancji jako
zamienne okreslenie rozwleklosci. Powigzanie efektywnosci kompresji i redundancji przed-

stawia ponizszy wzor:

H(S)

E=H®)+R (1.8)

W przypadku analizy kazdej modyfikacji binarnego kodu Huffmana mozemy oceniaé
wzrost efektywnosci dla zmodyfikowanego kodu Huffmana. Dobrym wskaznikiem moze

si¢ okazaé waga zysku, ktora jest stosunkiem zysku migdzy $rednig dtugoscia L stowa
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nowego kodu a $rednig dlugoscia L, binarnego kodu Huffmana, do maksymalnego mozli-

wego zysku, jaki mozna uzyskac (osiagajac 100% efektywnosci kodu):

5 N BT
L,-H(S) ;_HE) 1-E,
LZ

Gdzie E‘mix oznacza efektywnos¢ zmodyfikowanego kodu, natomiast Ez, to efektywnosé

binarnego kodu Huffmana. Podobnie jak w przypadku efektywnosci, w pracy bedzie uzy-

wana procentowa waga zysku:
W =W -100% (1.10)

Definicja 1.9 Kodem optymalnym nazywamy kod, dla ktérego $rednia dtugos¢ stowa ko-
dowego Ly jest najmniejsza sposrodd wszystkich kodéw dla danego rozktadu prawdopodo-

bienstwa P. Dla takiego kodu zachodzi zalezno$¢:

H(pss P,) S Ly <H(pyses py) +1 (1.11)

Zalezno$¢ (1.11) dotyczy kodéw blokowych, dla ktorych kazdy symbol c; reprezentuje po-
jedynczy symbol zrodta x;. Jej dowdd przedstawiono w pracach [21, 62].

o
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2. Charakterystyka podstawowych kodow entropijnych — stan
aktualny

Metody kodowania Zrédla znane byly jeszcze przed pojawieniem si¢ pierwszych
komputeréw. Zarowno opracowania teoretyczne, jak i praktyczne metody dotyczyty zasto-
sowan migdzy innymi w transmisji danych (np. kod Morse’a). Teori¢ zawartosci informa-
cyjnej sygnalow i zwigzanych z nimi kodéw (w tym kodoéw dla kanaléw bezszumowych)
usystematyzowal Claude Shannon przedstawiajac ja w 1948 roku w pracy [64]. Praca ta
stata si¢ bazg wiedzy dla podstaw teorii informacji, ktorej szybki rozwoj zwigzany byt
zrozwojem telekomunikacji i maszyn cyfrowych. Shannon przedstawil wiele cech opty-
malnych kodéw blokowych, lecz algorytm konstrukcji optymalnego kodu blokowego dla
zrodia o skonczonej liczbie symboli opisat dopiero w roku 1952 Dawid Huffman w pracy
[38]. Prosta konstrukcja drzewa kodowego i wysoka efektywnos$¢ kompresji sprawily, iz
algorytm ten stal si¢ jednym z najczgsciej wykorzystywanych kodéw kompresji danych
réznego typu.

Analiza wilasnosci kodu Huffmana pozwolita naukowcom na rozwoj wielu metod
kompresji danych takze dla zrédet o nieskonczonej liczbie symboli. Do takich kodéw nale-
73 metody uniwersalnego kodowania Zrodta [63] takie, jak np. kod Golomba (patrz rozdziat
8), ktory stuzy do kodowania Zrédel binarnych. Golomb opisal zasadg¢ tworzenia takiego
kodu w 1966 roku w pracy [33], natomiast dokladna analiz¢ tego kodu przeprowadzili
w 1975 roku Gallager i Van Voorhis w pracy [26]. Jest to jeden z najpopularniejszych ko-
dow dla zrodet o rozkladzie geometrycznym, czgsto wykorzystywany do kompresji obrazu
i dzwiegku. Sktada si¢ z przedrostka unarnego oraz z drugiej czgsci bedacej kodem Huffma-
na dla m réwnoprawdopodobnych symboli (tzw. kod dwufazowy opisany szerzej w punkcie
233

W 1973 roku Newton Faller oraz w 1978 roku Gallager przedstawili zasade dziala-
nia oraz analiz¢ dynamicznej wersji kodu Huffmana [27]. Rozwinigcia tych propozycji po-
wstaty w latach osiemdziesiatych. Migdzy innymi Jeffrey Vitter w pracy [86] zaprezento-
wat zalety binarnego kodu Huffmana o minimalnej wariancji (patrz punkt 2.2). Dokladniej-
szy opis kodow dynamicznych znajduje si¢ w rozdziale 7.

Badania wiasnosci binarnego kodu Huffmana sa prowadzone do dzis, czego najlep-
szym przyktadem jest praca [70]. Wczesniej analiza redundancji oraz maksymalne;j dhugo-
$ci stow kodowych zajmowali si¢ migdzy innymi Gallager, Capocelli i De Santis, Manstet-

ten, Katona, Buro [10, 12, 27, 41, 48] (patrz punkt 2.1).
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Znacznie mniej publikacji odnosi si¢ do wielowartosciowych kodéw Huffmana,
gdyz dotycza one gléwnie opracowan teoretycznych (patrz punkt 2.4).

Ksigzka Abramsona z 1963 roku (polskie wydanie z roku 1969 [2]) przedstawia,
obok binarnej i wielowartosciowej wersji kodu Huffmana, takze jego wersj¢ rozszerzona
(rozszerzony kod Huffmana), ktéra polega na tworzeniu makrosymboli. Kod rozszerzony
pozwala uzyska¢ zwigkszenie efektywnosci wzgledem binarnej wersji kodu Huffmana
(patrz punkt 2.5). Propozycja ta ma jednak istotne wady (migdzy innymi duze wymagania
pamigciowe), ktore czgsto uniemozliwiajg jej praktyczne zastosowanie [62].

Nieco lepszy sposéb tworzenia makrosymboli zaproponowal w 1967 roku w swojej
rozprawie doktorskiej Tunstall (patrz punkt 2.6) [74]. Wzrost efektywnosci po zastosowa-
niu jednoczesnie kodow Tunstalla i Huffmana nie wymaga juz tak duzej liczby makrosym-
boli, lecz i ta propozycja moze by¢ uciazliwa np. dla sprz¢towej realizacji takiego algoryt-
mu kodera.

W ostatnich dziesieciu latach coraz popularniejsza staje si¢ arytmetyczna metoda
kompresji danych (patrz punkt 2.7), po raz pierwszy opisana przez Abramsona juz w roku
1963 w pracy [2], na podstawie pomystu opracowanego przez Eliasa. Jak podaje Sayood
[62], najbardziej znang publikacja zawierajaca opis praktycznej wersji kodu arytmetyczne-
go jest praca Rissanena i Langdona z 1979 roku [59]. Podobnie jak rozszerzenia kodu
Huffmana, koder arytmetyczny pozwala na uzyskanie wysokiej efektywnosci kompresji.
Niestety odbywa si¢ to kosztem duzej ztozonosci obliczeniowej kodera a zwlaszcza deko-
dera (w poréwnaniu do binarnego kodu Huffmana).

Doktadniejsze informacje dotyczace zasygnalizowanych wczesniej metod kompresji
entropijnej znajduja si¢ w kolejnych punktach tego rozdziatu. Punkt 2.8 zawiera dwie me-
tody efektywnego zapisu w nagtéwku pliku wynikowego pelnej wiedzy o licznosci symboli
zrédta. Zostaty one opracowane przez autora rozprawy na podstawie wlasnych badan i pro-
pozycji opisanych w pracy [7].

Badania dotyczace kodéw przedrostkowych trwaja nieustannie od kilkudziesigciu
lat i dotycza nie tylko kodéw optymalnych takich jak kod Huffmana, ale takze kodow
suboptymalnych, o czym $wiadczy chocby artykut [61] z 2004 roku opisujacy udoskonale-
nie kodu Fano (pod nazwa Fano").

Uzycie kodu Huffmana zamieniajacego zestaw stow kodowych o stalej dhugosci
(np. zrédto bedace zbiorem bajtéw) na zestaw stow kodowych o zmiennej dtugosdci bitowej
pozwala nie tylko na kompresjg, ale takze utrudnia odczyt jawnych danych i moze byé

uzywany jako jeden z etapow szyfrowania. Do innych zastosowan kodu Huffmana mozna
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zaliczy¢ projektowanie jezykow maszynowych o zmiennej dtugosci stowa kodowego, gdzie
najczgsciej uzywanym instrukcjom przypisuje si¢ najkrotsze stowa kodowe [60].

Podstawy autorskiej propozycji uzycia mieszanych kodéw Huffmana do uzyskania
wysokiej efektywnosci kompresji oméwione zostang w rozdziale 4. Zaréwno koder, jak
1 dekoder mieszanego kodu Huffmana nie wymagajg uzycia duzego rozmiaru pamieci, co
jest gléwna wada rozszerzonych kodéw Huffmana oraz kodu Tunstalla-Huffmana. Miesza-
ne kody Huffmana wykorzystuja symbole wielowartosciowe, lecz ich stosowanie zwigzane
jest wylacznie z binarnymi systemami zapisu i transmisji danych. Nie nalezy ich zatem
kojarzy¢ z rozwazaniami na temat optymalnych lub suboptymalych kodéw przedrostko-
wych, w ktérych rozpatruje si¢ mozliwos¢ zapisu stéw kodu o poszczegélnych cyfrach (sy-

gnatach) charakteryzujacych si¢ r6znymi kosztami [1, 29, 31].
2.1. Binarny kod Huffmana

W 1952 roku David Huffman przedstawit w pracy [38] algorytm i wlasnosci kodu,
ktory jest optymalnym binarnym kodem przedrostkowym dla zrédta S, tzn. posiada najkrot-
sza $rednig dtugos¢ stowa kodowego. Jest to kod optymalny (zwigzly) wéréd kodéw binar-
nych, dla ktérych kazdy symbol c; reprezentuje pojedynczy symbol zrédta x;. Ponizej znaj-
dujg si¢ wiasnosci binarnego kodu Huffmana dla zrédta o alfabecie S= {xi, xa,..., x,},
prawdopodobienstwach odpowiednio P = {pi, ps,..., p.} oraz dlugosciach stéw kodowych
$h1, Bagres Ba}

e kod jest optymalny i kompletny, wigc spetnia nieréwnos¢ Krafta (ktora ma postaé
réwnosci) oraz zalezno$¢ (1.11);

o jezelip;>pitol;<I;

e dwa symbole o najmniejszych prawdopodobienstwach maja stowa kodowe o tej
samej, maksymalnej dtugosci /nmax = /1 = I, rézniace si¢ tylko ostatnim bitem.
Ponizej znajduje si¢ algorytm tworzenia binarnego kodu Huffmana opracowany na

podstawie [37, 66]:
e Utworz listg n pojedynczych drzew z kazdego symbolu zrodta i ustaw te drzewa wedtug
niemalejacej kolejnosci odpowiadajacych im prawdopodobienstw (lub licznosci);
e Dopoki istnieja co najmniej dwa drzewa:
o pobierz dwa drzewa 7, i 1, 0 najmniejszych prawdopodobienstwach p; i p, oraz
uzyj ich jako potomkéw dla nowego drzewa (wezta) o prawdopodobiefstwie
p1tp2;

o usun dwa pobrane z listy drzewa i wstaw tam nowopowstale;
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e Na podstawie powstalego drzewa gtownego utworz stowa kodu C dla kazdego symbolu
x; przechodzac drzewo od korzenia poprzez kolejne wezly do licia zawierajacego
prawdopodobienstwo skojarzone z danym symbolem x; taczac kolejne napotkane zera

(lewy potomek) i jedynki (prawy potomek) w symbol kodowy c;.

Algorytm ten nie generuje jednoznacznie drzewa kodu Huffmana, zatem mogg istnie¢ dla
jednego zrodla S rézne drzewa kodu Huffmana. Kazde z nich ma jednak t¢ samg $rednig
dhugo$¢ kodu Lg.. Wazne jest zatem, aby algorytmy kodera i dekodera tworzyly na podsta-
wie zestawu prawdopodobienstw identyczne drzewo kodowe. Zaréwno koder, jak i dekoder
binarnego kodu Huffmana majq niewielka zlozonos¢ implementacyjng. W zwiazku z tym
w rozprawie tej pominig¢to opisy proponowanych udoskonalen zmniejszania ztozonosci
obliczeniowej tworzenia kodu Huffmana. Na uwage zastuguje jednak propozycja tablico-
wego dekodera, gwarantujaca szybkie dziatanie dekodera kodu Huffmana przedstawiona

w pracy [13].

Przyktad 2.1

Dane jest zrodto S = {xi, x2, x3, X4, X5, X}, ktorego rozklad przedstawia tabela 2.1.
W tabeli tej przedstawiono przyktady dwoch réznych kodéw Huffmana dla tego zrddta.
2:4+3-2-3+4-1
12
2:3+2:2:342:2+4-2 &
12

Srednia dhugo$é kodu  wynosi L, =

= 2.5 bita na symbol. Taka sama

warto$¢ otrzymamy dla kodu /I: L, =

2735

Tabela 2.1 Przykladowa tabela kodu Huffmana

pi Kod 7 | Kod 17
P =1 | 0100 | 010
P, =15 | 0101 011
p;=+ | 011 110
Ps=+¢ | 000 111
ps=+% | 001 00
Ps =% 1 10
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Tabela 2.2 Kolejne kroki budowy drzewa kodu Huffmana

S Pi Sl S;)_ S3 S4
. Py 3 3 3 3
Rt G 3 %:}'_‘%
X4 Pi=% 3 3
X3 pi=1 % 5
X2 =% 3
X1 pi=1

Ps

P1
P2
Pe
p3
yZ:

W34

Rysunek 2.1 Drzewo kodowe z przyktadu 2.1 (kod II)

Przeanalizujmy kolejne kroki tworzenia kodu II (patrz tabela 2.2). Laczymy dwa

najmniej prawdopodobne symbole x; oraz x, weztem w, o prawdopodobiefistwie p,, = é,

a nastepnie usuwamy je z listy. Wezel wi; umieszczamy na liscie. Posiada on potomkow x;
oraz x; (o binarnych galg¢ziach, oznaczonych odpowiednio cyfrg ,,0” dla pierwszego
z dwoch taczonych symboli oraz ,,1” dla drugiego symbolu). Po posortowaniu otrzymuje-

my zbi6r Sy = {x3, x4, X5, wi2, X6} skladajacy si¢ z pigciu symboli. W drugim kroku taczymy
LE 228 3 1 . :
symbole x3 oraz x4 we¢ztem ws4 0 prawdopodobiefistwie p,, = 3 a nastgpnie usuwamy je

z listy. Po posortowaniu otrzymujemy zbior S = {xs, w12, X, w34} skladajacy si¢ z czterech

symboli. Nastgpnie taczymy symbol x5 oraz wezet wi; weztem wsi; o prawdopodobienstwie
Dsiz = %, a nastgpnie usuwamy je z listy. Po posortowaniu otrzymujemy zbidr
Sy = {xs, wa4, ws12} skladajacy si¢ z trzech symboli. W kolejnym kroku taczymy symbol xg
oraz wezel wys wezlem wgis 0 prawdopodobienstwie p,, =§, a nastgpnie usuwamy je

z listy. Po posortowaniu otrzymujemy zbior skiadajacy Ss = {ws12, weas} si¢ z dwoch sym-

boli, ktére taczymy korzeniem drzewa przedstawionego na rysunku 2.1. Dla tak utworzo-
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nego drzewa budujemy tabel¢ kodowa, rozpoczynajac zapis $ciezek od korzenia do kolej-
nych lisci drzewa (bardziej prawdopodobny potomek oznaczany jest jako ,,1”, a mniej
prawdopodobny jako ,,0”).

Dla binarnego kodu Huffmana, znajac dokladng liczno$¢ kazdego z n symboli Zro-

dta, mozemy wyliczy¢ dtugos$¢ Ly catego strumienia po kompresji wyrazong w bitach:
L, =[K-L,] 2.1)

Gdzie K jest calkowity liczba elementow kompresowanego strumienia danych, a Ly jest
$rednig dtugoscia kodu Huffmana dla kodowanego Zrodta.
Zgodnie z wlasnosciami kodu Huffmana symbol najmniej prawdopodobny ma naj-

dhuzsze stowo kodowe Ilnax, ktérego dlugos¢ jednak nie powinna przekroczy¢ wartosci

i log, p,

1445

1 ~—1.44042-log, p, (dla p, = 0) [41]. Precyzyjniej okreslit maksymalng dhu-
08, 2~

gos¢ stowa binarnego kodu Huffmana M. Buro w pracy [10] jako mniejsza z dwoch liczb

J 341 e ;
(n—1) oraz | log, —&F—I—J , gdzie @ = V5 . Dhugos¢ Inax jest liczbg catkowita, kto-
b @+ p, 2

radla 0< p, <0.5 spelnia zaleznos¢ <p < , gdzie F(n) jest warto-

F{, +2)

$cig ciagu Fibonacciego (opis wlasnosci ciggu znajduje si¢ w punkcie 6.1) [3]. W 1978 ro-

F(l . +3)
ku Gallager w pracy [27] przedstawil dokladniejsze, niz to wynikajace z zaleznosci (1.11),
ograniczenie gorne na Srednia dlugos¢ binarnego kodu Huffmana L jako
Ly < H(S) + pmax + 0, d1a prmax < 0.5, natomiast Lg < H(S) + pmax, dla pmax > 0.5. Gdzie o
wynosi 1-log, e+log,(log, €) ~0.08607. W latach osiemdziesiatych i dziewigcdziesia-
tych bardziej szczegdlowo ograniczenia gorne na Srednig dtugo$¢ kodu Ly prezentowali
w swoich publikacjach migdzy innymi Capocelli i De Santis np. w pracy [12], a takze Man-
stetten w [48].

2.2. Binarny kod Huffmana o minimalnej wariancji

Propozycja wyboru odpowiedniego drzewa sposréd kodéw optymalnych zostata
przedstawiona przez Vittera w pracy [86]. Algorytm tworzenia kodu Huffmana zostal
uszczegdtowiony w taki sposob, aby podczas taczenia dwéch drzew (wezléw lub symboli)
0 najmniejszych prawdopodobienstwach, umiesci¢ nowopowstate drzewo (wezet ostatecz-
nego drzewa) na posortowanej niemalejaco liscie na koncu drzew o prawdopodobienstwie

réwnym sumie prawdopodobienstw aktualnie faczonych drzew. Praktyczna realizacja ta-
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kiego kodu polega na przypisaniu symbolom Zrédta numeréw od 0 do » — 1, natomiast po-
wstajace wezly numeruje si¢ kolejnymi liczbami od » do 2-n — 2. Powstaly w ten sposéb
kod ma najmniejsza taczng dhugos¢ $ciezek Zli oraz najmniejszg wariancj¢ dtugosci Scie-
i=]
zek. Najdluzszy z elementéw kodowych ma minimalng mozliwg dlugo$é wsrod kodow
Huffmana odpowiadajacych danemu Zrodtu. W praktyce oznacza to mniejsze zapotrzebo-
wanie np. na pasmo dla transmisji danych kodowanych w czasie rzeczywistym (w przypad-
ku wystapienia obok siebie wielu symboli o matym prawdopodobienstwie zmniejsza si¢
mozliwos¢ przepetnienia bufora wyjsciowego). Dla obu kodéw z tabeli 2.1 mozemy wyli-

czy¢ wariancj¢ o ? dtugosci symboli kodu [9]:
o’ =E[X*)-L, =) p, =L, 2.2)
i=1

Dla kodu / z tabeli 2.1 o dtugosciach stéw kodowych {1, 3, 3, 3, 4, 4} otrzymujemy:

2 .7.722 12 2
0_2=2-4 +3-2:3* +4-1 _(5) Ly 48

12 2

natomiast dla kodu /7 o dtugosciach stow kodowych {2, 2, 3, 3, 3, 3}, ktéry powstat zgod-

nie z zasadg Vittera, otrzymujemy jedynie:

(o}

2 2 .92 Y 2
) _2-3 +2.2.312+2 2°+4.2 _(g) Tl

2.3. Kod dwufazowy

W przypadku Zrédta o rozkladzie jednostajnym dane jest » rownoprawdopodobnych
1
zdarzen elementarnych o p, =p, =..=p, = . = p. Symbole x; tego kodu numerujemy

od 0 do n—1 i w przypadku kodu o statej dtugosci sa one zapisane jako stowa ¢ bitowe,
gdzie ¢ jest liczbag catkowita, taka ze:
Mengd (2.3)

Dla kodu o statej dtugosci, gdy » nie jest potega dwojki, kody o numerach od n do 2" —1
nie s3 uzywane. Dla zrédel o rozkladzie jednostajnym mozna uzy¢ binarnego kodu
Huffmana, ktéry nazywamy kodem dwufazowym, gdyz czgs¢ symboli reprezentowana jest

przez ¢ — 1 bitéw (naturalna reprezentacja dla x, <2’ —n), a pozostata czes$é przez ¢ bitow
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w postaci liczby x, +2' —n [67]. Przyktadowa tabele kodowg dla n = 7 zawiera tabela 2.3.

Warunki uzycia kodu dwufazowego opartego na wielowartosciowym kodzie Huffmana

przedstawiono w pracy [28].

Tabela 2.3 Kod dwufazowy dlan =7

Symbol | Kod Huffmana
X0 00
X 010
X2 011
X3 100
X4 101
X5 110
X6 111

Ponizej znajduje si¢ wyprowadzenie wzoru na $rednig dhugos¢ stowa kodu dwufazowego:

Jezeli n=2", to wszystkie rownoprawdopodobne stowa kodu maja statg dtugos¢ ¢ bitow.

Jesli zmniejszymy liczbg symboli zrédia o 1, to aby zachowa¢ kompletnos$¢ drzewa binar-

nego wystarczy, aby pierwsze ze stow kodowych miato dtugos¢ 71 bitéw. Usuwamy je-

den symbol xg, ktéry jest potomkiem wezta wo;, a nastgpnie usuwamy wezel wy; 1 w jego

miejscu wstawiamy dotychczasowy drugi symbol x; potomny wezta wy;. Przyktad dla n = 4

przedstawia rysunek 2.2. Kolejne zmniejszenie liczby symboli o 1, to zastapienie nastgpne;

pary symboli jednym symbolem. Ogélnie po usunigciu X symboli z poczatkowych n =2’

otrzymujemy drzewo kodowe, w ktorym X stow kodowych ma dlugos¢ 7 — 1 bitow, a pozo-

statlych n— X stéw ma dhugos¢ 7 bitdbw. Wowczas korzystajac z nierdwnosci Krafta (dla

kodu Huffmana ma ona posta¢ réwnania):
X2 en-X)-27" =1
Po uproszczeniu otrzymujemy:
X =2"-n
Wéwezas $rednia dhugo$é kodu dwufazowego wynosi:

t
_ X @-D+m-X)t_ 2
n n

L,

sr

Natomiast procentowa efektywnos¢ takiego kodu dana jest wzorem:

A log, n
ol TDEBE b a3
E =E-100% AL

n

100%

(2.4)

2.5)

(2.6)
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X0 Wwoli

X1 usuniecie symbolu xo x|
X2 " X2
X3 X3

Rysunek 2.2 Zmniejszenie liczby réwnoprawdopodobnych symboli zrédlazn = 4 don = 3

Wykorzystujac ograniczenia na srednia dtugos¢ stowa kodowego zaprezentowane w pracy
[27], mozemy oszacowaé dolne ograniczenie efektywnosci kodu dwufazowego. Poniewaz

dlan>2mamy p=1<0.5, to:

L, <H(S)+ p+0.08607
L, <log,n+1+0.08607

| 1
_
L, log,n+1+0.08607
log, n & log, n

L, log,n+1+0.08607

sr

Wynika z tego, ze procentowa efektywnos$¢ kodu dwufazowego jest ograniczona z dotu

przez:

A s 7hi -100% 2.7)
o log, n+1+0.08607 g

Poniewaz dla zdefiniowanej wartosci 7 ograniczenie jest funkcjg rosnaca (lokalnie), to
przyjmujemy, ze n =2"" i wtedy otrzymujemy Emin W postaci zaleznosci (2.8):

11
B 100%
e e (L9139 4 -] 4 (2.8)

2/—]

Np. dla n=129;256 mamy =8, wtedy Emin > 98.67655%, przy rzeczywistej wartosci
Emin= 98.85989%. Rysunek 2.3 przedstawia zalezno$¢ procentowej efektywnosci E
w funkcji n dla przedziatu n = m

Mozna wyznaczy¢ minimum funkcji efektywnosci przyréwnujac jej pochodng do zera
dE

— =0, gdzie:
dn §

dE ;fl‘ﬁ-(t+1—27')—log2n-—j;—
dn (t+1-2) 2.9)

Po uproszczeniu otrzymujemy rownanie w nastgpujacej postaci:
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t+1
P n-1=Inn (2.10)

100

998

096

994 -

992

99

98.8

140 160 180 200 220 240
Rysunek 2.3 Zalezno$¢ procentowej efektywnosci w funkcjindlat = 8§

Réwnanie (2.10) ma jedno rozwiazanie nmi, w przedziale n =2"" +1;2, przy czym mini-
mum rozpatrujemy jedynie dla catkowitych wartosci n. Oznacza to, ze wynik réwnania

nalezy zaokragli¢ do najblizszej liczby catkowitej. Na podstawie badan mozna zauwazy¢,
ze warto$¢ nmin dla kazdej wartosci ¢ spelnia zaleznos¢ —i:ﬂ ~ 0.69. Aby uprosci¢ rownanie

(2.10) mozna wyznaczy¢ przyblizenie funkcji y = In n przy pomocy funkcji liniowej. Two-
rzymy zatem prosta przechodzaca przez dwa punkty krzywej logarytmicznej o argumentach

ny = 0.685-¢ oraz ny = 0.695-¢ zgodnie ze wzorem [24]:

f(ny)—f(n) (
—n

2

y=f(n)= n-—n) @2.11)

Po podstawieniu argumentéw 7y i n2 do wzoru (2.11):

In(0.695-2") ~ In(0.685-2") %

~In(0.685-2") = —-0.685-2
L v i (0.695—0.685)- 2 )
otrzymujemy funkcje liniowa postaci:
100-In13%
y =—?—lﬂ-(n—O.685-2’)+ln(0.685-2’) (2.12)
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Podstawiajac (2.12) do (2.10) otrzymujemy rownanie liniowe, ktére ma nast¢pujace roz-

wigzanie:

_ 1+ InGE-2 -3 Injf 2.13)
{+1-100-In12

Wynik réwnania (2.13) zaokraglony do najblizszej liczby calkowitej jest przyblizong war-
to$cig mmin (dla # < 18 jest to warto$¢ doktadna). Poniewaz funkcja logarytmu naturalnego
jest wklesta, to prosta wyznaczona ze wzoru (2.12) znajduje si¢ pod wykresem y = In n.
Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a mozna wyznaczy¢ prosta rownolegla do (2.12) poto-
zong nad funkcja logarytmiczng (styczna do y = In n w punkcie ng) [34]:

f(nz)—i(nl) (2.14)

n, |

Sfl(ny) =

Wyznaczajac prostg z rownania (2.14) i podstawiajac do (2.10) w miejsce funkcji logaryt-
micznej otrzymujemy rownanie liniowe, ktore ma nastgpujgce rozwigzanie:
2!
In———
g 100-1In{3% ot (2.15)
t+1-100-1n3%

Wynik réwnania (2.15) zaokraglony do najblizszej liczby calkowitej jest przyblizong war-
toscia nmin (dla 7 < 25 jest to warto$¢ dokladna). W tabeli 2.4 zostaly przedstawione wyniki

pomiaréw minimalnej efektywnosci dla przedziatéw n odpowiadajacych 7 < 16.

Tabela 2.4 Efektywnos¢ minimalna dlat < 16

t Przedziat n | Wartos$¢ n dla Enin | Efektywnos$¢ minimalna [%]
) 34 3 95.09775004326937
3 5-8 5 96.74700395364010
4 916 11 97.57371232053916
5 17+32 22 98.10749561002055
6 33+64 44 98.44876689345948
B 65+128 88 98.68576084029205
8 129+256 175 98.85988965660785
9 257+512 351 98.99332402691464
10 | 513+1024 703 99.09880396464439
11 | 1025+2048 1408 99.18426534914678
12 | 2049+4096 2818 99.25491645399396
13 | 4097+8192 5639 99.31430030261441
14 | 8193+16384 11284 99.36491397368299
15 | 16385+32768 22579 99.40856728412257
16 |32769+65536 45175 99.44660398986694
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W przypadku bardzo duzej liczby symboli kodowych pojawia si¢ problem zwigzany
z objetoscig przechowywanej w pamigci calej tabeli kodowej. Kod dwufazowy posiada
proste w implementacji algorytmy kodowania i dekodowania. Nie wymagaja one przecho-
wywania w pamig¢ci calej tabeli kodowej. Wystarczy jedynie znajomos$¢ liczby n symboli
zrodta, co po podstawieniu do zaleznosci (2.3) pozwala uzyska¢ potrzebne parametry ¢ oraz
X. Dzigki tym wiasnosciom kod dwufazowy ma duze zastosowanie praktyczne np. jako
jeden z elementéw kodéw Golomba-Rice’a. W przypadku realizacji sprzg¢towej koder
i dekoder wymagaja jedynie operacji dodawania, odejmowania i przesunigcia bitowego.
Ponizej znajduje si¢ algorytm kodera kodu dwufazowego zaprezentowany przez autora

w pracy [78]:

Wejscie: Liczba x; (t bitow) okreélajagca numer symbolu;

Jezeli (x; < X) to wyslij liczbe x; (t — 1 najmtodszych bitéw) na wyjscie;
W przeciwnym wypadku:

{
Xi = X+ X,
Wyslij liczbe x; na wyjscie (t bitow — zapis naturalny);

}

Algorytm dekodera kodu dwufazowego:

Wezytaj z wejscia t — 1 bitow do liczby x;;

Jezeli (x; < X) to:
{

dodaj z przodu 0, zeby otrzymac naturalng postac liczby t bitowej;

}

W przeciwnym wypadku:

{

wczytaj z wejscia jeden bit do liczby C;
x; = 2-x; + C = X; (liczba t bitowa)
}

2.4. Wielowartosciowy kod Huffmana
Wielowarto$ciowym (niebinarnym) kodem Huffmana nazywamy taki kod, w kt4-
rym elementy kodu zapisywane sa W r-narnym alfabecie dla > 2 [62]. Ma on podobne

wlasnogci do binarnego kodu Huffmana, przy czym w drzewie kodowym laczy jednym

weztem r potomkéw. Moze to jednak prowadzi¢ do sytuacji niekompletnosci drzewa,
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w ktorej jeden z weztow bedzie miatl mniej niz r potomkdw. Jest to pierwszy wezel tworzo-
ny z y symboli o najmniejszych prawdopodobienstwach, gdzie 2 <y <r. Tworzac r-narny

kod Huffmana dla Zzrédta sktadajacego si¢ z n symboli warto$¢ y wyznaczana jest ze wzoru:
y=(Mm-2)mod(r—-1)+2 (2.16)

bedacy prostsza wersja wzoru przedstawionego w pracy [72]. Pozostate wezty drzewa maja
r potomkéw. Przyktad 2.2 uzasadnia mata efektywno$¢ praktycznej realizacji kodu ternar-
nego (w ogodlnosci r-narnego), w poréwnaniu do binarnego kodu Huffmana, co sprawia, ze
do tej pory wielowartosciowe kody Huffmana nie znajdowaly praktycznego zastosowania
w metodach kompresji danych. Teoretyczne rozwazania przedstawione zostaly w wielu
pracach takich jak [2, 11, 39, 43]. Praktyczne zastosowania dotyczyly jedynie kodow dla r
bedacych potega dwojki [13].

Przykiad 2.2

Dane jest o$miosymbolowe Zrédlo o rozkladzie przedstawionym w tabeli 2.5, dla
ktérego tworzymy ternarny kod Huffmana (r = 3). Zgodnie ze wzorem (2.16) taczymy naj-
pierw y =2 symbole o prawdopodobienstwach p; i p tworzac wezet wi,. W kolejnym kro-
ku faczymy symbole o prawdopodobienstwach ps, ps i ps tworzac wezet wiss. Nastgpnie
laczymy symbole o prawdopodobienstwach ps i p7 z wezlem wiy tworzac wezel wey,.
W ostatnim kroku taczymy wezly wsss i we712 z symbolem pg tworzac korzen drzewa przed-
stawionego na rysunku 2.4. Na podstawie utworzonego drzewa budujemy stowa kodu ter-
narnego, ktére zostaly przedstawione w tabeli 2.5. Jak wida¢ kod ,,122” nie jest uzywany.
Nie jest to zatem kod kompletny. Taka cecha zmniejszajaca efektywnos¢ kompresji jest

wada kodu r-narnego, ktéra nie wystgpowata w przypadku binarnego kodu Huffmana.

Tabela 2.5 Kod Huffmana z przyktadu 2.2

Di Kod ternarny | Kod binarny
p1=0.05 120 1010
p2=0.05 121 1011
p3=0.10 00 000
p4=0.10 01 001
ps=0.10 02 010
ps=0.10 10 011
p7=0.10 11 100
pg=0.40 4 (51
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Rysunek 2.4 Drzewo kodu ternarnego z przykladu 2.2

Mimo to teoretyczna $rednia dtugo$¢ kodu ternarnego wynosi L, =1.7-log, 3 =2.69444

(daje to teoretyczng efektywnos$¢ E3 = 97.30897%) i jest mniejsza niz dla kodu binarnego,
dla ktorego L, =2.7. Wynika to z faktu, iz teoretycznie do zapisu jednej cyfry ternarnej
wystarczy log, 3 bitow, jednak przy kodowaniu bezposrednim potrzeba az 2 bitéw. Zatem

faktyczna $rednia dtugos$¢ kodu ternarnego wynosi L3 = 3.4 bita na symbol, co daje efek-
tywno$¢ na poziomie zaledwie E3 = 77.11553% (przy efektywnosci kodu binarnego £, =
97.10845%).

2.5. Rozszerzony kod Huffmana

Jedna z podstawowych metod zwigkszania efektywnosci kodu Huffmana jest two-
rzenie kodu rozszerzonego. Polega ona na taczeniu ze sobg k symboli zrodta S w jeden ma-
krosymbol (blok symboli). W rzeczywistosci mamy do czynienia z k-krotnym rozszerze-
niem #rédia, a rozszerzenie kodu Huffmana jest tylko konsekwencjq rozszerzenia zrddta.
Jezeli zrodto S sktada sie z n symboli, to rozszerzone Zrddto s® bedzie zawiera¢ N, = n
stow kodowych rozszerzonego alfabetu (makrosymboli), bedacych zestawem wszystkich
mozliwych ciagéw k-elementowych utworzonych z symboli pierwotnego zrédta S. Dla ta-
kiego zrédia ¥ tworzymy binarny kod Huffmana. Dla zrédta bez pamigci kolejne symbole
pierwotnego zrédla sg od siebie niezalezne. Zatem prawdopodobiefistwo wystapienia ma-
krosymbolu jest réwne iloczynowi prawdopodobienstw poszczegélnych symboli tworza-
cych dany element rozszerzonego alfabetu. Oznacza to, ze koder i dekoder do utworzenia
drzewa kodowego potrzebuja jedynie zestawu n prawdopodobienstw skojarzonych z pier-
wotnym zrédtem S. Jednak dla wigkszych wartosci k metoda staje si¢ niepraktyczna ze
wzgledu na wyktadniczy wzrost rozmiaru alfabetu, dla ktérego nalezy stworzy¢ i przecho-

wywaé w pamigci n* stéw rozszerzonego kodu Huffmana [62]. Np. dla zrédia o n = 256
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symbolach przy k = 5 potrzebujemy az Nj = 2% stéw rozszerzonego kodu Huffmana. Jest to
glowna wada tej propozycji zwigkszania efektywnosci binarnego kodu Huffmana. Kod ten

stosowany jest glownie dla zrédet binarnych, dla ktérych n = 2 [22].

Twierdzenie 2.1 (Pierwsze twierdzenie Shannona o dyskretnym kodowaniu bezszumowym).
Dla zrodta S o entropii H(S) istnieje mozliwos¢ przypisania stow kodowych (makrosymbo-
li) blokom ztozonym z k symboli Zrédlia tak, Zze spetniona jest wlasciwos¢ przedrostkowa

oraz $rednia dtugo$é makrosymbolu L* spelnia nieréwnos¢:

H(S)< LY < H(S) +% (2.17)

Gdzie LY = % oznacza $rednig liczbg bitéw potrzebng do zakodowania jednego symbo-
lu pierwotnego zrodta S [2, 21]. Teoretycznie ze wzrostem liczby & symboli w bloku po-
winna rosnaé efektywno$¢. W praktyce nie jest to takie oczywiste, gdyz istnieja przypadki,
w ktorych zastosowanie wigkszej wartosci k moze prowadzi¢ do zmniejszenia si¢ procen-
towej efektywnosci E [80]. Przy szacowaniu $redniej diugosci stowa kodowego oprocz
zaleznodcei (2.17) mozemy wykorzysta¢ ograniczenie gorne Gallagera opisane w punkcie
2.1, ktére moze by¢ przydatne zwlaszcza dla matych warto$ci pmax. Przy czym wartosé
prawdopodobiefistwa najczesciej wystepujacego symbolu rozszerzonego zrédla jest rowna

pk . Ponizszy przyktad pokazuje stopien zwigkszania liczby symboli rozszerzonego alfa-

betu wraz ze wzrostem k, pomimo matej wartosci 7 = 3.

Przyktad 2.3

Dane jest trojsymbolowe zrodto o rozkladzie przedstawionym w tabeli 2.6, dla kto-
rego tworzymy binarny kod Huffmana. Srednia dlugos¢ stowa kodu wynosi

L, =0.8+2-(0.16+0.04) =1.2. Daje to efektywnos$¢ zaledwie E, = 72.19281%.

Tabela 2.6 Kod Huffimana z przykladu 2.3

Symbole | p; |Kod Huffmana
c 0.80 1
b 0.16 01
a 0.04 00
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Tabela 2.7 Kod Huffmana dla k = 2

Kod blokowy | p; Kod binarny
cc 0.64 0
chb 0.128 10
bc 0.128 110
ca 0.032 11100
ac 0.032 11101
bb 0.0256 11110
ba 0.0064 111110
ab 0.0064 | 1111110
aa 0.0016 | 1111111

Tabela 2.8 Kod Huffmana dla k = 3

Kod blokowy i Kod binarny
ccc 0.512 0
bce 0.1024 100
chc 0.1024 101
cch 0.1024 110
cca 0.0256 111100
cac 0.0256 111101
acc 0.0256 111110
cbb 0.02048 111000
bch 0.02048 111001
bbc 0.02048 111010
bca 0.00512 11101100
bac 0.00512 11101101
abc 0.00512 11101110
cha 0.00512 11111100
cab 0.00512 11111101
ach 0.00512 11111110
bbb 0.004096 111111110
aac 0.00128 1111111110
caa 0.00128 1110111100
aca 0.00128 1110111101
bba 0.001024 | 1110111110
bab 0.001024 | 1110111111
abb 0.001024 | 11111111110
baa 0.000256 | 1111111111100
aba 0.000256 | 1111111111101
aab 0.000256 | 1111111111110
aaa 0.000064 | 1111111111111

Mozemy utworzyé np. zrédto S® sktadajace sie ze wszystkich mozliwych par symboli
(blokéw symboli), dla ktérego budujemy kod Huffmana (rozszerzony, sktadajacy sie z 9

symboli). Zostal on przedstawiony w tabeli 2.7. Dzieki temy uzyskujemy $rednia
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L? =0.9112 bita na symbol, co daje wzrost efektywnosci do E® =95.07394%. Zwick-
szenie dhugosci bloku do trzech symboli poprzez utworzenie zrédta S zawierajacego
wszystkie trojki symboli daje $rednig dtugos¢ stowa kodu Huffmana L) =0.87554. Dla

tego kodu (przedstawionego w tabeli 2.8), sktadajacego si¢ z 27 makrosymboli efektyw-

nos¢ wzrasta az do E =98.94607%. Daje to procentowa wage zysku réwna
W =97.23464%.

2.6. Kod Tunstalla i jego modyfikacje

Kod Tunstalla jest kodem przedrostkowym o stalej dlugosci m bitowych stéw ko-
dowych. Jego budowa polega na laczeniu wielu symboli pierwotnego zrodta w bloki (ma-
krosymbole). W odréznieniu od rozszerzonego kodu Huffmana, poszczeg6lne makrosym-
bole moga si¢ sktada¢ z réznej liczby k; symboli pierwotnego zrédta [74]. Tworzenie kodu
Tunstalla rozpoczyna si¢ od usunigcia z listy symbolu x; o najwigkszym prawdopodobien-
stwie i dodania do listy » symboli bedacych polaczeniem usuwanego symbolu x; z kazdym
symbolem z pierwotnego Zrodla. Krok ten mozna powtarzac j razy, przy czym za kazdym
razem usuwany element faczony jest tylko z lista n pierwotnych symboli Zrédla. Oznacza
to, ze po kazdym etapie na liscie przybywa n — 1 nowych makrosymboli. Tworzenie takie-
go kodu wiaze si¢ z duzym wzrostem liczby makrosymboli, czyli ze wzrostem zapotrzebo-
wania na pamie¢ niezbedng do przechowywania stow kodowych i odpowiadajacych im
ciagdéw symboli pierwotnego zrodta. Jest to duza wada tego rozwiazania. Aby uzyska¢ wy-
soka efektywno$¢ kompresji, nalezy dazy¢ do tego, aby koncowa liczba N; symboli po j
etapach rozszerzania zrédia byla bliska m-tej potedze dwojki, ale nie wigksza od niej [62].

Wynosi ona:
N,=n+j-(n-1)<2" (2.18)

Stosowanie stow o statej m bitowej dlugosci jest glowna zaletq tego kodu, poniewaz zapo-
biega to propagacji btedéw np. podczas transmisji danych. Dla makrosymboli o zréznico-
wanych prawdopodobienstwach nie jest to jednak dobrym rozwigzaniem pod wzgledem
efektywnosci. Rezygnacja z tej zalety dzieki dodatkowemu zastosowaniu kodu Huffmana
dla makrosymboli zrodta Tunstalla prowadzi do zwigkszenia efektywnosci takiego kodu,
ktéry mozemy okre$la¢ mianem kodu Tunstalla-Huffmana [23]. Dla kodéw, w ktérych po-
szczegOlne symbole rozszerzonego zrodla mogg sklada¢ si¢ z roznej liczby k; symboli

pierwotnego zrédla, wzor na $rednig dfugos¢ stowa kodowego Ly, (a raczej $rednia liczbe

34



bitéw potrzebng do zakodowania jednego symbolu pierwotnego zrodla) rozszerza si¢ do

postaci [80]:

Zpi o,
i 99 e (2.19)

Z pi -k
1=1

Odwotujac si¢ do danych z przyktadu 2.3 mozemy utworzy¢ dla j = 2 siedmioelementowe
kody Tunstalla oraz Tunstalla-Huffmana, ktore przedstawia tabela 2.9. Pierwszy krok roz-
szerzania zrodla (j = 1) polega na utworzeniu makrosymboli {aa, ab, ac} o prawdopodo-
bienstwach odpowiednio {0.64,0.128, 0.032}, a nastgpnie usunig¢ciu z listy symbolu a.
Po posortowaniu najbardziej prawdopodobny jest makrosymbol aa, ktéry w drugim kroku
(j=2) ftaczymy =z symbolami pierwotnego zr6édia tworzac nowe makrosymbole
{aaa, aab, aac} o prawdopodobienstwach odpowiednio {0.512, 0.1024, 0.0256}. Na koncu
usuwamy z listy makrosymbol aa, oraz po posortowaniu listy ztozonej z siedmiu symboli
rozszerzonego zrodta tworzymy kod Tunstalla oraz kod Tunstalla-Huffmana (patrz tabela
2.9). Dla kodu Tunstalla otrzymujemy $rednig diugos¢ kodu réwna Lg = 1.22951 bita na
symbol pierwotnego zrédta, co daje efektywnos¢ na poziomie jedynie £ = 70.46018%. Tak
niska efektywnos¢ wynika z faktu zastosowania stéw kodowych o tej samej dtugosci trzech
bitéw niezaleznie od rozktadu prawdopodobienstwa, a takze ze wzgledu na niewykorzysta-
nie w tej sytuacji kodu ,,111”. Natomiast w przypadku kodu Tunstalla-Huffmana $rednia
dhugo$é stowa kodowego wynosi zaledwie Lg =0.87344, co odpowiada efektywnosci
E =99.18382% (waga zysku W =97.86359%). Jak wida¢ przy uzyciu jedynie 7 makro-
symboli uzyskalismy efektywno$¢ wyzsza niz przy uzyciu 8 (a nawet 27) symboli rozsze-

rzonego kodu Huffmana.

Tabela 2.9 Kody Tunstalla i Tunstalla-Huffimana z przykladu 2.3

Makrosymbol | p; |Kod Tunstalla | Kod Tunstalla-Huffmana
aaa 0.5120 000 1
b 0.1600 001 011
ab 0.1280 010 010
aab 0.1024 011 000
c 0.0400 100 0010
ac 0.0320 101 00111
aac 0.0256 110 00110

Jest to przyklad elastycznosci kodu Tunstalla-Huffmana, ktéry dobrze dostosowuje sie do
rozktadu prawdopodobienstwa wystgpowania symboli Zzrédta S. W przypadku duzych war-
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tosci » nadal uzyskanie wysokiej efektywnosci zwigzane jest z duzym zapotrzebowaniem

na pamig¢¢ niezbgdna do przechowywania symboli kodowych rozszerzonego zrodta.
2.7. Kod arytmetyczny i inne kody entropijne

Oprocz opisanych wczesniej podstawowych kodow przedrostkowych istnieje jesz-
cze wiele innych, opartych w duzym stopniu na wiasno$ciach kodu Huffmana. Naleza do
nich kody Golomba i Rice’a, ktérych odmiany dostosowuja si¢ do odpowiednich rozkla-
déw. Ze wzgledu wigc na ich specyfike nie sa w tej pracy omawiane (za wyjatkiem autor-
skiej modyfikacji podstawowej wersji kodu Golomba).

Osobnym typem bezpamigciowych kodow entropijnych jest kod arytmetyczny, kto-
ry nie nalezy do klasy kodéw posiadajacych jednoznacznie dekodowalng ksiazke kodéw
[67]. Jest zatem okreslany mianem kodu nieblokowego, ktéry jest jednak kodem jedno-
znacznie dekodowalnym w sensie potocznym (cho¢ nie w sensie definicji 1.2) [2]. W prak-
tyce stosuje si¢ catkowitoliczbowa wersj¢ kodu arytmetycznego, ktory koduje caty kompre-
sowany ciag danych do jednej liczby okreslanej mianem znacznika stanowiacego wyniko-
wy ciag bitow. Szczegélowe opisy algorytmu kodera i dekodera znajdujg si¢ w pracach
[62, 91]. Przy zalozeniu precyzyjnego opisu licznosci symboli w kodowanym ciggu uzy-
skujemy bardzo wysoka efektywnos¢ kompresji, przewyzszajacq efektywnosé kodu
Huffmana. Algorytm kodera arytmetycznego jest bardziej skomplikowany od kodera binar-
nego kodu Huffmana, cho¢ wymagania pamigciowe majg zblizone. Ponadto zachowanie
wysokiej efektywnos$ci wymaga uzycia liczb o wysokiej precyzji (np. rejestrow zrodlowych
32 bitowych), na ktorych dokonuje si¢ operacji dzielenia oraz mnozenia (rejestr wynikowy
powinien wiec byé¢ odpowiednio 64 bitowy). Giowna wada w poréwnaniu do metody
Huffmana jest zlozonos¢ dekodera kodu arytmetycznego, ktory dla kazdego dekodowanego
elementu wymaga przeszukiwania tabeli skumulowanych licznosci oraz wigkszej liczby
operacji arytmetycznych niz koder. Stanowi to duza wade, poniewaz w przypadku archiwi-
zacji najczesciej operacja kodowania wykonywana jest raz, a dekodowanie odbywa sie wie-
lokrotnie. W pracy [7] porownano czasy wykonania dla réznych algorytméw. Czas kom-
presji przy uzyciu kodu arytmetycznego byl bardzo zblizony do dynamicznej metody
Huffmana, a ponad dwukrotnie wigkszy niz w przypadku statycznej metody Huffmana.
W przypadku dekompresji czas dynamicznej metody Huffmana byl prawie dwa razy wigk-
szy od swojego statycznego odpowiednika. Natomiast réznica czaséw wykonania miedzy
dekoderem statycznego kodu Huffmana a dekoderem arytmetycznym byta zalezna od cha-

rakteru zrédla. Czas dekompresji arytmetycznej byl od 5 do 10 razy dtuzszy.
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Istnieja tzw. ,,migkkodecyzyjne” dekodery kodéw Huffmana i arytmetycznego.
W ich przypadku zaklada sig, ze bity kodu sg odbierane jako liczby rzeczywiste, bo natozo-
ny jest szum. W ich przypadku koszt dekodera arytmetycznego (optymalnego) rosnie wy-
ktadniczo, natomiast dekodera kodu Huffmana jest o wiele rozsadniejszy [35].

Do tej pory wszystkie cechy kodéw byly omawianie w pracy dla przypadku petnej
znajomosci rozktadu prawdopodobienstwa wystepowania symboli. Jednak w wielu prak-
tycznych zastosowaniach uzywa si¢ z gory zdefiniowanych przyblizonych rozktadow i do-
pasowanych do nich kodéw (np. dla obrazéw czy tekstow w danym jezyku). Jesli jednak
taki zdefiniowany rozktad zostanie Zle dobrany do wlasciwosci zrddta, to moze sie okazaé,
ze koder arytmetyczny jest bardziej podatny na negatywne skutki takiej sytuacji i uzyska
mniejszg efektywno$¢ od kodu Huffmana. Przyktady takich sytuacji dla nieodpowiednio
dobranych rozktadéw (dla tekstu) zostaty przedstawione w pracy [7].

Mozna uznaé, ze np. w przypadku realizacji sprz¢towych, gdzie powinni$my dazy¢
do matej ztozonosci obliczeniowej, jesli zmniejszymy precyzj¢ zapisu skumulowanego
rozktadu, to mozemy uzyskaé efektywnos¢ jedynie na poziomie kodu Huffmana. Jednak
nadal dekoder arytmetyczny bedzie wymagat wigkszej mocy obliczeniowej, niz w przypad-
ku uzycia dekodera kodu Huffmana, aby uzyska¢ porownywalnie krétki czas pracy. Jest to
istotne zwlaszcza w systemach czasu rzeczywistego takich jak transmisje multimedialne.
Jedli interesuje nas zwigkszenie efektywnosci kompresji, musimy si¢ wigc liczy¢ z duza
ztozonoscia obliczeniowa urzadzen kodujacych i dekodujacych dla kodu arytmetycznego
(w poréwnaniu z koderem i dekoderem kodu Huffmana [13, 36]). Drugg mozliwoscia jest
wykorzystanie rozszerzonego kodu Huffmana lub Tunstalla-Huffmana, co wiaze si¢ ze
znacznym wzrostem kosztu wykorzystania pamigci. Cho¢ trwaja prace nad zmniejszeniem
zapotrzebowania zasobéw pamigciowych dla takich kodéw, to ich wyniki nadal nie s za-
dowalajace [54]. Przedstawiona w kolejnych rozdzialach tej pracy autorska propozycja
uzycia mieszanych kodéw Huffmana stanowi rozwiazanie dotychczasowego problemu, nie
wymagajace duzych rozmiaréw pamigci, ani znacznego wzrostu mocy obliczeniowej
w stosunku do binarnego kodu Huffmana.

Biorac pod uwagg czesto wystepujace sytuacje zrodel, w ktérych dane stanowia
zbiér elementéw zaleznych (kolejne elementy ciggu sg skorelowane), mozemy zwigkszy¢é
stopien kompresji przy uzyciu algorytméw stownikowych [62]. Dwie podstawowe metody
kompresji LZ77 i LZ78 zostaly opisane przez Jacoba Ziva i Abrahama Lempela w pracach
[93, 94]. Jednak dopiero kolejne modyfikacje tych algorytméw rozniace sie migdzy innymi
strukturg danych implementujaca stownik pozwolily uzyskiwa¢ wysoki stopier kompres;ji

danych (np. algorytm LZW uzywany przy kompresji obrazéw typu .gif) [21, 89]. Po-
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wszechne metody kompresji takie jak ARJ, Lharc, PKZip, RAR itp. bazuja na algorytmach
stownikowych lecz w polaczeniu z innymi jednoczesnie stosowanymi algorytmami mode-
lowania danych oraz z kodem Huffmana lub kodem arytmetycznym.

W przypadku kodéw stownikowych najczes$ciej mamy do czynienia z dynamiczng
wersja stownika, ktory jest aktualizowany w trakcie kodowania. Istniejg takze dynamiczne
kody Huffmana, ktére uzyskuja wysoka efektywno$¢ kompresji géwnie dla zrédet o lokal-
nie zmiennych rozktadach prawdopodobienistwa wystgpowania poszczegoélnych symboli.
Dokladniejsze informacje dotyczace dynamicznej wersji kodu Huffmana oméwione zosta-

ng w rozdziale 7.
2.8. Metody efektywnego zapisu parametrow kompresji

Ze wzgledu na sposob realizacji kompresji bezpamigciowe zrédta danych mozna
podzieli¢ na trzy typy o nastg¢pujacych cechach:

e brak wiedzy o dtugosci pliku i licznosci lub rozkladzie prawdopodobienistwa wyste-
powania symboli (stosujemy wowczas kody dynamiczne);

e brak wiedzy o dtugosci pliku i przyblizona wiedza o rozktadzie prawdopodobien-
stwa (zastosowanie np. predefiniowanych tablic kodowych dopasowanych do roz-
ktadu);

e pelna wiedza o licznosci symboli, ktorych suma jest automatycznie dtugoscia pliku.

W dwdch pierwszych przypadkach do oznaczenia konica pliku nalezy stosowaé dodatkowy
symbol kodowy xo (czasem okreslany jako END lub EOF) o licznoscei 1 (czasem nadaje si¢
mu wage 0, jako symbolowi o najmniejszym prawdopodobienstwie). W dalszej czesci tego
punktu rozwazany bedzie jedynie trzeci przypadek, gdyz wszystkie oméwione wezesniej
metody bezpamigciowe], statycznej kompresji danych pozwalajace uzyska¢ wyzsza efek-
tywno$¢ niz w przypadku zastosowania binarnego kodu Huffmana, potrzebowaty petnej
wiedzy o licznosci kazdego z symboli zrédla. W praktycznych zastosowaniach, oprocz efek-
tywnosci samego kodu, nalezy takze bra¢ pod uwagge dtugos¢ nagtéwka pliku Ly (wyrazona
w bitach), ktory powinien by¢ dofaczany do kodu wynikowego w mozliwie jak najkrétszej
formie. Przy pelnej wiedzy o licznosci mozemy postugujac si¢ wzorem (2.1), wyznaczyé
wyrazong w bajtach wynikowa dhugo$¢ Lean kompresowanego pliku dla binarnego kodu
Huffmana:

L.+L
Lcazk=[ £ . ”1 (2.20)
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Gdzie L jest wyrazong w bitach dlugoscia catego strumienia danych po kompresji (patrz
wzér (2.1)). Dla rozszerzonego kodu Huffmana oraz wielu innych modyfikacji kodéw
Huffmana L. jest jedynie warto$cig przyblizona, gdyz nie mozemy zagwarantowac ideal-
nej niezaleznosci mi¢dzy sasiednimi symbolami.

Ponizej zostang przedstawione dwie metody efektywnego zapisu licznosci symboli
zrodta. Zostaly one opracowane przez autora rozprawy na podstawie wlasnych badan i pro-
pozycji opisanych w [7]. Mozna je stosowa¢ zamiennie, przy czym wystarczy na poczatku
pliku zapisa¢ jeden bit okreslajacy numer uzywanej dalej metody. Dla metody I zapisujemy
bit ,,0”, natomiast dla mefody 2 bit ,,1”. Przyjmujemy, ze dlugo$¢ kodowanego strumienia
danych nie jest bezposrednio zapisywana do pliku wynikowego, bo mozna jg wyliczy¢ jako
sume poszczegblnych licznosci. Liczbg n symboli zrédta ograniczamy maksymalnie do 256
(traktujac elementy wejsciowe jako bajty), a dlugos¢ K pliku zrodlowego nie powinna
przekraczaé 1 GB. Ograniczenie wynika z mozliwosci zagwarantowania prawidlowe;j re-
prezentacji licznosci skumulowanej dla potrzeb kodu arytmetycznego (dla 64 bitowych
wynikowych rejestréw mnozenia w algorytmie catkowitoliczbowego kodera arytmetyczne-
g0). Po wybraniu bardziej optacalnej metody i wystaniu na wyjscie bitu z numerem meto-
dy, wysytamy pole ztozone z 256 bitéw, z ktoérych kazdy jest znacznikiem wystgpowania
poszczegdlnych bajtow (symboli zrédta) w pliku Zrodtowym. Jesli bajt o wartosci j wysta-
pit w pliku Zrédtowym, to na j-tej pozycji tego pola wpisujemy ,,1”, w przeciwnym przy-
padku ,,0” [7]. Nastepnie wysytamy na wyjscie pigciobitowa liczbg mm, ktorej wartos¢ za-
lezy od wybranej metody. Poczym zapisujemy kolejno licznosci tylko dla tych n symboli
(bajtow), ktore wystapity w danym pliku. Spos6b zapisu tych licznosci zalezy od wybrane;j
metody:

Metoda 1

Dla K = n mamy mm = 0 i nie trzeba zapisywac licznosci, bo wszystkie licznosci wystepu-
jacych bajtow maja wartos¢ 1. Gdzie K oznacza dhugos¢ kompresowanego pliku, natomiast
n jest liczba symboli zrodla (liczba wystepujacych bajtow). W pozostatych przypadkach
gdy K — n > 0, to wartos¢ mm wyliczana jest ze wzoru:

mm =|log,(K —n)]+1 2.21)

Metoda moze by¢ skuteczna zwlaszcza przy duzych réznicach migdzy minimalng

a maksymalna licznoscia symboli. PoniZej znajduje si¢ algorytm metody I:
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delta = 2™,
Dla kazdego i od 0 do 255, jesli licznosc[i] > 0 wykonaj:
{

temp = licznos¢li] — 1;

zapisz do pliku mm bitéw liczby temp;

delta = delta — temp;

mm = [log, (delta) |;

jezeli ((mm = 0) oraz (delta > 0)) to mm = 1;

Przyktad 2.4

Dane jest zrodto sktadajace si¢ z n=4 symboli {a, b, ¢, d} o licznosciach odpo-
wiednio {200, 7500, 100, 395}. Dlugos¢ pliku wynosi zatem K =8195. Wowczas
mm = [_log2 8191J+ 1 =13. Ponizej znajduja si¢ cztery kolejne kroki zapisu licznosci:

delta=2" =8192;

temp = 199;

zapisz 13 bitéw liczby 199 =,,0000011000111;
delta="7993; mm =[log, 7993]=13;

temp = 7499;
zapisz 13 bitow liczby 7499 = ,,11 101010010117;
delta = 494; mm =[log, 494 |=9;

temp =99;
zapisz 9 bitéw liczby 99 =,,0011000117;
delta = 395; mm =[log, 395|=9;

temp = 394,

zapisz 9 bitéw liczby 394 = ,,1 100010107;

Lacznie zapis licznosci wymaga uzycia 13 + 13 +9 + 9 = 44 bitéw (dla metody 2 byltyby to
az 52 bity). A zatem caly nagtoéwek pliku sktada si¢ z 1 +256 + 5 + 44 = 306 bitow.

Metoda 2

Uzycie tej metody jest optacalne dla zblizonych licznosci poszczegdlnych symboli zrodta.

Dla metody 2 warto$é mm dla nmex > 1 Wyrazona jest wzorem:
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mm =[log, 1, | (2:22)

Gdzie nmax jest licznoscia najczeséciej wystgpujacego symbolu. Dla siye = 1, to mm =0,
wigc nie trzeba zapisywac licznosci, bo wszystkie licznosci wystgpujacych bajtow majq

wartos$¢ 1. Ponizej znajduje si¢ algorytm metody 2:

Dla kazdego i/ od 0 do 255, jesli licznosc[i] > 0 wykonaj:

{
temp = liczno$c[i] — 1;
zapisz do pliku mm bitéw liczby temp;

}

Na podstawie algorytmu mefody 2 mozna wywnioskowa¢, ze do zapisu zestawu wszystkich
wystepujacych licznosci wystarczy n-mm bitow. Zatem caly naglowek sktada si¢
z (1 +256 + 5 + n-mm) bitow.

Istnieje takze wiele innych propozycji opisu drzew kodowych [7, 14], ale np. czgsé¢
z nich wymusza stosowanie suboptymalnych kodéw Huffmana (gdzie liScie drzewa stano-
wig np. zbiér ztozony z 2" elementéw o zblizonych prawdopodobienstwach). Takie kody
okreslane sa czasem jako prefiksowe kody Huffmana [63], gdyz jedynie przedrostek kodu
jest tworzony zgodnie z zasada konstrukcji kodu Huffmana. Przyktad takiego kodu zostanie
oméwiony w punkcie 8.1. Uzasadnia on jednoczesnie przydatnos¢ uzycia kodow miesza-

nych, jako prefiksowych kodéw Huffmana.
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3. Efektywna reprezentacja symboli wielowartosciowych

W tym rozdziale zostanie oméwiony sposob efektywnej reprezentacji symboli wie-
lowartosciowych w postaci liczb binarnych, a takze analiza ich efektywnosci kompresji
i sprawnosci konwersji. Nastgpnie zostanie przedstawiony algorytm wyznaczania wzorco-
wych par parametrow (r;, ¢;), z ktorych tworzy si¢ g cyfrowe r-narne liczby B, a takze pro-
pozycja uzycia kodu dwufazowego do kompresji liczb B. Zastosowanie obu propozycji

pozwala na uzyskanie niskim kosztem efektywnosci konwersji przekraczajacej 99.7%.
3.1. Analiza reprezentacji symboli wielowartosciowych

W punkcie 2.4 wspomniano o problemie matej efektywnosci zapisu liczb r-narnych
(wielowartoéciowych) np. w pamigci komputera, czy na nosnikach danych, gdyz obecnie
uzywana technika cyfrowa oparta jest o binarng reprezentacj¢ liczb. Poniewaz zaktadamy,
ze wszystkie symbole zrédta o numerach od 0 do »— 1 majg réwne prawdopodobienstwa
wystepowania, to problem matej efektywnosci nie pojawia si¢ jedynie dla » bedacych potg-
ga dwojki. Przypadki te wige nie beda dalej omawiane.

W og6lnosci do zapisu jednej liczby r-narnej potrzeba b(r) bitéw na jej naturalny

binarny zapis, gdzie b(r) jest liczba catkowita taka, ze:
log, r < b(r) <log, r+1 3.1)

Procentowa efektywno$¢ wynosi wowczas:

1
E=%é2-)1-100% (3.2)

Rozwazmy najprostszy przyklad dla » = 3. Do zakodowania jednej cyfry ternarnej potrzeba
az b(3) = 2 bitéw, a wigc procentowa efektywno$¢ wynosi zaledwie E = 79.24813%. Po-
stugujac si¢ kodem dwufazowym (patrz punkt 2.3), czyli kodem Huffmana dla symboli

réwnoprawdopodobnych, uzyskamy Srednig dtugos¢ jednej cyfry r-narnej:

b(r)
b(ry=b(r)+1- (3.3)
Woéwcezas procentowa efektywnose Wynosi:
E =18 100% (3.4)

b(r)
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Co przy zakodowaniu pojedynczej cyfry ternarnej daje £ = 95.09775%. Uzyskanie jeszcze
wigkszej efektywnosci jest mozliwe dzigki uzyciu zamiany blokow cyfr r-narnych na po-

sta¢ binarnq. Mozemy to wykona¢ tworzac liczbg B ztozona z ¢ cyfr r-narnych:

By (3.5)

Liczba B przyjmuje wartos$ci od 0 do »? —1 i mozemy przyjaé, ze kazda z tych wartosci jest
rownoprawdopodobna, przy zalozeniu, ze kolejne cyfry r-narne sa takze réwnoprawdopo-
dobne i niezalezne. Do reprezentacji liczby B wykorzystujemy kod o statej dlugosci. Do jej

zapisu zgodnie z zaleznoscig (3.1) wystarczy b(+?) bitow, przy czym:
b(r') <q-b(r) (3.6)

Np. b(5) = 3, natomiast b(5%) =7 < 3-b(5) = 9. Uzywajac powyzszej techniki grupowania g
cyfr r-narnych mozemy wyznaczy¢ $rednig liczbe bitow Eq(r) potrzebng do reprezentacji

pojedynczej cyfry r-narnej jako:

(3.7)

Uzywajac blokowej zamiany mamy do czynienia z kompresja, gdyz na podstawie nierow-
nosci (3.6) mozna zauwazy¢, ze zmniejsza si¢ Srednia liczba bitéw potrzebna do reprezen-
tacji pojedynczej cyfry r-narnej. Wowczas wzdr na procentows efektywnosé kompresji

przyjmuje nastepujaca postac:

A log, r

q

Er(q)

Rozpatrzmy zatem liczbg B ztozona z ¢ =5 cyfr ternarnych {ao, a1, az, a3, as}:
B=a,-3+a,-3 +a,-3" +a,-3 +a, 3" <242<2°

Wtedy do zapisu liczby B zgodnie z zaleznoscia (3.1) wystarczy b(3°) = 8 bitow. Daje to
Srednia liczbe bitow potrzebna do reprezentacji pojedynczej cyfry ternarnej rdéwna

1;5(3) =1.6, co oznacza, ze efektywnos¢ wzrasta do E, =99.06016%.

3.2. Zastosowanie kodu dwufazowego do kompresji liczb B

W poprzednim punkcie do reprezentacji liczby B byl uzywany kod o statej dhugosci

b(r?) bitéw. Dla dalszego wzrostu efektywnosci kompresji (efektywnosci reprezentaci
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cyfr r-narnych) mozemy zastosowa¢ kod dwufazowy dla liczby B, ktdra nie jest potega

dwajki. Pozwoli to na zmniejszenie Sredniej dtugosci jednej cyfry r-narnej do:

b(r?)

BoM ek g (3.9)

q

BTy

Otrzymujemy kod o zmiennej dlugosci symboli kodowych (stowa kodu maja b(r?) lub
b(r?)—1 bitéw), dla ktérego wzor na zmodyfikowang procentowa efektywnos¢ kompres;ji

przyjmuje posta¢ dang wzorem:

log, " 100% (3.10)

b,(r)

&)

Dla liczby B ztozonej z ¢ =5 cyfr ternarnych, dzigki uzyciu kodu dwufazowego, srednia
dtugo$é jednej cyfry ternarnej zmniejsza si¢ z b,(3)=1.6 do b,(3)=1.58930 bita, nato-
miast efektywnos¢ wzrasta z E, 5, = 99.06016% do E, ) =99.72706%.

3.3. Problem doboru dlugosci blokow elementéw r-narnych (q)

Istotnym problemem jest dobdér odpowiedniej wartosci g pozwalajacej uzyskaé

wysokg efektywno$¢. Jezeli przyjmiemy, ze wartos¢ b(r?) jest stala w przedziale

rd = 20091 4 1:28¢ j wynosi b(r?) = (Iog2 r"l to efektywnos¢ E, ) jest w tym przedzia-
le funkcja rosnaca. Wida¢ wigc, iz im wartos¢ r? jest blizej potegi dwojki (ale przy
1 <22 tym wyzsza efektywnosé. Mozemy zatem zdefiniowaé parametr U, ,, informu-
jacy o trafnosci doboru wartosci g.

Definicja 3.1 Procentowq sprawnosciq U, konwersji q cyfrowej liczby r-narnej do po-

staci binarnej liczby B nazywamy liczbe dang wzorem:

7
(")

Upy =U gy 1100% = -100% (3.11)

W punkcie 3.5 zostanie przedstawiony algorytm doboru wzorcowych wartosci g, w ktérym

decyzje podejmowane sg W oparciu o analiz¢ sprawnosci U, .. Dla pojedynczej cyfry ter-
narnej przy ¢ = 1 sprawnos¢ konwersji wynosi zaledwie U, =75%, natomiast dla g = 5

mamy juz Uss) = 94.92188%. Jezeli podwoimy liczbg cyfr ternarnych (g = 10) w liczbie

44



B, to do jej zapisu bedziemy potrzebowaé b(3'°) =16 bitéw. Daje to srednio bio(3) =1.6

bita na jedna cyfr¢ ternarna, wigc efektywno$é wynosi E; ) = ;;O—gé% -100% =99.06016%
10

1 jest taka sama jak dla ¢=5. Jednak sprawnos¢ konwersji wynosi

10 5 N2
Us o) =%-100% = (3—J -100% =90.10162% 1 jest mniejsza niz U,,,. Wzrost g spo-

28
wodowal spadek sprawnosci przy zachowaniu tej samej efektywnosci. Nie ma zatem linio-
wej zaleznosci migdzy sprawnoscia konwersji a efektywnos$cig kompresji.

Rozwazmy kolejne poréwnanie dotyczace liczb ternarnych. Dla ¢ =41 mamy
b(3*")=65, co przy sprawnosci Uy, =98.86026%  daje  efektywno$¢
E; 41y =99.97456%. Zwigkszenie g do 42 cyfr powoduje spadek sprawnosci do
U3(42) = 74.14519% oraz spadek efektywnosci do Ey 4y =99.35586% . Tabela 3.1 zawiera

zestaw parametréw dla liczb B ztozonych z g < 10 cyfr ternarnych. Z tabeli tej wynika tez,

ze wzrost ¢ nie musi oznacza¢ wzrostu sprawnosci. Jednoczesnie wigksza sprawnosé U,

nie zawsze musi oznacza¢ wigkszej efektywnosci E, , , bo np.:
Uss) =94.92188% > Uy ) = 74.14519%, ale Ey5 =99.06016% < E, ,,, = 99.35586%

Po dalszej analizie wynikow przeprowadzonych badan jedynym wnioskiem gwarantujacym

wzrost efektywnosci jest jednoczesny wzrost wartosci g 1 sprawnosci U, :

jezeli g, >¢q, oraz U,y 2U, . 10 B, 2 E,

Tabela 3.1 Parametry dla liczby B zlozonej z q < 10 cyfr ternarnych

g | b)) | B(r) | Uy [%]
1 2 2 | 75.00000
2 4 2 56.25000
3 5 12 | 84.37500
4 7 13 | 63.28125
5 8 13 | 9492188
6 | 10 12 | 71.19141
7 12 15 1 5339345
5440 13 | 80.09033
g 118 13 | 60.06775
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3.4. Analiza efektywnosci i sprawnosci konwersji

Istnieje mozliwo$¢ dokonania analizy sprawno$ci konwersji w zaleznosci od warto-

Sci q. Zgodnie z zaleznoscia (3.1) mozna oszacowac catkowitg liczbe b(r?):

log, r* <b(r?) <log, r? +1
2Iog2r" < 2b(r") < 2log2r"+l

28 €I .yt

1 " 1 1

2 e > -
A b b R B

Po pomnozeniu przez r? i podstawieniu rownania (3.11) otrzymujemy:

i

rq
q

i

~

<U, <1 (3.12)

N | —

Z zaleznodci (3.12) wynika, ze procentowa sprawnosc konwersji ma staty zakres ograni-
czen miedzy 50% a 100% niezaleznie od tego, jak duze bedzie g [79]. Przeanalizujmy za-

tem zalezno$¢ miedzy wartoscia g a efektywnoscia kompresji. Zgodnie z zaleznoscia (3.1)

mozna oszacowaé catkowitg liczbe b(r?):

log, r* <b(r?) < log, ! +1
1.log, r! < by(r) <i-(log, ' +1)
logzrﬁzq(")<10gzr+$

1 1 1

>e——>——
log,r by(r) log,r+y

Po obustronnym pomnozeniu przez log, 1 podstawieniu réwnania (3.8) otrzymujemy:

10g2 v o E’ "5 __li)ér—l
og,r | tindol, F+4

ﬁ&z’”_l el i (3.13)
lng ra -y
Na podstawie zaleznoci (3.13) mozna zauwazy¢, ze ze wzrostem wartosci g rosnie dolne

ograniczenie efektywnosci [79]. Dlar nie bedacych potega dwojki stuprocentows efektyw-

nos¢ uzyskaé mozna dla g dazacego do nieskoniczonosci:
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=1
> log, r+1 (3.14)

Co oznacza, ze $rednia dtugo$¢ cyfry r-narnej ze wzrostem g zbliza si¢ do wartosci entropii
dla » rownoprawdopodobnych symboli. A zatem uzyskanie wysokiej efektywnosci wigze
si¢ z dobraniem odpowiednio duzej wartosci g. W praktycznych zastosowaniach powinni-
$my uzywa¢ mozliwie matych wartosci ¢ gwarantujacych zatozony poziom efektywnosci.
W podobny sposéb mozemy przeanalizowaé zalezno$¢ mig¢dzy wartoscig g a efek-
tywnoscig kompresji, gdy uzywamy kodu dwufazowego do kompresji liczb B. Zgodnie

z zaleznoscig (3.1) oraz gérnym ograniczeniem Gallagera [27] mozna oszacowac liczbe

b(r*):

log, ! <b(r')<log,r’ +-—+o
¢ log, 7 qu(r)<%-(log2rq+r+,+c)
log, < b,(r)<log,r+1:(5+0)

1 > 1 & 1 1
log,r b,(r) log, r+1-(-s+0)

Po obustronnym pomnozeniu przez log, r i podstawieniu réwnania (3.10) oraz wartoci

o =1-log, e+ log,(log, e) ~ 0.08607 otrzymujemy:

log, r 7 log, r

log,r + . 2 log,r#i:(L+0)

log, r
log, r ¥4 1% 0.08607)

Sl sd (3.15)

Na podstawie zaleznosci (3.15) mozna zauwazyC, ze ze wzrostem wartosci ¢ rosnie dolne
ograniczenie efektywnosci. Dla r nie bedacych potega dwojki stuprocentowa efektywnosé

uzyska¢ mozna dla g dazacego do nieskonczonosci:

s L s 3.16
i log, 7 +1-( +0.08607) (3.16)

3.5. Algorytm wyznaczania wzorcowych dlugosci blokow (g)

elementéw r-narnych

W punkcie 3.3 zostat przedstawiony przyklad cyfr ternarnych, ktére dla g = 5 oraz

g = 10 mialy t¢ samg procentowa efektywnosc¢, lecz cechowata je inna warto$¢ sprawnosci.
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To wiasnie postugujac si¢ sprawnoscia konwersji mozemy przedstawi¢ ponizszy algorytm
wyznaczania (optymalnych) wzorcowych wartosci q dla zadanej liczby r:

Na poczatku ustalamy pierwsza wzorcowa warto$¢ gmi» = 1, dla ktérej obecna maksymalna

"
rr 4.9 aday 0 4 A
procentowa sprawnos¢ konwersji U, = PECN 100% , a procentowa efektywnos$¢ kompre-

log, r
b(r)

Dla kazdej kolejnej catkowitej wartosci g, testujemy sprawnos¢ U

sji wynosi E, ) = -100% .

Pl ktéra moze:

¢ by¢ mniejsza lub réwna aktualnej wzorcowe;j;
e Dby¢ wigksza od wzorcowej, wtedy g, staje si¢ nowa wartoscig wzorcowa, gdyz efek-

tywnos¢ E,, , tez wzrasta.

Dla wzorcowych warto$ci ¢ mamy taka wlasnos¢, ze nie moga by¢ jednoczesnie parzyste
warto$ci g oraz b(r?). W sytuacji, gdy obie liczby byltyby parzyste, to istnieje mniejsza war-
to$¢ g dajaca te sama efektywnos$c. Jesli g = 2-k oraz b(r?) = 2:m, to istnieja mniejsze warto-

$ci g; o tej samej efektywnosci:

czyli q; = k oraz b(r*)=m.

Tabele 3.2, 3.3 oraz 3.4 przedstawiaja kolejne uzyskiwane wzorcowe wartosci g od-
powiednio dla »=3, r=>5 oraz r="7 [84]. Z ostatniego wiersza tabeli 3.2 wynika, ze dla
liczby B, ktérej dtugo$¢ wynosi 301994 bity, réznica migdzy entropig a $rednig dtugo$cia
liczby ternarnej jest zauwazalna dopiero na jedenastym miejscu po przecinku. Podobnie
wyglada sytuacja dla ostatniego wiersza dwoch kolejnych tabel. W tabeli 3.5 znajduja sie
parametry dla przyktadowych wzorcowych par (r;, g:) takich, ze r < 30 oraz g < 87 [75, 78].

Jezeli do przykladu 2.2 zastosujemy odpowiednig wzorcowa wartos¢ g, to dzieki
uzyciu blokowej konwersji ternarny kod Huffmana uzyska lepsza efektywnosé od binarne-

go kodu Huffmana, czyli ~mniejsza Srednig  dhugos¢  stowa kodowego
L, =13 -by(r) < L, =2.7. Najmniejsza Wzorcowg wartoscig g spelniajaca ten warunek jest

q =29. Wowczas efektywnos¢ kompresji wynosi Es ;) =97.23263%.
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Tabela 3.2 Parametry dla liczby B zlozonej z g < 200000 cyfr, przy r = 3

q b(r?) bq (r) Ur(q) [%]
1 2 2.00000000000000 |79.248125036058
3 ) 1.66666666666667 |95.097750043269
5 8 1.60000000000000 |99.060156295072
17 27 1.58823529411765 |99.793935230591
29 46 1.58620689655172 |99.921548958508
41 65 1.58536585365854 |99.974557737796
94 149 1.58510638297872 [99.990922864288
147 233 1.58503401360544 |99.995488242923
200 317 1.58500000000000 [99.997634114899
253 401 1.58498023715415 |99.998880968193
306 485 1.58496732026144 |99.999695921788
971 1539 |1.58496395468589 [99.999908265123
1636 2593 |1.58496332518337 |99.999947982253
23011 3647 |1.58496305953933 [99.999964742511
2966 4701 |[1.58496291301416 |99.999973987214
3631 5755 |1.58496282015974 |99.999979845674
4296 6809 |1.58496275605214 |99.999983890411
4961 7863 |[1.58496270913122 |99.999986850790
5626 8917 |1.58496267330252 [99.999989111329
6291 9971 |[1.58496264504848 |99.999990893960
6956 11025 |1.58496262219666 |99.999992335749
7621 12079 |1.58496260333290 |99.999993525920
8286 13133 |1.58496258749698 |99.999994525055
8951 14187 |1.58496257401408 |99.999995375732
9616 15241 |1.58496256239601 |{99.999996108750
10281 | 16295 |1.58496255228091 |99.999996746942
10946 | 17349 |1.58496254339485 [99.999997307590
11611 18403 |1.58496253552666 |99.999997804018
12276 | 19457 |1.58496252851092 |99.999998246661
12941 | 20511 |1.58496252221621 [99.999998643813
13606 | 21565 |1.58496251653682 [99.999999002143
14271 | 22619 |1.58496251138673 [99.999999327077
14936 | 23673 |1.58496250669523 199.999999623078
15601 | 24727 |1.58496250240369 |99.999999893844
47468 | 75235 |1.58496250105334 |99.999999979041
79335 |125743 |1.58496250078780 |99.999999995795
190537 [301994 |1.58496250072164 |99.999999999969

Najlepszy rezultat uzyskamy, jesli bedziemy uzywa¢ wzorcowych wartosci ¢ dla
liczb B, a nastepnie stosowac kod dwufazowy do kompresji liczby B. Tabela 3.5 przedsta-
wia por6wnanie efektywnosci kodow o state] 1 zmiennej dtugosci dla przyktadowych wzor-
cowych par (r, 4i)- Dzieki zastosowaniu odpowiednich wzorcowych wartosci q oraz kodu

dwufazowego dla liczb B latwo uzyskujemy procentowe efektywnosci kompresji
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g takich, ze r? > 512 mamy efektywnos¢ przekraczajaca 99.0988%.

Tabela 3.3 Parametry dla liczby B ztozonej z g < 100000 cyfr, przy r = 5

q b(r?) b,(r) U,y [%]
1 3 3.00000000000000 |77.397603162912
2 5 2.50000000000000 |92.877123795494
3 7 2.33333333333333 [99.511204066601
K} 72 2.32258064516129 [99.971904085428
59 137 [2.32203389830508 |99.995443502448
205 476 |2.32195121951220 |99.999004086536
351 815 [2.32193732193732 [99.999602614167
497 1154 [2.32193158953722 |99.999849493849
643 1493 [2.32192846034215 [99.999984260722
4647 | 10790 |2.32192812567248 |99.999998674157
8651 | 20087 [2.32192810079760 |99.999999745460
21306 | 49471 [2.32192809537220 [99.999999979119
97879 (227268 [2.32192809489267 |99.999999999771

Tabela 3.4 Parametry dla liczby B zlozonej z g < 100000 cyfr, przy r = 7

q b(r?) b,(r) U, [%]
1 3 3.00000000000000 [93.578497401920
6 i 7 2.83333333333333 [99.083114896151
11 31 2.81818181818182 [99.615819814947
16 45 2.81250000000000 [99.817063895381
o) 59 2.80952380952381 |99.922802310525
26 s 2.80769230769231 [99.987983525339
135 379 2.80740740740741 {99.998130469070
244 685 2.80737704918033 {99.999211822198
353 991 2.80736543909348 |99.999625377027
262 | 1297 |2.80735930735931 |99.999843792646
a9l 1603 |[2.80735551663748 |99.999978820642
2964 8321 |2.80735492577598 [99.999999867549
01313 |256348 2.80735492208119 [99.999999999160

E,, >99.7% (patrz tabela 3.5). Zgodnie z tabelg 2.4, nawet dla przypadkowych wartosci
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Tabela 3.5 Parametry dla przyktadowych wzorcowych q przy r < 30

r| g |b(r?) |b(r) | E[%] |b,(r) |E,q [%]|Uyy [%]] b,(r) | E.q [%]
3|5 | 8 |12 9509775 12 [99.06016 |94.92188 |1.5893 | 99.72706
3 |41 | 65 |12 [95.09775| 12 [99.97456 |98.86026 |1.5851 | 99.99229
5 13| 7 |22 [96.74700 | 24 {99.51120 |{97.65625 |2.3253 | 99.85356
5 131 72 | 22 [96.74700 | 242 199.97190 |98.60761 |2.3221 [99.99151
7 |11 | 31 | 2¢ [98.25742 | 2% [99.61582 |92.07645 |2.8104 | 99.89312
7 16 | 45 | 2¢ [98.25742 | 212 [99.81706 | 94.45367 |2.8088 |99.94749
9 |17 | 54 |32 [98.37698 | 33 [99.79394 {92.57696 [3.1718 | 99.94234
11 |13 | 45 3% [97.57371| 3% |99.93914 |98.11945 |3.4601 |99.98172
13 17| 63 | 3% [98.17493 | 312 [99.85313 |93.78800 |3.7012 | 99.95823
15 |11 | 43 | 3% [99.32773 | 3% |99.94371 |98.33634 |3.9076 | 99.98305
17 |10 | 41 |42 [99.26696 | 45 |99.69422 |91.67679 |4.0909 |99.91546
17 |11 | 45 |42 [99.26696 | 44 [99.91576 |97.40659 |4.0885 | 99.97491
19 | 4 | 17 [4& [98.42759| 4% [99.95125 |99.42703 |4.2486 | 99.98513
21 | 5 | 22 |42 l98.12624 | 42 [99.82540 |97.37256 [4.3946 | 99.94798
23 |13 | 59 |44 [98.15276 | 4% [99.67170 |87.43637 |4.5274 | 99.91504
23 [19 | 86 |44 [98.15276 | 412 [99.93916 |96.43824 |4.5244 [ 99.98210
25 | 3 | 14 |42 [9838678 | 42 [99.51120 |95.36743 [4.6508 | 99.85768
27 113 | 62 |42 [98.75536 | 442 |99.69925 |87.87578 |4.7586 | 99.92161
20 | 8 | 39 |42 [99.21229| 47 [99.65089 |90.99429 |4.8626 |99.90442
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4. Mieszane kody Huffmana

W tym rozdziale zostanag omdéwione podstawowe wlasnosci mieszanych kodow
Huffmana oraz ich poréwnanie z binarnym kodem Huffmana. Zdefiniowana zostanie kon-
strukcyjna klasa kodéw mieszanych, okreslajaca ograniczenia konstrukcyjne w postaci pa-
rametrow mieszanego kodu Huffmana oraz przedstawiona przykladowa struktura pliku
wynikowego dla kodéw mieszanych. W punkcie 4.5 zostanie uzasadnione ograniczenie
stosowania kodow r-narnych do wartosci » bedacych liczba pierwsza. Zostang takze przed-
stawione wyniki testow, z ktorych wynika, ze dla zrédet o n > 12 symbolach przypadki gdy
binarny kod Huffmana jest optymalny nie stanowig nawet jednego procenta zrodet. Punkt
4.7 zawiera trzy przyktady ilustrujace poréwnanie efektywnosci binarnego oraz mieszanego

kodu Huffmana.
4.1. Podstawy konstrukcji mieszanych kodow Huffmana

Przedstawione w poprzednim rozdziale efektywne reprezentacje symboli r-narnych
shuza do tworzenia efektywnych realizacji mieszanych kodéw Huffinana. Konstrukcja
drzew kodowych dla tych kodéw polega na Iaczeniu w kazdym z kolejno tworzonych we-
zkéw dowolnej odpowiednio dobranej liczby 7; najmniej prawdopodobnych potomkéw tak,
aby zachowana zostala wlasno$¢ rodzefistwa (patrz definicja 4.4). Skrétowy opis konstruk-
¢ji takiego drzewa mozna przedstawi¢ jako ciag krokéw, w ktérych w kazdym tworzymy
wezel w; faczacy r,, potomkow: 7, ={r, .5, 7, ,-}. W praktyce efektywne kodowanie ta
metoda mozna uzyska¢ dzigki stosowaniu osobnych buforéw dla kazdej wartosci r;, do kto-
rych sa zapisywane r-narne elementy sktadowe stow kodu mieszanego. Aby przyblizy¢
sposdb funkcjonowania takiego kodu, powr6¢my do przyktadu 2.2. Uzycie kodu ternarnego
dato teoretyczng $rednia dhugos¢ stowa kodowego L, =1.7-log, 3 = 2.69444, co odpowia-

da teoretycznej efektywnosci £, =97.30897%. Jezeli uzyjemy dokladnie tego samego

drzewa kodowego, lecz z zastrzezeniem, ze dwa symbole o najmniejszych prawdopodo-
biefistwach p; i p, potaczymy wezlem binarnym zamiast ternarnym, to teoretyczna $rednia

dhugo$é stowa kodu mieszanego Wyniesie:

L,, =log,3+10g;3-(Py+ P+ Ps+ Pyt Ps+ Ps+py)+1-(p, + py)
L,,=p +DP; +log, 3-(2- pg) =2.63594
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Co daje teoretyczna procentowa efektywnos¢ E . =FE,, =99.46843%, gdzie cyfi
ty mix 2,3 g yiry

w indeksie oznaczaja uzyte w kodzie liczby r; potomkéw w weztach mieszanego drzewa
Huffmana. W praktyce mozemy uzyska¢ przyblizenie takiej efektywnos$ci dzigki uzyciu
blokowej konwersji ¢ cyfrowej liczby B opisanej w punkcie 3.1. Zaproponowana
w punkcie 3.5 wzorcowa wartos¢ g = 29 pozwala na uzyskanie $redniej dtugosci kodu mie-
szanego (binarno-ternarnego) L,; =p, + p, +b,0(3)-(2— pg) =2.63793, co odpowiada
efektywnosci E,, =99.39335%. Ksztalt tego drzewa przedstawia rysunek 2.4. Kod mie-

szany ma t¢ wlasnos$¢, ze w odréznieniu od kodéw wielowartosciowych jest zawsze kodem
kompletnym (zaden z we¢zlow nie moze posiada¢ nieuzywanych potomkow). Mieszany kod
Huffmana dla tego przyktadu przedstawia tabela 4.1. Najprostszy koder dziata nastepujaco:
jesli np. chcemy zakodowac symbol o prawdopodobienstwie p, to zapisujemy do bufora
ternarnego dwie cyfry ternarne ,,13” oraz ,,23”, a nastgpnie do bufora binarnego bit ,,1”. Po
zakodowaniu calego strumienia danych uzywamy konwersji blokowej dla cyfr znajduja-
cych si¢ w buforze ternarnym. Przykladowa struktura pliku dla takiego kodu sklada sie
z nagtéwka zawierajacego zestaw licznosci, nastgpnie znajduje si¢ wskaznik dtugosci bufo-
ra binarnego, po nim jest umieszczony caly bufor binarny, a na koncu bufor ternarny
w postaci ciggu liczb B. Gdy istniejg inne bufory r-narne, to umieszcza si¢ je kolejno za
buforem ternarnym wraz ze wskaznikami dlugosci kazdego bufora. Istnieje tez mozliwosé
uzycia kodera, ktéry nie musi oczekiwac, az na wejsciu pojawi si¢ informacja o koncu ko-
dowanego pliku. Wystarczy, aby kazdy z uzywanych buforéw r-narnych zapetnit sie g;
cyframi. Wéwczas mozna zakodowaé pierwszy zestaw liczb B; i wystaé je na wyjscie. Za-

lety takiej wersji kodera oméwione zostang w punkcie 6.5.

Tabela 4.1 Kody Huffmana z przyktadu 2.2

pi Kod mieszany | Kod binarny

p1=0.05 13250, 1010
p>=0.05 15251, 1011
p3=0.10 0505 000
ps=0.10 0315 001
ps=0.10 0325 010
ps=0.10 1305 011
p7=0.10 1315 100
ps = 0.40 23 11
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Na podstawie tabeli 4.1 mozemy przedstawi¢ zasade¢ dziatania dekodera:

1° Wczytaj z bufora ternarnego pierwsza cyfre.
2° Jesli jest to ,,23”, to mamy zdefiniowany symbol o prawdopodobienstwie ps.

W przeciwnym przypadku pobierana jest kolejna cyfra ternarna.

{

Jesli wezytane cyfry ternarne tworza ciag ,,1323”, to wezytujemy z bufora binarnego
jeden bit decydujacy o zdekodowaniu symbolu o prawdopodobiefistwie p; lub p;
odpowiednio dla bitu o wartosci ,,0,” lub ,,1,”.
W przeciwnym wypadku mozemy na podstawie tych dwoch wezytanych cyfr ter-
narnych {,,0505”, ,,0313”, ,,0525”, 1305”7, ,,1315”’} zdekodowac¢ jeden z pigciu symboli
o prawdopodobienstwie odpowiednio od p3 do ps.

}

3° Jedli sa symbole na wejsciu wro¢ do punktu 1°.

Uzycie wielu buforéw w jednym koderze nie jest popularng metoda wsréd podstawowych
metod kompresji. Podziat na bufory kodowane osobno z dostosowaniem najlepszej metody
kompresji dla kazdego z nich zostat zaprezentowany np. w pracy [90], gdzie kazdy z sied-

miu bitéw kodu ASCII zapisywany byl do osobnego bufora.

Przyklad 4.1

Dane jest o§miosymbolowe zrodto S o rozkladzie przedstawionym w tabeli 4.2, dla
ktérego tworzymy binarno-ternarny kod Huffmana. Wartos¢ entropii tego Zrédla wynosi

H(S)=2.68973 bita na symbol. Srednia dhugo$¢ binarnego kodu Huffmana wynosi
L, =2.76, co daje procentowq efektywnos¢ E, = 97.45394%, natomiast dla kodu binarno-
ternarnego przy ¢ =5 S$rednia wynosi L,; =2.714, co odpowiada efektywnosci
E,, =99.10570%. Rysunek 4.1 przedstawia drzewo kodu binarno-ternarnego, ktére moz-
na opisaé skrétowo w nastepujacy sposob: r, = {3, 2,2, 2, 3}. Jezeli dla tego samego zrodta
uzyjemy kodu o trzech buforach, tzn. oprocz kodu binarnego (g = 2) zastosujemy kod ter-
narny (r; = 3) z parametrem ¢1 = 5 oraz pigciowartosciowy (2 = 5) z parametrem g, = 3, to
otrzymamy jeszcze WYZSZa efektywno$¢. Drzewo kodowe o skrotowym zapisie
rw=1{5,2,3} przedstawia rysunek 4.2 [84]. Srednia dlugos¢ takiego kodu mieszanego
Wynosi:

=2.71

L=Lyss =

mix

87 6+6+7+7+7+17+17
78 0 100 100
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Wyliczenia L,, oparte na podstawie drzewa kodu mieszanego uwzgledniaja dugosci gale-
zi, czyli wartosci oznaczajace $Srednig liczbe bitow Eq(r) potrzebng do zakodowania jedne;j

cyfry r-narnej (przy drzewie binarnym dlugos$¢ galtezi nie byta brana pod uwagg, poniewaz
jej wartos¢ wynosita 1). Dla takiego kodu otrzymujemy procentowa efektywnos$¢ réwna

E, . =E,;;=99.25198%. Jezeli zwigkszymy parametry wzorcowe konwersji binarnej
odpowiednio do g, = 41 oraz g, = 31, to otrzymamy S$rednig L,, =2.69182, co daje wzrost

efektywnosci do E,, =99.92240%. Waga zysku wynosi wowczas W =97.02761%, co

oznacza znaczne zblizenie si¢ sredniej L, do wartosci entropii w porOwnaniu z wartoscia
L, (patrz wzér (1.9)). Tabela 4.2 zawiera symbole dla kodu binarno-ternarnego, kodu mie-
szanego przy r1 = 3, r» = 5, a takze binarnego kodu Huffmana.

Jak widaé z powyzszego przykladu wiasciwy dobdr par wzorcowych parametrow
(r;, ;) wptywa na uzyskanie odpowiednio wysokiej efektywnosci E,;, mieszanego kodu
Huffmana. Kolejny przyklad wykaze, iz dobér wzorcowych wartosci ¢ ma tez wplyw na

sam ksztalt drzewa kodowego [79].

Tabela 4.2 Kody Huffmana z przyktadu 4.1

Kod Kod mieszan !
P binarno-ternarny | =3, 7, = 5y Kod binarny

p1=0.06 2:1,05 1505 1110
p2=0.06 231213 1315 1111
p3=0.07 231,25 1325 0000
ps=0.07 03020, 1535 0001
ps=0.07 050, 12 134 110
ps=0.17 051, 230, 001
pr=0.17 2,0, 231, 10
ps=0.33 13 03 01

P4

ps

Pe6

ps®

P

P

P2

pP3

Rysunek 4.1 Drzewo kodu binarno-ternarnego z przyktadu 4.1
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ps
P1
D2
pP3
P4
Ds
Ps
P71

Rysunek 4.2 Drzewo mieszanego kodu Huffmana z przyktadu 4.1

Przyktad 4.2

Dane jest pigciosymbolowe Zrédio S o nastgpujacym rozktadzie prawdopodobienstw

20 a7 v 4 3 :
P={p =p,= E,m =P =Ps= }, dla ktérego warto$¢ entropii wynosi

H(S)=2.30710 bita na symbol. Tworzymy mieszany kod Huffmana dla parametréw
ri1=3,q =5 oraz r, = 5, ¢ = 3. Najkrdtsza Srednia dtugos¢ dla mieszanego (ale niebinar-
nego) kodu Huffmana r,, = {3, 2, 2} o takich parametrach wynosi L, , = 2.33223 i jest dtuz-
sza niz dla binarnego kodu Huffmana L, =2.33058. Zatem binarny kod Huffmana jako

podzbiér wszystkich kodéw mieszanych staje si¢ kodem optymalnym przy zatozonych

wezesniej parametrach. Jesli jednak zwigkszymy warto$¢ g, z 5 do 41 cyfr ternarnych, to

optymalny bedzie kod mieszany 7 = {3, 2, 2}, dla ktorego Srednia wynosi L,,=2.32413,

Natomiast gdy zwigkszymy warto$¢ ¢z z 3 do 31 dla r, =5, to uzyskamy optymalny kod

72 :
mieszany dla r,, = {5}, dla ktérego L; = 3 = 2.32258. Dla takiego kodu procentowa efek-

tywnos¢é wynosi E,,, = 99.33359%.

Tabela 4.3 Kody Huffmana z przykladu 4.2 z parametramir; = 3, r, = §

R e ]
P =t 010 103 0s
P = 12701 011 1,15 ks
P =1 10 1223 2,
Py = & 11 0,0, 1
Ps =i 00 0,1 45
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Tablice stéw kodowych dla opisanych wyzej parametrow przedstawia tabela 4.3.
Wynika z niej, ze dla tego samego zrodta i tych samych buforéw r; = 3, r, = 5 moga istnie¢
drzewa optymalnego kodu mieszanego o réznych ksztattach w zaleznosci od zastosowa-

nych wzorcowych parametrow g;.
4.2. Ograniczenia konstrukcyjne kodu mieszanego

Przyklady z poprzedniego punktu sygnalizuja potrzebg doktadniejszego opisu mie-

szanego kodu Huffmana. Shuzy do tego ponizsza definicja.

Definicja 4.1 Konstrukcyjnq klasq kodow mieszanych nazywamy zbior kodow, dla ktorych
koder i dekoder spetnia okreslone ograniczenia konstrukcyjne. Do ograniczen tych zali-
czamy zestaw parametrow wykorzystywanych do utworzenia optymalnego kodu mieszane-
g0, czyli liczbe m uzywanych buforéw r;-narnych, zestaw odpowiadajacych im parametrow

¥0y Flyeeey Fool 1 ZWigzanych z nimi wzorcowych wartosci g1, g2,..., gm-1 (0raz b(r,")), a takze

inne opcjonalne parametry potrzebne podczas dekodowania.

Wartos¢ b(r") oznacza catkowitg liczbe bitéw potrzebna do reprezentacji liczby B i moze

by¢ wyznaczana bezposrednio z zaleznosci (3.1). Natomiast do parametréw opcjonalnych
mozna zaliczy¢ skrotowy opis konstrukcji drzewa r,, (co pozwala pomina¢ etap poszuki-
wania optymalnego w danej klasie drzewa podczas etapu dekompresji), a takze to, czy za-
stosowano kod dwufazowy do kompresji liczb B. Jezeli dana jest klasa m =1, ro=2, to

mamy do czynienia z binarnym kodem Huffmana. Jesli np. zdefiniujemy klas¢ kodéw mie-

szanych dla przyktadu 4.1 w nastepujacy sposob:
m=3,r=2rn=3n= 5, q1 =41, g2 = 31, uzywany kod dwufazowy”,

to otrzymamy $rednig L. = 2.69139 bita na symbol oraz efektywnos¢ takiego kodu row-

ng £, =99.93843%. Na podstawie cech kodu opisanych w pracy [90]:

Definicja 4.2 Idealnq klasq kodu mieszanego nazywamy klas¢ kodéw bez ograniczen kon-

strukcyjnych. Dla takiej klasy istotny jest jedynie zestaw parametrow r; okreslajacych taki

kod, w ktérym do reprezentacjl pojedynczej cyfry ri-narnej wystarcza log, r, bitéw.
Pomijajac przypadki zrédet, dla ktoérych prawdopodobienstwa sa postaci 27/, dla catkowi-
tych dodatnich wartosci /, klasa idealna jest pojeciem teoretycznym i stanowi granice moz-

liwo$ci uzyskania wzrostu efektywnosci przez kod mieszany o zdefiniowanym zestawie m

buforéw ri-narnych. W przypadku klasy idealnej nie uwzglednia si¢ uzycia kodu dwufazo-
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wego, gdyz nie powoduje on wzrostu efektywnosci. Jezeli np. zdefiniujemy idealng klase
kodow mieszanych dla przyktadu 4.1 jako m =3, ro=2, r; =3, r, = 5, to teoretyczna pro-

centowa efektywnos¢ kodu mieszanego wyniesie E,, = 99.94538%.

4.3. Podstawowe wlasnosci mieszanych kodow Huffmana

Postugujac si¢ definicja klasy kodéw mozna uszczegoétowi¢ pojecie kodu mieszane-
go podajac warunki, dla ktérych kod mieszany jest optymalny:
Definicja 4.3 Dla zrédta S o n symbolach optymalnym w danej klasie mieszanym kodem

Huffinana jest kod o najkrotszej sredniej dhugosci stowa kodowego Ly, dla ktorego kazdy
z weztéw drzewa kodowego nie bedacy liSciem moze laczy¢ dowolng okreslong w danej
klasie kodéw liczbe 2 < r; < n potomkow.

W przypadku klasy bez ograniczen (klasy idealnej) mozemy mowic o optymalnym kodzie
mieszanym. Realizacja kodera i dekodera kodu mieszanego wymaga (zgodnie z definicja
klasy kodéw) uzycia m buforéw r-narnych. Przy czym oprocz ro =2 pozostate wartosci r;
sq liczbami nieparzystymi, gdyz kazda parzysta liczbg r >0 mozna rozlozy¢ na iloczyn
liczb parzystej i nieparzystej » =2°-7,,,, gdzie s jest dodatnig liczbg catkowita i 2° jest

maksymalng potega dwojki bedaca dzielnikiem 7, a ryi¢, jest dodatnig liczba nieparzysta.

Przyklad 4.3
Dane jest zrodto ztozone z r= 12 réwnoprawdopodobnych symboli, wowczas

12 =22.3. Dla takiego zrédia mozemy utworzy¢ kod mieszany przedstawiony w tabeli

4.4, ktorego symbole sktadajg si¢ zs =2 bitéw i jednej cyfry ternarnej (7, = 3).

Tabela 4.4 Kod mieszany z przyktadu 4.3

Symbol | Kod mieszany
0 0, 0,05
1 020215
2 00,25
3 021,03
4 0212135
5 021223
6 120,03
7 10213
8 1,022,
9 11,03
10 1, 1515
il 11,25
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Zdefiniujmy funkcj¢ g(r) jako sumg¢ prawdopodobienstw p — wszystkich n, wezlow

ri-narnych w mieszanym drzewie kodowym:

g(r =2 p, (4.1)
Jj=1
Woéwczas prawdopodobienstwo wystgpienia symbolu r;-narnego w strumieniu wyjsciowym

kodu mieszanego wynosi:

i atry
PI=g 4.2)

2.8()

Gdzie m jest liczba wszystkich réznych elementéw ri-narnych wystepujacych w danym

kodzie mieszanym. Waga w(r) cyfry r-narnej w danym kodzie mieszanym zalezy od warto-
sci g(r) oraz liczby bitow I;q(r) potrzebnej do reprezentacji pojedynczej cyfry r-narnej i ma
nastgpujacq postac:

w(r) = g(r)-b,(r) (4.3)

Suma wszystkich wag daje $rednig dhugos¢ kodu mieszanego Ly

Ly =3 (1) (o
i=0
Definicja 4.4 Kompletne drzewo mieszane, ktérego wezly zawierajq liczniki czestoscei, tj.
liczniki zliczajace, ile razy symbole zrédtowe wystepujg w kodowanym komunikacie (pli-
ku) ma wlasnosé rodzenstwa, jesli kazdy wezel oprocz lisci ma r; potomkéw i przechodze-
nie wszerz od strony prawej do lewej (poczawszy od wierzchotka, poprzez r,, jego
potomkéw, az do ostatniego z lisci) daje w wyniku list¢ weztéw o nierosnacych licznikach
[21].

Twierdzenie 4.1 (Twierdzenie Fallera-Gallagera) Drzewo majace wlasciwosé rodzenstwa
jest drzewem Huffmana.

Dowéd twierdzenia znajduje si¢ W pracy [21]. Kod mieszany okreslamy mianem mieszane-
go kodu Huffmana na podstawie powyzszego twierdzenia, a takze ze wzgledu na duze po-

dobienstwa wiasnosci do binarnego kodu Huffmana:

e kod mieszany jest kodem przedrostkowym, gdyz mozna go przedstawi¢ w postaci

drzewa kodowego, ktorego liscie odpowiadaja poszczegdlnym symbolom Zrédta;
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o jezelip>pytol;<i;

e dwa symbole (lub »; symboli) o najmniejszych prawdopodobienstwach maja stowa
kodowe o tej samej, maksymalnej dlugosci /max 1 r6Znig si¢ tylko ostatnim bitem
(lub cyfra ri-narna, gdy wezel drzewa nie bedacy liSciem laczy ze sobg r; symboli
zrodta o najnizszym prawdopodobienstwie);

e majac dany skrétowy opis drzewa kodu mieszanego r, = {r, .7, .7, ,...} laczymy
w kazdym i-tym kroku 7, symboli lub weztéw o aktualnie najmniejszym prawdo-

podobienstwie wedtug algorytmu Huffmana (dla kodu binarnego r, bylo zawsze

réwne dwa);

e kod mieszany jest zawsze kodem kompletnym.

4.4. Dolne ograniczenie Sredniej dlugosci stowa kodu Huffmana

Dla zachowania wysokiej efektywnosci kodu mieszanego mozna uzna¢, ze im wyz-
sza wartos$¢ p, najbardziej prawdopodobnego symbolu, tym powinna by¢ mniejsza liczba r
symboli lub weztéw taczonych w korzeniu drzewa. Najmniejsza warto$¢ » =2 pozwala
uzyskaé wysoka efektywno$¢ kompresji dla najwigkszej wartosci p, ~0.5. Ze wzrostem
Pn powyzej wartosci 0.5 efektywnos¢ kompresji bedzie spada¢, cho¢ oczywiscie jest ona
takze zalezna od prawdopodobienstw pozostalych symboli. Dla uzyskania granicznej efek-
tywnosci przyjmijmy, ze wszystkie pozostate symbole tworzg poddrzewo o 100% efektyw-
nosci zakodowania, ktérego korzen jest potaczony z symbolem x, tworzac drzewo Huffma-
na. Sytuacja taka ma przykladowo miejsce dla n—1 rownoprawdopodobnych symboli
(przy teoretycznym zatozeniu 100% efektywnosci zakodowania poddrzewa) oraz

(n-1)-p, £0.5< p,. Wéwczas mozna wyznaczy¢ wartos¢ progowa, dla ktérej nie mozna
uzyskaé¢ kodu (binarnego lub mieszanego) o zadanej efektywnosci graniczne;j E o W tym

celu nalezy rozwiaza¢ nier6wnosc:

H(S) <(1—pn)-logz(n—l)—pn-logz p,—(-p,)-log, p, £p

EzH(S)+R_ (1-p,) log,(n-1)+1 e (4.5)
oparta miedzy innymi na warunku:
r
R>1+p, log, p, +(1-p,)-log,(1-p,) dla p, > i 46)

dotyczacym redundancji R dla r-narnych kodéw Huffmana zaprezentowanym w [30],

a takze na podstawie wzoru entropii dla poddrzewa z pracy [12]. Przyjmijmy, ze zadowala-
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jacym progiem jest procentowa efektywno$¢ na poziomie E =95%. (czyli Egr =0.95).
Przyktadowe wartosci p,, powyzej ktorych uzyskanie takiego poziomu efektywnosci nie
bedzie mozliwe przedstawiono w tabeli 4.5. Zatem propozycja uzycia mieszanych kodow
Huffmana nie rozwigzuje problemu niskiej efektywnosci kompresji dla p, > 0.5. Stanowi
to wade w por6éwnaniu np. z kodowaniem arytmetycznym nie posiadajacym ograniczenia
dolnego na $rednig dtugos$¢ stowa kodowego, ktére moze by¢ utamkowa czgscig bitu, co
gwarantuje zachowanie wysokiej efektywnosci niezaleznie od wartosci p,. Natomiast tatwo
uzasadnié, ze mieszany kod Huffmana ma dolne ograniczenie na Srednig diugos¢ stowa

kodu L, = 1, gdy np. zrodto sktada si¢ z dwoch symboli.

Tabela 4.5 Wartosci p,, powyzej ktorych efektywnosé
kodu Huffmana jest mniejsza od 95%

Liczba n—1 i
réwnoprawdopodobnych symboli Wartos¢ progowa p,

2 0.6510

3 0.6617

4 0.6682

10 0.6860

20 0.6973

50 0.7104

100 0.7191

255 0.7297

4.5. Zastosowanie liczb pierwszych do konstrukcji buforéw
r-narnych

Tworzac kod mieszany powinni$my dazy¢ do definiowania klasy kodow, ktora za-
gwarantuje nam odpowiednig efektywnos$¢ En;x jak najnizszym kosztem, co jest wazne np.
podczas sprzetowej realizacji kodera lub dekodera. Minimalizacja kosztu uzyskania z gory
okreslonej efektywnosci dla znanego zrédta S moze by¢ rozpatrywana na kilka sposobow:

e minimalizacja liczby m buforéw rinarnych, ktéra powoduje prostsza organizacje
pamigci buforowych i oznacza mala liczbe sprzgtowych konwerteréw r;-narnych;

e minimalizacja rozmiaru bitowego poszczegllnych buforéw, czyli liczb B (prosty
koder i dekoder);

e podjecie decyzji, czy uzycie kompresji liczb B kodem dwufazowym jest konieczne
(wymaga to dodatkowo uzycia kodera i dekodera kodu dwufazowego);
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e ograniczenie od gory maksymalnego opoOZnienia wprowadzanego przez ko-

der/dekoder.

Kazda nieparzysta liczb¢ zlozona mozemy przedstawi¢ jako iloczyn liczb pierw-
szych. Pozwala to usung¢ bufory r-narne bgdace liczbami zlozonymi. Jesli przeanalizujemy
warto$¢ » = 15 = 3.5, to mozna jg roztozy¢ na dwie wartosci r; =3 oraz r, = 5. Jesli zrodto
wymaga uzycia tylko wartosci » = 15, to uzyjemy tylko takiego bufora. Jednak jesli Zroédto
wymaga uzycia wartosci r; = {3, 5, 15}, to mozemy zastapi¢ kod cyfry pig¢tnastowartoscio-
wej przez polaczenie w mieszany symbol kodowy jednej cyfry ternarnej i jednej pigciowar-
to$ciowej. Zaktadamy, ze kod dwufazowy nie jest uzywany. Jezeli dla r = 15 uzyjemy war-

tosci g =11, to wtedy liczba B sklada si¢ z b(15'") = 43 bitéw, a efektywnos¢ wynosi

Esq1y = 99.94371%. Poszukujac dlar) =3 oraz r; =5 zastepczych wzorcowych wartosci
g1 i g2, musimy bra¢ pod uwagg nastgpujaca zaleznos¢:

b(15") = b(3" -5") < b(3") +b(5")
Woéweczas uzyskanie efektywnosci nie gorszej od E,5,,) moze wymaga¢ doboru wyzszych

wartosci wzorcowych g 1 ¢z, niz wynika to z ponizszych ograniczen (nie stanowia wigc

one wystarczajacego warunku uzyskania odpowiedniej efektywnosci):
g - ald £

53 e 511 = 531
Jedli z tych zalezno$ci wybierzemy ograniczenia gorne, czyli wzorcowe wartosci g; = 17
oraz g, = 31, to otrzymamy $rednig dlugos¢ Sciezki ztozonej z symbolu ternarnego i pie-

ciowarto$ciowego rowna:

e - -l o 3 = 43
Lys @ by, (3) 4 b, (5) = 1—7—+ 5T 3.91082 > b,,(15) = H

Dopiero wzrost gi do kolejne; warto$ci wzorcowej g; =29 pozwala uzyska¢ krétsza od

=3.90909

zakladanej $rednia dlugo$¢ kodu mieszanego:

3 - 46 72 = &
Ly, = byy(3)+byy(5) = 55 + 5 3.90879 < b,,(15) = 3.90909
Daje to procentowgq efektywnos¢ takiego kodu réwna E;; =99.95147%. Wiaze sig to jed-

nak z uzyciem buforow o wigkszych rozmiarach liczb B. Dla r; = 3 liczba B sktada sie z 46
bitow, a dla r, = 5 z 72 bitow, podczas gdy poczatkowo proponowany bufor dla r= 15 wy-
magat liczb B o rozmiarze jedynie 43 bitéw. Zatem podejmowanie decyzji dotyczacych

zdefiniowania klasy kodow mieszanych nie jest sprawg latwa i zalezy od zastosowan.

62



Np. dla koderéw i dekoderéw projektowanych w jezyku wysokiego poziomu, dziatajacych
na procesorach arytmetyczno-logicznych ogoélnego przeznaczenia rozmiar liczb B nie sta-
nowi duzego problemu (pod warunkiem, ze zadbamy o odpowiednia predkos¢ pracy kodera
1 dekodera). Inaczej wyglada sytuacja, gdy interesuje nas zaprojektowanie sprzgtowe;j reali-
zacji algorytmu, ktéry powinien cechowacé si¢ jak najwigksza prostota dziatania (operacje
na matych porcjach danych, mate rozmiary buforéw itp.).

Rozpatrujac wylacznie przypadki dla idealnej klasy kodu mieszanego, mozemy takg
klas¢ opiera¢ wylacznie na warto$ciach » bedacych liczbami pierwszymi. Wynika to z pro-
stej zaleznosci, iz dowolna nieparzysta liczba zlozona r moze by¢ przedstawiona jako ilo-

czyn j liczb pierwszych r =17, -1, -...-r,. Na podstawie tych liczb pierwszych mozna utwo-

rzy¢ stowo kodu mieszanego sktadajace si¢ z j cyfr ri-narnych majace t¢ samq srednig dhu-

08¢ stowa kodowego L, co Srednia L, dla liczby ztozonej, poniewaz:
L, =log,n +log, 7+ +10g, 1 = log,(r; -7y -...or;)=log, r=1L, 4.7)

W przypadku pozostatych klas mozna si¢ takze ograniczy¢ do zbioru liczb pierwszych r;,
dzigki ktérym przy uzyciu kodu mieszanego o odpowiednio duzych wartosciach wzorco-
wych ¢; mozemy uzyskaé efektywnos$¢ Enmix nie gorsza, niz w przypadku uzycia jako r;, > 2
nieparzystych liczb ztozonych. Pozwala to na zmniejszenie zlozono$ci obliczeniowe;j algo-

| rytmu poszukiwania optymalnego w danej klasie mieszanego kodu Huffmana. Szczegoly

dotyczace tego algorytmu zostang opisane w nastgpnym rozdziale.

4.6. Testy efektywnosci

Dla klasy zdefiniowanej W tabeli 4.6 (bez uzycia kodu dwufazowego), a takze dla

klasy idealnej dokonano pomiarow wptywu liczby n elementow zrodia na procentowy

udziat binarnego kodu Huffmana we wszystkich testach, ktére polegaly na znalezieniu

Optymalnego w danej klasie mieszanego kodu Huffmana. Kazde badanie wykonano dla

2" =131072 testowych zrodet o n symbolach. Rozklad prawdopodobienistwa dla testo-
wych Zrodet byt generowany W sposob pseudolosowy (generator Rand je¢zyka C o w przy-

blizeniu jednostajnym rozktadzie). Rysunek 4.3 przedstawia posortowane srednie wartosci

prawdopodobienstw px symboli dla zrédta o n=24 symbolach (Srednia na podstawie

131072 testéw). Wartosci px 5& zgodne z teoretyczna Srednig wartoscia prawdopodobiefistw

dla takiego rozktadu liniowego:
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Pk

2-k

_n-(rz+1)

Tabela 4.6 Testowa klasa kodow mieszanych

r q | b(r?)
2 1 1
3: | 41 65
5 31 T2
7 |16 45
11 | 13 45
8351717 63
17 | 11 45
19 | 4 17

Tabela 4.7 Wyniki testow kodow mieszanych

Liczba n Dla klasy Dla klasy
symboli zrodta | idealnej [%] | testowej [%]

3 82.615662 82.667542
4 47.846985 47.922516
5 39.065552 39.154816
6 25.956726 26.042938
7 13.333893 13.404083
8 5.573273 5.610651
9 2.482605 2.515411
10 1.639557 1.671600
11 1.264954 1.302338
12 0.832367 0.855255
13 0.453186 0.462341
14 0.193787 0.198364
15 0.062561 0.063324

(4.8)
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Rysunek 4.3 Posortowane Srednie wartosci prawdopodobieristw
wystgpienia symboli dla zZrodla o n = 24 symbolach

Procentowe wyniki testow dla n <15, w ktérych binarny kod Huffmana uzyskal
najkrétsza $rednig dhugos¢ stowa kodowego L wsrod wszystkich kodow mieszanych
przedstawia tabela 4.7. Na podstawie wynikow wida¢, ze wartosci dla klasy kodow miesza-
nych z tabeli 4.6 r6znia si¢ w niewielkim stopniu od wynikéw zastosowania klasy idealne;.
Uzasadnia to, iz ograniczenie klasy kodéw do zbioru wartosci 7; bedacych liczbami pierw-
szymi jest dobra propozycja uproszczenia konstrukcji kodu mieszanego. Dla n > 12 przy-
padki uzasadnionego uzycia binarnego kodu Huffmana (jako optymalnego kodu mieszane-
g0) nie stanowig nawet jednego procenta zrodet testowych. Dla » = 15 na 131072 przepro-
wadzone testy kodow mieszanych tylko 83 (82 dla klasy idealnej) proby nie daty lepszego
rezultatu niz sam binarny kod Huffmana. Dla wyzszych warto$ci n pomiar nie jest juz wy-
starczajaco precyzyjny. Mimo zwigkszenia liczby testéw do 300000 dla » = 20 nie uzyska-
no ani jednego przypadku, w ktérym uzycie kodu binarnego bytoby uzasadnione.

Na podstawie tych wynikow mozemy wywnioskowac¢, ze wzrost efektywnosci uzy-
skany dla kodu mieszanego (wzgledem binarnego kodu Huffmana) jest zjawiskiem po-
wszechnym zwlaszcza w sytuacjach praktycznych, w ktorych liczba n symboli zrédta cze-

sto znacznie przekracza wartos¢ 20.
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4.7. Przyklady

Ponizej znajduja si¢ trzy przyklady poréwnujace efektywnosci binarnego

i mieszanego kodu Huffmana odpowiednio dla zrédet o n =5, n =7 oraz n = 20 symbolach.

Przyktad 4.4

Dane jest pigciosymbolowe Zrodto S o nastgpujacym rozkladzie prawdopodobienstw
P=1{0.13,0.15,0.17, 0.25, 0.3} [68]. Tabela 4.8 zawiera zestaw slow binarnego i miesza-
nego kodu Huffmana. Rysunek 4.4 przedstawia ksztalt drzewa dla mieszanego kodu
Huffmana o skrétowym opisie 7, = {3, 2, 2}. Srednia dtugos¢ stowa kodu binarnego wyno-
si L, =2.28, co przy entropii tego zrédla réwnej H(S)=2.24887 bita na symbol daje

procentowa efektywnos¢ na poziomie E, = 98.63445%.

Tabela 4.8 Kody Huffmana z przyktadu 4.4

pi Kod mieszany |Kod binarny
p1=0.13 0,03 100
p2=0.15 0,15 101
3= 0.17 02 23 00
P4 = 025 12 02 01
ps=0.30 1,1, 11

p1

D2

pP3

yZ

ps

Rysunek 4.4 Drzewo kodu binarno-ternarnego z przykladu 4.4

Jezeli oprocz kodu binarnego uzyjemy takze kodu ternarnego (r; = 3), to otrzymamy $red-

nig dtugos¢ dla kodu binarno-ternarnego ré6wna:

100 +55 45
o i =L2,3 = .

mix

b (3
100 100 /(%)

Dla ¢; =5 daje to L, =2.27, co oznacza efektywnos$¢ E,, =99.06897%. Zwiekszenie
dhugoéci bufora cyfr ternarnych do g =41 pozwala uzyska¢ $rednig L,, =2.26342, co

daje efektywnos¢ E,, =99.35721%. Waga zysku wynosi W =53.27010% (patrz wzor
(1.9)). Jezeli dodatkowo uzyjemy kodu dwufazowego do kompresji liczb B, to srednia dhu-

gos¢ stowa kodowego zmniejszy si¢ do L, =2.26329 i uzyskamy efektywnosé réwna
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E,. =99.36276%. Dalszy wzrost efektywnosci mieszanego kodu Huffmana jest mozliwy

Jedynie do wartosci granicznej E,, = 99.36517% wyznaczonej przez klase idealna.

Przyklad 4.5

Dane jest siedmiosymbolowe zrodto S o rozkladzie przedstawionym w tabeli 4.9,
w ktérej znajdujq si¢ takze zestawy stow binarnego i mieszanego kodu Huffmana. Rysunek
4.5 przedstawia ksztalt drzewa dla mieszanego kodu Huffmana o skrétowym opisie
re = {3, 3, 3}. Jak wynika z rysunku 4.5, jest to kod wylacznie ternarny (ze wzgledu na
specyficzne warto$ci rozktadu zrédta) [2, 83]. Srednia dhugo$é stowa kodu binarnego wy-

nosi L, =% =2.40741, co przy entropii tego zrédta rownej H(S)=2.28939 bita na

symbol daje procentowa efektywno$¢ na poziomie E, =95.09775%. Jezeli zamiast kodu

binarnego uzyjemy kodu ternarnego (1 = 3), to otrzymamy Srednia dtugos¢ kodu rowna:
1 1) - 13 —
L3 =(l+—§+§jbq(3) =?bq(3)

Dla g, =5 daje to L, =2.31313, co oznacza efektywnos¢ E; =99.06156%. Zwiekszenie
liczby cyfr ternarnych w liczbie B do g; =41 pozwala uzyskac¢ $rednig L, = 2.28997, co
daje efektywno$¢ E, =99.97456%. Jezeli dodatkowo uzyjemy kodu dwufazowego do
kompresji liczb B, to $rednia dhugos¢ stowa kodowego zmniejszy si¢ do L, =2.28957
i uzyskamy efektywnos$¢ rowna E; =99.99229%. Kod ten cechuje wysoka waga zysku

W =99.85048%. Rozpatrujac klas¢ idealng dla kodu ternarnego uzyskamy teoretyczng
efektywnos¢ E, = 100%.

Tabela 4.9 Kody Huffmana z przykiadu 4.5

Di Kod ternarny | Kod binarny
Dy =% 220 0010
Py =37 221 0011
Py =% 222 000
Pa=1% 20 010
Ps=3 21 011
Ps :Ji 0 10
P =3 1 11
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P4
Ps
P1
D2
D3

p6\
P1e

Rysunek 4.5 Drzewo kodu mieszanego (ternarnego) z przyktadu 4.5

Przyktad 4.6

Dane jest zrédto S skiadajace si¢ z n =20 symboli o rozkladzie przedstawionym
w tabeli 4.10, w ktorej znajduja si¢ takze zestawy slow binarnego, binarno-ternarnego
i mieszanego kodu Huffmana. Rysunek 4.6 przedstawia ksztatt drzewa dla mieszanego ko-
du Huffmana o skrétowym opisie », = {7, 5, 3, 3, 3, 2, 3}.
Srednia dhugo$¢ stowa kodu binarnego wynosi L, =3.762, co przy entropii tego zrédta
rownej H(S)=3.72255 bita na symbol daje procentowg efektywno$¢ na poziomie

E, =98.95126%. Jezeli zamiast kodu binarnego uzyjemy kodu mieszanego z dana klasa:

rn=2,rn=3,n=5r=7q=41,q =31, g3 =16, to zgodnie ze wzorem (4.4) otrzyma-

my srednig dtugos$¢ kodu mieszanego réwna:

333 1 1000+ 332 +335+111

112 111
L, =1+
e 1000 1000

DAN XD () & e B
/() 1000 +©) 1000 %)

L,, =0.333+1.778b,(3)+0.112-5,(5) +0.111- 5 (7)

Dla klasy zdefiniowanej w przykiadzie daje to srednia L, =L, ,, =3.72410, co odpo-

wiada efektywnosci E,, =99.95836% (waga zysku W = 96.06975%). Jezeli dodatkowo
uzyjemy kodu dwufazowego do kompresji liczb B, to $rednia dtugos$¢ stowa kodowego
zmniejszy si¢ do L,, =3.72314 i uzyskamy woéwczas efektywnosé réwna
E,. =99.98409%. W przypadku klasy idealnej dla kodu mieszanego uzyskamy Srednia
dlugo$¢ stowa kodowego rowna L, =3.72274 oraz teoretyczna efektywnos¢
E,. =99.99492%. Prawdopodobienstwa p(r;) wystepowania cyfr ri-narnych wynosza od-
powiednio p(2) = 0.14267, p(3) = 0.76178, p(5) = 0.04799 oraz p(7) = 0.04756.
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Tabela 4.10 Kody Huffmana z przyktadu 4.6

; Kod :
Di Kod mieszany binamo-ternarny Kod binarny

p1=0.015 03 25 07 231, 0,050, 001100
p2=0.015 03 23 17 23 12 02 03 12 001101
p3=0016 03 23 27 23 12 02 13 02 001110
p4=0016 03 23 37 23 12 02 13 12 001111
p5=0.016 03 23 47 23 12 02 23 02 101000
ps=0.016 03 23 57 231,0,33 1, 101001
b i 0.017 03 23 67 03 02 12 12 02 00000
pg 0.022 23 23 05 03 02 12 12 12 00001
o= 0.022 23 23 15 23 12 12 02 02 00010
¥ 24100 e 0.022 23 23 25 23 12 12 02 12 00011
P = 0.023 23 23 35 23 12 12 12 02 00100
p12=0.023 23 23 45 23 12 12 12 12 00101
D135 0.037 23 03 03 03 02 02 02 10101
p14=0.037 23 03 13 03 02 02 12 10110
p15=0.037 23 03 23 03 02 12 02 10111
p16=0.110 03 03 13 03 010
p17:O.111 03 13 13 13 011
p13=0.112 23 13 13 23 100
p19:0.166 13 02 03 12 110
p20=0.167 13 12 23 02 111

P16

P17 o

P1

D2

p3

P4

Ds

Ps

P17

Pt

P20 i

P13

P14

Pis

P13 e

D3

P9

P1o

P11

P12

Rysunek 4.6 Drzewo mieszanego kodu Huffimana z przykltadu 4.6



Ograniczenie kodu mieszanego do binarno-ternarnego kodu Huffmana z dana klasg: ro = 2,
r1 =3, q1 = 41 spowoduje tylko nieznaczny wzrost sredniej dlugosci kodu mieszanego row-

nej:
L,; =1.464+1.427-b,(3)

Dla zdefiniowanej wyzej klasy daje to $rednig L, ; = 3.72632, co odpowiada efektywnosci
E,, =99.89881%. Jezeli dodatkowo uzyjemy kodu dwufazowego do kompresji liczb B, to
$rednia dtugos¢ stowa kodowego zmniejszy si¢ do L,; =3.72592 i uzyskamy woéwczas
efektywnos$¢ réwna E,; =99.90957%. W przypadku klasy idealnej dla kodu binarno-
ternarnego uzyskamy srednig dlugos¢ stowa kodowego réwng L, ; =3.72574 oraz teore-

tyczna efektywnos¢ £, ; = 99.91424%. Rysunek 4.7 przedstawia ksztatt drzewa dla binar-

no-ternarnego kodu Huffmana o skrétowym opisie r,={2,2,2,2,2,2,3,2,2,2,2,2,
3,2,2,3}. Prawdopodobienstwa p(r;) wystepowania cyfr r-narnych dla kodu binarno-
ternarnego sa zrownowazone i wynosza odpowiednio p(2) = 0.50640, p(3) = 0.49360.

P13
P14
P1s
p7
Ps
P19

P16
P11
P18

P20
D1
D2
P3
)z
ps
149
P9
P1o
P11
P12

Rysunek 4.7 Drzewo kodu binarno-ternarnego z przykladu 4.6
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5. Konstrukcja optymalnych mieszanych kodow Huffmana

Rozdzial ten rozpoczyna analiza konstrukcji optymalnych mieszanych kodéw
Huffmana na podstawie analizy zrédet o malej liczbie symboli (» < 5) wraz z podaniem
warunkow optacalnosci zastosowania kodu mieszanego. Algorytm uzyskania optymalnego
w danej klasie mieszanego kodu Huffmana metodq poréwnarn ma wykladniczg ztozonosé
obliczeniowg w funkcji liczby symboli Zzrédta (co zostanie uzasadnione w punkcie 5.2).
W dwoch kolejnych punktach zostang przedstawione, wraz z przykladami, dwie metody
zmniejszenia ztozono$ci obliczeniowe]j poszukiwania optymalnego kodu Huffmana, ktére
polegajg na tworzeniu integralnych poddrzew rozpatrywanych jako mniejsze zrodla o k <n

symbolach.
5.1. Podstawy

Przedstawiona w tym punkcie analiza cech zrédet o malej liczbie symboli pokazuje,
ze znalezienie dla Zzrédta S optymalnego w danej klasie kodu mieszanego nie jest tak proste
jak w przypadku binarnego, czy r-narnego kodu Huffmana. Ponizej zostang przeanalizowa-
ne zrédta o n <5 symbolach (p1 < p2 < p3 < ps4 < ps), przy klasie kodu mieszanego o para-
metrach ry =2 (bufor binarny), r1 =3, g1 =5, b(3’) =8 (bufor ternarny z o$miobitowymi
liczbami B), bez uzycia kodu dwufazowego. Wowczas do zapisu jednej cyfry ternarnej wy-
starcza 1.6 bita.

5.1.1. Analiza konstrukcji kodow mieszanych dla n =2 orazn=3

Dla zrédta sktadajacego si¢ z n =2 symboli istnieje jedno drzewo binarnego kodu
o $redniej dhugosci stowa kodowego L, =1. Jezeli zrédlo sktada si¢ z n=3 symboli, to

istnieje jedno drzewo binarnego kodu o sredniej dhugosci stowa kodowego réwne;:
L,=2:(p,+py)+P;=2-Ds

oraz jedno drzewo kodu ternarnego o sredniej L, = 55(3) =1.6 bita (patrz rysunek 5.1 a

oraz b). Mozemy wyznaczy¢ warunek optacalnosci stosowania kodu ternarnego przez po-

réwnanie srednich dtugosci kodow ternarnego i binarnego L, < L,, co daje:

pitp,>15-ps (5.1

Oznacza to, ze p, <0.4. Jednoczesnie mozemy oszacowaé dolng granice dla najbardziej

prawdopodobnego symbolu x; jako:
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P (52)

Czyli dla tr6jsymbolowego zrédla przy g =5 uzycie kodu mieszanego (ternarnego) jest

optacalne w przedziale % <p,<04.

a) P1 b) D1
Hom B
p3 D3

Rysunek 5.1 Binarny(a) i ternarny(b) kod Huffmana dla n = 3

99

985

98

975

97

96.5

96

855

0.34 0386 0.36 037 038 0.39 04

95

Rysunek 5.2 Procentowa efektywnos¢ binarnego (linia przerywana)
i ternarnego (linia ciqgla) kodu Huffmana w funkcji ps

Jesli przyjmiemy najprostsza sytuacje, ze p1 = p», to funkcje entropii takiego zrédta mozna

przedstawi¢ w postaci funkcji jednej zmiennej ps:

1-p,
2

H(S)=-p,log, p; —(1-p;)-log,

Woéwczas mozna porowna¢ procentowe efektywnosci dla kodu binarnego i ternarnego

w funkcji p3 najbardziej prawdopodobnego symbolu x3. Wykres takiej zaleznosci przedsta-
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wia rysunek 5.2, gdzie linia ciagla oznacza procentowg efektywnos¢ kodu ternarnego, na-

tomiast linia przerywana procentowa efektywnos¢ kodu binarnego.
5.1.2. Analiza konstrukcji kodéw mieszanych dla » =4

Gdy zrodto sktada si¢ z n =4 symboli, to wowczas istnieja dwa typy drzew binar-
nych (27 oraz 2II) przedstawionych na rysunku 5.3. Tabela 5.1 zawiera warunki, dla
ktorych dany typ kodu binarnego jest optymalny (w klasie kodéw binarnych), a takze

$rednie dtugosci tych kodow.

21 P 2 p
P2 P2
P3 P3
p4 b4

Rysunek 5.3 Dwa typy binarnych kodéw Huffmana dla n = 4

37 p1 311 p
p2 p2
p3 p3
yZ P4

Rysunek 5.4 Dwa typy mieszanych kodéw Huffimana dla n = 4

Tabela 5.1 Typy drzew binarnego kodu Huffmana dla n = 4

Nr drzewa | Typ drzewa Srednia dtugo$¢ stowa kodowego
21 prtpo<ps |La=3-pi+p)+2p3stps=3-—p3—2ps
217 pi1+p2>pa Lon=2-pr+pytpstp)=2

Dla n =4 istnieje jedno drzewo mieszane (typ 3/) laczace trzy najmniej prawdopodobne
symbole przy uzyciu kodu ternarnego, dla ktérego srednia wynosi:

a takze jedno drzewo mieszane (typ 31I) faczace dwa najmniej prawdopodobne symbole
w jeden wezel wia, ktory jest nastgpnie taczony z dwoma kolejnymi symbolami przy uzyciu

kodu ternarnego (patrz rysunek 5.4). Dla tego drzewa $rednia dhugo$¢ stowa kodowego

Wynosi:
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Las=dag=1.6 +p1+ p2

Tabela 5.2 okresla warunki optacalnosci uzycia kodu mieszanego dla n =4, ktére dzielg
wszystkie kody binarno-ternarne na cztery typy. Pierwszy warunek gtowny dotyczy drzew
typu 3/a oraz 31b (r6znig si¢ warunkami dodatkowymi). Natomiast drugi warunek gtéwny
dotyczy drzew typu 3/la oraz 31Ib (takze réznig si¢ warunkami dodatkowymi). Przyktady
dla tych czterech typéw warunkéw znajdujq si¢ w tabeli 5.3, ktéra zostata opublikowana

przez autora w pracy [78].

Tabela 5.2 Typy drzew mieszanego kodu Huffimana dlan = 4

Nr Wa,runek WniE dodikows Wnlosk} z Srednia dlugos¢
drzewa | glowny warunkow stowa kodowego

3la 1.5p3<p1+pr<ps

<0.6- >0.375 Ly;=2.6-1.6
36 |7 P 06t patp) <pe<pitpa | o & ié
31la p1+p2<ps<04 p4<0.4 oraz i

>0.6- Lin=1.6+p +
3B | . pa<p;+p, <04 p1+p<04 |20 Prvp2

Tabela 5.3 Przyklady mieszanego kodu Huffmana dla n = 4

Kod mieszany | p; (typ 31a) | pi (typ 3Ib) |Kod mieszany |p; (typ 3//a) |p; (typ 31Ib)
0, 03 p1=0.17 | p1=0.20 05 0, p1=0.17 | p;=0.19
0, 15 p>=0.17 | p2=0.20 03 1, p2=020 | p,=0.20
0,23 p3=0.17 | p3=0.21 15 p3=024 | p3=0.24
1, ps=049 | ps=0.39 23 p4=0.39 | ps=037
L ™= L,=185 | L,=2.00 Lyix = L,=198 | L,=2.00
26__16p4 Lmix= 1.816 Lmixz 1.976 1.6 +p1 +p2 Lmix= 1.97 Lmix= 1.99

5.1.3. Analiza konstrukcji kodow mieszanych dlan =5

Ze wzrostem liczby » symboli zrédta pojawia si¢ problem odnajdywania kodu o mi-
nimalnej warto$ci Ly oraz warunkow oplacalnosci stosowania kodéw mieszanych, gdyz
nalezy przeanalizowa¢ coraz wigcej warunkow, aby wyprowadzi¢ zaleznosci dla optacalno-
$ci uzycia konkretnego drzewa kodu mieszanego wzgledem kazdego z typéw drzew binar-
nych. Ponadto pojawia si¢ problem, jak w prosty sposob tworzy¢ optymalne drzewa mie-
szane. Jezeli rozbudujemy klasyczny algorytm binarnego kodu Huffmana o istnienie sym-
boli ternarnych, to mozemy stworzy¢ propozycje nastgpujacego algorytmu konstru keji

optymalnego kodu binarno-ternarnego:
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Polacz trzy najmniej prawdopodobne symbole. Jesli kod ternarny o $redniej dtugosci

L= Eq(3) jest krétszy od $redniej dtugosci L, dla kodu binarnego powstatego z polaczenia

tych trzech symboli, to taczymy te trzy symbole w nowy wezel wisz o trzech potomkach
uzywajac kodu ternarnego. Usuwamy z listy te trzy symbole zastgpujac je weztem w3 1 po

posortowaniu prawdopodobienstw rozpoczynamy algorytm od poczatku.

Mozemy uzyskaé¢ wzrost efektywnosci, ale niestety nie jest to wlasciwe podejscie do uzy-
skania optymalnego kodu, poniewaz kolejne symbole o wyzszych prawdopodobiefistwach
takze maja wptyw na podjecie decyzji o tym, czy trzy najmniej prawdopodobne symbole
polaczyé uzywajac kodu ternarnego, czy tez potaczy¢ jedynie dwa najmniej prawdopodob-
ne symbole, a dopiero dla kolejnych symboli uzy¢ kodu ternarnego. Mozna to zaobserwo-
waé juz dla zrédta sktadajacego si¢ z n >4 symboli. Rozwazmy zatem trudniejsza sytuacje,
w ktérej mamy zrodto o n=5 symbolach [76]. Istnieja wOwczas cztery typy binarnych
drzew Huffmana (21, 211, 2111, 2IV — patrz rysunek 5.5) [19], ktérych cechy przedstawia
tabela 5.4, a takze sze$¢ typoéw drzew mieszanych (31, 311, 3111, 31V, 3V, 3VI — patrz rysu-

nek 5.6), ktérych cechy zostaty przedstawione w tabeli 5.5.

21 D1 2 p
D2 P2
p3 p3
P4 P4
ps pPs

211 ps 2V pi
D1 D2
p2 p3
p3 P4
P4 Ps

Rysunek 5.5 Cztery typy binarnych kodéw Huffmana dla n = 5
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1
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P4
D5

3117 P1
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P3
P4
Ds

3V Pl
D2
pP3
P4
Ds

317

K14

3VI

Pi
p2
pP3
P4
Ps

P1
p2
D3
P4
Ps

P1
P2
p3
D4
Ps

Rysunek
5.6 Szes¢
i
typow mieszanych kodo
ow Huffma
na dlan =
=5

Tabela 5 7. g =
4
Y '
Typy drzew binarnego kodu Hi
u Huffman
adlan
5

y Nr
Aoy Typ drzewa
: = Sredni
= ia dtugosc
=753 ;p — gos¢ stowa kodowe
21T prLtp2 < 5 21=3(p1 + :
pitp +2_p4 L o
g 14 o= 4(p1 + 4+ps)=2+
oy | PrtP2> P |+ p2) +3p3+ 2 -
21 e — patps=1+3(p
1]= . . +
4 ?1 iPz > pa (p1+p2) +2:(p3 + 1+ p2) + 2p3+ py
3 p4sp5 - D4 +p5)_
: al
av=3Pp1+p2tps+ -
pa) +ps=
ps=3-2
Ps
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Tabela 5.5 Typy drzew mieszanego kodu Huffimana dlan = 5

Nr Symbole kodu mieszanego Srednia dhugos¢
drzewa pi D2 12 D4 ps stowa kodowego

37 0, 05 0, 15 0y 23 1,0, | 121, L3 =2.6—0.6:(ps + ps)

3[1 02 02 03 02 02 13 02 02 23 02 12 12 L31] i 36 iy 1.6'p4 e 2.6'p5

3111 03 02 03 12 13 02 13 12 23 L3111 =2.6 =S

3V 0,050, {0,051, 0, 15 0, 23 1, Lyyy=2.6+p1+pr,—1.6-ps

s L 0303 | 0313 05 25 13 23 Lyy=3.2—1.6:(ps + ps)

3VI | 050,0, {03021, | 031, 13 23 | Lyyy=1.6+2-(pi +p2)+p3

Dla kazdego z czterech typdéw drzew binarnych mozna znalez¢ odpowiadajace im kody
mieszane o najkrotszej Sredniej dlugosci stowa kodowego. Na przyklad aby dla drzewa
binarnego spetniajacego warunki typu 2/ (p1 + p2 < ps4 oraz p; + p + p3 2 ps) dobraé odpo-
wiednie warunki, dla ktorych Ls; jest najkrotsze, trzeba rozwigza¢ zestaw nastepujacych
nieréwnosci:
L3y < Lag A Lyy < Lagr A Ly < Laiy A L3 < Lay A L3p < Layr A L3 < Log

Na podobnej zasadzie wyznaczamy warunki dla pozostatych typéw drzew mieszanych.
Niektore uktady nieréwnosci sa sprzeczne, wigc nie zawsze mozna znalez¢ takie warunki,

dla ktérych kod typu 3x jest najlepszy.

Tabela 5.6 Zestaw warunkow dla drzewa binarnego typu 21, przy ktérych dany typ
drzewa mieszanego daje najkrdtszq Sredniq diugos¢ stowa kodowego

Dla spetnionych warunkow p; + py < ps oraz pi + ps + p3 > ps

Typ 31 Typ 31V Typ 3V Typ 3VI
pat2ps<l p3+0.4ps+2:ps> 1 Petps=> 0.6 pi+p,+3p,<d
Py >3%ps p3>0.6:p4 s ps<04 p3+0.4:p4 > 0.6-ps
p3+0.4-ps+2ps<1 P + p2 < 0.6-ps S pAp > P1+p2<pa
pa+ps<0.6 prtpa+1.6p4<0.6 | P1Tp2+1.6p4>0.6 pa>0.6ps
Pt py+5p>7 p4<0.6ps prtp2>1.5p; Pr+p2<1.5p;
pi+pr>1.5p eyt PitP+3p<i | pitptps<04

Tabela 5.6 przedstawia zestaw warunkow dla drzewa binarnego typu 27, przy ktérych dany
typ drzewa mieszanego daje najkrotsza Srednig dtugos¢ stowa kodowego, natomiast w ta-
beli 5.7 znajduja si¢ przyktady mieszanego kodu Huffmana spelniajace warunki typu 21.
Nastepne pary tabel odpowiadaja kolejno typowi 217, 2111 oraz 21V.
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Tabela 5.7 Przyktady mieszanego kodu Huffmana dla n = 5 spelniajqce warunki 21

Typ 3/ Typ 31V Typ 3V Typ 3VI
p1=0.14 p1=0.1 p1=0.13 p1=0.11
p2=0.14 p2=0.1 p2:0.13 p2=0.11
pe=0:04 | =02 | p3=0.13 [ ps =016
2s=028 | py=02 | p4=028 | ps=026
2s=030 | ps=04 | ps=033 | ps=036
Lz =2.28 Lz =2.20 Lz =2.26 Lz =2.22

L = 2,282 | Logie = 2.16 | Lix = 2,224 '} Loyt = 2.20

Tabela 5.8 Zestaw warunkéw dla drzewa binarnego typu 211, przy ktérych dany typ
drzewa mieszanego daje najkrotszq sredniq dlugos¢ stowa kodowego

Dla spelnionych warunkéw p1 + pa < ps oraz pi + pot p3 < ps

Typ 311 Typ 31V Typ 3V Typ 3VI
pat2:ps>1 p3+0.4:ps+2-ps>1 pa+ps>0.6 p+p,+2p,<2
pa+ps>0.625 p3>0.6p4 ps<04 p3t+0.4-ps>0.6ps
p3 < 0.6-p4 Dt P 0.6-ps %'p4+p5 >1 P1+Dp2<ps
ps>04 p1+p2t1.6p4<0.6 p1t+p2t1.6:p4>0.6 pa>0.6-ps
P3+0.4:p4 < 0.6:ps pa<0.6:ps p1tp2>1.5p; p1+pa<1.5ps
P1tp2>1.5p; 2.5pstps<1 p3+0.4ps+1.4ps<0.8 ps<0.4

Tabela 5.9 Przykiady mieszanego kodu Huffmana dla n = 5 spelniajqce warunki 211

Typ 31 | Typ3IV Typ 3V Typ 3VI
p1=01 [p1=010 | p1=0.12 | p;=0.05
p,=01 [p2=0.10 | po=0.12 | p,=0.05
p3=0.1 p3=0.15 p3=0.12 p3=0.20
ps=02 | ps=020 | p4=025 | ps=035
ps=05 [ ps=045 | ps=039 | ps=035
=200 { =240 § Lviddl 1lo=205
Lix = 1.98 | Lynix = 2.08 | Lyix = 2.176 | Lyix = 2.00

Tabela 5.10 Zestaw warunkéw dla drzewa binarnego typu 2111, przy ktorych dany typ
drzewa mieszanego daje najkrotszq Sredniq dlugos¢ stowa kodowego

Dla spetnionych warunkow py + ps > ps oraz p3 + ps > ps
Typ 31 Typ 3111 Typ 31V Typ 3V
pat2ps<l 2 p3+0.4ps+2:ps> 1 pstps>0.6
2 p4 o E'ps < 0 4
Ps>35"Ps p3>0.6:p4 Ps ;
p4+p5<0625 . & >l
p3+04py+2:ps<1 4 py > 0.6:05 p1+p2<0.6:ps 3P4t Ps
Pa+ps <06 p;p o<l | PPt LEP<06 | Pitpat 165> 06
P+ p,+2py>3 il Pa<0.6:ps pL+py>1.5p;
pitpr>1.5ps Y P*tP, t3:p3<3
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Tabela 5.11 Przyklady mieszanego kodu Huffmana dla n = 5 spetniajqce warunki 2111

Typ 3/ Typ 3111 Typ 31V Typ 3V
p1=0.18 p1:O.17 p1:0.11 p|=0.13
227018 | 2=0.17.] pp=0.11_] p,=0.13
p3=0.18 p3=0.17 p3=0.18 p3=0.13
P4 = 0.20 P4 = 0.17 pP4= 0.21 40 0.24
ARET 0.26 s T 0.32 s 0.39 125 5 0.37
Los2 38 | La=m2. 34 | fo=222 | Lo=2.26

Lyix =2.324 | Lyyiy = 2.28 | Lz = 2.196 | Lnix = 2.224

Tabela 5.12 Zestaw warunkow dla drzewa binarnego typu 21V, przy ktorych dany typ
drzewa mieszanego daje najkrotszq sredniq diugos¢ stowa kodowego

Dla spetnionych warunkow p; + p; > p4 oraz p3 + ps < ps

Typ 311 Typ 3111 Typ 31V Typ 3V
pat2ps>1 p, <2p, p3t0.4ps+2ps>1 patps>0.6
+ ps > 0.625 > 0.6- ps<0.4
Bl s +ps < 0.625 PR . 1
p3<0.6:p4 i 30 p1+p2<0.6-ps 3'P4tPs >
P1 2 05

ps>0.4 e i pitpr+1.6p4<0.6 pi1tpr+1.6:p4>0.6
p3+0.4p,<0.6ps | 3P4 P(; g prtpa+04ps<04 | py>0.125 +0.25ps
ps+ip,>1 Py, P4 <0.6ps pi+p2>1.5p;

Tabela 5.13 Przykiady mieszanego kodu Huffmana dla n = 5 spelniajqce warunki 21V

Typ 311 | Typ 311 Typ 31V Typ 3V
p1=0.10 [ p1=0.13 | p1=0.11 p1=0.12
p,=0.10 | p»=0.14 | p,=0.11 p2=0.12
p3=0.10 | p3=0.15 | p3=0.18 | p3=0.14
ps=0.19 [ p4=020 | ps=0.18 ps=0.23
ps= 0 R B e 0.38 ps=0.42 ps =0.39
L,=198 | L[,=224 | L,=216 | L,=2.22
Lonix = 1.97 | Lipix = 2.22 | Lynix = 2.148 | Lpix = 2.208

Poniewaz n =5, to istnieje takze mozliwos¢ uzycia symboli pigciowartosciowych. Gdy
poszerzymy klase kodéw mieszanych o parametry r2 =35, > =3, b(5°) =7, to oplacalnosé
uzycia kodu pigciowartosciowego otrzymujemy jedynie dla typu 2/11, czyli dla nastepuja-
cych warunkéw [82]:

1
p1+p2>paApstpa>ps AP +P2>§

Na przyklad dla zrédia o rozkladzie P = {0.18,0.19, 0.20, 0.21, 0.22} mamy srednig dtu-

goé¢ stowa kodu binarnego L, =2.37. Dla kodu binarno-ternarnego $rednia Wynosi
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Ly = 2.342 (typ 31), natomiast dla kodu pigciowartosciowego uzyskujemy najkrotsza sred-
nig L, = b,(5) = g =2.33333.

Juz dla n=135 opis warunkéw doboru odpowiedniego mieszanego kodu Huffmana
jest do$¢ rozbudowany. Ze wzrostem liczby symboli zrodta liczba warunkow staje sie coraz
wigksza, a ponadto dany zestaw warunkow jest zwigzany ze z gory zdefiniowang klasg ko-
déw mieszanych. Te cechy uzasadniaja, iz dla n > 5 warunkowy opis optacalnosci jest nie-

praktyczny.
5.2. Konstruowanie optymalnych kodéw mieszanych

Z wnioskéw przedstawionych w punkcie 5.1 wynika, ze algorytm tworzenia opty-
malnego drzewa kodu mieszanego w danej klasie nie jest tak prosty jak w przypadku binar-
nego kodu Huffmana, gdyz takze elementy o wyzszych prawdopodobienstwach (p1,..., pn)
decydujq o tym, czy oplaca si¢ potaczenie elementéw pi,..., p, jednym weztem o » potom-
kach. Ponadto mamy do czynienia z wieloma r6znymi wartosciami #;, ktore moga by¢ bra-
ne pod uwage, co takze zwigksza liczbg¢ wszystkich mozliwych do uzyskania mieszanych
drzew Huffmana.

Algorytm znalezienia optymalnego w danej klasie mieszanego kodu Huffmana
(czyli dla zdefiniowanych par (;, g:), gdzie r; jest liczba pierwsza taka, ze 2 <r; < n), wy-
maga poréwnania sredniej dtugosci stowa kodowego wszystkich drzew mieszanych mozli-
wych do utworzenia z n elementéw (metoda poréwnan). Przy czym tworzac nowy wezet w
nalezy zachowaé zasade sortowania prawdopodobienstw (podobnie jak w algorytmie
binarnego kodu Huffmana) i taczy¢ r; najmniej prawdopodobnych symboli lub weztow.
Uzycie wylacznie liczb pierwszych jako wartosci r; pozwala na zmniejszenie ztozonosci
algorytmu poszukiwania kodu o najkrétszej Sredniej dlugosci stowa kodowego L.
Mozemy obliczy¢ liczbe D wszystkich takich drzew dla Zrédta o n symbolach.
Wyznaczamy wszystkie kolejne liczby pierwsze: ro=2, r1 =3,..., r»-1 <n, a nastepnie

poszukujemy wszystkich rozwigzan réwnania:

mz_lk;'(r,-—l)=n—1 (5.3)

z m niewiadomymi k;, gdzie k; jest nieujemna liczba catkowita, takq ze:

k, S[”_IJ (5.4)

r—1
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oraz k; oznacza liczbe weziow ri-narnych mozliwych do uzyskania przy konstrukcji drzewa

mieszanego. Jesli réwnanie (5.3) ma % rozwiazan, to liczba D wszystkich drzew miesza-
nych wynosi:

m—1 k '
=) o

h
i=0
Sk k!

D=
A Jm-1

gdzie indeksy k ;, 0znaczajg odpowiednio: i — numer niewiadomej z j-tego zestawu rozwia-
zan rdwnania (5.3). Opisany w dalszej czgsci tego punktu przyktad 5.1 przedstawia wszyst-

kie kroki wyznaczania liczby D dla zrodta o n = 8 symbolach.

Ze wzrostem n liczba D szybko ro$nie, co mozna zauwazy¢ na podstawie tabeli
5.14. Jest to w przyblizeniu zaleznos¢ wyktadnicza o wspoiczynniku okolo 1.794 wyzna-
czona dla »n < 25. Ponizszy wzor na przyblizong wartos¢ D zostal wyznaczony na podstawie
proporcji dla kolejnych argumentéw » (pomijajac kilka pierwszych wyrazéw, podobnie jak
ma to miejsce w przypadku ciggu Fibonacciego):

D ~33-(1.794)"® (5.6)

Tabela 5.14 Liczba wszystkich drzew mieszanych dlan < 25

60 |21 | 65548
106 |22 | 117484
192 |23 | 210617
342 |24 [ 377524
616 |25 | 676764

n | Dw | n | D
2 1 14 1101
E, 4 D 1977
4 3 16 | 3539
5 6 |17 | 6350
6 | 10 |18 | 11376
7 | 19 |19 | 20401
8 1.33 120 | 36560
9

10

11

12

13

Praktyczna realizacja algorytmu poszukiwania optymalnego mieszanego kodu Huffmana
nie wymaga tworzenia od poczatku kazdego drzewa, tak aby wyliczy¢ $rednig dtugosé sto-
wa kodowego. Jest to autorska propozycja tzw. szybkiej rekurencji z parametrami global-
nymi, dzieki czemu nie trzeba przekazywac¢ parametrow do wywolywanej rekurencyjnie

funkcji. W ten sposéb aktualnie wyznaczany wynik L, czgsciowo zalezy od poprzednio
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wyliczonych wartosci sktadowych. Na poczatku algorytm buduje binarne drzewo Huffma-
na, zapamigtujac na kazdym kroku wartosci zwigzane z poszczegdlnymi tworzonymi we-
zlami, az do momentu potaczenia dwoch ostatnich elementow tworzacych korzen drzewa.
W drugim kroku cofamy si¢ rekurencyjnie o jeden poziom tworzenia drzewa binarnego.
Mamy wéwczas trzy symbole, ktére mozna polaczy¢ korzeniem ternarnym. Nastgpnie co-
fajac sie o jeszcze jeden poziom, mamy do dyspozycji juz cztery elementy na liscie symbo-
li. Mozna z nich utworzy¢ jedno drzewo laczace w pierwszym kroku r =3 symbole,
aw drugim dwa pozostale (zgodnie z zasada, ze taczac r symboli, ich liczba z listy zmniej-
sza si¢ 0 r— 1). Innych drzew dla czterech symboli nie da si¢ utworzy¢, gdyz pierwszy (na
tym poziomie) tworzony wezet musi mie¢ »> 2 potomkéw, gdzie r jest liczbg pierwsza.
Zatem algorytm cofa si¢ rekurencyjnie o kolejny poziom. Mamy juz pig¢ elementéw na
lidcie, wiec taczymy najpierw » =3 najmniej prawdopodobne, a dla pozostatych wykonu-
jemy algorytm od poczatku poczawszy od biezacego poziomu rekurencji. Sa to dwie moz-
liwosci, kod binarny o dwoch weztach lub jeden wezel ternarny. Oprocz tych mozliwosci
bedac na poziomie o pigciu symbolach mozna zamiast pierwszego wezla ternarnego uzy¢
jeszcze korzenia o » = 5 potomkach. I znéw nalezy si¢ cofna¢ rekurencyjne o jeden poziom,
tak aby uzyska¢ sze$é symboli, z ktérych mozemy tworzy¢ kolejne drzewa, itd. Cofamy si¢
do momentu, gdy pozostanie nam dokladnie » symboli zrodta, czyli do zerowego poziomu
rekurencji. Wowczas taczymy > 2 najmniej prawdopodobnych symboli tworzac pierwszy
niebinarny wezel, przy czym r < n. Na kazdym ostatnim poziomie rekurencji (w momencie
utworzenia korzenia drzewa mieszanego) wyznacza si¢ srednig dhugosé takiego kodu. Jesli
ta §rednia jest najkrétsza z dotychczas utworzonych kodéw, to kod ten staje si¢ nowym
proponowanym kodem mieszanym. Po przeanalizowaniu wszystkich D iteracji otrzymuje-
my optymalny kod mieszany w danej klasie kodow.

Program napisany w jezyku C testowany na komputerze klasy Pentium III 500 MHz
wykonywat 406222 poréwnania na sekundg¢ (pomiar wykonany dla n = 20). Co oznacza, ze
na podstawie zaleznosci (5.6) juz dla n =38 symboli potrzebowaliby$my okolo godziny,
aby znalezé optymalne drzewo kodowe. Jest to gléwna wada tej propozycji poszukiwania
optymalnych mieszanych kodéw Huffmana (w odniesieniu do wydajnosci obecnie stoso-
wanych procesoréw przy n < 256). Kod zrédtowy gtéwnych funkcji tego programu znajdu-
je sie¢ w dodatku B. W tabeli 5.15 zostaly przedstawione wyniki dziatania programu testuja-
cego $rednig dtugos¢ stowa Ly, dla wszystkich D =33 drzew o skrétowym zapisie r,, dla

o$miosymbolowego zrodta z przykiadu 4.1.
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Tabela 5.15 Kolejne kroki poszukiwania optymalnego mieszanego
kodu Huffmana dla danych z przyktadu 4.1 (n = §)

Lmix Ty
2, 7600+ $2:2:2. 2 2:2.2
2.7054 222223
28222 4222252
2ol I 22T
2.7963 (22233
2. 1eb 12225
21832 223222
2 OBy {22323
2.8454 (22332
28101 123252
271429 (232222
2. 183 12432253
2.8051 23232
o R ORI R
21876 {2333
23733 1235
LNty 18522
2.8667 253
29325 127
2o 1322222
SO YI2 223
2.8134 (32232
27228 432322
2./876 13233
2.7058 1323
2.7927 133222
2:.7380 13323
2.8549 (3332
28573 1552
2.7665 [5222
2.6918 523
2.8286 |532
2.8844 |72

Przyktad 5.1

Dane jest o$miosymbolowe zrédlo S. Dla n=8 mamy ro=2, r1=3, r,=5, r; =7,
czyli klasa kodu mieszanego moze wymaga¢ maksymalnie m = 4 bufor6w r;-narnych. Pod-

stawiajac do (5.3) otrzymujemy réwnanie postaci:

ky+2-k +4-k, +6:-ky =7 (5.7)
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Wéweczas na podstawie zaleznosci (5.4) mamy k1 <7,k <3, k3 <1, k4 < 1, a z tego wynika

siedem zestawOw rozwiazan rownania (5.7) zawartych w tabeli 5.16:

Tabela 5.16 Zestaw rozwiqzan réwnania (5.7)

3
k |k |k |k | Yk

i=0
PO 10 L. T
. i
Nk il Bk S
WESED R
3(0 |10 4
TR IGHE
tialgitl 2

Zatem na podstawie wzoru (5.5) otrzymujemy liczbg¢ D wszystkich drzew mieszanych row-

na:

| | | | | |
il ek s g o a4 W 20 (| TR v g B
TR T T I 5 T S TR TS TS TSR

5.3. Metoda integralnych poddrzew

W tym punkcie zostanie zaprezentowana pierwsza metoda zmniejszania liczby
drzew, dla ktérych nalezy poréwnac srednie dhugosci stéw kodu mieszanego L, aby wy-
znaczy¢ optymalny w danej klasie mieszany kod Huffmana. W tym celu nalezy poszukiwaé
tzw. integralnego poddrzewa skladajacego si¢ z k najmniej prawdopodobnych symboli
spetniajacych warunek:

k

p'=D.0; S P (5.8)

i=1
Dla takiego poddrzewa nalezy znalez¢ optymalny kod mieszany. Nastgpnie oznaczamy
korzen tego integralnego poddrzewa jako nowy symbol o prawdopodobienstwie Pyl
daje nam nowy zestaw symboli o niemalejacych prawdopodobienstwach
Py Dists Pranrs P+ Dla tych symboli ponownie probujemy zastosowaé metode integral-
nych poddrzew. Jesli nie znajdziemy wigcej integralnych poddrzew, to z pozostatych na

liscie symboli tworzymy optymalny mieszany kod Huffmana, ktéry nastepnie taczymy

z integralnymi poddrzewami.

84



Twierdzenie 5.1 Jezeli suma prawdopodobienstw k najmniej prawdopodobnych symboli
jest nie wigksza od prawdopodobienstwa kazdego z pozostatych symboli, to tych & symboli
moze by¢ traktowane jako osobne integralne poddrzewo, dla ktérego rozktad prawdopodo-
bienstw wystepujacych w nim symboli nie ma wptywu na ksztalt pozostatej czgsci miesza-

nego kodu Huffmana.

Uzasadnienie powyzszego twierdzenia jest proste, gdyz zgodnie ze wzorem (5.8) wartos¢
p,' stanowi wezel o najmniejszym prawdopodobienstwie, wigc przy tworzeniu drzewa
Huffmana jest on bezwarunkowo brany pod uwage w pierwszej kolejnosci. Aby metoda
integralnych poddrzew dawata najlepsze rezultaty, nalezy znalez¢ najmniejszg z warto$ci k
z przedzialu 2 < k <n spekniajaca nierdwnos¢ (5.8). Przykiad 5.2 pokazuje skutecznos¢

dziatania tej metody zmniejszajacej liczbg D.

Przyktad 5.2

Dane jest zrédlo o n= 14 symbolach, ktérego rozktad przedstawia tabela 5.17.
Zgodnie z tabelg 5.14 potrzebujemy az Dgs = 1101 iteracji poszukiwania optymalnego
drzewa. Jezeli zastosujemy metodg integralnych poddrzew, to z 7, = 10 najmniej prawdo-
podobnych symboli mozemy uzyskaé integralne poddrzewo przedstawione na rysunku 5.7,

ktére wymaga tylko D;= 106 iteracji poszukiwania optymalnego drzewa (poniewaz

10

pi'= Z p,=01<p, =0.1). Nastepnie otrzymujemy drugie integralne poddrzewo zlo-

=l
zone z n, = 3 elementow, bo p2'= pl'+p” + Do ={).5 < D3 = 0.31. Zatem D, = 2, takze dla
pozostatych na liscie n3 =3 symboli ( P,'> Pi3s Pis ) Potrzeba jedynie D3 = 2 poréwnan. Ry-

sunek 5.8 przedstawia nadrzedng czgs¢ drzewa mieszanego. Lacznie daje to do przetesto-

wania zaledwie:
D = Dy + D, + D3 = 110 poddrzew.

Dla zrédel o wiekszej liczbie symboli zysk jest znacznie wigkszy. Na przykiad znalezienie
tylko jednego integralnego poddrzewa o k=10 symbolach dla zZrédla o n =25 symbolach
powoduje zmniejszenie si¢ liczby testowanych drzew z D5 = 676764 do Doy + D) =
106 + 3539 = 3645 (ponad 185 razy mniej drzew).

Po znalezieniu optymalnego kodu mieszanego dla przyktadu 5.2 ustalane sg warto-
Sci r; uzyte w tym kodzie jako informacja o wynikowej klasie kodu. Do zakodowania 7ro-
dta wystarczy klasa kodow mieszanych skladajaca si¢ z dwoch kodow r-narnych, czyli

=3, r,=7 (q1 = 41, g2 = 16) i z kodu binarnego ro = 2. Srednia dlugos¢ tego kodu wynosi
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AN ¥

mix 23,7

= 2.34795, co odpowiada procentowe]j efektywnosci E,, = 99.51476%. Na-

tomiast uzycie binarnego kodu Huffmana gwarantuje efektywnos$¢ na poziomie jedynie

E, =97.15412% przy $redniej dhugosci stowa kodowego L, = 2.405.

Tabela 5.17 Optymalny kod mieszany z przyktadu 5.2 w klasie
r0=2,r1=3, I’2=7, q1:41, q;=16

Di Kod mieszany

A= 0.005 03 23 23 07
P2s 0.005 03 23 23 17
e 0.005 03 232527
A 0.005 03 23 23 37
Ly 0.005 03 03 03 47
pe = 0.005 03232357
p7 =, 0005 03 23 23 67
Ps= 0.015 03 23 03 02
p9:0015 03 23 03 12
p10 e 0035 03 23 13
pn = 010 03 03
P2 0.10 03 13
P13 0.31 13
P14 = 0.39 23

D8

Do

P10 e— P

P1

D2

D3

P4

Ds

y 49

P17

Rysunek 5.7 Pierwsze integralne poddrzewo z przyktadu 5.2
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P11
P12 P

P

P13
P14

:

Rysunek 5.8 Nadrzedna czes¢ drzewa z przykiadu 5.2

5.4. Poddrzewa integralne binarnie

Druga propozycja zmniejszania liczby drzew, dla ktérych nalezy wyznaczy¢ srednie
dtugosei stow kodu mieszanego Ly, polega na stworzeniu binarnego drzewa Huffmana
1 dzieleniu go na poddrzewa integralne binarnie. Mozemy wyznaczy¢ warunek bezwzgled-
nej optacalnosei uzycia kodu binarnego w danym wezle w; binarnego drzewa Huffmana.
Oplacalnos¢ uzycia wezta r-narnego uzyskujemy faczac » elementéw o zblizonych prawdo-
podobienstwach. W takiej sytuacji nalezy poréwna¢ srednie dlugosci kodu mieszanego

Lie Bq(r) i kodu binarnego L, ktéry w takiej sytuacji jest kodem dwufazowym. Najwiek-

sze odchylenie 2-€ migdzy prawdopodobienstwami uzyskamy wowczas dla zrodta o rozkta-
' : 1 el B
dzie P= {p—¢, p, p,..., p, p + €}, gdzie p =—. Postugujac si¢ wlasnosciami kodu dwufa-
r

zowego (patrz punkt 2.3) mozemy wyznaczy¢ jego Srednig dtugos¢ stowa kodowego dla
powyzszego rozktadu P:

b(r)

—€ (5.9

L,=b(r)+1-
Wowczas odchylenie, dla ktérego uzyskamy oplacalno$¢ uzycia wezta r-narnego, spetnia
nierownos¢:

b(r)

a<b(r)+l—2 ~b,(r) (5.10)

Dla powyzszej nieréwnosci ze wzrostem r wartos¢ € maleje. Oznacza to, iz w przypadku
optacalnosci uzycia kodéow r-narnych dla r >3 najwigkszy rozrzut miedzy prawdopodo-
biefistwami taczonych symboli lub weziow wystepuje dla r = 3. Wystarczy zatem wyzna-
czy¢ warunek, dla ktérego potaczenie trzech elementéw o prawdopodobiefstwach DPws Pw+l,

Pwiz przy uzyciu kodu binarnego da lepszy rezultat niz uzycie kodu ternarnego:
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2'(pw+pw+l)+pw+2 <Bq(r).(pw+pw+l+pw+2) oraz pw+pw+l SI)w+3 (511)

Po uproszczeniu otrzymujemy zestaw dwoch warunkow:

Zq(’:)“l

‘Pugo 182 P +P,. S D, 5.12
2—by(r) P2 0% Put Pt = Pus (5.12)

pw +pw+l o

Algorytm polega na utworzeniu drzewa binarnego, dla ktérego sprawdzamy kazdy wezet w;
(w kolejnosci niemalejacych prawdopodobienstw) taczacy elementy p,, i pyy+1. Jesli warunki
(5.12) sa spehione, to z symboli wystepujacych w poddrzewie binarnym, ktérego korze-
niem jest wezel w o prawdopodobienstwie p,, + py+1, mozna utworzy¢ poddrzewo integral-
ne binarnie. Dodatkowo wymagane jest, aby prawdopodobienstwa wszystkich & pierwot-
nych symboli poddrzewa binarnego stanowily niemalejacy ciag k najmniej prawdopodob-
nych symboli Zrédta (tzn. zaden wezel nie nalezacy do tego poddrzewa nie moze tworzy¢
poddrzewa zawierajacego symbole o mniejszym prawdopodobienstwie, niz p;). Poszuki-
wanie kolejnych weziow jest kontynuowane do momentu dotarcia do korzenia gtéwnego
drzewa binarnego kodu Huffmana. W praktyce nalezy aczy¢ obie metody podziatu na pod-
drzewa integralne (patrz punkt 5.3) oraz na poddrzewa integralne binarnie. Najpierw dzie-
limy Zrédto na zestaw integralnych poddrzew zgodnie z twierdzeniem 5.1. Dla znalezio-
nych symboli kazdego integralnego poddrzewa tworzymy drzewo binarne Huffmana,
W ktérym poszukujemy punktéw podziatu na poddrzewa integralne binarnie zgodnie z wa-
runkami (5.12) celem utworzenia jeszcze mniejszych poddrzew. Jesli znajdziemy poddrze-
wo integralne binarnie, to dopiero dla niego wyszukujemy optymalnego drzewa mieszane-
g0. Ponizej znajduja si¢ dwa przyklady, ktore obrazujg sposéb laczenia obu opisanych

wczesniej metod podziatu na poddrzewa.

Przyktad 5.3

Dane jest zrédto o n =10 symbolach i rozkladzie przedstawionym w tabeli 5.18.
Przyjmujemy klase kodu mieszanego: ro=2, 71 =3, =35, q1 =5, g, =3 (bez uzycia kodu
dwufazowego). Pozostale kody r-narne nie wystapity w optymalnym mieszanym kodzie

Huffmana. Wéwczas pierwszy z warunkow (5.12) przyjmuje postag:

pw +pw+l <1'5'pw+2

Zgodnie z tabela 5.14 potrzebujemy az Do) = 106 iteracji poszukiwania optymalnego

drzewa. Jednak dla ny =7 najmniej prawdopodobnych elementéw mozemy uzyskaé inte-
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.
gralne poddrzewo, poniewaz p,'= Z p; =0.15< p, =0.18. Nastgpnie tworzymy z tych

i=1
siedmiu symboli binarne drzewo Huffmana przedstawione na rysunku 5.9. Zawiera ono
w sobie binarnie integralne poddrzewo ztozone z n; =5 najmniej prawdopodobnych ele-
mentow, dla ktérych poszukujemy optymalnego poddrzewa mieszanego (wowczas D) = 6),
bo dla weztéw binarnych mamy prawdopodobienstwa p3s=p3+ps=0.02 oraz

Di2s = p1 + pa + ps = 0.03. Zatem spetnione sg zaleznosci poddrzewa integralnego binarnie:

D,'= Dy + Ppps =0.05< p, =0.06 oraz p,, + p,; =0.05<1.5- p; =0.06

W integralnym poddrzewie mamy juz tylko symbole p,', p¢,p,. Dla tych n, =3 symboli

mamy do sprawdzenia D, = 2 drzewa, a nastgpnie uzyskujemy optymalne integralne pod-

drzewo o prawdopodobienstwie korzenia p,'= p,'+p, + p, =0.15. Pozostaly wigc cztery
symbole o prawdopodobienstwach p,', ps, Py, Py, dla ktérych jest spetniony warunek pod-

drzewa integralnego binarnie:

Dy'=p'+p, =033 py = 0.35 oraz p,"+ps =0.33<1.5-p, =0.48,

wigc taczymy weztem w3 elementy o prawdopodobiefistwach p,'oraz ps. Poniewaz to pod-
drzewo zawiera tylko n; =2 elementy, to nie potrzeba poszukiwa¢ optymalnego drzewa
mieszanego. Dla pozostatych s =3 elementéw o prawdopodobienstwach p.',py,p,,
poszukujemy optymalnego drzewa mieszanego sposrod Dy =2 drzew. Zatem taczna liczba

iteracji przy poszukiwaniu optymalnych drzew mieszanych wynosi jedynie:

D=D1+D2+D4=6+2+2=10.

Tabela 5.18 Optymalny kod mieszany z przykladu 5.3 w klasie
ro=2,r=3rn=5q=5qg=3

i Kod mieszany
p1=0.01 13 02 1305
p2=0.01 13 02 13 15
p3=0.01 13 02 1325
ps=0.01 130, 1335
p5=0.01 13 02 1345

Pe = 004 13 02 03
b & s i 006 13 02 23
ps=0.18 151,
P9 = 0.32 03
Pio— 0.35 23
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p7

Ps P
P3

pa P,

D5

P1

P2

Rysunek 5.9 Poddrzewo binarne dla ny =7 integralnych symboli z przyktadu 5.3

P9
Pé
P
D2

D3
P4 D3

WI

Ps
P17
)44
P1o

Rysunek 5.10 Drzewo optymalnego kodu mieszanego z przykiadu 5.3

Srednia dhugos¢ takiego kodu wynosi:

L, =033+1.15-5,(3)+0.05-b,(5)
Koncowa postaé optymalnego drzewa mieszanego kodu Huffmana przedstawia rysunek
5.10. Dla zdefiniowanej w przykladzie klasy mamy L, =L, ,, = 2.28667, co odpowiada
procentowej efektywnosci E,,, = 98.96164%. Natomiast uzycie binarnego kodu Huffmana
gwarantuje efektywno$¢ na poziomie jedynie E, =96.70611% przy sredniej dhugosci sto-

wakodu L, = 2.34.
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Przyktad 5.4

Dane jest zrédto o n =25 symbolach i rozkladzie przedstawionym w tabeli 5.19.
Przyjmujemy klas¢ kodu mieszanego: ro=2, r1 =3, n=>5, q1 =41, g, =31 (bez uzycia
kodu dwufazowego). Pozostate kody r-narne nie wystapity w optymalnym mieszanym ko-
dzie Huffmana. Uzycie podziatu na poddrzewa daje nastepujacy rezultat:

Otrzymujemy poddrzewo integralne ztozone z ny = 23 symboli i prawdopodobienstwie ko-

rzenia p,'=0.33, ktore jest nastgpnie dzielone na trzy poddrzewa (w tym dwa pierwsze sa

integralne binarnie):

e pierwsze poddrzewo o n; = 8 symbolach (D; =33) —r, = {5, 3, 2};

e drugie poddrzewo o n, = 7 symbolach (D, =19) —r, = {3, 2, 2, 2, 2};

e oraz trzecie poddrzewo o n3 = 10 symbolach (D; = 106) —r,, = {5, 3, 2, 2, 2}.
Pozostaje jeszcze poddrzewo gléwne ztozone z ny =3 symboli o prawdopodobienstwach

Po's Pays Pys » WOWCzas Dy = 2. Dzigki podziatowi na poddrzewa potrzeba tacznie:

D=D;+D,+D3+Ds=33+19+106+2 =160
iteracji poszukiwania optymalnego kodu mieszanego, natomiast dla znalezienia optymalne-
g0 mieszanego drzewa Huffmana o n =25 symboli bez uzycia metod podziahu potrzeba az
D = 676764 iteracji. Jest to prawie 4330 razy wigcej, niz w przypadku uzycia podzialu na
poddrzewa. Dzigki uzyciu optymalnego mieszanego kodu Huffmana (patrz tabela 5.19 oraz
rysunek 5.11) o skréconym zapisie 7, = {5y 35 2s By dpdydy 553, 2, 2, 2, 3} uzyskujemy

Srednig dhugos¢ stowa kodowego:
L, =0.6955+1.0819b,(3)+0.077-b,(5)

Dla klasy przedstawionej w przykladzie otrzymujemy srednig dlugos¢ L, =2.58955, dla
ktérej efektywnos¢ wynosi E,, =99.93013%, a waga zysku W = 97.85545%. Jesli dodat-

kowo uzyjemy kodu dwufazowego do kompresji liczb B, to efektywno$¢ wzrosnie do

E,. =99.94323%. Mozemy to poréwna¢ z klasa kodu binarno-ternarnego, dla ktorej
optymalny kod ma strukture r, = {2,3,2,2,3,3,2,2,2,2,2,3,2,2,3,2,2, 3}, natomiast
Srednia dtugo$¢ kodu wynosi L, ; = 2.5905, co daje efektywnos¢ E,; =99.89333%. Obie
klasy uzyskaty znacznie lepszy rezultat w poréwnaniu do binarnego kodu Huffmana, dla

ktérego srednia dtugos¢ wynosi L, = 2.6721, a efektywnos¢ zaledwie E, = 96.84281%.
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Tabela 5.19 Optymalny kod mieszany z przyktadu 5.4 w klasie
}‘0:2, )‘1=3, r2=5, q1=41, q2:31

Di Kod mieszany
P1 =0.0001 13 02 02 05 02 02 13 02 05
p2=0.0001 13 02 02 05 02 02 13 02 15
p3:0.0001 13 02 02 05 02 02 13 02 25
p4=0.0001 13 02 02 05 02 02 13 02 35
p5=0.0001 13 02 02 05 02 02 13 02 45
p5=0.0002 13 02 02 05 02 02 13 12 03
p7:00002 13 02 02 05 02 02 13 12 13
p3=0.0002 13 02 02 05 02 02 13 12 23
p9=0.0010 13 02 02 05 02 02 03
P10 = 0.0012 13 02 02 05 02 02 23
p11:0.0021 13 02 02 05 12 12 02
Do = 00021 13 02 02 05 12 12 12

P13~ 00036 13 02 02 05 02 12
P14 = 00040 13 02 02 05 12 02
p15=0.0152 13 02 02 15
p15=0.0153 13 02 02 25
p17=0.0154 13 02 02 35
plg:0.0155 13 02 02 45
p19=0.0258 13 02 12 03
P20 = 00260 13 02 12 13
JoL 0.0262 13 02 12 23
12, = 0.0855 131, 0,
J003 0.09 13 12 12
p24= 033 03

p25 = 034 23




P24
P9
P1
P2
P3
P4
Ps
Ps
P71
pPs
P10
P13
P14
P11
P12
Pis
P16
P17
P18
P19
P20
P21
P22
P23
P25

Rysunek
5.11 Drz
ewo o,
ptymalnego kodu mies
zanego z
przyktadu
5.4
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6. Optymalne i suboptymalne mieszane kody Huffmana

o krotkim czasie konstrukcji drzewa kodowego

W tym rozdziale zostang przedstawione propozycje uzyskania kompromisu miedzy
uzyskaniem wysokiej efektywnosci kodu, a krétkim czasem tworzenia mieszanego kodu
Huffmana. Pierwsza propozycja jest utworzenie optymalnego kodu binarno-ternarnego.
Nastgpnie oméwione bedg trzy metody poszukiwania suboptymalnych mieszanych kodow
Huffmana, ktore cechujg si¢ krotszym czasem tworzenia drzewa kodowego w poréwnaniu
do podstawowej metody opisanej w poprzednim rozdziale. Sg to kolejno: kod dwupozio-
mowy, metoda kolejnych uscislen oraz polaczenie obu tych propozycji pod nazwa rozsze-
rzonego kodu dwupoziomowego. W punkcie 6.4 zostang zaprezentowane testy dla rzeczy-
wistych plikow z danymi roznego typu, ktérych wyniki wykazuja wysoka procentowg efek-
tywnos$¢ rozszerzonego kodu dwupoziomowego na przecigtnym poziomie 99.84558%.
Punkt 6.5 zawiera propozycje uzycia suboptymalnego kodu mieszanego o statym op6znie-
niu, ktéry moze by¢ wykorzystywany np. do transmisji danych w czasie rzeczywistym.
Podobne zastosowanie moze mie¢ suboptymalny kod mieszany o matym opdznieniu, kto-

rego cechy opisane sg w punkcie 6.6.

6.1. Kod binarno-ternarny

Pierwsza propozycja zmniejszenia zlozonosci obliczeniowej poszukiwania opty-
malnego kodu mieszanego jest uzycie wylacznie kodu binarno-ternarnego (dwubuforowe-
g0), ktéry jest podzbiorem kodéw mieszanych. Moze si¢ to wigza¢ ze zmniejszeniem efek-
tywnosci kompresji, lecz taki kod ma wiele zalet. Efektywnos¢ kodu binarno-ternarnego
jest najcze$ciej wyzsza od binarnego kodu Huffmana, a praktyczna realizacja wymaga uzy-
cia tylko dwéch buforéw: binarnego i ternarnego. Procentowe wyniki testow dla 10 < n <
15, w ktérych binarny kod Huffmana uzyskat najkrotsza Srednia dtugo$¢ stowa kodowego
Lyic wérod wszystkich kodow mieszanych (binarnego i binarno-ternarnych) przedstawia
tabela 4.7 (klasa testowa: 7o =2, r1 =3, g1 = 41). Wyniki testéw kodu binarno-ternarnego
dla n < 10 sg prawie identyczne jak dla kodu mieszanego wielobuforowego (patrz tabela
4.7), wiec nie umieszczono ich w tabeli 6.1. Dopiero dla n> 10 wyniki réznia sie (i to

w niewielkim stopniu) w poréwnaniu do testow dla wszystkich kodow mieszanych (dla r;

bedacych liczba pierwsza).
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W przykladzie 4.6 poréwnano kod mieszany o efektywnosci E,, =99.95836%

z kodem binarno-ternarnym, dla ktérego po pozbyciu si¢ buforéw r, =5 oraz r3; =7 uzy-

skano jedynie niewielki spadek efektywnosci do E, ; = 99.89881%. Podobnie w przykia-

dzie 5.4 poréwnano kod mieszany o efektywnosci E,, =99.93013% z kodem binarno-

ternarnym, dla ktérego po pozbyciu si¢ bufora o r, =5 uzyskano takze niewielki spadek

efektywnosci do E,, = 99.89333%. Przyklady praktycznego zastosowania kodu binarno-

ternarnego do kompresji obrazéw zostang przedstawione w rozdziale 8.

Tabela 6.1 Wyniki testow kodow binarno-ternarnych

Liczba n Dla klasy Dla klasy
symboli kodu | idealnej [%] | testowej [%]
10 1.639557 1.671600
11 1.266479 1.303101
12 0.834656 0.856781
13 0.458527 0.467682
14 0.199127 0.204468
15 0.068665 0.068665

Podobnie jak w punkcie 5.2 mozemy wyznaczy¢ liczbg¢ D wszystkich drzew binar-
no-ternarnych dla zrédla o n symbolach. Poniewaz dla rozwazanego przypadku istnieja
tylko dwie liczby pierwsze ro = 2 oraz ry = 3, poszukujemy wszystkich rozwiazan réwna-
nia:

ky+2:k =n-1 (6.1)
z dwiema niewiadomymi ko oraz ki, bedacymi nieujemnymi liczbami catkowitymi takimi,

ze k,<n-1 oraz k, < {Z;J Przy czym k; oznacza liczb¢ weztdw r-narnych mozliwych

do uzyskania w konstrukcji drzewa mieszanego. Rownanie (6.1) ma 4+ 1 par rozwiazan

{ky, k,} speliajacych powyzsze ograniczenia, gdzie / dane jest wzorem:

e Fz;l_} 6.2)

Wowcezas liczba D wszystkich drzew mieszanych wynosi:

B F h =1
D=Z (n—-1-)) =Z(n J (6.3)

h
o Mn-1-2-D! W\ J
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Na podstawie wartosci wyznaczonych ze wzoru (6.3) mozemy dojs¢ do wniosku, ze liczba
D = F(n) dla kodu binarno-ternarnego jest wartoscig ciaggu Fibonacciego, kt6ry zdefiniowa-
ny jest w nastgpujacy sposob:

F0O)=0,F(1)=1, F(n)=F(n-1)+Fn-2) dlan=>2 (6.4)

Wraz ze wzrostem n stosunek dwdch kolejnych wartosci tego ciagu staje si¢ zaleznoscig

\/§+l
2

wyktadnicza o ilorazie rownym =1.61803 (tzw. zlota proporcja). Stad dla duzych

warto$ci » mozna wyznaczy¢ przyblizong warto$¢ F(r) dla ¢ < n na podstawie wzoru:

F(n)~ F(d)- (\/g; IJ (6.5)
Np. dla ¢ = 10 mamy F(f) = 55, wtedy:
n-10
1
F(ny=55: (\/g; ) (6.6)
Warto$¢ ciagu mozna wyznaczy¢ takze ze wzoru [88]:
1 of% : i T V5 k
2 - (6.7)
F(n)=

V5

Ciag Fibonacciego ma wiele interesujacych wiasnosci wystgpujacych takze przy innych
zagadnieniach zwiazanych z kodem Huffmana. Wydawane jest nawet pismo Fibonacci
Quartely, w ktérym przedstawiane sa zagadnienia dotyczace tego ciagu [56].

Omawiany w poprzednim rozdziale program potrzebowat okolo godziny (na kom-
puterze klasy Pentium III 500 MHz), aby wyznaczy¢ optymalny kod mieszany dla zrodta
0 n =38 symbolach. W przypadku kodu binarno-ternarnego jest to niecate 97 sekund. Ale
juz dla n =44 symboli czas zwiegksza si¢ do prawie 30 minut. Zatem dla Zrdodet o duzej
liczbie symboli nawet algorytm poszukiwania optymalnego kodu binarno-ternarnego oka-
zuje sie malo praktyczny. W takich przypadkach nalezy zastosowaé przedstawione w ko-
lejnych punktach suboptymalne mieszane kody Huffmana.

Mozna tez poszukiwaé innych dwubuforowych kodéw mieszanych, np. binarno-
pieciowartogciowych. W takich przypadkach liczba D wszystkich drzew mieszanych Wyno-

Si:
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Eo(n=1-j-(r-2))! & n—l—j-(r—Z)J
D= -
2 Hm=1=J-G-D) Z( j (6.8)

Przy czym réwnanie:
ky+k -(r-=n-1 (6.9)
ma h + 1 par rozwiazan {k,,k,} bedacych nieujemnymi liczbami catkowitymi takimi, ze

ky<n-1 oraz k, < LEJ , gdzie A dane jest wzorem:

hz[n_lJ (6.10)

r—1

6.2. Suboptymalny kod dwupoziomowy

Ze wzgledu na duza liczbe iteracji potrzebnych do utworzenia optymalnego drzewa
kodu mieszanego dla wigkszych n moze pojawi¢ si¢ problem, jesli uzycie metod podziatu
na poddrzewa integralne i poddrzewa integralne binarnie nie daje podzialu ma wystarczaja-
co mate poddrzewa o np. n; < 20 elementach. Mozna wowczas poszukiwa¢ suboptymalnych
drzew. Pierwsza propozycja jest tzw. kod dwupoziomowy. Tworzymy binarny kod Huffma-
na do momentu, az pozostanie tylko N <n elementow (weztéw lub symboli Zrodta), ktore
staja sic zbiorem symboli zrédla Sp= {wi, wa,.., wy} o prawdopodobienstwach

Diia B aomes B 58 elementow w; tworzy si¢ tzw. poddrzewo gtéowne (poddrzewo pierwsze-

g0 poziomu), czyli optymalny w danej klasie kod mieszany o N symbolach. Jesli dany
symbol w; posiada potomkéw (W utworzonym wczesniej binarnym kodzie Huffmana), to
jest on korzeniem poddrzewa drugiego poziomu, ktore jednak nie moze posiada¢ wigcej niz
N lisci, czyli symboli pierwotnego zrédta. Dla kazdego z tych k < N poddrzew (wraz z pod-
drzewem pierwszego poziomu jest ich maksymalnie N + 1) nalezy znalezé optymalny mie-

szany kod Huffmana. Srednia dlugos¢ stowa kodowego catego drzewa kodu mieszanego

Ly mozna wyznaczy¢ ze WZOru:
k
L. = LS Y p,, - L(S) 6.11)
i=1

Przy czym $rednie dugosci stowa kodowego wynosza: L(S,) dla poddrzewa gtéwnego
oraz L(S,) dla poddrzew drugiego poziomu. Jesli w; jest symbolem pierwotnego Zrodta, to

L(S,) =0, dlatego we wzorze (6.1 1) rozpatruje si¢ jednie k& poddrzew. Dzieki rozbiciu na
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dwa poziomy drzew mozliwe jest szybkie uzyskanie suboptymalnego kodu. Minimalnie
moze on kodowaé #y, =2-N — 1 symboli dla drzewa Huffmana bgdacego odpowiednikiem
kodu unarnego {1, 01, 001,..., O¢-1) razyl, On razy} zmodyfikowanego dla najdtuzszego stowa
kodowego, ktore zgodnie z wlasno$ciami kodu Huffmana powinno mie¢ dtugos¢ taka jak

przedostatnie stowo kodu. Ma to miejsce, gdy rozktad prawdopodobienstwa symboli zrodta

; . N O LS ; oo

jest wyktadniczy o proporcji A =——< - co wynika z zatozenia, ze taczymy elemen-
p;

ty o prawdopodobienstwie p(S,2) 1 p,, =A-p, (ogolnie p, , = AN - p,), przy czym spet-

niony jest warunek zbieznosSci szeregu geometrycznego |k|<1. Mozna przyjaé, iz

2

p(S,,)=p,: 17V jest nieskonczong suma prawdopodobiefistw wszystkich najmnie;j

. o i y
prawdopodobnych elementéw, a takze p(S,.,) < p, wigc p, -1 < p,. Rozwiazaniem

it
.. gy
2

tej nieréwnosci jest wlasnie 0 <A < . Maksymalnie kod dwupoziomowy moze ko-

dowaé ny = N? symboli, gdy sa one réwnoprawdopodobne 1 jednoczesnie N jest potega
dwojki. Jesli np. N = 13, to wystarczy maksymalnie D’ = (N+1)-D(y) = 14-616 = 8624 itera-
cji poszukiwania suboptymalnego drzewa mieszanego. Jednoczesnie ny;,; =2-13 -1 =25,
zatem w przypadku poszukiwania optymalnego kodu mieszanego potrzebowaliby$Smy co

najmniej D5 = 676764 iteracji. Druga wazna zaleta kodu dwupoziomowego jest mata

liczba buforéw r-narnych, poniewaz r < N.

Przyktad 6.1

Dane jest zrédlo S zawierajace n=19 réwnoprawdopodobnych symboli
(T 8, g 115)' Tworzymy dwupoziomowy suboptymalny kod dla N = 16. Powstaja
k=3 poddrzewa drugiego poziomu o prawdopodobienstwach ich  korzeni
P, =D, =D, = 1—29—, a takze poddrzewo gléwne skladajace si¢ z korzeni tych trzech pod-
drzew {wi, wy, w3} oraz z trzynastu réwnoprawdopodobnych symboli pierwotnego zrodta
o prawdopodobiefistwach p, =..=p,, = 1—19— Poszukujemy optymalnego kodu mieszane-

go dla poddrzewa gtéwnego, a nastepnie taczymy z kodami symboli w, w, oraz ws tworzac
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suboptymalny kod mieszany przedstawiony w tabeli 6.2, ktérego skrotowy opis r, = {2, 2,
M A Wy e W

Tabela 6.2 Mieszany kod Huffmana dla przyktadu 6.1

pi Kod mieszany
Pi=1 02 25 0,
Pr=15 0225 12
Pi=15 02 35 0,
Pi=15 0235 1,
Ps=1% 02 45 0,
Ps =15 0,45 1
Pi=1 0, 05 0,
Ps =15 0, 05 15
Py =15 02 15 0,
P =15 02 15 1,
P =15 1, 05 05
Pu=1s 1,05 13
P =15 120523
Pu=1s 1215 05
Pis=1 1213 13
Pis =15 121525
P =15 1, 25 05
Ps=15 1225 13
Pio =15 1225 25

Ksztalt drzewa tego kodu przedstawia rysunek 4.6, przy czym korzenie poddrzew drugiego
poziomu znajduja si¢ wewnatrz elipsy. Poniewaz r < 16, to dla liczb pierwszych r < 13. Po
znalezieniu optymalnych poddrzew klasa kodu suboptymalnego staje si¢ kodem wymaga-
jacym uzycia jedynie trzech buforéw [79]:

Jo=2,1r=3,n=5q=4,q= 31, bez uzycia kodu dwufazowego”
Srednia dhugo$é stowa kodu dla poddrzewa gtéwnego wynosi:

ot w5 B gk
i s a0 T oot 30 309486
B(Sy)=1259%19 31~ 19 4l

Natomiast catkowita $rednia dtugos¢ stowa kodu suboptymalnego WYynosi:
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L,.=L(S,)+3- —1:—29— =4.25065

p7
Ps
P9
Pio
D1
p2
p3
P4
ps
Ps
P11
P12
P13
P14
Pis
P16
P11
D1g
P19

Rysunek 6.1 Drzewo mieszanego kodu Huffmana z przykiadu 6.1

Daje to efektywnos¢ E,, = 99.93590% oraz wage zysku W = 95.98495%, podczas gdy dla
binarnego kodu Huffmana mamy L, =4.31579, co odpowiada efektywnosci
E, =98.42759%. Gdyby uzy¢ klasy r1 =19, g1 = 4, to uzyskalibySmy optymalny mieszany
kod Huffmana, dla ktérego $rednia dtugos¢ stowa kodowego wyniostaby L, = 4.25, a pro-
centowa efektywnos¢ E,, =99.95124% (procentowa waga zysku W =96.94603%).

Jak wida¢ na tym przykladzie, suboptymalny kod dwupoziomowy charakteryzuje sie efek-
tywnodcia niewiele odbiegajaca od efektywnosci dla optymalnego mieszanego kodu
Huffmana (waga zysku gorsza o niecaly 1%), cho¢ nie jest to regula dla kazdego zrodta.
Dla kodéw suboptymalnych takze skrétowy opis drzewa kodowego r,, = {...} nie zawsze
jest mozliwy. Dzieje si¢ tak w sytuacji, gdy nie wszystkie sposroéd r taczonych symboli

maja aktualnie najmniejsze prawdopodobienstwa.

100



6.3. Metoda kolejnych uscislen

W przypadku posortowanej niemalejaco listy licznosci » symboli zrédta S w wielu
przypadkach stosunek licznosci dwoch sasiednich symboli jest znacznie wigkszy na po-
czatku tej listy niz w jego dalszej czesci. Podczas tworzenia binarnego kodu Huffmana 1a-
czymy w kazdym kroku dwa najmniej prawdopodobne symbole. Po wielu krokach powsta-
Jja w ten sposob wezty o prawdopodobienstwach bedacych suma wielu prawdopodobienstw,
ktoére umieszczane sq na liScie wérod symboli o wysokim prawdopodobienstwie. Ta wia-
snos¢ kodu Huffmana powoduje, ze w miar¢ zmniejszania si¢ wielkosci listy (po utworze-
niu k weztdw), zawarte w niej N licznosci (prawdopodobienstw) staje si¢ bardziej zrowno-
wazong grupg (cho¢ nie jest to regula). Najlepsza sytuacja jest znalezienie takiej naturalne;
warto$ci N = n — k , aby otrzymac¢ N licznosci ,,prawie” rownoprawdopodobnych (zaktada-
jac niewielkie odchylenie od wartosci Sredniej). Ponadto zréwnowazenie prawdopodo-
biefistw symboli gczonych w korzeniu ma wigksze znaczenie dla efektywnosci kodu niz
zréwnowazenie prawdopodobienstw symboli, ktore lacza wezly potomne. Wiasnosei te
zostaly wykorzystane takze w poprzednim punkcie do tworzenia kodu dwupoziomowego.
Podobna zasada dla N =2 wykorzystywana jest przy tworzeniu kodu Shannona-Fano [67],
gdzie rekurencyjnie dokonuje si¢ podzialu zbioru prawdopodobienistw na dwie prawie row-
ne czesci. W tym przypadku tworzenie drzewa kodowego nie rozpoczyna si¢ od najbardzie;
zaglebionego wezta (symboli o najmniejszych prawdopodobienstwach), lecz od korzenia.
Poniewaz propozycja kodow mieszanych pozwala na uzycie dowolnej naturalnej wartosci
N > 2 (a w szczegdlnosci bedacej liczba pierwsza), to pojawia si¢ problem znalezienia naj-
lepszej wartogci N. Poniewaz kod Shannona-Fano nie jest optymalny, to propozycja jego
rozszerzenia takze nie musi by¢ optymalna. Mozemy problem optymalnego podziahu zasta-
pi¢ nastepujacym algorytmem, ktéry czesciowo wykorzystuje wlasnosci binarnego kodu

Huffmana:

N = n, wéwezas poczatkowa wartos¢ L, = b, () ;

1° Oblicz $rednig diugos¢ kodu mieszanego zgodnie ze wzorem (6.11), przy czym
L(S,) = b,(N);

2° Zgodnie z zasada tworzenia binarnego kodu Huffmana polacz dwa najmnie;j prawdopo-
dobne elementy (symbole lub wezly), tworzac w ten spos6b poddrzewo binarne (poddrze-
wo drugiego poziomu), wtedy N=N - 1;

3° Jesli N > 1, to wré¢ do punktu 1°.
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Algorytm konczy dzialanie, gdy N =2 1 otrzymujemy woéwczas pelne drzewo binarnego
kodu Huffmana. Wowczas wybieramy ta wartos¢ N, dla ktdrej uzyskano najkrotsza srednig

dlugos¢ L,, mieszanego kodu Huffmana wyznaczona zgodnie ze wzorem (6.11). Przy

czym nadrzedne drzewo kodu mieszanego w punkcie 1° sklada si¢ z gtownego korzenia
posiadajacego N potomkéw, z ktérych czes¢ (lub wszystkie) to korzenie binarnych pod-
drzew Huffmana. Poniewaz tych N symboli tgczonych jest gléwnym korzeniem o r = N

potomkach przy uzyciu kodu r-narnego, wowczas L(S,) = Eq(N ). Powstate w ten sposob

binarne poddrzewa (grupy symboli pierwotnego zrédta) dzielimy rekurencyjnie w iden-
tyczny sposéb do momentu, az dana grupa bedzie si¢ sktada¢ z pojedynczego symbolu zro-
dta. Jest to tzw. metoda kolejnych uscislen. Podobnie jak w przypadku kodu dwupoziomo-
wego przedstawionego w punkcie 6.2 mamy do czynienia z kodem suboptymalnym. Jednak
podstawowa zasada, ze efektywno$¢ kodu suboptymalnego nie jest mniejsza niz dla binar-
nego kodu Huffmana, jest zachowana zaréwno dla metody kolejnych uscislen jak i dla ko-
du dwupoziomowego. Gtéwna zaleta metody kolejnych uscislen jest bardzo szybkie two-
rzenie drzewa kodowego. To najszybsza z dotychczas przedstawianych metod uzyskania
kodu mieszanego i nawet dla Zrédet o 256 symbolach czas utworzenia drzewa jest mierzo-
ny w milisekundach (dla procesora Intel Pentium III 500 MHz). Niestety najczgsciej wiaze
si¢ to z jedynie niewielkim wzrostem efektywnosci w poréwnaniu do binarnego kodu
Huffmana. W punkcie 6.4 zostang przedstawione testy poréwnujace efektywnos¢ obu me-
tod.

Uzywajac metody kolejnych uscislen zostaty wykonane takze testy dla przykladow
przedstawionych w dwoch poprzednich rozdziatach. Dla zrédta z przyktadu 4.1 uzyskano
kod binarno-ternarny zgodny z kolumna druga tabeli 4.2. Dla pigcioelementowego zrodta
z przykladu 4.4 optymalnym okazal si¢ jedynie binarny kod Huffmana. Natomiast dla
przyktadéw 4.2, 4.5, 5.2 oraz 5.3 uzyskano kod o identycznej efektywnosci z optymalnym
mieszanym kodem Huffmana. Dla Zrédta z przyktadu 5.4 uzyskano suboptymalny binarno-
ternarny kod Huffimana (z weztem ternarnym migdzy innymi w korzeniu drzewa) o $redniej

dugosci stowa kodowego L,, =2.59741, co daje efektywnos¢ E,; =99.62759% (przy
efektywnosci kodu optymalnego Emix = E; 35 = 99.93013% ). Kod suboptymalny dla zrodta

z przykladu 4.6 przedstawia tabela 6.3 oraz rysunek 6.2. Srednia dlugo$¢ tego kodu Wynosi
L,, =3.75119, co daje procentowg efektywnos¢ E, =99.23632% (przy efektywnosci

kodu optymalnego Epix = £2357= 99.95836%).
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Tabela 6.3 Suboptymalny mieszany kod Huffmana dla zZrddla z przyktadu 4.6

Di Kod mieszany

PrL= 0015 25 05 02
p2=0.015 25 05 12
p3=0.016 25150,
p4=0.016 25 15 12
p5=0.016 45 12 02 02 02
p6=0.016 45 10,02 1,
P s 0.017 25 25 02
Pe= 0.022 25 25 12
Po = 0022 25 35 02
p10=0.022 25 35 12
P 0.023 25 45 0,
p12 = 0023 25 45 12
o)k 0.037 45 12 02 12
P14 = 0.037 45 12 12 02
oStk 0.037 45 12 12 12
p16=O.110 35 02
p17=0.111 35 12
p13=0.112 45 02
PIosE 0.166 05
120 =0.167 15

P19

P20

p1

D2

P3

P4

P71

V4

P9

p1o

P11

P12

P16

T

P18 e—

D5

Peé

P13

P14

P15

Rysunek 6.2 Drzewo suboptymalnego mieszanego kodu Huffmana z przykladu 4.6
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6.4. Kod dwupoziomowy z wykorzystaniem metody kolejnych

uscislen

Propozycja uzycia kodu dwupoziomowego przedstawiona w punkcie 6.2 moze oka-
zaé si¢ nieskuteczna, gdy zrodto ma zbyt duza liczbg symboli » i wowczas czgs¢ poddrzew
drugiego poziomu moze zawiera¢ wigksza liczbg symboli niz dopuszczalne N. W najgor-
szym przypadku zrédto moze si¢ sktada¢ maksymalnie z 2-N —1 symboli (patrz punkt
6.2). W takiej sytuacji mozna zaproponowa¢ polaczenie dwoch przedstawionych wezesniej
metod. Najpierw tworzymy binarny kod Huffmana do momentu, az pozostanie tylko N <n
elementéw (weztéw lub symboli Zrédta). Staja si¢ one zbiorem symboli zrodla Sp=

{wi, ws,..., wy} o prawdopodobiefistwach p, ,p,, ,...p, . z ktorych tworzymy poddrzewo

gtéwne (kod optymalny w danej klasie kodéw mieszanych). Podobnie jak w przypadku
kodu dwupoziomowego symbole wy, ws,..., wy stanowig zestaw N elementow, na ktore mo-
ga sktada¢ sie korzenie poddrzew drugiego poziomu lub symbole pierwotnego zrédia
0 odpowiednio wysokich prawdopodobienstwach. Dla kazdego z tych poddrzew budujemy
suboptymalny kod w oparciu o metodg kolejnych uscislen. Potaczenie tych propozycji mo-
zemy okresli¢ mianem rozszerzonego kodu dwupoziomowego. Autor rozprawy proponuje,
aby ustali¢ warto§¢ N =23 z buforami r-narnymi ze zbioru r; = {2,3,5,7, 11,13, 17,
19, 23}. Dla takiej warto$ci N do utworzenia suboptymalnego drzewa kodu mieszanego dla
zrédta o n = 256 symbolach wystarczy niecata sekunda (w przypadku procesora Pentium I
500 MHz). Dzi¢ki uzyciu rozszerzonego kodu dwupoziomowego dla przyktadu 5.4 uzysku-
jemy §rednia dhigos¢ stowa kodowego L, =2.58918, co daje -efektywnos¢
E,, =99.92892%. Jest to znacznie lepszy rezultat, niz w przypadku uzycia tylko metody
kolejnych uscislen (patrz punkt 6.3).

W tabeli 6.4 znajduje si¢ poréwnanie Srednich dlugosci stéw kodowych dla binar-
nego kodu Huffmana L,, metody kolejnych udcislen L, oraz dla rozszerzonego kodu
dwupoziomowego L4 Wyniki uzyskano na podstawie badan dwunastu plikéw z danymi
réznego typu. Srednia dlugo$¢ stowa kodowego nie uwzglednia nagtéwka pliku, tak aby
wielkos¢ kompresowanego pliku nie miata wplywu na poréwnywanie efektywnosci.
Na poczatku testowane byty pliki multimedialne zaréwno te bez wczesniejszej kompresji
(BMP, WAYV) jak i skompresowane (JPG, MP3). Druga czes¢ testéw to rézne odmiany
dokumentéw tekstowych: DOC — dokument Worda, PS — publikacja naukowa w formacie
PostScript, DJVU — artykut Gallagera [27] w formacie DejaVu (format wykorzystuje kod

entropijny do kompresji danych, stad zastosowanie podstawowego kodu Huffmana nie

104



spowodowato zmniejszenia $redniej dtugosci stowa kodowego), PDF — publikacja Shanno-
na [64], CPP — zrédlo programu w jezyku C++. W ostatniej czgsci testow znalazly si¢: EXE
— program wykonywalny realizujacy kompresj¢ metoda Huffmana, PPT — prezentacja Po-
werPoint, a takze XLS — arkusz Excela, dla ktérego niska efektywnos¢ kompresji wynika
z duzej wartosci najbardziej prawdopodobnego symbolu pmax = 0.62469. Metoda kolejnych
uscislen okazala sie lepsza od binarnego kodu Huffmana jedynie w czterech przypadkach.
Natomiast dla wszystkich dwunastu testow najlepszy rezultat uzyskata metoda rozszerzo-
nego kodu dwupoziomowego, dla ktérej uzyskano sredni wzrost procentowe;j efektywnosci

0 0.30868%. Oznacza to $redni zysk 2552 bajtow na kazdy 1MB skompresowanych danych

testowych.

Tabela 6.4 Wyniki testow dla suboptymalnych kodéw mieszanych

Typ pliku | Rozmiar [B] L, E; [%] ¥ o E ey [%0] L Eoia [%]
BMP 263222  |7.47832199.70188 | 7.47832 [99.70188 | 7.45944 [99.95415
JPG 896708 7.99791 (99.78994 | 7.99791 [99.78994 | 7.98449 |99.95762
MP3 1489609 [7.94294 |99.78752 | 7.94294 |99.78752 | 7.92852 [99.96896
WAV 572118 [7.67210(99.64351 | 7.67210 [99.64351 | 7.64720 |99.96802
PDF 366296 |7.92118199.53184 | 7.91032 |99.66852 | 7.88599 |99.97603
PS 1257608 |5.26470 (99.32028 | 5.25391 [99.52423 | 5.23260 [99.92957

| DIVU 103525 8.00000 |99.97188 | 8.00000 [99.97188 | 7.99908 |99.98334
CPP 12328 5.33396199.31449 | 5.32028 [99.56980 | 5.30119 [99.92832
DOC 505856  |4.38683 [99.64436 | 4.38683 99.64436 | 4.37557 [99.90065
XLS 28672 3.45710198.38101 | 3.45710 |98.38101 | 3.44751 |98.65461

| EXE 220376  16.54894 (99.59602 | 6.54894 [99.59602 | 6.52536 [99.95584
PPT 1261056 [7.9133599.76010 | 7.90816 [99.82546 | 7.89674 |99.96982

sl‘edilia:: 6.65978 [99.53690 | 6.65640 |99.59201 | 6.64031 |99.84558

6.5. Suboptymalny kod mieszany ze stalym opo6zZnieniem

W tej pracy kod mieszany byl dotychczas rozwazany jako kod z podzialem na wiele
buforé6w r-narnych. Najpierw poddawany byl kompresji caly ciag danych, a nastepnie
w pliku wynikowym po naglowku umieszczano kolejne zakodowane bufory r-narne. Istnie-
je mozliwo$¢ przeplatania danych binarnych i r-narnych w strumieniu wynikowym, co mo-
ze by¢ przydatne w przypadku transmisji danych czasu rzeczywistego. Uzycie liczb B
wprowadza op6Znienie transmisji, gdyz dekoder juz w momencie pojawienia sie pierwsze-
go stowa kodu zawierajacego cho¢ jedna cyfre ri-narng (w ogélnosci f cyfr r-narnych),
powinien mie¢ dostep do pierwszej liczby B; (czyli takze do przysztych g —f cyfr
ri-narnych), tak aby moc odczyta¢ (po zdekodowaniu liczby B;) niezbednych f cyfr

r-narnych.
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Poniewaz wraz z kazdym stowem kodowym pojawia si¢ $rednio g(r) cyfr r-narnych,
to w sytuacji gdy g > g(r) koder wprowadza opdZnienie, gdyz musi zapisa¢ g cyframi naj-
wolniej zapelniajacy si¢ bufor r-narny i dopiero po zakodowaniu tych cyfr w liczbe B, wy-
syla ja do odbiorcy (podobnie dzieje si¢ z innymi wczesniej zakodowanymi liczbami B; o
wigkszej czestosci wystgpowania cyfr r-narnych). Opdznienie bedace stosunkiem (g — g(r))
cyfr r-narnych do $redniej liczby g(r) cyfr r-narnych pojawiajacych si¢ w kazdym kolejnym
stowie kodu oznacza $rednia liczbe symboli wejsciowych, ktore nalezy wezytaé, aby zapel-

ni¢ r-narny bufor liczby B;:

T T NG, A 6.12
AR (6.12)

Aby uproscié zasade opisanej powyzej transmisji i zmniejszy¢ wprowadzane sred-
nie op6znienie mozna utworzy¢ suboptymalny kod dwubuforowy, gdzie oprocz strumienia
binarnego bedzie tylko jeden dodatkowy bufor r-narny. Przyktadem takiego kodu jest kod
binarno-ternarny opisywany w punkcie 6.1. Jesli jednak cyfry r-name pojawiaja si¢ dos¢
rzadko, czyli gdy warto$¢ g(r) (patrz wzor (4.1)) jest bardzo mata, to i tak opdznienie $red-
nie jest odwrotnie proporcjonalne do g(r) i moze by¢ zbyt duze. Aby temu zapobiec, mozna

przedstawié¢ zasade dla kodu suboptymalnego zgodnie z ponizsza definicja;:

Definicja 6.1 Kod mieszany pierwszego rzedu to taki kod, w ktorym korzen drzewa kodo-
wego laczy ze soba r > 2 potomkow (korzer niebinarny), natomiast pozostate wezty drzewa

kodowego posiadaja wytacznie dwoch potomkow. Wowezas g(r) = 1.

Kod mieszany pierwszego rzedu charakteryzuje stale opdznienie wynoszace g — 1 symboli
wejsciowych. Wynika to z faktu, iz kazde stowo kodowe zawiera na poczatku cyfre
r-narna, a do wystania liczby B potrzeba wlasnie g cyfr r-narnych. Dowolny kod mieszany,
w ktérym kazde stowo kodu zawiera cyfre r-narng, mozna przeksztalci¢ do postaci kodu,
w ktérym korzen drzewa kodowego laczy ze sobg r potomkéw. Wystarczy iteracyjnie sto-

sowaé nastepujaca zasadg do momentu uzyskania niebinarnego korzenia:

Jezeli wezel r-narny w drzewie Huffmana ma wszystkich potomkow r;-narnych, to moze-
my zamieni¢ wezly w ten sposob, ze na miejscu 71-narnego umieszczamy r,-narny i wszyst-
kich jego potomkéw robimy r1-narnych.

Ponizej znajduje si¢ przyktad dwoch kodow mieszanych dla zrédia S o identycznej efek-
tywnosci. Wykorzystujac trzykrotnie powyzsza zasad¢ zamiany wezléw mozemy z kodu
mieszanego / otrzymaé kod mieszany /I (patrz rysunek 6.3 — elipsy zawieraja wezty pod-

dawane zamianie).
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Przyktad 6.2

Dane jest zrédto S o n=13 symbolach, ktérych rozklad prawdopodobienstwa
przedstawia tabela 6.5. Dla tego zrédta mozliwe jest utworzenie optymalnego kodu miesza-
nego (ktéry jest kodem binarno-ternarnym o S$redniej dlugosci stowa kodowego

L,,=3.37703 i efektywnosci £, =99.98806%, dla 1 =3, g1 =41) na kilka sposobow.

Dwa przyktadowe kody zawarte sa w drugiej i trzeciej kolumnie tabeli 6.5. Pierwszy z tych
kodéw mieszanych posiada wezly ternarne na réznych poziomach drzewa. Wartos¢
g(3) =1 jest taka sama zaréwno w przypadku pierwszego jak i drugiego kodu. Kod miesza-
ny II jest optymalnym (w sensie algorytmu przedstawionego w punkcie 5.2) mieszanym

kodem Huffmana pierwszego rzedu.

P P11 P11 y248!
P12 P12 P12 P12
P13 P13 P13 P13
P3 D3 ps ps
P9 P9 P9 P9
P1o P1o P1o P1o
y 2] D3 p3 Ds
D4 )2 P Ps
2 Ds pPs p3
Ps D6 pPé y22
2 p7 p7 pP1
b1 D1 p1 P1
P2 )2 p2 p2

Rysunek 6.3 Kolejne etapy zamiany drzewa kodu mieszanego I na kod mieszany 11
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Tabela 6.5 Dwa optymalne kody mieszane dla zZrodta z przyktadu 6.2
Di Kod mieszany / | Kod mieszany //

P =% 1,1, 1,250, 231, 1,10,
P2 =7 11212251, 21 111
S 1,1, 0,04 231, 0,0,
Pi=1% 11,0215 231,01,
Ps =13 15150225 2302 1,0,
Ps =34 15151505 2;0, 121,
P =% I1; 1213 2312 1,02
Ps =11 15 0205 151, 0
Py =1; 1,0, 15 1312 I,
Po=11 15 0223 230, 0,
Pu=% 0,05 030,
Pn=% 0213 031,
P=% 0225 150,

Tabela 6.6 Procentowy udzial niebinarnych korzeni w kodzie mieszanym pierwszego rzedu

Korzenie Korzenie Korzenie
" |niebinarne [%] S niebinarne [%] e niebinarne [%]
3 17.23938 21 82.31735 39 95.27969
4 49.05167 < 75.52567 40 95.10422
3 50.61798 23 67.30194 41 93.86902
6 53.76892 24 59.60617 42 91.59851
7 60.39276 25 53.50952 43 87.85934
8 70.68710 26 50.94910 44 82.88193
9 77.29416 27 51.22147 45 76.62506
10 76.20316 28 54.50440 46 69.45801
11 67.94510 29 59.47418 47 61.36398
12 58.93784 30 65.58762 48 53.45459
13 54.92096 31 71.59195 49 46.20514
14 57.04804 34 77.34985 50 39.65836
15 63.39874 33 82.35474 51 34.89151
16 71.52634 34 86.43646 52 31.75888
17 79.04663 33 89.75449 53 30.40619
18 84.20334 36 92.24167 54 31.01196
19 86.82709 37 93.79044 80 99.07837
20 86.25488 38 94.97757 107 12.09717

Pojawia si¢ pytanie, jak czesto zastosowanie kodu mieszanego pierwszego rzedu

pozwala uzyskaé wzrost efektywnos’ci w porownaniu do binarnego kodu Huffmana. Tabela
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6.6 przedstawia procentowy udzial kodow mieszanych pierwszego rzedu, ktére uzyskaty
wyzsza efektywnos¢ od binarnego kodu Huffmana. Do kazdego badania wykorzystano
27 =131072 testowych zrédet o n symbolach. Rozktad prawdopodobiefistwa dla testo-
wych zrédet byl generowany w sposob pseudolosowy (generator Rand jezyka C o w przy-
blizeniu jednostajnym rozkladzie) uzyskujac zrédta S o rozkladzie liniowym (o $rednich
wartosciach prawdopodobienstw zgodnych ze wzorem (4.8)). Do badania efektywnosci
wykorzystano parametry kodéw r-narnych zgodne z tabelg 4.6. Optacalnos¢ uzycia kodu
mieszanego pierwszego rzedu jest zalezna od liczby n symboli Zrédfa. Analizujac wyniki
z tabeli 6.6 nalezy odpowiedzie¢ na pytanie, skad biorg si¢ takie zmiany wartosci procen-
towych wraz ze wzrostem liczby n. Zalezy to od dwdch czynnikéw: rozktadu prawdopodo-
bieistwa (zrédlo o rozktadzie liniowym) oraz zasady tworzenia drzewa kodowego wedlug
algorytmu Huffmana. Rozpatrzmy najprostszy i najczesciej wystepujacy przypadek, czyli
kod mieszany (suboptymalny) pierwszego rzedu z wezlem ternarnym w korzeniu,
poréwnujac go do binarnego kodu Huffmana. Dla zrédla o n symbolach przy konstrukcji
drzewa kodowego stosujemy algorytm tworzenia binarnego kodu Huffmana do momentu,
az zostana trzy elementy. Dla tych trzech symboli o prawdopodobienstwach {pi, ps, p3}
mozemy wyznaczy¢ $rednig dtugos¢ binarnego kodu Huffmana jako L, =2-(p, + p,) + p,

. o 65
oraz dtugo$é kodu ternarnego przy ¢ = 41 réwng L, = b,,(3) = H =1.58366 (patrz punkt

5.1.1). Generator zrédta S daje losowe wyniki, ale oscylujace wokoét wartosci Srednich.
Zatem im wyzsza $rednia dlugo$é Lo, tym wigksza szansa, ze uzycie kodu ternarnego
bedzie optacalne (czyli Ls < L,). Procentowe wyniki optacalnosci uzycia w korzeniu trzech
potomkéw przedstawia tabela 6.7. Najdhuzsze srednie L, =1.6 wystepuja dla n =
{5, 10, 20, 40, 80,...} przy jednoczesnym lokalnym maksimum procentowego uzycia
kodéw ternarnych, co wykazuje pewna przewidywalnos$¢ dla tego typu zrédel. Wraz ze
Wzrostem n odchylenia generowanych prawdopodobienstw od wartosci sredniej (zgodnie
ze wzorem (4.8)) sa proporcjonalnie coraz mniejsze, dlatego bardziej uwidacznia sie
zalezno$¢ miedzy $rednimi Lz 1 L3 W kazdym kolejnym maksimum procentowego uzycia
kodéw ternarnych. Jesli przeanalizujemy W taki sposob potaczenie kodéw binarnego
1 pigciowarto$ciowego, zasada bedzie podobna, lecz uzyskamy inne miejsca lokalnych
wartosci maksymalnych, itd. Uzycie dowolnej liczby pierwszej r jako liczby potomkéw

korzenia jest ztozeniem takich analiz dla poszczegdlnych wartosci » (patrz tabela 6.6).
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Tabela 6.7 Procentowy udzial ternarnych korzeni w kodzie
binarno-ternarnym pierwszego rzedu dla q = 41

ke Klasa L, dla trzech potomkow
rzeczywista [%] korzenia [bit]
3 17.33938 1.50000
4 49.05167 1.60000
5 48.79456 1.60000
6 43.45932 1.57143
7 43.59894 1.57143
8 51.32599 1.58333
9 59.65500 1.60000
10 59.71146 1.60000
11 51.38626 1.59091
12 40.83633 1.57692
13 33.35342 1.57143
14 31.89392 1.57143
15 36.83319 1.57500
16 46.36307 1.58088
17 57.37000 1.58824
18 66.51688 1.59649
19 71.97647 1.60000
20 72.85690 1.60000
21 68.81485 1.79740
22 60.83221 1.59289
23 50.97199 1.58696
24 40.63263 1.58000
23 31.42319 1.57539
26 24.62235 1.57265
27 19.87991 1.57143
28 18.15567 1.57143
29 19.28635 1.57241
30 22.83936 1.57419
31 28.82385 1.57661
32 36.45477 1.57955
33 45.87479 1.58289
34 55.01862 1.58656
35 63.95340 1.59048
36 71.84677 1.59460
17 78.16544 1.59744
38 83.01544 1.59919
39 85.85968 1.60000
40 87.00867 1.60000
41 83.36258 1.59930
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6.6. Optymalny i suboptymalny kod mieszany z malym
op6znieniem

o Dla kod6éw optymalnych (w danej klasie kodéw dwubuforowych) procentowy udziat
liebinarnego korzenia jest mniejszy niz dla kodow mieszanych pierwszego rzedu, gdyz
Sl'lma oplacalnosci (suma zyskéw miedzy zastosowaniem elementéw r-narnych zamiast
blnarnyCh) uzycia wielu kodéow r-narnych w réznych weztach drzewa kodu mieszanego
lI(rl’oze sprawia¢, ze w korzeniu nie tak czesto bedzie wystgpowalo wigcej niz dwoch potom-

OW. Mozna to stwierdzi¢ na podstawie tabeli 6.8 przedstawiajacej procentowy udziat
Optymalnych kodéw mieszanych posiadajacych niebinarny korzen, ktore uzyskaty wyzsza
efektywnogé od binarnego kodu Huffmana (zaréwno dla klasy rzeczywistej jak dla klasy

id ;
ealnej). Test przeprowadzony zostal dla Zrodel o rozktadzie liniowym (wyniki z tabel 6.6

6. -
7,6.8 uzyskano na podstawie tego samego generatora losowego).

Tabela 6.8 Procentowy udzial niebinarnych korzeni w optymalnym kodzie mieszanym

Klasa Klasa
) idealna [%] |rzeczywista [%]
3 17.38434 17.23938
4 48.65952 48.38257
- 45.89462 45.55969
6 35.55756 34.98459
7 29.67682 28.66440
8 29.88968 28.06778
9 31.02036 28.39813
10 29.75617 26.71051
11 26.93558 23.59161
12 23.84949 20.37048
3 21.91544 18.47000
14 22.12982 18.73627
15 23.88229 20.39642
16 26.31378 23.32153
17 28.75977 26.65863
18 30.95703 30.46722
19 32.99027 34.70001
20 33.97446 38.63297
21 35.47974 42.47742
22 35.98633 45.92285
23 37.32300 47.45483
24 38.59253 47.51587
o 39.98718 45.18127
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Tworzac subobtymalny kod mieszany pierwszego rzg¢du o » potomkach w korzeniu
mozna takze sprawdzi¢, czy uzycie elementu r-narnego dla pozostatych weztéw pozwoli na
dalsze skrécenie $redniej dlugosci stowa kodowego. Mozna w tym celu skorzystaé
z uproszczenia metody kolejnych uscislen opisanej w punkcie 6.3 ograniczajac test do
dwoch mozliwosci: wezel binarny lub r-narny (gdzie r zostato wczesniej ustalone dla ko-
rzenia). Mozna takze rozwaza¢ optymalny kod binarno-r-narny, np. binarno-ternarny opi-
sany w punkcie 6.1. Kod mieszany pierwszego rzedu, ktory wzbogacimy o kolejne wezty
r-narne, charakteryzuje si¢ zmiennym $rednim opdznieniem kodera (patrz wzoér (6.12)),
lecz $rednie opdznienie jest nie wigksze niz g — 1 symboli wejsciowych. Zatem dodatkowe
wezly r-narne nie tylko zwigkszajg efektywnos$¢ kompresji, ale zmniejszajg takze $rednie
op6znienie kodera. Taki dwubuforowy kod o malym opézZnieniu moze by¢ stosowany
w transmisji danych czasu rzeczywistego, gdzie dane pojawiaja si¢ na wejsciu kodera na
biezaco. Poszukiwanie optymalnego kodu dwubuforowego wymaga wyznaczenia $redniej

dhugosci stowa kodowego dla D(r) kodéw mieszanych z korzeniem r-narnym, ktérych

liczb¢ mozna obliczy¢ ze wzoru:

& (nmr=jer=2) _n-r=j (=)
D(r)—;ﬂ.(n_r_j_(r_l))!—;( ? } (6.13)

gdzie h wynosi:

h{”"J (6.14)
r—1

Jesli szukamy kompromisu miedzy ztozonoscig kodera, Srednim opo6Znieniem oraz efek-

tywnoscia kodu, to powinnismy wybraé jeden sposréd tych kodéw dwubuforowych
o r-narnym korzeniu, ktorych efektywno$¢ jest wyzsza od efektywnosci binarnego kodu
Huffmana. Rozpatrujac zrodto z przyktadu 4.1 o n =8 symbolach mozemy wyznaczyé po

jednym przypadku drzew binarno-siedmiowartosciowego, binarno-pigciowartosciowego
3 .
oraz D(3) = [(S)J + (TJ > [J =8 przypadkéw drzew binarno-ternarnych (patrz tabela 5.16).

Sposrdd nich tylko pigé kodéw przedstawionych w tabeli 6.9 ma krétsza srednig dtugosé
stowa kodowego niz kod binarny, dla ktérego L, =2.76 przy klasie kodow ry =2, r| =3,
q1 = 41 (bez uzycia kodu dwufazowego). Dla tych pigciu kodéw mozemy zmniejsza¢ wzor-
cowe wartosci ¢, odpowiednio do {29, 17, 5}. Jak widac z tabeli 6.9, duzy wptyw na op6z-
nienie ma dobér wzorcowych wartosci g. Dla wigkszych » wplyw ten jest jeszcze wigkszy.

Dobér najlepszego kodu zalezy od wymagan, jakie narzucamy koderowi. Np. chcemy zna-

112



lez¢ kod o najmniejszym $rednim op6znieniu, ktorego efektywnos¢ przekracza 99.15%. Co

H(S)
0.9915

oznacza, ze nalezy szukaé¢ wéroéd kodéw spelniajacych zatozenie L, < =2.71279.

Kod o skrétowym zapisie r, = {2, 2, 3,2,3} daje najmniejsze op6znienie Ty = 7(3) =
11.78195 oraz spelnia zalozenie, gdyz L, =2.71235<2.71279.

Tabela 6.9 Dwubuforowe kody mieszane o efektywnosci wyzszej, niz dla
binarnego kodu Huffmana (dla danych z przyktadu 4.1)

N R I <
q) = 41
27093 2222 23 1.00 40.00000
2.70854 2232 3 1.35 29.82707
2.70829 05:2:82:2:3 124 32.88430
2.69659 (32223 1.19 33.45378
2738085 '"133:23 1.50 26:95533
) 29
DTOeTL 222 28 1.00 28.00000
2.70966 (22323 1.33 20.80451
D091 1237223 2 22.96694
269759 wiS2 223 1.19 23.36975
2.98831 18323 1.50 18.33333
g1 = 17
VIORIA [ 2D 2223 1.00 16.00000
271238 122323 1.33 11.78195
YTl 123223 J2d] 13.04959
270000 132223 1.19 1328571
274235 [3323 1.50 10.33333
gL=3
2.72000 (222223 1.00 4.00000
272800 22323 1.33 2.75940
272600 (23223 1.21 318223
271400 [32223 1.19 3.20168
2.76000 [3323 1.50 2.553593

W podobny sposob mozna analizowa¢ $rednie opdznienie dla kodu mieszanego
o wielu buforach r-narnych. Woéwczas srednie op6znienie wynosi Ty = max {T(r)), 7(r»),
oy T(rm.1)}. Ponizej przedstawione s wyniki analizy kilku wczesniej omawianych przykta-
doéw, w ktorych korzen ma trzech potomkow. Dla kazdej z niezerowych wartosci g(r), gdy
dane sa nastepujace pary parametréw wzorcowych: r1 =3, g1 =41, r, =5, g;=3, r; =7,
g3 = 11, wyznaczamy wartos¢ wyrazenia (6.12). Najwigksza sposrod wartosci 7(r) okresla
$rednie opoznienie Ty kodu mieszanego. Dla Zrédta z przyktadu 4.1 otrzymano kod binar-

no-ternarny, dla ktorego g(3) =1.19, czyli Tj, =T(3) =33.45378, a takze kod mieszany,
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dla ktérego g(3)=1 oraz g(5)=0.33, wowczas T, = T(3) =41. Dla Zrodta z przyktadu
4.6 otrzymano kod binarno-ternarny, dla ktérego g(3)=1.427, czyli T, =T(3)=
27.73160, a takze kod mieszany, dla ktérego g(3)=1.778, g(5)=0.112 oraz
g(7)=0.111, wéwczas T, =T(7) =98.0991. Dla zrédta z przyktadu 5.2 otrzymano kod
mieszany, dla ktérego g(3)=1.4 oraz g(7)=0.035, wowczas T, =T(7)= 313.28571.
Dla zrédta z przykladu 5.3 otrzymano kod mieszany, dla ktérego g(3)=1.15 oraz
g(5) =0.05, wowczas T, =T(5)=59. Dla zrodla z przykladu 5.4 otrzymano kod miesza-

ny, dla ktérego g(3) =1.0819 oraz g(5) =0.077, wéwczas T, = T'(5)=37.96104.
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7. Dynamiczne mieszane kody Huffmana

W tym rozdziale zostang przedstawione zalety i wady dynamicznego kodu Huffma-
na. W punkcie 7.2 zostang zaprezentowane trzy metody wykorzystujace dynamiczng wersje
mieszanego kodu Huffmana. Dwa kolejne punkty zawierajq przyktady praktycznej realiza-
cji dynamicznego kodu Huffmana, a takze testy poréwnujace binarng wersj¢ oraz omowio-
ne wezesniej trzy metody dynamicznych mieszanych kodéw Huffmana z ich statycznymi

odpowiednikami i kodem arytmetycznym.
7.1. Wlasnosci dynamicznego kodu Huffmana

Dziatanie dynamicznego (adaptacyjnego) kodu Huffmana polega na tworzeniu
drzewa kodowego na biezaco, co oznacza, ze po kazdym odczytanym z wejscia symbolu
nastgpuje jego zakodowanie i aktualizacja drzewa. W odréznieniu od statycznego kodu
Huffmana, nie musimy przesyla¢ razem z plikiem dodatkowo opisu drzewa kodowego (lub
opisu licznosci symboli Zrédia). Do podstawowych wlasnosci dynamicznego kodu
Huffmana mozna zaliczy¢:

e Brak potrzeby uzycia informacji o licznosci pozwalajacy uzyska¢ dobre rezultaty
dla krotkich plikéw, dla ktérych dolaczenie naglowka wiazatoby si¢ ze zbyt duzym
narzutem niwelujacym zysk w przypadku uzycia kompresji statyczne;j.

e Mozliwo$¢ adaptacji, czyli dostosowywania si¢ ksztaltu drzewa kodowego
w trakcie kompresji do lokalnych wtasnosci rozktadu prawdopodobienstwa symboli
zrodla, ktéra pozwala w wielu przypadkach uzyskal lepsza efektywnosé
w poréwnaniu do statycznej metody Huffmana.

e Mozliwo$¢ kompresji strumienia danych, ktérego nie znamy w cato$ci w momencie
rozpoczecia kodowania. Ma to miejsce np. przy transmisji danych pojawiajacych sie

na wejséciu kodera na biezaco (w czasie rzeczywistym).

W przypadku kodera dynamicznego musimy si¢ liczy¢ z tym, ze na poczatku nie wiemy,
jakie symbole beda kodowane, wigc musimy zarezerwowa¢ dodatkowy symbol, ktéry be-
dzie dalej nazywany znacznikiem i oznaczany przez ,,*” [21, 42]. Kod znacznika informuje
dekoder, ze pojawit si¢ nowy symbol nie wystepujacy wczesniej w drzewie kodowym. Ko-
nieczno$¢ istnienia dodatkowego symbolu o umownej licznosci 0 (najmnie;j prawdopodob-
ny symbol zrédta) powoduje jednak zmniejszenie efektywnosci kompresji. Wada ta uwi-

dacznia si¢ zwlaszcza dla plikow o duzym rozmiarze, w ktérych rozklad prawdopodobien-
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stwa wystgpowania symboli nie wykazuje lokalnych zmian. Wéwczas dynamiczny koder
Huffmana daje nieco dtuzszy plik wynikowy niz w przypadku zastosowania kodowania
statycznego, co zostanie pokazane w przykladzie 7.2. Druggq wadg kodera dynamicznego
jest wigksza zlozono$¢ obliczeniowa spowodowana czgstgq potrzeba aktualizacji ksztattu
drzewa kodowego. Dla binarnego kodu Huffmana istnieja algorytmy szybkiej aktualizacji
drzewa [21, 62]. Jednak dla kodow mieszanych stanowi to duzy problem ze wzgledu na

duza ztozono$¢ obliczeniowa tworzenia optymalnego kodu mieszanego.
7.2. Algorytmy mieszanych dynamicznych kodéow Huffmana

Aktualizacja drzewa kodowego opiera si¢ na jego konstrukcji na podstawie listy
licznosci symboli posortowanej niemalejaco. Na poczatku tej listy znajduje si¢ znacznik
,» ¥ z licznodcia 0. Jesli na wejsciu pojawil si¢ nowy symbol, to dotgczany jest do listy na
koncu elementow o licznosci 1. Dla znalezienia optymalnego mieszanego kodu Huffmana
nalezy sprawdzi¢ wszystkie mozliwe drzewa zgodne z algorytmem Huffmana, wybierajac
kod o minimalnej $redniej dhugosci stowa kodowego L. Aktualizacja drzewa kodowego
po znalezieniu optymalnego kodu mieszanego o skrétowym zapisie r,, = {r|, r2,..., rx} pole-

ga na utworzeniu drzewa w nastgpujacy sposob:

Dopdki na liscie licznosci jest wigcej niz jeden symbol:

{
Polacz r najmniej prawdopodobnych symboli (nadajac im kolejno wartosci od 0 do
r— 1) tworzac wezel o licznodci n, bedacej suma licznosci faczonych symboli. Wezet
umieszczamy na liscie licznosci na koficu elementow o licznosci #,.

}

Dzigki takiemu algorytmowi (zaproponowanemu przez Vittera w pracy [86] dla drzew bi-

narnych) uzyskujemy nie tylko minimalng Srednig dhugos¢ stowa kodowego L, lecz takze

minimalng taczng dlugo$¢ sciezek Zn,., co w przypadku dynamicznego kodu moze wply-
i=1

na¢ pozytywnie na efektywnos¢ kompresji [21]. Praktyczna realizacja dla kompresji plikow

wymaga ustalenia dodatkowych zasad. Symbole Zrédla traktujemy jako o$miobitowe ele-

menty. Ponizej znajduje si¢ algorytm pierwszej metody kodowania dynamicznego:

Na poczatku na liscie znajduje si¢ tylko znacznik ,,*” o licznosci 0. Wezytujemy pierwszy
symbol wysytajac go bez zmian na wyjscie (8 bitéw) i umieszczamy go na koncu listy

z licznoscia 1. Nastepnie dopoki sa symbole na wejsciu:
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- Weczytaj symbol z wejscia.

- Jesli symbol znajduje si¢ na liScie licznosci, to wyslij na wyjscie odpowiadajacy mu
kod, a nastgpnie zwigksz licznos¢ tego symbolu o 1.

- W przeciwnym wypadku wyslij na wyjscie kod znacznika, a po nim o$miobitowg re-
prezentacj¢ nowego symbolu. Umies¢ nowy symbol na koncu listy z licznoscia 1.

- Dokonaj aktualizacji drzewa kodowego.

}

Na konicu wyslij na wyjscie znacznik ,,*”, a po nim kod o wartosci 256 (kod konca pliku).
Aby mozna bylo jednoznacznie dekodowaé liczbg 256, nalezy ja zapisa¢ jako 9 jedynek
L111111111”. Oznacza to, ze symbol 255 takze powinien by¢ zakodowany przy pomocy 9

bitéw — 8 jedynek i zera ,,111111110”.

Metoda druga zaktada znajomos¢ catego ciggu zroédtowego przed rozpoczeciem kodowa-
nia. Wéwczas znamy dtugosé pliku i nie musimy uzywaé dziewigciobitowego symbolu
konica pliku. Wiemy tez ile symboli zrédta pojawi si¢ w strumieniu danych. Oznacza to, ze
po nadej$ciu ostatniego nowego symbolu kod znacznika staje si¢ zbedny, wigc usuwamy go
z listy symboli zrédta. W nagtéwku pliku wynikowego zapisujemy dtugo$¢ pliku zrodto-
wego (np. jako liczbg 24 bitowa) oraz o$miobitows liczbg n symboli Zrédlowych wystepu-
jacych w kodowanym pliku. Wtedy nagléwek skiada si¢ tylko z czterech bajtow.

Metoda trzecia roézni si¢ od pierwszej tym, ze kod mieszany moze si¢ sktada¢ jedynie
z element6w binarnych i ternarnych. Dzieki temu przy niewielkim, czgsto niezauwazalnym
spadku efektywnosci zyskujemy na uproszczeniu algorytmu kodowania. Zmniejsza si¢ zto-
70n08¢ obliczeniowa, a takze skraca sig wielko$¢ opOznienia wystepujacego w trakcie
kompresji. Podobna propozycja dla kodu statycznego zostala omowiona w punkcie 6.1.

Na podstawie wynikéw testow z punktu 7.4 mozna uznac dynamiczny kod binarno-

ternarny jako najlepszy kompromis mig¢dzy wydajnoscia a zlozonoscig obliczeniowa i wiel-

koscia op6znienia wystepujacego podczas kompresji (oraz ewentualnej transmisji). Metody

te nie uwzgledniaja proponowanego w pracy [27] ,wygaszania efektu pamigciowego”, czy-

li mnozenia tablicy z rozktadem licznosci przez wspétczynnik z przedziatu od 0 do 1 (po

zakodowaniu kazdych k symboli, gdzie k ozn

modyfikacjami rozktadu i np. k= 256). Propozycj
nie) prawdopodobienstw symboli, ktére nie pojawiaja si¢ na wejsciu kodera od diuzszego

czasu. Z wlasnosci tej korzysta dynamiczny koder arytmetyczny, ktérego wyniki zostang

acza staty odstep migdzy poszczeg6lnymi

a ta pozwala na zmniejszanie (wygasza-

uwzglednione w testach opisanych w punkcie 7.4.
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7.3. Przyklady tworzenia dynamicznego kodu Huffmana

Ponizej zostal przedstawiony przyklad kompresji ciagu ,,CBABAADEBD” przy
uzyciu binarno-ternarnej wersji dynamicznego kodu Huffmana (metoda trzecia), dla ktore-
go liczba B zlozona jest z ¢ = 5 cyfr ternarnych. Dla tych dziesigciu symboli uzycie metody

pierwszej daje identyczny kod wynikowy.

Pierwszy symbol ,,C” — wys$lij do bufora binarnego jego osmiobitowq reprezentacje
,»,01000011”.

Lista ® NG

Licznos¢ [0 | 1

Drzewo kodowe ma postac:

*

C :>'

Drugi symbol ,,B” — nie ma go na liScie, wigc wyslij do bufora binarnego kod znacznika

,,0” oraz reprezentacj¢ binarng symbolu ,,B” =,,01000010”. Po aktualizacji:

Lista wic IB

Licznos¢ [0 |1 |1

B;
*
Q

Trzeci symbol ,,A” — nie ma go na liScie, wigc wyslij do bufora binarnego kod znacznika

,10” oraz reprezentacje binarng symbolu ,,A” =,,01000001”. Po aktualizacji:

| Lista |*|C (B |[A
Licznos¢ (0 [1 |1 |1

B
A

%
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Czwarty symbol ,,B” — wyslij do bufora ternarnego kod symbolu ,,05”. Po aktualizacji:

Lista ]
Licznos¢ |0

=)

A [B
2

B
A

*

C

Al

Piaty symbol ,,A” — wyslij do bufora binarnego kod symbolu ,,10”. Po aktualizacji:

Lista i o
Licznos¢ [0 |1 |2

*

#
Bv
A

v

Szbsty symbol ,,A” — wyslij do bufora ternarnego kod symbolu ,,2;”. Po aktualizacji:

Lista *
Licznos¢ |0

— 0

B |A
2

Siédmy symbol ,,D” — nie ma go na liscie, wigc wyslij do bufora binarnego kod znacznika

,100” oraz reprezentacj¢ binarng symbolu ,,D” =,,01000100”. Po aktualizacji:

Lista *[C D |B |A
Liczno$¢ [0 |1 (1 [2 |3

A

B
D
*

N

C

Osmy symbol ,,E” — nie ma go na liscie, wigc wyslij do bufora binarnego kod znacznika
,1110” oraz reprezentacje binarng symbolu ,,E” =,,010001017. Po aktualizacji:

P——

Lista * |C|D|E|BJ|A
Liczno$é [0 |1 (1 |1 [2 |3
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@

Dziewiaty symbol ,,B” — wyslij do bufora ternarnego kod symbolu ,,03”. Po aktualizacji:

Lista *C (D |E |A B
Licznosé [0 |1 |1

A

*m o w

Q

Dziesiaty symbol ,,D” — wyslij do bufora ternarnego kod symbolu ,,230;”. Poniewaz bufor
ternarny zostat zapetniony (jest w nim juz pig¢ cyfr), to tworzymy na jego podstawie liczbe

B
B=0-3°+2.3'40-32+2-3*+0-3* =60

Wysylamy na wyjscie reprezentacj¢ binarng o$miobitowej liczby 60 =,,00111100”, a na-
stepnie zawarto$¢é bufora binarnego. Teraz oba bufory sg puste. Podczas dalszego kodowa-
nia ponownie wypetniamy je az do momentu, gdy znéw w buforze ternarnym znajdzie sie
pie¢ cyfr, poczym wysylamy zawartos¢ buforow wynikowych na wyjscie, itd. Dugo$¢ pli-
ku powstatego z powyzszego ciagu dziesigciu symboli po kompresji wynosi 8 + 52 = 60
bitow. Gdyby kontynuowac kompresj¢ uzywajac wartos¢ g =41 dla bufora ternarnego, to
dhugos¢ pierwszych dziesigeiu opisanych powyzej symboli skrécitaby si¢ do 59.92683 bita.
Natomiast gdyby$my uzyli wylacznie binarnego dynamicznego kodu Huffmana, to otrzy-
maliby$my w wyniku ciag ztozony z 60 bitow.

Aby pokaza¢ réznice migdzy poszczegOlnymi metodami przyjmijmy, ze zrodio
skladato si¢ n =5 symboli S = {A, B, C, D, E}, a po uprzednio opisanych 10 elementach

wcezytano z wejscia ciag SEBDC.
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Wowczas dla metody pierwszej otrzymamy drzewo z korzeniem o pigciu potomkach:

Iista [*|C |A |B |E |D

Licznos¢ |0 |2 [3 |3 (3 |3

*

@ > mogQa

Dla metody drugiej otrzymamy drzewo z korzeniem o pigciu potomkach, ale bez znacznika

%2,
pills

Lista [C|A |B [E |D
Licznod§t k2043 | 343 |3
&
D
E
A
B

Dla metody trzeciej otrzymamy drzewo o skrétowym opisie r,, = {2, 3, 2, 2} i licznosci:

Lista *1C|A|B|E|[D
Liczno$é¢ |0 {2 |3 |3 (3 |3
E
D
*
C
A
B

7.4. Testy poréwnawcze dla statycznych i dynamicznych metod

entropijnych

Ponizej znajduja si¢ testy poréwnujace opisane w punkcie 7.2 trzy typy mieszanych
kodéw dynamicznych ze statycznym i binarnym dynamicznym kodem Huffmana. Zaréwno
dla statycznej i dynamicznej wersji kodow mieszanych obowigzywala ta sama klasa para-
metréw mieszanego kodu Huffmana przedstawiona w tabeli 4.6. Dla poréwnania przedsta-

wione sg takze wyniki dla statycznego kodu arytmetycznego, ktéry dzieki wysokiej precy-
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zji zapisu skumulowanych licznosci uzyskuje wyniki bliskie wartosci wyliczonej z entropii
dla symboli niezaleznych (1.2), a takze wyniki dla dynamicznego kodera arytmetycznego.

Dla wersji statycznych zastosowano efektywne metody kodowania nagtéwka pliku zapre-

zentowane w punkcie 2.8.

Przyktad 7.1

Testowany zbiér ma dlugos¢ 230103 bajtow. Tabela 7.1 zawiera licznosci symboli Zrodta,
ktore sktada si¢ z » = 12 symboli o rozkladzie geometrycznym dla p = 0.7. Minimalna dtu-
gos¢ pliku wedlug entropii wynosi 81423.39 bajtéw. Dla statycznego mieszanego kodu
Huffmana dostajemy $rednia L, =2.85166 oraz drzewo o skrotowym zapisie
rw=12,2,2,3,2,3,2,3}. W przypadku binarnego kodu Huffmana s$rednia wynosi
L, =2.85902. Tabela 7.3 zawiera liczb¢ poszczegdlnych symboli r-narnych wystepuja-
cych w plikach wynikowych po zastosowaniu trzech metod dynamicznych mieszanych
kodéw Huffmana. Na podstawie wynikoéw przedstawionych w tabeli 7.2 mozna zauwazy¢,
ze metoda pierwsza i trzecia daly identyczny rezultat. Nieco lepszy wynik uzyskano przy

zastosowaniu drugiej metody mieszanego kodu dynamicznego, ktora dor6wnata wynikowi

statycznej wersji mieszanego kodu Huffmana.

Tabela 7.1 Licznos¢ symboli dla przyktadu 7.1

Symbol | Liczno$¢
A 70000
49000
34300
24010
16807
11765
8235
5765
4035
2825
1977
1384

CAR[= |~ QIO 0w
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Tabela 7.2 Whyniki testow dla przyktadu 7.1

Typ kompres;ji Dhugos¢ pliku [B] nagg\x%?[B]

[Mieszany kod dynamiczny 82235 brak
|Binamy kod dynamiczny 82422 brak
Mieszany kod dynamiczny (metoda druga) 82092 4
Binarny kod dynamiczny (metoda druga) 82320 4
Binarno-ternarny kod dynamiczny (metoda trzecia) 82235 brak
Statyczny mieszany kod Huffmana 82081 58
Statyczny binarny kod Huffmana 82292 58
Dynamiczny kod arytmetyczny 82468 brak
Statyczny kod arytmetyczny 81483 57.875

Tabela 7.3 Liczba symboli ri-narnych w kodzie wynikowym dla przyktadu 7.1

Przyktad 7.2

Typ kodu Liczba |Liczba symboli | Liczba symboli
mieszanego bitow ternarnych dlar=5
Metoda pierwsza | 170254 307565 7
Metoda druga | 136470 328137 7
Metoda trzecia | 170263 307570

Dany jest zbior dtugosci 1000000 bajtow. Zrédto sktada si¢ z n = 14 symboli o roz-

kladzie przedstawionym w tabeli 5.17. Minimalna dtugos¢ pliku wedtug entropii 292069.57

bajtow. Szczegétowy opis parametrow statycznej wersji tego kodu zostal przedstawiony

w przyktadzie 5.2. Tabela 7.5 zawiera liczbg poszczegdlnych symboli r;-narnych wystepu-

jacych w plikach wynikowych po zastosowaniu trzech metod dynamicznych mieszanych

kodéw Huffmana. Na podstawie wynikéw przedstawionych w tabeli 7.4 mozna zauwazyc,

ze dynamiczny kod binarno-ternarny okazat si¢ gorszy od metody pierwszej jedynie o 59

bajtéw. Takze w tym tescie druga wersja dynamicznego mieszanego kodu prawie doréwnu-

je statycznej wersji mieszanego kodu Huffmana.
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Tabela 7.4 Wyniki testow dla przyktadu 7.2

Typ kompresji Dtugosé pliku [B] naggvf/}gl?[B]

ieszany kod dynamiczny 294155 brak
Binarny kod dynamiczny 301421 brak
Mieszany kod dynamiczny (metoda druga) 293790 4
Binarny kod dynamiczny (metoda druga) 301206 4
Binarno-ternarny kod dynamiczny (metoda trzecia) 294214 brak
Statyczny mieszany kod Huffmana 293560 66
Statyczny binarny kod Huffmana 300691 66
[Dynamiczny kod arytmetyczny 296005 brak
Statyczny kod arytmetyczny 292138 66

Tabela 7.5 Liczba symboli ri-narnych w kodzie wynikowym dla przyktadu 7.2

Typ kodu Liczba | Liczba symboli | Liczba symboli | Liczba symboli
mieszanego bitow ternarnych dlar=5 dlar=7
Metoda pierwsza | 36737 1401252 2 33777
Metoda druga 75361 1434942 3

Metoda trzecia | 109799 1415389

Przykiad 7.3

Dany jest zbior dtugosci 340000 bajtow. Bezpamigciowe Zrodto sktada si¢ z n=17
réwnoprawdopodobnych symboli. Minimalna dhugo$¢ pliku wedtug entropii 173717.17
bajtéow. Tabela 7.7 zawiera liczbg poszczegélnych symboli ri-narnych wystepujacych

w plikach wynikowych po zastosowaniu trzech metod dynamicznych mieszanych kodow

Huffmana.
Tabela 7.6 Wyniki testow dla przykiadu 7.3
Typ kompresji Dlugosé pliku [B] W i
nagtowek [B]

Mieszany kod dynamiczny 176462 brak
Binarny kod dynamiczny 177700 brak
Mieszany kod dynamiczny (metoda druga) 175111 4
Binarny kod dynamiczny (metoda druga) 175096 4
Binarno-ternarny kod dynamiczny (metoda trzecia) 176462 brak
Statyczny mieszany kod Huffmana 173929 65
Statyczny binarny kod Huffmana 175083 65
[Dynamiczny kod arytmetyczny 175151 brak
Statyczny kod arytmetyczny 173784 64.625
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Tabela 7.7 Liczba symboli ri-narnych w kodzie wynikowym dla przyktadu 7.3

Typ kodu Liczba | Liczba symboli | Liczba symboli | Liczba symboli
mieszanego bitéw ternarnych dlar=35 dlar=7
Metoda pierwsza | 837921 361507 277 3
Metoda druga 1382209 7278 3036 18
Metoda trzecia | 837927 361911

Na podstawie wynikow przedstawionych w tabeli 7.6 mozna zauwazy¢, ze metoda pierw-
sza i trzecia daly identyczny rezultat. Znacznie lepszy wynik uzyskano przy zastosowaniu
metody drugiej, lecz mimo to jest on gorszy od statycznej wersji mieszanego kodu
Huffmana az o 1182 bajty. Jest to najgorszy przypadek, gdyz dla dlugiego pliku o # réwno-
prawdopodobnych i wzajemnie niezaleznych symbolach zrédta zalety kodéw dynamicz-

nych nie mogty si¢ uwidocznié.

Przyktad 7.4

Testowany zbior ma dhugosé 262144 bajtéw. Zrédto jest obrazem Lena w 16 odcie-
niach szaro$ci przy rozdzielczosci 512 na 512 pikseli. Liczno$ci wystgpujacych w obrazie
koloréw przedstawia tabela 7.8. Minimalna dhugo$¢ pliku wedhug entropii wynosi
121301.87 bajtéw. Dla statycznego mieszanego kodu Huffmana dostajemy srednia
L, =3.720822 oraz drzewo o skrétowym zapisie r, = {2, 2,2,3,2,2,3,2,2,2,2,2,2}.

Tabela 7.8 Licznos¢ symboli dla przyktadu 7.4

Kolor | Liczno$é
1 31665
14 28955
9 28603
10 23920
8 23173
6 22835
4 17313
5 17287
2 16882
12 13114
3 12500
13 10773
11 7920
0 5799
7 1382
15 23
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Tabela 7.10 zawiera liczbg poszczegdlnych symboli r-narnych wystgpujacych w plikach
wynikowych po zastosowaniu trzech metod dynamicznych mieszanych kodéw Huffmana.
Testowany obraz byl zbiorem symboli o zmieniajacych si¢ lokalnie wtasno$ciach rozktadu
prawdopodobienstwa wystgpowania koloréw, o czym moze $wiadczy¢ bardzo dobry wynik
dynamicznego kodera arytmetycznego. Jak wynika z tabeli 7.9 dopiero w tym przyktadzie
kazdy z koderow dynamicznych okazal si¢ efektywniejszy od swoich statycznych odpo-
wiednikow. I wlasnie w przypadku plikéw o takich wiasno$ciach zaleca si¢ stosowanie

kodow dynamicznych.

Tabela 7.9 Wyniki testow dla przykladu 7.4

Typ kompres;ji Dhugos¢ pliku [B] nag;?')]\:/}éll?[B]
Mieszany kod dynamiczny 121951 brak
Binarny kod dynamiczny 122831 brak
Mieszany kod dynamiczny (metoda druga) 121951 +
Binarny kod dynamiczny (metoda druga) 122831 4
Binarno-ternarny kod dynamiczny (metoda trzecia) 121952 brak
Statyczny mieszany kod Huffmana 121987 63
Statyczny binarny kod Huffmana 122868 63
Dynamiczny kod arytmetyczny 118115 brak
Statyczny kod arytmetyczny 121367 62.75

Tabela 7.10 Liczba symboli ri-narnych w kodzie wynikowym dla przyktadu 7.4

Typ kodu Liczba | Liczba symboli | Liczba symboli
mieszanego bitow ternarnych dlar=35
Metoda pierwsza | 449435 187814 98345
Metoda druga  [449597 187861 98230
Metoda trzecia | 646845 207378

Na podstawie przeprowadzonych badan wynika, ze zastosowanie kodow dynamicznych jest
uzasadnione w szczeg6lnych przypadkach. Np. wzrost efektywnosci w poréwnaniu do me-
tody statycznej uzyskujemy dla kompresji krotkich plikéw lub danych o lokalnie zmiennym
rozkladzie prawdopodobienstwa wystgpowania symboli zrédla. Gtowng zaleta kodéw dy-
namicznych jest mozliwo$¢ kompresji strumienia danych pojawiajacych si¢ na wejsciu ko-
dera na biezaco, natomiast wadg jest wigksza ztozono$¢ obliczeniowa w poréwnaniu do
kodéw statycznych. Sposrod trzech przedstawionych algorytméw dynamicznej kompres;ji
z wykorzystaniem mieszanych kodéw Huffmana najlepsza okazata si¢ metoda 2, ktéra

wymaga jednak wiedzy o zawartosci catego pliku przed jego zakodowaniem. Mozna pomi-
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na¢ ten warunek ustalajac np. n = 256. Jesli w Zrédle wystapig wszystkie symbole (np. usta-
lonych wezesniej 256 symboli), to metoda bedzie dziata¢ prawidtowo, w przeciwnym przy-
padku wynik bedzie zgodny z metoda pierwsza [42]. Metoda trzecia, to dynamiczny kod
binarno-ternarny, ktéry wprowadza nieduze op6znienia i ma mniejsza ztozonos¢ od metody
pierwszej, przy niewiele nizszej efektywnosci kompresji. Pozwala on jednoczesnie uzyskac
wzrost efektywnosci wzgledem binarnej dynamicznej wersji kodu Huffmana. Cechy te po-
zwalaja uzna¢ dynamiczny kod binarno-ternarny jako najlepszy kompromis mi¢dzy wydaj-

noscia a wielko$cig opdZnienia wystepujacego podczas kompres;ji.
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8. Zastosowania mieszanych kodow Huffmana

W tym rozdziale zostang przedstawione praktyczne zastosowania mieszanych ko-
dow Huffmana do kompresji elementow DC w standardzie JPEG, a takze do bezstratne;j
kompresji obrazéw. W punkcie 8.3 zostanie przedstawiony algorytm szybkiej konwersji
z liczby ternarnej zakodowanej binarnie do bloku cyfr ternarnych. Ostatni punkt zawiera
prezentacj¢ autorskiej propozycji zastosowania kodéw mieszanych w celu zwigkszenia

efektywnosci kodu Golomba, poprzedzonej oméwieniem wiasciwosci tego kodu.
8.1. Kompresja elementow DC w standardzie JPEG

Jednym z najbardziej popularnych standardéw stratnej kompresji obrazéw jest
JPEG. Ostatnim etapem kompresji w algorytmie JPEG jest kodowanie wspdtczynnikow
DCT [6, 20, 57]. Dla wspétczynnikéw AC i DC stosuje si¢ osobne metody kodowania ze
wzgledu na ich odmienne wiasnosci. Elementy AC kodowane sa przy uzyciu algorytmu
RLE oraz binarnego kodu Huffmana. Natomiast w przypadku elementow DC koder zapisu-
je tylko blad predykcji, czyli r6znice aktualnej i poprzednio kodowanej wartosci wspét-
czynnika DC. Nastepnie bledy te koduje si¢ przy pomocy modyfikacji kodu Huffmana.
Symbol kodowy sktada si¢ z przedrostka (stowa kodu Huffmana) okre$lajacego numer gru-
py oraz dodatkowych bitéw, za pomocg ktérych mozna zapisac reprezentacje wspotczynni-
ka DC w danej grupie. Grupa o numerze »n posiada n dodatkowych bitéw i umozliwia zako-
dowanie liczb z przedziatu od —2" +1 do —2"" oraz od 2" do 2" 1. Przy takiej struk-
turze danych dopuszcza sig tabel¢ kodowa zawierajaca maksymalnie 16 grup. Proponowana
przez JPEG uniwersalng tabele kodu Huffmana dla réznic wsp6tczynnikéw luminancji DC
przedstawia tabela 8.1 [21]. Przykladowa tabela kodowa oferowana przez twércéw schema-
tu JPEG, powstala na podstawie pomiar6w wielu testowych obrazéw. Podczas badan autor
rozprawy przygotowat do testow wlasny zestaw 12 obrazéw (o$miobitowa glebia luminan-
¢ji — 256 odcieni szarosci), na podstawie ktérych stworzone zostaly dwie tabele (dla stan-
dardowej wartosci dzielnika kwantyzacji elementéw DC réwnego 16): dla binarnego kodu
Huffmana oraz mieszanego kodu Huffmana (patrz tabela 8.2). Sg to zar6wno standardowe
obrazy testowe (airfield, airplane, boats, brigde, camera, couple, crowd, lena, man,
peppers, womanl) wykorzystywane np. w pracy [52] jak i zdjgcie z aparatu cyfrowego (ju-
styna — ze zbioréw wlasnych). Poniewaz uniwersalna tabela nie moze by¢ dla kazdego ob-
razu optymalna, wigc przy jej uzyciu podczas testéw otrzymano $rednig dhugosé¢ stowa ko-

dowego L, =2.91054, co dalo efektywnos¢ kompresji zaledwie E, =92.47508%. Dla
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testowych obrazoéw mozna zaproponowac tabelg kodu binarnego oraz mieszanego (binarno-

ternarnego), w ktdorej pojawiajg si¢ elementy tylko z pierwszych o$miu grup.

Tabela 8.1 Przykladowa tabela kodowa dla wspotczynnikéw DC proponowana przez JPEG

Nr grupy | Kod Huffmana

0 00

1 010

2 011

3 100

+ 101

5 110

6 1110

7 11110
8 111110
9 1111110
10 11111110
11 111111110

Tabela 8.2 Proponowane tabele kodu Huffmana

Nr grupy | Prawdopodobienstwo | Kod binarny | Kod mieszany
0 0.128596 100 02 1,0,
1 0.185490 111 15 15
2 0.198677 01 0, 0,
3 0.193337 00 12,
4 0.156224 110 15 03
5 0.100274 1011 012151,
6 0.035668 10101 0;121,02 15
7 0.001735 10100 0y 13 1, 0, 0,

Dla proponowanego binarnego kodu Huffmana otrzymano $rednig dtugos¢ stowa kodowe-

go L, =2.78306, co dato efektywnos$¢ kompresji E, =96.71087%. Dla kodu binarno-
ternarnego (klasa ro =2, r1 =3, q1 = 65) otrzymano L, =2.75455, co dalo procentowa
efektywnoéé E, ; = 97.71196%. Dodatkowo po zastosowaniu kodu dwufazowego do kom-

presji bufora ternarnego uzyskano zmniejszenie Sredniej dhugosci stowa kodowego do
L,, =2.75440, co dato dalszy wzrost efektywnosci do E,, =97.77173%. Uzyskanie
wigkszych efektywnosci jest trudne ze wzglgdu na matq liczbe symboli zrodta (zaledwie 8
grup kodowych). Powyzsze wyniki zostaly opublikowane w [77] wraz z propozycja algo-
rytmu konwersji z liczby B do bloku g cyfr ternarnych (patrz punkt 8.3).
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8.2. Zastosowanie kodu binarno-ternarnego do bezstratnej

kompresji obrazéow

Czesto zachodzi potrzeba bezstratnej archiwizacji obrazow (bez jakiejkolwiek utraty
jakosci), np. w przypadku obrazéw medycznych (badania USG itp.) [66]. W takich przy-
padkach stosuje si¢ metody modelowania danych takie jak predykcja liniowa, pozwalajace
uzyska¢ wzrost efektywnosci kompresji [15, 17, 18, 37]. Dzieki zastosowaniu predykcji
liniowej mozna usunaé czgs¢ zaleznosci migdzy sasiednimi pikselami otrzymujac zrddio
o rozkladzie Laplace’a, co powoduje wzrost wydajnosci kompresji uzyskanej metodami
entropijnymi (traktowanie Zrodla jako zbior symboli niezaleznych) [67]. Pozwala to otrzy-
maé stopieni kompresji (stosunek dtugosci pliku przed kompresjg do dtugosci pliku po
kompresji) na poziomie od ok. 1.5:1 do 3:1. Podczas badan autora rozprawy nad nowymi
metodami uzyskiwania wspolczynnikow predykcji z wykorzystaniem algorytméw gene-
tycznych zostalty wykonane testy z uzyciem prostego suboptymalnego kodera binarno-
ternarnego kodu Huffmana (ro =2, r1 =3, g; =5). Predykcja liniowa zaledwie trzeciego
rzedu w potaczeniu z kodem binarno-ternarnym (BT-Huff) pozwolita uzyska¢ lepsze rezul-
taty, niz w przypadku uzycia takich popularnych formatow graficznych jak GIF oraz PNG.
Jeszcze wyzszy stopief kompresji mozemy uzyskaé dzigki uzyciu dynamicznego kodera
arytmetycznego (ze wzgledu na niepelne usunigcie przez predykcje liniowg zaleznosci
migdzy sasiednimi pikselami), a takze dzigki zwigkszeniu rzedu predykcji, co ma miejsce
w przypadku metody CALIC (jest to metoda o wysokim stopniu skomplikowania algoryt-
mu kodujacego, czesto wykorzystywana do poréwnan efektywnosci innych metod). Wyniki
badan dla czterech standardowych obrazéw testowych (o rozmiarach 512 na 512 pikseli —
256 odcieni szarosci) przedstawiajace Srednig liczbg bitdw na piksel, ktére zamieszczone sa
w tabeli 8.3, zostaly opublikowane w [81]. Mimo iz sa to wyniki uwzgledniajace dhugosé
pliku wraz z nagtéwkiem, to procentowa efektywnos¢ kompresji z uzyciem kodu miesza-

nego w kazdym z testow przekroczyla E, ; = 99.2%. Podczas testow wzigto tez pod uwage

koder korzystajacy z tablicy 8.1 i zasady kompresji elementéow DC w algorytmie JPEG,
ktéry nie potrzebowal zapisu tej tabeli w nagtéwku pliku wynikowego uznajac ja za stan-

dardowa.
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Tabela 8.3 Srednia liczba bitéw na piksel dla czterech standardowych obrazow testowych

Testowany Predyktor + | Predyktor + kod
glik GIF PNG |JPEG-DC BT-Huff arytmetycrny CALIC
Lena 8.077 | 4.611 5.037 4.483 4.457 4.121
Airpane 6.547 | 4.275 4.720 4.258 4.172 3.743
Peppers 8.236 | 4.908 5.407 4.829 4.799 4.425
Womanl 6.938 | 4.983 5.396 4.987 4.951 4.555

8.3. Algorytm szybkiego konwertera binarno—ternarnego

Jak wynika ze wzoru (3.5) konwersja liczby o g cyfrach ternarnych do postaci licz-
by B wymaga g — 1 mnozen i dodawan. Rozpatrzmy przyktad dla g = 41, wowczas potrzeba
40 mnozen i dodawan, ktére w praktyce daja si¢ tatwo zredukowa¢ do dodawan i przesu-
ni¢g¢ bitowych. Ma to duze znaczenie w przypadku sprzetowej realizacji algorytmu, np.
w zmodyfikowanej wersji kodera JPEG opisanej w punkcie 8.1. Trudniej jest dokonaé
konwersji odwrotnej, gdyz podstawowy algorytm wymaga az 40 dzielen liczby o rozmiarze
65 bitéw, co oznacza (pomijajac nawet czas innych potrzebnych operacji) wprowadzenie
duzego opdznienia przy dekodowaniu. Ponizej zostanie zaprezentowany nie wymagajacy
dzielenia algorytm opracowany przez autora rozprawy i opublikowany w pracy [77]. Tabli-
ca wynik[i] zawiera po zdekodowaniu liczby B zestaw ile_cyfr = g cyfr ternarnych, nato-
miast tablica potegafi] =3' jest statyczna tablica zawierajaca kolejne potegi trojki (obie

tablice indeksowane sa od zera):
Algorytm konwersji z liczby B do bloku q cyfr ternarnych:

Wyzeruj tablice wynik]i];
Dla kazdego i od ile_cyfr-1 do 1 z krokiem -1

{ Jesli ( (B - potegali]) >=0 ) wtedy:
{ B = B - potegal;
wynikli] = 1;
Jesli ( (B - potegali]) >=0 ) wtedy:
{ B =B - potegall;
wynik[i] = 2,
}

}
wynik[0] = B;
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Algorytm zastgpuje dzielenie liczby B przez 3 zestawem odejmowan kolejnych poteg trojki
i porownan znaku wyniku odejmowania. Liczba operacji arytmetycznych jest zalezna od
warto$ci konkretnych cyfr ternarnych, ale maksymalnie potrzeba 2:(¢ — 1) odejmowan,
atakze 2:(q—1)+ 1 przypisan liczby dwubitowej. Co oznacza dla naszego przykladu
(g = 41) maksymalnie 80 odejmowan oraz 81 przypisan liczby dwubitowej. Dodatkowo
wymagane jest przechowywanie w statycznej tablicy potega/i] (np. w pamigci ROM) 41
kolejnych poteg trojki (liczb 65 bitowych). Algorytm cechuje prostota (majaca duze zna-
czenie w przypadku realizacji sprzgtowej) oraz maly naklad obliczeniowy i mate opdznie-
nia, mimo operowania na liczbach 65 bitowych. W ogdlnosci dla wartosci » algorytm wy-
maga wykonania maksymalnie r — 1 odejmowan dla zdekodowania jednej cyfry r-narne;.
Z punktu widzenia szybkosci dzialania dla wyzszych warto$ci r zastgpienie jednego dziele-
nia wieloma odejmowaniami moze okaza¢ si¢ nieoplacalne.

Istnienie tego algorytmu uzasadnia stwierdzenie, ze zaproponowane w rozprawie
metody podnoszenia efektywnosci kompresji w przeciwienstwie np. do techniki rozszerzo-
nych binarnych kodéw Huffmana nie wymagaja duzych nakladéw obliczeniowych
i sprzetowych.

8.4. Zastosowanie kodow mieszanych do zwi¢kszenia efektywnosci

kodu Golomba

W tym punkcie zostang przedstawione wlasnosci podstawowego kodu Golomba
(shuzacego migdzy innymi do kompresji zrodel binarnych) wraz z jego rozszerzeniem. Au-
tor rozprawy proponuje modyfikacj¢ kodu Golomba do kodu dwubuforowego r-narno-

binarnego, ktory w wielu przypadkach prowadzi do zwigkszenia efektywnosci tego kodu.
8.4.1. Wlasnosci podstawowego kodu Golomba

W 1966 roku Solomon W. Golomb w pracy [33] przedstawil podstawowe zatozenia
i przyktady rodziny kodéw, ktore przyjeto okresla¢ mianem kodéw Golomba. Ze wzgledow
historycznych w tym punkcie uzywane bgda po czgsci oznaczenia zgodne z publikacja [33].
Kod ten shuzy do reprezentacji nieujemnych liczb catkowitych n, ktérych prawdopodobien-

stwo wystapienia jest zgodne z rozktadem geometrycznym G(n):

G(n)=(-p)-p" (8.1)

Jest to kod przedrostkowy dla zrédta o nieskonczonym alfabecie symboli (wartosci n).

W praktyce stuzy on do kodowania Zrodta binarnego, dla ktérego p oznacza prawdopodo-
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bienstwo wystgpienia bitu bardziej prawdopodobnego: p = max{p(0), p(1)} > 0.5. Przyj-
mijmy, ze p = p(0), woéwczas stowo kodu Golomba dla wartosci » reprezentuje cigg (sym-
bol) sktadajacy si¢ z n zer i jednej jedynki. Tak zdefiniowane zrodto jest jednoczesnie pew-
nym kodem przedrostkowym. Gtowng zaleta tego kodu jest to, ze nie wymaga on uzywania
tablic kodowych i jest stosunkowo prosty do implementacji sprzetowej. Stowo kodu Go-
lomba sklada si¢ z dwdch czgsci: przedrostka bedacego numerem grupy u (w postaci kodu
unarnego) oraz z kodu dwufazowego, za pomoca ktérego koduje si¢ numer elementu v
w danej grupie. Grupa o numerze u sklada si¢ z m elementow alfabetu zrédla o kolejnych
numerach od u-m do u-m +m — 1 1 przyjmuje si¢, ze w przyblizeniu sa one rownoprawdo-

podobne. Liczba grupowa m zostala dobrana zgodnie z dopasowaniem do kodu unarnego,

: 1 .
czyli p" = 4 Oznacza to, ze wynosi ona:

log,, 2 1
me=s—-——-——= log i<y 8.2
log,, p bl 82)

Analiza redundancji dla m bedacych liczba catkowita zostata przeprowadzona w pracy [70].
Gdy ze wzoru (8.2) nie otrzymamy liczby calkowitej, to aby liczba m byla wartoscia catl-
kowita, Golomb zaproponowat jej zaokraglanie do I_m_l lub |_mJ+ 1. Bardziej precyzyjnie

liczbg elementéw w grupie (liczbg grupowa) okresla wzor zaprezentowany w pracy [6]:

- |'- M] (8.3)

log,, p

W tym przypadku korzystajac z wlasnosci logarytméw mozemy uzy¢ dowolnej (ale wspdl-
nej) podstawy dla obu logarytméw. Tworzac stowo kodu Golomba dla liczby n wyznacza-

my najpierw numer grupy w postaci:

“t]
g dns (8.4)

a nastgpnie numer elementu w grupie:

V=n-—u-m (8.5)
Liczba v kodowana jest przy pomocy kodu dwufazowego (patrz punkt 2.3). Oznacza to, ze
w kazdej grupie pierwszych /=2"—m warto$ci kodowanych jest przy uzyciu |_log2 m |
bitéw, natomiast pozostatych m — I jest kodowanych w postaci liczby v +2* —m przy po-
mocy |—log2 m—| bitow, gdzie k = |—log2 m—| [62]. Srednia dlugos¢ binarna stowa kodowego

Lg oznacza liczbg bitow potrzebng do zakodowania jednego bitu zrodla binarnego (a nie
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$rednig dtugos$¢ symboli kodu Golomba). Mozemy ja wyznaczy¢ dzielac liczby » na dwa
przedzialy. Pierwszy przedziat to wartosci 0 < n </, dla ktérego stlowa kodu Golomba sg

najkroétsze i majg dhugos¢ k bitow. Drugi przedziat dla » > /, dla ktérego stowa kodowe ma-
ja dtugo$¢ k+1+u' bitow, gdzie u'=FI————£J, sktada si¢ z kolejnych m elementowych
m

grup stéw kodu Golomba o dlugosci odpowiednio k+ 1, k+ 2, ... bitéw. Kazde stowo
w postaci kodu Golomba dla liczby » reprezentuje n + 1 bitow zrédta. Korzystajac ze wzo-
ru (2.19) mozemy dla m nie bedacych potega dwojki przedstawi¢ Lg w nastgpujacej posta-

o3

Zk'(l_l’)'p"+i(k+1+u').(1_p).pn
L I (8.6)
> (n+D-(1-p)-p"

n=0

Dla wartosci m bedacych potega dwdjki warto$¢ / wynosi zero i wowczas pierwsza suma
w liczniku wzoru (8.6) nie wystgpuje (jest to tzw. kod Rice’a [58, 63]). Nieskonczone sumy

nalezy przeksztalci¢ do prostszej postaci. Po uproszczeniu wzoru (8.6) otrzymujemy [50]:

LG=(1—p)~(k+1p ’"j (8.7)

Co daje procentowa efektywnos¢ kodu Golomba réwna:

w9t e, RO W
G

G

Poniewaz kofcowy wzér na Lg jest czgsto podawany w literaturze nieprawidlowo
[26, 70, 72] (lub odnosi si¢ wylacznie do kodu Rice’a), to wyprowadzenie wzoru (8.7) zo-
stanie umieszczone w dodatku A. Rysunek 8.1 przedstawia zalezno$¢ procentowej efek-
tywnosci kodu Golomba w funkcji prawdopodobienstwa p. Jak wida¢ lokalne wartosci mi-
nimalne oznaczajg przejscie (0znaczone pionowymi przerywanymi liniami) migdzy kolej-
nymi liczbami grupowymi m. Aby zachowaé czytelno$¢ rysunku dla m>7 (p>0.9115)
linie przerywane nie zostaly umieszczone.

W przypadku transmisji strumienia bitéw poddanego kodowaniu Golomba zachodzi
op6znienie czasowe wynikajace z zasady dzialania kodera. Wezytuje on z wejscia bity
o wartosci ,,0” do momentu napotkania pierwszej ,,1”. Dopiero wtedy wysyta na wyjscie
odpowiedni kod. Srednia liczba bitow T, to warto$é oczekiwana liczby zer poprzedzaja-

cych jedynke w sygnale zrodtowym [53]:
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Twe=§(n+l)-(1—p)-p”=l—j—p (8.9)

100 = ' e BT Jhe 6
m= L me2 | me3 ime4i5i6i7) me7

e | | ' et 2
oo i e whidbi il smsel
i g R A
e
Cotan AR
i e e o .

0:5 06 0.7 0.8 09 1

Rysunek 8.1 Zalezno$¢ procentowej efektywnosci kodu Golomba w funkcji p

O 1 L 1 1
05 06 0.7 08 09 1

Rysunek 8.2 Zalezno$¢ Sredniej L kodu Golomba w funkcji p
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Wyprowadzenie wzoru (8.9) znajduje si¢ w dodatku A.

Jesli przyjmiemy, ze koder przyjmuje i wysyla dane w sposob szeregowy, to nalezy
jeszcze wyznaczy¢ $rednig liczbeg bitow ($rednig dlugos¢ symboli kodu Golomba) na wyj-
$ciu dekodera jako T, - L, . Jesli uznamy, ze czas potrzebny na ustalenie kodu wyjsciowe-
go (po wcezytaniu sekwencji zer i jedynki) jest pomijalnie maty, to przecigtne op6znienie
wprowadzane przez koder wynosi 7, bitow. Wynika to z faktu, iz podczas wysylania aktu-
alnie zakodowanego symbolu, koder juz odbiera dane z wejscia dla nastgpnego symbolu,

a czas wysylania nie jest diuzszy od czasu pobierania danych 7, -L. < bo L, <1

(patrz rysunek 8.2 przedstawiajacy $rednig dtugos¢ binarna stowa kodowego Lg). Mozemy
przyjaé, ze miarg rozrzutu od wartosci $redniej jest odchylenie standardowe, ktére dla roz-

ktadu geometrycznego wynosi [25]:

SPgl

b (8.10)

Ta analiza opoznienia jest przydatna jedynie dla projektantéw sprzgtowych realizacji kode-
ra i dekodera. W rozwazaniach teoretycznych ten czas si¢ pomija (traktujac jako minimalny
czas niezbedny do prawidlowej zamiany pojedynczego symbolu z wejécia na stowo kodu),
gdyz przyjmuje si¢, ze kod przedrostkowy jest kodem bez opdznien.

Szczegolowa analiz¢ zastosowania rozszerzen kodéw Golomba dla zrédet z dwu-
stronnym rozktadem geometrycznym mozna znalez¢é w pracy [51]. Istnieja takze nowsze
podejscia do tworzenia kodéw dla zrédet o rozktadzie geometrycznym o innej strukturze

drzew kodowych [32].
8.4.2. Analiza wlasnosci liczby grupowej m

Dla m = 1 mamy Lg = 1. Natomiast dla m > 1 $rednia bitowa Lg jest funkcja maleja-
ca, takg ze Lg < 1 (patrz rysunek 8.2). Na podstawie tych wiasnosci oraz wzoru (8.7) mo-
zemy wyznaczy¢ przedzial p, dla ktérego m = 1. Szukamy zatem optacalnosci kodu Lg < 1
dlam=2.

0
P 2-p?
G(m 2) (1 p)(1+1—P2J 1+p <l

2-p’<l+p
p’+p-1>0

136



=0.61803, wowczas m =2

i85
2

Dla = < p £1 rozwigzaniem tej nieréwnosci jest p >

staje si¢ wartoscig optymalng. A zatem m = 1 jest optymalne dla % <p< , lecz dla

takiego zakresu prawdopodobienstw statystycznie nie uzyskujemy zysku z kompres;ji.
Kolejny krok, to znalezienie granicy migdzy optacalnoscig uzycia kodu z wartoscia m = 2

oraz m = 3, polegajace na rozwigzaniu nieroOwnosci:

Lgme3y < Lom=2)

4 I Bl Dok o) it
1-p° 1+p+p? l+p

O<p*+p’-p

Co przy 3 < p <1 upraszcza si¢ do p’ + p* —1> 0. Rozwiazaniem tej nieréwnosci jest

p> -;— . ({/E‘;_/E + 7{/25*;/@ - 1)= 0.75488, wowczas m =3 staje si¢ wartoscig optymalng

[65, 87]. Czyli m = 2 jest optymalne dla \/52_1 <p< _;_.(3\[25—;/5 + {/zshz/’@ = 1).

Mozemy takze wyznaczy¢ przedzialy optymalnosci m na podstawie réwnania (8.3). Z wia-

snosci |_x-|=m dla dowolnej liczby x spelniona jest nieréwno$¢ m—1< x <m, zatem

w ten spos6b mozemy uzyska¢ progowa warto$¢ p w oparciu 0 wzor (8.3):

3 log,,(1+ p) "
log,, p

m-—1<

Poniewaz dla % < p <1 mamy log,, p <0, to mnozac obustronnie przez —log,, p :

—(m=1)-log,, p <log,(1+ p)<-m-log, p
Po uproszczeniu otrzymujemy nieréwnos¢ (m + 1)-tego stopnia:

12 p™ +p™! (8.11)
A takze drugie ograniczenie bedace rozwigzaniem nier6wnosci m-tego stopnia:

prE P =150 (8.12)

Czyli jest to dokladnie taka sama zalezno$c, jaka uzyskano przy wczesniejszych poréwna-

niach stosujac wzor (8.7) dla konkretnych wartosci m. Nierownosci (8.11) i (8.12) zapre-
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zentowal w 1975 roku Gallager w pracy [26] wraz z uzasadnieniem optymalno$ci parame-

tru m dla danego prawdopodobienstwa p:
P +p™ <1sp” + p™ (8.13)

Ponizej znajduje si¢ przyklad przedstawiony przez Golomba w pracy [33].

Przykiad 8.1

Dane jest zrédlo binarne, w ktorym p = p(0) = 0.95. Wowczas m =14, k=4, [ =2.
Tabela 8.4 przedstawia pierwsze 32 symbole kodu Golomba dla m = 14. Srednia liczba
potrzebna do zakodowania jednego bitu zrédta wynosi Lg = 0.288079, co daje efektywnosé
Ec=99.41617%. Natomiast $rednie opdznienie kodera T, =20 bitow (przy odchyleniu
standardowym rownym o = 19.49359).

Tabela 8.4 Kod Golomba z przykladu 8.1

kod Golomba | n |kod Golomba
0000 16 100100
0001 17 100101
00100 18 100110
00101 19 100111
00110 20 101000
00111 21 101001
01000 22 101010
01001 23 101011
01010 24 101100
01011 25 101101
01100 26 101110
01101 27 101111
01110 28 110000
01111 29 110001
10000 30 1100100
10001 31 1100101

[EN N e S
e i Y s I P R S R Y B R S S B =

8.4.3. Modyfikacja kodu Golomba

Zaproponowane w rozdziale 4 podejscie pozwalajace korzystaé jednoczesnie z roz-
nych buforé6w r-narnych kody r-narne prowadzito w wigkszosci przypadkéw do wzrostu
efektywnosci kodu Huffmana. Podobne podejscie mozemy zastosowa¢ dla kodu Golomba.

Propozycja uzycia wielowartosciowego kodu dla Zrédet o nieskonczonej liczbie symboli
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byla rozwazana teoretycznie migdzy innymi w pracy [40] (bez realizacji praktycznej dla
komputeréw opartych o binarny zapis liczb).

Dla niektérych wartosci p mozliwe jest utworzenie zmodyfikowanego kodu Golom-
ba cechujacego si¢ wyzszg efektywnoscia kompresji zrodet binarnych w poréwnaniu do
podstawowego kodu Golomba. Symbol takiego kodu rézni si¢ jedynie w jego drugiej czg-
$ci (przedrostek unarny pozostaje bez zmian). Mozemy przyjac, ze kazda grupa sktadajaca
si¢ z ¢ elementdéw (traktowanych jako symbole prawie rownoprawdopodobne) nie jest ko-
dowana przy uzyciu kodu dwufazowego lecz przy uzyciu kodu mieszanego dla 7 symboli
réwnoprawdopodobnych (wprowadzenie oznaczenia ¢+ w miejsce proponowanej przez Go-
lomba wartosci m jest istotne dla odréznienia dwdch sytuacji i zostanie to wyjasnione
w dalszej czgsci tego punktu). Kazda dodatnig liczbg catkowita mozna przedstawi¢ przy

pomocy wzoru:
o) (8.14)

w postaci grupowej liczby ¢, gdzie s jest nieujemna liczba catkowita, natomiast » dodatnia
liczba nieparzysta. Na przyklad dla # = 20 mamy s = 2 oraz r = 5. Majac dane prawdopodo-
biefistwo p na podstawie wzoru (8.3) wyznaczamy warto$¢ m. Jesli m nie jest potega dwoj-
ki, to rozpatrujemy dwie sytuacje: dla /= m oraz osobno dla 7= m — 1, dlatego nalezy roz-

rézniaé wartosci ¢ oraz m. Dla obu wartos$ci 7 na podstawie wzoru:

5
LQ=(1_p).(bq(r)+s+1+1fp,] (8.15)
wyznaczamy $rednig liczbe bitdw L potrzebna do zakodowania jednego bitu zrodia (wy-
prowadzenie wzoru (8.15) znajduje si¢ w dodatku A). Nastgpnie wybieramy mniejsza
z dwoch wartosci Lg 1 porownujemy ja z wartoscia Lg wyliczong ze wzoru (8.7). Jesli

Lg > Lg, to uzywamy podstawowego kodu Golomba. W przeciwnym wypadku, gdy:

t

)
p 1<k+ p

1-p 1-p"

b,(r)+s+1+ (8.16)

mamy do czynienia z modyfikacja kodu Golomba. Kod reprezentujacy liczbe n sktada sie

w pierwszej czgsci z numeru u grupy przedstawionego w postaci przedrostka unarnego:

—FJ 8.17
u=- (8.17)

Gdy s > 0, to po przedrostku unarnym znajduje si¢ srodkowa cz¢$¢ kodu bedaca s bitowa

reprezentacja liczby z postaci:
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ZzlnmodtJ 8.18)
r

Koncowa czgs$¢ symbolu zmodyfikowanego kodu Golomba sktada si¢ z r-narnej reprezen-

tacji cyfry v danej wzorem:
v =nmodr (8.19)

W praktycznych zastosowaniach nalezy dobra¢ odpowiednig wzorcowa wartos¢ ¢ dla dane;j
liczby r. Wéwczas koder umieszcza kody wynikowe w dwoch buforach. W buforze binar-
nym zapisuje unarne reprezentacje przedrostkow u oraz s bitowe reprezentacje liczb z. Na-
tomiast w g elementowym buforze r-narnym zapisywane sa kolejne cyfry v, az do jego za-
pelnienia. Po zapelnieniu bufora r-narnego obliczana jest zgodnie ze wzorem (3.5) liczba B,
a nastgpnie zawartos¢ obu buforéw jest wysytana na wyjscie. A zatem opdznienie kodera
wynosi g — 1 symboli zmodyfikowanego kodu Golomba wzgledem jego podstawowej wer-
sji. Oznacza to, ze zmodyfikowany koder musi wezyta¢ z wejscia $rednio o (g — 1)- T bi-
tow wigcej, niz podstawowy koder Golomba, gdzie 7', to warto$¢ oczekiwana liczby zer
poprzedzajacych jedynk¢ w sygnale zrodtowym. Na podstawie wzoru (8.9) $rednie opdz-

nienie kodera wynosi 7,

we(q) DItOW odczytanych z wejscia:

(8.20)

8.4.4. Przyklady zmodyfikowanego kodu Golomba

Przeanalizujmy sytuacj¢ dla 7=m =3, wtedy s = 0 oraz r = 3. Wéwczas dla g =41

nieréwnos¢ (8.16) przyjmuje postac:

3 1
kLI s SRR, (R
41 l1-p 1-p
3
P el
41 1-p

Po uproszczeniu otrzymujemy nieréwnos¢ kwadratowa:

17-p*+17-p-24>0

) fels Ex iy 1
Dla % < p <1 rozwigzaniem nierownosci jest p > =3 (\/%37 - 1)= 0.789095. A zatem jest

to dolna granica optacalno$ci zastosowania zmodyfikowanego kodu Golomba dla 7= 3.

Poniewaz dla wyzszych wartosci # rozwigzanie nieréwnosci (8.16) w sposéb analityczny
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jest trudne, wigc pozostale przedstawione wyniki zostaly wyznaczone numerycznie
z doktadno$cig do 4 miejsc po przecinku. Podstawowy kod Golomba dla m = 3 jest stoso-
wany w przedziale prawdopodobienstw 0.75488 < p < 0.8192, natomiast optacalnos¢ mo-

dyfikacji kodu Golomba przy ¢ =3 oraz g = 41 zachodzi dla 0.789095 < p <0.8240, czyli

nawet przy m = 4. Dlatego wlasnie przy doborze wartosci ¢ rozpatruje si¢ dwa przypadki.
Rysunek 8.3 przedstawia poréwnanie procentowej efektywnosci w funkcji p dla podsta-
wowego kodu Golomba (linia przerywana) oraz zmodyfikowanego kodu Golomba (linia
ciggla) dla parametréw ¢ = 3 oraz g = 41. Natomiast rysunek 8.4 przedstawia $rednig liczbe
bitow potrzebng do zakodowania jednego bitu Zrédta L (linia przerywana), Lg dla 7= 3
iqg=41 (linia ciagla) oraz entropi¢ Ho zrodla binarnego (linia kropkowana) w funkcji
prawdopodobienstwa p. Np. dla p =0.8191 zysk mig¢dzy zastosowaniem podstawowego
i zmodyfikowanego kodu Golomba wynosi Lg — Lg = 0.00235744 bita na symbol Zrodta
binarnego. Wtedy procentowa efektywno$¢ dla kodu podstawowego wynosi

E; =98.73897%, natomiast dla zmodyfikowanego kodu Golomba wynosi

E, = Ho100% = 99.07711%.

G
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99.1

99

989

e,
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98 7 L L 1 1 1 1 L
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Rysunek 8.3 Pordwnanie procentowej efektywnosci kodéw Golomba w Sfunkcji p.

Kod podstawowy (linia przerywana) i zmodyfikowany (linia ciggla)
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Jesli dodatkowo uzyjemy kodu dwufazowego do kompresji liczby B, to aby obli-

czy¢ $rednig bitowa L;, wystarczy zamieni¢ $rednig liczbg bitow potrzebng do reprezenta-

cji jednej cyfry r-narnej z b,(r) na b, (r):

L§=(1—p)'(éq(r)+s+1+1pt,) (8.21)

Wowczas procentowa efektywnos¢ dla zmodyfikowanego kodu Golomba (z uzyciem kodu

dwufazowego) dana jest wzorem:

Eg =%~100% -Zplog, p—(lL— PRI 1ol (8.22)
- G

G

Co dla p=0.8191 daje efektywnos$¢ E; = 99.08443% oraz wage zysku W = 27.64803%.

Przeanalizujmy warto$¢ ¢ =m =5, wowczas s =0 oraz r =5. Warto$¢ m =5 uzyskujemy,
gdy 0.8566 <p <0.8813. Dla =5 oraz g =31 oplacalno$¢ zmodyfikowanej metody uzy-
skujemy, gdy 0.8754 <p <0.8835, czyli nawet przy m =6. Np. dla p =0.8812 mamy
Eg=99.25424% oraz Eg = 99.33709% [85].

075 T T T T . T

074

0.73

072

0.71

07

069

068

067 3 ' ; : :
0.79 0.795 0.8 0.805 0.81 0.815 0.82

Rysunek 8.4 Zaleznos¢ Lg (linia przerywana), Lg dlat =3, g = 41
(linia ciqgla), Ho: (linia kropkowana) w funkcji p
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Rysunek 8.5 Zalezno$¢ L (linia przerywana), Lg dlat =35, g = 31
(linia ciggla),Ho, (linia kropkowana) w funkcji p
Rysunek 8.5 przedstawia srednig liczbe bitéw potrzebng do zakodowania jednego
bitu zrodta Lg (linia przerywana), Lg dla 1 =5 i g = 31 (linia ciagta) oraz entropi¢ Ho zro-
dia binarnego (linia kropkowana) w funkcji prawdopodobienstwa p. Wykres nie uwzgled-

nia uzycia kodu dwufazowego, gdyz L; ~ L.
Przyktad 8.2

Dane jest zrédto binarne, w ktérym p = 0.898. Wtedy m = 6 oraz $rednia dtugos¢
bitowa Lg=0.4789441. Dla t=m—1=5 mamy s=0, r=35, co daje dla g =3 Srednig
Lg=10.4831676. Wigc dla ¢ = 5 nie mamy optacalnosci uzycia zmodyfikowanego kodu Go-
lomba, gdyz Lg > Lg. Natomiast dla 7=m =6 =2-3 mamy s = 1, r =3, co przy g = 41 daje
Lg=0.4781707. W tym przypadku Lg < Lg, zatem taki wlasnie kod stosujemy. Wtedy np.
dla n=13 mamy u=2=,001" (unarna reprezentacja), z=0=,0" binarnie, v=1=,1"
ternarnie. Co daje taczna reprezentacjg liczby 13 réwnag ,,0017+,,0+,,15”.

W tabeli 8.5 zawarte sg stowa dla pierwszych » <12 symboli zmodyfikowanego
kodu Golomba. Na podstawie wzoru (8.20) dla p = 0.898 otrzymujemy Srednie opdznienie
kodera T,,,,, =392.15686 bita odczytanych z wejscia.
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Tabela 8.5 Zmodyfikowany kod Golomba dla p = 0.898

n u__|s bitow | kod ternarny
0 1 0 0
1 1 0 1
2 1 0 &
3 1 1 0
4 1 1 1
5 1 1 2
6 | 01 0 0
i 0 1
8 | 01 0 2
g {8l 1 0
10 | 01 1 1
1 1 01 1 ¥
12 | 001 0 0
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9. Podsumowanie

Analiza aktualnego stanu wiedzy na temat koddw entropijnych cechujacych sie

wyzsza efektywnoscig od binarnego kodu Huffmana wykazata ich nastgpujace wady:

duze zapotrzebowanie na pamig¢é niezbedna do przechowywania duzych tablic ko-
dowych (przez koder i dekoder rozszerzonego kodu Huffmana czy kodu Tunstalla);

wigkszy stopien skomplikowania algorytmu (zwlaszcza dekodera) dla kompresji
arytmetycznej, co oznacza dhuzszy czas kompresji i dekompresji wzglgdem binar-
nego kodu Huffmana;

niska efektywno$¢ zapisu wielowartosciowych stéw kodu Huffmana (w odniesieniu
do aktualnie uzytkowanych architektur sprzgtowych opartych o binarng reprezenta-

cj¢ liczb) nie pozwalajaca na praktyczne ich wykorzystanie.

Z drugiej strony zaproponowany przez autora algorytm kompresji wykorzystujagcy miesza-

ny kod Huffmana ma nastgpujace wiasnosci:

efektywno$¢ mieszanego kodu Huffmana jest w zdecydowanej wigkszosci przypad-
kéw wyzsza od efektywnosci binarnego kodu Huffmana (w najgorszym przypadku
oba te kody sg rownowazne);

algorytm charakteryzuje si¢ niska ztozonoscia implementacyjng i matymi wymaga-
niami pamigciowymi, podobnie jak ma to miejsce w przypadku binarnego kodu
Huffmana;

dzigki odpowiedniej reprezentacji danych mozliwe jest uzycie wielu réznych ele-
ment6w wielowartosciowych (r-narnych) w jednym kodzie, z zachowaniem wyso-

kiej efektywnosci zapisu cyfr 7-narnych.

Wilasnosci te sg zgodne z teza niniejszej rozprawy. Oryginalny wklad wlasny autora

W pracy stanowi:

propozycja konstrukcji kodéw mieszanych bedacych uogélnieniem kodu Huffmana;
rozwigzanie problemu efektywnego zapisu cyfr r-narnych (nie bedacych potega
dwdjki), co jest podstawg praktycznego uzycia r-narnych kodéw Huffmana (lacze-
nie w bloki po g cyfr -narnych, ktore nastgpnie kompresowane sg przy uzyciu kodu
dwufazowego);

propozycja efektywnej realizacji mieszanego kodu Huffmana, to jest algorytmu po-
zwalajacego na taczenie wielu roznych symboli r-narnych w jednym kodzie w taki

sposob, aby uzyskaé kod o wigkszej efektywnosci niz binarny kod Huffmana;
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opisanie podstawowych zasad konstruowania drzewa optymalnego kodu mieszane-
go (przy danych ograniczeniach);
wykonanie badan testowych potwierdzajacych wzrost efektywnosci uzyskany dzigki
zastosowaniu kodéw mieszanych (w poréwnaniu do binarnego kodu Huffmana) za-
réwno dla zbioréw generowanych w sposob pseudolosowy jak i dla rzeczywistych
plikéw z danymi o réznych rozktadach prawdopodobienstw;
wyznaczenie wyktadniczej ztozonosci konstrukcji podstawowego algorytmu poszu-
kiwania optymalnego mieszanego kodu Huffmana (metoda poréwnan) wraz z me-
toda analitycznego wyznaczania doktadnej liczby iteracji dla metody poroéwnan;
zdefiniowanie warunkéw, dla ktérych mozliwe jest zmniejszenie liczby iteracji po-
trzebnych do wyznaczenia optymalnego kodu Huffmana (metoda integralnych pod-
drzew oraz propozycja poszukiwania poddrzew integralnych binarnie);
analiza optymalnego binarno-ternarnego kodu Huffmana bedacego propozycija
zmniejszenia ztozono$ci implementacyjnej kodu mieszanego;
trzy propozycje uzycia suboptymalnych kodéw mieszanych o krotkim czasie kon-
strukcji drzewa kodowego:

o suboptymalny kod dwupoziomowy;

o metoda kolejnych uscislen;

o rozszerzony kod dwupoziomowy;
analiza op6znien wprowadzanych przez mieszany kod Huffmana i propozycja uzy-
cia suboptymalnych kodéw o stalym op6znieniu;
propozycja uzycia optymalnych i suboptymalnych kodéw o malym op6znieniu;
przedstawienie trzech metod kodowania wykorzystujacych kody mieszane w celu
podniesienia efektywnos$ci dynamicznego kodu Huffmana;
praktyczne zastosowanie kodu binarno-ternarnego jako modyfikacja przedrostko-
wego kodu Huffmana uzywanego przy kompresji elementéow DC w algorytmie
JPEG;
opracowanie algorytmu szybkiego konwertera binarno-ternarnego, ktéry nie wyma-
ga wykonywania operacji dzielenia,
propozycja uzycia kodéw mieszanych w celu podniesienia efektywnosci kodu Go-
lomba;
analiza efektywnosci kodu dwufazowego wraz z przedstawieniem prostych algo-

rytméw kodera i dekodera;
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e opracowanie algorytmu doboru parametréw wzorcowych g zapewniajacych wysoka
efektywnos¢ zapisu cyfr r-narnych;

e przedstawienie dwodch algorytméw tworzenia krétkich informacji nagldéwkowych
dla statycznych metod entropijnych (opracowanych na podstawie odpowiednio do-
branych informacji znanych z literatury);

e wykonanie oprogramowania w jezyku C opartego na poszczegdlnych zapropono-
wanych w pracy algorytmach, a takze oprogramowania testujacego dziatanie
i umozliwiajacego generowanie wykresow zaprezentowanych w pracy (w tym pro-

gram generujacy zrodla o zalozonym przez uzytkownika rozktadzie).

W pracy przedstawiono szczegélowy opis powyzszych zagadnien poparty ponad
dwudziestoma przykladami, wynikami testow oraz analiza matematyczng (wykorzystujac
do tego celu ponad sto wzoréw). Wyniki badan zostaty zaprezentowane w kilkunastu refe-
ratach na konferencjach o charakterze zaréwno krajowym jak i miedzynarodowym
[68,75,76,77,78,79, 81, 82, 83, 84, 85]. Oprécz samego zdefiniowania zasad dziatania
algorytmu kompresji opartej na mieszanym kodzie Huffmana (zaréwno w wersji statycznej
jak i dynamicznej), autor przeanalizowat takze problemy zwigzane ze znalezieniem opty-
malnego kodu mieszanego wraz z propozycjami ich rozwigzania. Jednak dla Zrédet o duzej
liczbie symboli (pomijajac kody o z gory zdefiniowanych drzewach) przy obecnych mozli-
wosciach technicznych wprowadzenie kodu optymalnego w czasie rzeczywistym moze
okaza¢ si¢ niepraktyczne. Dlatego tez autor przedstawit kilka propozycji konstruowania
drzew suboptymalnego kodu mieszanego o krétkim czasie konstrukeji drzewa kodowego.

Dalsze Kierunki badan:

Jak juz wspomniano, istotnym problemem jest szybka generacja mieszanych kodow
Huffmana dla bardzo duzych zrédet. Konieczne sa tu poszukiwania dalszych algorytméw
konstrukcji kodéw suboptymalnych, a w miar¢ mozliwosci takze optymalnych. Z praktycz-
nego punktu widzenia duze znaczenie maja powigzania algorytméw z ich realizacja sprze-
towa, gdyz czgsto od tego zalezy, czy dana metoda bedzie w przysztosci wykorzystywana
w praktyce (np. w uktadach o matych wymaganiach energetycznych).
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Dodatek A - Wyprowadzenia wzorow (8.7), (8.9) oraz (8.15)

Wyprowadzenie wzoru na $rednig liczbe bitéw Lg potrzebna do zakodowania jed-
nego bitu zrédta binarnego przy uzyciu kodu Golomba opiera si¢ na whasnosciach skonczo-

nego i nieskonczonego ciggu geometrycznego.

Sk-(l-p)p"+ > (k+1+u)-(1=p): p"

a+b
L= - T (A.1)
> (n+D)-(1-p)-p" Y
n=0
Na podstawie oznaczen wzoru (A.1) mozemy go podzieli¢ na trzy cziony:
1-1
a=k-(1-p)- 3 p" (A2)
n=0
b=(1-p)- Y (k+1+u') p" (A.3)
n=|
T, =(1-p)-D.(n+1)-p" (A.4)
n=0

Gdzie u'=[——J, natomiast warto$¢ /=2" —m oznacza liczbe pierwszych symboli
m

o najkrotszej dtugosci stowa kodu Golomba réwnej k =[log, m |. Kolejne m elementowe

grupy stow kodu Golomba majg dtugosci odpowiednio &+ 1, k£ + 2, ... bitéw. Dla wartosci
m bedacych potega dwojki wartos¢ / wynosi zero i wowczas pierwsza suma (oznaczona
dalej jako a) w liczniku wzoru (A.1) nie wystgpuje. Jezeli suma / wyrazoéw skonczonego

ciggu geometrycznego wynosi:

ST 0 I N heeb
Zp =p’+p' +.+p" =—— (A5)
n=0 k% p
To wzor (A.2) upraszcza si¢ do:
a=k-(1-p") (A.6)

Tadati o [" J, to upraszczajac wzor (A.3) mozemy zastosowaé podzial na m elemen-
m

towe sumy i zastapi¢ n przez [ + j-m. Wtedy mozna uzy¢ podstawienia u'= ; :
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b=(1—p>-i((k+1+j)-r_"‘2p“*“"’*‘j=(1—p>-i((k+1+j>-p’-pf‘"'-fp'j

b=(1_p)'p1'i[(k+l+j)'Pj""'11—_%)——-(1—}7'")-#-i((k+1+j)-pf"”)

Jj=0 ey Jj=0

b=<1—pf">-p’-((k+1)-ipf'M+ij-pf'”j

Ale Zp.f~m =p +p +p Ve 1 = oraz.

Y 1 p™ =0 p" +2- p* +3- P77 +iu =
j=0

="+ "+ P+ )P AP P+ L)+ (P AP AP L) =

m 2m 3Im m
=pm+pm+pm+...= pm2
Ing inRin iz b Asr")
A zatem warto$¢ b upraszcza si¢ do:
k+1 p" p"
b=(1—p”)-p’~( s 5 J=p’-(k+1+ A7
o g 1-p" s

Aby uprosci¢ wzor (A.4), nalezy obliczy¢ sume szeregu [8]:

Z(n+l)-p" =p°+2-p'+3-p*+..=
n=0

=@ +p + P+ )P PP+ ) (PP P ) =

0 1 2 1

BT 4F AL oot R e S
1-p 1-p 1-p (1-p)’

Po podstawieniu do (A.4) otrzymujemy warto$¢ oczekiwang dhugosci symboli kodu Go-

lomba:

1
T =2 » (A.8)

Podstawiajac do (A.1) wzory (A.6), (A.7) oraz (A.8):

m+l L ml m+l
LG=(1—p)-(k—k-p’+k-pl+p1+1p m]=(1_p).(k+l’ 110 i & J
p -p"

W ten sposob otrzymujemy koncowa postaé Lg:

pl
LG=(1—p)'(k+1_pm] (A.9)
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Uproszczenie wzoru dla zmodyfikowanego kodu Golomba przebiega w podobny sposéb:

S(Ual+B,0)+s+-0-p)p")
. e 24 (A.10)
N n+1)-(1-p)-p" o

Mianownik jest zgodny ze wzorem (A.4) uproszczonym do postaci wzoru (A.8). Rozpa-

trzmy zatem licznik dzielgc na 7 elementowe grupy i wyliczajac ich wewngtrzne sumy:

c=(1—p)-i((j+5q<r)+s+1)-pf'-Zp‘j
c=(1—p)~1~11_£p-i((j+5q(r)+s+1)-pf")

J=0

c=(l—p‘)-[(5q<r)+s+1)ipf"+ij-pf"]

J=0

Przy czym poszczeg6lne sumy upraszczaja si¢ do:

0

D ipitt =p0+p'+p2"+...=—1’—
J=0 1-p

8

jop=0+p +2-p" +3.p* +..=
=0

=(pt +p2-t +p31 +"')+(p2-t +p3-t +p4~t -4 .)+(p3~t +p4~1 +p5~t ik )+ =
2y pt p2-t p3-l r pt
I-p’ "1-p" 1-p (1-p')

I mozemy je podstawi¢ do licznika c:

t

Bq(r)+s+l+ p'
it et

c=(1—p’)-( J=Eq(r)+s+l+1p -

o 4

Co daje uproszczenie wzoru (A.10) do koncowej postaci:

LQ=(1_p)(5q(r)+s+1+1p ,) (A.11)
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Dodatek B - Kody zrodlowe

Ponizej znajduje si¢ cz¢$¢ kodu Zrédlowego zawierajaca jedynie wazniejsze funk-
cje. Jest to testowa wersja algorytmu poszukiwania optymalnego mieszanego kodu
Huffmana metoda porownan. Wersja testowa zapewnia zapis do pliku tekstowego pelnej
informacji o kazdej z D iteracji tworzenia drzew kodu mieszanego (zarowno w kolejnosci
wyznaczanych drzew jak i w kolejnosci posortowanej wedtug rosnacej sredniej L,;;). Dla
ulatwienia testéw parametry rozkladu testowanego zrodta S sa wezytywane z pliku teksto-
wego, ktory zawiera liczbe n symboli Zrédla, a po niej w kolejnych wierszach niemalejacy
ciag licznosci lub prawdopodobienstw symboli Zrodta. W celu uzyskania wysokiej predko-
$ci dziatania zastosowano tablice statyczne o charakterze globalnym. Dzieki temu dziatanie
tego rekurencyjnego algorytmu nie wymaga przekazywania zbednych zestawéw parame-

trow (wystarcza tylko numer poziomu rekurenciji).

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>

#include <math.h>

#define ile 25 //liczba symboli zroédta
#define ile_iteracji 677000 //dla 25 symboli zrodta
typedef unsigned char byte;

FILE *wyjscie, *wyjscie2, *wejscie;

static int w, z, pp, p, i, j, N, nn ,ile_testow, wsk;
static double min;

static long int iter;

static double |, binarne, entropia, temp;

static int prime[54]; /IZawiera zestaw liczb pierwszych mniejszych od 256

static double dlugosc[54]; //Zawiera dtugosci gatezi dla liczb pierwszych (patrz tabela 4.6)
static int licznik[ile]; /[Zawiera liczbe elementéw na p-tym poziomie

static int bazalile]; /IZawiera liczbg potomkéw wezta na p-tym poziomie

static int wynik([ile]; /IZawiera wynikowy ciag dla najkrétszego Ly

static double wagalile+1][ile+1]; /[Zawiera wagi na p-tym poziomie i-tego elementu

static double tab[ile+1][ile+1];
static double niesort[ile_iteracji]; /[IWartosci L dla kazdej iteracji przed sortowaniem

static int iteracje[ile_iteracji][ile]; /[Zawiera liczbe elementow dla danej iteracji

/* */

void dane_rzeczywiste(void) /ffunkcje pominigte (Wprowadzanie parametrow)
void dane_wejsciowe(void) £

/*

/ITu wprowadzamy liczno$ci poszczegolnych symboli lub ich prawdopodobienstwa
for (i=0;i<ile;i++)

for (j=0;j<ile;j++) { ‘
wagali][j] = 0; //Wyzerowanie tablicy wag
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tab[i][jl = 0; //oraz tablicy prawdopodobienstw na wszystkich poziomach

}

iter = 0;

| = 999.0; //Startowa wartos¢ L, (maksymalna - poza zakresem)

binarne = 0.0;

fscanf(wejscie,"%d",&n); //Odczyt liczby symboli wejsciowych w danym tescie
nn =n;

p = 0; //Poziom zerowy - zawiera posortowany rozktad prawdopodobienstw

for (i=0;i<n;i++) fscanf(wejscie,"%If",&tab[0][i]);
//0dczyt prawdopodobienstw lub licznosci posortowanych rosngco

licznik[p] = nn;

fprintf(wyjscie,"Zestaw nr: %d - Liczba prawdopodobientw: %d\n",z+1,n);
fprintf(wyjscie2,"Zestaw nr: %d - Liczba prawdopodobientw: %d",z+1,n);

}
/* */
void sporzadz_drzewo(void)
if(waga[p][0]<binarne) fprintf(wyjscie,"___"); I1Jesli Ly < Ly

}

/*

fprintf(wyjscie,"L = %1.4f p=%2d ",wagal[p][0],p); //Wyswietl kazdg iteracje

niesort[iter] = waga[p][0]; //Przygotowanie tablic do sortowania

if (waga[p][0]<I) { /[Zapamietaj i zapisz gdy znaleziono lepsze rozwigzanie
| = waga[p][0]; /Il = Najlepszy aktualny wynik L
PP = P;
for (i=0; i<pp; i++) wynik[i] = bazali];
}
for (i=p-1; i<n; i++) baza[i] = 0;/Niszczenie wartosciowosci na wyzszych poziomach
if (iter==0) binarne = [; //Pomiar dla drzewa binarnego
iter++;
*/

void rekurencja(void)

int j, k, znacznik;
double sum, wg, dlugosc_wg;

if (nn>1) { /Wykonuj je$li sg jeszcze co najmniej 2 wezty
while (prime[jJ<=nn) {  //Dla kazdej liczby pierwszej

k = prime[j];

dlugosc_wg = dlugosc(j;

e,

sum = 0;

wg = 0;

bazalp] = k; //Warto$ciowos¢ - liczba gatezi tagczonych na tym poziomie

for (i=0; i<k; i++) {
sum += tab[p][i];
wg += (wagal[p][i] + dlugosc_wg) * tab[p][i];

}
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/I$rednia dtugo$¢ stowa kodowego dla elementdw juz podtgczonych do tworzonego wezta

wg = wg/sum;
i=0;
znacznik = 1;

while (znacznik) {
if ( (i+k<nn) && (tab[p][i+k]<sum) ) {
tab[p+1][i] = tab[p][i+k];
wagal[p+1][i] = wagalp][i+k];
[t
}

else znacznik = 0;

}

tab[p+1][i] = sum;
waga[p+1][i] = wg;

while (i+k<nn) {
tab[p+1][i+1] = tab[p][i+k];
waga[p+1][i+1] = waga[p][i+k];
i++;

}

p=pti;
nn = nn-k+1;
licznik[p] = nn;

rekurencja();

p=p-1;
nn = nn+k-1;

}  llendwhile

} else sporzadz_drzewo();
}
/* */
void entropy(void)
{
entropia = 0.0;
temp = 0;
for (i=0; i<n; i++) temp += tab[O][i]; ///

/[Tworzenie nastepnego poziomu

/IPrzesortowanie

/Wejscie do nastepnego poziomu

/lendif - zapisz wyniki do pliku

for (i=0; i<n; i++) entropia -= (tab[0][i}/temp) * log( (tab[O][iJ/temp) );

entropia /= log(2);
fprintf(wyjscie,"\nEntropia = %1.10f\n",entropia);

fprintf(wyjscie2,"\nEntropia = %1.10f\n",entropia);
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/* */
void posortuj(void)

fprintf(wyjscie2,"\n\n");

for (j=0; j<iter; j++) {
min = 999.0;
wsk = 0;
for (i=0; i<iter; i++)
if (niesort[i]<min) {
min = niesort[i];
wsk = i;

}

if (min<binarne) fprintf(wyjscie2," L = %If ",min);
else fprintf(wyjscie2,"L = %If ",min);
for (w=0; w<n; w++)

fprintf(wyjscie2,"%d ",iteracje[wsk][w]);
fprintf(wyjscie2,"\n");
niesortwsk] = 1000;

}
fprintf(wyjscie2,"
}
> “
int main()
{

wyjscie = fopen("wynik", "wt");
wyjscie2 = fopen("sort", "wt");
wejscie = fopen("dane”, "rt");
fscanf(wejscie,"%d",&ile_testow);

for (z=0; z<ile_testow; z++) {

\n");

//0dczyt liczby testéw w pliku

dane_wejsciowe(); //Ustawienie parametrow
rekurencja(); //Wykonanie kolejnego testu
entropy();

/[Tu znajduja si¢ (pominigte) operacje zapisu wynikéw do plikéw tekstowych

fclose(wyjscie);
posortuj();
}

fclose(wyjscie2);
fclose(wejscie);
return 1;

}
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1. Wprowadzenie

W systemach informatycznych istotnym problemem jest sposéb efektywnego przechowywania
i transmisji danych. Nalezy dazy¢ do minimalizacji kosztow uzytkowania systemow informatycznych, np.
dzigki stosowaniu wydajnych technik kompresji danych. Oprocz zwyklej archiwizacji danych techniki
takie majq zastosowanie np. przy zapisie filméw na ptytach DVD, w cyfrowych aparatach fotograficznych,
transmisji telewizji cyfrowej oraz UMTS. Ogoélnie metody kompresji danych mozna podzieli¢ na dwa
glowne typy: stratng (np. JPEG, MP3) i bezstratng (odwracalng np. kompresja dokumentéw, obrazu
PNG). Na rysunku | przedstawiono podziat kodera JPEG - jednej z popularnych metod kompresji obrazu.
Stratne metody kompresji skladaja si¢ z etapu modelowania danych (uzycie transformat, czgsciowego
usuwania informacji) oraz z etapu koncowego, w ktérym dane przygotowane w pierwszym etapie podda-
wane sg bezstratnej kompresji entropijnej. Zaproponowana w rozprawie metoda dotyczy wytacznie bez-
stratnej kompresji danych.

Modelowanie danych Koder entropijny
DCT — Kwantyzacja — Zigzagl—>|Kod Huffmana/RLE
3 i 3 +
Transformacja obrazu Transformacja bezstratna
Kompresja stratna Kompresja bezstratna

Rys. 1 Podzial kodera JPEG na dwa glowne etapy kodowania

Tematem niniejszej rozprawy doktorskiej jest:
,, Metoda kompresji danych z wykorzystaniem zmiennych alfabetéw symboli transmisyjnych”.

Opracowana metoda kompresji danych jest rozwinigciem binarnego kodu Huffmana. Celem pracy
jest:

»Opracowanie algorytmu kompresji danych opartego na mieszanych kodach Huffmana,
wykorzystujacych jednoczesne zastosowanie wielu kodow r-narnych”.

Nowoscig tej metody jest laczne wykorzystanie zalet binarnych i wielowarto$ciowych kodow
Huffmana, poprzez uzycie w trakcie kodowania wielu elementéw o réznych wartosciowosciach. Do uzy-
skania wysokiej efektywnosci binarnego kodowania cyfr r-narnych wykorzystywana jest ich reprezentacja
w postaci liczb ztozonych z g cyfr r-narnych zwanych w pracy liczbami B, oraz dalsza kompresja tych
liczb przy uzyciu kodu dwufazowego. Proponowana przez autora praktyczna realizacja metody kompresji
okre$lana jest mianem mieszanego kodu Huffmana ze wzgledu na duze podobiefistwa do binarnego kodu
Huffmana pod wzgledem ich wtasnosci. Ponizej przedstawiona jest teza pracy:

,,Proponowany algorytm zapewnia efektywnos$¢ kompresji nie mniejsza od efektywnosci
binarnego kodu Huffmana przy jednoczesnej niskiej ztozonosci implementacyjnej: Eyix 2 E»”.

W tezie pracy zawarto dwie gléwne zalety proponowanej metody kompresji: ma ona niskg zlozonos¢
implementacyjna (w porownaniu do rozszerzonych kodow Huffmana), a takze charakteryzuje si¢ wzro-
stem wydajnosci kompresji w stosunku do binarnego kodu Huffmana. Poziom wzrostu efektywnosci zale-
zy od rozkladu prawdopodobienstwa kodowanego Zrédla i w najgorszym przypadku mieszany kod
Huffmana jest identyczny z binarnym kodem Huffmana, ktory jest podzbiorem kodéw mieszanych dla
danego Zrédla. W trakcie badan autor rozprawy korzystal z wlasnego oprogramowania w jezyku C oraz
z pakietu Matlab. Rysunki i tabele zawarte w autoreferacie stanowig Zrédto wiasne.

Praca sklada sie z 9 rozdziatéw oraz dwoch dodatkéw. Pierwszy rozdziat zawiera podstawowe defini-
cje dotyczace kodow. Podstawowym celem tej pracy jest poszukiwanie kodéw efektywniejszych niz binar-
ny kod Huffimana. Przedstawione w rozdziale 2 kody o tej whasnosci posiadaja wady, ktére utrudniajg ich
praktyczne wykorzystanie (duze wymagania pamigciowe kodera i dekodera lub dtugi czas wykonania za-
dania). W rozdziale 3 przedstawiono sposob efektywnej reprezentacji cyfr wielowarto$ciowych, co pozwo-



lito na praktyczne wykorzystanie wielowarto§ciowych kodéw Huffmana. W rozdziale 4 autor zapropono-
wal faczenie réznych warto$ciowosdci w jednym mieszanym kodzie Huffmana, przedstawiajac wiasnosci
takiego kodu wraz z przyktadami. Kolejny rozdziat przedstawia sposob konstrukeji drzewa optymalnego
kodu mieszanego dla danego Zrédla, a takze metody przyspieszania etapu konstrukcji takiego kodu. Dla
zastosowan, w ktorych podstawowym problemem jest krétki czas konstrukcji drzewa kodowego dla zrodet
o duzej liczbie symboli », autor rozprawy w rozdziale 6 przedstawit kilka propozycji tworzenia subopty-
malnych kodéw mieszanych. Ponadto oméwione zostaty propozycje kodéw suboptymalnych o statym oraz
o matym opdznieniu wprowadzanym przez koder i dekoder. Rozdzial 7 zawiera analiz¢ dziatania dyna-
micznej wersji kodow mieszanych. W kolejnym rozdziale umieszczono przyktady zastosowan mieszanych
kodéw Huffmana do wzrostu efektywnosci kodu Golomba, a takze algorytmu stratnej (JPEG) i bezstratnej
(z uzyciem predykcji liniowej) kompresji obrazéw. Ostatni rozdziat przedstawia wnioski dotyczace zapro-
ponowanej przez autora metody poprawy efektywnosci kompresji danych. W dodatku A umieszczono
wyprowadzenia niektérych wzoréw, natomiast dodatek B zawiera elementy kodu Zrédtowego powstatego
na podstawie algorytmu budowy optymalnego mieszanego kodu Huffmana.

1.1. Podstawowe okre$lenia uzywane w pracy

Wszystkie metody opisywane w pracy dotyczg kodowania bezstratnego, czyli takiego, w ktorym kaz-
dy komunikat po zdekodowaniu jest identyczny jak przed etapem kodowania. Kodowanie majace na celu
zmniejszenie liczby bitdw potrzebnej do przechowywania lub transmisji danych okre$lane jest mianem
kompresji danych. Elementy kodowanego ciggu nalezg do zbioru n réznych symboli Zrodta o alfabecie
S= {x|, x3,..., X,} 1 prawdopodobiefistwach odpowiednio P = {pi, ps,..., pn}, takich ze p,>0 oraz
P <P S, S pp. WOWCZas kodem blokowym nazywamy odwzorowanie z S na C, czyli przypisanie stowa
kodowego ¢; ze zbioru C = {cy, ¢,..., ¢,} kazdemu symbolowi x; Zrédta S [2, 12]. W rozprawie domyslnie
rozpatrywane sa zrodla bez pamigci (zerowego rzedu), czyli takie, w ktérych kolejne elementy sg genero-
wane niezaleznie przy uzyciu tego samego rozktadu [29].

1.2. Podstawowe cechy kodow

W tym punkcie przedstawione zostang podstawowe definicje i twierdzenia dotyczace omawianych w
pracy kodow blokowych na podstawie [2, 11, 12, 14, 26, 28, 29, 33].
Definicja 1.1 Kod nazywamy r-narnym (r-warto$ciowym), jezeli stowa kodu sktadaja si¢ z cyfr r-narnych
(z zakresu od zera do r—1). W szczegdlnosci w kodzie binarnym (r = 2) stowa kodu sktadajg sie z zer i
jedynek.
Definicja 1.2 Kod nazywamy kodem przedrostkowym (prefiksowym), jezeli nie mozemy otrzymac¢ zadne-
go stowa kodu z innego stowa kodu przez dopisanie do niego cyfr r-narnych, czyli zadne stowo nie jest
przedrostkiem zadnego innego stowa kodu.
Kody przedrostkowe sa kodami bez opoznienia [2]. W pracy rozpatrywane sa tylko kody przedrostkowe
stanowigce podzbior kodéw jednoznacznie dekodowalnych. Kazdy kod przedrostkowy moze by¢ opisany
drzewem kodowym, ktérego definicja zostata przedstawiona ponizej [3, 4]:
Definicja 1.3 Drzewo r-narne (w szczegdlnosci binarne) sktada si¢ z weztow, z ktérych wychodzi maksy-
malnie » galgzi w kierunku wezléw potomnych. Wezel posiada maksymalnie jednego rodzica. Wezel nie
posiadajacy rodzica nazywany jest korzeniem drzewa, a wgzel nie posiadajacy potomkow okreslany jest
lisciem.
Drzewo r-narne jest kompletne, gdy poza lisémi kazdy z wezlow posiada doktadnie » potomkéw. Pojedyn-
czy wezel nie posiadajacy rodzica ani potomkow takze jest drzewem (wezet ten jest woéwcezas jednoczes$nie
korzeniem i li§ciem).
Definicja 1.4 Drzewo mieszane to takie drzewo, w ktdrym kazdy i-ty wezet nie bedacy lisciem moze mie¢
dowolna liczbg r; = 2 potomkow.
Ponizej zostalo przedstawione twierdzenie L. G. Krafta z 1949 roku dotyczace koddéw przedrostkowych:
Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie Krafia) r-narny (r warto$ciowy) kod przedrostkowy C ztozony ze stéw kodu
{c1, ¢y..., ¢y} 0 dhugosciach {/}, ,..., [,} istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy:

n

e (1.1)

i=l

Nieréwno$¢ staje si¢ réwnoscig Krafta dla kompletnych kodéw przedrostkowych. Dow6d twierdzenia
znajduje si¢ w pracy [29]. Jedng z podstawowych cech charakteryzujacych Zr6dto jest entropia:



Definicja 1.5 Entropiq Zrodla ztozonego z n statystycznie niezaleznych symboli o alfabecie S = {xi, x,,
...y X,} 1 0odpowiadajacym im zestawie prawdopodobienistw wystapienia P = {py, pa,..., pn} jest funkcja:

H(S)=~)"p, log, p; (1.2)

i=l

Entropia jest $rednig ilo$cig informacji uzyskang przez obserwacj¢ pojedynczej wiadomosci na wyjsciu
zrodla. W przypadku binarnego kodowania komunikatéw entropia jest miarg okreslajaca minimalng $rednia
liczbg bitow potrzebnych do zakodowania pojedynczego symbolu z ciggu utworzonego z kolejnych symbo-
li wygenerowanych przez zrédlo. Funkcja entropii jest ograniczona w nastgpujacy sposéb:

0=H(1,0,..,0) < H(p, ..., p,) SH (... 1) =log, n (1.3)

PN

Jak wykazal Shannon, dla dowolnej bezstratnej metody kompresji $rednia liczba bitdw potrzebnych do
zakodowania symboli Zrédla jest nie mniejsza od wartosci entropii [31]. Dla kodéw przedrostkowych moz-
na wyznaczy¢ Sredniq diugos¢ Ly slowa kodowego (warto$¢ oczekiwang), gdzie /; jest dtugoscig stowa
kodu ¢; kodujacego symbol x;:

Ly = ipi 1, (1.4)
i=1

Jezeli binarny kod przedrostkowy zostanie przedstawiony w postaci drzewa, to mozna wyliczy¢ Ly, takze
jako sume prawdopodobienstw wystapienia wszystkich weztéw tego drzewa (bez prawdopodobienstw lisci
tego drzewa).

Definicja 1.6 Efektywnosciq kompresji E nazywamy stosunek warto$ci entropii do $redniej dtugosci kodu.

s H(S)
frrrre (1.5)

W pracy jest czgsto uzywana procentowa efektywnos$¢ kompresji E:
E=E"-100%=¥-100% (1.6)

sr

W przypadku analizy kazdej modyfikacji binarnego kodu Huffmana mozemy poréwnywaé zmiany efek-
tywno$ci migdzy podstawowym i zmodyfikowanym kodem Huffmana. Stuzy do tego procentowa waga
zysku, ktora jest stosunkiem zysku migdzy $rednig dtugoscia L, stowa nowego kodu a $rednig dtugoscig
L, binarnego kodu Huffmana, do maksymalnego mozliwego zysku, jaki mozna uzyskaé (osiagajac 100%
efektywnosci kodu):

by =L

mis_ 100%
£ Ry o (1.7)

Definicja 1.7 Kodem optymalnym nazywamy kod, dla ktérego $rednia dtugos¢ stowa kodowego Ly, jest
najmniejsza spos$rod wszystkich kodéw dla danego rozkladu prawdopodobienstwa P. Dla takiego kodu
zachodzi zaleznos¢:

H(pyssPy) SLy <H(pyyeosp,)+1 (1.8)

Zalezno$¢ (1.8) dotyczy kodoéw blokowych, dla ktérych kazdy symbol ¢; reprezentuje pojedynczy symbol
Zrodta x;. Jej dowdd przedstawiono w pracach [12, 29].

2. Charakterystyka podstawowych kodéw entropijnych — stan aktualny

Metody kodowania Zzrédta znane byly jeszcze przed pojawieniem si¢ pierwszych komputerow. Zarow-
no opracowania teoretyczne, jak i praktyczne metody dotyczyty zastosowan migdzy innymi w transmisji
danych (np. kod Morse’a). Teori¢ zawarto$ci informacyjnej sygnatéw i zwiazanych z nimi kodow (w tym
kodow dla kanatéow bezszumowych) usystematyzowat Claude Shannon przedstawiajgc ja w 1948 roku w
pracy [31]. Praca ta stala si¢ bazq wiedzy dla podstaw teorii informacji, ktérej szybki rozwdj zwigzany byt
z rozwojem telekomunikacji i maszyn cyfrowych. Shannon przedstawit wiele cech optymalnych kodéw
blokowych, lecz algorytm konstrukcji optymalnego kodu blokowego dla Zrédla o skorficzonej liczbie sym-
boli opisat dopiero w roku 1952 Dawid Huffman w pracy [22]. Prosta konstrukcja drzewa kodowego i wy-



soka efektywnos$¢ kompresji sprawily, iz algorytm ten stal si¢ jednym z najcze¢sciej wykorzystywanych
kodow do kompresji danych réznego typu. Analiza wtasno$ci kodu Huffmana pozwolita naukowcom na
rozwdj wielu metod kompresji danych takze dla Zrédet o nieskonczonej liczbie symboli. Do takich kodow
naleza metody uniwersalnego kodowania Zrédta [30] takie, jak np. kod Golomba, ktéry stuzy do kodowa-
nia Zrédel binarnych (szczegdlowy opis wlasnosci kodu zostal przedstawiony w 8 rozdziale rozprawy).
Golomb opisal zasadg tworzenia takiego kodu w 1966 roku w pracy [20], natomiast doktadna analiz¢ tego
kodu przeprowadzili w 1975 roku Gallager i Van Voorhis w pracy [15]. Jest to jeden z najpopularniejszych
kodow dla Zrédet o rozktadzie geometrycznym, czgsto wykorzystywany do kompresji obrazu i dzwieku. W
1973 roku N. Faller oraz w 1978 roku Gallager przedstawili zasad¢ dzialania oraz analiz¢ dynamicznej
wersji kodu Huffmana [16]. Rozwinigcia tych propozycji powstaty w latach osiemdziesigtych. Migdzy
innymi J. Vitter w pracy [43] zaprezentowat zalety binarnego kodu Huffmana o minimalnej wariancji. Do-
ktadny opis kodow dynamicznych znajduje si¢ w rozdziale 7 rozprawy. Badania wlasnosci binarnego kodu
Huffmana sg prowadzone do dzi$, czego najlepszym przyktadem jest praca [35]. Wcze$niej analizg redun-
dancji oraz maksymalnej dtugosci stow kodowych zajmowali si¢ migdzy innymi Gallager, Capocelli i De
Santis, Manstetten, Katona, Buro [7, 9, 16, 24, 27]. Znacznie mniej publikacji odnosi si¢ do wielowarto-
éciowych kodéw Huffmana, gdyz dotycza one gléwnie opracowan teoretycznych. Ksiagzka Abramsona z
1963 roku (polskie wydanie z roku 1969 [2]) przedstawia, obok binarnej i wielowarto$ciowej wersji kodu
Huffmana, takze jego wersj¢ rozszerzong (rozszerzony kod Huffmana), ktora polega na tworzeniu makro-
symboli. Kod rozszerzony pozwala uzyska¢ zwigkszenie efektywnosci wzgledem binarnej wersji kodu
Huffmana. Propozycja ta ma jednak istotne wady (migdzy innymi duze wymagania pamigciowe), ktore
czgsto uniemozliwiajg jej praktyczne zastosowanie [29]. Nieco lepszy sposob tworzenia makrosymboli
zaproponowat w 1967 roku w swojej rozprawie doktorskiej Tunstall [36]. Wzrost efektywnosci po zasto-
sowaniu jednocze$nie kodéw Tunstalla i Huffmana nie wymaga juz tak duzej liczby makrosymboli, lecz i
ta propozycja moze by¢ ucigzliwa np. dla sprz¢towej realizacji takiego algorytmu kodera. W ostatnich
dziesigciu latach coraz popularniejsza staje si¢ arytmetyczna metoda kompresji danych, po raz pierwszy
opisana przez Abramsona juz w roku 1963 w pracy [2], na podstawie pomystu opracowanego przez Eliasa.
Podobnie jak rozszerzenia kodu Huffmana, koder arytmetyczny pozwala na uzyskanie wysokiej efektyw-
nosci kompresji. Niestety odbywa si¢ to kosztem duzej ztozono$ci implementacyjnej kodera a zwlaszcza
dekodera (w poréwnaniu do binarnego kodu Huffmana). W pracy umieszczono dwie metody efektywnego
zapisu w nagtéwku pliku wynikowego petnej wiedzy o licznosci symboli Zrédta. Zostaly one opracowane
przez autora rozprawy na podstawie wlasnych badan i propozycji opisanych w pracy [6].

Podstawy autorskiej propozycji uzycia mieszanych kodow Huffimana do uzyskania wysokiej efektyw-
no$ci kompresji omowione zostang w 0 punkcie tego referatu. Zarowno koder, jak i dekoder mieszanego
kodu Huffmana nie wymagaja uzycia duzego rozmiaru pamigci, co jest glowng wadg rozszerzonych kodéw
Huffmana oraz kodu Tunstalla-Huffmana. Mieszane kody Huffmana wykorzystuja symbole wielowarto-
$ciowe, lecz ich stosowanie zwigzane jest wylacznie z binarnymi systemami zapisu i transmisji danych. Nie
nalezy ich zatem kojarzy¢ z rozwazaniami na temat optymalnych lub suboptymalych kodéw przedrostko-
wych, w ktorych rozpatruje si¢ mozliwos¢ zapisu stéw kodu o poszczegdlnych cyfrach (sygnatach) charak-
teryzujacych si¢ roznymi kosztami [1, 18, 19].

2.1. Binarny kod Huffmana

W 1952 roku David Huffman przedstawil w pracy [22] algorytm i wlasnosci kodu, ktory jest optymal-
nym binarnym kodem przedrostkowym dla Zrédta S. Jest to kod optymalny wérdéd kodéw binarnych, dla
ktorych kazdy symbol ¢; reprezentuje pojedynczy symbol Zrodia x;. Ponizej przedstawiono whasnosci bi-
narnego kodu Huffmana dla Zrédta o alfabecie S= {x|, x,,..., X,}, prawdopodobienstwach odpowiednio
P = {p\, pa, ..., pn} oraz dhugosciach stéw kodowych {/,, b,..., [,}:

e  kod jest optymalny i kompletny, wigc spelnia nieréwno$¢ Krafta (ktéra ma posta¢ rownosci) oraz za-

lezno$¢ (1.8);

L JCZCII Pj > Dis to lj < l(,

e dwa symbole o najmniejszych prawdopodobienstwach maja stowa kodowe o tej samej, maksymalne;j
dhugosci lnax = [ = b, réznigce si¢ tylko ostatnim bitem.

Ponizej znajduje sig algorytm tworzenia binarnego kodu Huffmana opracowany na podstawie [21, 32]:

o Utworz liste n pojedynczych drzew z kazdego symbolu Zrédta i ustaw te drzewa wedtug niemalejace;j
kolejno$ci odpowiadajacych im prawdopodobienstw (lub licznosci);

e Dopoki istniejg co najmniej dwa drzewa:

o pobierz dwa drzewa #, i £, 0 najmniejszych prawdopodobienstwach p; i p, oraz uzyj ich jako

potomk6w dla nowego drzewa (wezta) o prawdopodobienistwie p, + py;



o usun dwa pobrane z listy drzewa i wstaw tam nowopowstate;

e Na podstawie powstatego drzewa gléwnego utwoérz stowa kodu C dla kazdego symbolu x; przecho-
dzac drzewo od korzenia poprzez kolejne wezty do liScia zawierajacego prawdopodobienstwo skoja-
rzone z danym symbolem x; faczac kolejne napotkane zera (lewy potomek) i jedynki (prawy potomek)
w symbol kodowy c¢;.

Zardéwno koder, jak i dekoder binarnego kodu Huffmana majq niskq ztozono$¢ implementacyjna.

Przyklad 2.1

Dane jest zrodto S = {x, x2, X3, x4, X5, X6}, ktérego rozktad przedstawig tabela 2.1. W tabeli tej przed-
stawiono przyktady dwoch réznych kodéw Huffmana dla tego Zrédta. Srednia dtugos$¢ kodu 7 wynosi
L, =(2-4+3-2-3+4-1)/12=2.5 bita na symbol. Taka sama warto$¢ otrzymamy dla kodu II:
L, =(23+2:2-3+2-2+4-2)/12=2.5. Dla przedstawionego na rysunku 2.1 drzewa budujemy tabele

kodowa, rozpoczynajac zapis $ciezek od korzenia do kolejnych lisci drzewa (bardziej prawdopodobny po-
tomek oznaczany jest jako ,,1”, a mniej prawdopodobny jako ,,0”).

Tabela 2.1 Przykladowa tabela kodu Huffmana

Di Kod /| Kod /7
Py =1 |0100 | 010
P, =15 | 0101 | 011
py=+| 011 | 110
Ps=+ | 000 | 111
ps=+ | 001 [ 00
Ps=4%1 1 10

Ds

P

P2

Pe6

P3

P4

Rysunek 2.1 Drzewo kodowe z przyktadu 2.1 (kod II)

W 1978 roku Gallager w pracy [16] przedstawil doktadniejsze, niz to wynikajace z zaleznosci (1.8),
ograniczenie gorne na S$rednia dhugo$¢ binarnego kodu Huffmana Ly jako Lg < H(S) + pma + O,
dla pmex < 0.5, natomiast Lg < H(S) + pmax, dla prax 2 0.5. Gdzie . wynosi  1-log, e +log, (log, )

~0.08607. W latach osiemdziesiatych i dziewig¢cdziesiatych bardziej szczegdtowo ograniczenia gérne na
$rednig dtugos¢ kodu Ly prezentowali w swoich publikacjach migdzy innymi Capocelli i De Santis np. w
pracy [9], a takze Manstetten w [27]. Vitter w pracy [43] uszczegdtowit algorytm tworzenia kodu Huffma-
na w taki sposdb, aby podczas faczenia dwoch drzew (weztéow lub symboli) o najmniejszych prawdopodo-
biefistwach, umiesci¢ nowopowstate drzewo (wezel ostatecznego drzewa) na posortowanej niemalejgco
lidcie na koncu drzew o prawdopodobiefistwie rownym sumie prawdopodobienstw aktualnie taczonych
drzew. Powstaly w ten sposoéb kod ma najmniejszgq wariancj¢ dtugosei $ciezek. Najdtuzszy z elementow
kodowych ma minimalng mozliwg dtugo$¢ wséréd kodow Huffmana odpowiadajacych danemu zrodtu. W
praktyce oznacza to mniejsze zapotrzebowanie np. na pasmo dla transmisji danych kodowanych w czasie
rzeczywistym.



2.2. Kod dwufazowy

W przypadku Zrédia o rozkladzie jednostajnym dane jest » rownoprawdopodobnych zdarzer elemen-
tarnych o p, = p, =...= p, =1/n = p. Symbole x; tego kodu numerujemy od 0 do »— 1 i w przypadku
kodu o stalej dtugosci sg one zapisane jako stowa ¢ bitowe, gdzie ¢ jest liczbg catkowita, taka ze:

PMENET 2.1

Dla kodu o stalej dlugo$ci, gdy » nie jest potega dwojki, kody o numerach od n do 2’ —1 nie sq uzywane.
Dla zrédet o rozktadzie jednostajnym mozna uzy¢ binarnego kodu Huffmana, ktéry nazywamy kodem dwu-
Jazowym, gdyz czg$¢ symboli reprezentowana jest przez f—1 bitéw (naturalna reprezentacja dla

x; <2' = n), a pozostata cze$é przez ¢ bitéw w postaci liczby x, + 2’ - n [33]. Srednia dlugos¢ kodu dwu-
fazowego wynosi:

1
%;pu-% 2.2)

Natomiast procentowa efektywnos¢ takiego kodu dana jest wzorem:

E=EJM%:£%%%4%% 2.3)

W przypadku bardzo duzej liczby symboli kodowych pojawia si¢ problem zwiazany z objeto$cig przecho-
wywanej w pamigci calej tabeli kodowej. Kod dwufazowy posiada proste w implementacji algorytmy ko-
dowania i dekodowania, ktére zostaty zaprezentowane w rozprawie. Nie wymagajg one przechowywania w
pamigci calej tabeli kodowej. Wystarczy jedynie znajomo$¢ liczby n symboli Zrddha. Dzieki tym wiasno-
$ciom kod dwufazowy ma duze zastosowanie praktyczne np. jako jeden z elementéw kodéw Golomba. W
przypadku realizacji sprzg¢towej koder i dekoder wymagaja jedynie operacji dodawania, odejmowania i
przesunigcia bitowego. Szczegdtowa analiz¢ wlasnosci tego kodu zawiera punkt 2.3 rozprawy.

2.3. Wielowarto$ciowy kod Huffmana

Wielowarto$ciowym (niebinarnym) kodem Huffmana nazywamy taki kod, w ktérym elementy kodu
zapisywane sa w r-narnym alfabecie dla »> 2 [29]. Ma on podobne wlasnosci do binarnego kodu Huffma-
na, przy czym w drzewie kodowym laczy si¢ jednym weztem r potomkéw. Moze to jednak prowadzi¢ do
sytuacji niekompletnodci drzewa, w ktorej jeden z weztow bedzie mial mniej niz » potomkow. Jest to
pierwszy wezel tworzony z y symboli o najmniejszych prawdopodobienstwach, gdzie 2 <y < r:

y=(n-2)mod(r-1)+2 (2.4)

Do tej pory wielowarto$ciowe kody Huffmana nie znajdowaty praktycznego zastosowania w metodach
kompresji danych ze wzgledu na nickompletnos$¢ drzewa i matg efektywno$¢ zapisu cyfr r-narnych. Teore-
tyczne rozwazania przedstawione zostaly w wielu pracach takich jak [2, 8, 23, 25]. Praktyczne zastosowa-
nia dotyczyly jedynie kodéw dla r bedacych potega dwojki [10].

2.4. Rozszerzony kod Huffmana

Jedng z podstawowych metod zwigkszania efektywnosci kodu Huffmana jest tworzenie kodu rozsze-
rzonego. Polega ona na taczeniu ze soba & symboli Zrédla S w jeden makrosymbol (blok symboli). W rze-
czywisto$ci mamy do czynienia z k-krotnym rozszerzeniem Zrodla, a rozszerzenie kodu Huffmana jest tylko
konsekwencja rozszerzenia zrédla. Jezeli Zrodto S sktada sig z n symboli, to rozszerzone zrédto S bedzie
zawieraé N = n* stow kodowych rozszerzonego alfabetu (makrosymboli), bedacych zestawem wszystkich
mozliwych ciagéw k-elementowych utworzonych z symboli pierwotnego Zrodta S. Dla takiego zrodta S
tworzymy binarny kod Huffmana. Dla wigkszych warto$ci k metoda staje si¢ niepraktyczna ze wzgledu na
wykladniczy wzrost rozmiaru alfabetu, dla ktérego nalezy budowac i przechowywaé w pamigci n* stow
rozszerzonego kodu Huffmana [29]. Np. dla Zrédta o n =256 symbolach przy k=5 potrzebujemy az
N; = 2% stéw rozszerzonego kodu Huffmana. Jest to gléwna wada tej propozycji zwigkszania efektywnosci
binarnego kodu Huffmana.



Przyktad 2.2

Dane jest trojsymbolowe Zrédto S o rozktadzie P = {0.04, 0.16, 0.8}, dla ktérego tworzymy binarny
kod Huffmana. Srednia dtugo$¢ stowa kodu wynosi Ly = 0.8 + 2-(0.16 + 0.04) = 1.2. Daje to efektywnosé
zaledwie E, = 72.19281%. Mozemy utworzy¢ np. Zrédlo 5@ sktadajace si¢ ze wszystkich mozliwych par
symboli, dla ktérego budujemy kod Huffmana (rozszerzony, sktadajacy si¢ z 9 symboli). Dzigki temu uzy-

skujemy $rednia LY =0.9112 bita na symbol, co daje wzrost efektywnosci do £® =95.07394%. Dla
srédta S zawierajacego wszystkie trojki symboli uzyskujemy $rednig dtugo$é stowa kodu Huffmana
Lﬁ:i) =0.87554. Dla tego kodu sktadajacego si¢ z 27 makrosymboli efektywno$¢ wzrasta az do

E® =98.94607%, co daje procentowa wage zysku rowng W = 97.23464%.
2.5. Kod Tunstalla i jego modyfikacje

Kod Tunstalla jest kodem przedrostkowym o statej dtugos$ci m bitowych stow kodowych. Jego budowa
polega na faczeniu wielu symboli pierwotnego Zrodta w bloki (makrosymbole). W odréznieniu od rozsze-
rzonego kodu Huffmana, poszczegélne makrosymbole moga si¢ sktada¢ z réznej liczby k; symboli pier-
wotnego Zrodta [36]. Tworzenie takiego kodu wigze si¢ z duzym wzrostem liczby makrosymboli, czyli ze
wzrostem zapotrzebowania na pamig¢ niezbgdng do przechowywania stow kodowych i odpowiadajacych
im ciggéw symboli pierwotnego Zrédia. Stosowanie stow o statej m bitowej dtugosci jest glowng zalety
tego kodu, poniewaz zapobiega to propagacji bledéw np. podczas transmisji danych. Dla makrosymboli o
zroznicowanych prawdopodobienstwach nie jest to jednak dobrym rozwiazaniem pod wzgledem efektyw-
nosci. Rezygnacja z tej zalety dzigki dodatkowemu zastosowaniu kodu Huffmana dla makrosymboli Zrodta
Tunstalla prowadzi do zwigkszenia efektywnodci takiego kodu, ktéry mozemy okre$la¢ mianem kodu
Tunstalla-Huffimana [13]. Odwolujac si¢ do danych z przyktadu 2.2 mozemy utworzy¢ siedmioelementowy
kod Tunstalla-Huffmana. Srednia dhugos¢ stowa kodowego wynosi zaledwie Ly = 0.87344, co odpowiada
efektywnosci £ = 99.18382% (waga zysku W= 97.86359%).

2.6. Kod arytmetyczny i inne kody entropijne

Osobnym typem bezpamigciowych kodéw entropijnych jest kod arytmetyczny, ktéry nie nalezy do
klasy kodéw posiadajacych jednoznacznie dekodowalng ksigzke kodéw [33]. Jest zatem okres§lany mianem
kodu nieblokowego, ktory jest jednak kodem jednoznacznie dekodowalnym w sensie potocznym [2]. W
praktyce stosuje si¢ catkowitoliczbowa wersj¢ kodu arytmetycznego, ktory koduje caty kompresowany ciag
danych do jednej liczby okres$lanej mianem zracznika stanowigcego wynikowy ciag bitow. Szczegdlowe
opisy algorytmu kodera i dekodera znajdujg si¢ w pracach [29, 45]. Przy zalozeniu precyzyjnego opisu
licznosci symboli w kodowanym ciagu uzyskujemy bardzo wysoka efektywno$¢ kompresji, przewyzszaja-
cq efektywno$¢ kodu Huffmana. Algorytm kodera arytmetycznego jest bardziej skomplikowany od kodera
binarnego kodu Huffmana, cho¢ wymagania pamigciowe maja zblizone. Ponadto zachowanie wysokiej
efektywno$ci wymaga uzycia liczb o wysokiej precyzji (np. rejestrow zrodtowych 32 bitowych), na kto-
rych dokonuje si¢ operacji dzielenia oraz mnozenia (rejestr wynikowy powinien wigc by¢ odpowiednio 64
bitowy). Gtéwng wadg w poréwnaniu do metody Huffmana jest ztozono$¢ dekodera kodu arytmetycznego,
ktory dla kazdego dekodowanego elementu wymaga przeszukiwania tabeli skumulowanych liczno$ci oraz
wigkszej liczby operacji arytmetycznych niz koder. Stanowi to duza wadg, poniewaz w przypadku archiwi-
zacji najczesciej operacja kodowania wykonywana jest raz, a dekodowanie odbywa si¢ wielokrotnie.

Biorge pod uwage czesto wystgpujace sytuacje zrodet, w ktérych dane stanowig zbiér elementow za-
leznych (kolejne elementy ciggu sg skorelowane), mozemy zwigkszy¢ stopien kompresji przy uzyciu algo-
rytméw stownikowych [29]. Dwie podstawowe metody kompresji LZ77 i LZ78 zostaty opisane przez Ja-
coba Ziva i Abrahama Lempela w pracach [46, 47]. Jednak dopiero kolejne modyfikacje tych algorytméw
réznigce si¢ miedzy innymi strukturg danych implementujaca stownik pozwolity uzyskiwaé wysoki stopien
kompresji danych (np. algorytm LZW uzywany przy kompresji obrazéw typu .gif) [12]. Powszechne meto-
dy kompresji takie jak ARJ, Lharc, PKZip, RAR itp. bazuja na algorytmach stownikowych lecz w polacze-
niu z innymi jednocze$nie stosowanymi algorytmami modelowania danych oraz z kodem Huffmana lub
kodem arytmetycznym.

3. Efektywna reprezentacja symboli wielowarto$ciowych

W punkcie 2.3 wspomniano o problemie malej efektywnodci zapisu liczb r-narnych (wielowarto$cio-
wych) np. w pamigci komputera, czy na nosnikach danych, gdyz obecnie uzywana technika cyfrowa oparta
jest o binarng reprezentacj¢ liczb. Poniewaz zaktadamy, ze wszystkie symbole Zrédta o numerach od 0 do



r—1 maja rowne prawdopodobienstwa wystgpowania, to problem matej efektywnosci nie pojawia sig je-
dynie dla » bedacych potega dwojki. W ogdlnoscei do zapisu jednej liczby r-narnej potrzeba b(r) bitdéw na
jej naturalny binarny zapis, gdzie b(r) jest liczba catkowita taka, ze:

log, r <b(r)<log, r+1 (3.1
Procentowa efektywno$¢ zapisu wynosi wowczas:
log, r
E =—*-.100%
b(r) ° (3.2)

Rozwazmy najprostszy przyktad dla »=3. Do zakodowania jednej cyfry ternarnej potrzeba az b(3) =2
bitow, a wigc procentowa efektywnos¢ wynosi zaledwie E = 79.24813%. Postugujac sie kodem dwufazo-
wym (patrz punkt 2.2), uzyskamy $rednia dtugos¢ jednej cyfry r-narnej:

2b(r)
b(r)=b(r)+1- (3.3)
Wowcezas procentowa efektywno$é wynosi:
£ =182 1000, (3.4)

b(r)

Co przy zakodowaniu pojedynczej cyfry ternarnej daje £ = 95.09775%. Uzyskanie jeszcze wigkszej efek-
tywnosci jest mozliwe dzigki uzyciu zamiany blokéw cyfr r-narnych na postaé¢ binarng. Mozemy to wyko-
na¢ tworzgc liczbg B zlozong z g cyfr r-narnych:

-1
B=§:ai ap (3.5)
i=0

Liczba B przyjmuje warto$ci od 0 do 7 — 1. Mozemy przyjac, ze kazda z tych wartosci jest rtownoprawdo-
podobna, przy zalozeniu, Ze kolejne cyfry r-narne sg rownoprawdopodobne i niezalezne. Do reprezentacji
liczby B wykorzystujemy kod o statej dtugosci, a do jej zapisu wystarczy b(+7) bitoéw, gdzie b(r") < g - b(r).
Np. b(5) = 3, natomiast b(5") =7 < 3-b(5) = 9. Dla powyzszej techniki grupowania g cyfr r-narnych moze-
my wyznaczy¢ $rednig liczbg bitow Eq (r) potrzebng do zapisu pojedynczej cyfry r-narnej jako:

b,(r)=—— (3.6)

Uzywajac blokowej zamiany mamy do czynienia z kompresja, gdyz zmniejsza si¢ $rednia liczba bitow
potrzebna do reprezentacji pojedynczej cyfry r-narnej. Woéwczas wzor na procentowa efektywnos$¢ kom-
presji przyjmuje nastgpujacg postac:
log,
E, ,=="—:100% B
r( .
it by ¥ 3.7)

Rozpatrzmy zatem liczb¢ B zlozona z g = 5 cyfr ternarnych {ao, ay, a, as, as}:

B=a,-3°+a,-3' +a,-3* +a,-3 +a,-3* <242 <2}
Wtedy do zapisu liczby B wystarczy b(3°) = 8 bitéw. Daje to $rednig liczbg bitéw potrzebna do reprezenta-
cji pojedynczej cyfry ternarnej rowng bs(3)=1.6, co oznacza, ze efektywno$¢ wzrasta do Ejs) =
99.06016%. Dla dalszego wzrostu efektywnodci kompresji (efektywnosci reprezentacji cyfr r-narnych)

mozemy zastosowac kod dwufazowy dla liczby B, ktéra nie jest potega dwdjki. Pozwoli to na zmniejszenie
$redniej dtugosci jednej cyfry r-narnej do:

b(r?)

b(r?) _ W (3.8)

q

b,(r)=



Otrzymujemy kod o zmiennej dtugosci symboli kodowych (stowa kodu maja b(r?) lub b(r?)—1 bitow),
dla ktérego wzor na zmodyfikowang procentowq efektywnos$¢ kompresji przyjmuje postac:

log, r

=—=—:100%

Ly (3.9
SIS

Dla liczby B ztozonej z g = 5 cyfr ternarnych, dzigki uzyciu kodu dwufazowego, $rednia dlugo$¢ jednej
cyfry ternarnej zmniejsza si¢ do bs(3) = 1.5893 bita, natomiast efektywnos$¢ wzrasta do Ess) = 99.72706%.

3.1. Algorytm wyznaczania wzorcowych dlugoS$ci blokéw (g) elementéw r-narnych

W rozdziale 3 rozprawy przedstawiono szczegélowaq analiz¢ efektywnosci konwersji liczb r-narnych,
na podstawie ktorej zostat nastgpnie zaprezentowany algorytm wyznaczania wzorcowych wartosci g. Naj-
lepszy rezultat uzyskamy, jesli bedziemy uzywaé wzorcowych wartosci ¢ dla liczb B, a nastgpnie stosowaé
kod dwufazowy do kompresji liczby B. W tabeli 3.1 znajduja si¢ parametry dla przyktadowych wzorco-
wych par (r;, ¢;) takich, ze r < 30 [38], a takze porownanie efektywnosci koddéw o statej i zmiennej dtugo-
$ci. Dzigki zastosowaniu odpowiednich wzorcowych wartosci g oraz kodu dwufazowego dla liczb B tatwo
uzyskujemy procentowe efektywnodci kompresji £, > 99.7%.

Tabela 3.1 Parametry dla przykladowych wzorcowych q przy r < 30

ro| g [ b)) | B | E[%] |by(r) | Evgy %] 0,(r) | E, [%]
3 | 41| 65 | 13 95.09775| 141 [99.97456| 1.5851 | 99.99229
5 | 31| 72 | 2% |96.74700| 2% [99.97190] 2.3221 | 99.99151
7 | 16 | 45 | 2% |98.25742] 243 |99.81706 | 2.8088 | 99.94749
11 | 13 | 45 | 3 |97.57371] 37§ [99.93914| 3.4601 | 99.98172
13 | 17 | 63 | 313 |98.17493| 313 [99.85313| 3.7012 | 99.95823
17 | 11 | 45 | 4% [99.26696] 47; |99.91576 | 4.0885 | 99.97491
19 | 4 | 17 |45 [98.42759] 44 [99.95125| 4.2486 | 99.98513
23 | 13 | 59 |43 [98.15276] 4L |99.67170| 4.5274 | 99.91504
29 | 8 | 39 | 428 (99.21229] 4% |99.65089 | 4.8626 | 99.90442

4. Mieszane kody Huffmana

Dzigki efektywnej reprezentacji symboli r-narnych mozliwa jest efektywna realizacja mieszanych ko-
dow Huffmana [34, 39, 40]. Konstrukcja drzew kodowych dla tych kodow polega na taczeniu w kazdym z
kolejno tworzonych weztéw dowolnej odpowiednio dobranej liczby r; najmniej prawdopodobnych potom-
kow tak, aby zachowana zostata wlasnos$¢ rodzenstwa. Skrotowy opis konstrukceji takiego drzewa mozna
przedstawi¢ jako ciag krokéw, w ktérych w kazdym tworzymy wezel w; laczacy r, potomkow:

r, ={r, ,r, ,t, 1. W praktyce efektywne kodowanie tq metodaq mozna uzyska¢ dzigki stosowaniu osob-

w wy ’ Wy ’ Wy ’

nych buforéw dla kazdej wartosci r;, do ktérych sg zapisywane ri-narne elementy sktadowe stow kodu mie-
szanego. Kod mieszany ma t¢ wlasno$¢, ze w odréznieniu od kodéw wielowarto$ciowych jest zawsze ko-
dem kompletnym (zaden z weztéw nie moze posiadaé nieuzywanych potomkéw). Przyktadowa struktura
pliku dla takiego kodu sklada si¢ znagldwka zawierajacego zestaw liczno$ci, nastgpnie znajduje si¢
wskaznik dhugosci bufora binarnego, po nim jest umieszczony caty bufor binarny, a na koncu bufor ternar-
ny w postaci ciggu liczb B. Gdy istniejg inne bufory r-narne, to umieszcza si¢ je kolejno za buforem ternar-
nym wraz ze wskaznikami dtugo$ci kazdego bufora. Istnieje tez mozliwo$¢ uzycia kodera, ktory nie musi
oczekiwaé, az na wejsciu pojawi si¢ informacja o koncu kodowanego pliku. Wystarczy, aby kazdy z uzy-
wanych buforéw r-narnych zapetnit si¢ ¢; cyframi. Wowczas mozna zakodowac pierwszy zestaw liczb B, i
wystac je na wyjscie.

Przyklad 4.1

Dane jest o$miosymbolowe Zrodlo S o rozkladzie przedstawionym w tabeli 4.1, dla ktérego tworzymy
binarno-ternarny kod Huffmana. Warto$¢ entropii tego zZrodita wynosi H(S) = 2.68973 bita na symbol.



Srednia dhugo$¢ binarnego kodu Huffmana wynosi L,=2.76 co daje procentowa efektywno$c
E; =97.45394%, natomiast dla kodu binarno-ternarnego przy g =5 $rednia wynosi Ly 3 = 2.714, co odpo-
wiada efektywnosci Ej; =99.10570%. Drzewo kodu binarno-ternarnego mozna opisa¢ skrétowo
w nastgpujacy sposéb: r,, = {3, 2,2, 2, 3}. Jezeli dla tego samego Zrédia uzyjemy kodu o trzech buforach,
tzn. oprécz kodu binarnego (ro = 2) zastosujemy kod ternarny (r) = 3) z parametrem g, = 5 oraz pigciowar-
tosciowy (r, = 5) z parametrem g, = 3, to otrzymamy jeszcze wyzszg efektywnos¢. Drzewo kodowe o skro-
towym zapisie », = {5, 2, 3} przedstawia rysunek 4.1 [41]. Srednia dtugos¢ takiego kodu mieszanego wy-

nosi L, =L,;5= §+§ e 4_1(7)(;_ LK i 171;017 =2.71. Wyliczenia L, oparte na podstawie drzewa

kodu mieszanego uwzgledniaja dhugosci gatezi, czyli wartosci oznaczajace $rednig liczbe bitow Eq(r)

potrzebng do zakodowania jednej cyfry r-narnej (przy drzewie binarnym dtugo$é galezi nie byla brana pod
uwagg, poniewaz jej wartos¢ wynosita 1). Dla takiego kodu otrzymujemy procentows efektywnos¢ réwna,
Epiy = Ey35=99.25198%. Jezeli zwigkszymy parametry wzorcowe konwersji binarnej odpowiednio do
q1=41 oraz g,=31, to otrzymamy $redniq L, =2.69182, co daje wzrost efektywnosci do
Epix = 99.92240%. Waga zysku wynosi woéwczas W =97.02761%, co oznacza znaczne zblizenie sie $red-
niej Ly do wartosci entropii w poréwnaniu z wartoscia L,. Tabela 4.1 zawiera symbole dla kodu binarno-
ternarnego, kodu mieszanego przy r; = 3, r, = 5, a takze binarnego kodu Huffimana. Jak wida¢ z powyzsze-
go przykladu whasciwy dobor par wzorcowych parametréw (r;, ¢;) wptywa na uzyskanie odpowiednio wy-
sokiej efektywnosci E,,;, mieszanego kodu Huffmana.

Tabela 4.1 Kody Huffmana z przykiadu 4.1

i Kod binarno-ternarny | Kod mieszany , =3, r, =5 | Kod binarny
Pl =0.06 23 1203 1305 1110
p2=0.06 23]213 1315 1111
p3=0.07 231,25 1525 0000
g 0.07 03 0202 13 35 0001
p5=0.07 0302 12 1345 110
Ps=0.17 031, 2,0, 001
p7=0.17 2302 2312 10
ps = 0.33 1 05 01
P8
P
P2
P3
P4
pPs
Peé
P

Rysunek 4.1 Drzewo mieszanego kodu Huffinana z przykiadu 4.1

Jedng z dodatkowych cech kodu mieszanego jest fakt, iz dla tego samego Zrddta i tych samych buforéw r;
mogg istnie¢ drzewa optymalnego kodu mieszanego o réznych ksztattach w zaleznosci od zastosowanych
wzorcowych parametréw ¢;. Dlatego zachodzi potrzeba sprecyzowania ograniczen konstrukcyjnych dane-

go kodu:
Definicja 4.1 Konstrukcyjnq klasq kodow mieszanych nazywamy zbior kodéw, dla ktérych koder i dekoder

spelnia okre$lone ograniczenia konstrukcyjne. Do ograniczen tych zaliczamy zestaw parametréw wykorzy-
stywanych do utworzenia optymalnego kodu mieszanego, czyli liczb¢ m uzywanych buforéw ri-narnych,
zestaw odpowiadajacych im parametrOw ro, r,..., Fy1 1 ZWigzanych z nimi wzorcowych wartosci g, ¢a,...,
gm-1 (oraz b(r")), a takze opcjonalne parametry potrzebne podczas dekodowania.

Do parametréw opcjonalnych mozna zaliczy¢ skrétowy opis konstrukeji drzewa r,, (co pozwala pominaé
etap poszukiwania optymalnego w danej klasie drzewa podczas etapu dekompresji), a takze to, czy zasto-
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sowano kod dwufazowy do kompresji liczb B. Jedli np. zdefiniujemy klas¢ kodéw mieszanych dla przy-
ktadu 4.1 w nastepujacy sposéb: ,m =3, ro=2,r, =3, =15, q, =41, g, = 31, uzywany kod dwufazowy”,
to otrzymamy Srednig L, =2.69139 bita na symbol oraz efektywnos$¢ takiego kodu roéwna
Enix = 99.93843%. Na podstawie cech kodu opisanych w pracy [44]:

Definicja 4.2 Idealnq klasq kodu mieszanego nazywamy klas¢ kodow bez ograniczen konstrukcyjnych.
Dla takiej klasy istotny jest jedynie zestaw parametrow r; okreslajacych taki kod, w ktérym do reprezenta-
cji pojedynczej cyfry ri-narnej wystarcza log, r; bitow.

Pomijajac przypadki zrédet, dla ktérych prawdopodobiefistwa sa postaci 27, dla catkowitych dodatnich
warto$ci /, klasa idealna jest pojgciem teoretycznym i stanowi granicg¢ mozliwosci uzyskania wzrostu efek-
tywnodci przez kod mieszany o zdefiniowanym zestawie m buforéw r-narnych. Jezeli np. zdefiniujemy
idealng klas¢ kodow mieszanych dla przyktadu 4.1 jako ,,m =3, ro=2, r, =3, r, =57, to teoretyczna pro-
centowa efektywno$¢ kodu mieszanego wyniesie E,,;x = 99.94538%.

4.1. Podstawowe wlasno$ci mieszanych kodow Huffmana

Postugujac si¢ definicja klasy kodow mozna uszczegoétowi¢ pojecie kodu mieszanego podajac warun-
ki, dla ktérych kod mieszany jest optymalny:

Definicja 4.3 Dla Zrédta S o n symbolach optymalnym w danej klasie mieszanym kodem Huffmana jest kod
o najkrotszej $redniej dtugoscei stowa kodowego L, dla ktérego kazdy z weztéw drzewa kodowego nie
bedacy lisciem moze taczy¢ dowolng okreslong w danej klasie kodow liczbe 2 < r; < n potomkdw.

W przypadku klasy bez ograniczen (klasy idealnej) mozemy moéwié o optymalnym kodzie mieszanym.
Realizacja kodera i dekodera kodu mieszanego wymaga uzycia m buforéw ri-narnych. Przy czym oprécz
ro = 2 pozostate wartosci r; sa liczbami nieparzystymi, gdyz kazda parzysta liczbg » > 0 mozna roztozy¢ na
iloczyn liczb parzystej i nieparzystej » = 2", gdzie s jest dodatnig liczba catkowita i 2° jest maksymalng
potega dwojki bedaca dzielnikiem r, a 7y, jest dodatnig liczba nieparzystq. Dowolna nieparzysta liczba
ztozona r,,, moze by¢ przedstawiona jako iloczyn j liczb pierwszych 7y, = ri-ry-....r;. Na podstawie tych
liczb pierwszych mozna utworzy¢ stowo kodu mieszanego sktadajace si¢ z j cyfr ri-narnych. Co pozwala
uprosci¢ zbidr wartosci » do wylacznie liczb pierwszych. Zdefiniujmy funkcje¢ g(r) jako sume prawdopo-
dobienstw Py, wszystkich n, weztéw ri-narnych w mieszanym drzewie kodowym:

glr)= pr, (4.1
J=1

Waga w(r) cyfry r-narnej w danym kodzie mieszanym zalezy od warto$ci g(r) oraz liczby bitow Eq(r)

potrzebnej do reprezentacji pojedynczej cyfry r-narnej i ma nastgpujaca postac:
w(r) = g(r)-b,(r) 4.2)

Suma wszystkich wag daje $rednig dtugo$¢ kodu mieszanego L,y
m-1
i=0

Gdzie m jest liczba wszystkich réznych elementéw r-narnych wystepujacych w danym kodzie mieszanym.
Kod mieszany okre$lamy mianem mieszanego kodu Huffinana na ze wzgledu na duze podobienstwa wia-
snosci do binarnego kodu Huffmana:

e  kod mieszany jest kodem przedrostkowym, gdyz mozna go przedstawi¢ w postaci drzewa kodowego,
ktorego liscie odpowiadaja poszczegdlnym symbolom Zrddta;

o jezelip;>pi,tol<I;

e dwa symbole (lub r; symboli) o najmniejszych prawdopodobiefistwach maja stowa kodowe o tej sa-
mej, maksymalnej dtugosci /px 1 162nia si¢ tylko ostatnim bitem (lub cyfra r;-narna, gdy wezet drzewa
nie bedacy lisciem taczy ze sobg r; symboli Zrodia o najnizszym prawdopodobienstwie);

* majac dany skrétowy opis drzewa kodu mieszanego r,, = {r, ., ,%, ...} taczymy w kazdym i-tym

kroku r, symboli lub weztéw o aktualnie najmniejszym prawdopodobienstwie wedtug algorytmu
Huffmana (dla kodu binarnego r,, bylo zawsze réwne dwa);

e  kod mieszany jest zawsze kodem kompletnym.
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4.2. Testy efektywnoS$ci

Dla klasy zdefiniowanej w tabeli 3.1 (bez uzycia kodu dwufazowego), a takze dla klasy idealnej do-
konano pomiar6w wplywu liczby » elementoéw Zrédla na procentowy udziat binarnego kodu Huffmana we
wszystkich testach, ktore polegaty na znalezieniu optymalnego w danej klasie mieszanego kodu Huffmana.
Kazde badanie wykonano dla 2'7 = 131072 testowych zrédet o n symbolach. Rozktad prawdopodobienstwa
dla testowych Zrodet byt generowany w sposob pseudolosowy (generator Rand jezyka C o w przyblizeniu
jednostajnym rozktadzie). Procentowe wyniki testow dla n < 15, w ktorych binarny kod Huffmana uzyskat
najkrotsza $rednig dhugos¢ stowa kodowego L, wérod wszystkich kodéw mieszanych przedstawia tabela
4.2. Na podstawie wynikéw wida¢, ze wartosci dla klasy rzeczywistej i idealnej réznig si¢ w niewielkim
stopniu. Uzasadnia to, iz ograniczenie klasy kodow do zbioru wartosci »; bedacych liczbami pierwszymi
jest dobrg propozycja uproszczenia konstrukeji kodu mieszanego. Dla n > 12 przypadki uzasadnionego
uzycia binarnego kodu Huffmana (jako optymalnego kodu mieszanego) nie stanowig nawet jednego pro-
centa zrodel testowych. Dla wyzszych wartoéci » pomiar nie jest juz wystarczajaco precyzyjny. Mimo
zwigkszenia liczby testow do 300000 dla » = 20 nie uzyskano ani jednego przypadku, w ktérym uzycie
kodu binarnego byloby uzasadnione. Na podstawie tych wynikéw mozemy wywnioskowaé, ze wzrost
efektywno$ci uzyskany dla kodu mieszanego (wzglgdem binarnego kodu Huffmana) jest zjawiskiem po-
wszechnym zwlaszcza w sytuacjach praktycznych, w ktorych liczba n symboli Zrodla czgsto znacznie
przekracza warto$¢ 20.

Tabela 4.2 Wyniki testow kodow mieszanych

Liczba n symboli zrédha | Dla klasy idealnej [%] | Dla klasy testowej [%]
3 82.615662 82.667542
4 47.846985 47.922516
5 39.065552 39.154816
6 25.956726 26.042938
7 13.333893 13.404083
8 2.513275 5.610651
9 2.482605 2.515411
10 1,639557 1.671600
11 1.264954 1.302338
12 0.832367 0.855255
13 0.453186 0.462341
14 0.193787 0.198364
15 0.062561 0.063324

Przyktad 4.2

Dane jest zrédlo S sktadajace si¢ z n =20 symboli o rozkladzie przedstawionym w tabeli 4.3, w ktorej
znajduja si¢ takze zestawy stow binarnego, binarno-ternarnego i mieszanego kodu Huffmana. Rysunek 4.2
przedstawia ksztalt drzewa dla mieszanego kodu Huffmana o skrétowym opisie r, = {7, 5, 3, 3, 3, 2, 3}.
Srednia dlugo$¢ stowa kodu binarnego wynosi L, = 3.762, co daje procentowa efektywno$¢ na poziomie
E, =98.95126%. Jezeli zamiast kodu binarnego uzyjemy kodu mieszanego z dang klasa: ro=2, r; =3,
rn=5n=7q=41,9.=31,q9;=16, wtedy L, =0.333+ 1.778-Eq(3)+ 0.112-5,(5)+0.111-5,(7). Dla

klasy zdefiniowanej w przykladzie daje to $redniq L, =La3s;=3.7241, co odpowiada efektywnodci
Eoie = 99.95836% (waga zysku W = 96.06975%). Jezeli dodatkowo uzyjemy kodu dwufazowego do kom-
presji liczb B, to $rednia dlugos¢ stowa kodowego zmniejszy si¢ do L, = 3.72314 i uzyskamy wowczas
efektywno$é réwna L, = 99.98409%. W przypadku klasy idealnej dla kodu mieszanego uzyskamy sred-
nig dhugo$é stowa kodowego réwng Ly = 3.72274 oraz teoretyczng efektywnos$¢ £, = 99.99492%. Ogra-
niczenie kodu mieszanego do binarno-ternarnego kodu Huffmana z dang klasa: ro = 2, r, = 3, q| = 41 spo-

woduje tylko nieznaczny wzrost $redniej dlugosci kodu mieszanego réwnej L, =l.464+1.427-54 (3).

Dla zdefiniowanej wyzej klasy daje to $rednia L,, =3.72632, co odpowiada efektywnodci Ej3=

99.89881%. Jezeli dodatkowo uzyjemy kodu dwufazowego do kompresji liczb B, to $rednia dtugo$¢ stowa
kodowego zmniejszy si¢ do Lp3 =3.72592 i uzyskamy wowczas efektywnos¢ réwna £, 5 = 99.90957%.
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W przypadku klasy idealnej dla kodu binarno-ternarnego uzyskamy $rednig dhugosc¢ stowa kodowego row-
ng Ly s = 3.72574 oraz teoretyczng efektywno$¢ £, 3 = 99.91424%.

Tabela 4.3 Kody Huffmana z przyktadu 4.2

pi Kod mieszany | Kod binarno-ternarny | Kod binarny

p1=0.015 0525 04 23 1,0, 050, 001100
p2=0.015 05251y 2;1,0,05 1, 001101
p3=0.016 0323 24 2;1,0,150, 001110
pa=0.016 0523 34 2, 1,0, 1515 001111
ps=0.016 03254, 231,020, 101000
ps=0.016 0323 59 2;1,0,35 1, 101001
p7=0.017 03 25 67 0; 0,1, 1,0, 00000
ps = 0.022 2323 0s 0;0, 1,151, 00001
po = 0.022 232515 2;1,1,0,0, 00010
p1o=0.022 2325 2s 2;1,1,0, 1, 00011
pi1=0.023 2325 3s 2:1,1,1,0, 00100
p1a=0.023 232545 231, L, 11, 00101
p13 = 0.037 25 05 04 03 0, 0,0, 10101
p1a=0.037 2;0; 15 00,0, 1, 10110
pis =0.037 23 05 24 030, 1, 0, 10111
p1s=0.110 05 05 15 05 010
p17=0.111 05 15 15 15 011
p1s=0.112 25 15 152, 100
p1o=0.166 150, 05 1, 110
P =0.167 15 1, 2,0, 111

P16

P17 e

P1

p2

p3

Pa

ps

Pe

p7

2T R,

P20

P13

P14

P1s

pig®

Ps

P9

P1o

y248!

p2

Rysunek 4.2 Drzewo mieszanego kodu Huffmana z przyktadu 4.2
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5. Konstrukcja optymalnych mieszanych kodéw Huffmana

Algorytm budowy optymalnego drzewa kodu mieszanego w danej klasie nie jest tak prosty jak w
przypadku binarnego kodu Huffmana, gdyz takze elementy o wyzszych prawdopodobienstwach (p,+1,..., pr)
decyduja o tym, czy oplaca si¢ potaczenie elementdw py,..., p, jednym wezlem o » potomkach. Ponadto
mamy do czynienia z wieloma réznymi wartosciami r;, ktére mogg by¢ brane pod uwage, co takze zwiek-
sza liczbg¢ wszystkich mozliwych do uzyskania mieszanych drzew Huffmana. Algorytm znalezienia opty-
malnego w danej klasie mieszanego kodu Huffmana wymaga poréwnania $redniej dhugosci stowa kodowe-
go wszystkich drzew mieszanych mozliwych do utworzenia z » elementow (metoda poréwnari). Przy czym
tworzac nowy wezel w nalezy zachowaé zasadg sortowania prawdopodobienstw (podobnie jak w algoryt-
mie binarnego kodu Huffmana) i laczy¢ r; najmniej prawdopodobnych symboli lub weztéw. Liczba pordw-
nan D jest w przyblizeniu zalezno$ciq wyktadnicza o wspotczynniku okoto 1.794. Ponizszy wzor na przy-
blizong warto$¢ D zostat wyznaczony dla n < 25:

D ~33-(1.794)"® (5.1)

Praktyczna realizacja algorytmu poszukiwania optymalnego mieszanego kodu Huffimana nie wymaga two-
rzenia od poczatku kazdego drzewa, tak aby wyliczy¢ $rednig dtugos$¢ stowa kodowego. Jest to autorska
propozycja tzw. szybkiej rekurencji z parametrami globalnymi, dzigki czemu nie trzeba przekazywac pa-
rametrow do wywolywanej rekurencyjnie funkcji. W ten sposéb aktualnie wyznaczany wynik L, cze-
$ciowo zalezy od poprzednio wyliczonych warto$ci sktadowych. Program napisany w jezyku C testowany
na komputerze klasy Pentium IIT 500 MHz wykonywat 406222 poréwnania na sekundg¢ (pomiar wykonany
dla n = 20). Co oznacza, ze na podstawie zaleznodci (5.1) juz dla n = 38 symboli potrzebowaliby$my okoto
godziny, aby znalez¢ optymalne drzewo kodowe. Jest to gléwna wada tej propozycji poszukiwania opty-
malnych mieszanych kodéw Huffmana (w odniesieniu do wydajnosci obecnie stosowanych procesordow
przy n < 256). Kod Zrodtowy glownych funkcji tego programu znajduje si¢ w dodatku B rozprawy. Autor
zaprezentowal kilka metod pozwalajacych na zmniejszanie liczby drzew, dla ktérych nalezy poréwnaé
$rednie dlugosci stéw kodu mieszanego L, aby wyznaczy¢ optymalny w danej klasie mieszany kod
Huffmana.

5.1. Metoda integralnych poddrzew

Twierdzenie 5.1 Jezeli suma prawdopodobienstw k& najmniej prawdopodobnych symboli jest nie wigksza
od prawdopodobienstwa kazdego z pozostatych symboli, to tych k symboli moze by¢ traktowane jako
osobne integralne poddrzewo, dla ktorego rozktad prawdopodobienstw wystgpujacych w nim symboli nie
ma wplywu na ksztalt pozostalej czg$ci mieszanego kodu Huffmana.

Dla takiego poddrzewa nalezy znaleZ¢ optymalny kod mieszany. Nastgpnie oznaczamy korzen tego inte-
gralnego poddrzewa jako nowy symbol o prawdopodobienstwie p,’, co daje nam nowy zestaw symboli o
niemalejacych prawdopodobiefistwach pi’, piri, pisa,..., pn. Dla tych symboli ponownie probujemy zastoso-
waé metode integralnych poddrzew. Jedli nie znajdziemy wigcej integralnych poddrzew, to z pozostatych
na liScie symboli tworzymy optymalny mieszany kod Huffmana, ktéry nastepnie taczymy z integralnymi
poddrzewami.

5.2. Poddrzewa integralne binarnie

W rozprawie znajduje si¢ szeroki opis warunkéw podzialu na poddrzewa integralne binarnie. Metoda
ta powinna by¢ stosowa facznie z metodg przedstawiong w punkcie 5.1. Ich skutecznos¢ jest zalezna od
rozktadu Zrodia S.

5.3. Kod binarno-ternarny

Inna propozycja zmniejszenia ztozonosci obliczeniowej poszukiwania optymalnego kodu mieszanego
jest uzycie wylacznie kodu binarno-ternarnego (dwubuforowego), ktory jest podzbiorem kodéw miesza-
nych. Moze si¢ to wigza¢ ze zmniejszeniem efektywnosci kompresji, lecz taki kod ma wiele zalet. Efek-
tywno$¢ kodu binarno-ternarnego jest najczgsciej wyzsza od binarnego kodu Huffmana, a praktyczna reali-
zacja wymaga uzycia tylko dwoch buforéw: binarnego i ternarnego (patrz przyktad 4.2). Liczba poréwnar
D zmniejsza si¢ wowczas do:

D=~ (1.618)"" (5.2)
i stanowi warto$¢ wyrazu ciggu Fibonacciego. Omawiany na poczatku punktu 5 program potrzebowat oko-

lo godziny (na komputerze klasy Pentium III 500 MHz), aby wyznaczy¢ optymalny kod mieszany dla Zré-
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dla o n =38 symbolach. W przypadku kodu binarno-ternarnego jest to niecale 97 sekund. Ale juz dla
n = 44 symboli czas zwigksza si¢ do prawie 30 minut. Zatem dla Zrédet o duzej liczbie symboli nawet algo-
rytm poszukiwania optymalnego kodu binarno-ternarnego okazuje si¢ mato praktyczny. W takich przypad-
kach nalezy stosowa¢ suboptymalne mieszane kody Huffmana.

6. Suboptymalne mieszane kody Huffmana o kréotkim czasie konstrukeji drzewa kodowego

Ze wzgledu na duzg liczbg iteracji potrzebnych do utworzenia optymalnego drzewa kodu mieszanego
dla wigkszych warto$ci n moze pojawic si¢ problem, jesli uzycie metod podziatu na poddrzewa integralne i
poddrzewa integralne binarnie nie daje podzialu ma wystarczajaco male poddrzewa o np. »; <20 elemen-
tach. Mozna wowczas poszukiwa¢ suboptymalnych drzew. Pierwszg propozycjq jest tzw. kod dwupozio-
mowy. Tworzymy binarny kod Huffmana do momentu, az pozostanie tylko N < n elementéow (weztow lub
symboli Zrédla), ktore staja si¢ zbiorem symboli Zroédta Sp= {w|, ws,..., wy} o prawdopodobienstwach
Py s Py, o0 Py, - Z €lementoéw w; konstruuje si¢ tzw. poddrzewo glowne (poddrzewo pierwszego poziomu),

czyli optymalny w danej klasie kod mieszany o N symbolach. Jesli dany symbol w; posiada potomkéw (w
utworzonym weczesniej binarnym kodzie Huffmana), to jest on korzeniem poddrzewa drugiego poziomu,
ktére jednak nie moze posiada¢ wigcej niz N lisci, czyli symboli pierwotnego zrédta. Dla kazdego z tych
k <N poddrzew nalezy znaleZ¢ optymalny mieszany kod Huffmana. Dzigki rozbiciu na dwa poziomy
drzew mozliwe jest szybkie uzyskanie suboptymalnego kodu. Minimalnie moze on kodowac n,,, = 2-N — 1
symboli dla drzewa Huffmana bedacego odpowiednikiem kodu unarnego. Maksymalnie kod dwupozio-
mowy moze kodowac 7., = N’ symboli, gdy sa one réwnoprawdopodobne i jednocze$nie N jest potega
dwojki. Jesli np. N = 13, to wystarczy maksymalnie D’ = (N+1)-Dy, = 14-616 = 8624 iteracji poszukiwania
suboptymalnego drzewa mieszanego. Jednocze$nie ny,, = 2-13 — 1 = 25, zatem w przypadku poszukiwania
optymalnego kodu mieszanego metodg poréwnan potrzebowaliby$Smy co najmniej D5 = 676764 iteracji.
Druga wazng zaletg kodu dwupoziomowego jest mata liczba buforéw r-narnych, poniewaz r < N.

6.1. Metoda kolejnych usciSlen

Metoda kolejnych uscislen wykorzystuje zasad¢ podobng do kodu Shannona-Fano [33], gdzie reku-
rencyjnie dokonuje si¢ podziatu zbioru prawdopodobienstw na dwie prawie rowne czgsci. W tym przypad-
ku mozliwy jest podzial na r prawie réwnych czgsci. Dzigki wykorzystaniu algorytmu binarnego kodu
Huffmana do budowy poddrzewa o n — r lidciach uzyskujemy najszybsza z przedstawianych w pracy me-
tod uzyskania kodu mieszanego i nawet dla zrédet 0 256 symbolach czas utworzenia drzewa jest mierzony
w milisekundach (dla procesora Intel Pentium III 500 MHz). Niestety najczgsciej wiaze si¢ to z jedynie
niewielkim wzrostem efektywnosci w poréwnaniu do binarnego kodu Huffmana.

6.2. Kod dwupoziomowy z wykorzystaniem metody kolejnych uscislen

Propozycja uzycia kodu dwupoziomowego moze okaza¢ si¢ nieskuteczna, gdy Zrédlo ma zbyt duza
liczbe symboli n i wowcezas czg$¢ poddrzew drugiego poziomu moze zawiera¢ wigksza liczbg symboli niz
dopuszczalne N. Mozna zaproponowaé polaczenie dwoch przedstawionych wezesniej metod. Najpierw
tworzymy binarny kod Huffmana do momentu, az pozostanie tylko N < n elementow (weztdéw lub symboli
7rodla). Staja si¢ one zbiorem symboli Zrédla Sp= {wi, w,.., wy} o prawdopodobiefistwach
PuysPwseos Puys Z ktorych tworzymy poddrzewo gldwne (kod optymalny w danej klasie kodow miesza-

nych). Podobnie jak w przypadku kodu dwupoziomowego symbole wy, w,,..., wy stanowig zestaw N ele-
mentéw, na ktére moga sktadaé si¢ korzenie poddrzew drugiego poziomu lub symbole pierwotnego Zrédta
o odpowiednio wysokich prawdopodobiefistwach. Dla kazdego z tych poddrzew budujemy suboptymalny
kod w oparciu o metodg¢ kolejnych uscislen. Polaczenie tych propozycji mozemy okresli¢ mianem rozsze-
rzonego kodu dwupoziomowego. Autor rozprawy proponuje, aby ustali¢ wartos¢ N =23 z buforami r-
narnymi ze zbioru r; = {2, 3, 5,7, 11,13, 17, 19, 23}. Dla takiej warto$ci N do utworzenia suboptymalnego
drzewa kodu mieszanego dla Zrédta o n = 256 symbolach wystarczy niecata sekunda (w przypadku proce-
sora Pentium III 500 MHz). W tabeli 6.1 znajduje si¢ poréwnanie $rednich dtugosci stéw kodowych dla
binarnego kodu Huffmana L,, metody kolejnych uscislen L, oraz dla rozszerzonego kodu dwupoziomo-
wego Lyq. Wyniki uzyskano na podstawie badan dwunastu plikéw z danymi réznego typu. Srednia dtugo$¢
stowa kodowego nie uwzglednia nagléwka pliku, tak aby wielko$¢ kompresowanego pliku nie miata
wplywu na poréwnywanie efektywnosci. Na poczatku testowane byty pliki multimedialne zaréwno te bez
wezesniejszej kompresji (BMP, WAV) jak i skompresowane (JPG, MP3). Druga czgs¢ testow to rézne
odmiany dokumentéw tekstowych: DOC, PS, PDF, CPP, DJVU - (format DejaVu wykorzystuje kod en-
tropijny do kompresji danych, stad zastosowanie binarnego kodu Huffmana nie spowodowato zmniejszenia
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$redniej dhugodci stowa kodowego). W ostatniej czgsci testow znalazly si¢: EXE — program wykonywalny
realizujacy kompresj¢ metoda Huffmana, PPT — prezentacja PowerPoint, a takze XLS — arkusz Excela, dla
ktorego niska efektywno$¢ kompresji wynika z duzej wartodci najbardziej prawdopodobnego symbolu
Pmax = 0.62469. Metoda kolejnych udcislen okazata si¢ lepsza od binarnego kodu Huffmana jedynie w czte-
rech przypadkach. Natomiast dla wszystkich dwunastu testoéw najlepszy rezultat uzyskata metoda rozsze-
rzonego kodu dwupoziomowego, dla ktérej uzyskano Sredni wzrost procentowej efektywnosci o 0.30868%.
Oznacza to $redni zysk 2552 bajtéw na kazdy 1MB skompresowanych danych testowych.

Tabela 6.1 Wyniki testow dla suboptymalnych kodoéw mieszanych

Typ pliku | Rozmiar [B] L, E, [%] AR E i [%0] L,k_d E,k_di%]
BMP 208222 7.47832 | 99.70188 | 7.47832 | 99.70188 | 7.45944 | 99.95415
JRG 896708 7.99791 | 99.78994 | 7.99791 | 99.78994 | 7.98449 | 99.95762
MP3 1489609 7.94294 | 99.78752 | 7.94294 | 99.78752 | 7.92852 | 99.96896
WAV 572118 7.67210 | 99.64351 | 7.67210 | 99.64351 | 7.64720 | 99.96802
PDF 366296 7.92118 | 99.53184 | 7.91032 | 99.66852 | 7.88599 | 99.97603
PS 1257608 5.26470 | 99.32028 | 5.25391 | 99.52423 | 5.23260 | 99.92957
DIJVU 103525 8.00000 | 99.97188 | 8.00000 | 99.97188 | 7.99908 | 99.98334
CPP 12328 5.33396 | 99.31449 | 5.32028 | 99.56980 | 5.30119 | 99.92832
DOC 505856 4.38683 | 99.64436 | 4.38683 | 99.64436 | 4.37557 | 99.90065
XLS 28672 3.45710 | 98.38101 | 3.45710 | 98.38101 | 3.44751 | 98.65461
EXE 229376 6.54894 | 99.59602 | 6.54894 | 99.59602 | 6.52536 | 99.95584
PP 1261056 7.91335 | 99.76010 | 7.90816 | 99.82546 | 7.89674 | 99.96982
Srednia: 6.65978 | 99.53690 | 6.65640 | 99.59201 | 6.64031 | 99.84558

6.3. Suboptymalny kod mieszany ze stalym opé6Znieniem

W tej pracy kod mieszany byl dotychczas rozwazany jako kod z podzialem na wiele buforow
r-narnych. Najpierw poddawany byt kompresji caly ciag danych, a nastgpnie w pliku wynikowym po na-
gléwku umieszczano kolejne zakodowane bufory r-narne. Istnieje mozliwo$¢ przeplatania danych binar-
nych i r-narnych w strumieniu wynikowym, co moze by¢ przydatne w przypadku transmisji danych czasu
rzeczywistego. Uzycie liczb B wprowadza op6znienie transmisji, gdyz dekoder juz w momencie pojawie-
nia si¢ pierwszego stowa kodu zawierajacego cho¢ jedng cyfr¢ r-narng (w ogdlnodci f cyfr ri-narnych),
powinien mie¢ dostep do pierwszej liczby B; (czyli takze do przysztych g — f cyfr ri-narnych), tak aby moc
odczytaé (po zdekodowaniu liczby B;) niezbednych f cyfr ri-narnych. Poniewaz wraz z kazdym stowem
kodowym pojawia si¢ $rednio g(r) cyfr r-narnych, to w sytuacji gdy ¢ > g(r) koder wprowadza op6Znienie,
gdyz musi zapisa¢ g cyframi najwolniej zapelniajacy si¢ bufor r-narny i dopiero po zakodowaniu tych cyfr
w liczbe B, wysyla ja do odbiorcy. Op6Znienie oznacza $rednig liczbe symboli wejsciowych, ktére nalezy
wezytaé, aby zapehié¢ ri-narny bufor liczby B;:

T(r)=——-1 (6.1)
g(r)

Aby uprosci¢ zasade opisanej powyzej transmisji i zmniejszy¢ wprowadzane $rednie opdZnienie mozna
utworzy¢ suboptymalny kod dwubuforowy, gdzie oprécz strumienia binarnego bedzie tylko jeden dodatko-
wy bufor r-narny. Przyktadem takiego kodu jest kod binarno-ternarny opisywany w punkcie 5 tego refera-
tu. W przypadku kodu suboptymalnego mozemy zbudowa¢ kod o statym opéznieniu wynoszacym g - 1
symboli wejsciowych:
Definicja 6.1 Kod mieszany pierwszego rzedu to taki kod, w ktérym korzef drzewa kodowego faczy ze
sobg r > 2 potomkéw (korzeri niebinarny), natomiast pozostate wezty drzewa kodowego posiadajg wylacz-
nie dwoch potomkow. Wowcezas g(r) = 1.

6.4. Optymalny i suboptymalny kod mieszany z malym opéznieniem

Tworzac subobtymalny kod mieszany pierwszego rzedu o r potomkach w korzeniu mozna takze
sprawdzi¢, czy uzycie elementu r-narnego dla pozostalych weziéw pozwoli na dalsze skrécenie Sredniej
diugosci stowa kodowego. Mozna w tym celu skorzysta¢ z uproszczenia metody kolejnych uscislen ograni-
czajac test do dwoch mozliwoéci: wezel moze by¢ binarny lub r-narny (gdzie r zostato wczesniej ustalone
dla korzenia). Kod mieszany pierwszego rzedu, ktory wzbogacimy o kolejne wezty r-narne, charakteryzuje
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si¢ zmiennym S$rednim opdznieniem kodera, lecz jest ono nie wigksze niz g — 1 symboli wejsciowych. Za-
tem dodatkowe wezty r-narne nie tylko zwigkszaja efektywno$¢ kompresji, ale zmniejszajq takze $rednie
op6znienie kodera. Taki dwubuforowy kod o matym opéZnieniu moze by¢ stosowany w transmisji danych
czasu rzeczywistego, gdzie dane pojawiajq si¢ na wejsciu kodera na biezaco. W podobny sposéb mozna
analizowa¢ $rednie op6Znienie dla kodu mieszanego o wielu buforach r-narnych. Wowczas $rednie op6z-
nienie wynosi Ty, = max {7(r), 7(r2), ..., T(rm-1)}. Najwigksza sposréd wartosci 7(r) okresla $rednie op6z-
nienie 7y kodu mieszanego. Dla Zrédia z przyktadu 4.2 otrzymano kod binarno-ternarny, dla ktérego
g(3)=1.427, czyli T, =27.7316, a takze kod mieszany, dla ktérego g(3)=1.778, g(5)=0.112 oraz
g(7)=0.111, woéwczas Ty = T(7) = 98.0991.

7. Dynamiczne mieszane kody Huffmana

Dzialanie dynamicznego (adaptacyjnego) kodu Huffmana polega na tworzeniu drzewa kodowego na
biezaco, co oznacza, ze po kazdym odczytanym z wejécia symbolu nastgpuje jego zakodowanie i aktualiza-
cja drzewa. W odrdznieniu od statycznego kodu Huffmana, nie musimy przesyta¢ razem z plikiem dodat-
kowo opisu drzewa kodowego (lub opisu liczno$ci symboli Zrédta). Ponadto istnieje mozliwo$¢ kompresji
strumienia danych, ktérego nie znamy w calo$ci w momencie rozpoczecia kodowania. Ma to miejsce np.
przy transmisji danych pojawiajacych si¢ na wejsciu kodera na biezaco (w czasie rzeczywistym). W przy-
padku kodera dynamicznego musimy si¢ liczy¢ z tym, ze na poczatku nie wiemy, jakie symbole bedg ko-
dowane, wiec musimy zarezerwowa¢ dodatkowy symbol nazywany znacznikiem [12]. Kod znacznika in-
formuje dekoder, ze pojawit si¢ nowy symbol nie wystgpujacy wezesniej w drzewie kodowym. Koniecz-
no$¢ istnienia dodatkowego symbolu powoduje zmniejszenie efektywnosci kompresji. Drugg wadg kodera
dynamicznego jest wigksza ztozono$¢ obliczeniowa spowodowana czgstg potrzebg aktualizacji ksztattu
drzewa kodowego. Dla binarnego kodu Huffmana istnieja algorytmy szybkiej aktualizacji drzewa [12, 29].
Jednak dla kodéw mieszanych stanowi to duzy problem ze wzgledu na duza ztozono$¢ obliczeniowg two-
rzenia optymalnego kodu mieszanego. W rozprawie przedstawiono trzy metody dynamicznego kodu mie-
szanego. Oprécz podstawowej zaprezentowano tez wersjg, dla ktérej niezbedna jest znajomos¢ catego
strumienia danych przed rozpoczeciem kodowania (mefoda druga), a takze metode trzeciq, w ktérej kod
mieszany zawgzono do kodu binarno-ternarnego. Na podstawie wynikow testdw zamieszczonych w roz-
prawie mozna uzna¢ dynamiczny kod binarno-ternarny jako najlepszy kompromis migedzy wydajno$cia a
ztozono$cig obliczeniowg i wielkoscig opdZnienia wystepujacego podczas kompresji (oraz ewentualnej
transmisji). Wyniki przykiadowego testu zawiera tabela 7.1. Kodowaniu zostal poddany obraz Lena o 16
poziomach szarosci.

Tabela 7.1 Wyniki testow dla obrazu Lena

Typ kompresji Dhugos¢ pliku [B]

Mieszany kod dynamiczny 121951
[Mieszany kod dynamiczny (metoda druga) 121031

inarno-ternarny kod dynamiczny (metoda trzecia 121952
Binarny kod dynamiczny 122831
Statyczny mieszany kod Huffmana 121987
Statyczny binarny kod Huffmana 122868
Statyczny kod arytmetyczny 121367

8. Zastosowania mieszanych kodéw Huffmana

8.1. Kompresja elementéw DC w standardzie JPEG

Jednym z najbardziej popularnych standardéw stratnej kompresji obrazow jest JPEG. Ostatnim etapem
kompresji w algorytmie JPEG jest kodowanie wspotczynnikow DCT [5]. W przypadku elementéw DC
koder zapisuje tylko blad predykcji, czyli réznice aktualnej i poprzednio kodowanej wartosci wspdtezynni-
ka DC. Nastepnie bledy te koduje si¢ przy pomocy modyfikacji kodu Huffmana. Symbol kodowy sktada
sie z przedrostka (stowa kodu Huffmana) okreslajacego numer grupy oraz dodatkowych bitow, za pomoca
ktorych mozna zapisa¢ reprezentacj¢ wspotczynnika DC w danej grupie. Grupa o numerze n posiada n
dodatkowych bitow i umozliwia zakodowanie liczb z przedziatu (2" + 1; 2" ") oraz (2"~ '; 2" - 1). Przy
takiej strukturze danych dopuszcza si¢ tabelg kodowa zawierajaca maksymalnie 16 grup. Przykladowa
uniwersalna tabela kodowa oferowana przez twércéw schematu JPEG, powstata na podstawie pomiaréw
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wielu obrazéw testowych. Podczas badan autor rozprawy przygotowal do testow wiasny zestaw 12 obra-
76w (256 odcieni szaro$ci), na podstawie ktérych zbudowano binarny i mieszany kod Huffmana. Poniewaz
uniwersalna tabela (JPEG) nie moze by¢ dla kazdego obrazu optymalna, wigc przy jej uzyciu podczas te-
stow otrzymano $rednig dtugos$¢ stowa kodowego L, = 2.91054, co dato efektywnos$¢ kompresji zaledwie
E,=92.47508%. Dla wyznaczonego binarnego kodu Huffmana otrzymano $redniag L, = 2.78306, co dato
efektywno$¢ kompresji £, = 96.71087% Dla kodu binarno-ternarnego (klasa ry =2, r; = 3, g, = 65) otrzy-
mano L,3 =2.75455, co dato procentowa efektywno$¢ E,3 = 97.71196%. Dodatkowo po zastosowaniu
kodu dwufazowego do kompresji bufora ternarnego uzyskano zmniejszenie $redniej dhugosci stowa kodo-
wego do L,3 = 2.75440, co dato dalszy wzrost efektywno$ci do Es3 =97.77173%. Uzyskanie wigkszych
efektywnosci jest trudne ze wzgledu na matg liczbe symboli Zrédta (zaledwie 8 grup kodowych). Powyzsze
wyniki zostaly opublikowane w pracy [37] wraz z propozycjg algorytmu szybkiej konwersji z liczby B do
bloku ¢ cyfr ternarnych. Algorytm zastgpuje wielokrotne dzielenie liczby B przez 3 zestawem odejmowan
kolejnych poteg tréjki i porownar znaku wyniku odejmowania. Liczba operacji arytmetycznych jest zalez-
na od wartodci konkretnych cyfr ternarnych, ale maksymalnie potrzeba 2:(q — 1) odejmowat, a takze 2-(q —
1) + 1 przypisan liczby dwubitowej. Istnienie tego algorytmu uzasadnia stwierdzenie, Ze zaproponowane w
rozprawie metody podnoszenia efektywno$ci kompresji w przeciwienstwie np. do techniki rozszerzonych
binarnych kodéw Huffmana nie wymagaja duzych naktadéw obliczeniowych i sprzgtowych.

8.2. Zastosowanie kodu binarno-ternarnego do bezstratnej kompresji obrazéw

Czesto zachodzi potrzeba bezstratnej archiwizacji obrazéw (bez jakiejkolwiek utraty jakosci), np. dla
obrazéw medycznych (badania USG itp.) [32]. W takich przypadkach stosuje si¢ metody modelowania
danych takie jak predykcja liniowa, pozwalajace uzyska¢ wzrost efektywnosci kompresji [21]. Dzigki za-
stosowaniu predykcji liniowej mozna usungé czgs¢ zaleznosci migdzy sasiednimi pikselami otrzymujac
#rédlo o rozktadzie Laplace’a, co powoduje wzrost wydajnosci kompresji uzyskanej metodami entropijny-
mi [33]. Predykcja liniowa zaledwie trzeciego rzgdu w potaczeniu z suboptymalnym kodem binarno-
ternarnym (BT-Huff — klasa kodu ro = 2, | = 3, q; = 5) pozwolila uzyska¢ lepsze rezultaty, niz w przypad-
ku uzycia takich popularnych formatéw graficznych jak GIF oraz PNG. Mozna si¢ o tym przekona¢ na
podstawie wynikéw z tabeli 8.1. Jeszcze wyzszy stopiefi kompresji mozemy uzyska¢ dzigki zwigkszeniu
rzedu predykeji i stopnia skomplikowania algorytmu, co ma miejsce w przypadku metody CALIC.

Tabela 8.1 Srednia liczba bitéw na piksel dla czterech standardowych obrazéw testowych

Testowany plik GIF PNG | Predyktor + BT-Huff | CALIC
Lena 8.077 4.611 4.483 4.121
Airpane 6.547 4.275 4.258 3.743
Peppers 8.236 4.908 4.829 4.425
Womanl 6.938 4.983 4.987 4.555

8.3. Zastosowanie kodéw mieszanych do zwigkszenia efektywnos$ci kodu Golomba

W 1966 roku Solomon W. Golomb w pracy [20] przedstawil podstawowe zatozenia i przyktady rodzi-
ny kodéw, ktére przyjeto okresla¢ mianem kodéw Golomba. Kod ten stuzy do reprezentacji nieujemnych
liczb catkowitych n, ktérych prawdopodobienstwo jest zgodne z rozkltadem geometrycznym G(n):

G(n)=(1-p) p" (8.1)

Jest to kod przedrostkowy dla Zrédta o nieskoficzonym alfabecie symboli (warto$ci n). W praktyce stuzy on
do kodowania Zrédia binarnego, dla ktérego p oznacza prawdopodobienstwo wystapienia bitu bardziej
prawdopodobnego: p = max {p(0), p(1)} = 0.5. Przyjmijmy, ze p = p(0), woéwczas stowo kodu Golomba dla
wartosci n reprezentuje ciag (symbol) sktadajacy si¢ z n zer i jednej jedynki. Glowna zaletg tego kodu jest
to, ze nie wymaga on uzywania tablic kodowych i jest stosunkowo prosty do implementacji sprzgtowej.
Stowo kodu Golomba sktada si¢ z dwdch czgéci: przedrostka bedacego numerem grupy u (w postaci kodu
unarnego) oraz z kodu dwufazowego, za pomocg ktérego koduje si¢ numer elementu v w danej grupie.
Grupa o numerze u sktada si¢ z m kolejnych elementow alfabetu Zrédfa:

m_[_ logm(1+p>]

= (8.2)
log,y p
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Dla niektérych warto$ci p mozliwe jest utworzenie zmodyfikowanego kodu Golomba cechujacego si¢ wyz-
sza efektywnoscig kompresji Zrédel binarnych w poréwnaniu do podstawowego kodu Golomba. Zamiast
kodu dwufazowego mozna wykorzysta¢ kod mieszany dla m symboli rownoprawdopodobnych [42].
Np. dla p = 0.8191 procentowa efektywnos¢ dla kodu podstawowego wynosi Eg = 98.73897%, natomiast
dla zmodyfikowanego kodu Golomba uzyskujemy E, = 99.08443% oraz wage zysku W = 27.64803%.

9. Podsumowanie

Analiza aktualnego stanu wiedzy na temat kodéw entropijnych cechujacych si¢ wyzsza efektywnos$cig
od binarnego kodu Huffmana wykazata ich nastgpujace wady:

e wysokie zapotrzebowanie na pami¢¢ niezbgdng do przechowywania duzych tablic kodowych (przez
koder i dekoder rozszerzonego kodu Huffmana czy kodu Tunstalla);

e wigkszy stopieni skomplikowania algorytmu (zwlaszcza dekodera) dla kompresji arytmetycznej, co
oznacza dhuzszy czas kompresji i dekompresji wzgledem binarnego kodu Huffmana;

e niska efektywnos$¢ zapisu wielowartosciowych stéw kodu Huffmana (w odniesieniu do aktualnie
uzytkowanych architektur sprzgtowych opartych o binarng reprezentacj¢ liczb) nie pozwalajgca na
praktyczne ich wykorzystanie.

Z drugiej strony zaproponowany przez autora algorytm kompresji wykorzystujacy mieszany kod Huffmana

ma nastgpujace wiasnosci:

e efektywnos$¢ mieszanego kodu Huffmana jest w zdecydowanej wigkszodci przypadkow wyzsza od
efektywnosci binarnego kodu Huffmana (w najgorszym przypadku oba te kody s rownowazne);

e algorytm charakteryzuje si¢ niskgq ztozonoscia implementacyjng i matymi wymaganiami pamigcio-
wymi, podobnie jak ma to miejsce w przypadku binarnego kodu Huffmana;

e dzieki odpowiedniej reprezentacji danych mozliwe jest uzycie wielu ré6znych elementéw wielowarto-
$ciowych (r-narnych) w jednym kodzie, z zachowaniem wysokiej efektywnosci zapisu cyfr r-narnych.

Wiasno$ci te sg zgodne z tezg niniejszej rozprawy. Ponizej przedstawiono klasyfikacje¢ najwydajniejszych
kodéw entropijnych pod wzgledem wymagan sprzgtowych niezbgdnych do prawidtowego dziatania algo-
rytmu kompresji (w kolejno$ci od najbardziej do najmniej wymagajacych). Po lewej stronie znajduje sig
klasyfikacja dotychczasowa, natomiast po prawej klasyfikacja uwzgledniajaca zaproponowany w rozpra-
wie algorytm, dzigki ktéremu kolejno$¢ zlozonoéci implementacyjnej pokrywa si¢ z kolejnodcig efektyw-
nosci kompresji dla poszczegoélnych algorytmow:

Dotychczasowe wymagania sprzgtowe: Aktualne wymagania sprzg¢towe (oraz efektywno$c):
e rozszerzony kod Huffmana * kod arytmetyczny
e kod arytmetyczny e binarno-ternarny (mieszany) kod Huffmana
e binarny kod Huffmana e binarny kod Huffmana

Oryginalny wklad wlasny autora w pracy stanowi:

e propozycja konstrukeji kodow mieszanych bedacych uogoélnieniem kodu Huffmana;

e rozwigzanie problemu efektywnego zapisu cyfr r-narnych (nie bedacych potega dwdjki), co jest pod-
stawgq praktycznego uzycia r-narnych kodéw Huffmana (1aczenie w bloki po g cyfr r-namych, ktére
nastepnie kompresowane sa przy uzyciu kodu dwufazowego);

e propozycja efektywnej realizacji mieszanego kodu Huffmana, to jest algorytmu pozwalajacego na
laczenie wielu réznych symboli r-narnych w jednym kodzie w taki sposéb, aby uzyska¢ kod o wigk-
szej efektywnosci niz binarny kod Huffmana;

e  opisanie podstawowych zasad konstruowania drzewa optymalnego kodu mieszanego (przy danych
ograniczeniach);

e wykonanie badan testowych potwierdzajacych wzrost efektywnosci uzyskany dzigki zastosowaniu
kodéw mieszanych (w poréwnaniu do binarnego kodu Huffmana) zaréwno dla zbioréw generowa-
nych w sposob pseudolosowy jak i dla rzeczywistych plikow z danymi o r6znych rozktadach prawdo-
podobienstw;

e wyznaczenie wykladniczej zlozonodci konstrukeji podstawowego algorytmu poszukiwania optymal-
nego mieszanego kodu Huffmana (metoda poréwnan) wraz z metoda analitycznego wyznaczania do-
ktadnej liczby iteracji dla metody porownan;
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e zdefiniowanie warunkéw, dla ktorych mozliwe jest zmniejszenie liczby iteracji potrzebnych do wy-
znaczenia optymalnego kodu Huffmana (metoda integralnych poddrzew oraz propozycja poszukiwa-
nia poddrzew integralnych binarnie);

e analiza optymalnego binarno-ternarnego kodu Huffmana be¢dacego propozycja zmniejszenia ztozono-
$ci implementacyjnej kodu mieszanego;

e trzy propozycje uzycia suboptymalnych kodow mieszanych o krotkim czasie konstrukeji drzewa ko-
dowego:

o suboptymalny kod dwupoziomowy;
o metoda kolejnych uscislen;
o rozszerzony kod dwupoziomowy;

e analiza op6znien wprowadzanych przez mieszany kod Huffmana i propozycja uzycia suboptymalnych
kodéw o statym opdznieniu;

e propozycja uzycia optymalnych i suboptymalnych kodéw o matym opdznieniu;

e przedstawienie trzech metod kodowania wykorzystujacych kody mieszane w celu podniesienia efek-
tywnos$ci dynamicznego kodu Huffmana;

e praktyczne zastosowanie kodu binarno-ternarnego jako modyfikacja przedrostkowego kodu Huffmana
uzywanego przy kompresji elementow DC w algorytmie JPEG;

e opracowanie algorytmu szybkiego konwertera binarno-ternarnego, ktéry nie wymaga wykonywania
operacji dzielenia;

e propozycja uzycia kodow mieszanych w celu podniesienia efektywnosci kodu Golomba;

e analiza efektywno$ci kodu dwufazowego wraz z przedstawieniem prostych algorytméw kodera i de-
kodera;

e opracowanie algorytmu doboru parametrow wzorcowych g zapewniajacych wysoka efektywnos$¢ za-
pisu cyfr r-narnych;

e przedstawienie dwoch algorytméw tworzenia krotkich informacji nagtéwkowych dla statycznych me-
tod entropijnych (opracowanych na podstawie odpowiednio dobranych informacji znanych z literatu-
ry);

e wykonanie oprogramowania w jezyku C opartego na poszczegélnych zaproponowanych w pracy al-
gorytmach, a takze oprogramowania testujacego dziatanie i umozliwiajacego generowanie wykresow
zaprezentowanych w pracy (w tym program generujacy zrédla o zatozonym przez uzytkownika roz-
ktadzie).

W rozprawie na 161 stronach przedstawiono szczegdlowy opis powyzszych zagadnien poparty ponad
dwudziestoma przyktadami, wynikami testéw oraz analiza matematyczna. Wyniki badan zostaly zaprezen-
towane w 17 referatach na konferencjach o zasiggu zaréwno krajowym jak i migdzynarodowym. Oprocz
samego zdefiniowania zasad dziatania algorytmu kompresji opartej na mieszanym kodzie Huffmana (za-
réwno w wersji statycznej jak i dynamicznej), autor przeanalizowal takze problemy zwigzane ze znalezie-
niem optymalnego kodu mieszanego wraz z propozycjami ich rozwiazania. Jednak dla Zrodet o duzej licz-
bie symboli (pomijajac kody o z géry zdefiniowanych drzewach) przy obecnych mozliwosciach technicz-
nych wprowadzenie kodu optymalnego do zastowan czasu rzeczywistego moze okaza¢ si¢ niepraktyczne.
Dlatego tez autor przedstawil kilka propozycji konstruowania drzew suboptymalnego kodu mieszanego o
krotkim czasie konstrukeji drzewa kodowego.

Dalsze kierunki badan:
Jak juz wspomniano, istotnym problemem jest szybka generacja mieszanych kodéw Huffmana dla

bardzo duzych Zrodet. Konieczne sg tu poszukiwania dalszych algorytméw konstrukeji kodow subopty-
malnych, a w miar¢ mozliwoéci takze optymalnych. Z praktycznego punktu widzenia duze znaczenie maja
powiazania algorytméw z ich realizacja sprzgtowa, gdyz czgsto od tego zalezy, czy dana metoda bedzie w
przysziosci wykorzystywana w praktyce (np. w uktadach o matych wymaganiach energetycznych).
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